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Resumo

Neste trabalho, sao apresentados alguns resultados fundamentais da area de geometria
riemanniana e alguns resultados importantes da teoria das folheac¢es, como o Teorema de
Frobenius. Entretanto, nosso foco a caracterizacao das hiperficies com curvatura normal
nula dos espacos S” x R e H” x R, quando as analisamos como uma subvariedades de
codimensao 2 dos espacos R"*2? e H"*2. Tal resultado foi apresentado no artigo On a
class of hypersurfaces in S™ x R and H" x R escrito por Ruy Tojeiro e o nosso objetivo é

detalhar as demonstracoes nele apresentadas.

Palavras-chave: hiperficies de espagos produtos, Teorema de Frobenius, geometria

riemanniana, hiperficies com curvatura normal nula.



Abstract

In this work we expose some results of the riemannian geometry and an introduction of
the foliation theory, proving the Frobenius Theorem. However our focus is the description
of all hypersurfaces of the spaces S” x R and H"™ x R when regarded as submanifolds with
codimension two of the spaces R"*2? and H"*? that have flat normal bundle curvature.
This result was presented in the paper On a class of hypersurfaces in S™ x R and H" x R

whose author is Ruy Tojeiro. Our objetive is detail the proves presented therein.

Keywords: hypersurfaces of product spaces, Theorem of Frobenius, riemannian geometry,

flat normal bundle.
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Introducao

Este trabalho é resultado de um estudo sobre caracterizacao de imersoes riemanni-
anas com condigoes pré-estabelecidas do autor Ruy Tojeiro e, principalmente, sobre o seu
artigo intitulado On a class of hypersurfaces in S™ x R and H" x R. O artigo em questao
caracteriza hiperficies, que possuem curvatura normal nula, imersas em S” x R e H” x R,
com demonstragoes diretas, mas, quando lidas de maneira critica, exige um pouco mais de
detalhamento entre as afirmagoes feitas. Nosso objetivo é detalhar essas demonstragoes.
Para isso, entretanto, é preciso aprofundar os estudos acerca da Geometria Riemanniana,

teoria que fundamenta esses resultados.

O capitulo 1 contém conceitos e resultados de variedades diferenciaveis, que sao
utilizados de modo essencial no restante desta dissertagdo. O seu objetivo é mostrar ao

leitor, exatamente, sobre quais defini¢cbes e resultados estamos trabalhando.

O capitulo 2 possui um resumo dos conceitos e resultados da Geometria Riemannia,
com foco naqueles que serdo mais importantes para construcao dos capitulos posteriores.
Além disso, a importancia desse capitulo reside no fato dele fixar algumas notacoes que

serao utilizadas no decorrer do trabalho.

O capitulo 3 foi divido em trés se¢oes. As Secoes 3.1 e 3.3 trazem defini¢oes dos
espacos que, posteriormente, trabalharemos com imersoes sobre eles. Além disso, a Secao
3.3 apresenta alguns resultados que fazem parte da demonstracao do Teorema 5.3.1, mas
que foram adaptadas para essa se¢ao para maior fluidez na leitura dessa demonstracao.
A Segado 3.2, por sua vez, traz a caracterizagao algébrica e a interpretacao geométrica
das geodésicas de S” e H". Tal caracterizacao serd fundamental para a demonstracao do

Teorema 5.3.1, nosso principal resultado.

Além disso, para a demonstracao do Teorema 5.3.1, é necessario uma versao do
classico Teorema de Frobenius para a Teoria das Folheagbes. O capitulo 4, portanto,
tem como objetivo apresentar, resumidamente, essa teoria e demonstrar o Teorema de

Frobenius.

Por fim, o capitulo 5 traz os resultados principais, aos quais foi dedicado mais
tempo e estudo para compreensdo. Ele esta dividido em cinco se¢oes. A Secao 5.1 traz
uma breve introducao sobre o nosso ambiente de estudo, os espagos S” x R e H" x R,
fixando notagoes e apresentando seus elementos de maior relevancia. A Secao 5.2 traz
alguns resultados de extrema importancia para as demonstracoes posteriores, e esses serao
apresentados separadamente para maior fluidez na leitura dessas demonstragoes. A Secao
5.3 traz os resultados mais importantes deste trabalho: os Teoremas 5.3.1 ¢ 5.3.8 e 0

Corolario 5.3.7. A Secao 5.4 propoe o estudo da regularidade pedida pelo Teorema 5.3.1
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para caracterizar hiperficies imersas em S™ x R e H" x R e a Secao 5.5 faz a interpretacao

geométrica desse mesmo teorema.

Vale ressaltar, novamente, que o Teorema 5.3.1 é o resultado principal dessa
dissertacao. Os demais resultados citados no paragrafo anterior, apesar de importantes,
dependem do Teorema 5.3.1 para serem demonstrados. Ele caracteriza, de maneira geral,
as hiperficies imersas em S"” x R e H" x R cuja curvatura normal é nula. O Corolario 5.3.7
detalha essa mesma caracterizagao para hiperficies de angulo constante. O Teorema 5.3.8
também faz um detalhamento dessa caracterizacao, entretanto, tal detalhamento é feito

para hiperficies cuja curvatura média é constante.

Para a leitura desta dissertacao, espera-se que o leitor tenha um dominio da
teoria basica de variedades diferenciaveis e da geometria Riemanniana. Também, para
manter este trabalho o mais auto-contido possivel, mas evitando deixa-lo muito extenso,
optamos por omitir as demonstragoes do capitulo 1 e 2, e omitir também, no capitulo 4,
as demonstragoes dos resultados basicos de Variedade Integral e Folheagoes. Ao leitor
mais exigente, sugiro que procure tais demonstragoes nas referéncias que serao citadas em

cada capitulo.
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1 Variedades Diferenciaveis

Uma vez que a base de estudos da Geometria Riemanniana sdao as variedades
diferenciaveis, este capitulo tem por objetivo orientar o leitor a cerca das defini¢oes e
resultados que sustentam as teorias que virdo nos préximos capitulos. Oriento os leitores
interessados em aprofundar os estudos de variedades diferencidveis a leitura do livro [4],
que foi utilizado como referéncia para a escrita deste capitulo, com exce¢ao da Se¢ao 1.2

que foi utilizado o livro [1].

1.1 Variedades e espacos tangentes

Definicao 1.1.1. Seja M um espacgo topoldgico e U um aberto de M. Diremos que x é
um sistema de coordenadas locais de M se x é uma bijecao entre U e um aberto de R".
Diremos que a dupla (U,x) é uma carta local se x for um sistema de coordenadas. Além
disso, chamaremos uma colegao de cartas locais de M, digamos A := {(Ua,Xq) : o € A},

onde A é uma colecao de indices, de um atlas diferenciavel de dimensao n para M, se:

i) M= U,

acA

ii) x,(Us NUg) é um aberto para todo a, f € A
iii) As aplicagoes de mudanga de coordenadas dadas por
Xga = X5 0 Xy |xa(Uars)
sao difeomorfismos.
Observacao 1.1.2. “Diferenciavel” significara “de classe C*°” durante todo o trabalho.

Definicao 1.1.3. Um atlas A diferenciavel sobre M, diz-se maximal quando contém todos

os sistemas de coordenadas locais que sdo admissiveis em relacao a A.

Observacao 1.1.4. Todo atlas diferenciavel em M pode ser ampliado, de modo tnico,
até se tornar um atlas maximal diferenciavel, basta acrescentar-lhe todos os sistemas de

coordenadas admissiveis.

Defini¢ao 1.1.5. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um par ordenado (M™, A),
onde M é um espaco topoldgico de Hausdorff com base enumeravel e A é um atlas maximo

diferenciavel de dimensao n sobre M™.

Exemplo 1.1.6. O conjunto, denotado por E", definido pelas listas do tipo (z1,- - ,z,),

onde z; € R é uma variedade diferencidvel.
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Definicao 1.1.7. Sejam M™, N" variedades diferenciaveis. Diz-se que uma aplicacao
f + M — N ¢é diferenciavel no ponto p € M se existem sistemas de coordenadas
x:U—R"em M,y:V —R'em N,compeUe f(U)CV taisqueyo fox!:
x(U) — y(V) C R™ ¢é diferencidvel no ponto x(p). Diremos que f é diferencidvel quando
f for diferenciavel em todo ponto p € M.

Definigao 1.1.8. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R

em uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva diferencidvel.

Definicao 1.1.9. Seja M" uma variedade diferenciavel e seja p um ponto de M. Indicamos
por C, o conjunto de todas as curvas A : J — M, definidas num intervalo J, contendo o

0, tais que A(0) = p e A é diferencidvel em 0.

Definicao 1.1.10. Diremos que duas curvas A, i € C, sao equivalentes, denotando por
A ~ i, quando existir um sistema de coordenadas locais x : U — R™ em M, com p € U,

tal que
(x 0 A)'(0) = (x 0 ) (0).

Defini¢do 1.1.11. O conjunto quociente —% serd indicado por T,M e sera chamado de

espago tangente a variedade M no ponto p.

Proposicao 1.1.12. Sejam M™ e N" variedades diferenciaveis e seja f : M — N
uma aplicacao diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha uma curva
diferenciavel a : (—¢,e) — M com a(0) = p, &/(0) = v. Faca f = foa. A aplicacdo
(df)p : T,M — T(;)N dada por (df),(v) = #'(0) é uma aplicacao linear que nao depende

da escolha de «.

Definicao 1.1.13. A aplicac@o linear (df), dada pela Proposicao 1.1.12 é chamada

diferencial de f em p.

A seguir, apresentamos um exemplo de variedade diferenciavel que serd permanen-

temente utilizado nesse trabalho.
Exemplo 1.1.14. Seja M™ uma variedade diferenciavel. O conjunto

™™ = | {p} x T,M ={(p,v); pe M, v e T,M}

peEM

admite atlas diferenciavel. Esse conjunto munido com tal estrutura sera chamado de
fibrado tangente de M.

Demonstragio. Seja A = {(Uy,Xq); @ € A} um atlas diferencidvel maximal de M. Indica-

0
— } as bases associadas
oxy ox®

remos por (z¢,---,z%) as coordenadas de U, e por {
n

rrn

nos espagos tangente de x,(U,). Para cada «, defina

vy, Us x R" — TM
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por
" 0

ya(x?j... ’xg7u17... 7un) = (Xa($?7 ’IZ)’ZUiaf)‘)’ (ul’..- ,un) € R.
i=1 7

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto (p,v) € T'M

0
as coordenadas z¢,--- , x5 de p junto com as coordenadas de v na base {80" cee 80‘}
xs e

Vamos mostrar que {(U, x R",y,)} é um atlas diferenciavel em 7M.
i) Sabemos que M = U Uq e que (dxq)q(R") = Tk, (M, q € Uy, teremos que
Uya(Ua x R") =TM,
e isso mostra a primeira condigao.
ii) Note que
YalUa X R (1U3 X R) = ¥ (Ua N Us) x B") = (xa(Ua N Us), dxa(R) )

e isso mostra o item (ii), pois, por hipdtese, x,(U, N Uz) é um aberto para todo
a,feA

ili) Sejam (U, X,) € (Us,xp) cartas locais de M. Se
(P,v) € ¥olUa X R") Ny,(Us x R).
Entao

(P,v) = (Xa(da), dXa(va)) = (x5(gs), dxs(vs)),

onde g, € Uy, qs € Up, v4,v3 € R". Portanto,

(5 0¥a) e va) = ¥5' (Xa(da), dx(va))
= (5" 0 %a)(ga), d(x5" 0 X4 ) (va) )

Como xgl o x, ¢ diferenciavel, d(xg1 0 X,) também o é, e isso prova o ultimo item
da Definicao 1.1.1.

1.2 Campos de Vetores e Colchetes

Definicao 1.2.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X, € T,M. Em termos de
aplicagoes, X é uma aplicacao de M no fibrado tangente T'M. O campo é diferenciavel se

a aplicacao X : M — T'M ¢é diferenciavel.



Capitulo 1. Variedades Diferencidveis 16

Definicao 1.2.2. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I <— M é uma
aplicacdo que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € TeyM. Diz-se que V ¢é
diferencidvel se para toda funcao diferencidvel f em M, a fun¢ao t — V/(¢)f é uma fungao

diferencidvel em I.

Lema 1.2.3. Sejam X e Y campos diferenciaveis de vetores em uma variedade diferenciavel
M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que, para toda funcao diferenciavel f
definida em M, Z(f) = (XY =Y X)(f).

Destacamos que se X é um campo diferencidavel em uma variedade diferenciavel M

e f é uma funcao diferenciavel em M, entdo X (f) representa (df)(X).

Definicao 1.2.4. O campo vetorial Z dado pelo Lema 1.2.3 é chamado o colchete
(X,)Y]=XY -YX
de X e Y, e dessa forma, Z é evidentemente diferenciavel.

A operacao colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.2.5. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M, a e b sdo niimeros reais,

e as fungoes f e g sao diferenciaveis, entao:

a) [X,Y]=-[Y, X];

b)

o) [[X,Y],2] + [1Z X],Y] + [V, 2], X| =0;
)

d) [fX,g9Y]= fglX,Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z];

1.3 Variedades produto

Lema 1.3.1. Sejam M™ e N" duas variedades diferenciaveis, entdo o produto cartesiano
M x N ={(p,q);pe Meqe N}

¢ uma variedade diferenciavel de dimensao m + n e a chamaremos de variedade produto.

Demonstracio. De fato, considere A e B atlas maximais em M™ e N™, respectivamente.
Considere o atlas A x B formado pelos sistemas de coordenadas x x y : U x V' — R™*",
dados por (x X y)(p,q) = (x(p),y(q)) ,x € A,y € B. Considere x; € A, y, € B, como
(x; xy;)o(xxy) b= (x;0x71) x (y; oy '), segue-se que o atlas maximal que contém
A x B é um atlas que define a estrutura de variedade do produto entre as variedades M™
e N". O
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E fundamental que compreendamos o espago tangente da variedade produto, pois
as variedades as quais dedicaremos nossos estudos possuem essa estrutura. O lema a seguir

ird caracterizar o espaco tangente das variedades produtos.

Lema 1.3.2. Sejam M™ e N™ duas variedades diferencidveis. Se (p,q) € M x N, entao
Tipoy(M x N) = T,M & T,N.

Demonstragio. Considere o subespago F formado por todos os vetores velocidade X' (0) de
caminhos do tipo A(t) = (A(t), q), tal que A € C,. De modo andlogo, considere o subespago
F formado por todos os vetores velocidade p/(0) de caminhos do tipo u(t) = (p,7i(t)), tal
que 71 € C;. Adotando o sistema de coordenadas x Xy, vemos facilmente que o isomorfismo
(xxy) : Tpg(M x N) — R™ x R" leva E sobre R™ x 0 e F' sobre 0 x R". Portanto,
Tpg(MxN)=E@F.

Sejamy : M X N — M em: M X N — N aplicacoes de projegao e iyy, : M —
MxqCMxNein,: N—pxNCMxN as aplicagoes de inclusao. Uma vez que
moiy, =Id: M — M e moiy, = Id: N — N, podemos concluir que, pela regra
da cadeia, iy, € iy, sdo mergulhos e m; e 7, possuem derivadas sobrejetoras em (p, q).
Portanto, T, (M % q) = E e T, 4(p X N) = F. Agora basta identificarmos £ = T,M e
F =T,N por meio dos isomorfismos (diyrg), : T,M — E e (diny)q : T;N — F.

O
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?2 Geometria Riemanniana

Esta secdo tem o intuito de familiarizar o leitor a cerca da teoria que sustenta os
principais resultados que iremos apresentar no capitulo 5, para isso iremos apresentar
defini¢oes e resultados de suma importancia para o estudo de Geometria. Contudo,
nao apresentaremos demonstragoes da maioria destes resultados, portanto, o leitor que
tiver interesse em ler as demonstragdes aqui omitidas, deveréd consultar [1]. Além disso,

fixaremos, nesta se¢do, as notagoes que iremos utilizar no restante texto.

2.1 Variedade Riemanniana

Definicao 2.1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,) (isto
é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia

diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R* — M ¢é um sistema de coordenadas

0
locais em torno de p, com x(xy,- -+ ,2,) =q € x(U) e (q) = dx,(0,---,1,---,0), entdo

a.’l?i
0 0 , L .
%(Q)a a7(q) = gij(z1,- -+ ,2,) € uma funcdo diferenciavel em U.
i j

Definicao 2.1.2. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana é

chamada de variedade Riemanniana.

Definicao 2.1.3. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo é chamado
de isometria se (u,v) = ((df),(u), (df),(v)), para todo p € M, u,v € T,M.

Defini¢do 2.1.4. Seja f: M™ — N"** uma imersdo, isto é, f é diferenciavel e (df), :
TyM — Ty N ¢é injetiva para todo p € M. Se N tem uma estrutura Riemanniana, f
induz uma estrutura Riemanniana em M por (u,v),, = ((df),(w), (df )p(v)) ;> u,v € T, M.
A métrica de M é chamada entdo a métrica induzida por f e a funcao f chamada de

imersao isométrica.

Definicao 2.1.5. Seja M uma variedade Riemanniana e f uma funcao real diferencidvel
definida em M. O gradiente de f é o campo vetorial em M, denotado por grad f,
definido por

(grad £,v) = (df),(v) , p € M , v € T,M.
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2.2 Conexoes Afins e Conexoes Riemannianas

Conexodes Afins

Indicaremos por X'(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M.

Definicao 2.2.1. Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M é uma

aplicacao

V:X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — ViV

e que satisfaz as seguintes propriedades:

a) VfX+gyZ = fVXZ +ngZ;
b) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
c) Vx(fY) = fV.Y + X(f)Y;

onde XY, Z € X(M), f e g sdao fungoes reais diferenciaveis definidas em M.

Proposigao 2.2.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva

diferenciavel ¢ : I — M um outro campo vetorial 2 d ao longo de ¢, denominado

t
derivada covariante de V ao longo de ¢, tal que:

a) B(v4+w)=2v 4 2,
b) %(fV) V + f2V o> onde W é um campo de vetores ao longo de c e f ¢ uma

funcao dlferen(navel em [;

c) SeV é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V (t) = Y (c(t)),

entao 2Y¥ =V dc

A proposicao acima mostra que a escolha de uma conexao afim em M da origem a
uma derivada que satisfaz os itens (a) e (b) de campos de vetores ao longo de curvas. A
nocao de conexao fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas

em particular, é possivel falar em aceleragdo de uma curva em M.

Definicao 2.2.3. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V Um
campo vetorial V' ao longo de uma curva c¢: I — M ¢é chamado paralelo quando =0,
para todo t € I.
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Proposicao 2.2.4. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Seja
¢: I — M uma curva diferencidavel em M e Vj um vetor tangente a M em c(ty), to € 1
(i.e. Vo € Touo)M). Entao existe um tinico campo de vetores paralelo V ao longo de c, tal

que V(to) = Vo, (V(t) é chamado o transporte paralelo de V' (¢y) ao longo de c).

Conex3o Riemanniana

Definicao 2.2.5. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma

métrica Riemanniana (,). A conexao V é dita compativel com a métrica (,) quando
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ) para todo X,Y,Z € X(M).

Definicao 2.2.6. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel é dita simétrica
quando
VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

Teorema 2.2.7 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tunica

conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:

a) V é compativel com a métrica Riemanniana;
b) V é simétrica.

Definicao 2.2.8. A conexao dada pelo teorema acima é chamada de Conexdo Rie-

manniana ou Conexdo de Levi-Civita de M.

Observacao 2.2.9. Quando consideramos o R"™ como nossa variedade Riemanniana, a

derivada covariante %, associada a Conexao de Levi-Civita do R", coincide com a derivada

usual.

2.3  Geodésicas

Definicao 2.3.1. Uma curva parametrizada v : [ — M é uma geodésica em tg € I,

se %(Z—Z) = 0 no ponto ty; se 7 é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v é uma

geodésica.

Se v: I — M é uma geodésica, entao

d fdy dy\ _, D(C”)Ch _0
dt \dt’ dt/ “\dt\dt) dt /]

isto é, |7/(t)| é constante. Suporemos, de agora em diante, que |y/'(t)| = ¢ # 0, isto é,
excluiremos as geodésicas que se reduzem a pontos. O comprimento de arco s de v, a

partir de uma origem fixa, digamos t = ty, é entao dado por

s(t) = /tt

d
d;y‘dt — ot — 1),
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Portanto, o pardmetro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

Definicao 2.3.2. Se v : I — M é uma curva parametrizada tal que existe uma repa-
rametrizagdo h : J — I de forma que v o h é uma geodésica, dizemos que 7 é uma

pré-geodésica.

Exemplo 2.3.3. Seja M = R". Como a derivagao covariante coincide com a usual, as
geodésicas sao retas parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco, isto é, se
p € R" e v € T,R™, entao y(s) = p+ s - v é a parametrizagdo da geodésica que passa por

p com na direcao de v.

Exemplo 2.3.4. Se M = S" C R""! a esfera unitria de dimensao n, entdo as geodésicas
sao descritas pelos circulos maximos da esfera. Uma explicacao mais detalhada sera

apresentada no Capitulo 3, Secao 3.2.

A proposicao seguinte nos mostra que se uma curva diferencidvel é invariante por

alguma isometria, entdo essa curva é uma geodésica.

Proposicao 2.3.5. Seja M uma variedade Riemanniana e v : I — M uma curva

diferenciavel. Se existe uma isometria f: M — M tal que:

) floay =id;

ii) f(p) # p, para todo p ¢ v(I);
entao v é uma geodésica.

Demonstragdo. Seja vy : I — M uma curva diferenciavel tal que v(0) =p e 7' (0) =v e
f: M — M uma isometria com as propriedade (i) e (ii). Suponha que 7 :J — M é
uma geodésica em M tal que ¥(0) =p e 7'(0) = v.

Sendo f uma isometria, entao f o7y é também uma geodésica em M. tal que

(f o )(0) = f(p) e (f o 7)(0) =w. Como p = ~(0), pelo item (i), concluimos que
f o 3)(0) = f(p) = p. Por outro lado,

@)

(f o 7)'(0) = (
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isto é, f o 4 é uma geodésica tal que (f o 3)(0) = 5(0) e (f o ¥)'(0) = 7'(0). Pela

unicidade das geodésicas, f o ¥ =7.

Afirmamos que v = 7. De fato, suponha que existe a € J tal que J(a) = q e
q ¢ v(I). Observe que, por f o 7 =7,

q="7(a) = (f o )(a) = f(q)

e isso contradiz a propriedade (ii) da fungao f. Portanto, v é uma geodésica. O

2.4 Curvaturas

Curvatura

Definigao 2.4.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X (M) dada
por

R(X,Y)Z =VyVxZ —=VxVyZ+Vxy)Z, com Z € X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 2.4.2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:

i. R é bilinear em X(M) x X (M), isto é,

R(f X1+ gXo, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1 + gYa) = fR(X1, Y1) + gR(X4, Y2),
onde X1, X5, Y1, Yo € X(M) e f,g: M — R sao fungoes diferencidveis.
ii. Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é

linear, isto é,

RIX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z + R(X, Y)W,
RIX,Y)fZ = fR(X.,Y)Z,

onde Z,W € X(M) e f: M — R é uma fungao diferenciavel.

Demonstragdo. Verificaremos, primeiramente, a propriedade (i).
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Seja X1, X0, Y1, Z € X(M) e f,g: M — R fungoes diferenciaveis, pela Definigao
241,

R(le + gX?v YI)Z = VYlva1+gX2Z - va1+gX2VY12 + V[fXH-ng,Y}Z
VyviVixirgxoZ — [V, Vv Z — gV x,Vvi Z + Vx4 9x 14

Calcularemos o primeiro termo da soma separadamente. Pela Defini¢ao 2.2.1,

levaH-gXQZ = VY1fVX12 + VY1gvX2Z
= fVvwWVx, Z+Y1(f)Vx.Z+9Vy,Vx,Z 4+ Y1(9)Vx, Z.

Agora, iremos computar o tltimo termo da soma. Pela Proposicao 1.2.5,

Virxitgx:v1Z = Viixivil+lgxe 4

= vf[XhYﬂ—Yl(f)X1+9[X2,Y1]—Y1(9)X2Z
= fV[X17Y1]Z - m(f)lez + gv[X2,YﬂZ - Yl(g)vX2Z'

Somando ambos termos chegaremos a
VviVixitgnZ + Vigxivgxo 12 = fVnVxi 2 +9VviV,Z + fVixivi)Z + 9Vix, )4
e, portanto,

R(fX1+9Xo,Y1)Z = f|[VnVx,Z =V, Vv, Z + Vix, v, Z]
+ Q[VYIVXQZ - szvylz + V[Xz,Yl]Z} :

Isso implica no que queriamos

A demonstracao da linearidade da segunda entrada de R é andloga a que acabamos

de fazer e, portanto, sera omitida.

Demonstrada a propriedade (i), iremos provar a propriedade (ii). Seja X,Y,Z €
X(M)e f: M — R uma funcgao diferencidavel. A primeira parte (ii) é aplicagao direta
das propriedades de uma conexao afim. Quanto a segunda, pela Defini¢dao 2.2.1,

R(X,)Y)fZ = VyNVxfZ-VxVyfZ+VixyfZ
= WVxfZ-VxVyfZ+ fVixyZ + X, Y](f)Z.

Calculando o primeiro termo da soma, teremos

VWVxfZ = Vy(fVxZ+X(f)Z)
= fVyVxZ+Y(f)VxZ + X(H)VyZ +YX(f)Z.
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Realizando o célculo do segundo termo, teremos

VxVyvfZ = Vx(fVyZ+Y(f)Z)
= VXYY Z+ X([)VyZ +Y(f)VxZ + XY (f)Z.

Portanto, pela Defini¢ao 1.2.4 e pela Proposicao 1.2.5,

VyVxfZ-VxVyfZ = f(VyVx—=VxVyZ)Z+ (YX = XY)(f)Z
= f(VyVX — VXVYZ)Z + [V, X|(f)Z
= f(VyVx = VxVyZ)Z - [X,Y](f)Z

Por fim, concluimos que

RX.Y)fZ = f(VyVx—VxVyZ+Vixy)Z
— fR(X,Y)Z.

Curvatura Seccional

Intimamente relacionado com o operador curvatura esta a curvatura seccional (ou

Riemanniana), que passamos a definir. De agora em diante, escreveremos por conveniéncia,

(R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T)

Proposicao 2.4.3. Seja 0 C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente T, M

e sejam x,y € o a dois vetores linearmente independentes. Entao

K(z,y) = (z,y,2,y)
T faPlyl? — ()

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Definicao 2.4.4. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T,M o
nimero real K(z,y) = K(o), onde x,y é uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de o em p.

Proposicao 2.4.5. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina

uma aplicagao trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,,M por

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a ko se e

s6 se R = koR' , onde R ¢é a curvatura de M.
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2.5 Imercoes Isométricas

A Segunda Forma Fundamental

. . . . —n+m . “—n+m=k
Considere as variedades riemannianas M™ e M~ . Seja f : M" — M

uma imersao. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que
f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer que existem uma vizinhanga U C M
de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R¥ em um aberto V do R, tais que ¢ aplica
difeomorficamente f(U) N U em um aberto do subespaco R" C R*. Para simplificar a
notacao, identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M, q € U, com dfy(v) € Ty M.
Usaremos tais identificagoes para estender, por exemplo, um campo local (isto é, definido
em U) de vetores de M a um campo local (isto é, definido em U) de vetores em M; se U
é suficientemente pequeno, tal extensao é sempre possivel, como se vé facilmente usando o

difeomorfismo ¢.

Para cada p € T,M, podemos decompor T, M na soma direta
T,M ~ T,M @& (T,M)*

onde (T,M)* corresponde ao complemento ortogonal de T,M em T,M. Dessa forma, se

v € T,M, podemos escrever

v~ vl + 0N onde vT € T,M e vN € (T,M)*

T N

Denominamos v* a componente tangencial de v e v a componente normal de v. A

conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores

em M, e X,Y sdo extensoes locais a M, definimos

VXY = (vy?)T

Lema 2.5.1. A conexao afim V definida acima é a conexdao Riemanniana relativa a

métrica induzida de M.
Lema 2.5.2. Se X, Y sao campos locais em M e
B(X,Y)=VxY — VxY | (2.1)

entdo B(X,Y) ¢ definido localmente e B(X,Y) € (T,M)*. Além disso, B(X,Y) ndo

depende das extensoes X,Y.

No que se segue, indicaremos por X (U) os campos diferencidveis em U de vetores

normais a f(U) ~ U.



Capitulo 2. Geometria Riemanniana 26

Proposigao 2.5.3. Se X,Y € X(U), a aplicacdo B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) =VgY — VxV

¢é bilinear e simétrica.

Agora, podemos definir a segunda forma fundamental. Seja n € (T'M)*, a aplicacio
H,:TM xTM — R dada por

H,(X,)Y)=(B(X,Y),n),X,YeTM,
é, pela Proposicao 2.5.3, uma forma bilinear simétrica.
Defini¢ao 2.5.4. A forma quadratica I/, definida em 7'M por
I1,(X) = H,(X, X)

é chamada a segunda forma fundamental de f segundo o vetor normal 7.

A partir da aplicao H,, é possivel definir a seguinte aplicacao:
Defini¢ao 2.5.5. A aplicacao auto-adjunta S, : TM — T'M dada por

é chamada de operador de forma com relacao ao vetor normal 7.

A proposigao seguinte nos d4 uma expressao para o operador de forma em termos

da derivada covariante.
Proposigio 2.5.6. Se X € TM e n € (IT'M)*, entao
Sp(X) = —(vxﬁ)T-
Demonstragio. Seja X € TM en € (TM)*+. Tome Y € TM e, portanto,
(5p(X),Y) =(B(X,Y),n) = <vXY - VxY, 77> = <vXY777>-
Por outro lado,
Y;n)=0—=0 = X(Y.n)
= (VxVin) + (Y, V1)
e, entao,
(5,(X),Y) = — (Y, Vxn) = <Y, —(vXn)T> .

Como Y foi tomado arbitrariamente em 7'M, o operador auto-adjunto S, (X) fica unica-
— \T
mente definido por —(V X77> : m
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o~ . ~ . s . ~ . , ——n+1 -
Definigao 2.5.7. As imersoes isométricas de codimensao 1, isto é, f: M™ — M " séo

denominadas por hiperficies.

Sejap € M n € (TM)* tal que |n| = 1. Como S, : T,M — T,,M ¢ simétrica, existe
uma base ortonormal de auto-vetores {e1(p),--- ,e,(p)} de T,M, onde ey, --- ,e, € TM,

com auto-valores reais A\(p), -, A\, (p), isto &, S,(ei(p)) = Ni(p)ei(p), i € {1,--- ,n}.

Definicao 2.5.8. As dire¢oes determinadas pelos ey, serao chamadas de diregées prin-
cipais de f e os Ay, serao chamados de curvaturas principais de f. Além disso,

H=M+---+ )\, é denominada a curvatura média de f.

Vale ressaltar que em outras literaturas o termo curvatura média é utilizado para

1
uma expressao mais intuitiva: —(A; + -+ + A,). Entretanto, para os nossos intuitos é
mais interessante definirmos como foi feito acima, uma vez que nao ha perda alguma em

utiliza-la.

As Equacdes Fundamentais

Dados X € TM en € TM*, j4 vimos que a componente tangente de Vxn é dada
por (Vxn)T = —5,(X). Passaremos agora a estudar a componente normal de Vxn, que

serd chamada a conexao normal V+ da imersdo. Explicitamente,

Vin = (Vxn)N =Vxn— (Vxn)" = Vxn+ S,(X). (2.2)

Verifica-se facilmente que a conexdo normal V* possui as propriedades usuais de
uma conexao. De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de
V+ uma nocao de curvatura no fibrado normal que é chamada de curvatura normal

R* da imersdo e ¢ definida por

RH(X,Y)n = VyVxn — Vi Vyn + Vixyn

Tudo se passa como se a geometria da imersao se decompusesse em duas geometrias:
uma geometria do fibrado tangente e uma geometria do fibrado normal. Estas geometrias
se relacionam com a segunda forma fundamental da imersao por meio de expressoes que

generalizam as classicas equagoes de Gauss e Codazzi da teoria das superficies.

Proposicao 2.5.9. Se M ¢é uma variedade imersa em M, chamaremos de R e R as

curvaturas de M e M, respectivamente. Dessa maneira, as seguinte equagoes se verificam:
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a) Equagao de Gauss
(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) - (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y, Z)).
b) Equacdo de Ricci
(R(X,Y)n,&) — (RH(X,Y)n,€) = ([Sy, S X, V).
onde [S,, S¢] indica o operador S, 0 S¢ — S¢ 0 S,,.

Seja f : M — M uma imersdo tal que o espaco ambiente M possui curvatura
seccional constante ky. Pelo lema 2.4.5, dado p € M existe uma aplicacdo trilinear
R :T,M x T,M x T,M — T,M dada por

(RI(X,Y)Z,W) = (X, Z)(Y, W) — (X, W) (Y, Z)

para todo X, Y, W, Z € T,M, tal que R = kyR'. Aplicando essa igualdade na equagao de
Ricci (2.5.9),

(15, 59X.¥) = (ROXCYImg) = (R (X.¥)n.€)
= Ko (ROXY )0, €) = (R(X, V), €)
= (X .6 - (O W) ) - (R VI €)

Uma vez que X,Y € T,M e n,¢ € (T,M)*, (X,n) =(Y,&) = (X,&) = (Y,n) = 0.

Portanto,
(RH(X,Y)n,€) = = ([Sy, S| X, V). (2.3)

Lema 2.5.10. Seja f uma imersao que o espago ambiente possui curvatura seccional
constante. A curvatura normal de f é nula se, somente se, [S,,S¢] = 0, onde [S,, S¢] =
Sy o Se — Se 05y,

Demonstragio. Suponha que a curvatura normal de uma imersao é nula, isto é, R+ = 0.
Pela equacao (2.3),
<[S7]7 S&]Xa Y> = <RL<X7 Y)na £> =0,

para todo X,Y € T'M. Logo, [S,, S¢] = 0. Reciprocamente, se [S,, S¢] = 0, entao
<RL<X7 Y)na €> = <[S77a S{]Xa Y> =0

para todo X,Y € TM. Portanto, R+ = 0.
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3 Imersoes em S" e H"

3.1 Os espacos S" e H"

Nesta secao, o principal objetivo é definir os espagos S™ e H" que serdo o nosso
objeto de estudo. Entretanto, definiremos esses espacos baseados na definicao do Espaco

Euclidiano e do Espago Lorentziano que apresentaremos agora.

Definicao 3.1.1. O Espaco Euclidiano, denotado por R", é dado pelos pontos de E"

(definido no Exempo 1.1.6) munidos com a métrica

n

(w,v) => ;- vy,

i=1

onde u,v € E" com u = (uy,- -+ ,up) € v = (v, -+ ,Up).

Definicao 3.1.2. O Espaco Lorentziano, denotado por ", é dado pelos pontos de E"
munidos com a métrica "
(u,v) = —uy - v; + Zu, -,
i=2

onde u,v € E" com u = (uy, -+ ,uy) € v = (v1, -+ ,Up).

Definidos esses espacos estamos aptos a definir os espacos S™ e H".
Definicao 3.1.3. O conjunto dado por
S" = {v e R""; (v,v) = 1}
¢ chamado de Esfera n-dimensional.

Definicao 3.1.4. O conjunto dado por
H" = {v € L"; (v,v) = —1}
¢ chamado de Espaco Hiperbdlico n-dimensional.

Por simplicidade, no que se segue, consideraremos Q7 como S",R" ou H" se € =
1,6 = 0 ou € = —1, respectivamente. Além disso, utilizaremos E"*! para denotar o espaco

Euclidiano R"*! ¢ o espaco Lorentziano L"*!, quando € = 1 e ¢ = —1, respectivamente.

Agora, apresentaremos um lema que sera frequentemente utilizado a diante.

Lema 3.1.5. Seja i : Q" — E™™2 a aplicagdo de inclusdo. Se € € {—1,1}, entdo o vetor

I
posicao i(p) € {T p(@?} , complemento ortogonal de T,Q" em T,E"*2.
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Demonstragio. Se v € T,Q7, entao

e = (p,p) = (i(p), i(p)) == 0 =2((di)y(v), i(p)) == 0 = ((di)y(v), i(p)),
isto ¢, (di),(v) L i(p) para todo v € T,Q. Portanto, i(p) € (TPQ’;)L.

3.2 Geodésicas em S e H"

Entender quais sao as geodésicas de S” e H" serd fundamental para demonstragao
nosso resultado principal, Teorema 5.3.1, e, portanto, essa secao sera dedicada a encontrar
algebricamente e geometricamente essas geodésicas. A proposi¢ao a seguir nos mostra a

caracterizagao algébrica.

Proposicao 3.2.1. Seja p € Q7 e v um vetor unitario em 7,Q7 . Entao a curva definida

em um intervalo I contendo o zero, dada por 5(s) = C.(s)p + Z.(s)v é uma geodésica em
Q2 com B(0) =pe f'(0) = v, onde

cos(s), se e=1 sen(s), se =1
C.(s) = 1, se e=0 e Z.(s) = s, se e=0
cosh(s), se e=—1 senh(s), se = —1.

Demonstragio. Inicialmente, iremos provar que 5 ¢ uma curva em Q7. Se € =0, (s) =
p+ sv que, para cada s, é um ponto do R™, pois R" é fechado para a soma. Se ¢ € {—1,1},
entao pelas defini¢oes 3.1.3 e 3.1.4, basta mostrarmos que (3(s), 5(s)) = . Pelo Lema
3.1.5,

(B(s),8(s)) = C2(s) (p,p) + Ce(s) - Ze(s) {p,v) + ZZ(s) (v, )

= eC?(s) + Z2(s)
= e(C2(s) +eZ(s) =«

~—

e, portanto, B(s) € QF, para todo s € I.
Resta provar que § é uma geodésica. Note que
—sen(s), se =1

C'.(s) = 0, se €¢=0

senh(s), se ¢=—1

cos(s), se e=1
Z'.(s) = 1, se ¢=0

cosh(s), se e=—1.
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Isso implica que
Cl(s) = —eZ.(s) (3.1)

Z{(s) = C(s), (3.2)
logo
B'(s) =CLs)p+ Z.(s)v = —eZ(s)p + C-(s)v.
Queremos mostrar que VB = 0, onde B é uma extensao de 3’ em Q~ e V é a Conexao

Riemanniana de Q7.

Considere uma imersao isométrica de Q" em E" ™. Seja V a Conexdo de Levi-Civita
—~ T . —~ T
de E"*1. Sabemos que (VBB) = VB e, portanto, provaremos que (VBB) = 0.

Observe que VB é a derivada covariante de B em E" que coincide com a
derivada usual, isto é,
E> = —£C.(s)p — eZ.(s)v = —f(s).
Se ¢ = 0, nada a provar. Se ¢ € {—1, 1}, entdo, pelo Lema 3.1.5, o campo de vetores
1 ~ ~ _\N ~ \T
posicao (s) € (TQ?) , logo, VB = (VBB) , isto é, (VBB) =0. n

Se e = 0, é facil ver que as geodésicas sao retas do R". Entretanto, para o caso
em que € € {—1,1} é um pouco mais complexo compreender geometricamente quem
sao essas geodésicas. Os resultados a seguir foram trazidos para entendermos de modo
geométrico quais sdo as geodésicas de S"” e H". Portanto, no que se segue da presente

segdo, consideraremos apenas os casos nos quais ¢ € {—1,1}.

As Proposicoes 3.2.2 e 3.2.3 sao resultados que nos auxiliarao a descrever essa

interpretacao geométrica, que serd apresentada na Proposicao 3.2.4.

Proposicao 3.2.2. Se a transformacao linear 7' : E**! — E"*! ¢ uma isometria de E"+,

entdo T'|gr ¢ uma isometria de Q7.

Demonstragio. Considere a métrica de Q" como a métrica induzida por E"*!. Portanto,

por hipétese, T'|gn também preserva a métrica. Resta provar que 7(Q?) = QZ.

Relembre que T sendo uma transformacao linear, entao d7°=T'. Tome ¢ € T(QZ),

logo existe p € QF tal que T'(p) = ¢. Por hipétese e pelas Definigoes 3.1.3 e 3.1.4,
e = (p,p) = (dT'(p),dT'(p)) = (T'(p). T(p)) = (¢ 0) ,

isto é, ¢ € Q" e, portanto, uma vez que ¢ foi tomado arbitrariamente, T'(QZ) C Q.

Agora, tome g € Q”, logo existe p € E"™! tal que T'(p) = q. Por hipdtese e pelas
Definigoes 3.1.3 e 3.1.4,

e={(q,9) = (T(p),T(p)) = (p, ),
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isto é, p € QF e, portanto, uma vez que ¢ foi tomado arbitrariamente, Q? C T(Q”), como

queriamos. O

Proposicao 3.2.3. Seja ¢ um plano que contém a origem em E"*! isto é, ¢ é um
subespaco de E"*! com dimensdo 2. Se T é uma reflexdo de E**! com relacao ao plano o,

entdo T'|gr ¢ uma isometria de Q7.

Demonstracio. Pela Proposicao 3.2.2, basta mostrarmos que 7' é uma isometria de E"*!,
Seja {v,v9} uma base ortonormal do plano o. Tome v3, - - ,v,11 em E"" de modo que
{vi,++ ,vp41} € uma base ortonormal de E"™'. Sabemos que se T ¢ uma reflexao de E"+?

com relacao a o, entao

T(w:) v;, se 1=1,2 (3.3)
Vi) = .
—v;, se 1=3,---,n+1.

Agora, devemos analisar se vale a igualdade (d7'(v;),dT'(v;)) = (v;, v;), para todo
i,7€{l,---,n+1}. Se i = j, entdo, por (3.3),

(dT'(vi), dT'(vy)) = (T'(vi), T'(vi)) = (i, vi) = (vi, vy) -
Por outro lado, se i # j, entao
(dT'(vs),dT (v;)) = (T'(vi), T(v)) = *£ (vi, v5) = 0 = (vj, vy) -

Portanto, T preserva o produto interno entre os vetores da base {vy, -+ ,v,41} € isso

conclui a demonstracao. O

Proposigao 3.2.4. Se o é um plano de E"*! que contém a origem, entdo o N Q" é uma

geodésica de Q.

Demonstragao. Seja v : I — QI a curva diferencidvel gerada por c N Q7. Se T' é a
aplicacao de reflexdo de E"*! com relacdo a o, pela Proposicao 3.2.3, T'|gr é uma isometria
de Q2. Além disso, observe que T'|, ;) = id e T(p) # p, para todo p ¢ (). Portanto, pela
Proposicao 2.3.5, v é uma geodésica de Q7 O]

Observagao 3.2.5. Os casos em que € = 1, as geodésicas sao os circulos méaximos da

esfera, como haviamos afirmado no Exemplo 2.3.4.

3.3 Osespacos S" x Re H" x R

Os principais resultados da presente dissertagao se refere a imersoes isométricas

sobre Q7 x R e, portanto, é de suma importancia definirmos os espagos S" x R e H" x R.
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Definicao 3.3.1. A variedade produto Q” x R é dada por
S" xR = {(xl)"' an+2) € Rn+2;$%+"'+l‘i+1 - 1}
se ¢ = 1. Se ¢ = —1, entao a variedade prouto Q7 x R é dada por

Hn XR:{(ZUI,"' ’xn+2> eLn+2;_aj§+...+xi+l :_1}

Dadas essas definigoes é possivel apresentar alguns resultados que serao de extrema
importancia para provar o Teorema 5.3.1, o principal resultado dessa dissertagao. Portanto,

a seguir, serd exibido uma série de resultados que serao utilizados no Capitulo 5.

E importante destacar que, quando ¢ € {—1,1}, analisaremos, frequentemente,
Q" x R como uma subvariedade de E"*2 sendo esse o espago Euclidiano R"*2 e o espago
Lorentziano "2 se ¢ = 1 e ¢ = —1, respectivamente. Além disso, denotaremos por
V, V e V as conexdes de Levi-Civita das variedades riemannianas M", Q" x R e E"*2,

respectivamente.

Como nosso objetivo é estudar hiperficies em S™ x R e H" x R com curvatura

normal nula, comegaremos identificando alguns campos vetoriais relevantes. Dada uma

hiperficie f : M" — QI x R, seja n um campo de vetor normal unitério e seja e um

campo de vetores unitario, constante e tangente ao segundo fator, R. Entao um campo de

vetores T' e uma fungao diferenciavel v em M™ sao definidos por

0

2
= 1 é possivel chegar a equacao

0
lo fato d
e pelo fato de | =

TP+ =1. (3.5)

Inicialmente, buscamos compreender, através da Proposi¢ao 3.3.2, o comportamento

do campo de vetor T e da fungdo v quando os derivamos.

Proposicao 3.3.2. Dada uma hiperficie f : M" — QI x R e seu campo de vetores

nomal unitario 7. Seja S, o operador de forma de f com relacao a n. Se X € T'M, entao

VxT = vS,(X) (3.6)

X(v) = — (S,(X).T). (3.7)
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Demonstracao: Tome X € T'M. Uma vez que En ¢ um campo de vetores constante,
Vx£ = 0. Portanto, pela igualdade (3.4),

aat:T+1/77:>O = VxT+ Vxuy

= (V)" + (VxT)N + X(v)n+vVxn
T+ (VXY + X(w)n +v|(Vxn)" + (Van)™
s+ v(Vxn)' + (VxT)Y + X(v)n+v(Vxn)V.

Analizando os campos vetoriais separadamente, isto é, distinguindo os campos de

TM dos campos de (TM)*,

(VxT)" +v(Vxn)' =0 (3.8)

(VxT)N + X w)n +v(Vxn)N =0. (3.9)

Pela equagao (3.8) e pela Proposi¢ao 2.5.6 concluimos que

(VxT)" = u[ — (Vxn)T] = VxT = vS,(X)

o que prova a igualdade (3.6).

Por outro lado, pela igualdade (3.9), pela equacao dada pela Proposicao 2.5.3 e
pela Defini¢ao 2.5.5,

Xy = —BX.T) ~v(Txn)" = X) = (X(@w)nn) = (~BX.T) ~ (Txn)".n)

Observe que, por 7 ser unitario,

L=(nm)=0=X(n,n) =0 = (Vxnn

Portanto, pela igualdade (3.10),

como queriamos.
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A proéxima proposicao, caracteriza o operador de forma Se, onde £ é um campo
de vetores unitarios, apontando para fora de Q" x R C E"™? e normal a Q" x R C E"*?
e € {—1,1}. Entretanto, antes de apresentarmos essa proposi¢ao, é preciso compreender o

campo £. O exemplo a seguir nos dard uma intuicao de como descrevé-lo.

Exemplo 3.3.3. Considere o caso particular em que n = 2 e € = 1, isto é, estaremos no
espago S' x R. Observe que, nesse caso, £ é o campo de vetor radial de S' x {ty}, para algum

to € R. Portanto, se p = (x1, z2, v3) € R3 tal que 23 + 22 = 1, entdo &(p) = (71, 72,0).

Figura 1 — Campo de vetor normal a casca do cilindro

R? ‘T

1/

Y

I
S
<l

\
|

£

)

L

v

Agora, iremos generalizar essa ideia.

Lema 3.3.4. Seja p = (w1, + ,Tpy2) € Q0 x R C E"2 ¢ € {—1,1}. Entao o campo &,

dado no paragrafo anterior, pode ser definido por £(p) = (1, -+, Zpy1,0).
Demonstragio. Uma vez que a codimensao da subvariedade Q7 x R C E"™ ¢ 1, devemos

mostrar que dado v € T,(QF x R) entdo v L {(p), onde &(p) = (21, -+, Tpt1,0).

Tome v € T,(QF x R) e uma curva parametrizada v : I — Q7 x R C E"*? tal
que v(0) = p e v/(0) = v. Se denotarmos por 7;(t) as fungoes coordenadas de 7, entao

iremos obter a seguinte igualdade:

(71(0), -+ s 1n42(0)) =7(0) = p = (21, -+ , Tns2)-
Pela Definicao 3.3.1,

evi(t)+ -+ 72, (t) = ¢, paratodo t € [
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e derivando essa igualdade e utilizando a métrica induzida por E"+2,

0 = 2e7(E(8) + - + 241 (E) s (8)
= 2(enV )+ + Tner (DVsa (8) + 07 5(D))
= 2((71(75)7 ’ 77n+1(t) 0)7’7/(75»‘

Em particular, se fizermos t = 0,
(€(p),v) = ((z1," -+, 2n41,0),7'(0)) = 0

como queriamos. O

Agora, estamos aptos a apresentar a Proposicao 3.3.5. Ela é responsavel pela
caracterizacao do operador S¢, através de T' e dos elementos de {T}+, complemento
ortogonal de T em T'M.

Proposicao 3.3.5. Seja S¢ o operador de forma do campo vetorial . Entao,

Se(T) = —v*T

Se(X) = —X para todo X € {T}*.

Demonstracao. Tome x € M™ Y € T'M e considere a curva parametrizada v de I em M™

tal que
P)/(S> = (71(3)7 T 77n+2(8))>
onde 7(0) = z e 7/(0) = Y(z). Uma vez que a derivada covariante de E"™? coincide com a

derivada usual, pela Proposigao 2.2.2 (c),

(Fre)@) = 25200) = (3(0), - 74 (0),0)
= (71(0)7 T 77;L+2<0)) - (07 e 707 77/z+2(0))

Seja a m, : TE""2 — TR a projecao canonica da n-ésima coordenada. Observe que

(0. 02a(0)) = V(@) = (Yi0). ) 57

logo, pela igualdade (3.11) e (3.4),

/Vvyf:Y—<Y,§t>§t:Y—<Y,T—|—V77)T—1/(Y,T+m]>n.

Note que omitimos a dependéncia dos campos a x na igualdade anterior. Isso foi

feito para simplificar a notagdo e também omitiremos tal dependéncia no restante da
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demonstragao pelo mesmo motivo. Uma vez que z foi tomado arbitrariamente sobre M™,

isso nao causara nenhum prejuizo ao que se segue.

Pela Proposicao 2.5.6,
Se(Y) = —(%yﬁ)T = (Y, T+vn)T —Y, para todo Y € TM.
Se Y =T, entdo, por (3.5),
Se(T) =T, T+vn))T —T =|T°T - T = (|T|* = )T = —*T,
o que prova a primeira igualdade. Por outro lado, se Y = X € {T'}+ C T M, entao
Se(X)=(X,T+vmT-X=XT)T+v{X,nT—-X=-X
e isso encerra a demonstracao. 0

Observagao 3.3.6. Se ¢ = 0, é facil ver que € = (0,---,0,1). Dessa forma, Vyé =0,
isto é, S¢(Y) = 0 para todo Y € T'M.

Os resultados apresentados a seguir serdo de extrema relevancia para a demostracao
da reciproca do Teorema 5.3.1, e por isso, ja assumiremos a hipdtese de que T' ¢é direcao
principal de f para todos os resultados restante dessa secao. Essa hipotese sera irrelevante

em algumas demonstragao, porém sua importancia surge no Lema 3.3.9.

Seja f : M"™ — QI x R uma hiperficie. A funcao h : M" — R dada por
h(p) = <f(p), %> ¢é chamada de fungao altura de M™.

Lema 3.3.7. T é vetor gradiente de h.
Demonstracao. Pela Definicao 2.1.5, dado X € TM™",
h.X = (grad h, X) .

0
Por outro lado, por 5 5 constante e por (3.4),

X = X0 = X (£ 5} = (2.5 5 ) = (XL v = (£.X, 7).
Uma vez que f é uma imersao isométrica, concluimos que h, X = (X, T, isto é,

(grad h, X) = (T, X)), para todo X € TM".
Portanto, grad h = T" como queriamos. O

Lema 3.3.8. Para todo X, Y € TM" vale a seguinte igualdade:

(VxT,Y) = (VyT, X)
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Demonstracao. Pelo Lema 3.3.7,
Y(h)=(T,Y) = XY (h) =(VxT,Y)+ (T, VxY).

De modo analogo,

e, portanto, pela simetria de V,

[X,Y](h) = XY(h)—YX(h)

= (VxT, Y)Y+ (T,VxY) —(VyT,X) — (T, Vy X)
— (VAT,Y) — (VyT, X) + (T, VY — Vy X)

= (VxT)Y) —(VWyT,X) + (T, [X,Y])

= (VxT,Y)— (VyT, X) + (grad h,[X,Y])

= (VXT.Y) = (VyT, X) + [X,Y](h).

Por isso, concluimos que

(VxT,Y) = (VyT, X)
0

Lema 3.3.9. As funcoes v e |T| sdo constantes ao longo de {T'}*, complemento ortogonal
de T em TM™. Em outras palavras, se X € {T}*, entdo X (v) = X(|T]) = 0.

Demonstragio. Seja X € {T}*. Note que, por (3.6) e por S, ser um operador auto-

adjunto,

X(IT%)

X(T) = 5
1

- — . X(T,T
1

= — - (VxT,T)
T
1

= —. X),T
|T| <VS77( )a >
v
T
ve.
T

= [)7

onde ¢ é um nimero real tal que S, (T) =c-T.
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Utilizando, novamente, o fato de S, ser auto-adjunto e por (3.7),

X) = ={5X),T)
= — (X, 5,(T))
= —c(X,T)
= 0
e isso prova o que querfamos. O

Lema 3.3.10. As curvas integrais de 1" sao pré-geodésicas de M™.

Demonstragio. Primeiro note que, pelo Lema 3.3.8 ¢ 3.3.9, se Y = T e X € {T}*,

complemento ortogonal de T" em T'M™, entao
1 1
(VT X) = (VxT,T) = R (T,T) = 5X(|T|2) =

isto é, existe c € R tal que VT =c¢-T.

Visto isso, seja « : I — M™ uma curva integral de T" tal que «(0) = p. Por hipétese,

T é uma extensao de o’. Suponha que [ é a reparametrizacao de o por comprimento de

~ T
m ¢ uma extensao de '. Sendo T = m, queremos mostra que

arco, logo
V7T =0,

isto é, mostraremos que [ é uma geodésica de M™. Computando essa conexao teremos:

~ T
V=T = V
wom
1 [ 1
- )
ml VT T\
1 [ c T(|71) }
= —|—=T — T, 3.12
Fal A RTAE (3.12)

Devemos calcular a derivada T' ( |T |)

r(r)) = T((1.,7)7)

1 1
_ 5T( T,T)) XY
1 1
= AT
_ (V. T)
T
AT, T)
T
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Substituindo essa derivada em (3.12),

~ 1Te¢ c|T

F oo Lfep dTl
T L|T| |T|

— ()’

como queriamos.
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4 Variedade Integral e Folheacoes

Este capitulo tem por objetivo familiarizar o leito com os conceitos e resultados
de Distribui¢oes Tangentes. Aqui trataremos os resultados com mais seriedade, pois essa
teoria é o pilar para demonstrar o nosso principal resultado (Teorema 5.3.1). O principal
resultado deste capitulo é um resultado classico conhecido como Teorema de Frobenius.

Para fundamentar tudo que sera dito neste capitulo, utilizamos como referéncia [3] e [5].

4.1 Curva Integral

Definicao 4.1.1. Seja X € X(M). Uma curva diferenciavel vy : I — M ¢ dita curva
integral de X, se v/(y(t)) = X (v(t)).

O resultado a seguir ¢ um corolario imediato do Teorema de Existéncia e Unicidade

de equagoes diferenciais ordinarias em R™.

Teorema 4.1.2 (Existéncia e Unicidade). Seja X um campo diferencidvel de vetores em
uma variedade diferencidvel M, e seja p € M. Entao existem uma vizinhanca U C M de
p, um intervalo (—9,d), § > 0, e uma aplicagao diferencidvel ® : (—6,0) x U — M tais

que a curva 7 : (—=6,0) — M dada por t — ®(t,q), ¢ € U, é a tinica curva que satisfaz

od

S = X(@(t.0) e (0.0 = ¢

A aplicagdo ® do teorema acima é chamada fluxo de X e a curva v é chamada de

trajetoria de X que passa por q.

4.2 Distribuicao Tangente

Definigao 4.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Uma distribuicdo

tangente k-dimensional é uma aplicacao D que associa a cada p € M a um subespaco D,
de dimensao & de T,M.

Exemplo 4.2.2. Considere o R®* — {0} como uma variedade diferencidvel. Parametrize-o

com coordenadas esféricas, isto é, x : R* — {0} — R* — {0} dado por

x(0,6,p) = (psen ¢ cos b, psen psen b, pcos ¢).
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Definiremos a distribuicao tangente D como sendo aquela que associa a cada ponto
p = (09, b0, po) € R? — {0} ao subespaco vetorial gerado por
0

2% (p) = (—posen ¢gsenby)i+ (posen g cosby)j
9, ~ ~ -
a—¢(p) = (po cos ¢g cos )i+ (po cos dgsenby)j + (—po sen ¢k,

isto é, D é uma distribui¢do 2-dimensional tal que D, = T,,5% C T,R3, onde S? é a esfera

de raio py.

Definicao 4.2.3. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e D C T'M uma
distribuicao tangente. Uma subvariedade N C M é chamada de variedade integral de D
se D, = T,N para todo p € N.

Exemplo 4.2.4. Considere a distribuicao D definida no Exemplo 4.2.2. Observe que se

considerarmos S? como uma subvariedade de R?, entdo S? é uma Variedade Integral.

Exemplo 4.2.5. Seja X e Y os seguintes campos vetoriais de R?:

X = i+ yE

Y =]
e seja D a distribuicdo tal que D, é o subespaco gerado por X(p) e Y (p). Observe que
D nao possui variedades integrais. De fato, suponha que N é uma variedade integral de
D que contenha a origem. E fato que as curvas integrais de X e Y que comecem em N
devem pertencer a N num tempo ¢ suficientemente pequeno. Observe que X (0) = i, isto
é, a curva integral de X que comeca em 0 esta sobre o eixo x. Portanto, existe § > 0
suficientemente pequeno tal que se § > |z|, entdao (z,0,0) € N. Por outro lado, as curvas
integrais de Y que comecem em (z, 0, 0) sao paralelas ao eixo y. Portanto, existe 6 > & > 0
tal que se € > |z|, |y|, entdo (z,y,0) € N, isto é, N contém parte do plano zy. No entanto,
os planos tangentes aos pontos que estao na intersec¢ao entre plano xy, sem o eixo x, e N

nao estao contidos em D.
O exemplo acima nos mostra a existéncia de distribui¢des que nao estao associadas
a uma variedade integral. A proposicao a seguir nos mostra a razao pelo qual isso acontece.

Definigao 4.2.6. Se dado X,Y € D, entao [X, Y] € D, dizemos que D é uma distribuicio
involutiva. Além disso, dizemos que D é uma distribuicio completamente integrdvel da

variedade M se para cada p € M existe uma variedade integral de D.

Proposicao 4.2.7. Toda distribuicao integravel é involutiva.

Demonstracio. Suponha que D é uma distribuicao integravel de M. Tome p € M, logo

existe uma subvariedade N tal que p € N e D, = T, N para todo ¢ € N. Por definicao,

T,N ={X(p) € T,M; (X f), =0 sempre que f € C* e f|x =0}.
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Tome X(p),Y (p) € D, =T,N, logo
(X Y1)y = X((VF)p) = Y ((XF),) = X(0) = Y(0) = 0.

Portanto, [X,Y](p) € D,. O

A Proposicao que acabamos de ver nos mostra uma condi¢do necessaria para que
uma distribuicao seja integravel. Dessa forma, retornando ao exemplo 4.2.5, observe que
YX = XY = 0 e, portanto, [X,Y] = 0, isso implica em [X,Y] ¢ D. Isto é, D nao é

involutiva, reafirmando o fato de D nao ser integravel.

4.3 Teorema de Frobenius

O Teorema de Frobenius determina condi¢oes suficientes e necessarias para que

um distribuicao seja completamente integravel.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Frobenius). Se D é uma distribui¢do k-dimensional em M™,

entao as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

a) D é completamente integravel
b) D é involutiva

c¢) Para cada oy € M existem um vizinhanga U de z e um difeomorfismo
f:U— (=1, )" f=(f1, -, fn) tal que os subconjuntos de U definidos pelos
pOHtOS q e U tais que fk-i—l(q) = Cpt1, " ’fn(Q) = Cp, onde Chkt1, " sCn € R?

sao subvariedades integrais de D.

Demonstragio. a) implica b) é a Proposigao 4.2.7.
c¢) implica a) ¢ imediato.
Iremos provar b) implica ¢) por inducao em k. Para k = 1 temos o seguinte lema:

Lema 4.3.2 (Teorema do Fluxo Tubular Curto). Seja X um campo vetorial diferencidvel
definido num aberto U C M, tal que X (zg) # 0, zo € U. Entao existem uma vizinhanga
V de 2y em M e um difeomorfismo f : V — (—¢,e) x D"! C R", onde D" ! = {x €
R™; ||z|| < 1}, tal que f.X = (1,0,---,0). Em particular, as curvas integrais de X em
V' sdo definidas pelos pontos ¢ € V' tais que fo(q) = ca,- -+, fu(q) = ¢, onde ¢, -+ ¢,

sao constantes reais.

Demonstracao. Suponha que X é um campo vetorial diferenciavel definido num aberto
U C M, tal que X (zg) #0, g € U. Seja D" ! ={x e R"!; ||z|| <1}, como X (xq) # 0,
existe um mergulho ¢ : D"! — M tal que ¢(0) = x¢ e

Wx(a0) @ (Dp)a=o(R" ) = Ty M



Capitulo 4. Variedade Integral e Folheagoes 44

onde Wx () é um subespago de dimensao 1 de T,,, M gerado por X (zg).

Suponha, sem perda de generalidade, que ®;, fluxo de X (Teorema 4.1.2), estd
definido em (—4§,0) x @(D" '), onde 6 > 0 é suficientemente pequeno. Defina ¥ :
(=4,0) x D" — M tal que ¥(t,z) = ®4(p(x)).

Provaremos que (DW) ) é um isomorfismo:

I) ¢ ser um mergulho implica em (Dyp),—¢ ser injetora, que por sua vez, implica em

(D)(0,0) também ser injetora;

IT) Observe que

(DY) (0,0(0,v) = (D (CIDO o gp)) (v) = (Dg)s—o(v), para todo v € R

=0

0
Isto é, (DW) 0 ({0} X ]R"’1> = (D) ,—o(R™1). Por outro lado, sendo 7; i campo

de vetor unitario positivo de R,

D)0 (5:0) = (@0 0) = (F@)) = X(a)

t=0

e, portanto, (DW) g (R X {0}) = Wx(z0)- Desse modo, concluimos que

(DW) o0y (R xR™1) = (D¥)op (R x {0}) & DY ({0} x R")
= WX(mo) D (DW):JS=O(R”71)
= T:ng7

isto é, (DW)0,0) é sobrejetor.

2. (DY) 0,0y é um isomorfismo

Pelo Teorema da Fungdo Inversa, existem ¢ > 0 (sem perda de generalidade
tomaremos € < §) e um disco D com centro na origem tais que U : (—e,e) X D—sMé
um difeomorfismo sobre sua imagem U((—¢,e) x D) := V. A inversa de ¥ chamaremos de
feédadapor f:V —s (—e,¢) x D. B facil ver que f,.X = (1,0,---,0) e isso encerra a

demonstracao desse lema. O

Suponha que b) implica ¢) para distribui¢oes de dimensao [, onde [ € {1,... k}.
Seja D uma distribuicao tangente de dimensao £ em M". Tome xy € M e um sistema
de coordenadas locais x : U — W definido de uma vizinhanca U de zo em M a um
aberto W contendo 0 em R™ tal que x(zg) = 0. Dito isso, vale destacar que daqui em
diante utilizaremos um abuso de notacao e faremos a identificacdo xg =0 e U = W, dessa
forma enxergaremos cada ponto em U como sendo a sua imagem em W pelo sistema
de coordenadas. Como o problema ¢ essencialmente local, podemos supor que D é uma

distribuicao tangente definida em W.
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Sejam X!,---, X* campos de vetores diferenciaveis definidos numa vizinhanca
V C W de 0, tais que {X*(p),---, X"*(p)} é uma base de D,, para todo p € V. Como
X*(0) # 0, o subespago E+ de R", ortogonal a X*(0) em R", possui dimensdo n — 1.
Diminuindo V se necessirio, podemos supor que para todo p € V, X*(p) ¢ E*, isto é,

X*(p) possui uma componente nao nula na diregao de X*(0).

Considere a distribuicdo tangente D definida por Ep = D, N E*, para todo
p € E+ NV. Definindo D dessa forma, Bp representa todos os vetores de D, que nao
possuem componente na direcdo de X*(p), pois X*(p) possui componente na direcio de
X*(0) e X*(0) ¢ E*. Geometricamente, isso significa que todo v € D, é linearmente

independente do vetor tangente a 6rbita de X*(p), para todo p € E-NV.

drbita de Xk

ENV

Figura 2 — Interpretagao geométrica de D.

Fonte: [5], pagina 17 (modificado).

Afirmamos que D é uma distribuicao tangente involutiva. De fato, suponha que
X*(0) =e, =(0,---,0,1), logo E*+ pode ser escrito por

E+ = {(z1,-+ ,x,) € R"; x,, = 0}.

Escrevendo X7 = (af,--- ,ad) podemos definir o campo vetorial Y7 : V — R™ dados
. . . ) J
por Y7/ = X7 — ¢/ X* onde ¢ = a—z. Observe que {Y1(p),---,Y*1(p)} é uma base de

n

D,, para todo p € E- NV,
— n—1 . n—1 .
Tome X,Y € D, logo X = > a;Y'eY = 3 b;Y’, onde a; e b; sao funcgoes
i=1 j=1

diferencidveis definidas em E+ N V. Queremos provar que [X,Y] € D, entao, pela
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Proposicao 1.2.5,

[X’Y] _ k—1

[ —]

-
HII

> a;Y?, Z bJYJ]
1

= {alY’, Z b Yj]

=1
k—1k—1
= [a; Y, b;Y7]
i=1 j—1
k—1k—1 ) ) ]
- Yy (&Z bV Y]+ aiYi(b,) YT — ijJ(ai)YZ)
=1 j=1

Uma vez que Y, Y7 € D, basta provarmos que [Y?,Y7] € D. Sabemos que [Y? Y7] € D,
pois D é involutiva e Y?, Y7 € D. Por outro lado, como Y?, Y7 € E* entdo, escrevendo-os

como combinagao linear dos campos coordenados, teremos que

) ) n—1 a n—1 a
VY = [ v |
n—1 a n—1 a
= 51 ) V':l

i=1 j=1
ol 9 91 0 0

= |55 | + &5 ()5 — Vi ()5 )
= j:1< T10;7 0 0" 70, ) 0;
il 9,0 0,9

- iy ()5 — i () )
i=1 3:1( 0’ 9; Jaj 9;
n—1

Isto é, [Y*YJ] € B+, pois [V Y7] ndo possui componente em 5 O due conclui a
demonstracao da afirmacao. !

Denote por E = x~!(E1) a subvariedade (n—1)-dimensional de M. Por hipétese de

indugio, existem uma vizinhanga V; de xyp em E e um difeomorfismo g : V; — (—1,1)"" 1

g = (91, ,gn_1) tal que os subconjuntos de V; definidos pelos pontos ¢ € V] tais que
(@) =cr, -+, fao1(q) = ¢po1, onde ¢, -+ - , ¢, € R, s@o subvariedades integrais de D em
V1.

Seja o =gt (=1,1)" ! — V; e &, fluxo de X* (Teorema 4.1.2), definido em
(—0,8) x V1, onde § > 0 é suficientemente pequeno. Defina ¥ : (—=4,d) x (=1,1)"' — M
tal que V(t,z) = Oy(p(x)).

Provaremos que (DW) ) é um isomorfismo:
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I) ¢ ser um difeomorfismo implica em (D¢y),—q ser injetora, que por sua vez, implica

em (D®) (o) também ser injetora;

IT) Observe que

(DW) 0,0)(0,v) = <D (@0 <p)> () = (Dg)aro(v), para todo v € R*.

=0

0
Isto é, (DW) .0 ({0} X ]R”_1> = (D¢)s—o(R™™1). Por outro lado, sendo 7;  campo

de vetor unitario positivo de R,
0 d d k
O)on(55:0) = (G0 0),_, = (GD), =¥

e, portanto, (DW) g (]R X {O}) = span{X*(zy)}. Desse modo, concluimos que

(D\I})(07o) (R X Rn_l) = (D\I/)(QO) (R X {0}) ) D\I/(QO) ({0} % Rn—l)
= span{X*(x0)} & (Dp)o=o(R"")
= TxoMa

isto é, (DW)(0,0) é sobrejetor.

" (D¥) 0,0y ¢ um isomorfismo

Pelo Teorema da Fungao Inversa, existem ¢ > 0 (sem perda de generalidade
tomaremos € < ) e uma vizinhanga U C (—1,1)""! de 0 tais que ¥ : (—¢,e) x U — M
¢ um difeomorfismo sobre sua imagem ¥((—e, &) x D) := W. A inversa de ¥ chamaremos
de f eédadapor f: W — (—¢g,e) x U. Escrevamos f = (a, ), onde a: W — (—¢,¢)

GB: (617'” Jﬁn—l) W —U.
Resta provar que os subconjuntos de U definidos pelos pontos ¢ € U tais que

fre1(q) = crary -+ 5 fu(q) = cn, onde cpyq, -+, ¢, € R, sdo subvariedades integrais de D.

Para isso, basta provarmos que para todo p € W,

D, ={veR" (dB),(v) =0, k<i<n-—1}= (df);l(F),
onde F' = {(t,u) e R x R* \;up = . . . = up_y = 0}. Como (df),"(F) tem dimensdo k,
basta provarmos que (df),'(F) C D,.

Seja w = (A\,v,0) € F,onde A € Rewv=(vy,...,v5_1) e coloquemos f(p) = (t, z),
onde t € (—¢,¢) e x € U. Observe que

(df), (w) = (d¥)uy) (A, 0,0)

= (d@o 90))@&)(& v,0)

_ Ajt@t(gp(x))t +(ADy) ey © (dip)s (1, 0)

= AXH(p) + (A1) p(a) © (dip).(v,0)
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J& sabemos que o primeiro termo da soma, AX"(p), pertence a D,. Resta provar
que (d®y) @) © (dp)z(v,0) € D,. Uma vez que (dy¢),(v,0) € 5@@), podemos escrevé-lo

(@0)e(r,0) = LY (o(2)),

onde w; sdo fungoes diferenciaveis. Portanto,

(A8, © (d0)a(0,0) = (AP0 ¥ ((a) )
k—1

= D wild®e)pn (Y (@),

=1

isto é, se provarmos que (dCDt)q<Yi(q)) € Dy, paratodo g € E*NWel<i<k-—1,

encerramos a demonstracao. Em outras palavras, resta provar que

(®,),Y'(p) € D,, paratodope Wel<i<k-—1.

Recorde que Y = X’ — ¢/ X* logo

(@)Y = (2. X" — (@) (' X")
= (D). X" = (0 @) - (®,), X"
= (9).X' = (o ®,)- X"

Uma vez que X*(p) € D,, faz-se necessirio apenas mostrar que (®,),X'(p) € D,
paratodope Wel <i<k-—1.
Considere as curvas em T,M dadas por z(t) = (®,).X*(p). E facil ver que, para
todoi € {1,--- ,k — 1},
/ d i ko yri
Z(t) = = ((20.X7) () = (20).[X*, X (p).

Por hipétese, D é involutivo, isto é, [X* XY € D e, portanto, existem funcoes Ef

diferenciaveis tais que
k

XX = Yo

Jj=1
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Utilizando p! = & o ®,, teremos

A = (@LEXP) (zw )

— (o) (©).X4 () + (0 @) (B (p)
= (Fo@) X (p)+ Y (& 0 @) (2. (p)

— b XM+ S p - (@0).X(p)
= XM+ Y (0. (4.1)

Observe que (4.1) é um sistema de equagoes diferenciais cujas condigoes iniciais

sao dadas por
2(0) = X'(p) € D,.

Devemos provar que z;(t) € D, para —¢ <t <eetodoi € {1,--- ,k—1}.

Podemos reescrever o sistema equagoes diferenciais (4.1) como

Z' = At)Z + u(t), (4.2)
Z(0) = (X'(p),--, X)) e (D)

onde

Z = (2’1,"' ,Zk—1)7
() = (WX ), k() X" (p))

(Zﬂl z(t Zﬂk - 2(t )

k—
Note que A deve ser uma aplicacao definida por A : (TPM) ! — (TPM) 1, Z €
k-1 k-1
(TPM) epe (Dp) .
Como ¢ sabido de equagoes diferenciais [6], a solugdo de (4.2) pode ser obtida como

k—
limite da sequéncia de curvas {Z, : (—¢,¢) — (TpM ) 1} definida indutivamente por
ZO(t) = <X1<p)a T 7Xk_1(p>) e

Zua(t) = [ [AE)Z0() + ()] dr

k—1 k—1 k—1
Note que Z; € (Dp)k_l. Além disso, u(r) € (Dp> e A<(Dp) ) C (Dp)
para todo 7. E facil ver que para todo n > 0, Z,(—¢,¢) C (D,)*! e, portanto, a solugao

de (4.2) estd contida em (D,)*~!, como querfamos.

]
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Lema 4.3.3. Seja M uma variedade riemanniana. Se p € M e
{T}(p) = {v e T,M;(v,T) = 0},
entdo a distribuicio tangente {T}+ é integrdvel.

Demonstragido. Pelo Teorema de Frobenius (4.3.1), basta mostrarmos que {T}*+ é involu-
tiva, isto é, se X, Y € {T}* mostraremos que [X,Y] € {T}+. Pelo Lema 3.3.7,

(X, Y], T) = ([X, Y], grad h) = h.[X, Y] = [X,Y](h) = X (Y (h)) = V(X (R)).

Observe que, pelo mesmo argumento dado na demonstracao do Lema 3.3.7,

0 0
Analogamente, X (h) = 0. Portanto, ([X,Y],T) = 0, isto ¢, [X,Y] € {T}* e isso prova o
Lema.

]
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5 Hiperficies em S x R e H" x R com
Rt =0

5.1 Introducao

Este capitulo, é dedicado ao estudo de hiperficies imersas em S™ x R e H” x R
que possuem curvatura normal nula. A referéncia que serviu como base para a escrita do

presente capitulo é [7].

De modo analogo ao Capitulo 2, salvo os casos em que possa haver confusao,
identificaremos M com f(M) e cada vetor v € T;M, q € U, com dfy(v) € Ty M. Devo
destacar também que haverao momentos que utilizaremos o seguinte abuso de notagcao:
f. T ="T. Denotaremos por V , V,V,Ve V as conexdes de Levi-Civita das variedades

riemannianas M", Q", R, Q" x R e E"™ respectivamente.

A proposicao a seguir mostra que as hiperficies com curvatura normal nula imersas
S™ x R e H” x R acabam sendo, precisamente, aquelas que tem 7' como direcao principal,

quando consideradas como subvariedades de E"+2.

Proposigao 5.1.1. Seja [ : M" — Q" x R C E"™2 ¢ € {—1,1}, uma hiperficie.
Suponha que T nao é nulo para p € M™. Entdao f tem curvatura normal nula em p,
considerando uma imersao isométrica em E"*2 se, somente se, T é uma direcdo principal

de f em p.

Demonstracao. Sejan e & os campos vetoriais definidos na Proposicao 3.3.2 e no Lema 3.3.4,

respectivamente. Pelo Lema 2.5.10, mostrar o nosso resultado é equivalente a provar que:
Sy o Se = S¢05, se, e somente se, T' é direcio de f em p.

Suponha que S, o S¢ = S¢ 0 S,,. Queremos provar que 7' é direcao principal de f,
isto é, existe uma funcao A € C*°(M™) tal que, dado algum p € M™, \(p) é um autovalor
associado ao autovetor T'(p) pelo operador S,. No que se segue, se X € T'M" assuma
X =X(p) e A= Alp).

Seja = {vy, - ,v, =T} uma base de T,M ondS {v1,-++ ,v,_1} é uma base de
{T}*(p). Uma vez que S,(T) € T,M, entdao S,(T) = 3 a;v;, a; € R. Veja que, pela
Proposicao 3.3.5, S¢(T) = —1*T e, portanto, -

n—1 n—1

Se 0 Sy(T) = Se(D” aiv;) = anSe(T) + Y a;Se(v;) = —v*a, T =Y azv;.
=1 =1

= =1
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Por outro lado,
n n—1
Sy o Se(T) = Sy(—v*T) = —*S,(T) = —v* ) _aw; = —v’a,T —v* Y a;.
i=1 i=1
Por hipétese e por (3.5),
n—1 n—1

SyoSe=295¢08, = —v%a, T — Z ai(v;) = —v*a,T — v Z a;(v;)

i=1 i=1

n—1 n—1
= 0= (1 — l/2> Z a;V; = ’T‘Q Z a;V;
=1 =1
T40 n—1
— Z a;v; = 0.
=1

Uma vez que vq,---,v,_1 sao vetores linearmente independentes, a;, = 0 para todo
i1=1,---,n— 1. Portanto, definindo A = a,,,
n—1
Sy(T) = a, T + Z a;v; = AT,
i=1

isto ¢, T' ¢ autovetor associado ao operador S;, como querifamos.

Reciprocamente, suponha que 7', ndo nulo, é direcao principal de f, logo existe
A € R tal que S,(T) = AT. Queremos provar que S, o S¢(X) = S¢ 0 S,(X) para todo
X eT,M.

Seja B ={vy,---,v, =T} a base de T,M construida anteriormente. Pela lineari-
dade dos operadores de forma, basta provar a igualdade apenas para vetores da base f3.

Comecemos por T'. A partir da hipétese e da Proposicao 3.3.5,
Se 0 8,(T) = Se(AT) = ASe(T) = —\*T = —1v2S,(T) = S,(—*T) = S, 0 Se(T).

Tome j € {1,--+ ,n —1}. Por v; € {T}* e S, ser auto-adjunta,

(Sy(v;), T) = (v, 5y(T)) = A(v;, T) = 0.

Portanto, S,(v;) € {T'}*, isto é, pela Proposicio 3.3.5, Se(S,(v;)) = —S,(v;).
Dessa forma,

Se 0 8y(vj) = =8y(v;) = Sy(—v;) = Sy 0 Se(vy)
e isso encerra de demonstracao. O
Visto isso, nosso objetivo passa a ser caracterizacao de hiperficies imersas em S x R

e H" x R que tem T" como direcao principal e tal caracterizacao serd mostrada através do

Teorema 5.3.1.
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5.2 Calculos Preliminares

A fim de deixar a demonstracao do Teorema 5.3.1 mais direta e fluida, traremos
nessa se¢ao alguns resultados que serao necessarios para provar esse Teorema. Considere

uma hiperficie g : M"™1 — Q" e defina
foMP=M"1'xT—Q"xR

onde

0

(@, 5) = gs(x) +als) 5, (5.1)

sendo a : I — R uma funcao diferencidvel com derivada positiva no intervalo aberto

ICReg,: M — Q" uma familia de hiperficies paralelas a g tal que
9s(x) = Ce(s)g(x) + Z:(s)N(x)

onde N(x) é um campo vetorial normal a g,

cos(s), se =1 sen(s), se =1
C.(s) = 1, se e=0 e Z.(s) = s, se £=0
cosh(s), se e=—1 senh(s), se &= —1.

Recorde que n ¢ um campo de vetor normal unitario e — é um campo de vetores
unitario, constante e tangente a R. Além disso, nés definimos um campo de vetores T e

uma funcgao diferenciavel v em M™ através da igualdade

0
— = .7 + vn.
5=/ U

Os principais elementos da demonstracao da ida do Teorema 5.3.1 serdao a descrigao
do campo vetorial 7 e, a partir dela, a caracterizacao da funcao v e do campo de vetores T’
por meio da igualdade acima. Contudo, antes de descrevermos 7, serd necessario o calculo

de algumas derivadas.

0

Lema 5.2.1. Seja f a funcao dada por (5.1). Se s ¢ o campo de vetores unitarios de
s

T1I, entao

f.X = g,, X, para todo X € TM" ™, (5.2)

o ., 0
f*% = Ns‘i‘a(S)&.
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Demonstragio. Tome X € T(M™ ' x I), como T(M" ! x I) ~ TM"' @ TI, entao
X =~ X+ X, para algum X; € TM" ! e X, € TI. Dito isso, denotando g,(z) por G(z, s),

0
fX = GX taXey

d\ 0
= G.X +a, (k%)a, para algum k£ € R

— G*X + ka,(s)gt.

Calculando G, X separadamente,

G.X = [CoXa|g+ Cels) 9.5 ] + [ZeXo| N + Z:(5)Vx, N

= [ (v o+ Cefox] + [2 (k)| + 29N

= kCL(s) g+ Ce(s)]9.X1| + kZL(s) - N + Zo(s)Vx, N

Agora, observe que, por (3.2) e (3.2),
G X = —ckZ.(s) - g+ C(s) - . X1 + kC(s) - N + Z.(s)Vx, N.
Definindo
Ns(z) = —eZ:(s)g(x) + C=(s)N(x),
concluimos, pelas igualdades (5.5), (5.8) e (5.9), que

9]
[:X = ENg + C.(8)g. X1 + Zo(s)Vx, N + ka'(s)a.

Veja que se X € TM™ ! entdao Xy = 0 e, por (5.4),

0

isto é,

fiX = g,, X, para todo X € TM™ L.

0
Por outro lado, se X = a—(s), entao X1 =0, k=1 e, por 5.10,
s

0 0
foge = Mot Culs)g.(0) + Zu(s)VoN (@) + (5) ;.

isto é,

0 N2,
f*% =N,+a (s)a

(5.4)

(5.5)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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Uma vez que a projecao canodnica de f sobre QI é g, é natural pensarmos que a
componente de 7 em TQZ seja um multiplo de um campo de vetores normal a T(gS(M ”*1))
em TQ”. Logo, para caracterizarmos 7 € interessante encontrarmos um campo vetorial
normal a T(gS(M”_l)) em 7Q”. Como a dimensao de T(gS(M”_1)> é n — 1, esse campo

representara a direcao da componente de 7 que pertence a TQZ.

Lema 5.2.2. O campo vetorial N, definido em (5.9), é unitario e normal a T(gS(M”_1)>.

Demonstracao. Primeiro, provaremos que N, é normal a T(gS(Mnfl)). Fixe sy € I e seja

0 0
X € TM™. J4 que sg esta fixo, entao Cs*a— = Zs*a— =0 e, por (5.6),
s s

Fs0. X = Ce(50)9+ X + Z-(s0)Vx N.

No que se segue, considere o g como um campo de vetores posicao. Dito isso,

(Nsgs 9s0.X) = (—€Zc(80)g + C=(s0)N, Cc(50) 9+ X + Z:(50)Vx N)
= —£Z(s50)C(s0) (9, 9.X) — £Z2(s0) (9, Vx N)
+C?(50) (N, . X) + Ce(50) Z(50) (N, VxN).
Observe que (N, ¢, X) = 0, pois N é normal a g. Além disso, N é unitério e portanto,

1=|N|?=(N,N)=2(N,VxN)=0=

(N,VxN) =0. (5.11)
Dessa forma,
<N50>gso*X> = _€Z€<SU>O€<SO) <gag*X> - EZEZ(SO) <g7 VXN) : (512)

Se £ = 0, nada hé provar. Se ¢ € {—1,1}, considere inclusao de Q x {so} em

E"*+2 entao, pelo Lema 3.1.5,
(9,9.X) = (9, VxN) =0, (5.13)
uma vez que g.X, VxN € TQ~.

Acabamos de provar que, fixado sy € I, (Ng,, gs,,X) = 0. Como sq ¢é arbitrario,

provamos que (N, g5, X) = 0 para todo s € I.

.. Ny é normal a T(gS(M"_1)>

Resta provar que N, é unitario. Como N é, por defini¢ao, unitario e normal a g,

NP = (N, Ny)
= (—€Z(s)g + C(s)N, —eZ(s)g + C=(s)N)
= 2Z2(s)|g]* — 2eZ(5):Cc(s) (g, N) 4+ C*(s):|N|?
= 2 Z2(s)|gl® + C2(s).
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Se € = 0, entao

N = (), =1 =1. (5.14)

See € {—1,1}, entao g € S” ou g € H", logo, considerando a inclusao de ambos em

E"+2 |g|? = ¢. Portanto, utilizando que cos?(s)+sen?(s) = 1 e que cosh?(s) —senh*(s) = 1,

INGJ* = C2(s) + " Z2(s)|g|* = C2 + £°Z2(s) = 1.

e isso encerra a demonstracao. O

Finalmente, descreveremos o campo de vetores n normal a f. Como tinhamos

comentado anteriormente, espera-se que 7 tenha uma componente na direcao de N,. A

0
outra componente deve estar, obviamente, na direcdo de —. Dito isso e tendo em mente

ot

que T(Q? x R) ~ TQ! & TR, faremos a seguinte caracterizagao:

n(x,s) = —C;,<(;)) s(7) b(ls)gt , com b(s) =1/1+ [a/(s)]?. (5.15)

Contudo, ainda resta verificar se essa descricao de n atende ao que se era esperado
desse campo antes de o descrevermos, isto é, teremos que averiguar se 1 é normal f e se 7

é unitario.
Lema 5.2.3. n é um campo de vetores unitario e normal a f.

Demonstrag¢io. Primeiro, provaremos que 1 é normal a f. Sabemos, por (5.10), que se
X € TM™, entao
0
[iX = kNg+ C.(5)g. X1 + Z.(s)Vx, N + ka’(s)a
logo,

i, £.X) = <— i/((j)) N, + b(ls)gt kN, + Co(8)g: X1 + Z(s)Vx, N + ka/<s>§t>

LT e T A,
k b(S) |NS| b(S) CE( )<N879*X1> b(s) Za( ) <N53VX1N>

8ok 30 o)
9 d(s)| 0|

+ @ZE(S) <(‘3t’vX1N> RS |5

0
Sabemos que Ny, .X1,Vx, N € TQ? e que e € T,R, entao

0 0 0
<N57 (9t> = <6t’g*X1> = <87§’VX1N> = 0.
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Por outro lado, utilizando o mesmo argumento dado em (5.12),

(N5, 9:X1) = (—€Z(s)g + Cc(s)N, g.X1)
= —£Z.(5)(9,9:X1) + C(s) (N, 9.X1)
= —cZ.(5)(g,9:X1) =0.

Além disso, por (5.11),

(No.Vx,N) = (=eZ:(s)g + Co(s)N, Vx, N)
= —£Z.(s) (9, Vx,N) + C.(s) (N, Vx,N)
= —eZ.(s){g9,Vx,N).

Uma vez que Vy, N € TM"!, teremos um caso anélogo a (5.12), isto é,
<NS, VX1N> = —EZE(S) <g, VX1N> = 0.

Portanto,

2

0

48 2, 9(s)
<777f*X>__k7|Ns’ + k ot

b(s) b(s)

..n énormal a f.

Resta provar que 7 é unitario. De fato,

n* = <nm>=<—a/<s)N+ L0 _dls)y 1 8>

b(s) " ° T b(s)dt’ b(s) " b(s)ot

@GP e () 9 1 |9
= e N2 <NS’81€>+62(3) ot
~ a(s)? 1

T B0 B

_ ) _

O

.. m € unitario.

Compreendido 7, podemos caracterizar a funcao v.

Corolario 5.2.4. A fungdo v : I — R definida através da igualdade (3.4) é dada por

1
v(s) = b
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Demonstragio. Por (3.4),

5.3 Caracterizacao

Teorema 5.3.1. A funcdo f dada em (5.1) define, em pontos regulares, uma hiperficie que
tem 7" como direcao principal. Reciprocamente, qualquer hiperficie f : M" — QI x R,
n > 2, com funcao angulo diferente de zero em todo ponto e que tem T como direcao

principal é dada localmente dessa forma.

Demonstragao: Suponha que f é dada como em (5.1). Queremos provar que T é dire¢ao
principal de f com relacdo a 7, um campo vetorial normal a TM", isto é, S,(T) = \T'
para algum A € R. Por (5.3),

f*T = 5, Un

- gt_b(ls)< o : a)

T s i) o
 (VP(s) =1\ 0  d(s)
( b2(s) )(‘% a b2(s)Ns
_ [d(s)Po | dis)
= o ot ) W
_a(s) .
= R(s) (NS e (S)8t>
LA, 0 (ds)d
B b2(s)f*8s B f*<b2(s) 83)'
Como f é uma imersao, df é injetora, e concluimos que
_d(s) 0
© b2(s) 0s

0
Uma vez que T' é paralelo a —, provar que T é dire¢ao principal é equivalente a

0s

provar que s é direcao principal. Portanto, provaremos que
s

0 0
Sy ((’93) = /\% , para algum \ € R.
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Sendo V a conexdo de Levi-Civita de Q" x R induzida pela conexiao de E""2

vé’i - -5 ( (5))> Nat e ))vad 53(6(15)) gt
< ) N+ 5 aaNs+<b(1s))~§t
Observe que, por (3.2) e (3.2),
VoN, = —5;(ZE(S)>9 25V g+ i(Oa(s))NnL C.(s)V 4 N
= —cZl(s)g+ CL(s)N
= —eC.(s)g—eZ.(s)N
= —¢(Culs)g + Z:(s)N)
= —&gs.
Portanto,
Van= (Z(@)N B S(Z/((j))gs (5 (1)>,(98t (5.16)

Sabemos que a codimensao de M"™ em Q7 x R ¢ 1, logo todo campo vetorial normal

a 1 pertence a T'M™. Dito isso,
. o - T
L=nf* = (mn) = 2(n,Van) =0=Vane TM" = Van= (Va’r]) ,

entdo, por (2.5.6),
0 —
S"(as> ~Van. (5.17)

0
Uma vez que TM" ~ TM" ' & T1, devemos provar que S, (

) € T, pois dessa forma
0s

0 0
Sy (85) sera paralelo a —. Para isso, mostraremos que

ds
<sn<aas),f*x> — 0, para todo X € TM".
De fato, por (5.2),
<Sn(§s),f*X> = —(Van £.X)
21); 95X )
- <_(C;/((§)))/N o 562,5;)) gs (z@)lgt’QS*X >

) (Ns, 95, X) +€Cg((j)> (9> s X) — (b(ls)>/ <§t,gs*X>.
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Por (5.2.2) e visto que g,, X € TM"™' C TQ", (N, g, X) = <%,93*X> = 0. Dessa forma,

W%n, f*X> = —Cg((j)) (€95, 9. X) -

Utilizando, novamente, um argumento analogo ao dado em (5.12), concluimos que

0
(€9s, 9s,X) = 0. Isso prova o que haviamos afirmado, isto é, S, (8) € T'I. Portanto,
s
0

existe A € R tal que S, (88) = /\a—.
s s

.. T é direcao principal de f.

Agora, provaremos a reciproca do Teorema. Seja f : M™ — QI x R uma hiperficie.
Suponha que T' ¢é direcao principal e v fun¢do nao nula. Queremos provar, inicialmente,
dado py € M™ existe uma vizinhaca U C M" de py, uma variedade M™~!, um intervalo /
contendo o zero e uma aplicacdo ¢ : M" ! x I — U tal que 1 é um difeomorfismo. Isto
é, mostraremos que M™ pode ser escrita, localmente, como M™~! x I. Por fim, provaremos
que existe uma fungdo ¥ : M" 1 x [ — M™ talque f:= foW¥: M" ' x — Q" xR
que ¢ dada por (5.1).

Dado py € M™, pelo Lema 4.3.3, sabemos que existe uma subvariedade N"~! de
M™, py € N1 tal que T,N"* = {T'}*(p) para todo p € N"~1. Dessa forma, existe uma

aplicacao y : N7 ! — M" que é um difeomorfismo sobre sua imagem.

Por outro lado, pelo Teorema 4.1.2, para cada p € x(N"!) existe uma vizinhanga
V, C x(N"1) de p, um ¢ > 0 e uma aplicagdo @ : V,, x (—4,0) — x(N"!) tais que a
curva ®, : (—0,8) — x(N"!) dada por ®,(s) = ®(q, s) é uma curva integral de T, para
todo q € V.
Afirmagao 5.3.2. Seja ¢ : N"! x (=4§,0) — M™ dada por (p,s) = ®(x(p),s). Se
Do € N1 ¢ tal que x(Py) = po, entdo existe um intervalo I contendo o zero e vizinhangas

U eV de pg e py, respectivamente, tais que ¢ : V- x [ — U, é um difeomorfismo.

Sabemos que, para todo p € N™" ! (p,0) = ®(x(p),0) = x(p). Considere
{v1,--+ ,v,_1} uma base de T5, N"~*, logo {(dv),.0)(v1), - -+, (d)) 5,0 (Un—1)} s80 vetores
LI’s de T,,M™, pois (di)),0)(vi) = (dX)p,(vi), para todo i € {1,--- ,n — 1}, e (dx), ¢

um isomorfismo sobre sua imagem.

0
Por outro lado, se —— é um vetor unitario tangente a (—d,4), entdo (dv) g, 0)(2) =

s
T(po). Visto que (dx)p,) € {T}", para todo i € {1,--- ,n — 1}, entdo

(@) 000+ ()5, -1), (@), (52))

¢ uma base de T}, M", isto é, (dv)),,0) ¢ um isomorfismo. Portanto, pelo Teorema da
Aplicacao Inversa, existe um intervalo I contendo o zero e vizinhancas U e V' de pg e P,

respectivamente, tais que ¢ : V' x I — U é um difeomorfismo, como haviamos afirmado.
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Observagao 5.3.3.

I) Se denotarmos V, subvariedade de M™, por M"™~!  entdao provamos que, localmente,

a variedade M"™ pode ser escrita como um produto M"~! x I;

IT) Se x € M, entdo ¢, : [ — M™ é uma curva integral de T'. Por outro lado, se
s €I, entdao ¢, : M"' —s M™ é uma folheagdo de {T}+.

Defina as projecoes candnicas m : QF x R — QF e m3 : Q¥ x R — R dadas por
m(z,8) =1 e my(x,s) =s. Seja F := fop: M" ' x T — Q" x R.

Afirmagado 5.3.4. Se x € M"™ ! entdo m o F, é uma pré-geodésica de Q”. Em outras
palavras, o := 7 0 f oy é uma pré-geodésica de Q7 para alguma curva integral v de 1" em
M™.

O primeiro passo a ser dado serd caracterizar o’.
/ . ! _ /
/() = (dm o f) (/() = <dﬁl)f<w(s>>(<df G (S))>

Se v € Tp<@? X R), para algum p € QI x R, existe vg € T,Q7 e vg € T,R tal que

v = vg + vg. Visto isso, observe que

0\ 0
(dﬂ-l)p(v) = (dﬂ'l)p(UQ + U]R) =VQ R UV—UVR=UV— <1), 8t> a’
isto ¢,
) = (ar) 06 = {a) 6D 51) 5

Uma vez que v é curva integral de T', podemos considerar 1" como uma extensao de ~/

sobre M™. Portanto, se definirmos

0\ 0

entdo A é uma extensao de o' sobre Q7.

Agora, calcularemos a norma de A. Pelo fato de f ser uma imersao isométrica e
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pelas equagoes (3.4) e (3.5), segue-se

o\ 0 o\ 0
AP = = (5= (rng) B - (1 2) 2

2 2
2 0 0 0 |?
= |fiT| =2( fiT,— =) | =
f <f at> +<f at> at
2
2 0
= |fiT| —( fiT,—
rrf = (rr )
2 4
= |rT] — |17
= (1-|TP)TP
= VT2
Portanto, o comprimento A de o’ é dado por
A=v|T)|. (5.18)
Seja [ a reparametrizacao por comprimento de arco de «, logo ' = %o/ . Dessa

forma, se definirmos B = %.A, entdao B é uma extensao (3.

A fim de mostrar que a é pré-geodésica de QF, devemos provar que /5 é uma

geodésica Q. Essencialmente, mostraremos que
VB =0,

onde V é a conexao de Levi-Civita de Q7. Entretanto, considerando Q7 x R como uma
hiperficie de E"*2,

N . . N
VB = VB4 (VBB> (5.19)
. .. — N
— VB4 VB + <VBB) (5.20)
, _ \N
_ VB (vw) , (5.21)
pois B ¢ TR. Portanto,
o~ T .
<v38> — VB

Além disso, observe que

— . 1 /= 0\ = 1=
VB =V Bz(V B— (1.2 VB):V B,
s Hrr(rrgya)” AT <f 8t> e AT
pois B ¢ TR. No que se segue, utilizaremos a identificacao 1" = f,T. Portanto,

. . T 1/~ T
VB — (VBB) _ A(ws) ,

. N\ T
isto é, mostrar que VgB = 0 é equivalente a provar que (Vﬂ’)’) = 0, e buscaremos a

partir de agora.
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Afirmacao 5.3.5. Se ¢ = 0, entao VB = 0. Caso contrario, VB = —v|T|¢, onde £ é
um campo de vetores unitario e tangente ao complemento ortogonal de T(Qg X R) em
TE"+2.

~ T
Seja T = —, entdo, por (5.18) e pela igualdade (3.4),

7|
_ _ o\ o
— —171__ -1 T >
VB VT(A A < ’8t>6t
N — o\ 0
— T4 T Y — <1 i )
vV T+ T ™) = V(A <’8t>8t

= y—l’v“TT+T(y-1)—T(A—1|T|2)§t
= T T - T T T S
-1 A -1 -1 9
= T+ T - T T (5.22)

Calcularemos cada uma das derivadas separadamente. Pela equagao (3.5),

V_3 -3

T = v PT0) = = (2TW) = = (T0Y)

3 -

=~ (r—11®) = =5 (TTP)
= vIT|T(|T)).
Por outro lado, pela igualdade (3.5),
T HT)) = |TIT(w™) +v'T(T))
= v|TPT(|T)) + v~ 'T(|T])
= vAT(T)(ITP +?)
= vT(|T))

Resta calcular V7T, Considere uma imersio de M™ sobre Q" x R C E"™2, logo
- . . N\ N
VT = VT + (VT (5.23)

N
onde (VTT) € (TM™)*, sendo (TM™)* complemento ortogonal de TM em TE"2.
Agora, observe que, pelo Lema 3.3.10,

VT = |T|V:T =0,

—~ o~ ~\ N — ~
e disso segue que V7T = (VTT) ,isto &, VoT € (TM™)*.

Sendo £ um campo de vetores unitario e tangente ao complemento ortogonal de
T(@? X R) em TE"2 entdo & L . Uma vez que dim((TM”)L) =2e&ne (M)
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entao {n, £} é uma base ortonormal de (T'M™)*. Portanto, existem fungoes fiy, pip : M™ —
R tais que
Vol = -0+ po - &
Utilizando o campo dado por (2.1), chegamos a seguinte igualdade

Vil = (VT = BT T).

Portanto, pelo Lema 3.3.2 e por (2.5.5),

T <B(T,T),n>:<f’,sn(T)>:<f,ivTT>
1 1 1 )
= i (TVaT) = g (1T) = o (TP
= o (271 T(T)
= v T

Por outro lado, se ¢ € {—1,1}, pelo Lema 3.3.5 e por (2.5.5),

T <B(T, f),g> = <f Sg(T)> = <T —u2T>

—1? v?

S X
T T

= AT

Se ¢ = 0, pela Observagao 3.3.6, us = 0. Concluimos que

~ . 1
VT = ;T(|T|) n—V*T| €, see€ {~1,1}

= ~ 1
VT ==-T(T|)-n,see=0.
v

Por fim, basta substituirmos todas as derivadas na equagao (5.22). Se ¢ € {—1,1},

entao

. T
VB = v () 0= A -€) + v TITT) - g — v TT)(T + o)

= —v|T|¢.

Se ¢ = 0, entao VB = 0 e isso mostra o que haviamos afirmado.

Por essa afirmagao, é facil ver que
~ \T
(ViB) =0

e isso prova que « é pré-geodésica.
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Finalmente, nos encaminharemos para a parte final da demonstragao do Teorema.
Gostarfamos de redefinir f de modo que « se torne uma geodésica, isto é, devemos

reparametrizar o pelo comprimento de arco.

Uma vez que |T| e v sdo constantes ao longo de {T'}*, como mostrado pelo
Lema 3.3.9, entdao |T| e v s6 dependem da varidvel s. Portanto, existe uma fungao

diferenciavel r : I — R tal que

r(s) = (IT]-v) o ¥(x,s).

Perceba que, por (5.18), r(s) = |&/(s)|, logo o comprimento de arco de o é dado por
o(s) = / r(o)do.
0

Defina f: M x I — Q" x R tal que f(x,2) = fo(x,2), onde z = ¢~ !(s).

Dessa forma, podemos definir g(z) = 7 o f(,0) e g.(x) = m o f(x, 2).
Veja que
_ - - - 0\ 0
flz,2) =m o f(x,z) + meo f(z,2) = g.(x) + <f(x,z), 6t> 5 (5.24)

A fim de provar que f pode ser dada por (5.1), facamos a seguinte afirmacao.

Afirmacgao 5.3.6. <f(x, z), gt> = a(z) para alguma funcao diferenciavel a : I — R.

De fato, se X € TM"~!, entdo, por (3.4) e por f ser uma imersao isométrica,

X (7o) = (£00X) 5} = (R (0.X). £7) = 0.X.T) <0, (529)

pois, ¥(x,0) é uma variedade integral de {T}*. Portanto, existe uma funcio diferencidvel
- 0

p: I — R tal que <f(x, s), 8t> = p(s). Sendo ¢ !(s) = z, concluimos que a(z) =

ple~(s))-

Resta provar que g,(z) = C.(2)g(z) + Z.(2)N(z). Dado zo € M™! observe que
g:(z0) =10 f 0ty (97 (s)) = ale™' () = B(2).

Sabemos, pela Proposigao 3.2.1, que as geodésicas 3 em Q" tais que 3(0) = p e
B'(0) = v sdo dadas por
B<Z> = Ce(z)p + ZE(Z>U'
Logo, pela unicidade das geodésicas, basta provar que 3(0) = g(xg) e 5'(0) = N(zp). A

primeira igualdade vem do simples fato de que

B(0) =m0 f(xo,0) = g(o).
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Entretanto, a segunda igualdade exige um pouco mais de cuidado. Observe que

BI(O) - d<7r1 “Fevin Z))Z=0 - <dm)fow(xo,o) (df> ¥ (w0,0) (Chp) (z0,0) (O’ Efz)

Por outro lado, se v € T,,, M"™!, entdo

(dg) o (v) = (dm) fob(x0,0) (df> ¥(20,0) (d¢> (20,0) (¢,0).

Visto que (dz/J> o) (0, e?z) =T (¢(x0,0)) e (dz/J) (v,0) € {T}*, segue-se

(:BO:O)

(700 (1) @)=((a)_ (02) () _ wo)=0

Portanto, como a co-dimensao de T,, M" ™! é 1 em T,,Q7, 5'(0) = N(z0) ou 3'(0) = —N(z).
A menos de uma troca de pardmetro de z por —z, podemos considerar 5'(0) = N(xg) e

isso finaliza a demonstracao do teorema, uma vez que xy foi tomado arbitrariamente.

]

Uma consequéncia direta desse Teorema, nos mostra uma descricao completa para
todas hiperficies f : M™ — Q™ x R com a funcao v constante, chamadas de hiperficies

de angulo constante. Tal descricao sera o préximo resultado.

Corolario 5.3.7. Se f ¢ dado por (5.1) com a(s) = As, para algum A > 0, entdo f é
uma hiperficie de angulo constante. Reciprocamente, se f: M" — QI xR, n > 2, é uma

hiperficie de angulo contante, entao vale uma das afirmagoes abaixo:

i) f(M™) é um subconjunto aberto de QF x {to}, para algum ¢, € R;
ii) f(M™) é um aberto do produto M"~! x R, onde M"~! é uma hiperficie de Q";

iii) f é dada localmente por (5.1) com a(s) = As, para algum A > 0.

Demonstragdo. A primeira afirmacgao é um resultado direto da construcao feita para provar

a ida do Teorema 5.3.1, basta analisarmos que, por hipétese, vale a igualdade (5.2.4) e
I 1 B 1

b(s) 1+ [a(s)2 VI+A

V=

isto é, v é constante.

A segunda afirmacao, por sua vez, requer um cuidado maior. Suponha que f é

uma hiperficie de angulo constante.

Se v = 1, entdo, pela igualdade (3.5),

1= ‘f*T‘2+V2 = |f*T‘2+ 1= £, T =0,
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isto é, por (3.4), 2 5; = 1. Dessa forma, (TM™)* C TR, o que implica em TM™ C TQ".

Em outras palavras, f(M™) é um aberto de Q¥ x {{o}, para algum ¢, € R.

Se v = 0, entdo, por (3.4), 2 5 = f«T. Uma vez que f.T L 7, afirmamos que
n € TQ", isto é, (TM™)* C TQ". Dessa forma, se 7 é a projegao candnica sobre Q7
entdo 7y o f(M™) é uma subvariedade de Q2 com dimensdo n — 1. Portanto, f(M") é um

aberto do produto M"~! x R, onde M™~! ¢ uma hiperficie de Q".

Por outro lado, seja v constante diferente de 0 e 1. Por (3.7),

0=X(@) = —(5,(X),T)
- _<X7S77(T)>7

para todo X € TM". Disso, segue-se que S, (7') =0T, isto é, T é direcao principal de
f com relagao a 7. Pelo Teorema 5.3.1, f é dado localmente por (5.1). Pela igualdade

(5.2.4),
1 1

C(s) 1t [a(s)]2

Uma vez que v é constante (diferente de 0 e 1), o’ também o é, logo existe A > 0 (a

possui derivada positiva) tal que a’ = A. Portanto, podemos supor que a(s) = As, como

queriamos.

O

Teorema 5.3.8. Seja g : M™ ' — Q" uma hiperficie isoparamétrica e I C R um
intervalo aberto tal que a hiperficie paralela g, ¢ uma imersao em M"! para todo s € I e
seja H(s) a curvatura média constante de g,. Se f: M"! x I — Q" x R ¢ dada por
(5.1) com

_%+/ )(1— ¢2(7)) 3dr , ag € R, (5.26)
onde .
P(s) = W(éﬁo + Hy /80 ¢(T)d7) ; ¢o, Hy € R,
sendo

P(s) = e:zp( — /S: H(T)dT),

entdo f tem T como direcao principal e é uma hiperficie com curvatura média constante
H,. Reciprocamente, se a hiperficie f : M" — QI x R,n > 2, tem 7" como diregao
principal, ¥ ndo nula e curvatura média constante Hy, entdo f é dada localmente por (5.1)

com a dada por (5.38).

A fim de auxiliar na demonstracao deste Teorema, traremos dois Lemas importantes.

Lema 5.3.9. Se f: M" ! x [ — Q" é dada por (5.1), entdo a curvatura principal na
0 , ad'(s)

direcao — ¢

s B(s)’
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0
Demonstragio. Suponha que A é a curvatura principal de f na direcao de —, logo

0s

<S"( ’ )’f*a> =\ <f*a,f*a> — A= <Sn(85)’f*33>

Os Js 0s’ " Os 0 0
<f*8s’ f*as>

por (5.3) e (5.15),

0 0
_ 2 / v 1(e)|
— N 4 2d/(s) <Ns,at>+a(s) at‘
= 1+4d(s)
= b%(s)
e, portanto,
0 0
(5:(35)55)

b*(s)
Vale ressaltar que estamos utilizando igualdades que foram demonstradas na prova da ida

do Teorema 5.3.1, entretanto como estamos sob as mesmas hipéteses (f é dada por (5.1)),

entao todas as igualdades construidas nesse contexto também sao validas neste.
Note que,
0 _
L==0=5-(nmn= 2(V an,m)

e isso implica que
Vo= (Tan) = -5.(50)

a
Js

e, portanto, por (5.16),

Sy =T gn= (S M)+ e g0y () 2

Se € = 0, entao

(o)) =
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Logo, por (5.27),

Se ¢ € {—1,1}, entdo o campo de vetores posi¢ao g5 é ortogonal a N; e —.

ot

Utilizando desse argumento e a partir de um céalculo semelhante ao que foi feito para e = 0,

mostramos que
a//(S)

b3(s)’

como queriamos. O

Lema 5.3.10. Se f: M" ! x [ — Q" ¢ dada por (5.1) e X € TM"™!, entdo

5,6 = 5. ()

onde Sy, é o operador de forma de g;.

Demonstracio. Primeiro, note que, uma vez que X, Y € TM" !, VxY coincide com VyY.

Além disso,

o .
1= N = 0= 5~ (N, No) =2(V o N, No)

e, portanto,
VxN, = (VxN)T = =Sy, (X).

Dito isso, uma vez que |n| = 1, por (5.15),

8,00 = ~(Txn)” = ~Tn = § 0N, - ST
—zg&wa
O
Agora, podemos fazer a demonstracao do Teorema 5.3.8.
Demonstracao. Seja Xq,---, X,_1 as dire¢oes principais de g5 e A1, -+, \,_1 suas respec-

tivas curvaturas principais. Seja H definida por
Ho=Mt 4 A s

isto é, pela Definicao 2.5.8, H, é a fungao curvatura média de gs. Agora, pelos lemas 5.3.9

e 5.3.10, concluimos que a funcao curvatura média de f, denotada por Hy, ¢ dada por

Hy = —Z/((j; H,+ z;/((j)) = —p(s)Hs +p'(s) (5.28)
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Observe que o que foi feito acima depende do fato de f ser dada por 5.1, isto é, as
hipétese de ida e volta do teorema nao foram utilizadas por completo e s6 agora iremos

trabalhar sobre elas.

Suponha que f: M" ! x I — Q" x R é dada por (5.1) com a definida por (5.38).
Como f é dada por (5.1) o Teorema 5.3.1 garante que T' é dire¢ao principal. Por outro

lado, a ser definida por (5.38) nos permite dizer que

d'(5) = ¢(s)(1 — ¢%(5)) "2 = b(s) = /14 ¢2(s)(1 — ¢2(s))"!
_ J (1 - ¢*(s)) + 6*(s)

1 —¢?(s)
= (1—-¢(s) 7,

entao
oo @6 _ -
P =5 = g T =)
e, portanto,
1 s
() = G55 (00 + Ho [ vimir) s ou, Ho € B
onde

W(s) = emp( — /S H(T)dT).

S0

A fim de encontrar um expressao para H; através de (5.28), calcularemos p':

pls) = <1>/<¢0 + Hy L:¢(7)dT) + 1(% + Hy /s:zb(T)dT)/

w(/s) ¥(s)
— _Z2((Z)) <¢o + Hy /0 wmdf) - d}gs) (Ho : w<s>)-

Note que ¥'(s) = —H(s)¥(s), logo

p) = H(s) s (0+ Ho [ wlr)ir) + Hy

— H(s)p(s) + Ho.

Uma vez que Hy, = H(s), concluimos que
Hy = —p(s)H, + (pls)H, + Ho) = Hy

e, portanto, f tem curvatura média constante igual a Hy.

Reciprocamente, suponha que a hiperficie f : M" — QI x R,n > 2, tem 7" como

direcdo principal, ¥ nao nula e curvatura média constante H,. Pelo Teorema 5.3.1, f
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é dada localmente por (5.1), isto é, localmente é vélida a igualdade (5.28) e por f ter

curvatura média constante igual a Hy chegamos a seguinte expressao:
p— H(s)-p= Hy. (5.29)

Note que encontramos uma EDO linear ndo homogénea de 1* ordem e para resolvé-la

utilizaremos o fator integrante :

P(s) = exp( - /s H(T)dT).

S0

Calculado 1, basta encontrar p:

(6(s) - p)' = Ho - 0(s) = (s)-p(s) = b+ Ho [ v(r)dr , o € R

1 s
= p(s) = M(gbg + H, /50 @Z)(T)dT).
Definimos ¢ = p e pela definicao de p
_d(s) _ d(s) 200y @)
T T wer Y T TR weT

= [d(s)]* = ¢*(s)(1 = ¢°(s)) ™"
— [d(s)] = |o(s)|(1 — ¢*(s)) 2. (5.30)

Sabemos que a'(s) > 0, para todo s € I, e por (5.30)
d'(s) = |B()|(1 = *(s)) 2 . 9] < L.

Suponha que ¢ > 0, logo

e, portanto,
als) = a0+ [ $(r)(1 = ¢*(r) hdr  ap € R,
S0

com 0 < ¢ < 1, como queriamos.

5.4 Regularidade de f

No Teorema 5.3.1, vimos que a fungao f dada por (5.1) define, em pontos regulares,
uma hiperficies que tem T como direcao principal. Essa secao tem como objetivo é
compreender condi¢oes que garantem a regularidade de f, sendo assim, definiremos um

aberto V em M™ = M"! x I tal que se p € V, entdo p é ponto regular de f.

O primeiro resultado é simples, entretanto fundamental para nossa analise.
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Observagao 5.4.1. Um ponto (z,s) € M" ! x I é regular de f se, somente se, g, é

regular em z.
Demonstragio. Segue diretamente da igualdade (5.2). O

Pelo Lema acima, basta analisarmos os pontos regulares de g;. Uma vez que g é
uma imersdo isométrica de M"~ em QF, existe uma base {X;}, j € {1,--- ,n— 1}, de

TM"! tal que X; é diregdo principal de g, para todo j € {1,--- ,n — 1},

Seja M a curvatura principal associada a diregao principal X; e V a Conexao

Riemanniana de M™!. Dessa forma,
95X = Ceq. X + stXjN
e, utilizando a identificagao g..X; = X, teremos
o~ i
Q&+&(ﬂ%uﬁ+W&M)
~ 1 —~
onde (V x; N ) ¢ o complemento ortogonal de Vx, N em TQZ, em outras palavras,
o~ i
Ww@émmmwNﬂmmm,
1=|N]>=(N,N) = 2(Vx,N,N) =0,
isto é, /VSX].N nao possui componente na dire¢cao de N. Dessa forma,

95, X5 = C.Xj— Z. - Sn(Xj)
= C.X; - NZ.X;. (5.31)

Se ¢ = 1, entao
G5 X; = (cos (5) — M sen (s))Xj (5.32)

logo g5, X; = 0 se, somente se, M = cot (s). Por outro lado, se £ = 0, entao

9. X; = (1-Ns)X, (5.33)
e disso segue-se que g;, X; = 0 se, somente se, N = % Por fim, se ¢ = —1, entao
G5, X; = (cosh (s) — M senh (s))Xj (5.34)

e, portanto, g5, X; = 0 se, somente se, A = coth (s).

Note que se € = 0, entdo g,, X; # 0 sempre que ¥ = 0. Além disso, se ¢ = —1,
entdo gs, X; # 0 sempre que |M| < 1. Portanto, analisar a regularidade de f torna-se
interessante apenas quando esses casos nao acontecem, pois, caso acontecam, g, seria

sempre uma imersao e, portanto, f seria regular em todos os pontos.
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Seja Aj,- -+, A7, as curvaturas principais distintas de g, excluindo o 0, se € =0, e

as curvaturas principais cujo valor absoluto é menor ou igual a 1, se ¢ = —1.

Recorde que se hy : (0,7) — R, h_; : R— {0} — R e hy: R— {0} — R
dadas por hy(f) = cotd, h_1(f) = coth @ e ho(f) = 3, respectivamente, entdo Im(h;) = R,
Im(h_1) = (=00, —1)U(1,400) e Im(hy) = R—{0}. Portanto, para cada i € {1,--- ,m},

existe §; € Dom(h.) tal que h.(0;) = A;. Para 1 < i < m, reorganizando os \;s, se

(]
necessario, escreva
cotfy ,0<6;,<mseec=1

A\ = clothé’,- ,0; #£0,8e e = —1 (5.35)
7 , 0, #0,5e e =0

de modo que (¢;) é uma sequéncia crescente. Vale ressaltar que os Ays podem depender
do ponto x € M"™ !, porém, por simplicidade, iremos omitir a notacdo de dependéncia.

Além disso, utilizaremos a identificagao A; = \;.

Lema 5.4.2. Seja X; uma diregao principal de g com relacao a V. Se A{ é, para algum

i €{l,---,m} a curvatura principal associada a X, entao
sen (67 — s
(724))(], se e=1
sen 67

senh (67 — s)

s X = —— X, se e¢=-1
Jorll senh 6/ !

97 —

7sz SXj se ¢=0.

Demonstracao. Para mostrar esse Lema, basta substituir os valores de )\f dados por (5.35)
nas igualdades (5.32), (5.33) e (5.34).

Se € = 1, entao

G5 X = (cos (s) — (cot (95)) sen(s))Xj
9’ Y
_ (cos (s) - sen ( z'> _ cos ( z') . sen (s))Xj
sen (0)  sen (6))
sen (6 — s) ‘
sen (67) 7
O caso em que € = —1 ¢ andlogo a esse. Resta provar para o caso em que € = 0. Se € = 0,

entao

gs*Xj = (]_ — l.s)Xj
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]

Agora, basta analisar as condicoes para que g,,X; # 0, pois assim dessa forma dg;
leva base em base e assim garantimos que g5 ¢ uma imersao e, portanto, nessas condicoes

gs sera regular.

Note que para ¢ = 0 e ¢ = —1 (respectivamente, ¢ = 1), g, é uma imersao
se, somente se, s # 6; (respectivamente, s # 60; (mod 7)) para todo i € {1,--- ,m} e
je{l,-- ,n—1}

Se € = 0 (respectivamente, ¢ = —1), seja #, o menor dos 6,5 tais que os Ay

correspondentes sao maiores do que 0 (respectivamente, 1), e §_ o maior dos 6, tais que
0s Ayrs correspondentes sdo menores que 0 (respectivamente, -1). Observe que, dessa forma,
0; ¢ (0_,0,) para todoi € {1,--- ,m}.

Por outro lado, uma vez que (6;) forma uma sequéncia crescente, se € = 1, entao
0<b,<---<b, <m,

isto é,
O, —rm7<---<b—m<0<b
e, portanto, 6; ¢ (6,, — m,0;) para todo ¢ € {1,--- ,m}.

Seja U. = {(x,5) € M" ' xR;s € (0,, — m,01)}, se e = 1, e U. = {(z,5) €
Mt xR;se (0_,0,)}, see € {—1,0}. Nessa caso, tome um aberto V. C M™~! tal que
V. x I C U,. Dessa forma, g, restrita a V. é uma imersao, logo f restrita a V' x I também
¢ uma imersao e, portanto, todos os pontos em V. x [ sao pontos regulares de f. Em

particular, se g é isoparamétrica, as curvaturas principais nao dependem de z € M™ !,
pode-se tomar V = M""'eI. = (0, —m60),sec=1,el.=(0_,0,), secec{-1,0}.

5.5 Interpretacio Geométrica

Esta secao tem por objetivo mostrar uma visao geométrica do Teorema 5.3.1 que
consiste em afirmar que f é gerado por um transporte paralelo da curva «a(s) = f(xo, s),
para algum z, € M" L.

Suponha que € € {—1,1} e note que Q7 x {0} é uma cépia de QF em Q x R. Dito
isso, podemos estender o contradominio da funcdo g, que a principio era Q", para E"*2,
entendendo que Q" x {0} C Q" x R C E"*2. Isto é, g fica definida da seguite forma

g: M — EM2

0
Observe que {N(z), = (x),g(z)} é uma base ortonormal do espago normal de x € M"~!.

ot
De fato, por (5.13), o campo de vetor posicdo g(x) é ortogonal ao espaco Ty(y) (Q? X R) e,
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0 0
portanto, ortogonal a N(x) e pre Por outro lado, 5 ¢ ortogonal a Ty, (Q’g X {0}), logo

é ortogonal a N(x). Além disso, todos sao unitarios.

No que se segue da presente secao, denotaremos por V a conexao de Levi-Civita

de M™~! e por V! a conexdo normal da imersdo g.

Recorde de (5.1), que f foi definida da seguinte forma: dada uma hiperficie
g: M — Qr, defina

foM'=M""1xT—QxR

onde

f(2,5) = Culs)gw) + ZU(IN () +als) o

Dito isso, fixe xg € M™! e considere a curva a: [ — Q" x R C E"™ dada por

a(s) = f(xo, ).
Tal curva serd chamada de curva de transporte associada a x.

Proposicao 5.5.1 (Interpretagao Geométrica). A hiperficie f, definida em (5.1), é gerada
pelo transporte paralelo do vetor posicao de curvas de transporte ao longo dessas mesmas
curvas na conexao normal da imersao g para cada xy. Em outras palavras, fixado
rg € M™ ! o campo de vetores posicio f(zg,s) € E"2 ¢ um transporte paralelo do
vetor posigao f(zo, So), para algum sg € I, ao longo da curva a(s), onde « é a curva de

transporte associada a xg.

Demonstracio. Tome sy € I. Seja « a curva de transporte associada a xy. Pela Proposicao
2.2.4, existe um tnico campo de vetores paralelo V', chamado de transporte paralelo na

conexdo normal V+, ao longo de a, tal que VL,V =0e V(sg) = f(zo, s0)-

Afirmamos que o campo de vetores o é paralelo com relacdo a conexdo V+. De
fato, seja X € TM™ 1. Como X ¢ T, entao as derivadas X (C.), X(Z.) e X (a) sdo iguais
a zero e, entao,

)
Vya = Vx|C.g+ Z.N + as:

d
= VxC.g+ VxZ.N + V)L(aa

%,
= C.Vyg+ X(C.) + Z.VxN + X(Z.) + av)&a + X (a)

L0

= O.Vxg+ Z.VxN + Vx5

Portanto, basta provarmos que N, e e g sao campos de vetores paralelos com relacao a

conexao normal da imersao g.
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0
Uma vez que — ¢ TM" ! a sua projecao sobre TM"~! é igual a 0. Além disso,

ot

a conexao V de E"*2 coincide com a derivada usual e como g é constante, V X% = 0.

Entao, por (2.2),
0

ot

0 0

Vs 0

0
e, portanto, — ¢ paralelo com relagao a conexao normal de g.

ot
Utilizando, novamente, que a conexao V de E™*2 coincide com a derivada usual,
entao %Xg = ¢.X = Vxg. Dessa forma,
Vxg=Vxg—V,g=0
e, portanto, o campo de vetores posi¢ao g é paralelo com relacao a conexao normal de g.

Por fim, resta provar que o campo de vetores N também ¢é paralelo com relacao a

conexao normal de g. Uma vez que {N(z), —(x),g(x)} é uma base ortonormal do espago

ot

normal de z € M™ !, basta provarmos que Vx /N nao possui componente na direcao de

nenhum desses campos, isto é, provar que

1) <VxN,N> :O7

9,

iii) (VxN,g) = 0.

Sabemos que |N| = 1, entao
0= X (N,N) = 2(VxN,N)
o que prova o item (i).

0 0
Por outro lado, sabendo que <N , 3t> =0 e que gy ¢ constante, entao

0 0 0 0
0:X<N78‘[;> = <VXN,m>+<N,VX&> - <VXN;at> I

provando o item (ii).

De modo semelhante, utilizando-se do fato de que (N, g) =0 e que N é normal a

todo campo de vetores em T M" !,

0= X<N,a> =(VxN,g9)+ (N,9.X) = (VxN.g)

ot
como queriamos.

Uma vez que v é um campo de vetores paralelo e que por definigao a(sg) = f(xo, So),
pela unicidade de V, V(s) = a(s) = f(xo, s), isto é, f(xg, s) ¢ um transporte paralelo do

vetor posicao f(zo, so) ao longo de a. ]
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A fim de visualizar essa interpretacdo geométrica, traremos a Proposi¢ao 5.5.3.
Entretanto, é importante definirmos o conceito de hélice generalizada. Para tal defini¢ao,

utilizamos [2] como referéncia.

Defini¢ao 5.5.2. Uma curva v : I — E3 com 7" # 0 é chamada uma hélice generalizada

se o vetor tangente 7' faz um angulo constante com uma diregao fixada.

Proposicao 5.5.3. See € {—1,1}, n =1 e v é uma funcao constante, entao a curva de

transporte associada a xy ¢ uma hélice generalizada.

Demonstragio. Seja o a curva transporte associada a xy. Logo, por (3.2) e (3.2)

os) = Cls)glro) + ZU)N(wo) + ()5
= —eZ:(5)g9(xo) + Ce(s)N (o) + @/(3); (5.36)

e disso

9
ot
0

_ —505(8)9(1’0) — 5ZE(S)N($0) + a//(s)a.

a’(s) = eZl(s)g(xo) + CL(s)N(wo) + a”(s)

Precisamos caracterizar a”(s) e para isso recorde de (5.2.4) que

Isso mostra que a’ é uma funcao constante, pois v é constante por hipdtese. Portanto,

a"(s) =0, para todo s € I. Visto isso,
CL”(S) = _506(8)9(I0> - EZE<S)N(IO>
= —595(%)
Se provarmos que |a”(s)| = ¢, para algum ¢ € R, entdo mostramos que o # 0:
(@",a") = (—egs(xo), —gs(20))

= <gs(x0)7 gs(x()» .

Uma vez que gs(z) € QF, pelas defini¢oes 3.1.3 e 3.1.4,
<a//7a//> =€

e isso mostra que o” # 0.

Resta mostrar que o vetor tangente o/ faz um angulo constante com uma direc¢ao

fixada. Note que, por (5.36), a funcao angulo entre o/ e — é dada por

ot
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0 o 0
/ / /
a(s),=)=(a(s)=,=)=al(s).
<<>8t> <<>at,at> (5
Portanto, o’ faz um angulo constante na direcao de — O

ot’
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Conclusao

Ao longo dessa dissertacao, estudamos que qualquer hiperficie f : M" — QI x
R,n > 2, com funcao angulo diferente de zero em todo ponto e tendo 7' como dire¢ao

principal é dada localmente por

f(z,s) = gs(z) + a(s)aat (5.37)

sendo a : I — R uma funcao diferencidvel com derivada positiva no intervalo aberto

ICReg,: M — Q" uma familia de hiperficies paralelas a g tal que
9s(x) = C(s)g(x) + Z:(s)N(x)

onde g : M"! — Q" ¢ construida na demonstragiao do Teorema 5.3.1, M" = M"~! x [

(localmente), N é um campo vetorial normal a g,

cos(s), se e=1 sen(s), se =1
C.(s) = 1, se e=0 e Z.(s) = s, se €¢=0
cosh(s), se e¢=—1 senh(s), se &= —1.

Contudo, a tnica coisa que sabemos sobre a funcao a : I — R diz respeito a sua
derivada, o restante do seu comportamento ainda é algo nao caracterizado.Vimos que se
f, além dessas hipdtese, for hiperficie de angulo contante, entao podemos caracteriza-la

ainda melhor e f podera ter uma das seguintes caracteristicas:

i) f(M™) é um subconjunto aberto de Q x {to}, para algum ¢, € R;
ii) f(M™) é um aberto do produto M™! x R, onde M™~! é uma hiperficie de Q;

iii) f é dada localmente por (5.37) com a(s) = As, para algum A > 0.

Note que no ultimo item temos uma caracterizacao precisa de a : I — R.

Além disso, caso f possua curvatura média constante Hy, ao invés de ser uma
hiperficie de angulo constante, entao podemos detalhar a funcao a : I — R da seguinte

forma:

a(s) = ap + /s: (1) (1 — ¢2(7))_%d7 ,ap € R, (5.38)

onde

05) = < (d0-+ Ho [ w(r)ir) s . Ho € R



Capttulo 5. Hiperficies em S® x R e H* x R com R+ =0 80

sendo

W(s) = exp( - /: H(T)dT)

0

e H a funcao curvatura média da hiperficie g;.

Mostramos também que, se ¢ € {—1, 1}, essas hiperficies acabam sendo, precisa-
mente, aquelas que possuem curvatura normal nula, quando consideradas como subvarie-
dades de E"*2. Em outras palavras, descrevemos completamente todas as hiperficies dos

espacos produtos S™ x R e H" x R que possuem curvatura normal nula, conhecidas no

inglés como flat normal bundle.
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