UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Diogo Taylor Ciciliotti

PROCESSO DE MORAN EM GRAFOS EVOLUTIVOS E O
TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

Vitéria
2022



Agradecimentos

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer a minha familia pela forga, paciéncia e pelo
amor incondicional. Agrade¢o a minha mae por ser um exemplo constante de re-
siliencia, me mostrando como acordar todos os dias sem abaixar a cabeca para os
problemas da vida. Agradeco ao meu pai por ser essa pessoa extraordinaria, que de-
fende a sua familia e que ama seus filhos. Agradeco a minha irma, que me ensina a ser

uma pessoa melhor sempre que consigo ve-la.

Agradego aos meus amigos, os presenciais e aos virtuais. Aos colegas da graduacao e
do mestrado. As pessoas que me apoiam, que compartilharam ldgrimas e risadas nessa

longa caminhada. Sem voceés, a vida seria um bem mais cinza e sem-graca.

Gostaria de agradecer a todos os professores que de alguma maneira contribuiram
para minha formacao académica e pessoal. Em especial, agradeco ao meu professor
orientador Fabiano Petronetto do Carmo, meu pai académico. Agradeco pelas palavras
de ajuda, pela inspiracao profissional, pela paciéncia com as dificuldades que surgiram

e pelo engrandecimento pessoal. Obrigado por estar sempre ao meu lado nessa jornada.

Agradego ao Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado do Espirito Santo (FAPES)

pela concessao de bolsa de estudo durante o curso de Mestrado.



Resumo

Nesse trabalho, iremos apresentar alguns dos resultados mais importantes relacio-
nados ao Processo de Moran simples - uma cadeia de Markov em tempo discreto - e as
probabilidades de fixacao de um gene mutante como resultado do Teorema de Perron-
Frobenius. Posteriormente, iremos generalizar a estrutura populacional do modelo,
identificando os individuos em grafos orientados e destacando estruturas populacionais

que atuam como supressores ou amplificadores de selecao natural.

Palavras-chave: Processo de Moran; cadeias de Markov; fitness; probabilidade
de fixacao; dinamica evolutiva em grafos; teorema isotérmico; teorema de Perron-

Frobenius



Abstract

In this work we shall present some of the most importants results related to the
(simple) Moran Process - a discrete-time Markov chain - and the fixation probability
of a mutant gene as a result of the Perron-Frobenius Theorem. In addition, we will
generalize the model populational structure, labeling the individuals in directed graphs
and highlighting populational structures that act as natural selection supressors or

natural selection amplifiers.

Palavras-chave: Moran process; Markov chain; fitness; fixation probability; evoluti-

onary dynamics on graphs; isothermal theorem; Perron-Frobenius theorem
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1 Introducao

O Processo de Moran é um processo estocastico criado para modelar a difusao de
mutagoes genéticas dos organismos de uma populagao. Esse processo tem sua origem
no trabalho Random processes in genetics (Moran, 1958), no qual ele adaptou o modelo
criado pelo geneticista Sewell Wright baseado nos principios de genética mendeliana e
no surgimento espontaneo de gametas mutantes ([11]). Embora seu surgimento esteja
relacionado com a ecologia, o Processo de Moran e os processos similares podem ser
adaptados para modelar a propagagao de doencas, comportamento de votantes, difusao

de ideologias em redes sociais e evolugao de sistemas sociais e demograficos (|7], [8]).

O Processo de Moran é uma cadeia de Markov em tempo discreto, com populacao total
de N individuos. O modelo também considera que a populacao ¢ bem-distribuida, e
portanto a configuracao dos individuos no espaco é desprezada. Em cada passo de
tempo da cadeia de Markov, um dos individuos é escolhido para reproduzir e outro é
escolhido para morrer, mantendo a populagao constante ao final de cada geragao. O
individuo que reproduziu cria uma copia exata de si mesmo, e seus genes sao transmi-
tidos para a geracao futura. Para este trabalho, iremos considerar que os individuos
possuem duas opgoes de genes, denotados A e B, e que o modelo nao possui mutacoes

(um individuo de gene A nao pode gerar um descendente de gene B, e vice-versa).

Deste modo, quando s6 hé individuos de um tipo no Processo (por exemplo, o modelo
tem apenas individuos do tipo A), entdo a cadeia de Markov atinge um estado de
absorcao e o Processo de Moran fica completamente determinado. Como neste trabalho
consideraremos apenas dois tipos de genes populacionais, entao os estados de absorcao
sao 0 (apenas individuos do tipo B existem no modelo) e N (apenas individuos do tipo

A existem no modelo).

A seguir, apresentaremos uma descricao informal dos conceitos basicos desenvolvidos

nos capitulos.

No Capitulo 2 - Preliminares, iremos descrever os principais resultados das areas de
conhecimento relacionadas ao trabalho: matrizes nao-negativas e irredutiveis; processos
estocasticos e cadeia de Markov e Teoria de Grafos. Além dos resultados, o capitulo

introduz o leitor as notagoes que serao utilizadas no corpo do texto.

No Capitulo 3 - Processo de Moran Simples, iremos definir precisamente o modelo
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estocastico e utilizar as teorias desenvolvidas para descrever o Processo de Moran e
algumas das principais propriedades. Introduziremos a nocao de fitness associadas aos
tipos genéticos e observaremos que, nesse processo, o tipo genético com maior fitness

tem maior probabilidade de se fixar na populagao inteira.

Por fim, no Capitulo 4 - Grafos Evolutivos, iremos generalizar a estrutura populacional
identificando os individuos em vértices de um grafo, e as arestas indicam as possiveis
interacoes de individuos. O objetivo nesse capitulo é determinar a fixacao da populagao
a partir do surgimento de um individuo mutante em um vértice aleatério. Iremos
também caracterizar os grafos cujo comportamento de fixacao do individuo mutante é

numericamente igual a fixagdo do individuo mutante no Processo de Moran Simples.

Nos Apéndices, apresentaremos os principais teoremas que correlacionam o raio espec-
tral de uma matriz com sua norma. Utilizaremos esses resultados para demonstrar o
Teorema de Perron-Frobenius, um resultado classico (aqui demonstrado na sua forma
de matrizes nao-negativas e irredutiveis) e que permite anélise assintética do compor-
tamento do Processo de Moran simples para obtencao das probabilidades de fixacao

dos individuos.



2 Preliminares

Nessa se¢ao, iremos introduzir alguns conceitos bésicos que sao necessarios no de-
correr do trabalho. Em particular, iremos destacar nocoes relacionadas a processos
estocasticos e cadeias de Markov. As notagoes e definigoes introduzidas aqui sao ba-
seadas nos trabalhos de Karlin & Taylor [9], Grinstead & Snell [4], e as defini¢oes

relativas a vetores e matrizes sao baseadas em [10].

2.1 Vetores e Matrizes

Definicao 2.1 (Espago vetorial). Um espaco vetorial sobre o corpo K é a terna
(V,4+,-), em que V' é um conjunto nao-vazio e + e - sdo respectivamente as operagoes

de soma em V' e produto por escalar satisfazendo as propriedades:

e Associatividade da soma: u,v,w € V= (u+v)+w =u+ (v+w)

e Comutatividade da soma: uv,v €V =>u+v=v+u

e Vetor zero: Existe um vetor 0 € V' tal que para todo u € V temos u + 0 = u

e Inverso aditivo: Para todo vetor u € V, existe vetor —u € V tal que u+(—u) =0

e Distributividade: Sejam o, € K e u,v € V. Entao (o + f)u = au + fu e

a(u+v) = au+ av.

e Multiplicagao por 1: Seja 1 € K o elemento identidade da multiplicagao do corpo

K. Paratodou eV, temos 1-u=u

Os elementos do espaco vetorial sao ditos vetores. Neste trabalho, consideraremos os
espacos vetoriais sobre o corpo dos ntmeros reais R. O conjunto R"*" representa o
espago vetorial das matrizes de ordem n x m (com as operagoes de soma e produto
por escalar usuais). A notagdo de matriz em parénteses da forma A = (a; ;) indica a

matriz em que o elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna ¢ a, ; e a notagao (z);



referente a n—uplal] r = (x1,...,2,) € R" indica a i-ésima coordenada do vetor z, a
saber, z;. Por fim, escrevemos 0 = 0,, o vetor nulo (com todas as coordenadas nulas) de
R™ € 0 = Opxpn € I = I,«,, respectivamente as matrizes nulas (com todas os elementos
nulos) e matriz identidade (com os elementos da diagonal principal iguais a 1 e demais

elementos nulos) de R™*".

Definicao 2.2 (Nao-negativa). Uma matriz A € R"*™ é ndo-negativa se todos os seus
elementos sdo nao-negativos. Um vetor x = (xy,...,2,) € R" é ndo-negativo se o

respectivo vetor-linha é nao-negativo.

Sejam A = (a;;),B = (b;;) € R"™™™. Escrevemos A > B se a;; > b;; para todo
i,j=1,...,.neA>Bse A> Be A# B. Também escrevemos A > B se a;; > b; ;

para todo i, =1,...,n.

Lema 2.1. Sejam A = (a;,), B = (b;;) € R™™ matrizes quadradas nao-negativas e

x = (x1,...,2,) € R" vetor ndo-negativo. Se A > B, entdo Ax > Bux.

Demonstragao. Como A > B >0 e x > 0, temos que a; ; > b ; e a;;,b; j,x; > 0 para

todos 4,5 = 1,...,n. Dai, da definicao de produto entre matriz e vetor, vemos que,

como todo indice i,j = 1,...,n, temos que:

(Az); = aiw; > Y bijx; = (Bu);
j=1 j=1

Pela desigualdade acima, segue que Ax > Bux. O]

Lema 2.2. Sejam A = (a;;), B = (bi;) € R"*" matrizes quadradas. Entao se 0 <
A < B, entao 0 < A™ < B™ para todo m € N.
(

T)) e B™ = bETJ”)) Provaremos este lema por inducao

Demonstracao. Escreva A™ = (a,

sobre m.

Como B > A > 0, entao temos que b, ; > a;; > 0 para todos indices 7,7 = 1,...,n.

Pela definicao de produto de matrizes, temos que:

I'Neste trabalho, chamaremos as n-uplas simplesmente de vetores. Assumiremos também os isomor-
fismos entre o espaco vetorial de n-uplas © = (z1,...,z,) € R" e o espago vetorial dos vetores-coluna
r = (;1) € R™! no produto Az e entre n-uplas z = (x1,...,2,) € R" e o espago vetorial dos

vetores-linha = = (21 ;) € R'*"™ no produto zA.
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b(2 Zbl kbk,j > Z Q; Ak, 5 = a ) 2 0

Como os indices sao quaisquer, segue que B > A > 0.

Agora, suponha que o lema é valido para 1,2,...,m. Por hipdtese de indugao, temos
que b > af’; > 0 para todos indices i,j = 1,...,n. Como B™"" = B"B e A" =

A™A, pela deﬁm(;ao de produto entre matrizes,

m+1 Zblkbk7]<zazkak] Z]ZO

E portanto temos que B™! > A™*!1 > (. Por inducao, segue o enunciado. [

Definicao 2.3 (Positiva). Uma matriz A = (a;;) € R™™ ¢é positiva se a;; > 0 para
todos os indices i € {1,...,n},j € {1,...,m}. Um vetor x = (z1,...,2,) € R" é
positivo se x > 0.

Corolario 2.2.1. Sejam A = (a;;),B = (b;;) € R™™ matrizes quadradas nao-

negativas e x = (z1,...,2,) € R™ vetor positivo. Se A > B, entdo Ax > Bx.

Demonstracao. Pelo Lema temos que Ax > Bx. Portanto, resta mostrar que
Az # Bx. De fato, de A > B, segue que existe indices i,7 € {1,...,n} tais que
a;j > b; ;. Como x > 0, entao x; > 0 e portanto a; jz; > b; jx;. Da definicao de matriz

e produto e como os termos do somatério sao nao-negativos, temos que:

n

(Ax); = Zai,k% > Zbi,kxk = (Bx);

k=1 k=1
Dai, Ax # Bz e portanto Az > Bx. O
Lema 2.3. Seja A = (a;;) € R™" matriz quadrada. Entdao A > 0 se e somente se,

Az > 0 para todo vetor x € R", z > 0.

Demonstra¢ao. Suponha que A > 0 esejax = (z1,...,2,) > 0. vetor qualquer. Como
x > 0,2 # 0, entdo existe indice j € {1,...,n} tal que (z); = z; > 0. Portanto, para
todo 7 € {1,...,n}, temos que:
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n
(A.%’)l = Zai,ka:k > Q; ;T > 0

k=1
Como i é indice arbitrario, entao Az > 0.

Por outro lado, suponha que Az > 0 para todo vetor x € R",x > 0. Suponha por
absurdo que a;; = 0 para algum par de indices i,j € {1,...,n} e defina o vetor
(canodmnico) e; como (e;); = 0se k # j e (e;); = 1. Como e; é ndo-negativo e nao-nulo,

entao e; > 0. Entao:
(Aey)i =D ain(e)s = aizles);+ Y ain(ej)e =0
k=1

poisa;; =0ek=1,....,nk # j = (e;) = 0. Absurdo pois por hipdtese e¢; > 0 =
Aej > 0. UJ

Definicao 2.4 (Estocéstica). Uma matriz estocdstica (ou linha-estocdstica) é uma

matriz quadrada nao-negativa A = (a; ;) € R™" satisfazendo:

n
Zai’j =1, paratodoi=1,....n
j=1
Definicao 2.5 (Primitiva). Uma matriz quadrada nao-negativa A € R™*" ¢é primitiva

se existe N € N tal que AV ¢ positiva.

Definicao 2.6 (Irredutivel). Uma matriz quadrada nao-negativa A € R™™ ¢ irre-
(p)

dutivel se, para todo i,j € {1,...,n}, existe p = p(i,j) € N tal que a;; > 0, onde
AP = (a)).

Uma matriz quadrada nao-negativa que nao ¢ irredutivel é dita redutivel. Observamos
que, em matrizes irredutiveis, o expoente p pode variar de acordo com os indices i e j.
Isto nao ocorre nas matrizes primitivas, nas quais existe um expoente p tal que al(-f'}) >0
para todos indices 7, j. Esta observacao prova o seguinte lema.

Lema 2.4. Toda matriz quadrada nao-negativa primitiva é irredutivel.
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Lema 2.5. Sejam A = (a;;) € R™" matriz quadrada nao-negativa e irredutivel e
x=(x1,...,2,) > 0. Se Ax =0, entao x = 0.

Demonstragao. Suponha por absurdo que exista indice k € {1,...,n} tal que x; > 0.

Entao, para todo i =1,...,n, temos que:

n
0 < apx, < Zai7j$]~ =(Az); =0=a;,x, =0

j=1
Como zj, > 0, segue que a;, = 0 para todoi=1,...,n.
Agora, vamos mostrar que se existe expoente m € N tal que agz) = 0 para todo
1=1,...,n, entao az(»jzﬂ) = 0 para todo i = 1,...,n. De fato, se i = 1,...,n, entao
da igualdade A™*! = A™ A, temos que:
n
agjzﬂ) = Z (IETZ)CLz’,k =0
j=1
Assim, pelo principio indutivo, nao existe expoente m tal que agg) >0parai=1,...,n.
Portanto A é redutivel, um absurdo. [

Corolario 2.5.1. Seja A = (a; ;) € R™" matriz quadrada nao-negativa. Se A é matriz

irredutivel, entao os vetores-coluna e os vetores-linhas da matriz A sao nao-nulos.

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema [2.5] provamos que se existe expoente
m € N tal que o k-ésimo vetor-coluna de A™ é nulo para algum k € {1,...,n}, entdo o
k-ésimo vetor-coluna da matriz A™*! também sera nulo. Deste modo, se existir algum
vetor-coluna de A nulo, entao a matriz A é redutivel, e portanto provamos o enunciado

por contraposicao.

Por outro lado, se A possui algum vetor-linha nulo, entao A” possui (pelo menos)
um vetor-coluna nulo. Resta mostrar que, se A é irredutivel, entao AT é também
irredutivel e obtemos uma contradi¢ao. De fato, dado um par de indices arbitrarios
(p)

> 0. O]

i,j € {1,...,n}, entdao por hipétese existe indice p € N tal que a;;

Corolario 2.5.2. Sejam A = (a;;),B = (b;;) € R™™ matrizes quadradas nao-

negativas irredutiveis. Entao se A é positiva, entao AB é positiva.
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Demonstragao. Sejam i,j € {1,...,n} par de indices arbitrarios fixados. Por defini¢ao:

n
ab;; = E ;b
k=1

onde AB = (ab; ;). Como A é positiva, entao a;j > 0 para todo k = 1,...,n. Como
B é irredutivel, pelo Corolario [2.5.1} existe algum &k € {1,...,n} tal que by; > 0 e
portanto ab; ; > 0. Como ¢, j sao indices arbitrarios, entao AB > 0. O

Lema 2.6. Seja A € R™" matriz quadrada nao-negativa tal que existe expoente p € N

tal que AP é irredutivel. Entao A é irredutivel.

Demonstra¢ao. Sejam i,j € {1,...,n}. Como AP é irredutivel, entao existe expoente

q € N tal que o elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna da matriz (AP)? = AP

(rq)

é positivo. Deste modo, a; ;" > 0 e portanto A ¢ irredutivel. O

Teorema 2.7. Seja A = (a;;) € R™™ matriz quadrada nao-negativa e irredutivel.
Entao (A+I)"! > 0.
Demonstracao. Pelo Lema , basta mostrar que (A + I)z"~! > 0 para todo vetor

x € R", x > 0. De fato, seja x > 0 arbitrario.

Caso 1: Suponha que exista indice K € {1,...,n} tal que (z)x = 0 e defina o vetor
y=1y(x) =(A+I)xr = Ax 4+ z. Vemos que, como A é ndo-negativa,

()i >0=(y); = (Ax); + (x); >0, i € {1,...,n}

e portanto y; = 0 = x; = 0. Logo a quantidade de entradas nulas em y deve ser menor

ou igual a quantidade de entradas nulas em x.

Suponha por absurdo que exista algum vetor x tal que a quantidade de entradas nulas
em y é a mesma que do vetor x e escreva S C {1,...,n} conjunto de indices tais que
i€eS=(x);=W);=0ei¢ S= (x);>0e (y); >0. Vemos que S # {1,...,n} pois
x>0e K € 8 pois ()x = 0. Portanto:
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Como k ¢ S = (z); > 0, entdo temos que i € S = a;;, = 0 para todo k ¢ S.

Vamos mostrar agora que, se existe expoente m € N tal que para todos indices 1,
comi € Sejé S temos agj?) ,EZLH)
i€ Sej¢S. Defato, sejam i,j € {1,...,n} taisquei € S e j ¢ S. Da igualdade
AL = AM A temos que:

= 0, entao a = 0 para todos indices 7,5 com

3

(m+1) _ (m) _ (m) (m) _
a; ; = E ;1 Qk,j = E a; Ak | + E A Qkj | =
k=1

k=1,....n k=1,...,n
kesS k¢S

= Z a;’}j)-o + Z 0-ar; | =0

k=1,....,n k=1,....,n
kesS k¢S

Pelo principio indutivo, segue que nao existe expoente m tal que aEZ-L) > ( para indices
da forma i € S,j ¢ S, um absurdo, pois A é irredutivel. Assim, o vetor y = (A+ I)x
tem uma quantidade de entradas nulas estritamente menor do que o vetor x. Como x
¢ nao-nulo, entao a quantidade de entradas nulas é no maximo n — 1 e portanto o vetor
(A4 I)z tem no méaximo n — 2 entradas nulas. Aplicando o argumento recursivamente
para o conjunto de vetores {z, (A+ 1)z, (A+1)*z,...,(A+1)" 2z, (A+1)" 'z}, vemos

que (A + I)" 'z ndo possui entradas nulas e portanto (A + I)" 1z > 0

Caso 2: Suponha que x > 0. Como A é matriz nao-negativa, pela expansao de
(I + A)"* vemos que:
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-1

(A+I)”‘1:I+A+<n2

)A2+An_121

Portanto, como z é positivo,

(A+D)" x> Tz >0

e segue o enunciado. O

2.2 Cadeias de Markov

Defini¢ao 2.7 (Espago de Probabilidade). Um espago de probabilidade é uma terna
(Q, F,P), em que 2 é o espago amostral (espaco de todos os possiveis resultados), F é
uma o-algebraf| de Q (os conjuntos E € F sdo chamados de eventos) e P : F — [0, 1]
¢ uma medida de probabilidade a—aditivaﬂ

Definigao 2.8 (Varidvel Aleatéria). Dado um espago de probabilidade (2, F, P), uma
varigvel aleatéria X : 2 — R é uma fungao tal que o conjunto {w € Q : X(w) <r} e F
para todo r € R. O valor X(w),w € € nos d4 uma ideia de medigao do resultado w.
Definimos a probabilidade P(X < r) := P({w: X(w) <r}). Se Q é finito ou infinito

enumeravel, entao a variavel aleatoria X ¢ denominada discreta.

Definigao 2.9 (Esperanca). Dado um espaco de probabilidade (2, F, P) e uma varidvel
aleatéria discreta X :  — R, definimos a esperanca de X como E[X] =>"* z,P(X =
x;), em que Q = {wy,...,wy,...} e X(w;) =x;,i € N.

Definicao 2.10 (Processos Estocdsticos). Um processo estocdstico ¢ uma familia
{X;,t € T}, em que X; é uma varidvel aleatéria para cada indice ¢ € T. Intuiti-
vamente, o conjunto de indices T representa uma ideia de unidades de tempo e X,

representa os possiveis resultados de uma repeticao de experimento.

Definicao 2.11 (Estado de espago). O estado de espago S é o conjunto que contém

todos os possiveis valores que as variaveis X; podem assumir para todos t € T. Se S

2Uma o-élgebra F satisfaz: @ € F; F é fechado por unides enumeraveis; e £ € F = E¢ € F
P(@)=0;P(Q) =1 e P(U;c; Ei =X, P(E;) se {E;,i € I} for cole¢ao enumerdvel de eventos
dois a dois disjuntos.
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é finito ou S é infinito enumeravel, dizemos que o processo estocastico é discreto. Se

S C R, entao dizemos que o processo estocastico assume valores reais.

Definigao 2.12 (Parametro de indices). O parametro de indices T' é uma colecao de
indices. Se T ¢ finito ou infinito enumeravel, dizemos que o processo estocastico é
em tempo discreto. Se T = [0, +00), dizemos que o processo estocéstico é em tempo

continuo.

Definigao 2.13 (Martingal). Seja {X;,t € T'} processo estocastico que assume valores
reais em tempo discreto ou continuo. Dizemos que {X;} é um martingal se E[ | X;|] < oo
|Xt1 =

para todo t € T e, se para quaisquer t; < ty < ..., < lny1, entao E[X;

ai,..., Xy, = a,| = a, para todos ty,...,t,y1 €T eay,...,a, €R.

Definicao 2.14 (Processo de Markov). Um processo de Markov é um processo es-
tocastico com a propriedade de, dado um valor X;, entao as probabilidades dos valores
X, s > t sao independentes dos valores X,, r < t. Em termos formais, um processo é
dito de Markov se satisfaz P(a < X; < b|X}, = a1, Xy, = ag,..., X, = a,) = Pla <

X, <b|Xy, = ay) paratodost1<t2<---<tn<t€Tea,b,a1,...,anESE|. Se S é

discreto, dizemos que o processo de Markov é uma cadeia de Markov.

Uma cadeia de Markov {X,;} é um processo estocastico de Markov em tempo discreto
e estado de espacgo discreto. De maneira geral, adotamos T'= {0, 1,...} e, para cada
t € T, a variavel X, representa o resultado do t-ésimo experimento. Dizemos que X,

esta no estado i se é dado que X; =i,1 € S.

A probabilidade de X, ficar no estado j, dado que X; esté no estado ¢, denotado por

ti+l o
P&

P = P(Xp = j|1 X, =)

As probabilidades PZ’;H sao conhecidas como probabilidades de transicao em um passo
de tempo. A notagao ainda sugere que essas probabilidades de transicao, além de
dependerem dos estados i e j (inicial e final), sao também dependentes do passo de

tempo no qual ocorrem (¢ para ¢t + 1). Quando as probabilidades de transigdo nao

ti,t1+1 _ ptota+l
Pi’j - PZ’J

de Markov tem as probabilidades de transicoes estacionarias. Supondo que a cadeia

dependem do tempo ( para todos t1,ty € T), dizemos que a cadeia

4Dizemos que {X;} satisfazem a propriedade de Markov
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de Markov é discreta e tem probabilidades de transicoes estacionarias, é possivel entao

definir a matriz de Markov.

Definicao 2.15 (Matriz de Markov). Sejam {X;} uma cadeia de Markov discreta
com probabilidades de transigdes estaciondrias (P;’;H =P, paratodot € T)e S =
{0,...,N} estado de espaco. Definimos a matriz de Markov M € RNFTDXINFD (oy

matriz de transigoes de probabilidade) associada a cadeia de Markov como:

Poo Ry FPo2 ... Pon
M- P%O P%,l P%Q .. Ple (1)
Pno Pnyg Py2 ... Pyn

Como P; > 0e ZjeS P, ; = 1, entao a matriz de Markov M ¢ nao-negativa e linha-

estocastica.

Teorema 2.8. Seja M matriz de Markov como em . A probabilidade de, ao comegcar
no estado ¢, depois de n passos de tempo, a cadeia estar no estado j, denotado por Pffr"
¢ o elemento PZ(?) da matriz M" = (PZ(;L))U Isto é, os elementos da n-ésima poteéncia
da matriz de Markov M representam as probabilidades de transi¢oes de estado em n

passos de tempo.

Demonstragao. Inicialmente, vemos que pela Lei da Probabilidade Total (aplicada a

probabilidades condicionais), temos que:

P(Xt+2 — .]|Xt — 7/) — ZP(Xt+2 — j|Xt+1 — k,Xt — ’L) . P(Xt+1 — k|Xt — 7/)
keS

Como {X;} tem a propriedade de Markov, segue que:
P(Xpio =Xy =14) = ZP(XtH = | X1 = k) - P(Xpa = k| X; = 1)
kes

e portanto
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£,t+2
Iy =§ Pk Py
keS

Observe que o produto P, ;- Py ;, k € S é o resultado da multiplicac@o (produto interno)
da i-ésima linha da matriz M com a j-ésima coluna na matriz M, e portanto é o
elemento Pl(f) da matriz M?. O resultado geral segue de inducao sobre n e demonstracao

analoga a que foi desenvolvida. O]

Agora, iremos buscar entender o comportamento em longo prazo da cadeia de Markov

quando ela comega em uma distribuicao de probabilidade dos estados de espaco.

Definigao 2.16 (Vetor de probabilidades). Um vetor-linha de probabilidades u =
(ug, ..., un) € RV*1 & um vetor que satisfaz u; > 0 para todoi =0,..., N e Zf\io u; =
1.

Vamos considerar um vetor de probabilidades u para representar o estado inicial da
cadeia de Markov. A ideia é que a entrada u; do vetor u indica a probabilidade da

cadeia de Markov iniciar no estado i.

Teorema 2.9. Sejam M matriz de Markov e u vetor de probabilidades que representam
a distribuicao inicial. Entao a probabilidade da cadeia estar no estado ¢ depois de n

passos de tempo é indicado pela i-ésima coordenada do vetor

u™ = uM™

Demonstracao. Pela Lei da Probabilidade Total,

P(X, =i)) P(X,=iXo=Fk) P(X; =k)

Pelo Teorema (2.8)) e pela defini¢do do vetor u, temos que:
P(X,=i)=)Y Pl
keS

E portanto ugn) = P(X,, = i) pode ser obtido pelo produto interno do vetor v com a

i-ésima coluna da matriz M". Deste modo, como i é arbitrario, entao u(™ = uM". O
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2.3 Grafos

Definigao 2.17 (Grafos). Um grafo G consiste em um conjunto finito de vértices
V(G) ={1,...,n} e um conjunto finito de arestas E(G) = {ey, ..., e} consistindo de
pares distintos e nao-ordenados de vértices em V(G). A notagao e, = (i, 7) indica que
a aresta conecta os vértices 7,5 € V(G). Neste caso, dizemos que os vértices ¢ e j sao

adjacentes.

Definicao 2.18 (Grafos orientados). Seja G um grafo com V(G) = {1,...,n} e
E(G) = {ei,...,en}. Indicamos que um grafo ¢ orientado se assinalamos que cada
aresta de G possui uma orientagao fixada, isto é, a aresta e, = (i, j) é distinta da aresta
e; = (j,1) para todo par de vértices de G. Uma orientacao é uma indicacao de diregao

de cada aresta, tornando o grafo inicial em um grafo orientado.

Definicao 2.19 (Matriz associada). A matriz associada ao grafo direcionado G, em
que V(G) ={1,...,n}, é uma matriz M = M(G) € R"*™ onde um vértice i é adjacente

a um vértice j se e somente se a; ; 7 0.

Definigao 2.20 (Matriz de adjacéncia). Uma matriz de adjacéncia relativa a um grafo
é uma matriz quadrada cujas entradas da matriz indicam se os pares de vértices sao
(ou nao sao) adjacentes no grafo. Dado um grafo G com conjunto de vértices V(G) =
{1,...,n}, amatriz de adjacéncia relativa a G é A = (a; ;) € R"*" satisfazendo a; ; = 1
se e somente se existe uma aresta no grafo GG saindo do vértice ¢ e chegando no vértice
7J.

Definigao 2.21 (Caminhos). Um caminho do grafo é um subgrafo no qual dois vértices
sao adjacentes, tem dois vértices terminais (ou vértices de grau 1) e tem outros vértices
(se existirem) com grau 2. Equivalentemente, é possivel listar os vértices em ordem
v1, ..., Uy tais que os vértices satisfazem (v;,v;51) com i = 1,...,m — 1. Um grafo é
conectado se para cada dois pares de vértices i e j, existe um caminho direcionado de
1 para j. Um grafo é dito fortemente conectado se, para cada par de vértices i e j,

existem os caminhos orientados de ¢ para j e também de j para 1.
Teorema 2.10. Seja M € R™"™ matriz nao-negativa. Entao M é irredutivel se e

somente se o grafo associado é fortemente conectado.

Demonstra¢ao. Sejam G grafo e M = M (G) matriz ndo-negativa associada ao grafo.

Vemos que, se M é redutivel, entao existe matriz de permutacao P € R"*" tal que
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A B
0 C

PTMP =

Onde A, B e C sao matrizes bloco quadradas e 0 é matriz nula. Nesse caso, os vértices
{1,...,p} em PTM P correspondem as primeiras p linhas de PTM P e os n— p vértices
restantes correspondem as linhas restantes. Da estrutura de PTM P, vemos que nao
existem arestas indo de {p+1,...,n} para {1,...,p}. Portanto o grafo nao é fortemente

conectado, j4 que nao existem arestas de {p+1,...,n} para {1,...,p}.

Portanto, resta mostrar que uma matriz M é redutivel se, e somente se, existe per-

mutacao de linhas e colunas tais que:

A B
0 C

PTMP =

De fato, se M é redutivel, entao M tem entradas nulas. Entao existe matriz de per-

mutacao de linhas e colunas P tal que:

A B
P'MP =
C
E podemos obter uma decomposi¢ao de indices do grafo V(G) = Vi|JVa, com
Vi(NVe = @. Supondo que o conjunto de vértices V(G) é fortemente conectado,
temos um absurdo por nao existe caminho de i € V| para j € V5. O]
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3 Processo de Moran Simples

Nessa se¢ao, iremos aplicar os conceitos de processos estocdsticos e cadeias de Markov
que foram desenvolvidos para definir um modelo simples de Processo de Moranﬂ Nesse
processo, dois tipos de individuos (duas variagoes genéticas de um mesmo ser vivo, por

exemplo) disputam pela dominancia na populagao.

O autor destaca que grande parte do contetido desse capitulo é baseado no trabalho de

Chalub & Souza [2].

3.1 Modelo do Processo de Moran

Considere uma populacao de N individuos. Os individuos se dividem em dois tipos: A
e B (também chamados de alelos@ Em cada geracao (passo de tempo), um individuo
é escolhido aleatoriamente para reproduzir (fazendo uma cépia de si mesmo) e um
individuo é escolhido aleatoriamente para ser eliminado (substituido pelo descendente
gerado), garantindo que o tamanho da populagao permanega constante. E possivel que
o mesmo individuo seja escolhido para reproduzir e morrer no mesmo passo de tempo.

Neste caso, o individuo é substituido pelo seu proprio descendente.

POPULAGAO INICIAL INDIVIDUO SELECIONADO PARA REPRODUZIR

INDIVIDUO SELECIONADO PARA MORRER SUBSTITUICAO
A\

Figura 1: Exemplo de uma geracao em um Processo de Moran com populagao de 11

individuos.

SEm referéncia ao geneticista australiano P.A.P. Moran que inventou o modelo no artigo Random

processes in genetics (1958).
6 Alelos sao mutacdes de um mesmo gene, responsaveis pelas variacoes genéticas dos individuos.
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E possivel que no modelo um alelo tenha vantagem ou desvantagem reprodutiva em
relagao ao outro. Para isso, definiremos um parametro positivo, denominada fitness,
associada a cada um dos alelos. Os individuos do alelo com a maior fitness possuem
uma tendéncia maior a serem escolhidos para reproduzir. Além disso, iremos considerar
que a reproducao ocorre sem mutagcoes, e portanto um individuo com alelo A s6 pode
gerar descendentes com alelo A e um individuo com alelo B s6 pode gerar descendentes

com alelo B. Este modelo é conhecido como Processo de Moran (simples).

O Processo de Moran é uma cadeia de Markov discreta em tempo discreto e pode
ser definido pelos estados de espaco ¢ = 0,1,..., N que representam o nimero de
individuos com alelo A. Para isso, definimos as varidveis aleatérias X (t) := X; como
a quantidade de individuos com alelo A na t-ésima geragao (e portanto existem N — i
individuos com alelo B). Ne geragao seguinte, a transi¢ao do estado de espaco sé pode

ocorrer para os estados ¢ — 1,72 ou 7 + 1.

No estado 0, a populagao consiste apenas de individuos ]B%E] Deste modo, no préximo
passo de tempo, o individuo a ser escolhido para reproduzir e o individuo escolhido
para morrer possuem o mesmo alelo e portanto o estado de espaco permanece em 0
em todas as geragoes seguintes. O mesmo ocorre de maneira analoga no estado N, no
qual s6 existem individuos A. Os estados 0 e N sao entao classificados como estados
de absorcao do processo, e sao os unicos estados com tal propriedade. Os estados

1=1,...,N — 1 sao entao classificados como estados de transicao.

3.2 Probabilidades de selecao de tipo e transicao

de estado

Defina p = (po,...,pn) € [0,1]¥F! vetor tal que p; indica a probabilidade de um
individuo A ser escolhido para reproduzir dado que o Processo de Moran esta no
estado 7. Consideraremos também que p depende do estado de espago atual (nimero
de individuos A), mas nao depende do passo de tempo em que a cadeia se encontralﬂ.
O vetor p é chamado de vetor de probabilidade de sele¢ao de tipo (PST). Como 0 e N

sao estados de absorcao, temos que pg = py = 0 e, como 1,..., N — 1 sao estados de

"Um individuo B é um individuo que possui o alelo B. Anélogo para individuo A.
8p tem a propriedade de Markov ou propriedade de perda de memdria.

23



transicao, temos que 0 < p; < 1,7 =1,..., N — 1 para todo PST. A probabilidade de

um individuo B ser escolhido para reproduzir é 1 — p;.

Para o Processo de Moran simples, assumiremos também que, no estado 7, os individuos
A tem probabilidade % de serem escolhidos para morrerem e os individuos B tem
probabilidade N]; ¢ Isso significa que cada individuo, independente do alelo que possui,
tem a mesma probabilidade % de ser escolhido para morrer.

Seja P;; a probabilidade de transicao do estado i para o estado j em um passo de
tempo. O numero esperado de individuos de individuos na préxima geragao, dado que
o estado de espaco é i, 6 E[X, 1| X; =1 = SN P,

Como 0 e N sao estados de absorcao, entao:

P070:1;P0’j20,j:1,...,N

PNyN:]_;PNJ':O,]':O,...,N—:L

Seja i um estado de transi¢ao. Logo existem pelo menos um individuo A e um individuo

B, e portanto existem quatro possibilidades que podem ocorrer na proxima geragao:

(a) Um individuo A é escolhido para reproduzir e morrer (ndo necessariamente o
mesmo). O estado de espago continua em i na geracao seguinte. Este evento

ocorre com probabilidade pzﬁ

(b) Um individuo B é escolhido para reproduzir e morrer (ndo necessariamente o

mesmo). O estado de espago continua em i na geracao seguinte. Este evento

ocorre com probabilidade (1 — p;) (£2).

(¢) Um individuo A é escolhido para reproduzir e um individuo B é escolhido para
morrer. O estado de espaco é ¢ + 1 na geragao seguinte. Este evento ocorre com

probabilidade p; (£%).

(d) Um individuo B é escolhido para reproduzir e um individuo A é escolhido para
morrer. O estado de espaco é i — 1 na geracao seguinte. Este evento ocorre com
probabilidade (1 — p;)%.
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Portanto, temos que:

(1—pi)=%, j=i—1
P pix + (1 —p) (F), j=1i 2
i N . (2)
pi (%5 J=1+1
0, li—j|>1

3.3 Fitness e neutralidade

Agora, iremos introduzir o conceito de fitness no modelo com o objetivo de se determi-
nar as probabilidades p;. Segundo Orr 13|, fitness é uma das teorias bioldgicas mais
aceitas e envolve a capacidade de certos organismos de sobreviverem e reproduzirem,
e, como consequéncia, contribuem com seus genes para a proxima geracao. Em teoria
de jogos evolutivos, como em Imhof & Nowak [6], os individuos A e individuos B sao
identificados como estratégia A e estratégia B e o conceito de fitness é entendido como
o payoff (pagamento, recompensa) do jogo. Definiremos fitness (ou fitness reprodutiva)
como um parametro positivo que, associado a cada alelo, determina se os individuos
que possuem aquele alelo tem vantagem ou desvantagem reprodutiva em relagao ao
outro alelo e consequentemente, sao mais provaveis ou nao de serem escolhidos para

reproduzir.

Sejam ), p® : {0,1,..., N} — R funcdes positivas tais que O™ (3) e B (4) sdo,
respectivamente, as fitness reprodutivas dos individuos A e dos individuos B no estado
de espaco i (quando ha ¢ individuos A). No Processo de Moran simples, assumiremos
que todos os individuos do mesmo alelo possuem a mesma fitness reprodutiva e que
as funcoes fitness reprodutivas tém a propriedade de Markov. A relacao entre fitness

reprodutiva e as probabilidades de selecao de tipo p; pode ser definida como:

_ ip®™ (i)
P+ (V- 00 )

Deste modo, as tnicas variaveis que definem completamente os diferentes modelos de
Processos de Moran (simples) sdo as funcoes ™) e o®). E também possivel definir

um Processo de Moran a partir das probabilidades p;. Neste caso, veremos que sé é

™ (i)

possivel determinar o valor da razao & =.
®) ()
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Definicao 3.1 (Neutro). Dizemos que o Processo de Moran é neutro se as varidveis
aleatérias X, satisfazem E[X,;, ;| X, =i] =i paratodoi=10,...,N. &

Para os estados de absor¢ao, temos que Py = Py y =1 . Logo:

N
E[Xi41|X; =0/ =0-Poog+ Y iPy; =0
i=1

N—-1
E[X;1|X; = N] = ZiPN,i+N'PN,N= 1-N=N
i=0
Para os estados de transigdo, temos que P, ; = 0 para |i — j| > 1. Logo:

E[Xi | X; =4 = (i — )Py + P + (1 + 1) P

Observando que P;;_1 + P;; + P ;41 = 1, segue que:

EX | Xe=i=0—-1)P ;1 +i(1 —Pi1— Piip1) + (i +1)P, 4
=P — P +i—1P 0 — 1P 1P 0+ P
=—Fi 1 +i+PFin (12)

) 1
—(p— D—di+p (1= —

_ip 4
N Nﬂ“” N
1
—pti— — 4
P+ N (4)

Logo temos que a neutralidade do Processo de Moran estd relacionado diretamente
com PST (especificamente com as probabilidades de selecao dos estados de transigao
i=1,...,N—1). Para um entendimento mais completo sobre a no¢ao de neutralidade
e sua relacao com PST, iremos introduzir uma outra definicao de fitness, denotada
fitness Darwiniana, que representa uma ideia de sobrevivéncia dos individuos de um

alelo na geragao seguinte.

Definicao 3.2 (Fitness Darwiniana). Sejam X; as varidveis aleatorias do Processo de
Moran e 7 um estado de transicao. Entao as fitness Darwinianas dos alelos A e B sao,

respectivamente:

26



X[ Xy = 1] wE) (j) (N = E[Xi | X, =1])

E
v = | N —i
i _

m (5)

Notamos também que as fitness reprodutivas (¢ e ¢®)) representam uma nocao
comparativa entre os alelos, isto é, a razao % é o valor que determina as probabilidades
p;. De fato, por , temos que:

. p(A) (@)
5w

bi = g )
i + N

(6)

Por outro lado, as fitness Darwinianas (¥ e W(®)) sdo valores com uma nocao ab-
soluta, sendo a razao de individuos de um alelo esperados na geracao seguinte pela
quantidade de individuos do mesmo alelo da geracao atual. As fitness reprodutivas e

Darwinianas se relacionam pelo seguinte lema:
Lema 3.1. Sejam ™ (i), o) (7), U (5) e UE)(7) respectivamente as fitness reprodu-

tivas e Darwinianas dos individuos A e B e ¢ um estado de transicao. Entao:

PP (i) _ W)
$®(i) ~ TE(i)

< ]E[Xt+1|Xt = Z] = N - Di

Quando ocorrem uma das igualdades (e consequentemente a equivaléncia) para todo
estado de transicao i, dizemos que o Processo de Moran é consistente com as fitness

reprodutivas e Darwinianas.

Demonstracao. Por , temos:

Por outro lado, de @ segue que:

(2960 _eP0)
Gy + ¥ =) = e




p®)(i) i (1-p)
Por fim,
™ (i) . .
B _ _Pi (N —E[X; | Xy =1]) _ N - pi — piE[Xi 1| X = 1]
) (4) 1-— Pi E Xt+1 Xt =7 E Xt 1 Xt =1| — sz Xt+1 Xt =1
O (7) +
e portanto
¢ ™) (4)
® (i .
gm((z)) =1 <= N p; =E[X; 1| X, = 1]
T ®) (7)

]

. e ) (4 . .
Observamos aqui que as razoes % e w estao bem-definidas para todo estado de
e® @)~ wE()

transicao i. De fato, 0®) (i) > 0 por definicdo, e, por e , VB () =0 = p; =

N —1i+ % Como + > 0e N —i > 1, entao terfamos que p; > 1, uma contradigao.
Assim U®E)(4) £ 0.

Teorema 3.2 (Neutralidade e fitness). As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) O Processo de Moran (simples) é neutro
(b) p; = % para todo estado de transicao 4

(¢) O Processo de Moran (simples) ¢é consistente com as fitness reprodutivas e Darwi-

nianas

Demonstragao. Iremos provar que (a) = (b), (b) = (c) e (¢) = (a).
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(a) = (b) Suponha que o Processo de Moran é neutro, e portanto, vale E[X, ;| X, =i] =1

para todo estado de espaco. Pela equagao , temos:
. w {
=D 1 — —
b N
VRS N
(b) = (¢) Suponha que p; = + para todo estado de transicao . Pela equagao , temos:

E[Xt_i_l’Xt:Z]:N“—Z—N:Z: N

=N -p;

Pelo Lema (3.1)), segue que o Processo de Moran é consistente com as fitness

reprodutivas e Darwinianas

(¢) = (a) Suponha que E[X;1]|X; =i] = N - p; para todo espago de transigao i.
J& mostramos que E[X;1|X; = 0] = 0 e E[X;11]|X; = N] = N, e, logo, resta

mostrar que a igualdade E[X, 1| X; = i| = i é vélida para todo estado de transigao

i. Pela equagao (4], temos:

7
N-pi=p+1— —
Pi=piTt =y

pi(N* = N) = Ni—i
Podemos assumir que N é um inteiro maior que lﬂ Neste caso:

AN -—1)
PN TN

Pela hipotese inicial,

E[Xt+1’Xt = Z] =N *Di = )

9Se N = 1, entdo o Processo de Moran consiste de dois estados estacionarios: 0 e 1. Neste caso,

nao ha estados de transicao.
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Deste modo, provamos o enunciado. [

O teorema acima nos mostra que a neutralidade do Processo de Moran (simples) s6
acontece quando temos que p; = %,z’ =1,...,N — 1. Essa probabilidade coincide com
a probabilidade de se escolher um individuo A aleatoriamente (dentre N individuos
totais), o que significa que cada individuo (independente se é um individuo A ou B)
tem probabilidade % de ser escolhido para reproduzir. Isso nos da uma ideia intuitiva de
que nenhum dos alelos tem vantagem ou desvantagem evolutiva sobre o outro (mesma

fitness reprodutiva). Essa nogao pode ser entendida pelo coroldrio abaixo.

Corolério 3.2.1. O Processo de Moran é neutro se, e somente se, o®) (i) = ¢®)(7),i =
1,... N—1.

Demonstragdo. Da demonstra¢ao do Lema [3.1], temos:

el 0) (N‘—z') Pi

Por outro lado, suponha agora que o™ (i) = o®(3),i =1,...,N — 1. Por @, temos:

B 7 o
PPmi¥N—i N
E o enunciado segue observando novamente o Teorema (3.3| [

3.4 Matriz de Markov para o Processo de Moran

simples

Vemos que, por @, podemos assumir que ¢*) (i) = r; e ® (i) = 1 para todo i =
0,...,N. Neste caso, temos que:

30



iri

P = T 7
P iri+ N —1 (7)
Com isso, temos que, por (2):
P(),O =1
Pl,l — 1
N —1 1
Pii1=—— = 8
ol iri+N—1 N (8)
Pi=1-PF,;1— P (9)
Piiv1 = (10)

N ir,+N—i

Notamos agora que as probabilidades dos estados de transicao P;;_1, F;; e P; ;41 depen-
dem do estado i e da fitness r; (que também s6 varia com 7). Deste modo, chamando
Py = Bi e Piy1 = «;, vemos que a matriz de Markov M associada ao Processo de

Moran Simples (que é uma cadeia de Markov) pode ser escrita como:

1 0 0 0 0
Bi 1—=PF1— (e%1 0 0

M = 0 52 1-— ﬁg — Qg (9 0 (11)
0 0 0 0 1

3.5 Vetor de probabilidades de fixacao

Defini¢ao 3.3 (Extingao e fixac¢ao). Sejam 0 e N os (tinicos) estados de absorc¢ao de
um Processo de Moran. Dizemos que o estado 0 ¢ estado de exting¢ao do alelo A e o

estado N é o estado de fizacdo do alelo A.

O teorema abaixo caracteriza o vetor de probabilidade de fixacao de uma maneira

algébrica.
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Teorema 3.3. Seja M matriz de Markov associada ao processo de Moran simples.
Entdo existe um tnico vetor F = (Fi,...,Fn_1) € RV710 < F; < 1 tais que F =
(0,F,1), MFT = F7 ¢

FI' = (I —M)70,...,0,ay_1)"

Antes de iniciarmos a demonstragao do teorema acima, vamos apresentar alguns resul-

tados necessdarios para a mesma. Primeiramente, vemos que a igualdade:

1 0 0 0O ... 0 0 0
ﬂl 1—51—061 (0%} 0 ... 0 Fl Fl
0 B2 1—Fr—ay ag ... 0 F| = |F
|0 0 0 0 1 [1] 1]
é equivalente a
1—51—041 (0751 0 0 F1 0 F1
62 1—62—0[2 (0] 0 FQ 0 F2
. . _ , . . + . = .
0 0 oo Bynor 1= fBnor—anva Fn_y aN-—1 Fn_y

Observamos aqui que a sub-matriz principal M, definida como

1—5p—a o 0o ... 0
L X (12)
6 O oo By 1 51\77; —QanN-1
¢é sub-estocéstica, nao-negativa e irredutivel.
Demonstracdo do Teorema 2.3. Inicialmente, vimos que a igualdade MFT = F7T ¢
equivalente a MFET + 0,...,0,an_1)T = FT, em que M é matriz sub-estocdstica,

nao-negativa e irredutivel.
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Considere a matriz M’ = M+ (51,0, ..., ayx_1)T. Como o vetor (51,0, ..., ay_1) é ndo-
negativo, entdo a matriz M’ é nao-negativa e irredutivel. Além disso, M’ é estocdstica
(todas as linhas tem soma 1) e M < M’. Pelo Teorema de Perron-Frobenius aplicado

a M', segue que

1—m1anU_ <maXZm =1=p(M)=1

Além disso, pelo Corolério do Apéndice B, temos que:

0<M< M = pM)<pM)=1

E portanto p(M ) < 1. Pelo Lema de Neumann, segue imediatamente que
S, M* converge. Afirmamos que a matriz I — M é invertivel e o vetor (I —

M)='(0,...,0,an_1)" tem todas as coordenadas positivas. De fato:

N
hm (Z ) = hm — MMty =1

Portanto I — M é invertivel e

S
k=0

Além disso, como M é irredutivel, temos que >_ .-, M* é matriz positiva e, por fim,

(I - MF'=(0,...,0,ay_1)"
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= F' = (i M’“)

k=0
aN-—1
E segue que F; > 0.
Por outro lado, temos que:
1-— 61 — 1 (051 0 N 0 1 61 1

62 1-— 62 — Qg (9 ce 0 1 0 1
: : , , : AT =,
0 0 ﬁN—l 1_BN—1_OV/N—1 1 0 1

Escrevendo 1 = (1,1,...,1), entao vemos que:

MA-F)" =1 -F)7T—(3,0,...,0)T

E portanto:

(I—M)(1—-F) =(5,0,...,0)7

B
=(1-F)"= (iM’“) 0
=0 0

E, com o argumento andlogo ao anterior, segue que as entradas do vetor (1 — F)T Sao

positivas. Isso significa que F; < 1 e entao concluimos o enunciado. [
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Vamos encontrar explicitamente o vetor de probabilidades de fixacao F. Da igualdade

MFT = FT_ obtemos a seguinte relacao:

Fi=BFa+(1—-—a;—B)Fi+oFip,1<i<N-—-1

= 0i(Fio1 — F) +oi(Fipn — F) =0

Denotando Fy = 0, Fiy = 1 e introduzindo as notagoes x; = F; — F; 1,1 = 1,...

Vi = g—,z =1,...,N — 1, obtemos a relacao recursiva:
1

Ti+1 = Vi

Deste modo, vemos que:

Ilel—F(]:Fl

To =121 = N1l

E indutivamente vemos que:

k—1

2y =F,— Fo_1=F, (H7> k=23,...,N—1

=1

N—1
ey =Fy—Fnoi=1-1 (H%)

=1
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Por outro lado, pela soma telecéspica,

Resolvendo para F}, obtemos:

1
= N—117k—1
ISP ||

Fy

Que representa a probabilidade de fixacao a partir de um tnico individuo do tipo A.

Para um estado de transicao j qualquer, vemos que:

j k—1 0
F; = T = <F1 %‘) =F1H%'+
1 —1

k=1 k= i i=1 k=2

J

<.

-1 j -1
<F1 H%) =+ Z (Fl H%)
i—1 =2 =1

=F

k=1 i=1

(1)

A (145 ) - S
AR DN | g

Assumindo que os individuos do tipo A tem fitness reprodutiva constante r e os in-

dividuos do tipo B tem fitness reprodutiva constante 1, entao segue que y; = % é um

fator constante no produtorio e temos que:




Entao, a probabilidade de fixacao quando a populacao inicial é composta por apenas

um tunico individuo do tipo A é:
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4 Grafos Evolutivos

Até aqui, desenvolvemos a teoria do Processo de Markov simples em populagoes ho-
mogéneas, em que todos os individuos da populacao estao em posicoes equivalentes.
Nessa sec¢ao, iremos analisar alguns efeitos e consequéncias de estruturas populacionais
nessa dinamica evolutiva. Faremos isso através de uma associagao entre os individuos e
os vértices de um grafo. As arestas do grafos, neste caso, representariam interacoes de
competicao, de modo que, se existe uma aresta do vértice i para o vértice j, existe uma
probabilidade (positiva) do descendente do individuo do vértice i substituir o individuo

do vértice j.

O autor destaca que o contetido desse capitulo é inspirado no trabalho de Nowak ([12]).

4.1 Estrutura Populacional

Inicialmente, identificamos os individuos da populacao com i = 1,2,..., N. Em cada
passo de tempo, um individuo é escolhido aleatoriamente para se reproduzir. A proba-
bilidade do descendente do individuo ¢ substituir o individuo j é denotado por w; j, e
portanto, o processo pode ser determinado através de uma matriz N x N, W = [w; ;].

Como as entradas de W sao probabilidades, entao W é matriz linha-estocastica.

Podemos ainda identificar os individuos da populacao com vértices de um grafo. Se
w; ; > 0, entao existe uma aresta orientada do vértice 7 para o vértice j. Se w;; = 0,
entao nao existe aresta que liguem estes dois vértices. Portanto, a matriz W define um

grafo orientado.

Figura 2: Exemplo de estrutura populacional G' com populacao N =5
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0 wy O 0 O

0 0 wys 0 O
W=10 wss 0 0 0f; W é a matriz de adjacéncia relativa ao grafo G

wyy wae wgz 00

| w1 0 0 wsa O_

A estrutura acima é uma generalizacao do processo de Moran simples, em que o caso
homogéneo é recuperado em um grafo completo (em que, dado dois vértices i e j
quaisquer, existe as arestas que ligam i para j e que ligam j para i) com mesmo peso

w; j. Se a populacao tem N individuos, entao w;; = % para todos 7, J.

4.2 Probabilidades de fixacao

Nessa sessao, iremos analisar diferentes estruturas de grafos e o comportamento das
probabilidades de fixacao do processo. Observa-se que a estrutura do grafo esta relaci-

onada diretamente com a matriz W das probabilidades de substituicao.

O objetivo é determinar a probabilidade de fixacao ao surgir apenas um individuo de
gene mutante (1 individuo do tipo A e N — 1 individuos do tipo B e verificar quais das
estruturas possuem comportamento de fixacao idéntico ao Processo de Moran descrito

no capitulo anterior.

4.2.1 O Ciclo direcionado

Considere um grafo simples assimétrico de N vértices, denotado de ciclo direcionado.
Para cada vértice 7, a Unica aresta conectada neste vértice liga até ¢ + 1. O vértice N

liga-se ao vértice 1 e entao obtém-se estrutura semelhante a um ciclo.
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Figura 3: Exemplo de um ciclo direcionado com populacao N = 8

(010 ... 0 0]
00 00
000 ... 00O
W=1{ . . | ; W é forma geral da matriz de adjacéncia do ciclo direcionado
00 0 . 01
10 . 0]

Vamos supor inicialmente que toda a populacao consista de individuos do tipo B e
que, em algum momento, ocorre uma mutacao e é gerado um individuo do tipo A com

fitness relativa r.

Definiremos um caminho de individuos do tipo como um caminho no grafo nos
quais os individuos dos vértices do caminho sao do mesmo tipo, de modo que os vértices
iniciais e finais estao conectados com individuos de um tipo diferente. Nessa definicao,
entendemos que os caminhos de individuos de tipo sdo os ”"maiores” possiveis (de maio-
res comprimentos) e ndo conseguem ser estendidos (ou continuados). Diremos que dois
caminhos de individuos de tipo sao distintos se eles possuem pelo menos um vértice
diferente - e consequentemente todos os vértices dos caminhos sao distintos. A ideia
geral por tras dessa defini¢ao é construir um analogo a definicao de componente conexa

no grafo, mas atuando nas coloracoes A e B.

Comecando com um tnico individuo do tipo A, somente um caminho de individuos
do tipo A podera surgir (a saber, a partir da orientacdo do grafo). Por exemplo, na
Figura |3 se o individuo mutante surge no vértice 4, entao os possiveis caminhos de

individuos do tipo A sdo {4} na primeira geracao e {4,5},{4,5,6},... nas geragoes
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seguintes. Mais ainda, é possivel que em uma certa geragao o caminho de individuos de
tipo seja {6,7,8, 1}, por exemplo. Para isso, basta os individuos 3 e 4 sejam escolhidos
para reproduzir, nesta ordem (mas nao necessariamente em geragoes consecutivas).
Nessa configuragao, nao é possivel que se formem dois ou mais caminhos distintos de

individuos do tipo A.

Seja i o espaco de estado do processo estocastico correspondente. Vemos que, para o
estado de espaco no passo de tempo seguinte seja ¢ — 1, é necessario de um individuo
do tipo B seja escolhido para reproduzir, especificamente o individuo imediatamente
anterior ao caminho de individuos do tipo A. Como existem N — ¢ individuos do
tipo B e que esses individuos tem a mesma probabilidade, escrevendo F;;_; como a

probabilidade de transicao do estado ¢ para o estado ¢ — 1, temos que:

— N —i I 1
ST+ (N=i)-1 N—i ir+N-—i

Por outro lado, para o estado de espaco na geracao seguinte ser de ¢ 4+ 1, é necessario
que um individuo do tipo A seja escolhido para reproduzir, especificamente o individuo
que esta no final do caminho. Admitindo que os individuos do tipo A tem mesma
probabilidade de serem escolhidos para reproduzir, temos que, escrevendo F;;;; como

a probabilidade de transicao do estado de espaco ¢ para i + 1, temos que:

-7 I r
i-r4+(N—d)-1 i dir+N—i

Pi,i+1 =

A razao entre essas duas probabilidades é dada por:

Py - 1

Vi =
Pi,iJrl r

Vemos que essa quantidade nao depende do estado de espaco e é idéntica aquela obtida
no processo de Moran com sele¢do constante. De modo andlogo, pelas equagdes ((13]),

obtemos que:
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E portanto a probabilidade de fixacao no grafo simples assimétrico coincide com a

probabilidade de fixacao no Processo de Moran simples.

4.2.2 O Ciclo Bidirecionado

Considere um grafo simples simétrico de N vértices, denotado de ciclo. Neste grafo,
para cada dois vértices 7 e 7 + 1, existem duas arestas orientadas entre elas, a saber, a
aresta (4,7 + 1) e a aresta (i 4+ 1,7). Também conecta-se os vértices 1 e N de maneira
simétrica. Para esse estudo, vamos supor que todas as arestas tenham o mesmo peso.
O grafo obtido dessa construcao assemelhasse ao ciclo direcionado, porém nas duas

direcoes.

Figura 4: Exemplo de um ciclo bidirecionado com populacao N = 8

01 0. 0 1
1 1
3 0 5 . 0 0
050 ...00 : o o
W = ) | W é forma geral da matriz de adjacéncia do ciclo bidirecionado
00 0 01
5 00 5 0
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Como anteriormente, comecando com apenas um unico individuo mutante do tipo A, sé
podera haver um unico caminho de individuos do tipo A. Com os mesmos argumentos

do caso anterior, vemos que:

1 T
P,1=——7—— Pi=——7—
A1 ir+ N —1 ¢ A+l ir+ N —1

E obtemos a mesma probabilidade de fixacao do caso anterior.

4.2.3 A Linha e o Burst

Um grafo orientado é denominado linha se, do vértice 7, a inica possibilidade de colocar
o descendente é no vértice ¢ + 1 e, no vértice NV, o descendente substitui a si mesmo.

Nao ha arestas que cheguem no vértice 1.

Figura 5: Exemplo de uma linha com populacao N =5

(010 ... 0 0
001 ..00
00 ..00
W = .
0
0 1

A probabilidade de fixacao, portanto, nao depende da fitness dos individuos do tipo
A, e sim da posicao em que estd localizado o tnico individuo do tipo A. Deste fato,
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nessa configuracao de grafo, o tipo do individuo que esta no vértice 1 é o que sera
fixado. Assumindo que o individuo do tipo A surja em um vértice aleatoriamente, a

probabilidade de fixacao portanto é:

1
P=N

E, com probabilidade %

eventualmente é extinto. Assim, as probabilidades de fixacao no grafo linha diferem-se

, 0 individuo do tipo A surge nos vértices 2,3,..., N e

das probabilidades de fixacao do Processo de Moran.

Agora considere o grafo definido pela matriz W abaixo, no qual um vértice central se

conecta unidirecionalmente com os outros N — 1 vértices periféricos.

Figura 6: Exemplo de um burst com populagao N =9

0 L 1 11
N-1 N-1 N-1 N-1
0 1 0 0 0
0 O 1 ... 0 0 ) o
W=1 ) _ ] | W é forma geral da matriz de adjacéncia do burst
0 O 0 1 0
0 0 0 0 1

O grafo induzido por W é denotado burst. A fixacao de um tnico individuo do tipo A
ocorre apenas no caso em que ele surge no centro, com probabilidade % Novamente, a

probabilidade de fixa¢cao nao depende da fitness e coincide com a probabilidade do grafo
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linha. Esses dois grafos sao exemplos de estruturas que suprimem a selecao natural,
dado que as probabilidades de fixacao independem da fitness do individuo mutante e

sao a mesma probabilidade de fixacao do Processo de Moran Neutro.

4.2.4 Drift Genético e Selecao

Vimos que a probabilidade de fixacao do Processo de Moran é dado por:

Dizemos que um grafo GG é p-equivalente ao Processo de Moran se a probabilidade de

fixagdo no grafo G, pg, coincide com pyy.

Se, para um individuo mutante ”vantajoso”(com fitness r > 1), a probabilidade de
fixacao em G for maior do que a probabilidade de fixacao no Processo de Moran
(pc > pum), entdao o grafo G favorece mais a selegdo do que o drift, pois aumenta a
probabilidade de fixacao de um mutante ”vantajoso”. Deste modo, dizemos que G é
um amplificador de selecao. Caso r > 1 e pg < pur, entao o grafo G favorece mais o
drift do que a selecao, pois desfavorece um individuo mutante ”vantajoso”. Neste caso,

dizemos que G é um supressor de selecao.

Similarmente, para os casos nos quais o individuo mutante é ”desvantajoso” (r < 1),
se pg > pu, dizemos que G é um supressor de selecao. Caso pg < pur, entao G é um

amplificador de selegao.

Se pg = % para qualquer 7, o grafo G é o maior supressor possivel de selecao, pois
elimina completamente os efeitos causados pela diferenca de fitness dos tipos de in-
dividuos. Nos exemplos acima, temos que o ciclo direcionado e o ciclo sao p-equivalentes

ao Processo de Moran e os grafos linha e burst eliminam completamente a selecao.

4.3 O Teorema Isotérmico

Definimos a temperatura de um vértice como a soma de todos os pesos que levam

aquele vértice. Deste modo, a temperatura de um vértice j, denotada por Tj, ¢ dada
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pela expressao:

N
Ty = wiy
i=1

que corresponde a soma da j-ésima coluna da matriz WW.

Um vértice com alta temperatura tem uma tendéncia maior a mudar seu estado do que
um vértice com temperatura menor. Se todos os vértices do grafo tem a mesma tem-
peratura, dizemos que o grafo é isotérmico. Provaremos a seguir o Teorema Isotérmico:

um grafo é p-equivalente ao Processo de Moran se, e somente se, o grafo é isotérmico.

Para um grafo isotérmico, segue que a soma das colunas é uma constante. Como W é

linha-estocastico, segue que, para j vértice qualquer:

N N N N N
N-T=3 T=3 | 2w =2 (2wi) =2 1=N
j=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1 i=1
N
Li=x=1

E portanto W é coluna-estocastica.

Teorema 4.1. Um grafo induzido pela matriz W é p-equivalente ao Processo de Moran

se, e somente se, a matriz W é linha-estocdastica e coluna-estocastica.

Demonstracao. Inicialmente, defina o vetor v = (vy,...,vy), em que v; = 1 se o vértice
7 é um individuo do tipo A, e v; = 0 se o vértice i é um individuo do tipo B. O vetor
v define uma 2-coloragao no grafo. Seja m o estado de espago do processo estocastico.
Segue que m = ) . v;. A probabilidade do estado de espaco aumentar em uma geracao

¢ dada por:

T2 wigvi(l—vy)
r-m+ 1(N —m)

Pm,m+1 -
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De fato, o termo geral da expressao acima ¢ positivo apenas quando v; = 1,v; = 0
e w;; > 0. Isso significa que o vértice 4 ¢ um individuo do tipo A, o vértice j é um
individuo do tipo B e existe uma aresta orientada saindo de ¢ e chegando em j. De
modo andlogo, temos que a probabilidade do estado de espago diminuir na geracao
seguinte é dada por:

> Zj w; (1 — v;)v;

r-m+1(N —m)

Pm,mfl =

Deste modo, a probabilidade de fixacao é a mesma do Processo de Moran se, para

qualquer coloracao v, temos:

Pm,mfl

1
Pm,erl r

Temos a igualdade acima se, e somente se,

Zzwivﬂ'vi(l —v;) = Zzwm‘(l — ;)0

A igualdade acima deve ser verdade para todo vetor v. Em particular, deve ser verdade
para todos os vetores da forma vy = 1 e v; = 0,Vi # k. Neste caso, a equagao acima é

reduzida para:

Zwk,j = ij,k, Vk
J J

Como W ¢ linha-estocastica, segue que:

E Wy = E wp; =1
j j

E portanto temos que a matriz W é coluna-estocastica e o grafo correspondente é

isotérmico. O
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Nos exemplos acima, temos que o grafo ciclo direcionado e o grafo ciclo sao am-
bos isotérmicos. Todos os grafos simétricos (que satisfazem w;; = w;;) sdo grafos

isotérmicos.

4.4 Supressores de Selecao

Uma raiz ¢ um tipo de vértice no qual nao existem arestas direcionadas que chegam
nele, e portanto tem temperatura zero. Se o grafo tem apenas uma raiz, entao a
probabilidade de fixacao é p = %, pois o individuo mutante deve surgir na raiz, caso
contrario nao é capaz de fixar a populacao. Um mutante surge aleatoriamente na raiz
com probabilidade % e portanto todos os grafos com apenas uma raiz sao supressores

totais de selecao.

Figura 7: Exemplo de grafo com populagao N = 6. O vértice 1 é a tnica raiz.

Por outro lado, se um grafo tem multiplas raizes, entao um individuo mutante nao é
capaz de fixar-se na populacao. Se o individuo mutante surge em uma destas raizes,
entao ele também nao sera capaz de extinguir-se. Deste modo, é possivel que em um

grafo com multiplas raizes, nao acontecam nem a fixacao e nem a extingao.

Lema 4.2. Existe um grafo supressor de selecao com probabilidade de fixacao de um

mutante vantajoso pg, em que % < pg < pPpuMm-

Demonstracao. Seja Vi, Vs uma decomposicao da populagao em dois grupos tal que
V(G) =ViUVe e Vi Vo = @. Vamos construir um grafo da seguinte maneira: para
os vértices de Vi, faga um grafo completo (com todas as possiveis arestas). Depois,

construa arestas saindo dos vértices de V; e chegando em V5, mas nao o reciproco. O
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grafo dos vértices V5 tem estrutura qualquer, mas cada i € V5, deve existir j € V; tal
que exista ¢ e j estao conectados. Nesta construcao, definimos que os vértices de V;
formam uma fonte, e os vértices de V5 sao receptores. A ideia é que, para o individuo
mutante se fixar em V/(G), basta que ele se fixe em V;. Como V5 nao tem acesso aos
vértices de Vj, entdo é impossivel que o individuo mutante se fixe em V(G) se ele
surgir aleatoriamente em V5. Portanto, temos que a probabilidade de fixacao no grafo

construido é:

1-1
PG = T
==
Se o mutante é vantajoso, entao r > 1 e portanto % < pa < pum- n

Em geral, grafos cujo tamanho da fonte é pequeno em comparacao ao tamanho dos
receptores tendem a ser supressores de evolucao. De fato, assumindo que a probabi-
lidade do individuo mutante surgir aleatoriamente na fonte é pequena em relacao a
surgir nos vértices receptores, segue que, mesmo com maior fitness relativa, o mutante

nao consegue se fixar em vértices receptores.

4.5 Amplificadores de selecao

A estrutura do grafo pode ser balanceada de modo a favorecer a selecao ao invés do
drift. Um exemplo é o grafo estrela de N vértices, construido a partir de uma simetria

de arestas do grafo burst.

Figura 8: Exemplo de uma estrela com populacao N =9
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Para N suficientemente grande, a probabilidade de fixagao de um mutante inserido

aleatoriamente se aproxima de

1- 3
PM =
1- v

Como mostrado em ([14]) utilizando aproximagoes para as probabilidades de fixagao
como solugoes de um conjunto de FDO's. Isso significa que uma fitness relativa r em
um grafo estrela é equivalente a uma fitness r? em um processo de Moran, e, portanto,
a estrela é um amplificador de selecao. De fato, um mutante vantajoso com fitness
relativa r > 1 se comporta como um mutante com fitness relativa r?> > r em um
processo de Moran simples. Um mutante desvantajoso, com fitness relativa r < 1,
tem uma probabilidade de fixacao equivalente a um mutante ainda mais desvantajoso

7"2 < T em um processo de Moran.
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5 Conclusao

Ao fim deste trabalho, conseguimos alcancar os objetivos inicialmente propostos, tais
quais, apresentar os conceitos fundamentais da teoria matricial, de cadeias de Markov
e grafos e utiliza-los para construcao do modelo estocastico do Processo de Markov,
além de caracterizar a fixacao de um gene neste modelo através do desenvolvimento
do Teorema de Perron-Frobenius. Também identificamos a existéncia de estruturas

populacionais que podem agir como supressores de selecao ou amplificadores de selecao.

Também encontramos uma condicao necessaria e suficiente para que a estrutura popu-
lacional mantenha as probabilidades de fixagao encontradas no modelo simples através
da demonstragao do Teorema Isotérmico. Como esse resultado permite uma analise da
estrutura através da soma dos elementos da coluna, o resultado tem aplicacao compu-

tacional simples em relagao as estimativas numéricas de simulagoes de modelos.

Destacamos que ¢ possivel generalizar as hipoteses do Teorema para uma classe
mais genérica de matrizes pois na demonstracao utilizamos apenas o fato da sub-
matriz principal M ser sub-estocastica, nao-negativa e irredutivel, e nao hipéteses da
estrutura da matriz de Moran. Essa classe de matrizes, denotada de Classe de Kimura,
¢ formalmente definida em ([2]), bem como algumas de suas principais propriedades

topoldgicas.
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A Raio Espectral e Norma Matri-

cilal

O raio espectral de uma matriz quadrada M, denotado por p(M), é o maior valor dos
modulos dos autovalores de M. Isto é, sejam Aq, ..., A, os autovalores (ndo necessari-

amente distintos) da matriz M € C"*". Definimos o raio espectral de M como

p(M) = max{|\|,...,| |}

Nesse apéendice, iremos destacar alguns resultados que relacionam raio espectral e as

normas matriciais, baseado nos trabalhos de [1], [3] e [5]

Lema A.1. Seja || - || uma norma matricial sub-multiplicativa em M, (C). Entao para
todo M € M, (C),

p(M) < |[M]]
Demonstracao. Seja A € C autovalor de M e v # 0 um autovetor correspondente. De
Mv = A\v, obtemos que:

MV =XV, emqueV =[v|v]|...|v] e M, (C)

Portanto,

ALIVIE= [IAVIE= [IM V< (M V]

Como v # 0, segue que V # 0 e logo ||V|| > 0. Simplificando ambos os lados da
equagao por ||V]|, obtemos que |A| < [|M]|. Tomando o maximo dos mddulos dos

autovalores de M (M tem finitos autovalores), temos que p(M) < ||M]]. O

Lema A.2 (Lema de Neumann). Seja M € M, (C). Entao Y -, M* converge se e
somente se p(M) < 1.
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Demonstra¢do. Suponha que Y ;M k¥ converge e portanto existe limy Sy, em que
Sy = S, M*. Portanto,

lim M = Tim(Sy — Sx—1) = (hjrvn SN> - <1i]rvn SN_1> —0

Seja (A, v) um par de autovalor A € C e v um autovetor qualquer associado ao autovalor

A da matriz M. Segue que:

(MMv = AN

e portanto

0 = lim(M™)v = lim AVw
N N
Como v é autovetor, entdao v # 0 e entao limy AV = 0. Assim, |A| < 1, e, como h4 uma

quantidade finita de autovalores de M, entdo p(M) < 1.

Por outro lado, suponha que p(M) < 1. Pelo Apéndice A, existe norma sub-
multiplicativa tal que |[|[M]| < 1.

M M M
[Sar = Snll =11 D MHI< D IMHI< Y lIMF
k=N+1 k=N+1 k=N+1

Como ||[M|| < 1, entdo limy, ||M||* = 0 e portanto é possivel tomar M, N suficiente-
mente grandes tais que ||Sy — Sn|| < € para todo € > 0 dado. Deste modo, {Sy}nen
é sequéncia de Cauchy, e como M,,(C) é espago de Banach, temos que Y -, M* con-

verge. O

Seja v = (vy,...,v,) € R". Definimos a 1-norma (vetorial) como [|v||; :== >0, |v;]. A

1-norma matricial é definida como:
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n
[|M]]1 == max |[Mz]l; = max > |ml
izl =1 j=1n

A 1-norma matricial é sub-multiplicativa. De fato:

4B = e 4Bl = e, {114 (25 ) - Bl b < Dl - 181

Lema A.3. Sejam M € M,(C) e ¢ > 0. Entdo existe uma norma matricial sub-

multiplicativa || - || tal que

IM[| < p(M) +

Demonstracdo. A Forma Canonica de Jordan da matriz M é

Ty (A1) 0 0
0 Iy (A
M — P 2( 2) P*l
: . 0
0... 0 I (k)
em que P é matriz nao-singular, Ai,..., \; sd@o os autovalores de M, as matrizes-
bloco J,,(\;),i =1, ..., k sdo matrizes bidiagonais, com entradas na diagonal principal

A; e na diagonal acima da diagonal principal iguais a 1 (e demais entradas nulas) e

ny + -+ + ng = n. Defina para § > 0 arbitrario a matriz:

D) 0 0
D :
D(6) = 0 n(0) , , em que D, (0) = diag(5,6%,...,0™)
: 0
0 0 D,(9)
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Agora, como as matrizes D,, (¢) sdo diagonais, entao o produto M D,,, (¢) resulta na ma-
triz cuja j-ésima coluna é a j-ésima coluna da matriz M multiplicada por /. Também
vemos que o produto D, (%) M resulta na matriz cuja i-ésima linha é a i-ésima linha
da matriz M multiplicada por Ei Deste modo, os elementos que tem coordenadas da

forma m, ;41 estao na diagonal acima da diagonal principal e portanto

ANoe 0 0
1 0 )\l g 0 .
Dm <g> Jnl D”l(€> =10 0| = Bm()‘lv‘g)
: )\l £
| 0 0 0 AJ
Portanto,
Bn1 ()\1, 6) 0 PN 0
B :
D (1) PMP1D(e) = . m (%2 )
€ : e : 0
Seja A € M,,(C) matriz qualquer e defina a norma
1 -1
1Al =D { < ) PAPTD(e)llx
Assim, ||[M|| = max;—y,__,|\| +€ = p(M) + € e portanto segue o enunciado. O

Um dos resultados mais importantes que correlaciona a norma matricial e o raio es-

pectral é a Formula de Gelfand.

Teorema A.4 (Férmula de Gelfand). Seja || - || uma norma matricial e M € R™ ™.

Entao:

p(M) = lim ||MF¥||*
k—o0
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Demonstracdo. Se M ¢é a matriz nula, entdao vemos que p(M) = 0 e ||M||* = 0 para
todo k. Assim, o enunciado segue trivialmente. Suponha entao M matriz nao nula e

tome € > 0 qualquer. Defina a matriz

1

M =— M
T p(M) +¢
Deste modo, se A é autovalor de M, entao P M)‘) — ¢ autovalor de M. Mais ainda, como
1 .
() +e > 0, entao:
A B 1 N
p(M)+e|  p(M)+e
M
E portanto p(M,) = mp(M) = p(p]&)}ra <1

E como p(M;) > 1, pelo Lema de Neumann, a série > -, M + +* converge, entao
limgy M% = 0. Deste modo, lim||[M¥|| = 0 (pela continuidade da norma). Assim,

existe indice N; € N tal que:

k>N, = [|MF|| <1

Pela definicao de M, segue que

|| M| = [[M[[(p(M) +¢)

E, para k > Ny, vemos que:

[1M¥]] = [|ME](p(M) + €)* < (p(M) +¢)*

S IME|F < p(M) + £

Agora, por outro lado, defina a matriz M_ como
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Como M é matriz néo—nulalﬂ, temos que p(M) > 0 e podemos tomar ¢ tal que € <

1

p(M). Vemos que SN > 0 e analogamente ao caso anterior, obtemos que

p(M)

/)(M)—6>1

p(M_) =

E, como p(M_) > 1, pelo Lema de Neumann, a série Y .-, M* nao converge. Pela

desigualdade triangular,

1> ME[| < | IME]
k=1 k=1

e portanto a série > .-, ||M*|| nao converge. Como os termos da série sdao nao-

negativos, entao a série é nao-limitada. Deste modo, existe indice N, € N tal que

k> Ny = || MF|| >1

E, portanto, como

1] = [[ME|(p(M) — &)*

Entao

k> Ny = |||[[M¥||% > p(M) — &

Assim, se k > max{Ny, No}, segue que

p(M) — & < ||M¥[|% < p(M) + ¢

10A matriz nula é a tnica matriz real com todos os autovalores nulos. Logo, se M ndo é matriz

nula, existe algum autovalor A € C tal que |A| > 0 e portanto p(M) > |A| > 0.
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E portanto temos o limite p(M) = limy, ||M*||* O

Sejam M = (m; ;) € R™". Defina a 2—norma matricial como:

[ M]]2 = (Z Z(mi,j)2>

i=1 j=1

Lema A.5. Sejam A = (a;;), B = (b;;) € R™" matrizes quadradas. Se 0 < A < B,
entao ||Al|]z < ||B||2- Mais ainda, se 0 < A < B, entao p(A) < p(B).

Demonstracao. Como 0 < A < B, entao para todo par de indices 7,7 = 1,...,n, vemos

que 0 < a;; < b; ;. Portanto, 0 < aij < bij para todos indices e
n n n n
DD (e <)Y (biy)
i=1 j—1 i=1 j—1

Como a funcao x — z2 é crescente em (0, 4+00) e pela definigdo de 2—norma matricial,
temos que

|Al]2 = (Z Z(am’)z> < (Z Z(bi,j)z) = |[B|l2

i=1 j=1

Agora, suponha que 0 < A < B e tome k € N qualquer. Pelo Lema [2.2] temos que
0 < AF < B¥ e, portanto, 0 < ||A¥||, < || B*]],. Como a funcio z — & é crescente em

(0, +00), vemos que

0 < (||A¥%])F < (||B*[]2)*

Tomando o limite £ — oo e, pela Formula de Gelfand, obtemos que:

0 < p(4) < p(B)

E portanto temos o enunciado. O]
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B Teorema de Perron-Frobenius

Nesse apéndice, iremos enunciar e provar o Teorema de Perron-Frobenius, baseado no
trabalho de [REF ERENCIA]. Inicialmente, iremos provar alguns resultados prelimina-

res.

B.1 Teorema dos Discos de Gershgorin

Seja A = (a;;) € C**". Paracada i =1,...,n, defina

Ri= Y layl

7j=1,...n
J#

Os conjuntos da forma Dla,;, R;] = {z € C: |x — a;;| < R;} sdo chamados de discos

de Gershgorin da matriz A.

Teorema B.1 (Teorema dos Discos de Gershgorin). Seja A = (a;;) € C"*". Entao

todo autovalor de A pertence a pelo menos um disco de Gershgorin de A.

Demonstra¢ao. Sejam (A, ) um par de autovalor e autovetor correspondentes de A
e escolha ¢ € {1,...,n} tal que |z;] > |z;] para j = 1,...,n,j # i, em que & =
(1,...,2,). Como x é autovetor, entdao x é nao-nulo e portanto |z;| > 0. Da igualdade

Ax = A\x, temos que:

n

E (l@jl‘j = )\Il

Jj=1

n
= E ai,jxj — ai,ixi = )\%Z — ai,ixi = ()\ — ai,i)xi
Jj=1

= ‘)\ — ai,z’| |Iz| = Z Qi jT;
J=1,...,n
J#
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Pela desigualdade triangular e como x; # 0, temos que:

l‘,
=N —al < > aiyl %
j=1,...n v
J#i
Como % <lparaj=1,...,n,j # i, temos que:
A —a;i| <R,
Portanto A\ € l)[(lm’7 Rz] ]

Corolario B.1.1. Seja A = (a; ;) € C™™. Entao p(A4) < max > lai gl
i=Ll...n ;3

Demonstracao. Seja A um autovalor de A. Pelo Teorema dos Discos de Gershgorin,

existe um indice i € {1,...,n} tal que:

A —a;i| <R,

Pela desigualdade triangular, temos que:

IA| = aiil <A —aii| <R;

n n
SN Ryt al = laig] < max > il
= i=1,...,n =

Como A é um autovalor arbitrario de A, temos o enunciado. n

B.2 Formula de Collatz-Wielandt

Teorema B.2 (Férmula de Collatz-Wielandt). Sejam A matriz quadrada ndo-negativa
e irredutivel, X = {x € R" : z > 0} e considere a func¢ao f : X — R definida como:
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Entao as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(a) f é continua em {z € R"; 2> 0}

(b) paraz € X,i € {1,...,n},

(Az); > f(z) - (z);
(¢) f(x) =max{p € R: pr < Az} para todo x € X
(d) f(z) = f(az) paratodo z € X e a >0

(e) Existe z € X tal que:

f(z) = sup f(z)

zeX

Demonstracao. (a) Como o operador linear de R™ dado por x — Az é continuo, as
fungoes projecoes R" > = +— (z); € R sdo continuas para todo ¢ = 1,...,n, a funcdo
r€eR0O<x+— % é continua, a funcao min de colecao finita de funcgoes continuas é
continua e a composicao de fungoes continuas é uma fungao continua, entao f é fungao
continua em {x € R" : z > 0}.

(b) De fato, se (z); = 0 para algum indice ¢ € {1,...,n}, entdo vemos que, como A > 0
ex >0, entdo (Azx); > 0 = f(z) - (z);. Por outro lado, se (z); # 0 para todo indice,

entao:

Az‘min :f(x)i(AI)sz(x)(x)z

(¢) Inicialmente, temos que f(z) € {p € R : pz < Ax} pois jd& mostramos que f(x) -
(x); < (Ax); para todo indice i € {1,...,n}.

Seja c € {p € R: pxr < Ax} qualquer e tome indice i € {1,...,n} tal que ({gzi = f(x).

Dai, temos que:
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ce{peR:pr <Az} = c(x); < (Ax);

Portanto,

c<

Logo, f(x) € {p € R: pr < Az} é uma cota superior, entdao f(x) = max{p € R: pr <
Ax}.

(d) Sejam z € X e a > 0 quaisquer. Como (ax); # 0 se, e somente se (z); # 0, entao:

f(az) = min (Alaz)); = min a(Az) = f(x)
i=1,.n  (Qx); i=1,..n a(x);
(ax);7#0 (z):7#0
(e) Inicialmente, considere X; = X NS} = {z € X : ||z|| = 1}. Temos que, como S; é

fechado e limitado e X = X U{0 € R*}, entdo X é fechado e limitado, e pelo teorema
de Bolzano-Weierstrass, é compacto. Como o operador x +— (A + I)" "'z é continuo,
entdo o conjunto Y = {y € R" : y = (A + I)""'z para algum = € X} é compacto.
Como X; C X e pelos Lema[2.3 e pelo Teorema 2.7, temos que Y C {y € R" : y > 0}.
Por (a), segue que f é continua em Y e portanto, pelo Teorema de Weierstrass, existe

vetor z € Y tal que

f(2) = max f(y)
Agora, seja x € X qualquer e escreva y = (A+1)" "'z e tome p, € {p € R: px < Ax}.

Como (A + I)™! é matriz positiva e as matrizes A e (A + I)"~! comutam, entao

pey=(A+ D" px < (A+ )" Az = A(A+1)" 'z = Ay

e portanto p, € {p € R : py < Ay}. Por (c), segue que f(z) < f(y). Além disso,

para todo = € X, temos por (d) que f(z) = f(liH), em que ﬁ € X1, que é compacto.

T

Assim,
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sup f(x) = max f(z) < max f(y) = f(2)

zeX reX yey

E portanto temos o enunciado. 0]

B.3 Teorema de Perron-Frobenius

Teorema B.3 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja M = (m; ;) € R™™ matriz irre-
dutivel e ndo-negativa com raio espectral r = p(M). Entao as seguintes afirmagoes sao

verdadeiras:

(a) O ndmero r ¢ um ntmero real positivo e ¢ autovalor da matriz M, chamado de

autovalor de Perron-Frobenius.

(b) A matriz M tem um autovetor z correspondente ao autovalor r que tem todas

as componentes positivas.

(c¢) O autovalor de Perron-Frobenius satisfaz:

min E mi; < r < max 5 uon
KA (A
J J

Demonstracao. (a) Sejam f a férmula de Collatz-Wielandt e z € X = {z € R" : z > 0}
tal que r 1= f(z) = max f(z). Vamos mostrar que r é o autovalor de Perron-Frobenius
xre

de M.

Para todo x € X, temos que, como M > 0, entao f(x) > 0 para todo x € X. Portanto
r > 0. Além disso, considere y = (M + I)" "'z € X. Pelo item (c) do Teorema [B.2]
temos que rz < Mz e suponha por absurdo que nao a igualdade nao é vélida. Dali,
Mz —rz >0 e, pelos Lema e Teorema temos que (M + I)" Y (Mz —rz) > 0.
Como as matrizes M e (M + I)"~! comutam, temos que:

(M+D)" ' (Mz—72)>0=My—ry>>0= My >ry

E portanto é possivel tomar € > 0 tal que My > (r + €)y. Pelo item (¢) do Teorema
entdo f(y) > r+e = f(z) + &, um absurdo pois f(z) é méximo. Deste modo,
rz = Mz e portanto z é um autovetor de M com respectivo autovalor 7.
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(b) Escrevay = (M +1)""12. Pelo Lema , temos que y > 0, e, por (a), z é autovetor
de M. Pela expansao de termos de (M + )1, temos que:

2

-1
= (1+7~+<n2 >r2+...r”1)z:(r+1)"1z
1

Comoz:myey>>0,entéoz>>0.

—1
y=(M+1)""z= <1+M+(n )M2+...M"_1>z:

(¢) Vamos provar que r = p(M), onde p(M) é o raio espectral da matriz M. De
fato, seja o € C autovalor de M com respectivo autovetor v. Defina o vetor v como
(vT); = |(v);] para todo v € R™ e todo indice ¢ € {1,...,n}. Portanto, para todo
indice,

((OéU)Jr)z‘ = |av;| = |af - [vi| = (|| 'U+)z‘

Por outro lado,

(Mv)"); =

n
E Miﬂ'?}j
j=1

<Y M vl = M vy = (Mo,
=1

j=1
E portanto, como («,v) sdo um par de autovalor e autovetor de M, entdo temos que
(Mv)" = (av)™ e segue que:

lajvt = (av)t = (Mv)" < (Mvh)

Além disso, v* > 0 e portanto v* € X. Pelo item (¢) do Teorema |B.2 temos que
la] < f(v") e portanto

o] < f(v7) < f(z) =7

Como « é autovalor arbitrario e |a| < r que também é autovalor, segue que r = p(M).
Pelo Coroldrio [B.1.1], segue imediatamente que:
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Por outro lado, tome o vetor (1,...,1) € X. Vemos que, para todo indice:

(M.(1,...,1>>izzmi,j

E como f((1,...,1)) < f(z) = r, temos que:

min Y omy = f((L. 1) < f2) =
2

E assim obtemos que:

n n
m'ian,;J <r< maXZmi,j
K ]:1 1 j:1
O

Corolario B.3.1. Sejam M = (m;;) € R™" matriz ndo-negativa e irredutivel com
raio espectral r = p(M) e x € R™ vetor positivo. Se Mz < fz para algum 8 € R,
entao r < B. Além disso, se M’ = (m] ;

irredutivel com 0 < M < M’, entao p(M) < p(B).

) € R™™ é também matriz nao-negativa e

Demonstragao. Do item (¢) da Férmula de Collatz-Wietandt, vemos que f(v) =
max{p € R : pv < Mv} para todov € X = {v € R* : v > 0}. Como z € X
mas S ¢ {p € R: pv < Mo}, entdo f(x) < 8. Seja p(M) = sup,cx f(v). Como § é
cota superior, segue que p(M) < f.

Agora suponha que 0 < M < M’. Tome 2z’ € X um autovetor de Perron da matriz B.

Pelo Corolario [2.2.1 vemos que:

0< Mz < Bz = p(M')2

E assim concluimos o enunciado usando a primeira parte desta demonstracao. O]

65



Referéncias Bibliograficas

1]

A. Berman e R. J. Plemmons. Nonnegative Matrices in the Mathematical Scien-
ces. Society for Industrial e Applied Mathematics, 1994. 1SBN: 0-89871-321-8.

F. A. C. C. Chalub e M. O. Souza. «<On the stochastic evolution of finite popu-
lations>. Em: Journal of Mathematical Biology 75 (2017), pp. 1735-1774. DOIL:
10.1007/s00285-017-1135-4,

Y.-J. Cheng e C.-w. Weng. <A matrix realization of spectral bounds of the spec-
tral radius of a nonnegative matrix>. Em: (2017). DOI: [10.48550/arXiv.1711.
03274l

C. M. Grinstead e J. L. Snell. Grinstead and Snell’s Introduction to Probability:
The CHANCE Project. https://chance.dartmouth.edu/teaching_aids/books_articl
es/probability_book/pdf.html. Acesso em 08/05/2022. American Mathematical
Society, 2006.

R. A. Horn e C. R. Johnson. Matriz Analysis. Cambridge University Press, 2.
ed., 2013. 1SBN: 978-0-521-83940-2.

L. A. Imhof e M. A. Nowak. <Evolutionary game dynamics in a Wright-Fisher
process>. Em: Journal of Mathematical Biology 52 (2006), pp. 667-681. DOL:
10.1007/s00285-005-0369-8.

J. Diaz e D. Mitsche. <A survey of the modified Moran process and evolutionary
graph theorys. Em: (2021). DOI: [10.1016/j.cosrev.2020.100347.

J. Diaz, L. A. Goldberg, D. Richerby e M. Serna. <Absorption Time of the Moran
Process>. Em: (2018). DOI: |10.48550/arXiv.1311.7631.

S. Karlin e H. M. Taylor. A first course in stochastic processes: Second Edition.
Academic Press, 1975. DOI: [10.1016/C2009-1-28569-8.

E. L. Lima. /flgebm Linear. IMPA, 9. ed., 2016. 1SBN: 978-85-244-0420-7.

P. A. P. Moran. <Random processes in genetics>. Em: (1957). por: [10.1017/
50305004100033193.

M. A. Nowak. Fvolutionary Dynamics: Exploring the equations of life. Harvard
University Press, 1. ed., 2006. 1SBN: 978-0-674-02338-3.

66


https://doi.org/10.1007/s00285-017-1135-4
https://doi.org/10.48550/arXiv.1711.03274
https://doi.org/10.48550/arXiv.1711.03274
https://doi.org/10.1007/s00285-005-0369-8
https://doi.org/10.1016/j.cosrev.2020.100347
https://doi.org/10.48550/arXiv.1311.7631
https://doi.org/10.1016/C2009-1-28569-8
https://doi.org/10.1017/S0305004100033193
https://doi.org/10.1017/S0305004100033193

[13] H. A. Orr. <Fitness and its role in evolutionary geneticss>. Em: Nature Reviews:
Genetics 10 (2009), pp. 531-539. DOI: 10.1038/nrg2603.

[14] P. H. da Silva e M. O. Souza. <Continuous approximations for the fixation pro-
bability of the Moran processes on star graphs>. Em: (2018). DOI: |10.48550/
arXiv.2209.04572.

67


https://doi.org/10.1038/nrg2603
https://doi.org/10.48550/arXiv.2209.04572
https://doi.org/10.48550/arXiv.2209.04572

	Introdução
	Preliminares
	Vetores e Matrizes
	Cadeias de Markov
	Grafos

	Processo de Moran Simples
	Modelo do Processo de Moran
	Probabilidades de seleção de tipo e transição de estado
	Fitness e neutralidade
	Matriz de Markov para o Processo de Moran simples
	Vetor de probabilidades de fixação

	Grafos Evolutivos
	Estrutura Populacional
	Probabilidades de fixação
	O Ciclo direcionado
	O Ciclo Bidirecionado
	A Linha e o Burst
	Drift Genético e Seleção

	O Teorema Isotérmico
	Supressores de Seleção
	Amplificadores de seleção

	Conclusão
	Apêndices
	Raio Espectral e Norma Matricial
	Teorema de Perron-Frobenius
	Teorema dos Discos de Gershgorin
	Fórmula de Collatz-Wielandt
	Teorema de Perron-Frobenius

	Referências Bibliográficas

