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Resumo

Propomos uma versao Unimodular da teoria de Brans-Dicke aparelhada com um vinculo
na lagrangiana. As equagoes de campo resultantes ndo possuem trago e a teoria deixa de
ser invariante por difeomorfismos gerais. As solugoes de vacuo em um fundo cosmoldgico
reproduzem as solugoes correspondentes da Teoria de Brans-Dicke classica, mas com um
termo de constante cosmologica. Uma andlise perturbativa dos modos escalares é feita e
aparecem configuracgoes estaveis e instaveis, em contraste com o caso Brans-Dicke classico
para o qual ocorrem apenas configuracgoes estaveis. Por outro lado, os modos tensoriais

nesta teoria permanecem os mesmos que na teoria tradicional de Brans-Dicke.

Palavras-chave: Gravitacao Modifica; Brans-Dicke; Teoria Unimodular.



Abstract

We propose a unimodular version of the Brans—Dicke theory designed with a constrained
Lagrangian formulation. The resulting field equations are traceless and the theory fails to
be invariant under general diffeomorphisms. The vacuum solutions in the cosmological
background reproduce the corresponding solutions of the usual Brans—Dicke theory but
with a cosmological constant term. A perturbative analysis of the scalar modes is performed
and stable and unstable configurations appear, in contrast with the Brans—Dicke case for
which only stable configurations occur. On the other hand, tensorial modes in this theory

remain the same as in the traditional Brans-Dicke theory.

Keywords: Modified-gravity; Brans-Dicke; Unimodular theory.
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1 Introducao

A gravitacdo moderna tem como teoria padrao a teoria da Relatividade Geral,
formulada por Einstein em 1915 (EINSTEIN, 1922). As ideias de Einstein explicam
diversos fendmenos gravitacionais que a teoria de Newton, sua predecessora, falhava em
explicar. Um dos principais aspectos da Relatividade Geral é o principio da covaridncia
geral. Este, afirma que as leis da fisica devem ser invariantes por um transformagao
geral de coordenadas. Tal caracteristica também é comumente chamada de invariancia
sobre difeomorfismos gerais. A partir desse principio fisico, Einstein teve a interpretacao
revolucionaria de que efeitos gravitacionais sao oriundos de distor¢des no espago-tempo
causadas pela distribuicao de matéria e energia. Essa interpretacao do universo revolucionou
diversos campos de estudo da fisica. Por exemplo, a cosmologia ganhou um respaldo maior
como campo de estudos com o auxilio da Relatividade Geral (ISHAK, 2019). Atualmente,
através do modelo padrao de gravitagdo, conseguimos explicar e prever diversos fenémenos
do universo, como as ondas gravitacionais, que sao deformagodes no espago-tempo que se

propagam como ondas. Estas foram detectadas pela primeira vez em 2015 pela colaboracao
LIGO-Virgo (ABBOTT et al., 2016).

Embora a Relatividade Geral seja uma teoria bem sucedida do ponto de vista
observacional, existem varios estudos buscando teorias alternativas da gravitagao (LI;
KOYAMA, 2019). Além de motivagdes fenomenolégicas, a fim de entender profundamente
a estrutura matematica e as possiveis previsoes da Relatividade Geral, teorias alternativas
devem ser estudadas. Nesse contexto, nés podemos propor modificacoes consistentes na
gravitacao e estudar as consequéncias matematicas e fisicas dessas modificagoes. Dessa
forma, conseguimos comparar as predigoes de ambos os casos e determinar sob quais
condigOes que essas teorias poderiam ser compativeis com as observagoes. Outra motivagao
vem das componentes desconhecidas que compoem a maior parte do nosso universo,
estas sao a matéria escura e a energia escura. Tais componentes foram introduzidas na
Cosmologia a fim de achar um modelo compativel com as observacoes em grandes escalas.
A matéria escura foi inserida para tentar corrigir o problema das curvas de rotacao de
galaxias e a energia escura foi inserida a fim de explicar a expansao acelerada do universo
(veja (PIATTELLA, 2018) para uma discussao sobre problemas abertos na cosmologia).
Embora essas quantidades escuras possam ser efeitos de particulas ainda desconhecidas,
estas podem ter uma natureza geométrica, ou seja, serem um efeito intrinseco da gravidade.
Dessa forma, ¢ interessante manter em aberto a opcao de que os efeitos causados por tais

componentes sejam resultado de uma modificacao em largas escalas da Relatividade Geral.

Uma das propostas de modificagao mais antigas da RG, iniciada pelo préprio
Einstein (EINSTEIN, 1952), é o modelo Unimodular de gravitagdo. Esta alternativa é
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caracterizada pelo vinculo imposto no determinante da métrica:

J=g=1. (1.1)

Por consequéncia desse vinculo, a teoria Unimodular difere da Relatividade Geral em um de
seus pilares fundamentais, a invaridncia sobre difeomorfismos gerais. A teoria estd inserida
em um novo grupo de difeomorfismo que deixa o determinante da métrica invariante. Estes
sao conhecidos como difeomorfismos transversos. Com o vinculo Unimodular aplicado na
acao da Relatividade Geral, as equagoes de campo obtidas possuem uma estrutura sem
traco, na qual uma lei de conservagao modificada surge através das identidades de Bianchi
(FABRIS et al., 2022a). Neste cenario, a conservacao do tensor energia-momento nao é
mais uma imposicao da teoria e sim um escolha que deve ser feita independentemente. Ao
escolher que o tensor energia-momento se conserve, obteremos, da teoria Unimodular, a
mesma fisica da Relatividade Geral com a constante cosmologica. A diferenca é que, neste
caso, a constante cosmoldgica aparece como uma constante de integracao ao invés de uma
quantidade acoplada. Essa caracteristica da teoria Unimodular é considerada atrativa
porque poderia aliviar o problema da diferenca entre o valor tedrico medido da constante
cosmologica em relacdo ao previsto pela energia quantica do vacuo. Este é conhecido
como o problema da constante cosmologica (WEINBERG, 1989). Para o caso em que o
tensor energia-momento nao se conserva a equivaléncia entre as duas teorias é perdida. No
entanto, a teoria Unimodular fornece um modelo cosmoldgico equivalente, com relagdo a
métrica de fundo, ao modelo da teoria da Relatividade Geral original com apenas radiagao
e constante cosmolédgica. O modelo padrao da cosmologia requer que haja uma fase de
matéria para que haja um processo de formacao das grandes estruturas. No caso da teoria
Unimodular, em uma anélise perturbativa é mostrado que é possivel ocorrer formagoes de
estrutura apenas com a fase da radiacdo (FABRIS et al., 2022b).

Outra proposta de gravitacao alternativa é a teoria de Brans-Dicke (BRANS;
DICKE, 1961). Esta é uma tentativa de incorporar o Principio de Mach na Relativi-
dade Geral. O fundamento por tras da modificagdo é inserir um campo escalar acoplado
nao-minimamente a parte geométrica da acdo de Einstein-Hilbert. Por causa dessa carac-
teristica, Brans-Dicke pertence a uma classe de teorias chamadas de escalares-tensoriais.
Em tais teorias, os efeitos gravitacionais sao mediados tanto por um campo tensorial,
quanto por um campo escalar. Ao introduzir o campo escalar na densidade lagrangiana, a
fim de obter as equacbes de campo, também é introduzido uma constante adimensional,
w, chamado de parametro de Brans-Dicke. Observagoes feitas no sistema solar mostram
que w > 40000, neste regime a teoria se torna indistinguivel da RG(BERTOTTI; IESS;
TORTORA, 2003). Por um lado isso é uma caracteristica positiva, pois mostra que a
teoria é consistente com os resultados muito bem conhecidos da Relatividade Geral, mas
por outro lado dificulta encontrar diferencas observacionais entre as teorias. Além deste

vinculo, observagoes feitas das supernovas tipo Ia mostram que, em grande escalas, o
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parametro de Brans-Dicke possui valores entre —% <w < % (FABRIS; GONCALVES;
RIBEIRO, 2005). Este resultado é interessante, pois w pode ser uma quantidade que
depende da escala, o que nos dd uma margem maior de valores e motivacao para estudar

os diferentes casos.

O objetivo deste trabalho é estender a teoria Unimodular além da Relatividade
Geral e propor, a nivel cldssico, uma formulagao de Brans-Dicke Unimodular (ALMEIDA
et al., 2022). A partir da agdo de Brans-Dicke vinculada com a condi¢ao Unimodular,
vamos encontrar as equagoes de campo sem trago da teoria. Munido das equagoes de
campo vamos mostrar que, a partir das identidades de Bianchi, a conservacao do tensor
energia-momento nao é necessaria. Se impormos, como uma condigdo extra, que o tensor
energia-momento se conserve recuperamos a teoria classica com a adi¢ao de um termo
de constante cosmoldgica. Contudo, se a conservacao do tensor energia-momento nao for
considerada a equivaléncia desaparece, assim como acontece no caso de Relatividade Geral.
Desta forma, as relagoes gerais que aparecem no caso de Brans-Dicke Unimodular repetem

o mesmo padrao observado no caso Relatividade Geral Unimodular.

Por fim, demonstramos que as solugoes de vacuo na presenca de uma constante
cosmoldgica para o caso unimodular e a teoria classica sao as mesmas, contudo, em uma
analise perturbativa essa equivaléncia é perdida, como vamos mostrar explicitamente.
Em particular, solugoes instaveis aparecem no caso Unimodular, enquanto no caso de

Brans-Dicke classico s obtemos solugoes estaveis.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 vamos discutir a
teoria da Relatividade Geral, comentando sobre aspectos introdutorios e relevantes para as
proximas sessoes. Apresentaremos as equacoes de Einstein a partir do principio variacional
e depois estudaremos a aproximacao de campo fraco com uma discussao sobre a invariancia
de Calibre. Também abordamos solugoes cosmolégicas de fundo para as importantes
épocas do universo e estudar os casos perturbados. No Capitulo 3, vamos introduzir a
teoria de Brans-Dicke, apresentando nossa motivagao para introduzir um campo escalar
na gravitacao e as consequéncias deste. Apds obtermos as equagbdes de campo para a
teoria, as aplicamos para o caso da cosmologia e estudaremos as perturbacoes cosmologicas
do modelo a fim de comparar com o caso Unimodular a ser estudado. O resultado
principal do trabalho sera exposto no Capitulo 4: a teoria Unimodular da Gravitacao.
Faremos uma revisao da teoria da Relatividade Geral Unimodular, enfatizando a lei de
conservagao modificada, e, em seguida discutimos o cenarios cosmologico proveniente dessa
teoria. Através da mesma metodologia, estudaremos o caso Unimodular para a teoria de
Brans-Dicke, onde analisaremos perturbagoes escalares no vacuo e vamos discutir solugoes
instaveis. Finalizamos o trabalho com um resumo dos resultados obtidos no Capitulo de

Conclusdo.
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2 Relatividade Geral

Até o inicio do século XX, a teoria da gravitacao de Isaac Newton era a melhor
explicacao para o movimento dos corpos celestes conhecida pelo meio cientifico. Em suas leis
da dinamica, Newton propds que o espago e o tempo sao grandezas absolutas e que existe
uma forca chamada gravidade que atua sobre corpos massivos, cuja a intensidade desta
agindo sobre dois corpos ¢ proporcional ao produto das massas m; e msy e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre eles de forma que,

mims
rz

IF|=G (2.1)

onde, G é a Constante Gravitacional de Newton (G = 6.67 x 1071'm3/s%kg). Desta

expressao para a forga chegamos na equivalente equagao de Poisson,
V2®(%) = 4nGp(T) , (2.2)

que é a equacao de campo da teoria Newtoniana da gravitacdo. Esta relaciona o potencial
gravitacional ®(Z) com a densidade de massa p(Z). Tal potencial possui um efeito de
agao instantanea, de forma que uma mudanga na densidade de massa afetaria o potencial

gravitacional no espago inteiro simultaneamente.

A teoria da Relatividade Especial, proposta por Einstein em 1905 teve a sua base
em dois postulados fundamentais: as leis da fisica sao as mesmas em todos os referenciais e
que a velocidade da luz é a mesma independente da velocidade do observador (EINSTEIN
et al., 1905). Nos anos seguintes, o proprio Einstein desenvolveu uma teoria que ficou
conhecida por Relatividade Geral (EINSTEIN, 1922). Nesta, o espago-tempo em si é um
objeto dinamico e a distribuicdo de matéria e energia influencia em sua curvatura. Os
efeitos gravitacionais, que sao associados como forcas na teoria newtoniana, sao agora

interpretados como curvatura no espaco tempo.

A teoria da Relatividade Geral passou por diversos testes observacionais que
confirmaram o sucesso da teoria, como a deflexdo da luz por um campo gravitacional e a
precessao do periélio de Merctrio. Além destes, a teoria fez previsdes que foram detectadas

muitos anos depois, como a existéncia de buracos negros e ondas gravitacionais.

Este capitulo sera dedicado a explorar aspectos fisicos e matematicos da Relatividade
Geral. Comegaremos encontrando as equacoes de campo da teoria e depois partiremos
para uma aproximacao de campo fraco a fim de explorar solugoes de ondas gravitacionais.
Em seguida discutiremos o estudo da Cosmologia, encontrando solugoes para diversas eras
do universo e, por fim, uma anélise de perturbagoes cosmolégicas. Os contetidos desse
capitulo foram baseados nas seguintes literaturas (WEINBERG, 1972), (PIATTELLA,
2018), (MUKHANOV, 2005).
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2.1 Notacao e Resultados

Esta sessao tem como propoésito definir e expor resultados que serao frequentemente
usados no presente trabalho. Usamos o tensor métrico g, para medir distancias no espago
curvo. Este é um tensor simétrico de Rank 2 que se relaciona com o elemento de linha da
seguinte forma:

ds® = g, drtdz” (2.3)

onde a assinatura da métrica serda (+ — ——). Através da métrica podemos transformar

um vetor covariante em um contravariante da seguinte forma:

g, =" (2.4)

Nossa notagao para derivadas parciais em relagao as coordenadas do espago tempo

serd 0,V OU v, , onde,

9va
Oxk

Ao trabalhar em espacos curvos precisamos adequar a noc¢ao de derivada para espagos

0yVo = (2.5)

curvos. Fazemos isto através da derivada covariante. Para tais, a notagao serd serd V,v,
ou g, onde,

Vv® = ggv® + T3, A7, (2.6)

Ve = 0o — I'3,0y . (2.7)

O simbolos de Christoffel sao calculados da seguinte maneira:

1
Fi\w - 59)\& (augau + azlga,u - aag,uu) . (28)

Com esses simbolos podemos calcular algumas quantidades relevantes como o tensor

contraido de Riemman, que também ¢é chamado de tensor de Ricci:

Ry, = 8., — %, + % 10 " I (2.9)

pv Kp pp™ vk
que ao fazer uma contracao encontramos o escalar de Ricci:
v
R=g¢"R,, . (2.10)

Essas quantidades serao relevantes ao longo do trabalho, em especial para encontrar as

equagoes de campo.

2.2 Equacoes de Campo

As equagoes de campo da Relatividade Geral sdo conhecidas como as equagoes de
Einstein. Elas relacionam geometria do espago tempo com matéria e energia. Podemos

obté-las a partir de um formalismo lagrangiano com a acao:

= I6- G/d4:v\/_ +/d4:r\/_£m, (2.11)
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onde a primeira integral do lado direito da equagao é a agao de Einstein-Hilbert (Sg).
O termo L,, é a densidade lagrangiana de matéria. Aplicando o principio variacional

(0Sg = 0) nesta agao, obtemos o seguinte resultado:

1
_ ¢ 4 —
3 = g5 ) 408 (V=)
ct . , )
~ 16nG /d # (39" Ryuov/=9 + 0Ryug" /=3 + 6v/=4R)
4 1
- 16C a {/d4x (R/w - QQWR) 09"/ —g + /d4:rg“”5RW\/—g} =0.(2.12)
7r

A dltima integral da terceira linha é um termo de superficie, sua contribuicao no contorno

é nula, o que significa que podemos descarta-la. O resultado é,

ct A 1
= — = v —
0SH 6:C /d T <RW 2g,wR) 0g"\/—g. (2.13)

A parte que relaciona a distribuicdo de matéria e energia vem da segunda integral de

(2.11). Dela, definimos o tensor energia-momento:

-2 5(\/__g£m> _
Ne T —T,,. (2.14)

Unindo os dois resultados encontramos as equagoes de Einstein:

1 81
RN«V — §gMVR = CTTMV . (215)

A métrica g,, ¢ a varidvel dindmica das equacoes de Einstein. Note que as equagoes
possuem derivadas de até segunda ordem da métrica em seu lado esquerdo. Nas equagoes
de Einstein, o tensor energia-momento age como fonte da curvatura do espago tempo. No
limite de campos fracos e velocidades baixas, as equacoes de campo se tornam as equagoes

de Poisson (2.2) para o caso newtoniano.

O tensor de curvatura de Riemman possuem restri¢oes matematicas na sua estrutura,
de forma que:
S se FRose, T Ro,s=0. (2.16)

uvde poe;v pev;d

Tais relagoes sao conhecidas como identidades de Bianchi. Em sua forma reduzidas elas
mostram que,
1
V. (R* — ig’“’R) =0. (2.17)
Comparando esse resultado com o lado esquerdo das equagoes de Einstein, obtemos a
conservacao do tensor energia-momento V,T" = 0. Esta ¢ uma caracteristica imposta

pela a propria estrutura das equagoes de campo.
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2.3 Equacoes de Einstein Linearizadas

As equagbes de Einstein escritas na forma (2.15) ndo deixam evidente que se pode
encontrar solugoes de onda. Para encontrar tais solugdes vamos fazer uma aproximacao de

campo fraco, de forma que a métrica seja escrita como:

Guv = Ny + h/w ) (218)

onde 1), é métrica de Minkowski e h,, ¢ uma pequena perturbacao em torno de 7,,. A
meétrica de Minkowski estd tomando o papel de uma métrica de fundo enquanto h,, serd
nossa variavel dinamica. Escolhemos essa aproximacao por ela ser coerente em contextos
onde as fontes dos efeitos se encontram muito longe do campo. A condi¢do de que a
perturbacao seja pequena (|h,,| < 1) nos permite focar em uma anélise no regime linear,
ignorando termos de ordem superior a |h,,|?>. Comegamos calculando os simbolos de
Christoffel com a métrica (2.18):

1
Dh = 51" Ol + 0ha, = Ohyu) + O(h) (2.19)
A partir deste, encontramos o tensor de Ricci:
1 o g
Ru = 3 (9601, + Dy 0uh — 0,0,h — Dby ) + O(h?), (2.20)

contraindo, obtemos:

R = 0,0,k —Oh+ O(h?). (2.21)

Vamos assumir que todos os termos de ordem O(h?) seja nulos. Com estes resultados

chegamos nas equacgoes de Einstein Linearizadas:

1
67rGT

Ohy + 1000 Ry — 070yl — 0 hy = ——— T (2.22)

C

onde uma mudancga de variaveis foi feita a fim de escrever a equacao de forma mais
compacta, definindo:

- 1

hw/ - h',uu - §nuuh . (223)

Euz/ é chamada de perturbacio de traco reverso. A escolha deste nome se d4 porque h = —h.

2.3.1 Invariancia de Calibre

A primeira vista, as equagoes de Einstein parecem ser o suficientes para determinar
univocamente a métrica do espago tempo. Isto porque as temos dez equagdes para
determinar dez componentes da métrica. Porém estas equagoes nao sao independentes,
as Identidades de Bianchi, (2.17), vinculam quatro equagdes. Dessa forma, temos quatro
graus de liberdade associados com esolha de coordenadas. Estes graus de liberdade nos

permitem afirmar que se g,, ¢ solugao das equacoes de Einstein entdo ao fazer uma
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transformacéo de coordenadas gerais (x — z’) obteremos outra métrica g;,, que também
¢ uma solucao. Esta escolha de coordenadas nao representam uma quantidade fisica nova,

apenas uma nova forma de escrever a mesma quantidade.

Esta possibilidade de encontrar outra solugao a partir de uma transformacao de co-
ordenadas nao é uma caracteristica exclusiva da Relatividade Geral. No eletromagnetismo
nos deparamos com uma situacao semelhante ao tentar determinar o quadripotencial A,
através das equagoes de Maxwell. Neste contexto chamamos a escolha de coordenadas de
uma escolha de calibre ou gauge. Podemos, no caso da RG, escolher livremente um calibre
para que a métrica assuma uma forma mais conveniente. Esta independéncia da escolha é

chamada de invariancia de calibre.

Aplicando este conceito no nosso caso da métrica perturbada, podemos obter uma

outra solugao de (2.22) através de uma transformagao de coordenadas:
at — o =t 4 (x). (2.24)

Esta transformacao afeta a métrica da seguinte maneira:

ox™ 0z s
= g
Oz OxP

Seguindo esta lei de transformagao, chegamos em uma expressao para a perturbagao da

im7
g

(2.25)

métrica:

hiﬂ; = hp,l/ - ap,gu - al/fu ) (226)

onde, os termos 9,§, sao, no maximo, da mesma ordem de h. Tal transformacao mantém
a equagao (2.22) invariante. Vamos tirar vantagem desse fato para escolher um calibre
que simplifique as equac¢oes. Uma escolha interessante é o chamado calibre harmdnico,
definido por,

g1, =0. (2.27)

Esta escolha, em termos da métrica perturbada:

1
0"hyy = §&,h. (2.28)
Sempre sera possivel fazer tal escolha, pois podemos ajustar livremente os termos de
(2.26) para que a condicao seja respeitada. Neste caso em particular, basta escolher que a

transformacao seja solugao de:
1
0, = 0"hy,, — §8Vh. (2.29)
A condigao de calibre harmonico na perturbacao de traco reverso é 8’%#,, = 0. Neste

calibre em particular, as equacoes de Einstein se reduzem a:

. 167G
Ohyy = ———T,,, (2.30)

ct

deixando evidente a equacao de onda.
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2.3.2 Solucdo de Ondas Planas

Uma conclusdo que podemos tirar das equagoes de onda (2.30) é que as ondas
gravitacionais se propagam na velocidade da luz para o vacuo. Isto se deve ao operador
de D’Alembert ser definido no espaco de Minkowski, dessa forma, podemos reescrever o

termo do lado esquerdo da seguinte maneira:

gl — V2h,, . (2.31)
Este resultado ¢ contrastante com a teoria newtoniana da gravitacao e a ideia de acao

instantanea.

A segunda conclusao diz respeito de como as ondas gravitacionais se comportam

em regioes longe de fontes. Neste cendrio, a equagao (2.30) se torna:
Uhy, = 0. (2.32)

A fim de encontrar solucdes de onda, podemos impor o calibre sem-trago e transverso'.
Ou seja:

h = hoy = hijr =0, (2.33)

0 que nos permite escrever, h,, = h,,. Dessa maneira, obtemos a seguinte solucao para a
equagao (2.32):

; @ . @
huw = Ee™e™ 4 &7 e et (2.34)

onde tomamos a parte real da solugao para descrever a perturbagao. Na equacao acima,
e € o tensor de polarizacao e o vetor k, de onda. Com essa solucao e a condicao de

calibre imposta, obtemos os seguintes resultados:

kok® = 0. (2.35)
ke = 0. (2.36)

Dos resultados acima, concluimos que o tensor de polarizacdo da onda gravitacional é
ortogonal & propagacao da onda. Isto é, os efeitos de distorcao, causados pelas ondas
gravitacionais, sao observados no plano ortogonal a propagacao de onda. Para enxergar
melhor o efeito de uma onda gravitacional passando sobre particulas teste, vamos analisar
o exemplo de uma onda se propagando na direcdo x3. O tensor de polarizacio em tal

situacao é:

00 0 0

e, = | O T O (2.37)

“” 0 hy —hy O '
00 0 0

L Traceless Transverse, do inglés original
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Figura 1 — O efeito de ondas gravitacionais em um anel de massas testes para o estado de

polarizacao h.

i Paganntt
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Figura 2 — O efeito de ondas gravitacionais em um anel de massas testes para o estado de

polarizacao hx.

Se considerarmos somente o efeito da polarizacao h,, fazendo hy = 0, sobre um anel de
particulas teste, a ilustracao (Fig.1) mostra o efeito. Mas, se considerarmos o efeito da

polarizacao h,, fazendo hy = 0 sobre o mesmo anel de particulas o efeito é observado na

(Fig.2).

2.4 Cosmologia

A cosmologia moderna ¢é baseada no Principio Cosmoldgico que diz que em grandes
escalas o universo é homogéneo e isotrépico. Este principio é, por defini¢ao, axiomatico e
nao pode ser demonstrado ou comprovado por teorias fisicas. Contudo, observagoes da
natureza, como as medidas da Radiacio Cosmica de Fundo, servem como fortes indicios

de tal hip6tese (CHALLINOR, 2012). A homogeneidade do universo nos permite assumir
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que nao existe um local de privilégio. Entao, as leis da fisica que agem na Terra sao as
mesmas que agem em qualquer outro local do universo. A isotropia nos garante que nao
ha uma direcao privilegiada, de forma que o universo é o mesmo independente de qualquer
diregao observada. Essa caracteristica, a grosso modo, quer dizer de que o universo nao

possui um centro.

Em 1929, Edwin Hubble obteve os primeiros indicios observacionais de que o
universo estava se expandindo. Ele observou que as galaxias mais distantes estao se
afastando mais rapido do que galdxias mais préximas (HUBBLE, 1929), o que s6 faz
sentido em um universo nao-estatico. Baseado no principio cosmoldgico podemos encontrar
a métrica que descreve o universo em grandes escalas:

2

2 27142 2
ds® = ¢*dt —a(t)(l_w

+ 1% d6? + r*sin® «9d¢2> : (2.38)
Esta é a métrica Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW). Na expressao acima,
a(t) é o fator de escala, uma funcao do tempo para considerar a expansdo do universo,
e k é o parametro de curvatura. Este, assume os valores 0, 1 e —1 que representam

respectivamente um universo plano, um universo esférico e um universo hiperbélico.

A partir desta métrica, a fim de entender a evolugdo do universo, vamos encontrar
as equacgoes de campo. Neste trabalho, vamos fixar £ = 0 que representa um modelo de

universo plano®. Neste caso, os simbolos de Christoffel nao-nulos sao:
0 : J a J

0 que nos permite calcular o tensor de Ricci,

34 1 . .9
Ry = gy Ry =0, R = g(acﬁL 2a°%) (2.40)

e, por fim, o escalar de Ricci:
a a?

R=—6 (“ + a2> | (2.41)

Substituindo estes resultados nas equagoes de Einstein obtemos as seguintes equagoes:

81G
H? = 22 Too (2.42)
. 8¢
52’]’ ((ZH2 + 2(1) = —77’” s (243)

onde H ¢é o parametro de Hubble, definido como H = % A equagdo (2.42) é chamada de

equagao de Friedmann e (2.43) é chamada de equagao de Raychaudhuri.

Para completar as equagoes, é necessario determinar um tensor energia-momento

adequado. Para a métrica FLRW, ha algumas condi¢oes que devem ser respeitadas. Por

2 Esta escolha particular é condizente com os dados do Planck que sugerem que k é muito préximo de

zero.(ADE et al., 2014)
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exemplo, nao pode haver termo Tp;, pois se houvesse fluxo de energia em uma direcao
arbitraria seria uma violagao do principio cosmoldgico e o universo nao seria isotropico.
Outra condicao é que Tj; < g;;, isso se deve a uma comparacao direta com o lado esquerdo
da equacao (2.43). Por fim, como G, (t) é uma fun¢ao somente do tempo, entdo 7, (t)

também deve ser. Através desta andlise podemos determinar os seguintes termos:
Too = p(t)c®, To; =0, Tij=p(t)gs, (2.44)

onde, p é densidade do fluido, p é a pressao. Unindo estes termos em uma tnica equagcao,

o tensor energia-momento representa um fluido perfeito:

p
2W:@+§>ww—mw, (2.45)

onde u,, sao as quadrivelocidades do elemento de fluido. O que estamos considerando como
fluido é o conjunto de todas as componentes do universo, entdao p representa a densidade
do contetdo existente no universo. Tal fluido ndo contém viscosidade e nem transporte
de energia. Através da conservac¢ao do tensor energia-momento, V, 7" = 0, encontramos

uma equagao da continuidade associada ao universo:
. P\
p+3H (p+02) —0. (2.46)

Com o tensor energia-momento definido para o universo, substituimos a componente

Tho na equagao de Friedmann (2.42) e obtemos a seguinte relagao:

8¢
2 _
H* = 52 p.

(2.47)

Chegamos, entao, a uma relagao entre o fator de escala com a soma das contribuicoes das
componentes do universo. A equagao de Raychaudhuri (2.43) se torna:

. e 3p

H+m:—(+). 2.48
Estas duas equagoes governam a evolugao do universo.

Na proxima segdo, vamos nos concentrar em encontrar solugoes do fator de escala

referente aos principais contetidos materiais do universo.

2.4.1 Solucdes da Equacao de Friedmann

Para encontrar solugoes da equacao de Friedmann, precisamos primeiro determinar
uma relacao entre densidade p e pressao p. Tal relacdo é conhecida na termodindmica
como uma equacao de estado. Uma escolha particularmente 1til, é a de uma relagao linear
entre densidade e pressao:

P = wpc?, (2.49)
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onde w é um parametro constante que determina o tipo do contetido presente no universo.

Substituindo essa rela¢ao na equagdo da continuidade (2.46), obtemos uma soluc¢ao para p:
p = poa 0+, (2.50)

Dois valores de w sao de maior interesse para a cosmologia, estes sao 0 e 1/3. Cada um

corresponde fisicamente a uma componente do universo diferente.

Para w = 0 temos uma equacao de estado p = 0. Este caso representa um universo
composto majoritariamente por matéria nao-relativistica, também conhecida como poeira
ou matéria fria®. Neste universo, a relacdo entre densidade e fator de escala é p oc a™3.

Substituindo esta relacao na equacao de Friedmann:

) 871G po
2= =. 2.51
“ 3¢ a (251)
O resultado dessa equagao é:
t\? 2
t)=|— H=—. 2.52
a=() . H=y (2.52)

Neste cenario, o universo nunca para de se expandir, mas vai ficando cada vez mais lento

conforme o tempo passa.

Para w = 1/3 a equacao de estado é p = ¢?p/3. Esta equagdo de estado representa
um universo composto por particulas relativisticas, que também sao referidas como radiagao.
A relacio entre densidade e fator de escala é p oc a=*. Com esta, encontramos uma equacao

de Friedmann similar ao caso da matéria, de forma que a solugao seja:

alt) = \/Z , H= 21# (2.53)

Neste cenério, como no caso de um universo composto por poeira, o universo também se

expande eternamente, mas dessa vez a expansao ¢ mais lenta.

2.4.2 Constante Cosmologica

Originalmente, quando Einstein formulou as equagoes de campo, ele acreditava
que o universo era estatico. Este pensamento se mostrava incompativel com suas proprias
equagoes, porque a atracao gravitacional de toda a matéria do universo afeta o espaco
tempo. Incentivado por este modelo de universo estatico, ele introduziu um termo nas
equagoes de campo para contrabalancear o efeito da matéria no universo. Este termo é a

constante cosmologica A e aparece nas equagoes de campo da seguinte maneira,

G

1
RNV — §guyR + gw,A = ?TMV . (254)

3O termo fria se refere a caracteristica de que a energia cinética é muito menor do que a energia de

massa.
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O proprio Einstein descartou a adi¢ao deste termo quando se descobriu por Lemaitre que
seu modelo de universo estatico nao era compativel com as observagoes. Contudo, nos
dias de hoje a constante cosmoldgica volta a tomar forga por ser uma possivel explicagao

para a expansao acelerada do universo.

Nas equacgoes de Friedmann e Raychaudhuri para um universo plano, o termo

aparece da seguinte forma,

8¢ A
2 __
H* = LA (2.55)
. AnG 3P A
H+H2:—7TT <p+)+3 (2.56)

Para obtermos uma expansdo do universo acelerada (@ > 0), é necessario que o lado
esquerdo da equagao (2.56) seja positivo. Isso acontece quando a contribui¢ao da constante
cosmologica supera o termo correspondente ao da matéria no Universo. A propria constante
cosmoldgica pode ser descrita como um termo de fluido onde sua densidade de energia,
baseado na equacao (2.55), é

A

PA = aC (2.57)

Assumindo uma equagao de estado como (2.49) e tendo em vista a conservagao do tensor

energia-momento, obtemos a seguinte lei de conservacgao,
pA+3Z <pA+pA) ~0. (2.58)
Como p, ¢ constante, entao a solugao para a equagao acima é:
PA=—— . (2.59)

A constante cosmoldgica possui uma pressao negativa. Isso acontece porque, para que a
densidade de energia permaneca constante a medida que o universo vai se expandindo,
o trabalho deve ser realizado no proprio fluido da constante cosmoldgica, caracteristica

associada com um sinal negativo na pressao.

A solucao da equacao de Friedmann para este caso é a solugdo da equagao:
H = cte. (2.60)
Esta equacao nos leva a um fator de escala que depende de uma exponencial:
a(t) oc et (2.61)

Esta caracteristica estd associada com um modelo de universo inflacionario. Neste modelo,
em um espago de tempo muito curto, logo apds o seu inicio, o universo se expandiu

drasticamente.
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2.5 Perturbacoes Cosmoldgicas

E vélido assumir o principio cosmolégico no universo em grandes escalas, acima
de 200Mpc (YADAV; BAGLA; KHANDALI 2010). Em escalas menores fica evidente a
inomogeneidade do universo, sobretudo quando consideramos estruturas como galaxias e
seus aglomerados. Estes desvios sao muito pequenos se comparados com o tamanho do
universo em si. Dessa forma, podem ser considerados como pequenas perturbagoes no
universo. Tais perturbagoes sao similares ao que foi desenvolvido por (2.18), porém dessa

vez considerando a métrica FLRW como fundo:
G = G + Py, || <1, (2.62)

onde g, representa a métrica FLRW de fundo e h,, sao as perturbacoes. Lembrando que
tais perturbacoes sao pequenas o suficiente para que somente os termos de primeira ordem

sejam considerados.

A perturbacdo da métrica pode ser decomposta em bases escalares, vetoriais e
tensoriais, onde cada uma delas evolui independentemente das outras na ordem linear.
Este resultado vem do teorema da decomposicao. A métrica descomposta nessas bases é

escrita da seguinte maneira:

goo = (1—-20), (2.63)
goi = a(t)w;, (2.64)
gij = —a(t)[0;(1+2P)+ Eyj]. (2.65)

Nesta decomposigao, os termos ¢ e ¢ sao as bases escalares, os termos w; sao as base
vetoriais e o termo £;; ¢ a base tensorial. Estes sao rotulados dessa maneira pela forma
como se transformam a partir de uma rotacao espacial. Podemos decompor a propria base

vetorial em uma parte transversal w;- e longitudinal wll de forma que:
w; = w! + wi (2.66)
T i :

A parte longitudinal tem a propriedade V x wy = 0. De forma que podemos escrevé-la
como o gradiente de um potencial escalar, —Vk =dl. Entao, na base vetorial, existe uma

contribuigdo escalar k e uma contribuicao vetorial w;- de forma que:
_ L
A base tensorial também pode ser decomposta de maneira similar onde:
By = Bl + EL + EIT. (2.68)

O primeiro termo da equagao acima ¢ um tensor simétrico que vem de uma contribuicao

escalar de forma que podemos escrever, EJL =0 ;5. O segundo termo vem de um contribuicao
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vetorial, onde tomamos duas derivadas espaciais de um vetor transverso, Eﬁ = V;j + V.
E a tltima contribuicao é de um termo tensorial que nao pode ser decomposto em partes
vetoriais ou escalares, o termo transverso e sem traco E};T Este termo que representa as

ondas gravitacionais.

A perturbacao cosmolodgica h,, ¢ um tensor simétrico que possuem 10 graus de
liberdade, onde vimos que 4 desses graus de liberdade se devem aos modos escalares
(¥, ¢, k,0). Os modos vetoriais (w;,v;) contribuem com 2 graus de liberdade cada, pois
tem a condicao de serem transversos. E por fim o modo tensorial (EZ:';T) deve contribuir

com 2 graus de liberdade para completar os 10, estes sao hy e hy.

Assim como a métrica, o tensor momento energia pode ser também separado em
uma contribuicao de fundo e uma pequena perturbacao. Perturbando a equacao do fliido
(2.45), obtemos:

(5T00 = —(5p, (269)
6Toi = (p+p)ou, (2.70)
0Tij = gi50p + phij. (2.71)

As perturbagoes feitas no fundo FLRW possuem as mesmas propriedade de in-
varidncia de calibre que foram expostas em (2.26). As proximas sessoes serdo focadas
nos estudos dos modos escalares e tensoriais das perturbacoes independentemente, pois
no modelo padrao os modos vetoriais decaem rapidamente (GORBUNOV; RUBAKOV,
2011).

Deste ponto em diante vamos adotar c=1e G = 1.

2.5.1 Perturbacdes Escalares

Como todas as perturbacoes evoluem de maneira independente, vamos analisar
apenas perturbacgoes escalares escolhendo o calibre apropriado. Devemos escolher o calibre
Newtoniano, que anula as contribuigoes vetoriais e tensoriais da perturbacao. Neste calibre

impomos F;; = w; = 0, e obtemos:

goi(z,t) =0, (2.73)
gij(z,t) = —a*(t)0;;[1 + 2®(x, t)] . (2.74)
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A partir destes valores para a métrica podemos calcular as componentes do tensor de Ricci.
Obtemos:

ORyy = —3b+3H(V —20)+ V:;I’ : (2.75)
SRy, = d*0; {615 + H(6D — W) + 2 (H + 3H2) (®—T) — VQ;I)} +  (2.76)
a
—(+¥),;,
0R = 6b—GH(4d — &) — 12 (H +2H*) ¥ — 235(2@ + ). (2.77)

As equacoes de Einstein perturbadas em primeira ordem sao:
1 =
6Ru — 5 (huw R+ gudR) = 87GOT,, (2.78)
Unindo os resultados obtidos para as quantidades perturbadas com a equacgao acima,

chegamos em uma expressao para as componentes temporais:

. 29
—3H® + 3UH? — VaZ = —47Gdp. (2.79)

Esta equacao pode ser interpretada como uma equacao de Poisson relativistica. No limite
onde a(t) =~ a,, os dois primeiros termos do lado esquerdo da equacao desaparecem e

obtemos a expressao da equacao de Poisson classica.

Ao lidar com perturbagoes cosmoldgicas, é comum fazer uma mudanga para o
espago de Fourier. Isto é feito para que equagoes diferenciais parciais, como (2.79), se

tornem equacoes diferenciais ordinarias e trabalhemos apenas com a variavel temporal. A

transformacao,
O(7,1) / Tk gt e (2.80)
T, t) = e .
) (27T)3 Y )
nos permite escrever a equagao (2.79) da seguinte maneira:
. R
a

Essa transformagao sera usada com frequéncia neste trabalho a fim de auxiliar a encontrar

solugoes para as perturbacoes, porque cada modo evolui separadamente até o nivel linear.

Para a parte a parte espacial das equagoes de Einstein perturbadas obtemos:

AVALi

a?

azéij{—2¢5+H(6¢>—¢1)+2<H—|—3H2) (®— ) — +® (H +2H?) +

BH(40 — 0) — 6 (H +2H?) ¥ — v

a?

Note que, ambos os lados da equacao acima possuem termos em relacao a ¢;;. Estes

termos nao contém dependéncia longitudinal. Portanto, o ultimo termo do lado esquerdo
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da equagdo deve desaparecer, o que nos dd a relacio ® = —U. E importante ressaltar
que essa caracteristica é possivel por que estamos considerando uma equacao de fluido
perfeito para o tensor energia-momento. Os fluidos que possuem esta equacao de estado
sao fluidos que nao tém termos de viscosidade, transferéncia de calor ou anisotropia. Esta

relacao entre os potenciais, em especial, s6 é valida para o caso onde nao haja anisotropia.

Neste ponto é conveniente mudar as variaveis e trabalharmos com o tempo conforme,

onde dt = adn. Neste cenario as equagoes (2.81) e (2.82), para ¥ = —®, sdo:

12

/
® + 350" + 350 = —4xGa’sp, (2.83)
a a
/ 14 12
4350 + (2“ - “2> & = 4rGap. (2.84)
a a a
Se usarmos a equagao de estado p = wp, podemos relacionar as equagdes da seguinte
forma:
a/ a// a/2
" +3— (1+w)d + [2 — 2(1—311))] S+ wk’d =0. (2.85)
a a a

O terceiro termo do lado esquerdo dessa equacao pode ser anulado usando as equagoes de

Friedmann no tempo conforme:

12 2

a/

a 8T a”’
O que nos leva a expressao:
!/
"+ 3% (1+w)® + wk?® =0, (2.87)
a

Esta é uma equacao analitica e podemos resolve-la para diferentes épocas do Universo.
No caso geral para um fluido cuja a equagao de estado é p = wp, o fator de escala tem o

seguinte comportamento:
alt) = antTEw (2.88)

Para o tempo conforme a relacdo se torna:
a(n) = aon T | (2.89)

Substituindo esse resultado em (2.86) obtemos:

6 + 6w @’
o'+ 2O ke — 0. (2.90)
1+3wn
Podemos mudar as coordenadas dessa equacao fazendo ® = f(n)n®, onde 3 = 2;%. Com
essa mudanca, os termos de derivadas sao escritos da seguinte forma:
& = '’ + o (2.91)

" = f'n’ +2f By’ + fB(B — )y’ (2.92)
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Que substituindo em (2.90), nos da

" +nf + f (wk2n2 — (6w+5)> =0 (2.93)

5
4 (3w +1)?
Ao introduzir uma varidvel x = \/wkn, a equagio se reescreve:

2f  df V56w + 5
2 & 2_ Y =0 =" 2.94
T Tt J(@” =) Y 2(3w + 1) (2:94)

Esta é uma equacgao de Bessel e sua solu¢ao é uma combinagao linear dos polinémios de

Bessel:

-5
®(n) = n7eo (a1, (Vwkn) + azJ o (vVwkn)) | (2.95)
onde, a; e as sdo constantes e J, é a fungao de Bessel primeiro tipo:

NI
Jolw) =2 KT(v+k+1)

k=0

(2.96)

2.5.2 Perturbacdes Tensoriais

Nessa secao vamos estudar o caso das perturbagoes tensoriais. Estas representam
as ondas gravitacionais agora de um ponto de vista da cosmologia. Assim como foi feito
na aproximacao de campo fraco, devemos usar o calibre sem-trago e transverso, que impoe

as seguintes condigoes:

h = ho, = hijz =0. (2.97)

Para chegar nas equacoes de campo, calculamos o tensor de Ricci perturbado para os

termos espaciais fazendo i # j. Obtemos:

OR;; TCZQV2hij - 7] + 5hij — 2H? Ny, (2.98)
Pk, k
o = Mt (2.99)

Substituindo essa relagao na equagao (2.78) e realizando uma decomposi¢ao em Fourier,

obtemos a seguinte expressao:
. . k2 . )

Esta é uma relacao puramente gravitacional. Como estamos considerando um tensor
energia-momento para um fluido ideal, assim como no caso de de perturbagoes escalares,
temos T;; = 0 para 7 # j. Ao considerar um fluido geral, com termos de anisotropia, esta

equacao ¢ modificada pelo lado direito da igualdade.

Para nosso caso é conveniente mudar a variavel temporal do tempo césmico para o

tempo conforme onde, dt = a(t)dn. A equagao se torna:

a? a a?

/ k‘th " 12



Capitulo 2. Relatividade Geral 29

Assim como no caso das perturbacoes Escalares, esta equagao é analitica e pode ser
resolvida para diferentes épocas do universo. Vamos estudar o caso geral para a equagao
de estado p = wp. Podemos decompor os modos tensoriais em dois modos de polarizacao
caracterizados pelo tensor €;;, onde h;;(n) = €;;h(n).Neste cenario a relacao entre o fator
de escala e o tempo conforme é dado pela equagao (2.89). Substituindo essas relagoes

mencionadas e omitindo o tensor de polarizacao, obtemos,

4 K 4 1
n' — — 4+ h|k®— —1=0. 2.102
1+3w77+ ( 1+3wn2> ( )

A fim de resolver essa equacgdo vamos fazer uma substituicao similar a que foi feita no caso

~ o h _ 543 )
das perturbagdes escalares. Seja h = y(n)n®, onde o = e Dessa forma obtemos:

7y +ny +y (k2n2 - 1)2) =0, v= 9 (1—w)? (2.103)
’ 1021+ 30) '

A solugao dessa estrutura é uma combinacao linear dos polindmios de Bessel. Para as

ondas gravitacionais obtemos:
hij = oo (byJ,(kn) + baJ_y(kn)) | (2.104)

onde by e by sdo constantes.
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3 Teoria escalar-tensorial

A Relatividade Geral é rotulada como uma teoria puramente tensorial, ja que é o
campo tensorial g,,, que determina a dinamica das equagoes de campo. Ha uma classe de
teorias alternativas de gravitacdao na qual também é introduzido um campo escalar ¢ para
mediar a interacao gravitacional. Tais teorias sao conhecidas como escalares-tensoriais
e tem como caracteristica o acoplamento nao-minimo de um campo escalar ao termo
de curvatura. A teoria mais simples pertencente a esta classe é a teoria de Brans-Dicke
(BRANS; DICKE, 1961), que propds a introducao de um campo escalar que faz papel do

inverso da constante gravitacional de Newton.

A motivagao por tras da teoria de Brans-Dicke foi uma visao filoséfica conhecida
como Principio de Mach. Tal principio supde que as propriedades geométricas e inerciais
do espaco nao tém sentido em um universo vazio e que suas propriedades fisicas possuem
sua origem na matéria contida no todo. A Relatividade Geral contém elementos desse
principio, contudo ndo o encorpora completamente. As equagoes de Einstein, de fato,
relacionam a geometria do espac¢o tempo com a distribuicdo de matéria existente no
todo, contudo falha no aspecto de que a geometria nao é unicamente determinada pela

distribuicao de matéria. Neste cenario, as solucdes de vacuo na teoria desapareceriam.

A ideia contida no principio de Mach reflete sobre a origem da inércia. Para
Mach, as forca inerciais observadas em um referencial acelerado podem ser interpretadas
como efeitos gravitacionais que se originam em matérias distantes. Ha um experimento
mental comumente usado para ilustrar para ilustrar esse principio: Suponha um universo
completamente vazio exceto por um um laboratério com um observador que possui um
rifle e um giroscopio. Imagine que o laboratério tenha uma massa pequena o suficiente
para que possa ser feito uma aproximacao de campo fraco. Nesse cenario, de acordo com
a Relatividade Geral, seria possivel fazer o laboratério girar atirando por uma janela
tangencialmente com a arma. O giroscépio manteria a direcao do projétil e giraria em
relacao as paredes do laboratorio. De acordo com o principio de Mach, a bala, que possui
uma massa muito menor e etd mais distante seria mais relevante do que as préoprias paredes

para determinar um referencial inercial.

Este capitulo se limita a estudar a teoria de Brans-Dicke. A estrutura a seguir
é dividida na seguinte forma: A primeira secdo discute a relacdo do campo escalar
e o principio de Mach. Em seguida vamos deduzir as equagoes de campo da teoria e
comparar com a Relatividade Geral. Na terceira se¢do vamos estudar solugoes cosmolédgicas
utilizando a métrica FLRW plana e, por fim, na tltima sessao, vamos discutir pertubagoes

cosmoldgicas para a teoria.
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3.1 Campo Escalar

O fundamento por tras da introducao de um campo escalar na gravitacao ¢é a
explicagdo da origem da inércia. No trabalho feito por Sciama (SCIAMA, 1953), foi
introduzido um modelo tedrico baseado na visdo de Mach, onde um referencial inercial era
definido através das “estrelas fixas”, isto é, em relagao a toda distribui¢do de matéria do
universo. Este modelo implica que a origem da inercia seria gravitacional. Dessa conclusao,
Brans e Dicke propuseram que a constante gravitacional, GG, deveria ser uma funcao da

distribuicao de matéria matéria do universo.

Estudos feitos por Dirac na década de 30 (DIRAC, 1938), observaram uma curiosa
coincidéncia nas razoes entre constantes fundamentais da natureza. Através destas razoes,

percebemos a relacao:
1 M,

G Ry’
onde My, Ry e GG sdo, respectivamente, a massa do universo, o raio do universo e a

(3.1)

constante gravitacional de Newton. Assumindo a ideia de Brans-Dicke para um G que
varia, obtemos a relagao:

1

— =p. 3.2
a=r (3.2)

Essa relacdo sugere que G~! seja um campo escalar potencial. Entdo, é introduzida uma

O

nova variavel dinamica na gravitacao, o campos escalar:

1
¢ x ek (3.3)

A introdugao desse novo campo modifica a agdo de Einstein-Hilbert. Devemos incluir um
termo na acao que levard em conta a contribuicao do campo escalar no tensor energia-

momento. A nova agao tem a seguinte estrutura:

5 / d*2/=g (SR + Loy + L) =0, (3.4)

onde L4 é a densidade lagrangiana do campo escalar. Nessa expressao, o campo ¢ aparece
acoplado ndo-minimamente no termo que representa a geometria. Como a gravitagao é
universal, no sentido de que ¢é agregada a toda a fisica, o campo escalar ¢ também tem
uma contribuicao universal. Isso gera algumas consequéncias, como a possivel violagao
do principio de equivaléncia forte. Este afirma que a tnica influéncia da gravidade é pela
métrica e localmente pode ser anulada com o referencial apropriado. Este principio forte
se mostra incompativel com as ideias propostas por Brans-Dicke, afinal, ndo somente a
métrica tem papel na fisica local mas também é necessario levar em conta a contribuicao

do campo escalar.

O termo que define a densidade lagrangiana para o campo ¢ deve resultar em

equacoes de segunda ordem. A escolha natural é:
P
Ly = _qu’lf : (3.5)
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onde w é um parametro adimensional chamado de parametro de Brans-Dicke. O termo
¢! foi adicionado para manter o parametro de Brans-Dicke adimensional. Dessa forma, a

acao total da teoria é:

¢

As equacgoes de campo para esta serao deduzidas na secao seguinte.

Sop = [ dov=a (0= 20,0, + L ). 3.6)

3.2 Teoria de Brans-Dicke

As equagoes de campo para a teoria de Brans-Dicke podem ser obtidas através
de um principio variacional aplicado em (3.6). Nessa acao as varidveis dindmicas sao a
métrica g,, e o campo escalar ¢, entao ¢ esperado encontrar uma equagao de campo para

cada. Aplicando o principio variacional, encontramos as seguintes integrais:
16 \/
/ d'z6 (V=goR) — / 'z (Z\/_—ggwayqsaﬂqs) / d'z ( T ) —0. (37

Vamos analisar cada integral da equacao (3.7) separadamente. Para comegar,

vamos manipular o primeiro termo:

S[6RV=3) =Rv=500 + (Ru — 50uR) 0v/=309"

(3.8)
+ [V (o1,) = V. ( )] 69 v=g.
Agora, o segundo termo:
Lb "0, 00,0/ — ] :[ —0"00,00¢ — 2¢ 0o 0’ GGy 0g""
(3.9)
+26(0°6) 0,0 + 0°00,(59)| V.
Do terceiro termo, obtemos a definicao do tensor momento energia:
T, = _2 m (3.10)

T gag
Por fim, a partir dos resultados integramos por partes e descartamos os termos de superficie.

Obtemos o seguinte resultado:

4 8T
/d l( - g;wR> ¢ - C T,uu + 2¢g;u/ p¢8 ¢
_i;au¢au¢ + guuD¢ - Vuvu¢‘| \/__g(iqlw (3'11)

+/d4:c (2;}ng = u¢8“¢+R> V=306 =0.
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Dessas duas integrais, deduzimos as duas equagoes de campo da teoria. Da primeira,

obtemos a equagao de campo referente a métrica:

1 8
R,uu - ig,uuR - 047;T ¢2 ( u¢au¢ g,UJ/ p¢8 ¢>
1 (3.12)
+ g (v,uvu¢ - guum¢) .

Comparando esta equacao de campo com as equacoes de Einstein percebemos dois termos
a mais: O segundo termo do lado direito é o correspondente ao tensor energia-momento
para o campo ¢. Enquanto o terceiro termo do lado direito é consequéncia das derivadas

segundas da métrica. Estas foram eliminadas através de uma integracao por partes.

A segunda integral nos da a equagao de campo referente a ¢:

10,0000 &
5 5 ol

O¢ = (3.13)

Por causa da sua estrutura, a equacao acima é também chamada de equagao de Klein-
Gordon. Destas duas tltimas equagoes podemos retirar toda informacao sobre a dindmica
dos campos na teoria de Brans-Dicke. Contudo, ambas expressoes possuem variaveis em

comum, o que significa que é possivel simplifica-las. Ao calcular o trago da expressao (3.12)

encontramos: 06 8
T
R = 0° 3— — —T 3.14
¢2 ¢ ¢ + (b 04(25 ’ ( )
que, ao substituirmos em (3.13) resulta em:
8T

Up = ——7——=T 3.15
¢ (3 + 2w)c? (3.15)

A expressao acima estd de acordo com a visao de Mach, por que encontramos uma relacao
entre o campo escalar e a distribuicao de matéria contida no universo. Por fim, unindo os
resultados (3.15) e (3.14) obtemos uma expressao simplificada que contém informagao de

ambas as equacoes:

8T 1+w
RMV = ( %

s (T = g T) + 50,000+ 5V, 9.0, (3.16)

As equagoes (3.12)-(3.16) representam a dindmica da teoria. Elas ditam como o
campo escalar estd inserido nas equagoes que determinam a métrica. Embora o campo
¢ tenha tal influéncia sobre as equagoes de campo, a relacdo entre matéria e geometria
permanece inalterada. Isso significa que o resultado da conservagao do tensor energia-
momento,V,T" = 0, obtido na Relatividade Geral continua sendo valido na teoria de
Brans-Dicke.

Como a Relatividade Geral é uma teoria bem sucedida em varios aspectos, é

interessante estudar a conexdo entre ela e a teoria de Brans-Dicke. Para o limite de
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w — 00, percebemos que a equacio (3.15) é da ordem (¢ ~ O(w™!). Portanto, assumimos

0 campo ¢ com a mesma ordem de grandeza:

1 1
~—+0 () . 3.17
o~ Z+0(- (3.17)
Usando este limite para o campo ¢, as equagoes de campo (3.12) se tornam:
1 8T 1
R‘wj — ig‘“’R = %T‘uy + O (w) . (318)

Aparentemente, nesse limite recuperamos a Relatividade Geral. Contudo, no trabalho
(ROMERO; BARROS, 1993) foi mostrado que esta situa¢do nao ocorre para todos os
casos. A constatacao foi que “ao obter uma solucao das equagoes de campo de Brans-Dicke
para uma certa configuracao de matéria representada por um tensor energia-momento 7,,,
entao, no limite w — oo essa solugao se reduz as mesmas solugoes da equacgao de Einstein
para o mesmo 7),,”. No mais, os contraexemplos apresentados no trabalho mostram que o

comportamento assintético de ¢ quando w — oo da equagao (3.17) nem sempre acontece.

O préximo passo do trabalho é estudar a teoria de Brans-Dicke do ponto de vista

da cosmologia, encontrado solugoes para diferentes eras do universo.

3.3 Cosmologia Brans-Dicke

Assim como na Relatividade Geral, vamos partir de um modelo de universo
homogéneo e isotrépico e plano. Dessa forma a métrica correspondente é a métrica FLRW
com k =0,

ds® = dt* — a®(t)dz"dz” . (3.19)

Substituindo essa métrica nas equagoes (3.12) e (3.13) e considerando um fluido perfeito,

obtemos as equacoes de campo para a cosmologia na teoria de Brans-Dicke:

o 87w 0 A
“ 3H _¢p+2& Hote (3.20)
?+3H?:4A+8ﬂ(p—3p) '

¢ ¢ (3 +2w)o

Note que, como o tensor de energia-momento se conserva, V, T = 0. A equagao
da conservacao de energia que obtemos na Relatividade Geral (2.46) também é valida
aqui. Entdo, as expressoes da lei de conservacao do fluido perfeito e, consequentemente, o

resultado (2.50) também pode ser substituido nas equages cosmoldgicas para Brans-Dicke.

Podemos assumir uma forma simples para as solu¢oes das equacoes de campo
(BAPTISTA; FABRIS; GONCALVES, 1996) onde o fator de escala e o campo escalar

obedecem uma lei de poténcia:

a(t) oct™ o(t) o t°. (3.21)
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Combinando as equagbes de campo a equacgao de estado p = ap encontramos as seguintes

equagoes para as solugoes de lei de poténcia:

o[ 2+ w(l+3a)+ 3«
—3r(r—1) = s (1 —s. 22
3r(r—1) = 8mpt < 51 % >+s( +w)—s (3.22)
A equacao de Klein-Gordon é dada por:
P 4sBr—1) = — 21— 3a). (3.23)
3+ 2w

E as relagoes de conservacao de energia obtidas através da conservacao do tensor momento

energia sao:

D+3£p(1 +a)=0, (3.24)
pi=70. (3.25)

Através destas equagoes (3.22)-(3.25), conseguimos encontrar as solugoes cosmo-
logicas correspondentes para os principais casos do universo. Estes casos sao distintos
através do parametro a na equacao de estado. Vamos analisar os trés valores principais
j& mencionados (« = 0, = 1/3,a = —1) e também o caso do viacuo que, diferente da

Relatividade Geral, ndo admite solugoes triviais.

Para o caso de um universo composto por matéria nao-relativistica, temos a = 0,

que substituindo nas equagoes encontramos as seguintes solugoes:

a(t) = a b 155 . o(t) = (;50152*3313 _ (3.26)
Ao comparar o resultado do fator de escala com o obtido na Relatividade Geral (2.52),
notamos que no intervalo w > —4/3 o fator de escala evolui mais devagar em comparagao

com o caso da RG.

Para o caso de um universo composto por radiacdo o = 1/3, obtemos:
a(t) = at'? | ¢ = . (3.27)
Este é a o mesmo resultado obtido no caso da Relatividade Geral (2.53).

Para o caso de um universo cuja a componente dominante é a constante cosmoléogica
A, obtemos:
1
a(t) = agt“ Tz | B(t) = dot>. (3.28)
Neste cenario a solugao apresenta uma lei de poténcia ao invés do crescimento exponencial

obtido para a Relatividade Geral (2.61). Contudo, no limite de w muito alto a solugao

pode ser se aproximar do caso exponencial.

No caso do vacuo, nenhuma densidade de energia é considerada. Tomamos p =0 e

obtemos as seguintes solugoes:

—(14w)+/1+2w/3 1F4/1+2w/3
a(t) =apt™ = P(t) = ¢ = gt AT (3.29)
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Todas as solugoes no limite de w — oo retornam as solugoes obtidas para o caso
da Relatividade Geral.

3.4 Perturbacoes Cosmoldgicas

A maneira de fazer perturbagoes cosmoldgicas na teoria de Brans Dicke é funda-
mentalmente o mesmo da Relatividade Geral. Vamos fazer uma perturbagao em um fundo
FLRW de forma que g,,, = g + hy, onde |h,, | < 1. Neste caso também vamos perturbar
o campo escalar de forma que ¢ — ¢ + ¢ , onde d¢ é uma perturbacio de mesma ordem
que |h,,|. Dessa forma, perturbando a equacao (3.16) obtemos:

8 14w 8mdp (= 1+w _ 4
== (0T = 5o (T + uT) ) = R (T = 5T +
20w 0

pe ¢(¢‘> +69)), — b

onde z(© é uma quantidade que ndo contém termos perturbativos e () é uma quantidade

+;”2<q3ua¢u +80,,) — b By + L(@+50)0) (3.30)

que contém termos perturbativos em primeira ordem. Note que, na equagao acima
explicitamos apenas a parte de primeira ordem em relagao as perturbacgoes. A equacao

(3.30) contém informagdo a respeito da equagao de campo e da equagao de Klein-Gordon.

A equacao de Klein-Gordon perturbada é:

h V25
ol

8
3+ 2w

+3Hé) — h*a®Hep = oT . (3.31)

Como a teoria de Brans-Dicke é invariante por transformacoes de coordenadas
gerais, toda a discussao sobre invariancia de calibre feita no caso da Relatividade Geral
também ¢ valida aqui. Os modos escalares, vetoriais e tensoriais evoluem no tempo
independentemente. Dessa forma, podemos escolher calibres livremente para isolar os

modos de perturbacao que estamos interessados.

3.4.1 Perturbacdes tensoriais

Para estudar apenas os modos tensoriais, vamos usar o calibre TT, que exclui as
contribuigoes de outras perturbacoes. Neste calibre, impomos hg, = hi, = hijr = 0. O

tensor de Ricci perturbado é o mesmo calculado em (2.98),
hy H;
73 + 5t = 2H?h;; . (3.32)

O tensor energia-momento perturbado é o mesmo usado para um fluido ideal. Com estes

1

resultados pré-estabelecidos, calculamos os termos h;; para i # j da equacao (3.30) e

.. 5\
hij —|H—- =< hij
( ¢) !

obtemos:

2

— (QH +2H? + QHZ)] hij = 0. (3.33)



Capitulo 3. Teoria escalar-tensorial 37

Esta é a equacao de ondas gravitacionais para a teoria de Brans-Dicke. E conveniente
mudar a varidvel temporal e escrever a expressao acima em funcao do tempo conforme 7,

tal que dt = dna(t). A mudanca nos leva a:

h” (b/ 2 / h/ ) / /2 /¢/ _
.+ % e Y —2f+2f—2 v hij = 0. (3.34)

A fim de resolver a equacao, vamos mudar as variaveis para o espaco de Fourier,

realizando a seguinte transformacao:

hij(%,m) = V167 / 3/2 (L) iz (3.35)

Vo)

onde ¢;;(k) é o tensor de polarizagdo. Ao mudar as varidveis os termos chave da equacao

se tornam, ~
a/ ,u/ ¢/
a’ a [d Iu/ qg/ a/2
M// M/ a Nl Q;/ Iu/2
+;hij + m (hij + *hzj - %hz‘j - th’j
W ) / v
LY ¢ (a hzy = L) (3.37)
20 20 29 p 2¢
Substituindo estes em (3.34) e simplificando termos obtemos,
a’ 1 Q_S// 1 gz_ﬁl 2 alqg/
! B+ —+-=—— (= —| =0. 3.38
SR MY 4<¢>+a¢ (333

De forma similar ao que fizemos na equagao (3.21), vamos assumir as solugoes como sendo

dadas por leis de poténcia. Assim,

W+ p <k2 - f(77;25)> =0, (3.39)

onde,
B 2r(r+%s—1)+§(§—1)
f(r,s) = 1= : (3.40)

Podemos novamente mudar as variaveis da equagao (3.39) a fim de encontrar uma

estrutura familiar. Definindo u(z) = y(x)n'/? com, x = kn, obtemos:
o2y + xy +y(x —v ) =0, (3.41)
onde,
4 1
po s+l (3.42)

4
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As solugoes para esta equagao diferencial sdo os polinomios de Bessel de ordem v. Obtendo

para a expressao final:
hij = ein™? (e Ju(kn) + 2T (kn)) | (3.43)

onde ¢; e ¢y sdo constantes.

3.4.2 Pertubacoes Escalares

Para estudar o caso das perturbagoes escalares, vamos seguir um caminho similar
ao feito no trabalho (BAPTISTA; FABRIS; GONCALVES, 1996). Vamos utilizar o
calibre sincrono nas equacoes de campo perturbadas, h,. Nesse calibre encontramos as

componentes temporais da equagao (3.30):

) ) o ousd? g .
SRy = °F (5 — 297 <30‘°"+30‘+w+ ) L Rsgp OO0 008 (g 4
¢ ¢ 2w+3 ¢? ¢ ¢ ¢
onde,
Roo = =— <hkk 2% +2 (“ — a) hkk> . (3.45)
2a a a a
Vamos reescrever as variaveis e trabalhar com as seguintes quantidades:
5
N (3.46)
¢
Pk
op
F (3.48)
A equagoes perturbadas (3.30) e (3.31) podem ser reescritas em func¢ao dessas novas
quantidades:
1. a. 8m 24+ w+ 3wa + 3« - gb
—h+—-h=—p(A—-\ A+ 22=(1 4
2 +a gbp( )< 3+ 2w >+ * ¢( ), (3.49)
R I U C RN T AN FX B g
A+ A [25 +3— AM=+3-=)—=-ht —=VA= 5
+ <¢+3a + ¢+ ! 2% a2v (3.50)
8t A
= ———p(1 — 3a).
B2 o3

Com essa equagao, podemos estudar a dindmica das perturbagoes escalares de eras
particulares do universo. No trabalho (BAPTISTA; FABRIS; GONCALVES, 1996) foi
feito um estudo completo para os diferentes casos no universo (matéria, radiagao, vacuo,
inflacdo). Nesta sessdo vamos revisar o resultado para o caso de um universo dominado
pela constante cosmolégica. Este sera 1util para fins comparativos mais adiante. Nesse

cendrio nao ha perturbagoes de densidade, entdo A = 0. Substituindo as solugdes (3.28)
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nas expressoes (3.49) e (3.50) e realizando uma decomposigao de Fourier, obtemos o par

de equagoes perturbadas:

ht Zh—2N— —(2r + DA — ——rp\ = 51
+t t(r+ ) (1+T)7“p 0, (3.51)

. /243 1 167 1.

A+ 2\ X+ ———p\ = —h. 3.52
* < / >+EWH T easn’ ; (3:52)

Podemos eliminar os termos h e h, encontrando uma expressao somente em funcao de A e

suas derivadas, se substituirmos a derivada da equagao (3.52) em (3.51):

o« (Br+3 (1 (612 + 61 — 2)
A+ A A k2 .
() + (ﬁr - + (3.53)
1, (6r*—4r—2)
+A <t2r+lk + 13 =0.

Tal equacao pode ser resolvida analiticamente e a solucao para A é:

Mo =3 [ (i) + Ol di + ] (3.54)

t

onde Jy é a funcao de Bessel de ordem k e C;, Cy e C5 sao constantes. Para o caso de

1

w = 3, a equacao tem a forma de uma equagao de Euler, cuja as solugoes sao:

A=t", n=-2+V1I— k2. (3.55)

Nos limites assintéticos com ¢ — 0, tanto A(t) quanto h(t) possuem modos crescentes.

E para o limite ¢ — oo ambos possuem apenas modos oscilatorios que decaem. Veja,
(BAPTISTA; FABRIS; GONCALVES, 1996).
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4 Teoria Unimodular da Gravitacao

Neste capitulo, abordaremos o tema central do trabalho, a gravitacao Unimodular.
Como mencionado na introdugao, esta é uma proposta de gravitacao alternativa que tem sua
origem pouco depois da Relatividade Geral (EINSTEIN, 1952). A teoria é essencialmente

a Relatividade Geral, porém com o seguinte vinculo imposto no determinante da métrica:

V-g=1, (4.1)

o que determina um elemento de volume fixo no espago tempo. Essa escolha carrega
consequéncias como, por exemplo, a redugao do nimero de graus de liberdade da teoria. Tal
reducao esta associada com o fato de que a teoria deixa de ser invariante por difeomorfismos
gerais, em contraste com a hipétese da Relatividade Geral classica. Ao invés disso, a teoria
é invariante por difeomorfismos transversos (LOPEZ-VILLAREJO, 2011). Essa diferenga
serd relevante ao estudarmos perturbagoes cosmologicas. O formalismo invariante de
calibre muda com o difeomorfismo considerado, trazendo peculiaridades ao escolhermos

calibres que estamos acostumados a usar na teoria classica.

Outra consequéncia da condicao Unimodular é o fato de que a conservacao do tensor
energia-momento nao ¢ mais uma condicao necessaria. Na teoria classica, o resultado
V. T" = 0 é uma consequéncia das identidades de Bianchi, ja no caso Unimodular o
mesmo nao acontece devido a estrutura das equagodes de campo. Podemos impor, como
uma hipétese independente, que o tensor energia-momento se conserve. Neste caso a teoria
se reduz a Relatividade Geral com a adi¢gao de uma constante de integragdo que pode ser
interpretada como constante cosmologica A. Essa caracteristica é interessante do ponto
de vista do “problema da constante cosmoldgica”, porque como A aparece como uma

constante de integracao, seu valor ¢ indeterminado e nao depende de outras variaveis.

Vamos, aqui, explorar uma formulagao Unimodular da teoria de Brans-Dicke
(ALMEIDA et al., 2022). Usaremos a mesma metodologia usada para estudar o caso RGU,
levando em conta as particularidades de Brans-Dicke mas nos restringindo o estudo aos

aspectos classicos da teoria.

O capitulo tem a seguinte estrutura: comegamos estudando o caso da Relatividade
Geral Unimodular (RGU) e suas consequéncias na cosmologia, depois partimos para o tema
central do trabalho, que é o caso Brans-Dicke Unimodular (BDU). Em seguida, vamos
expor estas solugoes cosmoldgicas e propor uma analise perturbativa com comentarios

sobre solugoes estaveis.
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4.1 Relatividade Geral Unimodular

As equagbes de campo para a Relatividade Geral Unimodular sao obtidas através
da adigado de um multiplicador de Lagrange y na acao de Einstein-Hilbert. A condicao
Unimodular pode ser generalizada para \/—¢g = &, onde £ é uma constante qualquer. Dessa

forma, podemos escrever a acao gravitacional da seguinte maneira:

Sny = /d4x [V=9R = x(v/=9 = &) + V=9Ln] - (4.2)

O processo de encontrar as equagoes de campo nesse caso é semelhante ao caso da teoria

classica. Variando a acao em relacao a métrica, obtemos as seguintes equagoes de campo:
1 X 8t

R,LLV — §gHVR + §glﬂ’ = 7TI»LV . (43)

A diferenca se encontra no termo extra que depende de x. A fim de eliminar esse termo,

calculamos o trago desta equacao e encontramos:

R 81GT
= — — 4.4
X=5+ "5 (4.4)
que pode ser reinserido em (4.3) para obtermos,
1 8rG 1
R,LLZ/ — Zgw/R = 7 (T/“, — 4glU/T> . (45)

Note que, diferente das equacoes de Einstein, essas equagoes possuem 9 componentes

independentes. Este grau de liberdade a menos se deve ao fato das equagoes nao possuirem

traco. Como consequéncia dessa estrutura, as identidades de Bianchi nao implicam que

V, " =0, uma vez que aplicando estas para a equacdo (4.5) obtemos a seguinte relagao:
RY 881G 1

- T T”’) . 4.6

4 ct < o4 (4.6)

Essa equagao pode ser interpretada como uma lei de conservagao modificada. H4 uma

equivaléncia entre a teoria Unimodular e a Relatividade Geral com a constante cosmologica.
Contudo, esta s6 ocorre quando impomos, independentemente, a condi¢do de que o tensor
energia-momento se conserve. Com tal condi¢do imposta, a equagao (4.6) se torna:
Rv 2rGT™Y
4 A
Integrando, obtemos o seguinte resultado:

. (4.7)

R = —87GT — 4A. (4.8)

O termo A é uma constante de integragao que pode ser interpretado como a constante

cosmolégica. Substituindo esse resultado em (4.5), obtemos o caso RG+A,

1 8rG

Ruu - iguuR = CT

Podemos também estudar a teoria de forma que o tensor energia-momento nao se conserve.
(Veja, (VELTEN; CARAMES, 2021) para uma revisdo sobre teorias ndo-conservativas).

No que segue a se¢cao vamos estudar consequéncias para essa escolha.

Ty + g . (4.9)
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4.1.1 Invariancia de Calibre

A invaridncia de calibre como acontece na teoria classica da Relatividade Geral vem
do fato de que é uma teoria invariante por difeomorfismos gerais. Para o caso Unimodular,
temos o vinculo da teoria, que fixa \/—g = cte. Desta forma, ao fazermos uma perturbacao

linear como em (2.18), temos a condi¢ao de que:
hiy + has + hag = 0. (4.10)

Esta condicao é inerente a teoria e portanto é independente da escolha de calibre. Se
considerarmos uma transformagao das coordenadas de forma que z# — 2™ + £H(x),

obteremos o resultado (2.26):
h;w = hul/ - aufz/ - 8V£u . (411)

O vinculo (4.10) impde a condi¢do extra de que £, = 0. Este vinculo caracteriza a
invaridncia por difeomorfismos transversos (LOPEZ-VILLAREJO, 2011).

Por termos um novo tipo de difeomorfismo é alterada a possibilidade de utilizar
dois calibres especificos, os calibres sincrono e o newtoniano. Considere a decomposicao

da perturbacao da métrica em modos escalares, vetoriais e tensoriais,
ds* = a® {(1 + 2¢)dn* — 2w da’dn — [(1 - 20)0;; + 2E,;] da'da’} . (4.12)

O vinculo Unimodular implica que o traco dessa métrica deve ser zero. Entao, a soma do

determinante das perturbacoes deve se anular:
V2E + ¢ — 3¢ = 0. (4.13)

No calibre newtoniano, onde consideramos w = E = 0, obtemos através da equagao acima
a relacdo ¢ = 31. Mas, se o tensor energia-momento for invariante sobre rotacoes espaciais,
entao é dito que sua anisotropia é zero e por consequéncia os modos escalares sdo iguais,
¢ = 1. A unica solucao possivel para este caso é ¢ =1 = 0, o que impossibilita o uso do

calibre newtoniano para as perturbacoes escalares.

Usando o calibre sincrono, fazemos ¢ = w = 0 e podemos encontrar o trago das
perturbagoes definindo,
h=2(3¢y - V2E). (4.14)

Comparando esta quantidade com a equacao (4.13), notamos que para ¢ = 0 temos
h = 0. Em um universo em expansao, se considerarmos a conservacao do tensor energia-

momento, a quantidade h se relaciona com as perturbagoes na densidade da seguinte forma
(MUKHANOV; FELDMAN; BRANDENBERGER, 1992),

h+ 2Hh — 4xG (14 3c2) p =0, (4.15)



Capitulo 4. Teoria Unimodular da Gravitacdo 43

onde c¢; é uma constante que representa a velocidade do som no fluido. Para h = 0
temos dp = 0, o que significa que nado hé perturbagdo se ha conservagdo do tensor

energia-momento.

No trabalho (FABRIS et al., 2022a), é estudado o caso onde V,T"" % 0. Partindo
da equagao da conservacao modificada, foi mostrado que o calibre sincrono pode ser usado
para estudar perturbagoes, mas o calibre newtoniano segue sendo inutilizavel. Mais adiante,
vamos ao analisar as perturbagoes cosmologicas e considerar deste resultado para utilizar

o calibre sincrono no caso de Brans-Dicke Unimodular.

4.1.2 Cosmologia Unimodular

Vamos estudar as equagoes cosmoldgicas no contexto Unimodular. Novamente,
utilizaremos a métrica FLRW fazendo k = 0 e assumimos que estamos em um universo
cuja a descri¢do termodinamica é a de um fluido perfeito. Substituindo essas condigoes

nas equagoes de campo (4.5), obtemos:
H = —4nGp, (4.16)

onde p = p + p, que é uma quantidade relacionada com a entalpia do sistema. Outra

equagao equivalente pode ser obtida através da lei de conservagdo modificada (4.6),
H+4H = —4nG(p+ 4Hp) . (4.17)

Note que, as equagoes dependem apenas da combinacao p = p + p, que é associado com
a entalpia do sistema. Dessa forma, as solugoes para o caso do vacuo p = p = 0 sdo as
mesmas para o caso p = —p, que representa um universo no vacuo com uma constante
cosmoldgica positiva. Como consequéncia, a condi¢ao de vacuo p = p = 0 pode levar tanto
ao espaco-tempo de Minkowski ou um espaco-tempo de Sitter. Além disso, as equagoes
(4.16) e (4.17) possuem a mesma informagdo, uma vez que ao substituir uma na outra
obtemos uma identidade. Isso nos d4 apenas uma equagao para duas variaveis, p e H,
deixando o sistema indeterminado a nao ser que haja uma suposi¢ao prévia sobre as

solugoes.

A solucao do caso da radiacao obtida no caso da relatividade geral, também é uma

solucao neste caso para p # —p,

H= 21t p=poat. (4.18)
Esse resultado independe da equacao de estado que relaciona p e p. Isso acontece devido ao
carater sem traco das equacoes de campo. Na verdade, como o sistema ¢é indeterminado, nés
podemos supor qualquer comportamento para o fator de escala. Porém, o comportamento
radiativo com p o< a=* é bem justificado para um sistema composto por apenas radiacao.

Este caso mencionado foi discutido no trabalho (FABRIS et al., 2022b).
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Unindo as equagoes e realizando uma integracao, obtemos o resultado,
5 2
H+2H” = §AU’ (4.19)

onde 2Ay /3 é uma constante de integragdo. Esta faz com que o cenério cosmolégico
Unimodular seja, em esséncia, o mesmo que o caso radiativo da Relatividade Geral na
presenca de uma constante cosmolégica.O subscrito de Ay é para diferenciar o caso

Unimodular.

Da equagao (4.19), temos trés possibilidades:

4N
Ay <0 — a=agsin'/? —7%, (4.20)
Ay=0 — a=apt"? (4.21)
A
Ay >0 — a=agsinh'/? TUt. (4.22)

Em (FABRIS et al., 2022b), foi mostrado que um modelo cosmoldgico vidvel é
alcangado para valores de Ay < 1. Tal modelo possui uma idade do universo compativel com
observagoes, ou seja, o universo pode ser mais velho do que a idade das grandes estruturas
observadas. Além disso, a dindmica temporal tardia do modelo difere dos resultados da
cosmologia padrao. O modelo transita de uma evolugao radiativa diretamente para uma

fase de Sitter, sem que haja uma época dominada pela matéria.

4.1.3 Perturbacdes Escalares

Vamos estudar o caso das perturbacoes escalares na teoria Unimodular. Nesta
se¢ao vamos seguir um caminho similar ao trabalho (FABRIS et al., 2022b). Neste cendrio
ao fazer a aproximagcao de campo fraco nas equagoes de campo (4.5) obtemos a seguinte
equacao:

SR — i (u0R + hy R) = 8 {6TW, — L (GuoT + hﬂyf)} . (4.23)

a
Como foi discutido, o calibre Newtoniano nao pode ser utilizado no caso Unimodular.
Dessa forma, para os seguintes cdlculos vamos utilizar o calibre sincrono hg, = 0. As

componentes do tensor de Ricci perturbado e do escalar de Ricci perturbado, excluindo

todos os termos hy, sao:

1 hU Hh”

ORy; = 242 (hij e — hin i — hrir) — o> + 5 2H?h;; (4.24)
SRy = —;i <h22’“> : (4.25)
dRy = 0, (4.26)

R — lakik (4.27)
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Usando esses termos e os termos perturbados do tensor energia-momento (2.69) (2.70)

(2.71) encontramos as equagoes de campo perturbadas:

h'k, ik

Jai; = —247a* (6p + dp) . (4.28)
d (hrip) 9
% ( o2 > = 16ma (p +p) 5”1’2 . (429)

Neste ponto, é conveniente definir a perturbacao escalar da métrica f e o potencial
perturbado 6:
B s
f="5 g = uy, (4.30)

a2
Das equagoes de conservacao obtemos as seguinte relacoes:

f—2Hf = 24na’ {6p+5p+4H(6p+5p) + g(p—i—p)é’} (4.31)
2 2 5 5
Va4f = —327r{[(p+p)9] +5H(p+p)f + W} (4.32)

Manipulando os termos e inserindo as equagoes (4.28) e (4.29) em (4.31) e fazendo uma
decomposi¢ao em Fourier, encontramos a seguinte equagao simplificada:
. .2
f—i—3Hf—Q =0. (4.33)
A fim de encontrar uma solucgao para esta equagao, vamos estudar o caso de Ay = 0.
Dessa maneira, o fator de escala se relaciona com o tempo cosmico da seguinte forma

a = a,t"/?. Passando a equacao para o tempo conforme 7, obtemos:
6 k2
"+ —f——f=0, 4.34
fr+ 77f 5/ (4.34)

cuja a solucao é:
sinh £ cosh 2n
A V3 g VB 4.35
f P (4.35)
onde A e B sao constantes. Usando as solugoes de fundo para Ay = 0 e as equagoes

perturbadas que foram obtidas podemos encontrar o seguinte contraste de densidade:

_ o494 _ _sinh (ke
F— o Aanf“o) . (4.36)
p+p T3

Para grandes comprimentos de ondas k& — 0, obtemos:
6~ a’. (4.37)

Essa solugao é valida mesmo para o caso de um fluido no qual p = 0. Portanto perturba-
¢oes de matéria podem crescer e atingir o regime nao-linear mesmo em um fundo com
comportamento do tipo radiativo. Para uma anélise nesse aspecto veja, (FABRIS et al.,
2022b).
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4.2 Brans Dicke Unimodular

Para estudar o caso de Brans-Dicke Unimodular, vamos seguir os mesmos procedi-
mentos feitos na sessao anterior para RGU. Isto é, vamos inserir o vinculo na Lagrangiana

de Brans-Dicke através de um multiplicador de Lagrange:

S0 = | d‘*x{w— (¢R ol )—quw—_g —5)}. (4.39)

Note que, o campo escalar estd acoplado com o termo do multiplicador. Podemos escolher
nao acopla-lo e redefinir a unidade de y. Essa escolha é arbitraria, uma vez que as equagoes

de campo sao as mesmas para ambos 0s casos.

Vamos encontrar as equagoes de campo a partir do principio variacional na agao
total, S = Sypp + Sn. Novamente, o processo feito na variagao é similar ao que foi feito
no Capitulo 3, diferindo apenas pelo termo do multiplicador. Apés a variagao, obtemos as

seguintes equacoes:

1 8T
R;w - §g,uZ/R = ¢ T ¢2 ( u¢au¢ g/w p¢a ¢)
X (4.39)
+ g (vuvugb - guum¢) - g,ul/E )
99"
2we = w pe — R+ x(vV—g9—¢). (4.40)
Vamos eliminar o multiplicador de Lagrange pelo trago da equacao (4.39),
—8m 0,00 ¢ Clo
R=—T+w? +3—= + 2y, 4.41
¢ ¢? ¢ (441)
reinserindo nas equacoes de campo obtemos:
1 8w 1 1 .
Ruu - Zgul/R = W <TMV - 4g,ul/T> ¢2 (¢,u¢ v Zguv¢,p¢7p) (442)
1
+ ¢ ((b N7 guulj(zs)

Essa equagao de campo possui uma estrutura muito similar a equacao obtida no caso
RGU. De fato, o limite de w — oo também serve de correspondéncia entre as equagoes

(4.42) e (4.5). A caracteristica das equagoes possuirem trago nulo se repete nesse caso.

Aplicando o vinculo Unimodular na equagao (4.40), o termo dependente de x

desaparece e obtemos a mesma equacao de Klein Gordon para a teoria classica:

_1op0? ¢
06 =3 ’;ﬁ o (4.43)

A novidade aqui vem do fato de que nao podemos isolar o escalar de Ricci da equagao

(4.42) devido ao seu carater sem trago. Dessa forma, ndo podemos reescrever a equagao
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de Klein-Gordon Unimodular como ¢é feito em (3.13). Poderiamos chegar em um resultado

parecido através da expressao (4.41), mas nao conseguiriamos eliminar o termo Y.

Assim como na RGU, a conservacao do tensor energia-momento neste caso nao é
uma consequéncia das identidades de Bianchi. Uma vez que, aplicando estas na equagao
(4.39) obtemos a seguinte lei de conservacao modificada,

.y

(BR)” =w <¢> " ison (T”"m - zllT;V> +3(0e)" . (4.44)

Se impormos a conservacao do tensor energia-momento, ao integrar a equagao acima,
aparece uma constante de integragao que interpretamos como constante cosmoldgica. Neste
contexto, as equacoes de campo se tornam as mesmas da teoria classica de Brans-Dicke

com a constante cosmolodgica,

1 8w w 1 .
R/W - §gﬁwR = ETHV + ?(Qb;u(b;u - §gw/¢;p¢’p)
1 A
+ g((b;u;l/ - guuD¢) + ng, (4.45)
0¢ = " ot \ (4.46)

3+ 2w 3+ 2w

Como dito anteriormente, estamos interessados em estudar o caso em que o tensor
energia-momento nao se conserva. Deste ponto em diante vamos considerar as equacgoes

que representam a teoria Brans-Dicke unimodular sendo (4.42), (4.43) e (4.44).

4.2.1 Solucoes Cosmoldgicas

Nessa sessao, vamos explorar aspectos da cosmologia na teoria de Brans-Dicke
unimodular. Para isto vamos considerar uma cosmologia onde o modelo de universo plano,

caracterizado pela métrica FLRW com k£ = 0,
ds* = dt* — a® (dx2 + dy? + sz) : (4.47)

As equagdes de campo nesse cenario sao:

_ 41 w(bz 1 éf) ¢
= e n=55(G-mE) e
O s 1¢—2+§(H+2H2). (4.49)

¢ ¢ 29 w
Novamente, as equagoes de campo sao sensiveis a uma combinagao de p+p, essa quantidade
estd relacionada com a entalpia do sistema. Dessa forma, nao ha distingao entre as solugoes
de vacuo (p = p = 0) e as solugoes de (p = —p). Esta é uma caracteristica particular da
teoria unimodular, ja que tal propriedade nao se repete na teoria Brans-Dicke original

cuja a solugdes sao (3.29) e (3.27). Vamos restringir nossa anélise as solugoes de vacuo..



Capitulo 4. Teoria Unimodular da Gravitacdo 48

Primeiramente, vamos analisar a possibilidade de solugoes do tipo exponenciais

como ¢é feito para o caso de Brans-Dicke. As solucoes tem a seguinte forma,

= aeel', H = cte, (4.50)
¢ = ¢oet, s = cte. (4.51)

A partir de uma substituicao direta destas solugoes nas equagoes (4.48) e (4.49) para o

caso no vacuo obtemos,
H = (1+4w)s, (4.52)

12
s?+6Hs — —H* = 0. (4.53)
w

Nesta solugao para w = 1, obtemos H = s = 0, uma solucao do tipo Mikowski. No
caso de w # 1, podemos substituir (4.52) em (4.53) e obter,

2
Z 6wt 4 17w + 12 |= 0. (4.54)
w

Para s # 0, se tem duas solugoes possiveis para a equagao acima: w = —3/2, que representa

o caso onde Brans-Dicke é equivalente conforme da Relatividade Geral e w — 4/3 que é

uma solucao obtida no caso da teoria classica.

Vamos agora considerar solugoes na forma de leis de poténcias, assumindo que,

= aot", (4.55)

¢ = ¢ot° (4.56)

Substituindo tais relagoes nas equagoes (4.48) e (4.49), novamente no caso do vacuo,
obtemos,

—(s+2)r —s+(14+w)s* = 0, (4.57)

(5% — 28)w + 6(ws + 1)r — 127 = 0. (4.58)

Nestas, é direto verificar que as solugoes correspondentes da teoria classica (r =
w+1/2 e s =2) também sao solugoes nesse caso. Na busca por outra solu¢ao nao trivial,

podemos unir as relagdes obtidas acima e encontramos uma equacao que dependa apenas

de s.
(12 + 17w + 6w?)s® — (30 + 38w + 12w?)s? + (6 + 4w)s + 2(6 + 4w) = 0. (4.59)

Como s = 2 é uma solucgao verificada, nés podemos reduzir a ordem da equagdo acima,
obtendo:

(12 + 17w + 6w?)s® — (6 + 4w)s — (6 + 4w) = 0. (4.60)



Capitulo 4. Teoria Unimodular da Gravitacdo 49

Tal equacao pode ser reescrita como,
3 2
2+§ws—s—1:0, (4.61)

cuja as solugoes sao,

144/1+ 2w
s=—7 3 (4.62)

3(4 + 3w)

Esta é correspondente a solucao de vacuo da teoria de Brans-Dicke sem a constante
cosmologica. Contudo, as solugdes para p = —p, que representam um universo com uma
constante cosmolégica ndo nula, sdo as mesmas. Mais a frente ao estudar perturbacoes no

vacuo vamos usar as solugoes alternativas:

a(t) = agt“ T2, (4.63)
o(t) = ¢ot”. (4.64)

4.2.2 Perturbacoes Cosmoldgicas

Aqui, partiremos para uma analise perturbativa da teoria. Para isto, prosseguiremos
de forma similar ao que fizemos anteriormente e consideraremos uma perturbacao pequena
h, em um fundo FLRW plano de forma que ¢, = g + b € também no campo escalar
= ¢+ 0¢, com d¢ da mesma ordem de LR

Uma grande diferenga para o caso Unimodular ¢ de que a condigao /—g = £ impoe
um vinculo na perturbagao da métrica (hg, = 0). Como foi discutido, essa condi¢do nao
nos permite usar o calibre newtoniano ou o calibre sincrono se o tensor de energia-momento
se conserva, V,T" = 0. Nesta sessao que se segue, vamos nos restringir a estudar o caso
onde V,T" # 0 a fim de ser possivel usar o calibre sincrono no contexto unimodular, de

forma que,

hyo =0, hye =0. (4.65)

Dentro desse contexto, para calcular as equagoes de campo perturbadas vamos
precisar calcular outros termos a priori. As componentes do tensor de Ricci, perturbado e
do escalar de Ricci perturbado ja foram calculadas em (4.26), (4.25)(4.24), (4.27). Alguns

resultados uteis sdo:

. . 2
O(¢p+0¢) = ¢+ 06p+3Hp+3Hep — Vaf(/’ , (4.66)
(6+00),, = 0+ (4.67)
(¢+69) o = 00i— Hig,, (4.68)

(6+08) =~ = 66:;—a*Hos; + hg¢ : (4.69)

v
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As perturbagoes do tensor energia-momento nao mudam neste caso, sao as que encontramos
m (2.69)-(2.71). Com estas quantidades bem estabelecidas, podemos substituir em (4.42),

excluir os termos nulos e vamos obter uma expressao geral somente para as perturbagoes:

3 1 5 1
5aY, = ZT[(STW— (0T + hyu T) — (f(T —guyTﬂ

3 4 1
- hyd 0
+ 5 (6¢M¢ 6,06, — 10 (266,8 —h05,,5,) — ﬁ’”“)
2wo - - 1 - _
- 22 (1048004045000 = 156,67
Ligsrsaw 1 "_5¢kk L (v 3HG
+ P ((Qf) +00).,0 49,“/(5@5 +3Hé¢p) — 4h,w <¢ + 3H¢>
= 2 510, - !
5 (0 = G (04 3H¢)) (1.70)
onde definimos,
IGY, = 6R,, — i (Gu0R + huR) . (4.71)

Desta expressao geral para perturbagoes obtemos as seguintes casos especificos

para cada componente:

e Casop=v=0:

— kg 24m ¢ Cb 8¢
= = ——(dp+dp) —3—+3|H—-2w=| — (4.72)
a* ¢ ¢ o) ¢
12 2
_ sfom—w2 )20 V00
) @
e Casopu=0,v=1:
a k) Q-6 — = — Hbop 4,
i ( 3 ) 5 (P PIOu = 20500, — (00, — HOg:)  (473)
e Casop=1t,v=7y:
V2hi; — h h Mt (= Vi (20 1 2m 428\
a2 ij ik, gk — MVkjik +W ij — Mg+ - g ij T + + g ij
4
2 7 2 .
“[‘%(2& )‘W) <2H - ¢) 5?] 5, 2000 _ LV (4.74)
21 ¢ ¢ ¢ *) ¢ ¢ 2 ¢
Fazendo a aproximacao linear na equacgao de Klein Gordon, obtemos:
; O\ it (1923 (5o V9= - 3
5+ (BH ¢) 5o + 7 . (F +2H?)| 66 — —;00 = R (4.75)
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Tais equagoes (4.72)-(4.75) nos dao a dinamica das perturbacoes escalares, veto-
riais e tensoriais. Assim como em (ALMEIDA et al., 2022), vamos nos concentrar nas

perturbagoes tensoriais e escalares neste trabalho.

4.2.3 Ondas Gravitacionais

Para verificar o fendmeno das ondas gravitacionais no contexto da teoria Unimodular
devemos fazer a analise perturbativa e considerar apenas os modos tensoriais no calibre
ho, = 0 e a condicao hy, = 0 que ja vem atrelada a teoria. Aplicando estas condigoes na

equagao (4.74), obtemos a seguinte expressao:

. ; . V2 i Hé
hij + (i - H) hij + | =~ — 23 - 2(;5] hi; = 0. (4.76)

a?

A expressao encontrada para este caso é a mesma para o que encontramos na teoria
original (3.33) e portanto as solugoes sao as mesmas ja encontradas. O mesmo padrao
acontece nos casos da Relatividade Geral e a teoria Unimodular, veja (FABRIS et al.,
2022a).

4.2.4 Perturbacoes Escalares no Vacuo

Para o caso do vacuo, nao ha densidade ou pressao para se considerar, entao a
analise perturbativa é feita levando em consideracao que dp = dp = 0. Unindo as equagoes

(4.75) e (4.72), obtemos a seguinte expressao para a perturbacao escalar:

(3 — 2w)de — l3(1 + 2w)H — &uz L) (4.77)
+ lm (H+H?) - 4%21 5 + ! Zf“’v%qs =0.

J& nesta equacao, podemos determinar critérios de estabilidade comparando o sinal relativo
do termo de segunda derivada temporal com o termo do laplaciano da perturbacao. Ambos
os termos possuirem o mesmo sinal nesta equacao resulta em uma velocidade do som
imaginaria, o que é associado com instabilidades. Esta situacao ocorre somente no intervalo
em que —1/2 < w < 3/2. Essa particularidade difere do que é observado na teoria cléssica,
uma vez que, nesse caso a velocidade do som é sempre positiva. A fim de resolver esta
equacio, nos realizamos uma decomposicao de Fourier, onde obtemos V2§¢ = —k?d¢, o

que nos leva a uma equacao com a seguinte estrutura:

. (1 + 2w) Sw ] .,
56 — [3(3 - 2W)H ~ B d)] 5 + (4.78)
) <f§2

3 — 2w @?

1—1—2wkj+ 12
3—2wa? 3-—2w

(7 +H?) - ]5¢:0.
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Substituindo nesta equacao as solug¢oes de vacuo com a constante cosmoldgica nao-nula
(4.63) (4.64)obtemos:

0 [, kK s
S + r—+ (cs BT t?> dp =0, (4.79)
sendo,
ro o= —(1_26“’), (4.80)
s =1+ 6w, (4.81)
o —%%. (4.82)

O termo ¢ representa a velocidade do som. Analisar o sinal deste termo é uma
maneira de verificar se as solugoes da equagao (4.79) s@o estaveis ou ndao. O critério de
estabilidade para as perturbacoes é se elas evoluem de forma mais rapida do que as solugoes
de fundo. Perturbacdes de que inicialmente possuem amplitudes pequenas se amplificam
com pequena perturbagoes e entram no regime-nao linear. Na andlise do regime linear as

perturbagoes devem ser bem menores do que os termos de fundo de forma que,

29 <4 (4.83)

¢

Quando a razao acima se aproxima de 1, o regime linear nao é mais considerado.

A equagao (4.79) pode ser resolvida analiticamente. Para isto, faremos a seguinte

transformacao de variaveis:

1-2
=t p= 5 w’ (4.84)
e obtemos,
5o 72]52 S
s — 200 4 (GRS 54 o, (4.85)
x p? x?
com 5§ = s/p? e os indices linha denotam a derivacao com relagdo & nova varidvel.
Fazendo a transformacio d¢ = %2\, obtemos
N 2k 0P
N4+ = S — — | A= 4.86
ot < 2 ﬁ) : (4.86)
onde v? = 5+ 9/4, que, ao simplificar, se torna,
(5 + 6w)
=+ 4.87
2(1 — 2w) (4.87)

A solugdo da equagao (4.86) depende do sinal de ¢2. Se ¢? > ( entao (4.86) é uma

equacgao de Bessel de ordem v cuja a solugao é uma combinac¢ao dos polinémios de Bessel:

o¢ = x3/? {clJv(fcx) + CQJ_U(l;;J:)} : (4.88)
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onde ¢; e ¢y sdo constantes de integracio e k = \/ék; /p. Se ¢ < 0, temos uma equacao de
Bessel modificada, cuja as solugoes sao uma composicao entre polinémios e fungoes de
Bessel modificadas,

0¢ = ¥ {1 K, (|Klx) + cal, ([K|z) } (4.89)

As solugoes (4.88) sao encontradas no intervalo w < —1/2 ou 3/2 < w e portanto
nao apresentam instabilidades. Em contrapartida, a solugao (4.89) apresenta instabilidades
ja& que para pequenas escalas aparece um termo exponencial quando fazemos limite de
k — oo.

Agora vamos analisar os casos limites da instabilidade, que sdo w = —1/2 e w = 3/2.
O caso de w = —1/2 é o caso de um universo estatico, mas o campo escalar se desenvolve

com o tempo. As solugoes de fundo sao,
a—a, , ¢O=adt> (4.90)

Substituindo estes valores na equagao (4.79), obtemos,

. 5o 5p
06 —2—+2-7 =0. (4.91)

Esta é uma equacao do tipo Euler, que para este caso possui a solucao:
§¢ = ce1t® + cot, (4.92)

onde ¢; e ¢y sao constantes de integracao. Esta solugdo mostra que a perturbacao evolui
em até a mesma taxa que o campo de fundo ¢ o t2. Entdo a solucdo para o caso do

universo estatico é estavel.

Para o caso w = 3/2, os termos de fundo evoluem da seguinte maneira,
_ 2 _ 2
a=at: |, ¢= Pt (4.93)

Se aplicarmos w = 3/2 na equacao das pertubagoes os termos de derivadas temporais
desaparecem e resta V20¢ = 0. Isso implica que as perturbacoes sao homogéneas. Com

esta condicao, a equagao da perturbacao se reduz a,

LN
) 4— — 10— = 0. 4.94
¢+ 4~ 2 (4.94)

Esta ¢ uma equacao de Euler cuja as solugoes sao,
8¢ = dit* + dat >, (4.95)

onde d; e dy sdo constantes de integracao. Assim como no caso do universo estatico, a
perturbacdo evolui, no maximo, até a mesma taxa do termo de fundo #2, o que nos mostra

que este caso também é estavel.
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A comparagao dos resultados obtidos nesse caso com os que obtemos no Capitulo
3 (3.54), nao ¢ tao direta, uma vez que, a condigdo do calibre sincrono apresenta certas
caracteristicas na teoria unimodular que nao apresenta na teoria classica. Contudo, em
escalar pequenas, a teoria classica de Brans-Dicke nao apresenta instabilidades dado que a
velocidade do som é sempre positiva, enquanto na presente versao ha um claro intervalo
de instabilidades entre —1/2 < w < 3/2. Além do mais, as solugoes particulares dos casos

para w = —1/2,3/2 ndo aparecem no caso da teoria classica.

Na andlise perturbativa feito nessa secao, nos restringimos a identificar a estabilidade
dos casos estudados. De fato, podemos estudar o processo de formacao de estruturas
apenas com a introducao dos termos de matéria necessarios. Nos postergamos esta analise
para um futuro trabalho ja que, como mostrado no trabalho (FABRIS et al., 2022b), os
casos além das solugoes de vacuo demanda a imposicao de uma condigao prévia para
fechar o sistema de equacoes. A determinacao de tal condig¢ao extra pede uma discussao

separada.
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5 Conclusao

No segundo Capitulo dessa dissertacao realizamos uma breve revisao dos funda-
mentos da Relatividade Geral. Encontramos as equacoes de campo da teoria e fizemos a
aproximacao de campo fraco para encontrar as solu¢oes de ondas gravitacionais utilizando
um formalismo invariante de calibre. Estudamos as solu¢oes cosmolégicas para as princi-
pais eras do universo considerando uma métrica FLRW plana. No fim do capitulo foram
estudadas perturbacoes escalares e tensoriais explorando nestas os calibres Newtoniano e

o calibre sincrono, respectivamente.

O terceiro Capitulo foi dedicado a teoria classica de Brans-Dicke. Nesta teoria um
campo escalar foi introduzido no lugar do inverso da constante gravitacional de Newton, G.
Esse campo é uma variavel dinamica que aparece acoplado nao-minimamente com a parte
geométrica da teoria. Dessa forma, a partir do principio variacional encontramos uma
equacao de campo variando em relagao a métrica e outra variando em relagao ao campo
escalar. A correspondéncia da teoria com a Relatividade Geral ocorre através de valores
muito altos da constante de proporcionalidade adimensional, w. Esta equivaléncia requer
configuragoes especificas para o tensor energia-momento como foi mostrado no trabalho
(ROMERO; BARROS, 1993). Solugoes cosmolégicas de fundo para as principais épocas do
universo foram estudadas para o caso de Brans-Dicke. Fizemos uma andlise perturbativa

da teoria, encontrando solucoes de ondas gravitacionais tal como perturbacoes escalares.

No quarto Capitulo abordamos a teoria Unimodular da gravitagao. Comecamos
pelo caso da Relatividade Geral Unimodular. O vinculo que impoe que o determinante da
métrica seja constante, aparece como um multiplicador de Lagrange na acao da teoria.
A consequéncia é que as equagoes de campo obtidas possuem um cardter sem traco.
Nesse contexto, uma lei de conservacao modificada é obtida e a conservagao do tensor
energia-momento deixa de ser uma imposicao da teoria e se torna uma escolha. Se fizermos
com que o tensor energia-momento se conserve, a teoria Unimodular recupera o caso
da Relatividade Geral com a adi¢cao da constante cosmoldgica. Focamos nossa atencao
na outra possibilidade, explorada pelos trabalhos (FABRIS et al., 2022a) e (FABRIS et
al., 2022b). Ao desconsiderar a conservacao de T}, as equagoes cosmoldgicas se tornam
sensiveis a uma combinacao p + p, o que significa que solu¢des para p =0 e p = —p sao
equivalentes. As equacoes cosmoldgicas deste modelo nao sao independentes, na verdade,
ambas possuem o mesmo conteido, de forma que obtemos uma tnica equagao para dois

parametros indeterminados. tal sistema requer uma suposicao extra para ser resolvido.

O tema central dessa dissertacao foi a formulagao da versao Unimodular da teoria

de Brans-Dicke. O método utilizado foi em esséncia o mesmo que na Relatividade Geral,
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no qual um vinculo foi introduzido na Lagragiana de Brans-Dicke e a partir desse vinculo
encontramos as equacoes de campo sem traco. Através das identidades de Bianchi aplicadas
nas equagoes de campo, foi encontrado uma lei de conservagao modificada. Se a lei de
conservacao habitual for imposta recuperamos as equacoes de Brans-Dicke originais com a
adi¢do de um termo de constante cosmologica. Contudo, essa imposi¢do nao é obrigatéria
e noés estudamos a possibilidade de usar as leis de conservacao generalizadas, que em
principio quebra a correspondéncia com a teoria tradicional de Brans-Dicke. No mais, os

padrdes observados na teoria da Relatividade Geral Unimodular se repetem aqui.

Focamos nossa andlise no contexto cosmolégico. Assim como na RGU, quando
nao consideramos a lei de conservacao habitual, todas as equagdes sao sensiveis apenas a
combinacao p+ p, ou seja, a entalpia do setor de matéria total. Isso tem como consequéncia
que os casos para do vacuo e da matéria sao equivalentes. Ambas levam as solugoes de vacuo
na presenca de uma constante de integracao que pode ser identificada com a constante
cosmoldgica (que pode ser fixada igual a zero). As solugbes obtidas sdo as mesmas que as

solugoes de vacuo para Brans-Dicke classico com ou sem um constante cosmolégica.

No entanto, esta equivaléncia é quebrada em nivel perturbativo principalmente
devido ao vinculo Unimodular. Uma vez que, a condicao proibe o uso do calibre sincrono
e newtoniano se considerarmos que o tensor energia momento se conserve. Se nao, no
caso em que nao se conserva, o calibre sincrono é permitido, embora o calibre newtoniano
continua sendo inutilizavel. As equagdes perturbadas para o vacuo podem ser resolvidas
analiticamente e diferem das encontradas na teoria de Brans-Dicke Cléassica. Em particular,
as perturbacoes se mostram instaveis para pequenas escalas se o parametro BD estiver
no intervalo —1/2 < w < 3/2. Para todos os outros valores de w, obtemos perturbacoes

estaveis.

A introducao de formas mais gerais de matéria compartilha o mesmo problema
que em UGR: o sistema de equacoes resultante é indeterminado e uma suposicao extra
deve ser introduzidos para obter um cenario auto-consistente. Pretendemos investigar esse

problema no futuro.
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