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RESUMO

As maquinas de fluxo ao longo dos anos apresentaram papel significativo na atividade
industrial, colaborando de forma positiva para o desenvolvimento da humanidade. Com isso,
estudos voltados ao campo da mecanica dos fluidos vém sendo cada vez mais explorados com
0 intuito de contribuir para desenvolver novas tecnologias no ramo de engenharia. O objetivo
deste trabalho € empregar o Método de Otimizacdo Topologica (MOT) em escoamentos
incompressiveis, utilizando a implementacdo do método variacional multiescala, capaz de
fornecer uma formulagéo de elementos finitos estabilizada para a equacgdo de Navier-Stokes,
visando buscar a melhor distribuicdo de material ao longo do dominio fixo de projeto. A etapa
inicial foi realizada por meio do calculo de todas as condi¢cdes de escoamento a partir das
equacOes de Navier-Stokes, e entdo, com o método de elementos finitos, procedeu-se a
aproximacéo das equagdes diferenciais. O interesse em combinar o método de elementos finitos
estabilizado multiescala variacional com o método de otimizacéo topoldgica consistiu em poder
fornecer uma estrutura de elementos finitos. Em seguida, o processo de otimizacdo topoldgica
foi iniciado neste trabalho, utilizando-se como objetivo a minimizacdo da perda de carga em
um dominio predefinido, no qual é empregado um modelo material em um meio poroso. Nesse
processo, um método baseado no gradiente da fungdo-objetivo é utilizado para definir a analise
de sensibilidade. Como forma de atestar a otimizacao topol6gica, combinando-se com o método
variacional estabilizado multiescala proposto neste trabalho, foi realizada a aplicacdo da
otimizacdo topoldgica em algumas geometrias ja conhecidas na literatura. Os resultados de
otimizacao obtidos neste projeto se apresentaram muitos proximos aos da literatura. De forma
geral, a empregabilidade do projeto de otimizacdo de dispositivos pela combinacdo do MOT

com método de elementos finitos multiescala mostrou se viavel no projeto proposto.

Palavras-chave: Método de Otimizacdo Topoldgica. Método de Elementos Finitos
Multiescala. Equacdes de Navier-Stokes. Escoamento Incompressivel.



ABSTRACT

Flow machines, over the years, have played a significant role in industrial activity, contributing
positively to the development of humanity. As a result, studies focused on the field of fluid
mechanics have been increasingly explored in order to contribute to the development of new
technologies in the field of engineering. The objective of this work is to employ topological
optimization in incompressible flows, using as an aid the implementation of the multiscale
variational method capable of providing a stabilized finite element formulation for the Navier-
Stokes equation, to seek the best material distribution along the fixed domain of project. The
initial step takes place through the calculation of all flow conditions from the equations of the
Navier-Stokes equations, and then the finite element method performs the approximation of the
differential equations. The interest in combining the stabilized multiscale variational finite
element method with the topological optimization method is to be able to provide a stable finite
element structure. Then, the topological optimization process is started, in this work, using as
objective the minimization of head loss in a predefined domain in which a material model is
used in a porous medium. In this process, a method based on the objective function gradient is
used to define the sensitivity analysis. As a way of attesting the topological optimization,
combined with the stabilized multiscale variational method proposed in this work, the
application of topological optimization is performed in some geometries already known in the
literature. The optimization results performed in this project presented results very close to
those in the literature. In general, the device optimization project, by combining the MOT with

the multiscale finite element method, proved to be usable in the proposed project.

Keywords: Topological Optimization Method. Multiscale Finite Element Method. Navier-

Stokes Equations. Incompressible Flow.
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1 INTRODUCAO

Otimizar componentes hidrodinamicos no ramo da engenharia tem sido uma tarefa desafiadora,
0 gque tem encorajado engenheiros e pesquisadores a trabalharem no estudo de novos projetos.
O grande desafio desses projetos consiste no fato de lidar-se com o escoamento do fluido,
recebendo carregamentos internos e entéo realizar a otimizacgdo da distribuicdo da energia
potencial total do escoamento. A otimizacdo desses componentes deve ser pensada de modo
que a energia total contida no fluido de trabalho seja potencializada. Dessa forma, no
desenvolvimento de um projeto na é&rea de escoamento, dimensionar componentes
hidrodindmicos é um dos principais desafios do engenheiro, pois além de o projeto ter que
atender aos requisitos minimos exigidos de operacdo, também deve ser adequado a
procedimentos normativos, a depender do tipo do projeto. No século passado, em razdo da
tamanha dificuldade na avaliacdo da grande quantidade de variaveis dentro de um processo de
otimizacdo, seu sucesso dependia da experiéncia, habilidade e intuicdo dos engenheiros e

projetistas.

Nessa época, o produto final otimizado era obtido por meio de um processo intuitivo, iterativo
e sequencial no qual era demandada a construcdo de modelos para a avaliacdo de parametros
criticos e a comparacdo com projetos pré-configurados. Resumindo, era um trabalho de
tentativa e erro, e por isso 0s avangos com relacdo a requisitos de seguranca, qualidade,
durabilidade, funcionalidade, entre outros parametros, ocorriam de forma lenta. A partir de
1950, com a evolucdo dos computadores e a criacdo de linguagens de programacao
consideradas de alto nivel, associadas a novas pesquisas de métodos numéricos que podiam ser
confiaveis, houve um salto significativo na qualidade dos trabalhos de desenvolvimento e
analise de projetos estruturais (ALONSO, 2018). Assim, com o passar dos anos, 0 aumento do
poder computacional — aliado a significativas reduc6es de precos de computadores de melhores
desempenhos — permitiu melhorias e o desenvolvimento de novas técnicas numéricas para
serem empregadas em problemas mais complexos constituidos com um grande ndmero de
varidveis. Partindo desse contexto, foi introduzido o conceito do Método de Otimizagéo
Topoldgica, conhecida como MOT, na aplicacdo de projetos, que atua sobre a geometria de um
determinado sistema que busca a sua otimizacdo, obedecendo a certos critérios e restricdes.
Basicamente, a otimizacédo topoldgica é realizada pela distribuicdo de uma quantidade limitada
de material dentro de um sistema, de forma direcionada, formando sua topologia e de forma a

otimiza-la conforme uma fungéo-objetivo escolhida.
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O principal objetivo deste trabalho consiste em integrar o método de elementos finitos
multiescala estabilizado no processo de otimizagéo topoldgica e estudar o comportamento desse
Método de Otimizacdo no projeto de componentes hidrodindmicos de escoamento. A ideia
principal, é buscar a otimizacdo desses dispositivos, sob o ponto de vista do desempenho
adquirido com a otimizacdo em relacdo ao escoamento de fluido e a dissipagéo de energia do

escoamento.

A finalidade principal do método de otimizacdo (MOT) é chegar a condi¢do Otima de
distribuicdo de material dentro de um dominio especifico de um projeto. Para cada ciclo de
otimizacdo, o material é redistribuido seguindo alguns critérios de restricdo, como por exemplo
o coeficiente de resisténcia de um aerofdlio de um carro. Ou seja, busca-se para o problema a
forma de como distribuir o material no interior do espaco predefinido, obedecendo a certos
critérios predeterminados, como condigdes de contorno e suas restricdes, assim obtendo como

resultado a maximizacdo ou minimizacdo da funcao-objetivo predefinida.

Segundo Bendsge (2003), a distribui¢do otima de material consiste em determinar quais pontos
do dominio serdo considerados regides solidas e quais serdo definidas como regides fluidas. A
distribuicdo de material é realizada pela funcdo-objetivo, que possui uma dependéncia da
variavel de projeto e os campos das variaveis do escoamento obtidos por meio da solucéo
numérica das equacdes de escoamento. O método de otimizacgdo consiste em calcular os valores

das variaveis de projeto que minimizam ou maximizam a funcéo-objetivo do problema.

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

O método de otimizacdo topoldgica (MOT) € um método computacional de otimizagdo
estrutural que redistribui o material de uma estrutura para determinadas condic¢des de contorno.
Ao longo dos ultimos anos, 0 método vem ganhando atengdo no ambiente cientifico, por
permitir obter projetos mais eficientes e, dependendo do objetivo do projeto, obtém-se reducéo
de custos de fabricagéo. Os algoritmos existentes do MOT sdo compostos pela utilizagdo de um
método de otimizacg&o, podendo esse ser deterministico ou probabilistico, em conjunto com um

método numérico, por exemplo, o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Atualmente, a aplicagdo de otimizagdo é mais difundida na &rea de mecanica dos solidos, mas

aos poucos vem ganhando notoriedade em aplicacGes na area de mecénica dos fluidos. A
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relevancia do tema pode ser comprovada no trabalho de Negrgaard, Sigmund e Lazarov (2016),
em que mostram o uso de otimizacdo topologica em um sistema bypass sanguineo na area de
medicina, assim contribuindo para uma melhor qualidade de vida das pessoas. Em virtude da
necessidade de obter um vantajoso método numérico para ser utilizado com as técnicas de
otimizacdo, garantir uma estrutura adequada de MEF aplicada a problemas fluidos se torna
interesse na comunidade cientifica. Portanto, o desenvolvimento de técnicas de estabilizacdo
por meio do meétodo elementos finitos se torna muito importante, por permitir uma

implementacao confiavel e também com um menor custo computacional.

1.2 OBJETIVOS

Esta dissertacdo tem como objetivo desenvolver uma metodologia de otimizagdo topoldgica
para escoamentos laminares incompressiveis bidimensionais, por meio da integracéo do método
elementos finitos multiescala no processo de otimizacgéo topologica. A utilizacdo de um método
de elementos finitos estabilizado permite corrigir as ineficiéncias numéricas que ocorrem em
problemas de escoamentos que envolve as equacbes de Navier-Stokes, quando utilizado método
de elementos finitos convencionais. Logo, uma boa implementacdo de um método de elementos
finitos permite fornecer uma execucédo confidvel e com um menor custo computacional para o
processo de otimizacdo. Os resultados deste trabalho foram comparados com a literatura para

validacdo da metodologia, tendo como resultado final geometria otimizada.

1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Além da introducéo, a dissertacdo é composta pelos seguintes capitulos:

e no capitulo 2, sdo apresentados os aspectos relativos a discretizagcdo da Equacéo de Navier-
Stokes; em seguida, 0s conceitos importantes associados ao método de otimizacao
topoldgica;

e no capitulo 3, é apresentada a metodologia de elementos finitos multiescala variacional que
sera utilizada em conjunto com o metodo de otimizacéo topoldgica;

e no capitulo 4, é apresentado o conceito basico do processo de otimizagéo topologica;
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e no capitulo 5, sdo trazidos os resultados obtidos no processo de otimizacdo e comparados a
resultados encontrados na literatura; e

e no capitulo 6 sdo expostas as consideragdes finais.
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2 REFERENCIAL TEORICO

A vida cotidiana esta cercada de problemas relacionados a mecéanica dos fluidos, os quais
podem ser de cunho de fenémenos naturais ou problemas de engenharia. Por exemplo: uma
bomba d’4gua de um carro com baixa eficiéncia; um alto ruido provindo de um sistema de
exaustdo do carro; o superaquecimento de computadores devido a ineficiéncia do cooler de
resfriamento, entre outros problemas. O desejo de corrigir ou minimizar tais problemas vem
sendo impulsionado ao longo dos anos, com o0s progressos tecnoldgicos, tornando possivel

agora estudar mais profundamente um problema fluido.

Com essa evolucdo de tecnologias e o desenvolvimento de software como o CFD, é possivel
realizar, por meio de simulaces, o fluxo de fluido ao redor ou por meio de qualquer produto a
ser analisado em grande detalhe. Continuando com os avancos, agora sendo complementados
com o metodo de otimizacdo topoldgica em estruturas e escoamentos, permitiu-se obter
solugcdes de manufatura para topologias complexas e, com isso, resolvendo problemas
relacionados ao projeto, produzindo produtos mais eficientes e, a depender do objetivo,
consegue obter-se a reducdo de custos na manufatura de um produto/componente.

O método de elementos finitos, devido a sua robustez e capacidade de trabalhar com geometrias
complexas, segundo Tsega e Katiyar (2018), se tornou uma das ferramentas mais Uteis para
auxilio a engenheiros e cientistas, nos Gltimos anos. O MEF é uma importante ferramenta para
a solucéo de equacdes diferenciais parciais. Obter a solucdo exata para alguns problemas de
engenharia, como problemas de fluidos, ainda é uma tarefa desafiadora, porém, por meio do

MEF, aproximacdes resultantes permitem descrever tais fenémenos.

De acordo com Masud e Khurram (2018), em problemas de fluidos, as formula¢des do método
de elementos finitos paras as equacdes de Navier-Stokes sofrem algumas deficiéncias
numericas. Um dos fatores que contribuem para tais deficiéncias € a combinacdo inadequada
de funcgdes de interpolacédo para a velocidade e pressdo e uma das formas de corrigi-las é adotar
técnicas de estabilizacdo como a do método de elementos finitos multiescala que é apresentado

neste trabalho.
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2.1 EQUACAO DE NAVIER STOKES

As equacdes que regem 0 movimento de uma particula fluida no espaco sdo dadas sob a forma
de equacdes de Navier-Stokes (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2002). Para um escoamento em um
meio poroso, as equagdes diferenciais que governam o escoamento em estado permanente séo

dadas por:

e conservacdo de momento

pVuu = —Vp + puV.(Vu + Vu') + pf (2.1)

e equacdo da continuidade

V-u=0 (2.2)

Em que u é o campo de velocidade, p é a pressdo, u é a viscosidade dinamica, p € a densidade
de massa e f é o vetor forca de corpo. Ao introduzir uma forca resistiva por causa da porosidade,

a equacdo (2.1) pode ser reescrita sendo (equacdo de Brinkman):

pVuu = —Vp+ uV.(Vu + Vu’) + pf + £, (2.3)
Sendo f; a forca resistiva de Darcy para o fluido viscoso, que é dado por:

f, = —k(x)u (2.4)

Considera-se que a forca de atrito que ocorre entre o fluido e a matriz sélida seja proporcional
a velocidade do fluido no meio poroso (lei de Darcy). O coeficiente k (permeabilidade inversa)
para esse caso é considerado o esquema de interpolagdo de material, interpolando entre uma
pequena taxa de fluido (meio poroso com baixa permeabilidade k >> 1) e uma taxa alta de fluxo
(alta permeabilidade), ou no caso de um fluxo ndo perturbado (k = 0). Temos k sendo uma

funcdo da variavel de projeto a.

Devido ao termo de advecgdo pVu.u e a restricdo de incompressibidade V.u = 0, a estabilizacdo
da equacédo de Navier-Stokes se torna necessaria; e isso se torna possivel por meio da utilizagdo

de métodos estabilizados, 0 que serd visto nas proximas se¢oes.
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2.1.1 Forma forte da equacgédo de Navier-Stokes

A forma forte de um problema de valor de contorno para as equacfes de Navier-Stokes é
formulada na seguinte configuracao: encontrar o campo de velocidade u e 0 campo de pressdo

p, de tal modo que:

pVuu — pV.(Vu+ (V)u') + Vp+ kla)u = pf in £ (2.5)
V.-u=0 in (2.6)

u=up in I'p (2.7)

—pn+pVu-n=t in Ty (2.8)

2.2 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

De acordo com Reddy (1993), o método de elementos finitos € um procedimento numérico para
obter aproximacdes das solugdes de problemas de valores de contorno de equacdes diferenciais.
O procedimento MEF trata de seccionar o dominio de um problema em menores partes, ou seja,
em subdominios que sdo chamados de elementos finitos. Para cada elemento, a variavel
desconhecida é aproximada por uma combinacéo linear de aplicacdes chamada de funcbes de
forma, estando essas funcbes associadas aos nés que definem o elemento. Essas aproximacdes
sdo entdo montadas em Unico conjunto, assim formando um sistema global para todo o dominio.
Em alguns métodos numeéricos para resolver as equacdes diferenciais parciais, essas podem ser
discretizadas diretamente na formulacdo forte do problema (isto é, escritas como equacfes
algébricas lineares adequadas para solu¢des computacionais. Entretanto, isso nao € possivel no
método de elementos finitos. Desta forma, é necessario obter uma formulacdo fraca do

problema, que é uma forma integral das equacoes.



22

2.2.1 Formulagéo de Galerkin e forma fraca do problema de escoamento

Em razdo da complexidade que é obter a solugdo analitica da equacdo de Navier-Stokes, 0
auxilio de métodos numéricos na resolucao de problemas desse tipo se torna muito importante.
Por meio da implementacdo do método de elementos finitos consegue-se achar a solucéo
aproximada das equagdes de Navier-Stokes. A vantagem em adotar o MEF como método
numérico, comparado a outros métodos, € a capacidade de poder trabalhar com geometrias,
muitas vezes, complexas, e sua eficiéncia na solucdo de equacgdes diferenciais. Desta forma,
conforme citado por Tsega e Katiyar (2018), o método de elementos finitos (MEF) se tornou
uma das ferramentas de engenharia mais importantes e Uteis para engenheiros e cientistas, nas

ultimas décadas.

As formulagGes numéricas apresentadas aqui para resolver as equacdes de Navier-Stokes para
um estado permanente dada pelas Equacdes (2.5) e (2.6), sdo baseadas no método de elementos
finitos. Portanto, conforme explicado por Jacob e Belytschko (2009), em método de elementos
finitos ndo é possivel converter diretamente a forma forte para um conjunto de equacdes
discretas. Para isso, uma formulacdo fraca do modelo se torna necesséria, a qual apresente

equivaléncia com a formulacéo forte.

A formulacdo fraca das Equacdes (2.5) e (2.6) é dada por: ache (u, p) € S x Q, tal que:

(w;w,u) + a(w,u) + b(w,p) + k(w,u) = (w,f) + (w,t) YW €

b(u,q) =0 Vge@ 29)

Com as definigdes para os termos bilineares e formas bilineares utilizadas na forma fraca do

problema
b(u, q) = —/Q gV - udQ (2.10)
b(w,p) = — /QW - wdQQ (2.11)

b(w,u) = — /Q wV - udQ (2.12)
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Emaque (..)= fﬂ (.)€ representa o produto interno L2(Q) e w é a fungdo de ponderagio

para u conforme explicado no trabalho de Masud e Khurram (2004).

Introduz uma forma trilinear
c(u;w,u) = (w,pVu-u) = / pw - (Vu - u)d2 (2.13)
Q

Sendo essa associada com o termo convectivo nédo linear presente na equagédo de momento.

Outra forma bilinear para o termo viscoso pode ser definida, sendo:

a(w,u) = /1,/QVW : (Vu+ VuT)dQ (2.14)

Para esse caso nao foi utilizada a condicéo de incompressibilidade, evitando a simplificagéo do
termo viscoso. Isso possibilita diferentes condigfes de contorno natural, utilizando a

formulacéo da equacéo (2.14), a condicdo da equagéo (2.8) torna-se:

—pn+ p(Vu+Vul) -n=t (2.15)

Essa ultima opgdo € a mais adequada, uma vez que contém a forma exata do tensor da taxa

deformacéo.
A formulacdo de Galerkin do problema de Navier-Stokes é expressada da seguinte forma:

Dado f, u e t ache o campo de velocidade u" € 9" e o campo de pressdes p" € Q" para todo (w",

gq" € 9" x Q", tal que

owl u") + a(w”,u®) + blw", p") + E(w",u") = (wh, ) + (wh, ")

b(u", ¢") =0

c(u (2.16)

A partir da equacéo (2.16) e as funcGes de interpolacéo apropriadas para o campo de velocidade
e pressao, obtém-se que a matriz do sistema que rege o problema discreto da equacao de Navier-

Stokes assume a seguinte forma particionada:
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K+M+C(u) —Q
Q" 0

1 f

p

(2.17)

Em que M é a matriz de massa, K é a matriz viscosa, Q € a matriz do operador gradiente discreto

e C(u) é a matriz convectiva nao linear.

A natureza do problema de ponto de sela, com pressdo que atua como um multiplicador de
Lagrange na restricdo de incompressibilidade, produz um acoplamento entre a velocidade e
pressdo. O sistema apresentado em (2.17) é um sistema ndo linear e ndo simétrico (devido aos

termos convectivos presentes).

Para o problema de Navier-Stokes em estado permanente, quando utilizado o método de
elementos finitos de Galerkin h&a ao menos duas fontes potenciais de instabilidade numérica na
solucdo do problema. A primeira ocorre em razdo do tratamento do termo convectivo que se
manifesta quando o nimero de Reynolds do escoamento é alto, quando o escoamento € nao
desenvolvido ou camadas limites estdo presentes na formulacdo. Ha outra fonte potencial
geradora de instabilidade é a combinacdo inadequada de funcbes de interpolagdo para a
velocidade e a pressdo. No entanto, a fim de contornar tais problemas, existem procedimentos
que auxiliam na estabilizacdo na equacao de Navier-Stokes, que sdo capazes de superar ambos

os tipos de instabilidade numérica.

2.2.2 Implementacdo do Método de Elementos Finitos

A escolha do tipo de discretizacdo das equagdes incompressiveis de Navier-Stokes deve
satisfazer as condigdes Ladyzhenskaya — Babuska — Brezzi (LBB ou inf-sup) (FORTIN,
BREZZI, 1991; REDDY, GARTLING, 2010; LANGTANGEN; LOGG, 2016), condigdes

essas que permitem obter uma configuracdo mais estavel para o problema.

O uso de continuos de ordem igual ao elemento finito de Lagrange para presséo e velocidade
leva a um problema instdvel (ABRAHAM; BEHR, 2005).

Para resolver as equacgdes do problema de Navier-Stokes, o elemento Taylor-Hood, € um dos
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empregados, visto que ele satisfaz a condi¢do (LBB) (TAYLOR; HOOD, 1973; ARNOLD;
BREZZI, 1984).

Uma das vantagens de desenvolver uma formulacéo estabilizada, como o método de elementos
finitos multiescala estabilizado utilizado neste trabalho, € que além de atender a condicéo
(LBB), ela também corrige o problema de instabilidade ocorrido devido a combinacao
inadequada de funcgdes de interpolacdo para a velocidade e a pressdo. Desenvolver um sistema
estabilizado permite obter a funcéo linear tanto para velocidade quanto para pressao, como pode
ser visto na Figura 1. Uma das vantagens dessa configuracdo é poder obter quatro componentes
para velocidade e quatro componentes para pressao, pois dessa forma havera menos variaveis

a serem analisadas.

Na Equacdo (2.18) tém-se as funcdes de transformacado, em que x = x(&, n) e y = y(&, 7).

T = ?’1%@(5,7})} (2.18)

y =X udil€n)

Sendo x; e y; as coordenadas dos n6s dos elementos, as funcbes ¢i sdo elementos lagrangianos,
Bi(Xj) = dij, di(Y;) = dije ¢i = 1 nond i e 0 para os demais nos.

Figura 1 — No6s de elementos finitos (a) Velocidade); (b) Pressdo; (c) Variavel de projeto em um elemento

O
O
&
»

O
O
L
®

(a) Velocidade (b) Pressao ( c) varidvel de Projeto

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Para as velocidades, por meio das funcdes lineares a aproximacéo ocorre conforme a equacéo
(2.19).
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d1(Em) = 3En(E —1)(n — 1)
d2(E.m) = &€+ 1)(n—1)
¢3(&,m) = 'ijf:’f(*f + 1)(n+ 1) (2.19)
da(E,m) = %E-r,ll[;‘;' —1)(n+1)

No caso da pressdo, a aproximacdo ocorre por meio de funcdes lineares, sendo determinadas

pela Equacao (2.20):

xi(m) =31 -1 —n)

xa(&m =31+ -n |

Xs(6:m) = H1 +&)(1+1n) (2.20)
xal6m) =11 -1 +1) |

2.2.3 Implementacao numérica das equagdes de Navier-Stokes

No modelo de Galerkin para o método de elementos finitos aplicado as equacBes de Navier-
Stokes, a escolha das fun¢des de ponderacéo esta restrita ao espaco das funcbes de aproximacéo
usadas para a pressdo e o campo de velocidade. Para um sistema estabilizado, tem-se que a
funcdo de interpolacdo para velocidade e pressao € igual, neste caso sendo funcgdes lineares. As
variaveis (ui, p) sdo aproximadas pela expansdo de mesma ordem, o que pode ser visto nas
equacoes (2.21) e (2.23):

4

ui(x) = ()l = &'y, (2.21)
n=1

p(x) =Y xa(X)pn = X" P (2.22)

n=1

Para as fungGes pesos (w, q,) tem-se a seguinte correspondéncia:
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w = P q, ~= P (2.23)

O sistema ndo linear resultante pode demonstrado, sendo:

. a’lll E‘)u2 80171 8‘[!1 &é, aul 8U2
i = pi (w1t + up a2 | + kadiug + o [ —p + 2ot (e Wi | Vo
B /Q {p@ (ul(?:cl K ug(%2> + ka.@ o+ 0xy ( e u81}1> T 'u(‘);vg (0.1‘2 + 0:1;1)} b (2.24)

- /Q pg1idS) — /F(T -n)1¢;dl’

. ou;  Ous .
R =/ i W | FW N T |
. Q<8x1+8:c2>¢ i , ... (2.23) (2.25)
De forma tensorial, as equacdes apresentadas acima podem ser escritas da seguinte forma:
e conservacdo de momento

Cluju+Ku—-—Qp=F (2.26)

e equacéo da continuidade
—Q'u=0 (2.27)

Em que: u = [us, Uz, ug]".

As Equacgdes (2.26) e (2.27), no caso bidimensional, podem ser combinadas em um Unico

sistema algébrico, passando a ter a seguinte expressao tensorial:

C](U]) =+ CQ(U'_)) 0 0 uq Kk 0 0- uq
0 C| (ul) -+ CQ(UQ) 0 U9 + 0 K[,, 0 o +
0 0 0 P 0 0 O P
- (2.28)
2Ky + Koo K2 -Q, uy F,
Ko, Kii +2Kz —Qy| qu2p = F2
-Qf -Q: 0] p 0
Pode-se escrever o sistema (2.28) como:
CU 4+ KU =F, (2.29)

Em que as matrizes C e K séo definidas na Equacio (2.28), e tendo os coeficientes das matrizes

definidos como:
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o7

Ci(wy) = /Q P2 (")) By (2.30)
B = Q &7 0 (2.31)

Kij = /S . u%%ﬁjdfl (2.32)
Q= gi &7 dQ; (2.33)

F; = /Q P2 fidx (2.34)

Pode-se definir o sistema de uma forma mais compacta:

(2.35)
C(u)-l—Kk—i-Kd —Q u . F
-Qr ollp[ o
Sendo os elementos que compdem o sistema (2.35) definidos como:
C C 0
Cu) = |C1(8) + Calw) (2.36)
0 Cl(ul) —+ CQ(UQ)
K., 0
K, = :
k [ 0 K, ] (2.37)
5
e 2K + Koo K2 (2.38)
Ky Ky + 2Ky
Q,
Q= 2.39
2 2%9)

O sistema apresentado € um conjunto de equacdes diferenciais parciais acopladas, ndo lineares
e ndo simétricas, devido a contribui¢do do termo convectivo C(u). Portanto, a linearizagdo do

sistema torna-se necessaria, e isso € possivel com o uso adequado de algum método de
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linearizagdo para a solugéo, tais como Newton-Raphson e Picard. A contribui¢do da forma
simétrica Kq vem do termo difusivo. A matriz K é simétrica e vem do termo de absorcéo. As
variaveis de estado do problema ficam sendo os campos de velocidade e presséo, e podem ser
definidas de uma forma compacta baseada na equacéo residual discreta (2.40), conforme

abaixo:

R(U) =0 (2.40)

Em que U é o vetor que contém as variaveis de estado U = [u, uz, p]"

2.2.3.1 Método de Newton

Conforme foi possivel observar, problemas de escoamento regidos pela equacdo de Navier-
Stokes s@o néo lineares, sendo importante a sua linearizagcdo. Conforme encontrado em Dhatt,
Fomo e Bourque (1981), o método de Newton consiste em resolver problemas néo lineares por
meio do célculo de varios incrementos do vetor das incognitas até que o vetor dos residuos seja

minimizado.

Para obter uma taxa de convergéncia de segunda ordem utilizando o método de Newton, a

Equacdo (2.40) é reescrita sendo:

R(U) = K(U)U - F(U) (2.41)

O método de Newton esta baseado na série de Taylor truncada R(U) em torno da solucdo
conhecida Un:
OR

0=R(U") + 55| AU+ O(AU)? (2.42)
C un

Em que AU = (U™ — U"), omitindo-se termos de ordem superior, incluindo os de segunda
ordem, obtém-se:
R

R(Un) == m

(U - U™ = -3 (U™ (U™ - U") (243)

un

Em que J é a matriz Jacobiana, também chamada de matriz tangencial. De acordo com Portella
(1984), a matriz Jacobiana € obtida pela discretizacdo da primeira variacdo da derivada

funcional do método dos residuos ponderados de Galerkin.
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7= 55, (2.44)

Aproximando a solugio U™ para o sistema (2.41), obtém-se:

U™t = U™ — J-Y(UM)R(U) (2.45)

No caso bidimensional, os componentes do vetor solucéo U" = [uj,us,p] e€o0s
componentes do vetor residuo R, sdo:

R, Ci(u)uy + Colug)uy + (2K + Koo )uy + Kypus — Qp — Fy

| | (2.46)
R; = Ci(uy)uz + Co(ug)us + Kyyuy + (Kyy + 2Kz )us + —Qup — F»

Rs —Qlir.ut - le":

A equacdo (2.46) corresponde ao problema de um fluxo incompressivel. Dessa forma, a matriz
Jacobiana do método de Newton é dada como:

ORy JOR1 IOR;q

’78u1 Ous
J_ l@R] _

op -‘
OR2 OR2 JRo
op
au aRJJ
op

ouy dus
OR3 ORg3
ouy Oug

(2.47)

2.2.4 Estabilizagdo do problema de Navier-Stokes

Empregando o método de Galerkin, consegue-se obter uma aproximacao central dos termos
convectivos, mas quando ha um escoamento com elevado nimero de Reynolds, em que ocorre
convecgdo dominante, com relacdo a difusdo (efeito da viscosidade) a aproximacgado ndo é 6tima.
Para contornar tais problemas e obter solugdes numéricas que possam ser confidveis ao
problema, a implementacdo de uma formulacdo estabilizada de elementos finitos torna-se
necessaria. Uma condicdo também requerida ao se utilizar o método de Galerkin tradicional,
quando aplicada a equacdo de Navier-Stokes incompressivel, € que a estabilidade do método
depende de satisfazer a condi¢do de Babuska-Brezzi (LBB). Porém, por meio do emprego de

técnicas de estabilizacdo, essa condicdo pode ser contornada.
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3 METODO MULTIESCALA VARIACIONAL

Um esquema de estabilizacdo conhecido é o método GLS (Galerkin Least Squares), que pode
ser visto nos trabalhos de Hughes, Franca e Hulbert (1989) e Hughes, Franca e Balestra (1986).
Nas formas de minimos quadrados do método GLS dos residuos que séo baseados nas equagdes
de Euler-Lagrange correspondentes é adicionada a formulacdo de Galerkin. Esses termos
baseados em residuos sdo definidos apenas sobre os interiores do elemento, e 0s termos no

limite do elemento sdo excluidos.

De acordo com Reddy e Gartling (2010), os varios métodos de estabilizacdo implementados na
formulacdo GLS exigiam a definicdo de varios parametros 7, para 0s quais havia pouca teoria
que servisse como orientacdo para o desenvolvimento da formulacéo estabilizada. A continua
evolucdo e o refinamento dos parametros de estabilizacdo foram assuntos de algumas criticas e
incertezas atribuidas ao método GLS com relagdo a sua utilizacgdo como um método
estabilizador. Diante dessas dificuldades encontradas nas principais técnicas de estabilizacdo,
0 método multiescala passou a ser um importante método para ser usado em problemas de

Navier-Stokes.

No método variacional multiescala introduzido por Hughes (1995), sdo explicadas de forma
clara as origens do parametro de estabilizacdo em métodos baseados em residuos. O método
fornece a necessaria estrutura matematica para a construcdo dos chamados modelos de
submalhas. Como forma de entendimento mais claro, o0 método se assemelha aos métodos de
viscosidade de submalha apresentado no trabalho de Guermond (1999). O objetivo aqui, é que
aproximacdes de elementos finitos normais resolvam somente 0s aspectos na escala grosseira

de problemas envolvendo comportamento multiescala.

De modo a obter um entendimento conciso sobre o método variacional multiescala, o conceito
basico do método é decompor a solucdo de u em dois componentes, sendo um na escala
grosseira ou resoltvel, u, e outro componente na escala fina ndo resolavel, u’. O componente
de escala grosseira i é parte resolvida pela malha considerada de elementos finitos, enquanto
0 componente de escala fina u’ é a parte que se tenta determinar de forma analitica. Pode-se
observar que a solucdo da escala fina u’ efetivamente representa o erro, u — u, do componente
em escala grosseira, enquanto a solucéo na escala grosseira u é a escala resolvivel aproximada

pelo método de elementos finitos.
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Conforme citado por Masud e Khurram (2006), uma importante caracteristica atribuida ao
método variacional multiescala é que a definicdo do termo estabilizador 7 aparece naturalmente

na formulacdo, ficando, portanto, isenta de qualquer parametro projetado ou definido pelo

usuario.

3.1 0 MODELO DA FORMULACAO FRACA DE GALERKIN

Tem-se que w e q, representando o espaco das funcBes de ponderagdo para o campo de
velocidade e presséo, respectivamente. Os espa¢os apropriados de funcdes de ponderacdo para

a velocidade e pressdo ficam sendo:

9 ={wlw(HY(Q)™?), w=0 em I} (3.1)

P = {qlq € L2(Q)} (3.2)

A formulacéo fraca classica da Equacdo (2.5) e (2.6) passa a ser: ache u € U, p € P, de modo

que paratodow € U, q € P.

(W7 pvu ' u) o (VW. Mvu) - (V - W, p) = (Wa f) - (W’ h)r,ﬁ (33)

(¢, V-u) =0, (3.4)

A formulacdo apresentada atua como base no método de elementos finitos de Galerkin. Neste
caso, apenas certas combinac@es de interpolacdes para a velocidade e pressao sdo estaveis, de
acordo com Hughes, Franca e Balestra (1986). A forma fraca apresentada na sequéncia €
inerentemente mais estavel, permite acomodar uma variedade maior de interpolacdes estaveis,
como por exemplo interpolagdes continuas de igual ordem, que sdo conhecidas por serem

instaveis nas formulagdes classicas.
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3.2 DECOMPOSICAO MULTIESCALA

Para o desenvolvimento de uma formulacdo estabilizada para a equacdo de Navier-Stokes para
este trabalho, foi utilizada a abordagem variacional multiescala de Hughes (1995). O principio
fundamental que rege a abordagem multiescala é a capacidade de poder reconhecer a presenca
das escalas finas que ndo podem ser capturadas por uma dada discretizagdo espacial. Em
problemas cuja solucao desenvolve caracteristicas nitidas que exigem uma resolucdo de malha
impraticavel ao recurso computacional, isso € de suma importancia. De acordo com esse

principio, neste trabalho é assumida a premissa de que o problema possui multiplas escalas.

Uma sobreposicdo de decomposicdo de soma para o campo escalar para escalas grosseiras ou

resolUveis e as escalas finas ou escalas de submalhas ndo resoltveis ao problema é adotada.

u(x) = u(x) +  u'(x)
escala grossa escala fina

A mesma ideia é aplicada para a funcdo de ponderacdo: uma decomposi¢cdo de soma da funcgéo
para as componentes na escala grossa e na escala fina, identificada como w e w/,

respectivamente.

escala grossa escala fina

E feita uma suposicdo de que as escalas de submalha, mesmo sendo diferentes de zero, no

interior dos elementos, desaparecem identicamente ao longo dos limites do elemento.
u=0 em T. (3.7)

w' =0 em TI. (3.8)

A decomposicao da solucdo na Equacéo (3.5) pode ser interpretada de uma outra forma. Pode-
se escrever u = u" + u®, em que u" é a solucdo obtida por meio de um método numérico sobre
uma malha dada, e u® representa a solucéo que é perdida pelo fato de a sua escala ser menor do
que a escala de comprimento caracteristico da discretizacdo. A melhor definicdo a ser dada a

variavel u® é trata-la como o erro da solucéo.

O metodo multiescala a ser apresentado € um procedimento capaz de reconstruir o termo do
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erro na forma fraca do problema. Esse procedimento leva automaticamente a uma forma
estabilizada do problema, obtendo uma maior precisdo para discretizagbes com menos

refinamento.

Espacos apropriados de funcdes para os campos de escala grossa e escala fina sdo introduzidos,

e uma decomposi¢do em soma direta desses espacos € especificada.

¥ =09 (3.9)

Em que 9 e 9’ representam o espaco de solucdes de teste e as funcdes de ponderagio para o
campo de velocidade na escala grosseira e fina, respectivamente. Esse espaco € identificado

com o espaco-padréo de elemento finito.
7 = {H[u € Hy (), 7(Q°) = PHQ)} (3.10)

Na Equacdo (3.10) PX(Q®) mostra polindmios completos de ordem k sobre (Q°).

Por outro lado, varias caracterizacdes de ' sdo possiveis, sujeitas a restricdo imposta pela
estabilidade da formulacdo que exige que 4 e §' sejam linearmente independentes. No caso
discreto de ' pode conter varias aproximac@es dimensionais finitas, por exemplo, funcBes
bolha ou pré-refinamentos, que devem satisfazer a Equacdo (2.55), conforme € explicado no
trabalho de Masud e Khurram (2006).

YV ={ud|u =0 on I} (3.11)

Devido a Equacdo (3.8), o componente de escala fina da funcdo de ponderacdo w’ € 4.

Para o campo de pressao, embora também possa ser decomposto em multiescala, mas com o
intuito de facilitar o desenvolvimento da formulacdo e sem perder a generalidade, é assumido
que o campo de pressao em escala fina € zero. Esse pressuposto contribui para a eliminacéo de
termos desnecessarios, que, caso contrario, originam-se da parte na escala fina da forma fraca

da equacéo da continuidade em (3.4).
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3.3 O PROBLEMA VARIACIONAL MULTIESCALA

Iniciado por meio das formulacGes de Galerkin convencionais, passa-se agora a substituir as
solucdes de teste (3.5) e as funcbes de ponderacdo (3.6) na forma-padrdo variacional da

Equacdo (3.3).

(W + W, pV (4 ) - (5 -+ w) + (V(W + W), uV (T + )~

(v . (W i W'),p) _ (W i W', f) s (W e W’, h)l‘h (312)

Fazendo-se consideracfes adequadas no campo de escala fina, como pode ser visto na Equagao

(3.8), e empregando a linearidade da funcéo de ponderacgéo, passa-se a dividir o problema em

partes de escala grossa e fina, identificadas como W e W', respectivamente.

Para o subproblema em escala grossa W, esse pode ser escrito da seguinte forma:

(W,pV(a+u')-(u+u)+ (Vw,upV(u+u)) — (V-w,p) = (W, f) + (W,h)r, (3.13)

(¢p. V- (W+u')) =0 (3.14)
O subproblema na escala fina W’ pode ser escrito da seguinte forma:

(W, pV(T+ W) - (@+ ) + (VW, uV (T + ) — (V- W', p) = (W, ) (3.15)

Como pode ser observado, as equacOes tanto na escala grosseira quanto na escala fina sdo
equacOes ndo lineares, isto € justificado pelo termo advectivo. No entanto, para resolver as
equac0es nao lineares, é necessario primeiro lineariza-las. Com o objetivo de manter o processo
de linearizacdo de uma forma mais simples, uma proposta €, a partir do ponto fixo do método
de iteragdo, considerar formulages linearizadas para os problemas de escala grossa e fina como
indicadas, sendo W e W', respectivamente. O objetivo aqui é poder resolver o problema na
escala fina, para obter a solugéo da escala fina u’, a fim de que essa solucéo possa ser substituida
no problema da escala grossa na Equacéo (3.13). Dessa maneira, as escalas finas sdo eliminadas,

mas mantendo seu efeito na formulagéo.
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3.4 O SUBPROBLEMA NA ESCALA FINA W'

Agora, considera-se a parte da escala fina da forma fraca W’, em que, em razdo da suposi¢édo
sobre o campo na escala fina, é definida sobre Q'. Explorando-se a linearidade da solucéo na

Equacdo (3.15), tem-se:

(W’7 [)Vﬁ : ﬁ)Q' + (Wla pVﬁ ’ u/)Q' + (Wlt pvu/ ’ ﬁ)Q' + (wlv /)Vll, : u,)Q’+ (316)
(VW' uVa)or + (VW' 1V )or — (V- W' p)or = (W, f)or

Desprezando os termos de ordem superior Vu' - u’ = 0 e aplicando-se a integracédo por partes
para o quinto termo do lado esquerdo, e utilizando-se as Equacdes (3.7) e (3.8), a Equacéo

(3.16) passa a ser:

(W, pVu-u)y + (W, pVu-u')y + (W, pVu' - 0)g — (W, u V) o+

3.17
(VW' uVu' ) + (W, Vp)ow = (W, o (.17
Reorganizando os termos, tem-se 0 problema na escala fina de forma reduzida, sendo:
(W,7 PVﬁ : ul)Q’ + (W/> pvu/ : ﬁ)Q’ =T (VWI’ MVUI)Q/ =
(3.18)

(W, f—pVu-u+ uV*u — Vp)y

De acordo com Masud e Khurram (2004), sem perder a generalidade no problema, assume-se
que as escalas finas sdo representadas por meio de bolhas sobre os dominios dos elementos,
conforme sdo apresentadas abaixo:

/ 3.19
u'|ge = dpu, em QF (319)

Wloe = ¢pfw, em  Q° (3.20)

Em que @7 representa a funcdo de forma de bolha para as solugdes de escala fina de velocidade

e de ponderacao, respectivamente.

Também se tém u', e w',, que representam os coeficientes para as solugdes teste na escala fina
e as funcgdes de ponderacdo, respectivamente. Uma caracteristica importante ao ser utilizada
uma mesma funcgéo de bolha para a funcao de interpolacéo e a funcéo de ponderagédo juntamente
com as suposicoes sobre o campo de velocidade de escalas finas dado em (3.7) e (3.8) conduz
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ao cancelamento do termo de distor¢éo na definigéo de 7. Para o desenvolvimento deste trabalho
e adotando a ideia de utilizar bolhas de ordem diferente para a funcao de interpolacao de escala
fina, foram utilizadas como referéncia as linhas de pesquisa Masud e Khurram (2004). Com

isso, a definicdo de @7 passa a ser:

u'|ae = ¢, u. em 0F (3.21)

i

W[ = :_.-‘;;;_,w:__ em {1 (3.22)

Aplicando-se as Equacdes (3.21) e (3.22) no problema de escala fina na Equacao (3.18), obtém-

Se:

(w:,(bgz, pViu - (f)zluz,) -+ (W:,q‘)gz,/)V(/);;lu: ‘) + (Vw:,q‘)g,z,/IV(,'D;jlu:,) = (3.23)
(w;(/),ﬁ'z, f—pVu-u+ puVia - Vp)
Deixando os coeficientes constantes w'e e u’e fora das expressoes integrais e empregando a

arbitrariedade de w'e, tem-se:

/ -1 :
u, = — — : (¢, pVU.-u+Vp—puVia—1),
[(6%,, V8- ¢5,) + (¢5,, PV 5, - 0) + (Véi,, uV 5] (3.24)

Agora, pode-se reconstruir o campo de escala fina por meio das Equagdes (3.22) e (3.24).

1
(%, VT - 65,) + (85, PV 5, - T) + (Vb5 uV 5, )]

u'(x) = ¢y,

(¢5,,pVU. - U+ Vp — pV?u — f) (3.25)

Com o objetivo de tornar simples a apresentacdo, conforme apresentado no trabalho Masud e
Khurram (2018), para o caso em que o residuo das escalas grosseiras sobre o interior do
elemento possa ser considerado constante, a Equacao (3.25) pode ser simplificada conforme

segue:

u'(x) = —7(d,, pVU - T+ Vp — pV?u - f) (3.26)



38

Em que 7 é definida como a funcéo de estabilidade, sendo expressada da seguinte forma:

r =5, (65, PV 65,) + (85, PV, ) + (Vb5 uV )]

(3.27)
Para u, da Equacdo (3.24) pode ser definido da seguinte forma:
u,(x) = —7#(¢5,, pVU - W+ Vp — puV?u — f) (3.28)
Em que T & expressado, sendo:
P = [(85,, PV - ¢5,) + (¢5,, PV, - T) + (V5 uV5,)| (3.29)

Para o caso bidimensional nsd = 2, os termos de 7 em um formato matricial sdo explicitados da
seguinte forma:

ou ou
/S P @bz ) Ob) + ébz ) bl 152 0
(65, 0V ¢5,) = | ° _ . . (3.30)
0 ./“C p <(/);,2 %d)gl + ¢, %‘Mﬂ) a2,
for 35 55) o
b PV, W) = | T , (3.31)
( 0 / (ébz 004, + ¢5,0 (M"‘ ) o,
/ ” Oy, Oy, 40 / #04’1)2 ‘%
(194, V9;,) = [ uVe;, ©Vaa= | Yo Bo o ) gg; (332)
2 PP 40) / 2 P01 50y
/ /La’ﬂz 82:1 'ua.’sz axz
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3.5 0 PROBLEMA NA ESCALA GROSSA W

O mesmo caso se aplica ao subproblema na escala grossa. Empregando-se a linearidade da

solucéo no subproblema na escala grossa (3.13), tem-se:

(W7 /)Vﬁ . ﬁ)Q’ 5 (Wa /)Vﬁ s uI)Q' + (W, /)Vu’ . ﬁ)Qr + (VW, /,//Vﬁ)_i_
(VW, uV') — (V- W,p) = (W.f) + (W, h)r (3.33)

h

(¢, V.4) + (¢, V.u') =0 (3.34)

Organizando-se os termos, as Equacdes (3.33) e (3.34) passam a ser:

(W, pVu' - 0)o + (W, pVu - ) + (VW, uV') + (W, pVu - a) o+

(V¥, 4VE) - (V- %,p) = (%,6) + (%, b, (3.35)
(¢, V1) = (Vg,u') =0 (3.36)

Fazendo a integracdo por partes ao terceiro termo da Equacéo (3.35), tem-se:
(W,qu’ ’ ﬁ)Q’ + (W,pVﬁ ’ u/)ﬂ’ - (.LLV2W3 u,) £a (Wa pVu- ﬁ)Q'+ (3.37)

(Vw,uVa) — (V-w,p) = (wW,f) + (W, h)r,
Aplicando a integracdo por partes no primeiro termo e com u’ = 0 no contorno, tem-se:

(W, pVu' - T@)y = —(W- pVu, )y + (W, p(VT - n)u')p = —(W - pVT, u')gy (3.38)

Utilizando a funcdo de interpolagéo de escala fina contida na Equagéo (3.21) na Equacdo (3.37),

tem-se:

(= - V8, i )y + (W, p V- Ghyw)) — (9%, Gbiw )+ (W,pV8- Wk g 501
(Vw,uVa)y — (V- w,p) = (W, f) + (W,h)p,

Pode-se representar os trés primeiros termos da equagédo (3.39) em funcéo de u'e, desta forma,

tem-se:
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((—pW - VT, oby) + (W, pV - ¢by) — (uV>W, ¢by),u,)er + (W, pVT - Wy +

(3.40)
(VW, /LVﬁ)QI - (V - W, p) — (W./ f) + (W h)rh
Substituindo u’e da Equacéo (3.28), tem-se:
(/)WV@(,, “U A+ pu- gp, — /l-VQWQb] 5 ’f‘(@bz, —pVua-u— Vp+ /LVQﬁ =t f))52/+ (3 41)

(W, pVu -u)y + (Vw,uVa) — (V- w,p) = (W, f) + (W, h)p,

Agora a Equacdo (3.41) esté totalmente expressada em termos de escala grossa (resoluvel ao
problema), mas com os efeitos de escala fina inseridos no problema.

Em raz&o de as fungdes serem lineares, os termos de segunda ordem sdo nulos, desta forma, a

equacéo (3.41) passa a ser:

(pW¥ ey, - U+ pu - ¢y, — pNV* Wby, , 7(Pp,, —pVU -0 — Vp+ 1))+

o . - L (3.42)
(W, pVu -1 + (Vw, uVa) — (V- W, p) = (W.f) + (W, h),,
3.6 FUNQAO DE ESTABILIDADE
Pode-se escrever a funcao de estabilidade pela equacdo (3.27) da seguinte forma:
=0 [ b5dor (3.43)
Qe

Neste caso, a solucdo-teste esta sendo representada pela funcéo de bolha b$ , enquanto a funcédo
de ponderacéo é representada pela funcéo bolha b%. Na literatura, podem ser encontradas varias
sugestdes de fungdes de bolhas testadas. A escolha adequada da fungdo bolha permitira um
melhor desempenho na estabilizagdo da formulacdo, portanto, a sua escolha e seu
aperfeicoamento funcionam na base de teste. Neste trabalho, foram adotadas as func¢des bolhas

citadas no trabalho de Masud e Khurram (2018), conforme podem ser vistas abaixo:

bi(z,y) = (1 —z*)(1 - %*) (3.44)

b5(z,y) = (x +y)(1 — z*)(1 — ¢°) (3.45)
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4 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

4.1 METODOS DE OTIMIZACAO

A necessidade de as inddstrias otimizarem processos, fabricar produtos eficientes com garantia
de qualidade, e ao mesmo tempo reduzindo custos de fabricagdo de um produto para se
manterem constantemente competitivas no mercado, faz com que a otimizacgéo topoldgica seja

um 6timo método que pode contribuir positivamente para a resolucéo de tais problemas.

Aplicando-se a otimizagdo na mecanica dos solidos, é possivel desenvolver projetos com menor
peso, uma melhor distribuicdo de material, porém mantendo as propriedades dos materiais
exigidas no projeto. Na mecanica dos fluidos, por meio da otimizagdo consegue-se melhorar a
dissipagdo térmica em equipamentos, desenvolver dispositivos com menores taxas de perda
carga, entre outras em que possam ser otimizados seus principais parametros. Aplicar a
otimizacdo em processos e projetos por muitos anos caminhou sob certa dificuldade quanto ao
seu uso, devido a restricdes dos métodos de manufatura para topologias complexas. Porém,
com o passar dos anos, 0s avan¢os tecnoldgicos embutidos em novos processos de fabricacdo

permitiram viabilizar a manufatura de projetos otimizados.

Basicamente, existem trés abordagens de otimizacdo: paramétrica; de forma; e topoldgica,

sendo a escolha adequada a depender do nicho especifico e do objetivo.

Na otimizacao paramétrica, partindo-se de um modelo inicial com parametros predeterminados,
tais como geometria e material, os parametros sdo alterados buscando uma convergéncia para
a otimizagdo do sistema. E importante destacar que nessa abordagem a capacidade de
convergéncia dependera do quanto detalhado for o modelo proposto e, principalmente, dos

parametros que a constituem.

Pelo método de otimizacdo de forma, a alteracdo ocorre na forma dos contornos de um
determinado dominio, porém sendo limitado. Na otimizagdo de forma, € definida uma
configuracdo inicial — composta pelos contornos que delimitam o sistema — e que pode ter sua
forma alterada durante o processo de otimizacdo. O meétodo de otimizacdo de forma se
assemelha ao de otimizagdo paramétrica, visto que o método necessita da criacdo de uma

configuracao inicial, possuindo uma forma predefinida, servindo como base para a otimizagéo.

O emprego dessa abordagem depende expressivamente do nivel de detalhamento, o famoso



42

“chute inicial”, com isso, levando a uma limitagdo na otimizacao, fazendo com que na maioria
das vezes a otimizacdo fique presa a forma inicial. Em geral, a utilizacdo desse método é mais
adequada em uma topologia ja conhecida, em que é realizado o refinamento dos parametros até
convergir em um resultado 6timo, sem grande diferenca de geometria ao ser comparado ao

modelo inicial. Diante disso, 0 método é 6timo para a etapa de “acabamento” de projetos.

J& a otimizagdo topoldgica apresenta uma abordagem diferente dos métodos de otimizagao

citados anteriormente, pois ndo é necessaria uma configurag&o inicial predefinida.

A ideia do método € buscar a topologia 6tima de um sistema por meio da distribuicdo de um
material de um dominio fixo de projeto. Inicialmente, o dominio pode ser todo solido (total
presenca de material) ou todo fluido (sem presenca de material), também podendo assumir
densidades intermediarias entre fluido e solido, dependendo de como o0 modelo de material foi
definido. A otimizagdo topoldgica é realizada por meio da variacdo de densidade dentro do
dominio de estudo, em que had uma moldagem da geometria 6tima para o problema especifico.
O método permite uma distribuicdo livre de material disponivel em qualquer ponto do sistema,
com isso, permitindo o inserimento ou a remoc¢do de material em qualquer regido do dominio
de projeto, sempre buscando a melhor relacdo entre desempenho e compatibilidade com os
requisitos de projeto. Essa caracteristica proporcionada pelo método de otimizacdo topoldgica
torna-o mais versatil, quando comparado aos demais métodos, sendo 0 seu emprego mais
adequado as etapas de projeto conceitual. Na Figura 2, podem ser vistos o0s trés principais

métodos de otimizacao.

Figura 2 — Métodos de otimizacdo

Otimizacgio | X

Elementos
Paramétrica de tubo
Otimizacao de Curvas “solines”
Forma 5 P

Otimizacio é = - Distribui¢ao de
Topoldgica ‘ Material
< = o

Fonte: Koga (2010).

v
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O método de otimizacdo topoldgica (MOT), tem como objetivo projetar uma topologia 6tima
de um sistema (sélido, elétrico, térmico, fluidos, etc.), visando alcancar uma determinada
caracteristica, definida por meio de uma funcgéo-objetivo, ou funcdo de custo (por exemplo,
aumentar a velocidade de um escoamento, maximizar a rigidez de uma estrutura, aumentar a

dissipacdo térmica, reduzir a perda de energia em sistemas fluidos), a depender do projeto.

Um dos principais conceitos do MOT é o dominio fixo estendido, no qual se deseja obter uma
solucdo 6tima. Nele existe uma premissa de um espaco, inicialmente podendo ser totalmente
fluido ou sélido, em que, utilizando-se um processo iterativo, ocorrerd a remoc¢ao ou a inclusdo
de material, sendo atualizado por meio de gradientes com base na funcdo-objetivo da
otimizacdo. Para obter um melhor controle no processo de otimizacdo, com resultados dentro

dos parametros estabelecidos, um parametro de parcela fluida ou solida € utilizado.

Outro conceito relevante para um melhor entendimento do método é a pseudodensidade, que é
uma variavel responsavel pelo controle do material presente e, consequentemente, por suas
caracteristicas fisicas em cada ponto do dominio de projeto. A caracteristica da
pseudodensidade permite em um ponto do dominio o aparecimento de estados entre regides de

fluidos e regides solidas.

O processo de otimizacdo baseia-se na variacdo de densidade nos elementos, estando em um
intervalo entre “0” e “1” (representando as regides de fluido e sélido, respectivamente) até se
obter uma topologia de melhor desempenho de acordo com as caracteristicas exigidas.

Durante o processo iterativo, € muito frequente que as pseudodensidades tenham valores
intermediarios entre “0” e “1”. Em virtude dessa condicdo, para os elementos, um método de
penalizacdo € aplicado, fazendo com que valores intermediarios tenham resultados extremos
nas regides de pseudodensidades intermediarias, as quais sdo também conhecidas como regides
escalas cinzas. Para uma melhor compreensao sobre os efeitos causados na geometria por meio
do processo de otimizagdo, um método numérico deve ser utilizado, tais como o método de
elementos finitos (MEF), elementos de contornos ou Lattice Boltzmann, o que pode ser visto

no trabalho de Ngrgaard, Sigmund e Lazarov (2016).

O fato de o MEF poder trabalhar com geometrias muitas vezes complexas, sua boa adequacao
em problemas de otimizacdo — permitindo definir as pseudodensidades por meio da propria
malha discretizada no método de elementos finitos, ou seja, em que € permitido utilizar amesma

malha para aproximagdes das velocidades e pressdes considerando as pseudodensidades — fez
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dele 0o méetodo mais difundido na aplicacdo de MOT, podendo ser visto seu emprego

inicialmente no trabalho de Bendsge (1995).

4.2 PROJETO OTIMIZADO

Em escoamentos fluidos, a variavel de projeto a ser considerada é a pseudodensidade, que é a
responsavel por definir o tipo de material que esta sendo aplicado em cada elemento, seja sélido,

seja fluido.

A primeira etapa em um processo de otimizacao topoldgica consiste na anélise do problema
proposto por meio de um método numérico (ex: MEF), sendo calculados os campos de
velocidades, pressdo e a temperatura para todo o dominio. Depois de obtidos os resultados, o
préximo seguinte é calcular a funcdo-objetivo, assim permitindo medir o “desempenho” da
topologia com relagdo as caracteristicas ou aos objetivos de interesse. Além da funcao-objetivo,
é calculado o gradiente da funcdo-objetivo e das restrigdes relativas a variavel de projeto,

juntamente com uma verificacdo das restricbes impostas ao problema de otimizacao.

Por meio dessa etapa, consegue-se verificar em quais direcGes as pseudodensidades devem ser
modificadas, para que a topologia seja otimizada. Esse processo é realizado iterativamente, até

se obter uma convergéncia para uma solucdo 6tima da topologia.

Depois da convergéncia e obtida a topologia 6tima, uma nova andlise da topologia é realizada,
com o intuito de obter-se a topologia final, sendo essa chamada de pds-processamento. Com 0
resultado dessa etapa, visando agora ao processo de manufatura, uma nova analise é realizada

e ajustes finais necessarios na topologia sdo realizados.

A Figura 3 mostra as etapas de um processo de otimizagdo topoldgica de um projeto.
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Figura 3 — Etapas do processo de otimizacdo

Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia Obtida
Vcnlr E>
Vsm’dn G
Verificacao Pés-Processamento

Fabricacao <:|

Fonte: Koga (2010).

O MEF, por causa da sua robustez e capacidade de analisar geometrias, muitas vezes
complexas, tornou-se o principal método numeérico de anlise utilizado na implementacéo da
otimizacdo topologica. O dominio fixo estendido € entdo discretizado em elementos finitos,
tendo essa discretizacdo mantida fixa durante a otimizacdo, ou seja, 0 modelo de elementos

finitos ndo se altera, o que ocorre é apenas a distribuicdo de material dentro desses elementos.

Vale destacar que no processo de otimizagdo topologica, especialmente com relacdo ao MEF,
a escolha do tipo de elemento e a discretizagdao adotada na otimizacao sao de suma importancia.
A escolha de elementos de baixa ordem requer uma maior discretizagdo da malha, com isso,
obtendo mais elementos na sua composicao. No desenvolvimento deste trabalho, cada elemento
esta relacionado a uma regido sélida ou fluida de modo individual. Essa maior discretizacdo
reflete numa maior resolucdo na definicdo da topologia 6tima. 1sso se deve ao fato de que quanto
mais elementos sdo utilizados na discretizacao, esses serdo proporcionalmente menores, e maior

precisdo terd a defini¢do das regides solidas/fluidas.

4.3 DOMINIO FIXO ESTENDIDO

Em um processo de otimizagéo topoldgica, dois conceitos basicos séo sustentados; um deles é
conhecido como dominio fixo estendido (), consistindo esse nos limites da regido em que é
realizada a otimizacdo. E nessa regifo que ocorre o acréscimo ou a remocdo de material,
conforme a indicacdo dos gradientes de otimizacdo. A solucdo Otima (Q,), a priori, €

desconhecida.
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O dominio fixo estendido apresenta algumas vantagens quanto a sua utilizacdo, sendo estas:

e permite uma maior liberdade de distribuicdo de material;

e ndo ha necessidade de adaptar a malha de projeto conforme a solucéo obtida, durante as

iteracOes.

Em contrapartida, hd& uma desvantagem ao se trabalhar com um dominio estendido. A
necessidade de trabalhar com um dominio que possui mais elementos do que seria
razoavelmente necessario ocasiona um aumento do custo computacional. Mas, ainda assim, a
eficiéncia e a facilidade de implementacéo ao se trabalhar com um dominio fixo estendido se

sobressai diante dessa desvantagem.

A Figura 4 contém uma representacao do conceito de dominio fixo estendido, em que pode ser
vista na parte (b) a regido do dominio fixo estendido (€2), na qual é acrescido ou removido

material.

Figura 4 — Dominio Fixo Estendido

1

b W . M 0 B . R DY

-
=

oG W R T W .
(@) (b)
Fonte: Koga (2010.

4.4 MODELO DE MATERIAL

O modelo de material é o segundo conceito em um processo de otimizacgdo. O problema discreto
pode ndo possuir uma solucdo Unica, sendo um problema malposto; com isso, torna-se
interessante adotar um modelo continuo do problema, bem-posto, capaz de obter uma solugédo
Unica. Esse modelo com essa caracteristica de variagdo continua de material € denominado de

modelo de material.

E esse modelo que define o tipo de material a ser utilizado na otimizagio e como ocorre uma

transicdo continua entre suas propriedades, ou seja, quais sdo suas caracteristicas e como € a
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formacgéo de material em cada ponto. A partir do modelo de material consegue-se realizar a
distribuicdo de material no dominio fixo estendido e obter a topologia 6tima.

Com relagcdo ao modelo de material, duas abordagens se destacam: a primeira consiste na
otimizacdo do modelo de microestrutura que compde o material por meio do emprego de
métodos de homogeneizacao, conforme Cheng e Olhoff (1981); a segunda abordagem baseia-
se em modelos de material artificial, também conhecido como o método das densidades
(BENDS@E, 1989).

O método das densidades, também conhecido como SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization), permite o relaxamento do problema discreto, com isso facilitando a solucéo do
problema de otimizacgdo. O relaxamento do problema no SIMP permite alterar uma propriedade
do material num determinado ponto, conforme a variacdo continua de densidade (variando de

0 a 1) para essa regido, por meio da seguinte relacdo vista na equacao (4.1).

(' [f'] r{f( t'F}(zT{] (41)

Sendo C(x) e (Co) relacionadas as propriedades efetivas do material, considerando a
pseudodensidade e a propriedade-base, respectivamente. Por meio da propriedade (Co) (médulo
de elasticidade, permeabilidade, condutividade térmica etc.) do material-base, é possivel definir
propriedades intermediarias conforme o valor da pseudodensidade k (0 < k(x) > 1). Deve-se
destacar que C(x) representa propriedades efetivas intermediérias, ou seja, podendo variar

linearmente de 0 até o valor Co, assim constituindo um modelo artificial de material.

A ideia em utilizar o modelo de material em problemas fluidos é poder anular a velocidade de
escoamento nas regides de paredes das superficies, e controlar a permeabilidade nos elementos

fluidos.

Uma melhor definig&o sobre o conceito modelo de material pode ser encontrada no trabalho de
Borrvall e Petersson (2003), em que para definir o modelo de material entre duas placas,
havendo entre as placas um perfil de velocidade parabolica, um conceito de escoamento de
Couette completamente desenvolvido foi utilizado. Nesse caso, um modelo bidimensional
simplificado é obtido e isso se deve a carateristica desse tipo de escoamento com base no
namero de Stokes, no qual o comprimento caracteristico é expressivamente maior do que a

distancia entre as placas.
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4.5 PENALIZACAO

O problema discreto, que na maioria das vezes nao possui uma unica solucéo é transformado
em um problema continuo por meio do relaxamento do problema, agora tornando possivel obter
a solugdo do problema de otimiza¢do. O problema desse processo de relaxamento, é que se
permite que a variavel de projeto assuma valores intermediarios entre fluidos e solidos. Com
isso, surgem regides porosas (também conhecidas como regides cinzas), que sao indesejaveis
do ponto de vista de manufatura. Para a solucdo final, & desejado que esta seja constituida
apenas pelo material-base (fluido), ou regides “vazias” (solido), restabelecendo a natureza
discreta no projeto, evitando valores intermediarios para o material. Uma das formas de evitar
que a condicdo de material assuma caracteristicas intermediarias é forcar a pseudodensidade

por meio da penalizacdo, fazendo com que valores extremos (0 ou 1) sejam assumidos.

As pseudodensidades, ao serem numericamente forcadas em valores-limites podem ter sua
solucdo 6tima degradada, pois para uma transicdo mais gradativa e continua da solucdo, poderia
apresentar um melhor desempenho ao ser comparada a uma solucdo penalizada por valores
extremos. Mas, do ponto de vista de manufatura, a penalizacéo é necessaria para a obtengédo de

um projeto viavel, permitindo contornar as situac6es indesejaveis de regides cinzas.

Com o intuito de evitar regides cinzas ocorridas devido ao relaxamento do problema, € utilizada
a Equacdo (4.2) do modelo SIMP proposto por Bendsge (1989), sendo g representando o
coeficiente de penalizacéo.

C(x) = k(a)'Cy (4.2)

No modelo de material apresentado por Borrvall e Petersson (2003), utilizado em problema
fluido, o relaxamento empregado, no qual se permite a variacdo continua das variaveis de
projeto no dominio (0 < a (x) < 1), leva a variacdo na permeabilidade para cada elemento. Por
conseguinte, uma alteracdo da velocidade de escoamento em cada elemento ocorre; com isso,
diferengas entre um material sélido e fluido s&o obtidos. Nesse caso, a penalidade esta baseada
na relacdo entre a pseudodensidade a e permeabilidade inversa k, conforme é apresentado na

equacéo (4.3).
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A penalizacédo forca os valores intermediarios a tenderem a um dos extremos de propriedades
efetivas.

Para valores altos de penalizacdo, a curva da propriedade efetiva do material fica mais proxima
de um degrau. Entretanto, valores elevados do coeficiente de penalizagdo podem implicar uma
otimizacao excessiva, ou seja, na solugdo 6tima ocorrera o aparecimento de mais regides cinzas.
No caso de valores baixos, pode-se ter uma ndo convergéncia da solucéo para resultados 6timos.

Portanto, uma escolha adequada do valor de penalizacdo passa a ser muito importante.

Na figura 5 pode ser visualizado o efeito da penalizacdo em relacdo aos valores das
pseudodensidades.

Figura 5 — Aplicacédo de diferentes valores de penalizacéo aplicadas a permeabilidade inversa
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Fonte: Adaptado de Olason e Tidman (2010).

De acordo com o trabalho de Angot, Bruneau e Fabrie (1999), para 0 modelo de Brinkman
entende-se a permeabilidade inversa como a resisténcia ao escoamento do meio poroso, isto é,
guanto maior o valor para k, menor sera o fluxo por meio deste ponto e vice-versa, constituindo,
assim, um escoamento somente por dissipac6es viscosas nos limites dos contornos. Nos pontos
em que ha valores de pseudodensidades @ =~ 0, compreendida como material solido, tem-se,
nesse caso, valores muito altos de permeabilidade inversa, de modo que quando a

pseudodensidade assume valores proximos a 1, o k se torna desprezivel. Para uma melhor
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compreensdo referente & aplicacdo do conceito do modelo de Brinkman no processo de
otimizacdo topoldgica, sua aplicacdo esta relacionada a adogdo dos valores de velocidades,
sendo nulas nas regides sélidas, enquanto nas regides fluidas sdo modeladas por meio da

formulacéo do escoamento de Stokes.

Uma importante vantagem do modelo de Brinkman consiste na possibilidade de incluir
“obstaculos virtuais” e reproduzir os conceitos de velocidade de interface com as paredes
solidas do dominio fixo estendido. Para o processo de otimizagdo, os obstaculos virtuais sao
mantidos constantes, assim, interferindo no resultado final. Mais especificamente, é possivel
criar regides sélidas fixas no centro de canais sem necessidade de impor condicGes de contorno

extras, 0 que torna mais versatil a mudanca do dominio de projeto.

4.6 RESTRICOES

A principal restricdo imposta no método de otimizagdo topoldgica consiste na limitacdo do
material utilizado, em que é definida a fracdo maxima de volume permitida. A fracdo de volume
é uma variavel responsavel pelo controle da quantidade de material que estard presente na
solugdo final com relagdo ao dominio fixo inicial. Na mecénica dos solidos, a restricdo de
material possui uma grande relevancia devido ao emprego do método de otimizacdo para a
maximizagao da rigidez de uma estrutura, assim obtendo uma melhor relag&o peso x estrutura

e, com isso, conseguindo uma reducdo significativa do custo de um projeto.

Para o campo da mecanica dos fluidos, a restricdo do material se torna importante para a
comparacdo entre solucdes Otimas com diferentes fracGes de material, assim permitindo
selecionar a melhor solugdo para o projeto proposto dentro das solugbes de diferentes
quantidades de materiais.

Bendsge (1989) propds uma equacdo béasica para representar a restricdo de fracdo de material,

como pode ser visto nas equacdes (4.4) e (4.5).

[ aeed€) < V| €1 (4.4)
Ja

0<a<1 (4.5)
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Em que «a representa o valor das pseudodensidades para cada ponto do dominio e V; representa

a fragcdo de material fluido da geometria final da otimizagdo no dominio Q.

Na Figura 6, pode ser observado, para um mesmo dominio, um volume final depois de variar

os valores de restricao.

Figura 6 — Fragdes de volume: (a)Vi=0,25; (b)Vi= 0,4; (c)Vi= 0,6; (d)Vi=0,7; (¢)Vs= sem restricdo

(a) (b) ()

r-

(d) (e)
Fonte: Koga (2010).

4.7 METODO DAS ASSINTOTAS MOVEIS

Em problemas de otimizacdo topolégica, € muito comum que o problema tenha um nimero
expressivo de varidveis de projeto, visto que, para obter uma representacdo de geometria
adequada, malhas mais refinadas se tornam necessarias e com isso ha um maior nimero de
elementos para analise, em que para cada elemento existe a0 menos uma variavel de projeto a
ser otimizada. Para achar a solucdo do problema de otimizacdo, dentre os métodos de
programacdo matematica destaca-se o algoritmo otimizador, conhecido como método das
assintotas méveis (MAM). O MAM é um meétodo para programacdo ndo linear aplicado em
otimizacdo, em que, para cada etapa do processo iterativo do algoritmo de programacéo

matematica, um subproblema de aproximacéo convexa é gerado e resolvido.

A geracdo desses subproblemas é controlada pelas assintotas moveis, as quais podem ambas

estabilizar e acelerar a convergéncia do processo geral Svanberg (1987).

Algumas vantagens podem ser observadas ao se utilizar o MAM, sendo estas: modelos de
aproximagado convexos; separaveis; e que exigem apenas uma funcdo de avaliacdo em cada

ponto de iteracdo. O conceito de um modelo de aproximagdo convexo se baseia no fato de que
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0s métodos de programacdo dual ou primal-dual podem ser utilizados para a solu¢do dos
subproblemas, nos quais s&o métodos que buscam, respectivamente, minimizar ou maximizar

um objetivo em um problema de otimizagéo.

A ideia de separabilidade trata de que as condigdes 6timas necessarias do subproblema nédo
acoplem as variaveis de projeto, ou seja, ao invés de um problema n-dimensional, € necessario
resolver n problemas unidimensionais. Com isso, 0 custo computacional pode ser reduzido de
forma expressiva. Svanberg (1987) desenvolveu um algoritmo no qual somente se referenciam

as restricdes de desigualdades, logo, na equacéo (4.6) tem-se a funcdo-objetivo e restrigdes.

minimizar fy(a) (a € RY) 6
sujeito a fz-(a)gf, i=1,...,m, (4.6)
Sendo que a=(ay, . . ., an) representa o vetor das variaveis de projeto, fo(a) € a funcéo-objetivo

efi(a) < f sdo as restricdes de projeto. Para obter a linearidade da funcéo-objetivo e as restricdes

de projeto, variaveis intermediarias, também chamadas de assintotas mdveis, sdo introduzidas.

Para o processo iterativo no qual o vetor das variaveis € considerado, ha uma restricdo por
desigualdade para os valores das assintotas moveis, nos quais sdo controlados os limites

superiores e inferiores, como pode ser observado na figura 7.

L <o <P (A7)

Na equacéo (4.7), tem-se que L e U representam os limites inferiores e superiores, e j refere-se

a posicdo vetorial da variavel.

Figura 7 — Curva de aproximacéo convexa por meio do Método das Assintotas Moveis

j:“'(a,k) 4

Assintotas

Fonte: Lahuerta (2012, p. 57).
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4.8 FUNCAO-OBJETIVO

Para escoamentos de fluidos por meio de um canal, uma das principais abordagens de interesse
¢ a perda de carga do escoamento, assim, € desejado otimizar a dissipacdo de energia do

escoamento.

A minimizacao da dissipa¢do de energia potencial do sistema é tratada sendo a fungdo-objetivo
do problema de otimizagdo. A funcdo da energia potencial é obtida por meio do principio dos
trabalhos virtuais e calculada na solucdo de equilibrio u. Quando existem forcas aplicadas no
sistema, a minimizacao potencial total tem relacdo com a maximizacdo das velocidades na
regido de aplicacdo das forgas, juntamente com a minimizacao da energia potencial dissipada.
Para os casos nos quais ndo ha presenca de forcas aplicadas ao sistema, essa minimizagdo esta
diretamente relacionada a dissipacéo da energia do fluido.

Para casos especificos em que ha velocidades prescritas nos contornos de entrada e as saidas
serem normais as fronteiras, a funcdo-objetivo corresponde a perda de carga no canal Borrvall
e Petersson (2003).

A dissipacdo de energia é dada por:

1 ¥
Q= L |:§,U (Vu t VI_]T) : (Vu } VI.IT) | h‘(X)le dQ (48)

A funcéo-objetivo € dada abaixo na forma continua pela Equacéo (4.8):

| 1 |
o=>p [ Vu - VudQ + 5 [ k(a)u - ud — [ £ - ud0) (4.9)
& JL) J1 JU

Para a equacgdo (4.9) sdo mostrados basicamente trés termos, sendo o primeiro referente a
dissipacéo, devido aos efeitos dissipativos viscosos no plano de escoamento, o segundo termo
refere-se a dissipacéo de energia, por causa da porosidade do meio, e o ultimo termo — sendo
somente utilizado em casos em que ha forca aplicada em algum ponto do escoamento — faz

referéncia @ maximizacédo das velocidades.

A funcao-objetivo apresentada na equacao (4.9) e apropriada em varias aplicacOes, destacando-

se principalmente em aplicagdes nas quais ha uma limitacdo de energia disponivel no
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bombeamento do fluido, por isso necessita de um 6timo desempenho do canal por meio do qual
ocorre 0 escoamento do fluido.

Demonstrando de forma discreta, a funcdo-objetivo para a minimizacdo da dissipacdo de

energia pode ser representada conforme a equacao (4.10).

1 — L.
@ = 511I (Ky+ Kiju = EZICZ (4.10)

Em que os termos de C sao representados pela Equacéo (4.11).

K,+K; 0
C = ! 5 0] (4.11)

Nas equaces (4.12) e (4.13), tém-se os componentes da matriz simétrica C.

_ 2K K K
K, — 11 + Koo 12 (4.12)
Ko 2K + Ko
— K. 0
K, = [ Py ] (4.13)

4.9 FORMULACAO MOT PARA ESCOAMENTO

Depois de definidas a funcdo-objetivo e as restricdes, podem ser formulados os problemas a

serem otimizados na forma continua.

Para o caso de minimizacgéo de perda de carga, é dada da seguinte forma:
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L 1 :
minimizar: ¢ = %,u.[ Vu - Vudil + 3[ Elo)u-udl — [ f-udf)
= Ja 2Ja Ja

sujeito a : ag(u, w) + b(w,p) = (f, w)

bu,q) =0 (4.14)

[ ad <V
JEY

0<nop<1

As funcdes-objetivo acima sdo apresentadas em sua forma discreta.

4.10 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Conforme Hasund (2017), para realizar a otimizacdo de geometrias em problemas de
escoamento sdo necessarios os célculos dos gradientes da funcdo-objetivo (¢) em relacdo a
variavel de projeto (a). Esse método é conhecido como anélise de sensibilidade, em que é
verificado de que forma uma alteracdo na variavel de projeto pode modificar a funcéo-objetivo
e as restricdes. A partir desse ponto, a otimizacdo € entdo direcionada iterativamente ao ponto

6timo até ocorrer a convergéncia.

E possivel determinar analiticamente o gradiente da funcdo de dissipacdo de energia, como
demonstrado abaixo. Nesse caso, a matriz C é simétrica, portanto C'=C, por diferenciagio a
Equacéo (4.8).

do; 2

by ol A

Yo 1000, 200, aoin) 1a0C, et
Hey; iy; div; 2 :

(4.15)

Do sistema da equacéo de equilibrio FEM, o termo 5’: pode ser obtido. Assim, da Equagéo

]

(2.28), o vetor residual é dado por:

R=K¢z—F (4.16)
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Em que:

KG:

C(uw+K —-Q| ,— v
-Q o] |p

f
al” (4.17)

Sendo u e p os vetores com os valores nodais da velocidade e pressdo da solugdo aproximada

do método de elemento finito.

Por diferenciacdo, por meio da Equacdo (4.18), com relacdo a variavel de projeto «, é obtido:

dR _ORdz  OR _
do; Oz doy  Ooy (4.18)

Em que % = J g aresultante da matriz Jacobiana da aplicacio do método de Newton

para a solucao do sistema ndo linear. Assim, tem-se:

dZ 8R . 8K(; 8F

dvi 0oy 0wy “ da; b (4.19)
Da Equacéo (4.19), tem-se:
dz B
T = T (4.20)
(2

Substituindo a expressdo anterior no segundo termo da Equacdo (4.15), tem-se:

0z

T
C—
z 804,;

=zTCJ 'r; = 8Tr,, (4.21)
Em que ST é definido, sendo:
§F =27 G172, (4.22)

Reorganizando a expressao anterior, obtém-se o sistema linear

JTS =cz (4.23)
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Dessa forma, o vetor S é obtido por meio da resolucdo do sistema linear acima. Esse sistema €
independente da derivada com relagdo a variavel de projeto, entdo ela € resolvida uma vez por
iteracdo do processo de otimizagdo. Porque o sistema é dependente do campo de velocidade
anterior U, e o vetor residual R é assumido como zero; esse sistema € resolvido considerando

as velocidades resultantes do processo de convergéncia de Newton.

Na Equacéo (4.21), o vetor r; é dado pela Equacdo (4.19), sendo calculado para cada elemento

i no dominio.

4.11 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Para a realizacdo deste trabalho foi utilizado como recurso computacional um computador com
processador Intel(R) Core (TM) i7-9750H CPU @ 2.60GHz, 2.59 GHz, 32GB de memoria

RAM; e para geracdo dos resultados, as malhas utilizadas foram de 2.500 a 2.800 elementos.

Para proceder a implementacdo do MOT, ha uma combinacdo de um método de analise (no
caso deste trabalho foi adotado o MEF) e um algoritmo de otimizacdo de forma iterativa, para
determinar a distribuicdo de material no dominio de projeto. De forma resumida, 0s passos da
implementacdo sdo: calculo do MEF para o dominio de projeto (neste trabalho, € um dominio
fluido); calculo da funcdo-objetivo e restricdes; e por fim, a otimizacdo do modelo. Esse
processo é repetido em forma de loop até que se obtenha a convergéncia da solucéo, controlada

pela diferenca relativa entre iteragdes sucessivas.

Na Figura 8, ¢ demonstrado o fluxograma com as etapas que envolvem o processo de
otimizacdao topoldgica, tendo sido definidas as informac6es iniciais do sistema, como o dominio
de projeto, as restricdes e as condicdes de contorno. Em seguida, as equacdes de Navier-Stokes

sdo resolvidas a partir do método de elementos finitos.

A funcgéo-objetivo e as restri¢cbes sdo calculadas com base na distribuicdo atual da iteragao das
variaveis de projeto e velocidades. Em uma nova etapa, sdo resolvidas as analises de
sensibilidade para todas as etapas de tempo de forma inversa, ou seja, iniciadas pela ultima
etapa. Depois do célculo das sensibilidades para todas as etapas do intervalo de tempo
analisado, as direcBGes de otimizagdo sdo analisadas com base no algoritmo do Método das

Assintotas Moveis.
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Esse processo ocorre de forma iterativa até que a convergéncia seja alcangada, obtendo como

resultado a distribui¢do de pseudodensidades da geometria 6tima.

Na equacéo (4.24) é apresentado o critério de convergéncia para a otimizacao.

|o* — a* Y| = 1 x 10 ? (4.24)

Em que « € a distribuicdo da variavel de projeto ao longo do dominio, e k é 0 nimero de iteracao.

Na equacéo (4.25), e apresentada a restri¢cao de volume, em que V representa o volume total do
dominio, ai é area de cada elemento i e Vs € o coeficiente de fracdo de volume fluido, no qual

assume valores entre O e 1.

TEL:

Z oa; < ViV (4.25)

i=1

Figura 8 — Fluxograma de implementacéo da otimizagdo topoldgica
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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O processo de otimizacdo, considerando o avango do tempo, € iterativo e consiste nas etapas

elencadas a seguir.

e Dada uma estimativa (k) para a distribuicdo ideal de material, primeiro s&o resolvidas as
Equacdes do sistema Navier-Stokes-Darcy, utilizando-se 0 método de elementos finitos, no
qual é realizada a solucdo a partir das condicGes iniciais montadas.

e Emseguida, aanalise de sensibilidade € realizada, na qual o gradiente do objetivo em relacéo
as variaveis de projeto e as restri¢des sdo avaliados, e os adjuntos sdo utilizados para permitir
essa solucdo. Nessa etapa, sdo empregados os valores armazenados no primeiro passo do

processo de otimizacéo.
e Com o apoio do método adjunto sdo calculados os gradientes de otimizacdo.

e Com os gradientes e objetivos calculados, é utilizado o MAM para obter-se uma nova
estimativa (k + 1) para o projeto 6timo, com base nas informac@es do gradiente e do histérico

de iteracdes anteriores.

¢ O resultado do MAM indica quais elementos devem sofrer as devidas modificacGes em suas
variaveis de projeto, gerando, assim, uma nova topologia, na qual posteriormente é analisada

a nova distribui¢io de pseudodensidades com restri¢do de volume imposta na equagéo (3.2).

e A partir da nova distribuicdo de pseudodensidades é calculado o critério de convergéncia
identificado na equacdo (4.24); caso a mudanca de distribuicdo de material ao longo do
dominio total possuir valor menor que 1 x 1073 ou o limite maximo de iteracGes tenha sido
alcancado, o processo de otimizacdo € interrompido, e o resultado final de topologia é
obtido.

e Caso contrario, se a convergéncia nao tiver sido alcancada, sdo calculados novos valores de
velocidade, objetivo e gradientes para a nova distribuicdo de materiais, sendo esse processo

repetido até que a convergéncia seja alcangada.
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5 RESULTADOS

Nesta secéo, serdo apresentados os resultados da aplicacdo do método de otimizacao topoldgica
(MOT) em alguns exemplos classicos da literatura para escoamento permanente, utilizando-se
0s metodos de elementos finitos. Os resultados sdo comparados com exemplos propostos por
Borrvall e Petersson (2003), Deng (2011), Aage et al. (2008), e Koga (2010). Para o
desenvolvimento deste trabalho, todos os casos sdo considerados bidimensionais, com
escoamento de fluidos newtonianos e os valores de Reynolds variando de acordo com cada
proposta de otimizacao apresentada pelas literaturas usadas como referéncia, nas quais 0s casos
de otimizacdo séo iniciados considerando um dominio totalmente fluido. A Tabela 1 apresenta
os valores iniciais de parametros do algoritmo otimizador Método das Assintotas Maveis
(MAM).

Tabela 1 — Parametros MAM

Parametro Valor
Tamanho do passo (AS) 0.1
Adaptacao das assintotas iniciais 0.5
Fator de escala para a violacao de restricéo 10?
NUmero méximo de subciclos 1
Mudanca relativa nas variaveis de otimizagao 1075

5.1 RESULTADO DA OTIMIZACAO TOPOLOGICA

5.1.1 Canal em curva de 90° (cotovelo)

O primeiro teste a ser avaliado trata-se de um canal em curva de 90° “cotovelo”, em que a
geometria possui uma entrada e uma saida. Pode-se ver o dominio avaliado na Figura 9, em que
a funcéo-objetivo para essa otimizagdo consiste na minimizagdo da perda de carga. Para a
velocidade, € formado um perfil parabolico, obedecendo a condigdo de continuidade entre

entrada e saida.
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Figura 9 — Modelo de teste para um canal em curva
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Fonte: Elaborado pelo autor, baseado em Deng (2011).

Os resultados do processo de otimizacdo conforme o nimero de iteracBes, considerando uma
fracdo de volume V = 0,25 € apresentado na Figura 10. Nestes resultados, para essa geometria
especifica variou-se a penalizacdo entre 0,001 e 0,1. Para o dominio inicial (quadro 1), com
densidades uniformemente distribuidas, o valor baixo de penalizacdo (g = 0,001) se mantém
até a 4.2 iteracdo, podendo ser observada no quadro 2 a presenca forte de regides intermediarias
(cinzas). Na 5.2 iteracdo, o valor da penalizacdo passa a ser (g = 0,01), em que ja pode ser
observada uma presenca menor de escala de cinza no dominio. O valor da penalizacdo é
aumentado (q = 0,1), visto no Quadro 4, obtendo uma maior reducéo de escala de cinza. A partir
da 15.2 iterac&o, as regides de cinzas sdo eliminadas, como pode ser observado no quadro 5, em
que a iteracdo 22 estd totalmente sem a presenca de escala de cinza, e 0 projeto é entdo

direcionado para a solu¢do otimizada.



Figura 10 — Ciclo de iteracGes que ocorrem no processo de otimizacao da geometria curva em “ cotovelo”

Iteragéo 1 Iteragéo 2 Iteragdo 5

Iteragdo 10 Iteragdo 22

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Figura 11 — Resultado obtido para o canal em curva em “cotovelo”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Figura 12 — Geometrias otimizadas obtidas com a aplicacdo do método considerando a variagéo
do nimero de Reynolds
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Fonte: Elaboradas pelo autor (2023).

Os quadros na parte de cima da Figura 12 representam os resultados obtidos por Deng (2011)
para Re = 300; Gersborghansen Allan; Sigmund (2005) para Re=50; e Pingen (2010) para
Re=10. Os quadros da parte de baixo sdo os resultados obtidos pelo autor.

Na Figura 12, buscou-se obter geometrias otimizadas por meio da variacdo do numero de
Reynolds. Os resultados sdo comparados com aqueles obtidos por: Deng (2011), para Re = 300;
Gersborg-Hansen e Sigmund (2005), para Re=50; e Pingen (2010) para Re=10.

Como pode ser observado na Figura 12, quando ha um aumento significativo no nimero de

Reynolds, o canal passa a obter uma curvatura em sua geometria.

A ideia principal deste trabalho é poder avaliar o efeito do método de elementos finitos
multiescala estabilizado aplicado ao processo de otimizacéao topoldgica, visto que sua aplicacao
fornece uma estrutura com menor nimero de elementos, implicando menos graus de liberdade

e com isso obtendo vantagem com relacdo ao custo computacional.
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5.1.2 Problema do bocal/difusor

O problema de otimizacdo de difusores € um exemplo classico encontrado nos estudos
referentes a mecanica dos fluidos. Para esse problema a funcdo-objetivo a ser minimizada é a

perda de carga ao longo do canal.

Para o dominio analisado, representado na Figura 13, a fracdo de volume aplicada ao problema
é V = 0.5, com perfil de velocidade parab6lico na entrada e a pressao de saida igual a zero (P =
0), caracteristica de condicdo de tracdo livre. No dominio do problema, a velocidade é nula

préximo as regides de parede, e valores maximos no centro do escoamento.

Os dados do escoamento do problema podem ser vistos na Tabela 2.

Figura 13 — Dominio fixo e condic¢Bes de contorno para o difusor

4

o

<

—

—_—

—_—
ufy) |——» Q P=

———

 ——

—

—

0

w=0 [

T L

¥
.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em Borrval e Petersson (2003).

Tabela 2 — Pardmetros do escoamento para o Difusor

Parametro Valor
Velocidade maxima na entrada 3.0m/s
Viscosidade dindmica 0.1m"2/s
Densidade 1 g/cm”2

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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Por meio da metodologia adotada neste trabalho, o resultado obtido para a otimizagdo do
problema do difusor pode ser comparado com a proposta por Borrval e Petersson (2003), uma
vez que foram utilizadas as mesmas condi¢6es de contorno. Logo, pode ser observado na Figura
14 o resultado da geometria sendo muito proxima ao que € apresentado no trabalho de Borrval
e Petersson (2003).

Figura 14 — Resultado obtido do bocal, sendo comparado ao proposto por Borrval e Petersson (2003)
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Borrvall e Petersson (2003).

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Figura 15 — Resultados obtidos do campo de velocidade e pressdo para a geometria do difusor
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Fonte: Elaborada pelo autor (2003).

Para a solucdo do problema do difusor foram utilizados elementos finitos com 9 pontos de
integracdo para a velocidade e 4 pontos para a variavel de pressdo. Os resultados do problema
foram gerados utilizando-se uma malha de 2.600 elementos e um fator de penalizagéo variando

entre 0,001 e 0,1, sendo a melhor configuragdo encontrada, depois de varios testes iniciados
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com um menor valor do fator de penalizagéo. Essa configuracéo foi a que apresentou um melhor
tempo de execucdo associado a um resultado de otimizac&o satisfatorio. A partir da iteracdo 21,
o resultado ja apresentava a geometria otimizada, ja caminhando para a eliminagéo de regides

de cinzas restantes.

Na figura 16, pode-se observar a curva de convergéncia da dissipacao de energia no projeto do
bocal. Até a iteracdo 12 ha um crescimento gradativo da fungdo-objetivo, que é uma
caracteristica provocada pela restricdo aplicada pelo processo de otimizagdo; nesse caso, as
células ainda sem uma definicdo de seu estado sdo forgadas a obter um estado definido (sélido

ou fluido). A partir da iteracdo 19 a funcdo-objetivo comeca a apresentar um valor estabilizado.

Figura 16 — Curva de convergéncia para otimizacéo do problema de bocal
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5.1.3 Canal duplo

O canal duplo é formado por meio de dois pontos para entrada e saida, obtendo cada um deles
um perfil de velocidade parabodlica, conforme pode ser visto na Figura 17. O dominio de projeto
possui valor de altura fixado em (h = 1) enquanto o comprimento (3) é variavel. Por meio dessa

variagcdo do comprimento, é avaliada a sua influéncia no resultado final.



Figura 17 — Geometria e condic¢Bes de contorno para o projeto de canal duplo
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Fonte: Elaborada pelo autor, modificado de Koga (2010).
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Para o problema de canal duplo, foram feitas varias verificacdes, variando o seu comprimento,

conforme pode ser visto na Figura 18, sendo o objetivo para esse problema a minimizacao da

perda de carga ao longo dos canais.

Figura 18 — Resultados obtidos para o problema de canal duplo
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

(b) Resultado final com 6=1
proposto por Koga (2010)

"'
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(d) Resultado final obtido para um
dominio de 6 = 1,5 proposto
por Koga (2010)
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Para chegar ao resultado do problema de canal duplo, foi necessario usar a técnica de
continuacdo, para poder evitar minimos locais na solugdo. Para o processo de otimizagdo para
a resolucéo do problema, o fator de penalizacéo foi iniciado com g = 0,01, permanecendo esse
valor até a 5.2 iteracdo; da 6.2 iteracdo passou a ter o valor q = 0,05, mantendo até a 10.2 iteracao.
Nesse intervalo de iteracdo, ja é possivel observar uma grande reducdo de escala de cinzas. Da
16.2 iteracdo é assumido o valor do fator de penalizacdo, sendo q = 1,0. A partir dessa iteracdo
ja é demonstrado o formato da geometria préximo ao resultado final, eliminando quaisquer

regibes de cinza do dominio.

Na solucdo do problema de canal duplo, pode ser observado nos resultados que a medida que o
comprimento do dominio é aumentado, a melhor condi¢do passa a ser a unido dos canais, iSO
é explicado pelo fato de que nessa configuracéo passara a ter uma vazao Unica, na qual apresenta
uma menor perda de carga com relagéo a canais isolados. Na Figura 19 podem ser vistos 0s
resultados dos campos de velocidade e pressao para geometria otimizada, e na Tabela 3 € mostrado

resultado da fungdo-objetivo de acordo com o comprimento do dominio.

|Velocity|

1
1

25 X 0.3846

Y 0.7495
Z39.35

8

0.8

2 0.8

0.6

Figura 19 — Resultados obtidos do campo de velocidade e presséo para a geometria de canal duplo
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Tabela 3 — Comparacdo da funcéo-objetivo para o canal duplo

Comprimento do Canal o Q
0=1 17,11
0=15 15,97

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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5.1.4 Dispositivos com multissaidas

Em relacdo ao problema que envolve uma geometria de multiplas saidas, neste trabalho foi
seguida a geometria proposta por Deng (2011) e Aage et al. (2008). As condi¢des de contorno
para o problema podem ser verificadas nas Figuras 20 e 21. Na Tabela 4, sdo apresentados 0s

valores configurados dos parametros de escoamento para o dispositivo de multissaidas.

A proposta aqui é obter a otimizacdo desses exemplos de dispositivos de multissaidas,
obedecendo as condicGes de contornos e compara-los aos exemplos dos autores citados
anteriormente. Os exemplos consistem em uma Unica entrada com duas saidas de fluxo. Os

resultados obtidos do problema de multissaidas podem ser vistos nas Figuras 22 e 23.

Figura 20 — Primeiro exemplo de geometria, com uma entrada e duas saidas para o escoamento (saidas laterais)
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Fonte: Elaborada com base em Deng (2011).

Figura 21 — Segundo exemplo de geometria, com uma entrada e duas saidas para o escoamento (saidas verticais)

L ojjn; =0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em Aage et al. (2008).
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Tabela 4 — Parametros de simulagéo do escoamento nos dispositivos multissaidas

Viscosidade
Geometria cinamética
(m2/s)

Densidade Velocidade Restricdo de
(kg/m3) m/s volume

Dispositivo com duas
saidas laterais 0.01 1 3 0,3
(DENG, 2011)

Dispositivo com
saidas verticais 1.0 1 1 0,45
(AAGE et al., 2008)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 22 — Geometria do dispositivo de multissaida (saidas laterais) e comparado & geometria encontrada na
literatura para 0 mesmo problema

(a) Geometria otimizada de (b) Geometria otimizada de
multissaidas multissaidas, proposto por
Deng (2011)

Fonte: Elaborada pelo autor (2023). Fonte: Deng (2011).
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Figura 23 — Geometria do dispositivo de multissaida (saidas verticais) e comparado a geometria encontrada na
literatura para 0 mesmo problema

TR ~

(a) Geometria otimizada de (b) Geometria otimizada de
multissaidas multissaidas, proposto por Aage
et al. (2008)
Fonte: Elaborada pelo autor (2023). Fonte: Aage et al. (2008).

No resultado da otimizacdo para saidas laterais, pode ser observada a diferenca das pernas do
canal quando se compara com o resultado proposto (DENG, 2011). No exemplo da literatura,
podem ser observadas curvaturas acentuadas, enquanto no exemplo deste trabalho obteve-se
uma geometria com contornos dos canais mais retos. O motivo dessa diferenca pode estar
associado aos padrdes de escoamentos e discretizacdo adotados por ambos. Embora observadas
tais diferencas na geometria final obtida, a geometria deste trabalho apresenta similaridade com
0 resultado da literatura.

Nos exemplos de geometria da literatura usados como referéncia, € possivel observar um grau
elevado de refinamento da geometria, em que o contorno do canal formado possui um tracado
suave. Esse maior grau de refinamento pode ser atribuido a utilizacdo de elementos triangulares
com maior refinamento de malha no exemplo proposto por Deng (2011), enquanto no trabalho
de Aage et al. (2008), pode ser observada a adocao de técnicas de pds-processamento de alto

refinamento da malha.
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6 CONCLUSAO

De forma geral, a otimizacao de dispositivos hidrodindmicos utilizando o MOT, em conjunto
com o método de elementos finitos multiescala estabilizado, mostrou-se viavel e atendeu aos
objetivos propostos neste trabalho. A utilizacdo desse método de elementos finitos estabilizado
permitiu fornecer uma implementagdo robusta e eficiente capaz de corrigir problemas de
instabilidade gerados a partir de oscilagGes espurias que ocorrem em resultados que envolvem
as equacdes de Navier-Stokes, devido a presenca de termos convectivos na formulacdo. A
aplicacdo do modelo de Brinkman, combinando o escoamento de Navier-Stokes com o0 modelo
de escoamento em meios porosos (lei de Darcy), mostrou-se eficiente e, com isso, foram obtidos

os dois tipos de materiais (fluido e s6lido) envolvidos no processo de otimizacao topologica.

Os resultados dos projetos de otimizagdo mostraram similaridade com os resultados
encontrados na literatura. E importante destacar a unificacdo da vazdo dos problemas
multissaidas quando é alterado o valor do comprimento do dominio, fato explicado pela

diminuicdo da perda de carga no caso de uma Unica vazao.

E importante ainda destacar neste trabalho a eficiéncia dos resultados de otimizacao topoldgica
integrados ao método de elementos finitos multiescala obtidos com as malhas utilizadas; com

isso, ndo houve necessidade de utilizar uma malha mais refinada.

Para o processo de otimizacdo, a escolha adequada dos fatores de penalizacdo envolvidos no
modelo é de suma importancia para o trabalho. Pode observar-se, nos resultados, que as regides
de cinzas eram eliminadas a medida que aumentava o nimero de iteracdes juntamente com a

mudangca do fator de penalizagcdo, como pode ser observado na otimizagdo do canal em curva.

Os resultados obtidos neste trabalho reafirmam o que pode ser visto na literatura, desde a
eficiéncia da adocdo do método de elementos finitos multiescala, suas vantagens com relagéo
ao método de elementos finitos tradicionais, bem como a parte de otimizacdo topoldgica em
que, partindo de uma restri¢do da fracdo de volumes e um valor de func¢do-objetivo inicial ndo
predefinida para uma geometria com condic¢des de contorno atribuidas, € possivel obter uma

topologia otimizada , sem haver inicialmente a necessidade de uma restri¢do de forma.

Deve-se também destacar o papel desempenhado pela restricdo de volume no processo de
otimizacdo com relacdo a perda de carga do sistema. Pode ser entendido que, quanto menor for

a perda de carga, hd uma maior regido de fluido no dominio. Essa menor perda de carga €
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atribuida ao fato de haver maior disponibilidade do meio para o escoamento.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

Como trabalhos futuros, o autor sugere aplicar o método de elementos finitos multiescala
estabilizado no processo de otimizacdo topoldgica para modelos de escoamentos turbulentos, e
analise de fluxos de fluidos ndo newtonianos para escoamentos constantes. Também pode ser
pensada como oportunidade de trabalhos futuros a implementacéo das técnicas adotadas neste

trabalho para escoamentos laminares ou ndo, considerando problemas tridimensionais.
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