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RESUMO

O presente trabalho visa analisar a dindmica quantica contida na era de Planck do Uni-
verso, seu mecanismo de emersao para a fase inflacionaria e a sua dindmica cléssica em
um modelo homogéneo e isotrépico, composto por um fluido perfeito na forma de poeira e
um gés de Chaplygin. A analise deu-se através de calculos probabilisticos de tunelamento
quantico de um modelo quantizado numericamente pelo método de Crank-Nicolson, cujos
calculos foram realizados em termos dos parametros do modelo. Os resultados apresentam
uma maior propensao para o surgimento classico de um Universo preenchido com poeira e
gas de Chaplygin, se comparados a resultados encontrados na literatura para um modelo

no qual o Universo é preenchido com gas de Chaplygin e radiacgao.
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ABSTRACT

The present work aims to analyze the quantum dynamics contained in the Planck era of the
Universe, its emergence mechanism for the inflationary phase and its classical dynamics
in a homogeneous and isotropic model, composed of a perfect fluid in the form of dust
and a Chaplygin gas. The analysis was carried out through probabilistic calculations of
quantum tunneling of a numerical model quantized by the Crank-Nicolson method, whose
calculations were performed in terms of the model parameters. The results show a greater
susceptibility for the classical emergence of a Universe filled with dust and Chaplygin gas,
when compared to results found in the literature for a model in which the Universe is

filled with Chaplygin gas and radiation.
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1 Introducao

Carl Sagan uma vez disse: “Se vocé deseja fazer uma torta de maca do zero, primeiro vocé
deve inventar o Universo.” Parece 6bvio mas, para que pudessemos estar aqui hoje estu-
dando e discutindo sobre o Universo e toda a sua grandiosidade, primeiramente sobreveio
a sua génese e eventual evolugao até o presente momento. Faz-se, entao, relevante o pro-
cesso de tentativa de elucidagao de como o Universo, um adoslescente em expansao com
cerca de 14 bilhoes de anos, adveio (ADAMS; LAUGHLIN, 1999; PASACHOFF; FILIPPENKO,
2007; BENNETT et al., 2018).

Sob esta perspectiva, o nosso trabalho consistird em uma tentativa probabilistica de ve-
rificagao da emersao do Cosmo e a andlise da sua dindmica quéntica e cléssica para um
modelo homogéneo e isotrépico composto por um fluido perfeito na forma de poeira e gés
de Chaplygin. Para tal, comecaremos por tracejar a historia evolutiva do Universo, ao

transpassar os seus varios estagios (Figura 1).

1.1 A Evolucao do Universo

Se colocarmos a evolu¢do do Universo sob uma perspectiva temporal de um dia (com
duragao de 24 horas), ao iniciar sua historia & meia noite, a formacao da Terra teria
ocorrido apods as 16h, e os primeiros humanos teriam surgido nos tultimos 2 segundos antes
do relogio bater meia noite novamente (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007), como pode ser

observado na Figura (2).

Seja, p = ap a equagao de estado de um fluido perfeito, com p a pressao, p a densidade
de energia, e @ um nimero adimensional, temos que o fator de escala adimensional do
Universo pode ser definido como a(t) o t2/30+%) no qual a(t) ¢ utilizado para caracterizar
a expansao do Universo, com a(t) = 0 em ¢t = 0 para a singularidade, isto é, o Big Bang,

e a(t) = 1 para o Universo atual.
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Figura 1: O Universo e suas eras. (Imagem: History of the Universe - Gonzales, A. 1989
Fermilab)

A historia do Universo pode ser dividida em dois grandes grupos, o grupo de eras e/ou
épocas cuja dinamica é dominada pela radiagao, e o grupo de eras e/ou épocas cuja dina-
mica ¢ dominada pela matéria, acrescido de uma era adicional cuja dindmica é dominada

pela energia escura (a era atual de expansao do Universo).

O grupo de eras e/ou épocas cuja dindmica é dominada pela radiagdo contempla as eras de
Planck, a época da Teoria da Grande Unificagao (TGU) , a inflagdo, a época eletrofraca,
a era dos quarks, a era dos hadrons, a era dos léptons, a era dos fotons, e a era da

nucleossintese.



20

Big Bang
~ (14 bilhdes de anos )

Formacdo de galaxias

Formac¢3o do Sistema Solar e da Terra

Primeiros microorganismos

o <= Bilhdes de anos

Formag&o rochosa

Atmosfera primordial
Fosseis primitivos

Primeiros

hominideos

Plantas iniciaram
producdo de 0?

Milh&es de
anos
Atmosfera atual

0 Sol iniciou sua ultima
revolu¢do ao redor do
centro galactico T

Homo Sapiens
Primitivos

Homem moderno
Dinossauros

Montanhas rochosas

Figura 2: Historia evolutiva do Universo. (Imagem: A sense of time - (PASACHOFF; FILIP-
PENKO, 2007)).

Este primeiro grupo compreende um periodo que durou até aproximadamente 300.000
anos apo6s o Big Bang, no qual o Universo era dominado por matéria ultra relativistica,
com pressio p = p/3, fator de escala a(t) o t'/2, redshift (desvio para o vermelho)
z > 3000, e a = 1/3.

J& o grupo de eras cuja dinamica é dominada pela matéria abrange a era dos ntcleos, a
era da recombinacao, a era dos atomos, a era de formacao das galaxias e estrelas, e a era
de formagao do Sol e do Sistema Solar, isto ¢, a sucessao de eventos que vao de cerca de

300.000 anos & ~ 9,2 x 10° anos desde o Big Bang.

Este grupo de eras é caracterizado por suas componentes sem pressao (p = 0), as quais
determinam a taxa de expansdo do Universo, fator de escala a(t) o< 1?3 com o = 0, e
redshift 3000 > z > 0, 5.

A era atual, na qual o Universo encontra-se em ~ 13,8 x 10 anos apés o Big Bang, tem
a sua dindmica dominada pela energia escura, e é caracterizada por uma componente
com pressao negativa (o < —1/3 para p = ap), a qual conduz a expansao acelerada do

Universo. O fator de escala e o redshift sdo, respectivamente, a(t) o 12/304a) o 2 < (), 5,
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com a(t) ox exp(Ht) e p = —p para a constante cosmologica. E importante frisar que a era
atual do Univero nao poderia ter iniciado antes, uma vez que um periodo de dominacao
da matéria seria necessario para a formagao de estruturas (LIDDLE, 1996; GARY, 2005;
MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006; FRIEMAN; TURNER; HUTERER, 2008; TUOWA, 2011;
WMAP, 2011; LYTH, 2016).

A evolucdo do Universo e suas varias eras (com suas principais caracteristicas) serao
descritas, cronologicamente, a seguir (PEEBLES et al., 1994; LIDDLE, 1996; SARAIVA; FILHO;
MiLLER, 2001; GARY, 2005; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006; PASACHOFF; FILIPPENKO,
2007; FRIEMAN; TURNER; HUTERER, 2008; TUOWA, 2011; WMAP, 2011; RIEKE, 2014;
LYTH, 2016).

< 107%3 s: os primeiros momentos apés o Big Bang, ou seja, a era de Planck, ¢é
caracterizada por uma energia média de cerca 10'° GeV e temperatura da ordem da
massa de Planck (Mp = 1/v/G = 1,22 x 10" GeV) ou maior. Nesse periodo, as quatro
interagoes da natureza, possivelmente, encontram-se unificadas, e o espago e o tempo
perdem os seus significados convencionais. Apenas as leis da fisica quantica sao passiveis

de explicar os acontecimentos decorridos aqui.

~ 1073 s ~ 10738 s: com uma energia média entre 10! GeV e 10'* GeV e temperatura
entre 10%? K e 10® K, a época da TGU ¢ caracterizada por uma confusao flutuante e
quente de particulas e campos interagentes. Nesse periodo ocorre a separagao da interagao
gravitacional das demais interagoes (as quais, possivelmente, encontram-se unificadas),

isto é, as interagoes eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca.

~ 10738 5 ~ 107'2 s: com uma energia da ordem de 10** GeV e temperatura da ordem
de 10%® K, os periodos da Inflacao e era eletrofraca sao caracterizados pela separacao
da interagao nuclear forte da interagao eletrofraca (uniao das interagoes eletromagnética e
nuclear fraca). Essa separagao seria responsavel pela liberagao de uma grande quantidade
de energia geradora de uma expansio extrema do Universo, por um fator de cerca de 10

em 107%2%s, conhecida como Inflacao.

~ 10712 5 ~ 1075 s: a era Quark ¢ caracterizada por uma energia média entre 100 GeV e
200 MeV e temperatura de 10'® K. Nessa era, as interacoes eletromagnética e nuclear fraca
se separam, estabelecendo-se um Universo governado pelas quatro interagoes da natureza
de forma separada. A interacao gravitacional comeca a governar a expansao do Universo
e é descrita através da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) ; as outras trés
interagoes sao descritas através do Modelo Padrao (baseado na ideia de invariancia de

calibre local). Ainda nessa era, os quarks, os léptons e suas respectivas antiparticulas se
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formam, e os léptons se separam em elétrons, neutrinos e suas respectivas antiparticulas.
Essa era se encerra com a aniquilacao mutua de matéria e antimatéria, e finaliza com um

excesso significativo de particulas de matéria.

~ 107% s ~ 107 %s: a era Hadron caracteriza-se por uma energia média entre 200
MeV e 3 MeV e temperatura da ordem de 104 K. Nessa era os quarks deixam de existir
como particulas isoladas e combinam-se em dois e trés para formar os protons, néutrons,
e suas respectivas antiparticulas. Os prétons e néutrons se aniquilam com suas respectivas

antiparticulas mas finalizam essa era com um excesso de protons e néutrons.

~ 107%* s ~ 107! s: a era Lépton caracteriza-se por uma energia média da ordem
de 4 MeV a 1 MeV, com uma temperatura de cerca de 10'? K. Nesse periodo, também
conhecido como era das particulas leves, a temperatura nao é suficiente para a colisao de
fotons produzirem protons e néutrons, ha apenas a produgao de pares de elétron-positron.
Protons e néutrons aniquilam-se com suas respectivas antiparticulas, mas o nimero de
néutrons sobreviventes determina as abundéancias dos elementos primordiais. Os léptons
e anti-léptons aniquilam-se, respectivamente, e produzem um excesso de léptons igual
ao numero de protons. Com isso, a carga liquida do Universo torna-se nula. Por fim,
neutrinos e anti-neutrinos nao interagem mais com prétons e néutrons, o que torna o

Universo transparente para os neutrinos.

~ 1 s ~ 10 s: com uma energia média da ordem da massa do elétron, de cerca de 0,5
MeV e temperatura da ordem de 10'° K, a era dos Fétons caracteriza-se pela aniquilacao
dos pares de elétron-positron quando a temperatura cai abaixo de sua massa de repouso.
Apenas um pequeno excesso de elétrons (mais ou menos um a cada bilhdes de fotons)
sobrevive ap6s a aniquilacao. Os fotons produzidos encontram-se em equilibrio térmico
e a temperatura de radiacdo aumenta, se comparada a temperatura dos neutrinos (os
quais desacoplaram anteriormente). Colisdes entre particulas e antiparticulas continuam
a adicionar fétons ao Universo, mas a colisao de fétons nao adiciona mais particulas a
ele. Apesar da taxa de aniquilacio de matéria ser superior a taxa de produgao (o que
gera uma diminuicao do contetdo de matéria do Universo, e um aumento do conteido de
radiagdo), existe uma nao-simetria entre matéria e antimatéria, a qual acarreta em um

excesso de matéria no Universo em relacao & quantidade de antimatéria.

~ 3 min ~ 20 min: a Nucleossintese ¢ uma era caracterizada por uma energia média
da ordem de 0,05 MeV e uma temperatura de cerca de 10° K, na qual o Universo esfriou ao
ponto de protons e néutrons se fundirem para a formacao de hélio e ntcleo de deutério, ao

utilizar todos os néutrons sobressalentes. A nucleossintese primordial formou hidrogénio,
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deutério, hélio, e uma pequena quantidade de litio. Ao final dessa era, o Universo continha
uma espécie de mistura primordial de hidrogénio, hélio e litio necessaria para a formagao
das estrelas. Os demais elementos se formaram, posteriormente, no interior das estrelas e

em explosoes de supernovas.

~ 300.000 anos ~ 380.000 anos: a era dos Nicleos caracteriza-se por uma energia
média da ordem de elétron-volt e temperatura superior & 3000 K, na qual o Universo seria
constituido de um plasma com ntucleos de hidrogénio, ntcleos de hélio e elétrons livres.
Um grande parte dos elétrons livres mantinha os fétons em colisao continua com eles, o

que acarretaria na opacidade do Universo.

~ 380.000 anos ~ 500.000 anos: a era da Recombinagao' caracteriza-se por uma
energia média da ordem de 0,1 eV e temperatura de cerca de 3000 K, na qual fétons
nao mais interagem com particulas carregadas, o que faz o Universo parecer transparente
para eles. Tais fotons sao evidentes nos dias atuais na radiagdo césmica de fundo (Cosmic
Microwave Background Radiation), a CMB . As flutuagoes de temperatura da CMB, indu-
zidas pela distribuicao de matéria inomogénea na recombinagao, sobrevive até o presente
momento e fornece informagao direta sobre o estado do Universo na tultima superficie de
dispersdo. E importante destacar que o hélio recombinou e tornou-se neutro antes deste
periodo, e sua relevancia esta ligada & sua influéncia na velocidade do som, se levarmos

em conta o calculo das flutuagoes de fundo em microondas.

~ 500.000 anos ~ 1 bilhdo de anos: a era dos Atomos caracteriza-se por uma
energia média de cerca de 0,03 eV e temperaturas entre 3000 K e 20 K, na qual o Universo
continuou a expandir e esfriar, a medida que atomos, inicialmente quentes, combinaram-se
lentamente e esfriaram-se, ou seja, a matéria lentamente se condensou, e formou nuvens

protogalacticas.

~ 108 anos ~ 10° anos: a era de formacao das Galaxias e Estrelas caracteriza-se
por uma energia média entre ~ 0,013 eV e ~ 0,0013 eV e temperaturas entre ~ 20
K e ~ 3 K, na qual a formacao de estruturas pode ser descrita através da gravidade
newtoniana. As primeiras estrelas formaram-se entre 100 e 200 milhoes de anos, onde,
como dito anteriormente, elementos foram produzidos em seus ntcleos e em explosoes
de supernovas. Em cerca de ~ 1 bilhao de anos apés o Big Bang, ocorreu a formagao
das galaxias e os aglomerados de galaxias, a partir de pequenas inomogeneidades iniciais

(resultantes de instabilidades gravitacionais).

10 nome dessa era vem da recombinacdo dos elétrons com o niicleo atémico, apesar dos elétrons e o
nicleo atdomico nao terem se combinado em uma era anterior.
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~ 9,2 X 10?2 anos: a era de formacao Solar e do Sistema Solar caracteriza-se por
uma energia média de cerca de ~ 0,0009 eV e temperatura da ordem de ~ 3 K. A
formacao do Sol, e do Sistema Solar teria ocorrido através do colapso de uma onda de
choque (proveniente de uma explosao de supernova), com uma nebulosa conhecida como

nebulosa Solar.

~ 13,8 X 10?2 anos: a temperatura do Universo atual, o qual encontra-se em expansao
acelerada (decorrente da energia escura), ¢ de ~ 3 K com uma energia média de cerca
de ~ 0,0006 eV. Em grandes escalas, o Universo pode ser considerado homogéneo, mas
no Universo local (composto de galaxias e aglomerados de galaxias) a distribui¢ao dos
aglomerados de galaxias é aproximadamente uniforme, ou seja, & medida que a escala
da estrutura que esta sendo investigada aumenta, as flutuacoes na densidade média da
matéria diminuem, e o nimero de aglomerados de galdxias contidos em uma regiao de
um determinado volume, contendo muitos aglomerados, ¢ essencialmente independente
da localizacao dessa regiao. Em outras palavras, apesar de estar em expansao acelerada,
o Universo, em grandes escalas, pode parecer o mesmo nao importa em qual galadxia
estejamos situados, isto é, nao existe um centro definido para o Universo. A nossa galaxia
(a Via Lactea) reside em um aglomerado de cerca de duas duzias de galaxias que faz parte
de um outro aglomerado chamado superaglomerado local. A Via Léctea, juntamente com
a galaxia M31, sao as galaxias mais massivas e luminosas do Grupo Local, e contribuem

com cerca de 86% da luminosidade total compreendida em uma esfera de 3 Mpec.

Um breve resumo da historia evolutiva do Universo pode ser observado na Figura (3).

1.1.1 O Universo Atual

A composi¢ao de matéria do Universo é permeada por CMB com temperatura T ~ 2.73
K, e matéria baridnica (cerca de um barion por 10'° fétons, sem uma quantidade subs-
tancial de antimatéria), cuja composi¢ao quimica da matéria barionica é de cerca de 75%

hidrogénio, 25% hélio, mais tracos de elementos mais pesados.

Pode-se afirmar que os barions contribuem com apenas uma pequena porcentagem da
densidade de energia total do Universo, cerca de 4, 9%, onde o resto seria formado por uma
componente escura, a qual é composta de matéria escura fria (cold dark matter), CDM |

com pressao desprezivel (~ 26,6%), e energia escura com pressao negativa (~ 68,5%).

Para temperaturas abaixo de alguns MeV, os principais componentes da matéria do Uni-

verso, os quais desempenham papéis importantes, sao: a radiacao primordial, os barions,
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Figura 3: Breve resumo da evolugao do Universo. (Imagem: The birth of the Universe -
http://abyss.uoregon.edu/ js/cosmo/lectures/lec20.html)

os elétrons, os neutrinos, e a energia e a matéria escura (MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006;
LIDDLE, 2015; LYTH, 2016).

O Universo atual encontra-se em expansao acelerada segundo a Lei de Hubble (v = Hy7),
com Hj a constante de proporcionalidade conhecida como constante de Hubble, e, apesar
de ser homogénio e isotréopico em escalas maiores que 100 Mpc, possui uma estrutura
inomogénea bem desenvolvida em escalas menores, isto ¢, em grandes escalas o Universo
é suave e pode ser definido através do principio cosmologico (também conhecido como o
principio de Copérnico), o qual declara que o Universo em grandes escalas é uniforme e

deve parecer o mesmo para todos os observadores.

A homogeneidade afirma que o Universo assemelha-se em cada ponto, isto é, possui um

valor de densidade média igual em todos os lugares em um dado momento (apesar da
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densidade poder variar com o tempo). Ja a isotropia afirma que o Universo parece o

mesmo em todas as diregoes.

Ou seja, nao ha um eixo preferencial ao longo do qual a maioria das galaxias esteja
alinhada. Todavia, a homogeneidade nao implica em isotropia, e a isotropia ao redor de
um ponto tnico também nao implica em homogeneidade, porém, a isotropia ao redor de
qualquer ponto do Universo, combinado com o principio cosmolégico, implica em isotropia
em todos os pontos do Universo, e isso implica necessariamente em homogeneidade. Uma
das evidéncias mais fortes do principio cosmologico é a CMB que permeia o Universo,
uma vez que ela parece a mesma em todas as diregoes de observagao (RYDEN, 2006;

PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007; LIDDLE, 2015).

(a) Universo homogéneo e nao isotrépico (b) Universo homogéneo e isotropico

Figura 4: Ilustragao para um universo homogéneo e nao isotropico (a), e um universo ho-
mogéneo e isotropico (b). O circulo pontilhado é a parte observavel do Universo. (Imagens:
(PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007)).

A métrica responsavel por descrever o Universo homogéneo e isotropico é a métrica de

Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) , definida como,

dr?

2 2 2

+r? (df? + sin® 0d¢*) | (1.1)

onde t é a variavel temporal, conhecida como tempo proprio cosmoldgico, ou tempo cos-
mico, isto é, a medida temporal de um observador cujo universo expande uniformemente
ao seu redor; 7, 0, e ¢ sdo coordenadas esféricas comoveis?, e a(t), como mencionado

anteriormente, é o fator de escala adimensional do Universo, o qual descreve como as

2r, 0, e ¢ sdo consideradas coordenadas comoéveis a expansdo do Universo, se, ndo havendo a atuacao
de forgas externas, uma particula em um determinado conjunto de coordenadas (r, 6, ¢) permanecer em
repouso.
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distancias em um universo homogéneo e isotropico crescem ou decrescem com o tempo,
ou seja, ¢ uma medida da taxa de expansao e ou contracao do Universo. Por fim, temos
que a constante k corresponde a curvatura espacial, com £ = 0,1, —1 para um universo

plano, fechado, e aberto, respectivamente (LIDDLE, 1996; RYDEN, 2006).

A forma de a(t) depende do tipo de material do qual o Universo encontra-se preenchido.
Este material é determinado pela densidade de energia p e pela pressao p, relacionados
através da equagao de estado definida como p = p(p), cujas propriedades do material sao

responsaveis pela expansao do Universo.

Ao definir,

k TG

HOP + o = 3 00 (1.2)

a equacao de Friedmann (a qual descreve a expansao do Universo), e,

p= _SH(p +p) ) (13)

a equagao de conservagao da matéria (a qual descreve como a densidade do material que

preenche o Universo evolui com o tempo); é possivel derivar uma terceira equagao,

4
a= —%G(p +3p)a (1.4)

a equagao da aceleracao (a qual descreve a aceleragao do fator de escala), com H = % o

parametro de Hubble, G a constante gravitacional, e o ponto () a derivada em relagao ao

tempo t.

Ao levar-se em consideracao as equagoes (1.2) e (1.4), percebe-se que a taxa de expansao
do universo é determinada pela densidade de energia e pela equagao de estado dos seus
constituintes, como dito anteriormente. Ou seja, a combinagao das equagdes (1.2) e (1.3)
ou (1.4), acrescida da equagao de estado p = p(p), forma um sistema completo de equagoes

que determinam as fungdes a(t) e p(t).

Em outras palavras, o futuro do Universo nao depende apenas da sua geometria mas
também da sua equagao de estado, definida como p = ap, para substancias de importancia
cosmoldgica, com p = % p para a radiagao e p = 0 para a matéria nao-relativistica, isto é,
poeira (LIDDLE, 1996; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006; PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007;
LIDDLE, 2015).
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No que diz respeito ao futuro do Universo, muitas galaxias ainda produzem novas estrelas,
mas muitas outras ja esgotaram o seu suprimento de gas, e em cerca de 30 bilhoes de anos
as galaxias estarao cada vez mais escuras, e preenchidas com estrelas mortas e/ou em
suas ultimas fases evolutivas. Este fendmeno acarretaria em uma menor quantidade de

planetas capazes de suportar a vida (como a conhecemos hoje em dia).

O Universo podera, entao, expandir para sempre, e entrar em um processo conhecido
como Big Chill (Grande Frio, em tradugao livre), também chamado de Big Freeze. Ou,
em alternativa ao Big Chill, teriamos o chamado Big Crunch, isto é, se a massa do Universo
for grande o suficiente, a gravidade comecaria a agir de maneira contraria a expansao,
ou seja, a gravidade reverteria a expansao, e toda a matéria do Universo e sua energia

colapsariam (PEEBLES et al., 1994).

Acerca da nossa existéncia aqui na Terra, em cerca de 5 bilhoes de anos, a fusao esgotara
o hidrogénio no centro do Sol e a pressao interna do seu nicleo diminuird, uma vez que
as temperaturas ainda nao sao altas o suficiente para fundir o hélio em elementos mais
pesados. A gravidade agira no niicleo, o que causara o seu reaquecimento. O hidrogénio
comegcaré, entao, a queimar de forma mais intensa. Essa nova energia causard uma expan-
sao das camadas externas do Sol, e fara com que ele se torne uma estrela do tipo gigante

vermelha.

Em uma segunda fase, o nucleo do Sol, em contragao, se tornara tao quente que eventu-
almente o hélio comecaré a se fundir em nicleos de carbono e oxigénio, e transformaré o
Sol em uma estrela mais fria e mais fraca. Sua atmosfera aumentaréd durante essa tran-
si¢ao, para uma distancia de cerca de 1 unidade astrondmica (atual distancia média da
Terra ao Sol), o que implicara em Mercurio, Vénus e, possivelmente, a Terra gradualmente

engolidos pelo Sol (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

As caracteristicas do Universo atual, e seu provavel destino, sdo possiveis indicativos dos
acontecimentos que ocorreram nos primoérdios do Universo, o qual serd o foco da nossa
analise, e, portanto, explanado de forma mais aprofundada no item (1.1.2) do presente

Capitulo.

1.1.2 O Universo Primitivo

Ao compreender o reino das eras iniciais da historia do Cosmo, o Universo primitivo
corresponde a um periodo anterior & 1 s apos o Big Bang (WEINBERG, 1993; PASACHOFF;
FILIPPENKO, 2007; LIDDLE, 2015; LYTH, 2016).
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Nesta época, o Universo era composto por varias espécies de particulas separadas, as
quais interagiam entre si, como prétons, néutrons, fétons, elétrons, positrons, neutrinos e
anti-neutrinos, cujas propriedades sao especificadas através da funcao de distribuicao de

cada espécie (LIDDLE, 2015; LYTH, 2016).

Destacam-se os seguintes processos de colisao, que ocorriam com frequéncia nesse periodo:
(i) a colisao de dois fotons gerando um elétron e um poésitron; (ii) a colisdo de um neutrino
com um anti-neutrino, gerando um elétron e um pésitron; (iii) a colisdo de um féton e
um elétron, gerando um néutron e um neutrino. Para os quais, tornam-se validos todos
0s processos reversos, o que corresponde ao chamado equilibrio térmico, como pode ser

observado na Tabela 1 (LYTH, 2016).

Tabela 1: Processos de colisdo de particulas.

foton + foton = elétron + positron
neutrino + anti-neutrino = elétron + poésitron
foton + elétron = néutron + neutrino

O estado de equilibrio térmico, no qual o ntimero de distribui¢oes de todas as particulas
fora determinado pelas leis da mecénica estatistica, perdurou durante todo o primeiro
estagio do Universo, e encerrou préoximo ao primeiro segundo de existéncia do mesmo.
Lembrancas do estado de equilibrio térmico podem ser observadas ao medirmos a abun-
dancia atual de hélio, da radiagao de microondas, ou até mesmo dos neutrinos (WEINBERG,

1993).

Tocante as interacoes fortes entre as particulas elementares no Universo primitivo, uma
caracteristica importante é que tais interacoes prendem os prétons e os néutrons juntos em

um nucleo atémico, e afetam apenas uma classe de particulas conhecidas como hadrons.

Mas como lidar com altas temperaturas, quando hadrons e anti-hadrons estavam presentes
em grandes quantidades? Alguns pesquisadores acreditam que nao existe um hadron ele-
mentar, enquanto outros pesquisadores defendem que nem todas as particulas sao iguais,
isto é, algumas sao elementares e outras sao meras combinacoes das particulas elementares.
Neste caso, as particulas elementares consistiriam do féton e todos os léptons conhecidos,
mas nenhuma delas de hadrons. No entanto, os hadrons seriam combinagoes de particulas
mais fundamentais, isto é, os quarks (particulas normalmente ligadas por glions, para a

formagao de protons e néutrons) (WEINBERG, 1993; PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).
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Em t ~ 1 s a temperatura do Universo era da ordem de 10'° K, e as energias tipicas dos
fotons nao eram suficientes para produzir, espontaneamente, pares de elétron-positron.
Com a aniquilagao de poésitrons e elétrons, mais fétons foram produzidos, e néutrons co-
megaram a decair em protons, elétrons e neutrinos, o que teria acarretado no desequilibrio
entre préotons e néutrons, devido ao nao reabastecimento rapido do suprimento de néu-
trons (uma vez que néutrons sao levemente mais massivos do que os protons e, portanto,
mais dificeis de se produzir). O ntimero de néutrons seria de apenas um quarto do nimero

de protons (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

Para temperaturas acima de 10'° K, as energias tipicas dos fétons poderiam ser compara-
das as energias de ligagao nuclear (da ordem de 1 MeV), e para um Universo ainda mais
anterior & esse momento, os fétons seriam energéticos o suficiente para destruir ntcleos
(a0 separar protons e néutrons uns dos outros), o que torna incoerente pensar em néutrons
e protons em temperaturas da ordem de 10'? K. Ao invés disso, os quarks (seus consti-
tuintes) encontravam-se livres para vagar em um mar denso. Essa fase é conhecida como
quark-hadron, a transicao na qual os quarks iniciaram a sua condensacao em proétons e

néutrons (LIDDLE, 2015).

Em uma temperatura ainda mais elevada, da ordem de 10K, o Universo teria passado
por uma transicao de fase associada nao as interagoes fortes mas as interagoes fracas
(responsaveis por certos processos de decaimento radioativo, como o decaimento de um
néutron, ou de forma mais geral, por qualquer reagdo que envolva um neutrino), chamada
temperatura critica. Para temperaturas abaixo dessa temperatura, ocorre a quebra de

simetria entre as interagoes eletromagnética e fraca (WEINBERG, 1993).

No intervalo temporal de t = 1073° s a t = 107% s apés o Big Bang, o que equivale a
temperaturas acima da temperatura critica, existia equilibrio entre particulas, antiparti-
culas, e fotons. Pares de particulas-antiparticulas aniquilavam-se e produziam fétons, e
fotons, espontaneamente, formavam pares de particulas-antiparticulas. Em grande parte
desse periodo, quarks eram abundantes e nao vinculados. Cada quark (matéria) possuia
um antiquark (antimatéria) correspondente, mas devido & uma pequena assimetria na
formagao deles (cerca de 1 em cada bilhao) deu-se inicio ao processo de existéncia da vida

atual (PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007).

A teoria das particulas, a qual descreve interac¢oes abaixo da escala de TeV, e que compre-
ende a teoria eletrofraca unificada e a cromodindmica quantica, é conhecida como Modelo
Padrao. Duas questoes cosmologicas importantes, além do Modelo Padrao, sao a natu-

reza das particulas massivas de interagao fraca (uma possivel componente da CDM), e a
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geragao da assimetria barionica no Universo (MUKHANOV, 2005).

Grande parte do que sabemos atualmente sobre o Universo, nos foi apresentado através
dos fotons, isto é, observagoes precisas do Universo atual sao capazes de elucidar os tipos
de processos que ocorreram no decurso dos primeiros estagios do mesmo, e/ou talvez
esclarecer a natureza das leis fisicas em energias tao altas que seria inconcebivel explorar
por outros meios. Por exemplo, este periodo denso e quente do Universo é corroborado
através das evidéncias observacionais da CMB, uma vez que este cenario seria a condigao

necesséria para a produgao de radiagao (PEEBLES et al., 1994; LIDDLE, 1996; RYDEN, 2006).

Portanto, saber que existem mais barions do que anti-barions no Universo, e esse rela-
tivo excesso de barions ser suficiente para explicar a abundancia de elementos leves e as
observagoes das flutuagoes da CMB, torna o Modelo padrao detentor dos ingredientes ne-
cessarios para a geracgao da assimetria baridnica, no qual o niimero de barions por féton é
da ordem de 107!° para o Universo atual (corroborado por dados observacionais), mas da

ordem de 107 para os primeiros estagios do Universo (MUKHANOV, 2005; LYTH, 2016).

Porém, permanece o questionamento sobre o quao proximo do inicio de tudo o nosso
conhecimento atual das leis da fisica é capaz de chegar, ao considerar a possibilidade logica
de um comego em t = 0 para a(t) = 0 (conhecido como o momento da singularidade, isto

é, o Big Bang) (WEINBERG, 1993).

Em cerca de 1072* s, apesar da interacao gravitacional ser fraca em altas temperaturas,
cogita-se que o campo gravitacional do Universo teria sido grande o suficiente para produ-
zir pares de particulas-antiparticulas. Contudo, o ntimero de particulas produzidas dessa
forma teria tido uma contribuicao desprezivel comparada & quantidade de particulas ja
existentes no equilibrio térmico. Portanto, ao referir-se ao Universo primitivo, a gravidade
nao teria um efeito significativo em suas propriedades internas, ainda que tenha desempe-
nhado um papel importante na histéria do Universo, visto que ela controla a relagao entre
a densidade e a taxa de expansao do mesmo. No entanto, para temperaturas da ordem
de 102 K, as energias de particulas em equilibrio térmico podem ser tdo grandes que
a interacao gravitacional entre elas torna-se tao importante quanto as outras interacoes

(WEINBERG, 1993).

Portanto, independentemente de t < 1 s apds o comego de tudo compreender algo pra-
ticamente desprezivel (em um contexto macroscopico como ¢ o caso do Universo atual),
muito aconteceu, ou especula-se que aconteceu, uma vez que as escalas temporais e de
distancia das interagoes eram muito menores que as atuais (PASACHOFF; FILTIPPENKO,
2007).
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Posto isto, apesar das limitacoes dos atuais aceleradores de particulas de altas energias a
certas temperaturas, somos aptos a atingir, com confian¢a substancial, conclusoes para t =
10712 s ap6s o Big Bang, cujas maiores energias de particulas alcancadas pelos aceleradores

atuais sdo da ordem de 100 GeV (o que equivale a 10 K).

Se quisermos obter informagoes sobre momentos ainda mais proximos a t = 0, dependemos
da anélise do nosso grande acelerador de particulas, o Universo primitivo. Assim como,
de observagoes astrofisicas e cosmologicas, de fontes astrofisicas de particulas altamente
energéticas, uma vez que os fendmenos fisicos de calor do Universo primitivo evidenciam
a simplicidade essencial da natureza (WEINBERG, 1993; MUKHANOV, 2005; RYDEN, 2006;
PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007; LIDDLE, 2015).

Quando o Universo excede uma certa densidade, e certas temperaturas, efeitos quéanticos
entram em agao e tornam-se importantes (inclusive para a fisica gravitacional), o que faz
com que a relatividade geral (a qual parece ser inconsistente com a mecanica quéantica)
nao possa ser aplicada no breve intervalo de tempo do nivel de Planck (t < 1073 s), do
qual sabe-se praticamente nada. Contudo, vale ressaltar que em energias um pouco abaixo
dessa escala, o espaco-tempo classico comeca a fazer sentido. Por exemplo, para t = 10738
s (momento no qual ocorreu a inflagao), as leis da fisica que regem os acontecimentos
desta época seriam as leis da fisica classica e nao da fisica quantica (MUKHANOV, 2005;

LIDDLE, 2015).

Assim sendo, a fusao da fisica quantica com a fisica gravitacional, a qual recebe o nome
de teoria da gravitacao quéntica, estabelece-se como fundamental em escalas de energia
da ordem de Planck, ou seja, cerca de ~ 10 GeV, onde cogita-se a concepcao de uma
espécie de espuma espacgo-temporal na qual pacotes de tempo e espago teriam oscilado
entre existéncia e nao existéncia (MUKHANOV, 2005; PASACHOFF; FILIPPENKO, 2007;
LIDDLE, 2015).

Sob esta perspectiva, ocorre na década de 1960, com os trabalhos pioneiros de Bryce
Dewitt (DEWITT, 1967), Charles Misner (MISNER, 1972), e John Wheeler (WHEELER,
1968), o estabelecimento da cosmologia quantica, isto é, a aplicacao das leis da fisica
quantica a cosmologia, com a qual surge a possibilidade da explicagao e/ou do entendi-
mento dos eventos que desenrolaram-se no Universo primitivo, mais precisamente na era
de Planck, uma vez que ainda nao ha uma concordéancia sobre uma definicao precisa e
fundamentada ao que concerne a teoria da gravitacdo quantica (GUTH, 1981; HARTLE,
1987; WEINBERG, 1993; ATKATZ, 1994; LIDDLE, 1996; HALLIWELL, 2002; PASACHOFF;
FILIPPENKO, 2007; LYTH, 2016).
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1.2 Objetivo

O presente trabalho visa, através da aplicacao de calculos numéricos, elucidar os possiveis
eventos dos primoérdios do Universo, tais como a emersao de um modelo de universo
homogéneo e isotrépico, preenchido com um fluido de poeira e gas de Chaplygin cuja
métrica é a de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker com k=1, através do processo de

tunelamento quéantico.

Para isso, ap6s esse primeiro momento introdutoério, no qual estabelecemos a ambientacao
e caracteristicas principais da evolucao do Universo, com énfase em seus primoérdios, fa-
remos um breve resumo dos topicos e formalismos fundamentais da cosmologia quantica,
assim como delinearemos os aspectos tedricos, base para a compreencao dos processos

aqui analisados.

Em seguida, apresentaremos todos os pontos chave do modelo de universo por nés con-
siderado, tanto do modelo classico, quanto da sua eventual quantizagao. Ulteriormente,
sera exposta a metodologia aplicada ao nosso modelo, os nossos excelentes resultados, e,

por fim, nossas consideragoes finais e perspectivas para futuros trabalhos.
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2 Cosmologia Quantica

Com a publicacao da relatividade geral em 1915, e da mecénica quantica em 1926, nao
demorou muito para que ji na década de 1930 assimilassem a possibilidade do campo
gravitacional se comportar de forma quantica. Podemos destacar o trabalho de Rosenfeld
(1930), o qual buscou desenvolver métodos gerais para lidar com as dificuldades técnicas
que envolviam quantizar a gravidade, ao aplicar o método de Pauli para a quantizacao
de campos com grupos de calibre, para as equagoes de campo de Einstein linearizadas.
Contudo, sugestoes teriam sido propostas anos antes, mais precisamente em 1916, quando
Einstein havia alertado sobre a possibilidade de efeitos quanticos provocarem modificacoes
na relatividade geral, e em 1926 com a indicagao de Oskar Klein sobre uma eventual
modificagao dos conceitos de espago-tempo, decorrente da gravidade quantica (DEWITT,

1967; ROVELLI, 2004; ESPOSITO, 2011).

Na medida em que a natureza e as leis da fisica sdo fundamentalmente quénticas, a
cosmologia quantica é a aplicagao da mecanica quantica ao Universo como um todo, o
que permite uma maior compreensao ao que concerne sua origem, evolucao e destino,
assim como o comportamento da matéria e da energia em estagios primordiais do Cosmo,
e as condicOes iniciais as quais levaram a sua existéncia e a formacao de estruturas como

as que conhecemos atualmente (BOJOWALD, 2015).

As leis classicas divergem em energias e temperaturas da ordem da escala de Planck (¢ <
10743 5), na qual a densidade média ¢ demasiadamente maior em ordens de magnitude do
que a densidade média encontrada em qualquer regime observacionalmente acessivel, o que
equivale & mais de um trilhao de massas solares em uma regiao do tamanho de um tnico
proton, e a medida de distancia dada pelo comprimento de Planck 1, = \/g ~ 107 m é
muito menor do que qualquer coisa que possa ser sondada por aceleradores de particulas. A
cosmologia quantica pode ser utilizada como ferramenta para a compreensao dos eventos
que ocorrem em tais condigoes de temperatura e energia (HARTLE, 1987; ATKATZ, 1994;
ESPOSITO, 2011; BOJOWALD, 2015; KIEFER; SANDHOFER, 2022).
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Por que a cosmologia quantica e nao a teoria da gravitacao quantica? Por enquanto, nao
ha uma teoria de gravitagao quantica estabelecida e definitiva, portanto, utilizamos nossos
conhecimentos de cosmologia quantica para investigar os acontecimentos em escalas do

nivel de Plack, como ¢ o caso do Universo primordial.

Quando houver uma definicao precisa da teoria da gravitacao quéntica, a cosmologia
quantica se tornaréa obsoleta? O mais provavel é que as teorias se combinem para formar
um cendrio mais completo do Universo, visto que apesar de ambos os campos buscarem
conciliar as teorias aparentemente incompativeis da mecanica quantica e da relatividade
geral, isto é, almejem uma compreensao mais unificada do Cosmo, elas focam em aspectos
e abordagens diferentes quanto a aplicacao das leis da fisica quéntica ao Universo, onde a
principal diferenca entre ambas reside no fato da cosmologia quantica lidar com o Universo
como um todo, com foco em suas condigoes iniciais e na evolu¢ao do mesmo, enquanto que
a gravitagao quantica lida com a gravidade em um nivel quantico, com foco na natureza

do espaco e do tempo, em pequenas escalas.

Ademais, apesar de todas as perguntas ainda sem resposta, a cosmologia quéantica apre-
senta desafios e reflexoes fascinantes, na qual uma de suas maiores expectativas é uma
possivel solugdo para a singularidade da cosmologia classica (derivada da relatividade

geral), dado que a(t) = 0 ndo pode ser evitado classicamente (BOJOWALD, 2015).

Embora a cosmologia quantica tenha, efetivamente, iniciado em 1967 com o trabalho de
Bryce DeWitt!, ao longo dos anos, infimeros trabalhos foram propostos e desenvolvidos
com énfase em trés linhas principais de pesquisa: (i) a linha de pesquisa covariante, a
qual busca construir uma teoria quantica de campos das flutuacoes da métrica, sobre
um espago plano de Minkowski, ou alguma outra métrica espacial de fundo; (ii) a soma
sobre historias, uma tentativa de definicao da teoria através da utilizacao de uma versao
quéantica da integral funcional de Feynman; e, por fim, (iii) a linha de pesquisa canonica

(ROVELLI, 2004).

Iniciada na década de 1950 por Bergmann e Dirac, a linha de pesquisa canoénica, a qual
consiste no desenvolvimento da estrutura candnica da relatividade geral, foi simplificada
por Arnowitt, Deser e Misner (ADM) na década de 1960, e por Ashtekar na década de
1980.

As abordagens canoénicas? procuram dividir o espaco-tempo em espaco e tempo e almejam

'DeWitt (1967).

2Trabalhos que seguem a linha de estudo canonico, podem ser conferidos em (ESPOSITO, 2011). Tra-
balhos e formalismos, os quais ajudaram a estabelecer a cosmologia quantica, inclusive a base tedrica da
andlise aqui apresentada, encontram-se (cronologicamente) no apéndice B de (ROVELLI, 2004).
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um formalismo hamiltoniano, como o formalismo ADM, no qual a métrica quadrimensi-
onal pode ser interpretada como a evolugao de uma métrica tridimensional no tempo,
em analogia a mecanica quantica, e o qual permite reescrever as equacoes de campo de

Einstein em primeira ordem (KIEFER; SANDHOFER, 2022).

O formalismo ADM, o formalismo canonico da relatividade geral, base para a cosmologia

quéntica, sera descrito em maiores detalhes na segao (2.1) do presente Capitulo.

2.1 O Formalismo ADM

O formalismo canonico da relatividade geral, desenvolvido na década de 1960 por Ar-

nowitt, Deser e Misner?

¢ um dos passos necessarios para a estruturacido da cosmologia
quantica, uma vez que a equac¢ao de Wheeler-DeWitt (equagao fundamental da cosmologia

quéntica, analoga a equagao de Schrodinger) advém da aplicagao deste formalismo.

O desenvolvimento do capitulo se dara da seguinte forma, primeiramente sera introduzido
o formalismo lagrangiano da relatividade geral, seguido de um breve preludio matematico
(composto de defini¢oes necessérias para o desenvolvimento do formalismo hamiltoniano).
Posteriormente, apos as explanagoes sobre a decomposicao 3 + 1 do espago-tempo, e da
projecao das equagoes de campo de Einstein, serda apresentado o desenvolvimento da

formulagao hamiltoniana da relatividade geral.

As referéncias utilizadas para a construcao e desenvolvimento desta se¢ao sao: (DANIELL

MOLINARI, 2020; JHA, 2022).

2.1.1 Formalismo Lagrangiano da Relatividade Geral

Conhecida como equagoes de campo de Einstein,

1 s
R, — §gWR +Agu = gGTw/ , (2.1)

a relacao acima pode ser definida como a distribuicao da matéria para a geometria do
espago-tempo, na qual a gravidade se acompla ao tensor energia-momento da matéria,
com R, o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura, A a constante cosmolégica, G' a
constante gravitacional, ¢ a velocidade da luz, T, o tensor energia-momento, e g,, o

tensor métrico. Assumiremos A =0e G =c = 1.

S(ARNOWITT; DESER; MISNER, 2008).
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A abordagem variacional para a relatividade geral foi desenvolvida inicialmente por Eins-

tein e Hilbert em 1915. Nesta abordagem, define-se a agao gravitacional como,

1

Sy =— [ d*'vv/—gR (2.2)
167 %

com V o volume sobre o qual a integracdo é realizada e g o determinante (negativo) do

tensor métrico.

A agao da matéria,

SM = / d4IL‘\/ —gLM s (23)
1%
¢é a contribuicao dos campos de matéria ¢, com L,; a lagrangiana dependente apenas dos

coeficientes do tensor métrico gy,

Sendo a agao total definida como,

S=8g+Su . (2.4)
as equagoes de campo de Einstein podem ser derivadas a partir da estacionaridade de S
sob variacoes arbitréarias de g,,.
Variagao do termo gravitacional.

Dada a variagao da lagrangiana Ly

1 1 0g
_ 1224 /_ - _ yng uv nuv —
6LH 167 [5(9 RIW g)] 167 2\/_—gg R;w + (59 R;w + g 5R,uzz>\/ g )
(2.5)
aplica-se a formula de Jacobi
09 = 99" 09w = — 99 09" (2.6)

com o intuito de obter o seguinte resultado para 0Ly,

1 1
5LH = ﬁ |:(Rw/ — EQMVR) 5gMV + g“”(sRW} v—g . (27)
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Se for considerada a identidade de Palatini, isto é,

ory,, =V,ore, —v,ory, (2.8)
ou, de forma analoga,
SR = VAL, — V0173, (2.9)

¢ possivel encontrar a seguinte relagao para o ultimo termo de (2.7)

V=99 3R, = /=99 [V ,0T%, — VI ]
= V=gV, lg"ors, — g™or,] (2.10)

o qual é ignorado pois os termos de fronteira nao sao considerados.

Apos realizar as devidas substituicoes, tem-se por fim, a variacao do termo de Hilbert,

isto é, a variac¢ao do termo gravitacional da acao (2.4)

1 1
(5SH == 16_7'{' (R - g“,, )\/ 5g’ulld4 . (211)

Variagao do termo de matéria.

De maneira andloga a variacao do termo gravitacional, a variagao do termo de matéria se

dara da seguinte forma,

88y = /{5LM5g“”\/_+LM5\/_}d4x

dgHv
B 0Ly 1 s 4
_/V[ég*“’ — 2LMgM,] vV—g0g"'d z

1
=5 / T/ —gég"d's | (2.12)
14

com,

(2.13)

)
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para o tensor energia-momento.

Visto que a varia¢ao da acao total (2.4) é S = Sy + 0Sy, temos,

1

05 = Tom

1
/ [RW — §gw,R — 87T | vV—gdg"d'x . (2.14)
1%

Com a arbitrariedade de dg"”, a estacionariedade de S requer que o integrando seja

idéntico a zero, ou seja, 65 = 0 (o principio de minima agao), o que resulta em,

1
Ruy = 50mB =811, (2.15)

ou seja, implica nas equacgoes de campo de Einstein satisfeitas, e o sistema em estado de

equilibrio, como gostariamos de encontrar.

Logo, é possivel inferir a conservagao do tensor energia-momento, isto é

vV, " =0 (2.16)

uma vez que (2.15) pode ser reescrita como G, = 877}, e as identidades de Bianchi

2
determinam que V,G" =0 (com G, o tensor de Einstein).

2.1.2 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral

2.1.2.1 Preludio Matematico e Definicoes

Considere X C M, uma subvariedade, através de uma incorporacao DN = M , com
® : X — ®(X) um difeomorfismo, no qual #(X) C M é uma subvariedade de dimensio k

tal que £ < n, em que n é a dimensao total da variedade M.

Com M uma variedade quadrimensional real e suave, e g uma métrica lorentziana de
assinatura (-,+,+,+) em M, definida como g : T,,(M) x T,(M) — R (um mapa bilinear
simétrico de valor real), assume-se que o espago-tempo quadrimensional (M, g) é global-
mente hiperbodlico, isto é, adimite uma hipersuperficie do tipo espago X, tal que toda

curva do tipo tempo ou nula intercepta Y apenas uma vez, e cuja topologia é R x ..

Y ¢ uma hipersuperficie de M se ¥ = ®(N), isto ¢, se ¥ for a imagem de N através de P,

com N uma variedade tridimensional.
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Figura 5: Incorporacao de uma variedade 3D em uma varidade 4D.

O espago-tempo pode ser foliado por hipersuperficies >; do tipo espacgo, com t = constante

e Yy(t € R), tal que M = |J %y, com {t} x ¥ et =1 a direcdo do tempo de ¥; & Sypq
teR

(com £ : M x R).

Algumas propriedades de X;:

Duas ; nao se interceptam;

e Assim como estabelecido pelas equagoes de movimento, a hipersuperficie inicial,

Yi—g, incorpora o conhecimento fundamental que dé origem ao espago-tempo.;

Todas as ¥; sao do tipo espago;

Y surgem como superficies de nivel de uma funcgao escalar t, a qual seré interpretada

como um tempo de fungao global.

A métrica do espaco-tempo induz uma métrica riemaniana -;; tridimensional chamada de
métrica induzida em >, tal que v, = g + nuny, < Y = g + n¥n”, com n* um vetor

normal em cada ¥, onde n¥n, = —1.

Seja, n, = Qf)ﬂf, com 2 = Q(z*) uma constante de normalizacao para a qual nfn, = —1

(0 que garante que n* seja um vetor normal). Temos que, —1 = n,n,g" = Q?¢", com

g" = ¢, o que significa que t ¢ a coordenada temporal, e Q = iﬁ, da qual escolhemos
g

2 < 0 para que n* seja um vetor do tipo tempo, e, portanto,
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—40
ny, = _;oo , (2.17)
_ 0n
P —— (2.18)
_gUO

Ou seja, o vetor normal é utilizado para calcular a métrica induzida, a partir da métrica
do espago-tempo original g,,,, em que, o delta de Kronecker é empregue na equagao (2.17)
para isolar o componente temporal do vetor, o que torna a expressao igual a —1 se y = 0,
e 0 caso contréario. O sinal negativo é aplicado para garantir que o componente de tempo

0

seja direcionado para dentro e a raiz quadrada de —g¢"° seja utilizada para normalizar o

vetor. Na expressao (2.18), a componente temporal ja esta isolada no numerador.

Logo, a hipersupeficie ¥ pode ser definida como do tipo espago, com assinatura (+,+,+),
com vetor normal do tipo tempo; do tipo tempo, com assinatura (-,+,+), com vetor
normal do tipo espago; e do tipo nula, com assinatura (0,+,+); se 7y for, respectivamente,

positivo-definida, lorentziana, ou degenerada.

Figura 6: Foliacao do espago-tempo.

A métrica induzida () pode funcionar como um projetor do tipo espago (projecao espa-

5T, a parte espacial do tensor

cial), e do tipo tempo (proje¢éo normal), sendo T5, = 37}

T,, e ™ = —n,n* = 6% —~4 o projetor normal.

Dado que o tensor de Riemann Rj , e suas formas contraidas, associadas a conexao V,
de Levi-Civita em (M, g), expressam a curvatura intrinseca do espago-tempo, também é
possivel construir, de forma analoga, uma conexao tnica de Levi-Civita D; em (X,7) e

seus tensores de curvatura correspondentes,
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[D,., D,JV*= @Ry V& (2.19)

a curvatura intrinseca de Riemann* de cada hipersuperficie, induzida pela 3-métrica 7,,,
e denotada por ® R, a qual relaciona o tensor de Riemann ao comutador das deriva-
das covariantes, com V um vetor qualquer que pode ser separado em partes espacial e

temporal,

VE =V = (Y + NIV =V VT (2.20)

Contudo, como apenas consta informacao sobre a curvatura inrinseca de ., faz-se neces-
sario obter informagao sobre como ¥; se encaixa em (M, g). Define-se, entao, a medida da

variacao da normal n ao longo do vetor tangente, o tensor de curvatura extrinseca K,

Ky = =159 Vans | (2.21)

o qual é simétrico em p e v, é puramente espacial, mede como a normal a hipersuperficie
muda de um ponto a outro, assim como a taxa com a qual a hipersuperficie se deforma, ao
ser carregada ao longo da normal, isto é, captura a noc¢ao intuitiva de como a curvatura

varia de uma hipersuperficie para outra.

A rapidez com a qual a curvatura muda de uma hipersuperficie para a proxima é chamada

de aceleracao de uma foliagao a,, definida como

a, =n"V,n, . 2.22
p p

Isto permite que K, possa ser expressa de outras formas equivalentes,

K, =-V,n, —nua, (2.23)
1
K,uzz = _iﬁnfy;w ) (224)

onde £,7,, € a derivada de Lie de 7,, ao longo de n.

4Quantidades marcadas com sobrescrito (¥) fazem referéncia a (M, g), e as quantidades marcadas com
() ou sem sobrescrito, referem-se a variedade (2,7).
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Assim como o escalar de Ricci, temos a curvatura média, ou escalar de curvatura extrinseca

K,

K=g"Ky, ="K, |, (2.25)

a qual mede a mudanca fracionaria de um volume tridimensional ao longo da normal n*

de uma hipersuperficie do tipo espago para a proxima.

Por fim, temos as trés ultimas relagoes necessarias para nos aprofundarmos na decompo-

sicao 3+ 1 do espago-tempo (a base do formalismo ADM):

Dada a relagao de Gauss,

Vb8 ORG,, = PR+ KIKss — KjKas (2.26)

ouy

uma vez que,

WIE=5 (2.27)

estima-se a relagao de Gauss contraida:

V5O R,, + VQMn”7§n0(4>R“ = ORyp+ KKys— Kou K . (2.28)

vpo

Ao contrair novamente com relagao a métrica v*¥, temos a generalizacao do Theorema

Egregium de Gauss (ou relagao escalar de Gauss),

DR+ 2R, 0" = @R+ K — Kj; K7 . (2.29)

Dada a relagao de Codazzi-Mainardi,

Vs WRE = DsK] — Do K} (2.30)

ouy

efetua-se a contracao dos indices livres restantes (com o objetivo de obter novos indices),

e os aplica a v e a a no lado esquerdo da relagao, o que resulta em,
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7ﬁn”7§(4)Rp = (55 + n“np)vgn"(4)Rp

ouv ouY

— ylén”(‘l)ij + 75(4)Rpou,,npn”n” ) (2.31)

Por fim, devido a auto-simetria de (4)RP¢7HV com respeito aos primeiros dois indices, o

tltimo termo de (2.31) cai, o que permite definir a rela¢ao de Codazzi-Mainardi contraida,

vn'WR,, = DK — D,K" . (2.32)

2.1.2.2 Decomposicao 3 + 1 do Espago-Tempo

Para este topico, serd nossa integao separar o espago-tempo (M, g) em duas partes, uma

puramente espacial, e uma puramente temporal.

Como apontado anteriormente, diz-se que M ¢é globalmente hiperbdlica, se adimite uma
superficie de Cauchy, isto é, uma hipersuperficie ¥ do tipo espago, e adimite uma foliacao
por um conjunto de hipersuperficies {3, };cr, onde cada ¥, é uma superficie de nivel t

(campo escalar regular) em M.

Desse modo, introduzimos quatro novas variaveis com o intuito de especificar a geometria

entre as hipersuperficies, ou seja, a funcao lapso N e as fungoes deslocamento /V,

, (2.33)

N'= N?*¢" | (2.34)

as quais sao utilizadas para descrever a maneira como o espago-tempo ¢ dividido em uma
série de hipersuperficies do tipo espaco, e definir as coordenadas nas quais o tensor métrico

€ expresso.
Interpretacao geométrica das fungoes lapso N e deslocamento N

Ao definirmos o vetor de evolugao normal m* como,

mt = Nn* | (2.35)
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Figura 7: Interpretacao geométrica das fungoes lapso e deslocamento.

temos que n*Ndt = mtdt, uma vez que n* é o vetor normal a hipersuperficie (Figura 7).

A funcdo lapso determina o lapso do tempo proprio d7 entre ¥, 5 e X; (com 07 =
Nét), enquanto que as fungoes deslocamento N* medem a diferenga das coordenadas na

hipersuperficie ¥4 entre os pontos b e ¢ (o ponto de evolugao temporal de a).

Portanto, a funcao lapso mede o tempo proprio para ir de uma hipersuperficie para a
proxima, ao passo que as fungoes deslocamento medem as mudancas nas coordenadas

espaciais na mesma hipersuperficie.

Posto isto, o acoplamento destas quatro fun¢oes com a métrica ;;, isto &, {N, N Vi b

determina completamente a geometria espaco-temporal de M.

Seja,

, _(NZ-Ni_N2 Nj) . gw_<—$ N )
pyo - i N )
Ni Yij v e

temos que det(g,,) = g (com g < 0 devido a assinatura da 4-métrica ser (—,+,+,+)) e

det(vyi;) = v (com 7 > 0 na hipersuperficie ¥, devido a assinatura (+, +,+)).

Portanto, \/—g = N,/7 nos fornece a densidade do espago-tempo /—g em termos da

_dety __ vy __ 1

densidade /7 e da funcdo lapso N, em que ¢ = 57 = 1 = — .,

com g o determinante

da 4-métrica, e 7 o determinante da 3-métrica.
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Com este resultado, ¢ possivel definir explicitamente n,, e n* em fun¢ao de N e N*, ao

combinarmos as equagoes (2.17), (2.18), (2.33), e (2.34),

n, = (=N,0,0,0), (2.36)
1 Nt
H= (=, =) 2.

O préximo passo consistird em substituir o tensor de Riemann (4)ng com os tensores

de curvatura intrinseca e extrinseca tridimensionais, e com as func¢oes de lapso e desloca-

mento, ou seja, decompor em 3 + 1 o tensor de curvatura de Riemann.

Seja o tensor de Riemann aplicado a normal n*, definido como,

V., V,Jn* = WRe no (2.38)

ouY
projeta-se este resultado duas vezes em ¥; e uma vez ao longo de n*, o que resulta em,
1
’Ypo/}/g (4)Rglwn‘7nl’ = — OW\K? + ’Yg')/gvan, + NDOCDBN . (239)

Esta relagao permite substituir o tensor de Riemann do espago-tempo com as quantidades
tridimensionais. Ao comparé-la e combinéd-la com (2.28), é possivel obter a expressao

simplificada,

1
YAy DR, = DR+ KK, — Vavs VoK, — NDQDBN , (2.40)

que nada mais é do que a projecao do tensor de Ricci, e do escalar de Ricci com o intuito

de obté-los em termos das varidveis 3 + 1.

Finalmente, uma ultima contracao com respeito a y*” proporciona o resultado o qual

buscavamos encontrar, isto é,

. 2 .
WR= PR+ K+ K'K;; — 2V, K — SD'DiN - (2.41)

no qual houve uma substituicao dos indices gregos por indices latinos, ao se explorar o

carater puramente espacial de K e 7,
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- 1 ..
')/w/ (4)ij =R + K2 — 7Z]VnKZ'j — N’}/UDZD]N . (242)
Conclui-se assim, a decomposi¢ao 3 + 1 da curvatura do espago-tempo.
2.1.2.3 Projecao das Equagoes de Campo de Einstein

Neste topico serao expostas as projegoes das equacoes de campo de Einstein no formalismo

3+ 1, visto que o tensor de curvatura foi decomposto.

A partir da contracao das equacoes de campo de Einstein com relacao a g, para A = 0,

(2.15), é possivel derivar a seguinte relagao,

1
it (4)R,u1/ _ §gul’ (4)R = 871-9/‘”]1“, N (4)R = 81T (2.43)

da qual, infere-se

1
DR, = 87[T,, — 0w T] (2.44)

Visto que n* é do tipo tempo, e pode ser identificada com a quadrivelocidade de um
observador movendo-se perpendicular a >, projeta-se 7, na densidade de energia F,

medida por este observador,

E=T,n'"n" ; (2.45)

na densidade de momento p, (na qual o projetor 7% garante que p, é tangente a %),

Pa = —Tiun"vy (2.46)

e no tensor S,g3, isto &, na projecao total de T}, em >,

Sap = TiwYa Vs (2.47)

com,

Sas = Tuhvg = Tug + Enang + 10 (Tapng + Tppna) (2.48)



48

cujo trago S correspondente (ou escalar de tensao) com respeito a 7, sera definido como,

S = Saﬁ’}/aﬁ = ij’}/ij . (249)

Ao combinarmos (2.48) e (2.49), obtemos o escalar energia-momento 7T,

T=T,9" =T,H" —n'n") | (2.50)

e, por consequéncia, uma relagao entre S, E, e T, isto é,

T=S—-E . (2.51)

Estas definigoes descrevem todas as quantidades decorrentes da projecao de 7T),,.

Como as equagoes envolvem tensores de grau 2, a projecao das equagoes de campo de
Einstein em termos das variaveis 3 + 1 podem ser realizadas de trés formas (com duas

projegoes correspondentes a cada indice):

e Puramente espacial: duas vezes ao longo de X;;
e Puramente temporal: duas vezes ao longo de n*;

e Espacial e temporal: uma vez ao longo de ¥; e uma vez ao longo de n*.

Ao aplicar v# duas vezes em (2.44), obtém-se,

1 1
(3)Raﬁ - 2Ka/\K§ + KKaﬁ — N ﬁmKaﬁ + D(XDBN:| = 87 |:Sa5 — 5’}/&5(8 - E) s (252)

na qual, todos os tensores envolvidos sao tangentes a ;.

Ao projetar as equagoes de campo de Einstein com relagao a n*, estima-se,

®OR - K;K% + K? =167E . (2.53)

Finalmente, ao projetar uma vez ao longo de n* e uma vez ao longo de ¥;, temos,

DsKB — DK = 87p, . (2.54)
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Estas trés equagoes contém, coletivamente, a mesma quantidade de informagoes que a

forma covariante das equagoes de campo de Einstein.

2.1.2.4 Desenvolvimento da Formulacao Hamiltoniana da Relatividade Geral
(ADM)

A abordagem canonica tem como vantagem a possibilidade de uma formulagao clara do
problema de Cauchy, o problema de valor inicial. Ela também esclarece os problemas
decorrentes das redundancias das varidveis g,,, na abordagem covariante da relatividade
geral. Um outro aspecto de destaque desta abordagem é a conexao entre os colchetes
de Poisson e as equagoes de Hamilton, e a relacao com a mecanica quantica através
das relagoes de comutacao. Logo, a formulagao hamiltoniana é base para a quantizacao

canodnica da gravidade.

Apos substituicoes necessarias na acao de Einstein-Hilbert, é possivel obter a acao gravi-

tacional (2.2) em termos das variaveis 3 + 1, isto é,

to
Si = / dt / PrNAPR - K2+ KYK;) (2.55)
t1 P

da qual infere-se a densidade lagrangiana,

Ly =Ny7(®PR—- K>+ K9Ky;) | (2.56)

para L = [ d*xLy, a lagrangiana L de Sy = [ dtL.

Ly e Sy dependem de {v,7;;, N, N, 9N, 81]\7} mas nao dependem de {N, ]\7}, uma vez

que N e N sao multiplicadores de Lagrange, isto é, nao sao varidveis dinamicas.

Em mecanica classica, L = [ d*zL com L = L(q, ¢), tal que ¢ = {¢;} parai=1,2,3,...,n

¢ a coordenada generalizada, e possui um momento candnico 7 correspondente a ¢;, isto

E possivel recuperar a densidade hamiltoniana H através da transformacao de Legendre

de L, isto é,

H(q,m)=Sm'g — L . (2.57)

Da mesma forma, ¢ possivel encontrar os momentos conjugados correspondentes a {, ¥i;, N, N},
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e aplicar a transformada de Legendre em Ly (2.56).

Primeiramente, definimos os momentos conjugados correspondentes a N e N:

OLy
Sl 2.58
NN (2:58)
OLu
i = 2.59
T o (259)

Dessa forma, restam os seis momentos conjugados independentes 7%, correspondentes as

componentes de 7,

. 0L
=20 (2.60)
ij
cuja expressao explicita de 7% é definida como,
= (K7 — K7) | (2.61)

Com a finalidade de escrever o resultado final em termos de {¥R,~, N, N }, elimina-se a

referéncia da curvatura extrinseca de 7%, ao aplicar a relagao,

1 )
em,
= VKN = KY) = /7 [Kay™7” = Kay' 7" (2.63)
o que resulta em,
ci = V7 29I D N* — DINT — DIN' 4 (4t — qfinkhyy | (2.64)

2N

Assim também, elimina-se os termos da curvatura extrinseca de (2.56), em favor das

funcgoes lapso e deslocamento.

Para tal, reorganiza-se (2.61) para obter,
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. 1 m
K=v"K;j=——|31n—21 |= — |, 2.65

ao contrair,

. 1 . .
sz == m (7‘("7” - 27TZ'7> 9 (266)

com respeito a 3-métrica, para v?K;; = K, na qual v9v;; = 3 e v9m;; = .

Agora, é possivel definir a equagao de evolugao da 3-métrica, ao substituir (2.66) em
(2.62),

N
Yis = DNy + DN, — — (mz-- - 27n~-> , 2.67
J J J ﬁ J J ( )

e ao aplicar (2.65) e (2.66) em (2.56), obter a densidade lagrangiana em termos de
{®'R. 5. NN},

N (. 1
LH = Nﬁ(g)R + ﬁ <7sz7Tij - 57’('2) . (268)

Visto que a densidade hamiltoniana Hy (densidade hamiltoniana ADM) pode ser obtida
através da transformada de Legendre de Ly, isto é, Hy = 74;; — Ly, com o emprego

das equagoes (2.58), (2.59), (2.67) e (2.68), é possivel estimar,

Hy = nyN 4 nyiNi + 75 — Ly

3 N N . 1
= 79[D;N; + D;N; — —(my;; — 2m3;)] — [Nv/A PR+ — (797, — =n?)]
J J ﬁ J J \/_ ﬁ J 2
=279 D;N; — N\/7 ¥R + ﬂ(mjw” 7T—2) . (2.69)
val 2

da qual, é possivel definir a hamiltoniana H4pys, a partir da relacao,

HADM:/ d3SL’HH . (270)
¢
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O préximo passo consistird em determinar as doze equagoes de movimento de Hamilton

correspondentes a,

: OH
Vi = 55 (2.71)

g OH
7= — . 2.72
7 (2.72)

Primeiro, definimos a a¢do Sapys, a partir da aplicacao de (2.69) em (2.55), isto é,

SADM—/ dt/ d*x(r;; — H)
st

/ dt/ d*x[r;; — (2n7 D;N; — N\/_R—I—\/_(TFU —7))] : (2.73)

Para calcular as equagoes de movimento, faz-se necessario a imposi¢ao das condi¢oes de

contorno,

6N |oxz, = ON" |os, = 67%ij |a=0 , (2.74)

nas quais, 0%; exprime o limite da hipersuperficie ¥;.

Ao variarmos Sapys em relagao a {N, N, 7%, ~;;}, as variaveis independentes, obtemos as

equagcoes de movimento de Hamilton,

oH
Tt
. oH T2
sij — _N Rz] sz . cd " NAij
r . VI )+ —2\/_(7T AT 5 )Y
2N

1 . iy
—=—(r"n] — 77 + \/Y(D'D’N — 4" D.D°N)
Vi 2
+D (7 N€) — 1“D N’ — w°D.N" | (2.76)

em que, N e N , isto é, as funcgoes lapso e deslocamento, sao multiplicadores de Lagrange

e, portanto, nao contribuem para a dinamica.
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Com as equagoes dinamicas, é possivel, enfim, definir os colchetes de Poisson,

{vij v}t lgmy = 0,
{77, 7} | = 0,
(i, ™} gy = 050, . (2.77)

os quais sao calculados com respeito as variaveis v;; e k.

Com a definicao dos colchetes de Poisson, é possivel recuperar as relacoes de comutacao

canodnicas,
{vigs wa} lm=0 = [ig, 4w = 0
{7 |pm=0— [#,75] = 0
{5, ™Y L= 0565 — [33, 7% = ihslol (2.78)
visto que,
1 - -
{A,B}—>71[A, ] . (2.79)
7

Ou seja, quando as varidveis canonicas do sistema (v;; e 77) sao identificadas, é possivel
transforma-las em operadores quanticos correspondentes (v;; e 7), assim como introdu-
zir um funcional de onda v[v,], definido no espago de configuragoes de campo (ya), €

caracterizar a acao de 7;; e 7 no estado [¢),

Yig |10) = Yij[vas] (2.80)
4 |4 = —ih 2.81
m W) =1 57ijw[7ab] 9 ( . )

das quais deriva-se a equacao que esté no centro de toda abordagem candnica da cosmo-

logia quéntica, a equa¢ao de Wheeler-DeWitt (andloga a equacao de Schrodinger),
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- h (1 o 0
HU[y,] = OR—-—|(= — Uy = 2.82
[Vel] {\/7 R ﬁ<2%b%d %c%d) v 5%d} V] =0 (2.82)
e os vinculos dos momentos,
A )
Ykl

com ¥ a fun¢ao de onda do Universo.

Para @R — (R —2A), com A # 0, temos,

. (1 o 9
H‘Ilh/kl] = ﬁ ((3)R - 2A) - ﬁ (ﬁvab'ycd - Wacw/bd) 5")/ ) 5’}/ d:| \I,h/kl] =0 ) (284)

. )
H W [ym] = 2D, 57”‘1’[%1] =0 . (2.85)
ij

A equagao (2.84) possui dois termos, onde o primeiro termo se comporta como um poten-
cial, com um fator o qual contém a raiz quadrada do determinante da 3-métrica, enquanto
o segundo termo dispoe de uma estrutura de energia cinética, uma vez que ele contém

segundas derivadas em relagao a métrica.

A equagao de Wheeler-DeWitt sera exposta em maiores detalhes na se¢ao (2.2) do presente

Capitulo.

2.2 A Equacao de Wheeler-DeWitt

Ao quantizar o universo fechado de Friedmann, preenchido com matéria, Bryce DeWitt
em seu trabalho® de 1967 deu inicio & cosmologia quantica propriamente dita, ao desen-
volver um modelo cosmolégico com um ntmero finito de graus de liberdade, o modelo de
minisuperespaco, sendo a configuracao espacial infinito-dimensional da relatividade geral

chamada de superespago.

Modelos dimensionalmente reduzidos, como sao o caso de modelos de minisuperespaco,
tém sua importancia fundamentada em aspectos como o fato de fornecerem meios de

investigacao de questoes matematicas, como as condigoes de contorno, e a estrutura da

5(DEWITT, 1967).
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equacao de onda, ou o modo como permitem a comparacao de varios esquemas de quanti-
zagao; assim como podem desempenhar o papel de toy models, isto ¢, modelos simplistas,
com o intuito de analisar problemas teéricos os quais nao dependem do ntimero de varia-
veis, como € o caso do papel dos observadores, o problema do tempo, e a emersao de um

universo cléssico.

Como exemplo de modelo de minisuperespaco, temos o modelo de um universo homogéneo
e isotropico preenchido com um fluido perfeito, o universo de FLRW com apenas um grau
de liberdade, isto é, o fator de escala a, com constante cosmologica A # 0, o qual sera

quantizado em seguida.

As referéncias utilizadas para a construgao e desenvolvimento desta se¢ao sao: (ATKATZ,
1994: MANSOURI; NASSERI, 1999; GOUSHEH; SEPANGI, 2000; SEN; SCHERRER, 2005; WANG
et al., 2005; GORINI et al., 2005; KIEFER, 2007; ANDERSON, 2012; AVELINO; AZEVEDO,
2018; FILHO, 2020; MONERAT et al., 2020; MENDOZA; SILVA, 2021; KIEFER; PETER, 2022;
KIEFER; SANDHOFER, 2022).

2.2.1 Quantizagcao do Modelo de FLRW
Seja,

H(p,z) = % +V(x)=FE | (2.86)

a hamiltoniana de um sistema em uma dimensao, isto é, a energia total expressa como
uma funcao da coordenada x e do momento canonicamente conjugado p, de um sistema

classico.

O primeiro passo, para a quantizacao canonica deste sistema, ocorre a partir das seguintes

transformacoes:

r—=i=x (2.87)
0

h= —i— 2.

p—p oy (2.88)
.9

E—E=i- . (2.89)
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Ao realizar as devidas transformacoes e substituigoes em (2.86), obtemos,

HU(x,t) = (—%% + V(x))lll(x,t) = i%\lf(x,t) : (2.90)

a equagao de Schrodinger idependente do tempo, isto é, a equacao de movimento quéan-
tica do sistema, na qual, H (o operador hamiltoniano resultante das transformagoes

(2.87)(2.88)) age na funcao de onda ¥(x,t).
De semelhante forma, seja,
A
a + (1 — §a2) =0 , (2.91)

a equagao de Friedmann (1.2) para A = 87Gpyae, com pyq. a densidade de energia do
vacuo, equivalente & hamiltoniana para uma particula de energia nula, cuja posicao é

descrita por a (fator de escala), com,

. .0
Pa = Da = _Z% y (292)

a transformagao canénica do momento conjugado de a e kK = 1 (para um universo fechado

de raio a).

A agdo gravitacional de Einstein-Hilbert (2.2), toma a forma,

S :/dtL _ 3T [ —a*a+a 1—“—2 (2.93)
FLRW = FLRW — 4G ag ) .

para o universo fechado de FLRW, com ay = 1/3/A.

A partir da agao (2.93), é possivel reescrever a equagao de Friedmann (2.91) para,

_ OLprrw 3.
= = ——aa

Po="54 ~ “ag" - (2.94)

isto é,

9 3m 22 a?
Do+ 2a )@ l—a—g =0 . (2.95)

Ao aplicar a transformagao (2.92) em (2.95), temos,
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[8‘9_; - (%)2& (1 _ Z—;)] V) =0 | (2.96)

ou seja, a equagao de Wheeler-DeWitt para um universo fechado de FLRW, anéloga a
equagao de Schrodinger independente do tempo (para uma particula com meia unidade
de massa e energia nula), cuja fun¢do de onda ¥(a) é a fungao de onda do universo, e

cujo potencial V(a) é definido como,

3r\° ,/a® a*
Vi) =|—=) | = —— 2.97
0=(g5) 4(7-5%) 290
com a? = G, ou seja, o universo quantizado de FLRW é equivalente ao problema unidi-

mensional da mecanica quantica nao-relativistica.

Portanto, a quantizacao hamiltoniana suscita em uma equacao matematicamente equi-
valente & equacao de Schrédinger da mecanica quantica. Porém, algumas caracteristicas
intrinsecas a equacao de Wheeler-DeWitt, a diferencia da equacao de Schrodinger e serao

expostas no item (2.2.2) do presente Capitulo.

2.2.2 Peculiaridades da Equacao de Wheeler-DeWitt

Iremos destacar trés aspectos da equacao de Wheeler-DeWitt:

e Definicao no espago de configuracoes;
e Auséncia de um parametro de tempo externo;

e Determinismo dos pacotes de onda.

Um dos principais atributos da equacao de Wheeler-DeWitt diz respeito a sua definicao
no espaco de configuragao. Por ser uma equagao diferencial parcial, e sua solugao (a
funcdo de onda) nao ser definida no espago, no tempo, ou no espago-tempo, a equagao de
Wheeler-DeWitt nao depende dos pontos do espago-tempo, e sim dos graus de liberdade

gravitacional e de matéria do sistema.

Ou seja, a equacao de Wheeler-DeWitt é uma equacao diferencial parcial que descreve

6

a evolucao da funcao de onda do universo® em um espaco de configuragao, isto é, um

6A funcdo de onda do universo é uma funcdo matemaética que descreve a amplitude de probabilidade
do universo encontrar-se em uma configuracao particular.
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espac¢o matematico que descreve as possiveis configuragoes do sistema, representadas por

um conjunto de variaveis que descrevem os graus de liberdade do mesmo.

A segunda caracteristica citada, concerne o chamadoo problema do tempo da cosmologia
quéantica, isto é, a auséncia de um parametro de tempo externo, e a nao unicidade de

variaveis temporais internas.

Por fim, temos o determinismo dos pacotes de onda, isto é, uma das principais caracteristi-
cas da equagao de Wheeler-DeWitt é o fato dela ser deterministica, o que significa que ela
dita a evolucao da funcao de onda do universo, e das variaveis do espago de configuracgao,

dadas condigoes iniciais.

Em outras palavras, um pacote de ondas, um tipo de solugao para a equagao de Wheeler-
DeWitt, descreve a distribui¢cao de probabilidade de um universo em um determinado
conjunto de configuracoes, ou seja, uma superposicao de diferentes configuragoes possiveis
cuja evolucao é determinada pela equagao. De forma geral, a construcao de pacotes de
onda em um universo de FLRW tem como objetivo encontrar pacotes de onda cujas
distribuicoes de probabilidades coincidam com caminhos classicos obtidos na cosmologia

classica.

Ademais, apesar de nao haver um parametro de tempo externo, a equagdo possui uma
forma hiperboélica, o que afeta como as condig¢oes de contorno sao impostas. Isso ocorre
porque a equacao diferencial classica no tempo é substituida por uma equacao diferencial

hiperbélica, o que altera o determinismo da teoria.

O fato da equacao de Wheeler-DeWitt ser uma equacao diferencial parcial do tipo hiper-
bolica, significa que ela permite solucoes que descrevem ondas que se propagam através
do universo, as quais sao utilizadas para estudar o comportamento do Cosmo em um nivel
quantico, assim como fornecer informacoes sobre suas origens, e a natureza do espaco e

do tempo.

Nos aprofundaremos na problemética temporal e suas possiveis solugoes no item (2.2.2.1)

do presente Capitulo.

2.2.2.1 O Problema do Tempo da Cosmologia Quantica

Como expresso anteriormente, a cosmologia quantica é a aplicagao da teoria quantica
ao Universo como um todo, e dado que a sua dinamica é uma caracteristica de grande
importancia, a no¢ao nao bem definida do tempo se torna um problema, uma vez que o

papel do tempo é central para a dinamica.
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Este problema surge da divergéncia entre os significados de tempo, tanto para a teoria
canodnica classica, isto é, a relatividade geral, quanto para a teoria quantica usual. Para
a relatividade geral, o tempo estd em pé de igualdade com o espaco, como manifestado
pela invariancia do difeomorfismo da teoria, ja para a teoria quantica usual, o tempo é um
parametro externo fixo, assim como na fisica newtoniana. Em outras palavras, o tempo

para a relatividade geral é dindmico, enquanto que para a teoria quantica ele é absoluto.

Quando ocorre a quantizacao da relatividade geral através de uma abordagem canonica,
mais precisamente de uma equacao com dependéncia de momento, como é o caso da
hamiltoniana, este procedimento nao nos fornece uma equacao de onda com dependéncia

temporal, mas sim uma equagao estacionaria, isto é,

HU =0 |, (2.98)

a equacao de Wheeler-DeWitt, a qual implica em,

H, AW =0 (2.99)

a comutacao do operador Hamiltoniano com um observavel qualquer, ao invés de,

CdA(t) o
in S = [ AW] (2.100)

como ocorre na teoria quantica usual.

Intimeras estratégias para estabelecer uma possivel resolugao deste problema foram desen-
volvidas, e podem ser verificadas, de forma mais elaborada e completa, em (ANDERSON,

2017), e em suas referéncias.

Uma destas estratégias ¢ a incorporacao da variavel temporal através de campos de ma-
téria ao aplicar o formalismo de Schutz 7, uma vez que o contetido material desempenha

o papel de varidvel temporal neste formalismo.

Dado que este método foi empregue no desenvolvimento do presente trabalho, sera exposto

no item (2.2.2.2) do presente Capitulo.

7(SCHUTZ; BERNARD, 1970, 1971).
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2.2.2.2 Campos de Matéria e o Formalismo de Schutz: Uma Solucao Para o
Problema do Tempo da Cosmologia Quéantica.

Em 1970, Schutz desenvolve uma representacao de potencial de velocidade para a qua-
drivelocidade U, de um fluido perfeito na relatividade geral, expressa em termos de seis

potenciais, isto é,

U, = %(% +aB, +0S,) (2.101)

na qual, os potenciais possuem equagoes de movimento proéprias.

A partir da descricao do potencial de velocidade, deriva-se um principio variacional, no

qual a densidade lagrangiana ¢ L = \/—¢g(R + 167p), e da qual define-se a agao,

S = /d4x\/—_g(R+167rp) : (2.102)

cuja variacao leva as equagoes de campo de Einstein, caso ela seja efetuada com respeito
a métrica; e as equacoes de movimento eulerianas, caso a ela seja efetuada com respeito
aos potenciais de velocidade; assim, todas as equagoes conhecidas para um fluido perfeito

sao recuperadas.

J& em 1971, Schutz introduz a teoria hamiltoniana de um fluido relativistico, ao aplicar
o método de Dirac, e transformar as equagoes da hidrodindmica do fluido perfeito na
forma hamiltoniana, para teorias degeneradas, cuja densidade hamiltoniana corresponde

a densidade de energia do fluido.

Portanto, utiliza-se o formalismo de Schutz para descrever o fluido perfeito, com o intuito
de selecionar a variavel dindmica do fluido como referéncia temporal, para entao, aplicar
a quantizacao canonica na hamiltoniana resultante, e obter uma equacao de Wheeler-
DeWitt no minisuperespago (correspondente a equagao de Schréodinger com dependéncia
temporal), uma vez que o acoplamento da gravidade a um fluido perfeito recupera a nogao

de tempo para alguns casos da cosmologia quantica.

Os fluidos perfeitos tém como caracteristica a nao viscosidade, a nao conducao de calor, e
possuem uma equacao de estado definida como p = ap, com p a pressao, e p a densidade
de energia. Para a anélise aqui desenvolvida, foram considerados dois fluidos perfeitos, o

gas de Chaplygin e poeira.
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O gas de Chaplygin.

Sabemos, com base em evidéncias observacionais, que o Universo encontra-se em um
estagio de expansao acelerada, cuja matéria responsavel por essa condicao ser satisfeita,
em algum estagio da evolucao cosmologica, é a energia escura. Para que esta expansao
acelerada seja verdadeira, é preciso que a pressao p e a densidade de energia p violem a

condigao p + 3p < 0.

Existem alguns cadidatos a energia escura, dentre eles o gas de Chaplygin, cuja equagao

de estado é definida como,

com A uma constante positiva (o que implica em um fluido perfeito com pressao nega-

tiva®), e @ um parametro entre 0 e 1, no qual a = 1 para o nosso modelo.

Uma particularidade do gas de Chaplygin é a sua velocidade do som v, definida como,

) A
=== (2.104)
dp  p?
fato nao trivial para fluidos com pressao negativa, cuja forma especifica para o gas Cha-
plygin depende das condi¢oes e parametros especificos do sistema em questao, como o0s

valores de A e a, bem como da temperatura e pressao do gas.

A velocidade do som em um gas é normalmente dada pela raiz quadrada da razao entre
o calor especifico do gas e sua densidade, isto é, o indice adiabatico, o qual, para o
gas de Chaplygin, pode ser calculado ao utilizar a equacao de estado e as propriedades

termodinamicas do gés.

2

Quando a pressao é negativa, o que ocorre em baixas pressoes para o gas Chaplygin,
o indice adiabatico também se torna negativo. Isso significa que a velocidade do som é
imaginaria, o que implica que as ondas sonoras nao podem se propagar através do gas.
Este é um comportamento peculiar do gas Chaplygin, uma vez que a velocidade do som

é geralmente um valor real positivo para fluidos normais.

Se considerarmos um universo de FLRW preenchido com gas de Chaplygin, ele descreve a
transicao entre um estagio de expansao cosmologica desacelerada a um estagio de expansao

acelerada, e sua inomogeneidade é capaz de combinar os papéis de energia e matéria escura,

80 gas Chaplygin descreve um fluido que se comporta como um gés em altas pressoes e um fluido com
pressao negativa em baixas pressoes.
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pois ao passo que a energia escura ¢é responséavel pela expansao acelerada do universo, a

matéria escura fornece a atragao gravitacional que mantém as galdxias unidas.

O que ocorre, é que o gas de Chaplygin possui uma equagao de estado que pode conectar
o comportamento de um fluido em altas pressoes ao comportamento em baixas pressoes,
e isso permite que ele imite o comportamento da energia escura e da matéria escura. No

entanto, deve-se atentar ao fato do modelo de gas Chaplygin ser um modelo tedrico.
Poeira.

Matéria nao relativistica a qual interage consigo mesma apenas através do campo gravi-
tacional, e a qual é um fluido perfeito cuja equacao de estado é definida como p = ap,
para a = 0. Ou seja, poeira, em um modelo de FLRW, é um tipo de matéria que tem
pressao nula, o que significa que sua energia interna nao contribui para a expansao ou
contracao do universo, em vez disso, a densidade do fluido de poeira determina a dindmica
do universo através das equacoes de Friedmann, isto é, as equagoes de campo de Einstein
para este fluido, no modelo de FLRW, sao dadas pelas equagoes de Friedmann, as quais

descrevem a evolugao do fator de escala (a(t)) em fungdo do tempo.
Aplicagao do Formalismo de Schutz.

Seja a métrica de um universo homogéneo e isotropico de FLRW, caracterizada pelo fator

de escala a(t), definida como,

dr?

— 2

ds* = —N?(t)dt* + a*(t) (1 + r2dh* + r236n28d¢2> , (2.105)

com N a funcao lapso?®, dQ? = db? + sen?0d¢p* o elemento de linha de uma esfera de duas

dimensoes e raio unitario, e £k = 1 para um universo espacialmente fechado.

O conteudo material do modelo analisado no presente trabalho é descrito de acordo com

o formalismo de Schutz, no qual (2.101) toma a forma reduzida,

1
Uu = ;(gb,l/ + GSJ/) ) (2106)

com « e (3 ausentes no modelo, devido a auséncia de rotacao'®, u a entalpia especifica, S

a entropia especifica, e ¢ e 6 sem um significado fisico claro.

9Na equacdo (1.1) N = 1. Devido a invariancia de difeomorfismo, a funcio lapso pode ser eliminada
ao considerarmos N = 1.
0 e B estdo conectados a rotacao.
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E possivel expressar p em termos dos potenciais, isto é,

1 . )
= — 0 2.1

p=(6+68) . (2.107)

uma vez que U”U, = —1, a condi¢cao de normalizacao da quadrivelocidade, e,

) ) 1 . )
W= =g (¢ +050)(05 +0S5) = —g" (¢ +05)" = (@ +05)° (2.108)
Seja,
1 4 1 3 4

S = d*z/—gR + —— EavhK + | dav/—=gp | (2.109)

a acao de Einstein-Hilbert, acrescida de um termo de contorno M da variacao quadri-
mensional M, e da a¢do de Schutz (dltimo termo), a qual descreve a dinamica do fluido
perfeito que interage com o campo gravitacional em termos dos potenciais de velocidade,
onde h é o determinante da métrica induzida h,;; = 7;; na hipersuperficie espacial tridi-
mensional, K = h;; K" o trago da curvatura extrinseca K;;, R o escalar de curvatura,
e G a constante gravitacional de Newton, para 87G = 1 (uma normalizagao arbitraria

escolhida por conveniéncia para a agdo de Einstein-Hilbert).

Da métrica (2.105), deriva-se o escalar de Rici,

66 6Na 642 6

R = — — 2.110
N2q N3a+N2a2+a2 ’ ( )
no qual, R = ¢" R, = ¢" Ry + g” R;;, com,
- 2 a’(t) 20002 o 2(N02 a2
G = diag| —N*(t), T, @ (t)r=, a*(t)r<sen<6 | (2.111)

as componentes da métrica, e g;; = a*(t)h;j, com h*h;; = 3, para i,j = 1,2,3 os indices

espaciais, ¢ () = 4.

— ij _ 1
Para K = hinJ, com Kij = —Whij, temos,

K=_2 (2.112)
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a curvatura extrinseca.

Ao substituir ambos os resultados para R e K na agao gravitacional,

1
S:—/ d4x\/——gR+/ PevhK | (2.113)
2 M oM

obtemos,

22
S, = /dt(—S?V“ + 3Na> , (2.114)

em que, d'z = dtd*z, e \/—g = NVh.

De (2.114), é possivel inferir a lagrangiana,

302
L,=— ?V“ +3Na . (2.115)

Como visto no item (2.1) do presente capitulo, através do formalismo canoénico é possivel

encontrar a hamiltoniana H,, isto é, a hamiltoniana gravitacional,

2

Py
H,=— — 2.11

. oL . .
em que, Ly = (ap, — NH,), com p, = %%, 0 momento canonicamente conjugado de a.

Para um fluido perfeito com equacao de estado p = ap, tem-se as seguintes relagoes

termodinémicas:
p=po(1+1I) ;
p=(14+1I) + 2 ;
Po
1
OdS = dIl +pd(—> , (2.117)
Po
com Il = % a energia interna especifica, y = (ppLOp) a massa inercial especifica, © =

(1 +1I) a temperatura, S = In (1;_(11'1) a entropia, e py a densidade de massa de repouso.
0
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Seja a acao de Schutz,

S = /d4x\/—_gp , (2.118)

é possivel inferir a lagrangiana,

Ls= Na’p (2.119)
com,
pp = 0 (2.120)
ps = Opy (2.121)
L
po = 2 Natp 2t NP (2.122)
0 0 T

os momentos canonicamente conjugados de 6, S e ¢, respectivamente, e para os quais

utilizamos p = %, e equagoes (2.106) e (2.107), cujo tnico potencial tido ndo nulo sera

¢, com o intuito de obter as equag¢oes de movimento corretas, ja que o fluido considerado

é o fluido de poeira.

Por consequéncia, encontra-se,

H, = —Nda’T}
Hy, = N*&(p+p)U°U° +pg"] (2.123)

a hamiltoniana do fluido, com T = (p + p)utu” + pg"” o tensor energia-momento para

o fluido perfeito, com u* as componentes da quadrivelocidade.

Seja poeira o fluido em questao, (2.123) toma a forma,

H,=Np, , (2.124)

com, H, = N*a®pU°U® = N2U°, = psN, para U® = ¢ U'N = 1.
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Portanto, temos,

Hy=pr (2.125)

a hamiltoniana do fluido de poeira, apos a aplicacdo de p =0, u =1, e ¢ =T (no qual,
o tempo foi escolhido como o tempo proprio das particulas de poeira), ou seja, a variavel
T pode ser tomada como tempo, uma vez que a hamiltoniana H,, ¢ linear no momento

canonicamente conjugado ao tempo'! pr.

Nosso modelo considera um segundo fluido, isto é, o gas de Chaplygin, portanto, dada

a métrica (2.105), e a combinagdo da equagao de estado de Chaplygin (2.103) com a

(g): _g | (2.126)

e a conservagao da energia relativistica, ¢ possivel obter,

evolugao do fator de escala,

pla) = (A + §>1/2 : (2.127)

a evolucao da densidade de energia'?, com B uma constante de integracao, para a qual,

VB

para valores de B > 0 e pequenos valores de a, o que significa que p(a) corresponde a

densidade de energia de poeira;

p~VA (2.129)

para a — 00, 0 que significa que p(a) corresponde a um universo vazio com constante

cosmologica; e,

I Esta afirmacao encontra-se vinculada & condicao da derivada com relacdo ao tempo ser de primeira
ordem na equagao de Schrédinger.
12 ~ . . . P . . .. .
com a evolucao da densidade de energia do tipo matéria escura em perfodos primordiais (early times),
e do tipo energia escura em periodos tardios (late times), o modelo de gas de Chaplygin serve como um
modelo unificado de matéria e energia escura.
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B
~VA+a = 2.1
preVA+a \/4A : (2.130)

para uma fase intermediaria, com a® > %, o que significa que p(a) pode descrever uma

combinagao de matéria e constante cosmoldgica.

Conforme a literatura!3, a acao de um fluido perfeito pode ser expressa como
) b

Sy = —/d(D‘H)CE\/—gp , (2.131)

portanto, a a¢ao de Schutz (2.118) para o gas de Chaplygin se torna,

S, = —/d4x\/—gp : (2.132)

da qual, inferimos a lagrangiana L, = —Na>p.

Por consequéncia, temos a hamiltoniana correspondente ao gas de Chaplygin, isto &,

of = B 1/2
He=a*( A+ = : (2.133)

Por fim, ao combinar todas as equagoes das hamiltonianas aqui definidas para o modelo
de FLRW, com k£ = 1, de um universo preenchido com gas de Chaplygin e poeira, tem-se

a super hamiltoniana total,

2

D B 1/2
H=--2 _ A+ = . 2.134
1% 3a+a( +a6) +pr ( 3)

Ao aplicar o procedimento de quantizacao canoénica ao resultado, obtemos a equacao de
Wheeler-DeWitt a qual gostariamos de encontrar, ou seja, uma equagao correspondente
a equacao de schrodinger genuinamente dependente do tempo, como consequéncia da

contribuic¢ao linear ao momento associado a 7.

O resultado deste procedimento sera melhor explorado no Capitulo 3 do presente trabalho,

juntamente com a exposicao aprofundada do nosso modelo aqui analisado.

13(MANSOURI; NASSERI, 1999; MENDOZA; SILVA, 2021).
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2.3 Condicoes de Contorno

Para a cosmologia, o Universo é visto como distinto e suas condi¢oes de contorno nao
estao totalmente a nossa disposi¢ao, mas tais condi¢oes sao de suma importancia para a
compreensao dos primeiros instantes do Universo, e, portanto, crucial para a estrutura

fundamental da cosmologia quantica. (KIEFER, 2007).

Quais seriam condigoes de contorno apropriadas para a equacao de Wheeler-DeWitt?
Apresentaremos duas das mais discutidas propostas para a definicao das condigoes de
contorno para a cosmologia quantica, a proposta de nao contorno, também conhecida

como proposta de Hartle-Hawking, e o tunelamento quantico do Universo.

As referéncias utilizadas para a construgao e desenvolvimento desta se¢do sdo: (VILEN-
KIN, 1982; HARTLE; HAWKING, 1983; VILENKIN, 1993; ATKATZ, 1994; MERZBACHER, 1998;
HALLIWELL, 2002; KIEFER, 2007; BAND; AVISHAI, 2013; VILENKIN; YAMADA, 2018; KIE-
FER; SANDHOFER, 2022).

2.3.1 A Proposta de Nao Contorno de Hartle-Hawking

Se a relatividade geral esta correta, existiu um ponto de densidade infinita na curvatura
do espacgo-tempo, conhecido como ponto de singularidade, o qual prevé um inicio para o

Universo, mas o qual nao explica como ocorreu este principio.

Neste contexto, em 1983 Hartle e Hawking!* propoem a aplicacao das ideias desenvolvidas
por Hawking na década de 1970, para a singularidade de buracos negros, mas agora a
singularidade do inicio do Cosmo. O objetivo é explicar quanticamente o surgimento do
Universo, uma vez que seria inevitavel a aplicacao da teoria quantica, em um momento
no qual a gravidade teria se tornado tao intensa que ocorreria a quebra das leis da fisica

classica.

Hartle e Hawking, dissertam sobre a importancia da especificacao dos possiveis estados
quanticos, os quais o Universo pode ocupar, ao se aplicar a mecanica quantica a ele como

um todo, e a possibilidade desta especificagao determinar o seu comportamento dinamico.

Seja uma superficie finita em tamanho, formada pelo espaco e pelo tempo, a qual nao
possui limites e/ou bordas. Se tais limites nao existem, quais seriam entao, as condi¢oes
fisicas do Universo primitivo, necessarias para satisfazer tal condigao? A proposta de

Hartle-Hawking prevé que se voltarmos no tempo, para o seu principio, o espaco e o

14 (HARTLE; HAWKING, 1983).
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tempo se tornam difusos, e apesar desta superficie dos primoérdios do Universo ser suave

e finita, nao possui um ponto de origem especifico.

Fundamentada na formulagao de soma sobre historias de Feynman, da teoria quantica (a
qual descreve que se uma particula se desloca de um ponto A a um ponto B, ela nao
percorre apenas um caminho, mas todos os caminhos possiveis entre os pontos A e B), a
proposta de Hartle-Hawking impoe uma integral de caminho & qual atribui-se um peso,

isto é, probabilidades relativas as diferentes histoérias possiveis do Universo.

A estrutura geométrica da proposta de nao contorno de Hartle-Hawking pode ser obser-

vada na Figura (8).

Figura 8: Estrutura geométrica da proposta de nao contorno de Hartle-Hawking

Na parte inferior desta estrutura tem-se uma geometria euclidiana (com 4 dimensoes no
espago, mas sem dimensodes de tempo), e um universo de De Sitter em expansao no topo. A
dimensao epacial, isto é, os circulos espaciais permanecem circulares e crescem, enquanto
que a dimensao temporal se abre e se torna distinta em relacao a dimensao espacial, o

que acarreta na nao intercalacao do espago e do tempo.

Por ser um principio de selecao, a proposta de Hartle-Hawking seleciona subconjuntos
de histérias do Universo, assim como permite a determinagao de quais historias teriam
as maiores contribuigoes derivadas da geometria descrita na Figura (8), ou seja, esta
proposta atribui diferentes probabilidades para diferentes historias do Universo, e realiza
isso através da associagao de cada historia a uma construgao geométrica, na qual a historia
arredonda-se no tempo imaginario 7, que, neste contexto, se comporta como uma dire¢ao

no espago.
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Seja,

IE[g;w? ¢]

Ulhij, ¢] = / 09,00 exp — = : (2.135)
NC

uma fun¢ao de onda para o universo, a qual fornece um peso, isto é, uma amplitude (h;;, ¢)
para diferentes configuracoes em um momento de tempo, com NC' = nao contorno , Ig
a acao euclidiana, h;; a métrica induzida, e ¢ equivalente as configuragoes de campo no
nao contorno. h e ¢ representam, cada um, um universo cuja amplitude é dada por uma
integral de caminho euclidiana na qual nao aparece a nocao de tempo, e a qual nao possui

outro contorno a nao ser aquele no qual a fungao de onda ¢ avaliada.

Portanto, o passado e o futuro seriam probabilisticos, isto é, simétricos e se comportariam
como uma funcao de onda, assim como na teoria quantica usual, e descreveriam um
conjunto de caminhos, através de uma integral de caminho sobre a métrica euclidiana

sem contorno.

E possivel compreender a estrutura mais fundamental do Universo, ao derivar a cosmologia
classica de uma teoria quantica, e em vista disso, investigar como a evolucao classica
emerge. A proposta de nao contorno sugere que quando um universo classico emerge,
este sistema encontra-se em um estagio fundamental, basicamente uma nao estrutura, o
que implicaria no desenvolvimento de estruturas as quais seguem uma espécie de flecha

temporal, do Big-Bang em direcao ao futuro.

A nocao de evolucao classica ocorreria, portanto, quando o Universo atinge um tamanho
grande o suficiente, e cuja tnica forma de se conseguir um universo classico, com uma
nocao de tempo deterministico, seria via um periodo inflacionério, isto €, um momento

de rapida expansao.

A proposta de Hartle-Hawking explica como se deu o periodo inflacionario do Cosmo,
ao prever que o Universo primitivo seria levemente nao uniforme, o que acarretaria em
pequenas variacoes na intensidade da CMB, em diferentes direcoes e, consequentemente,
em uma expansao mais lenta de algumas regioes, favorecendo assim, a eventual formagao

das galaxias.

A teoria da inflacao prevé apenas caracteristicas genéricas das flutuacoes primordiais, ja

a fungao de onda de ndo contorno, ou mais precisamente |¥(h;;, )|?, ou seja, as proba-

bilidades para diferentes universos inflacionarios, realiza predigoes mais precisas. Estas
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predicoes sao combinagoes das probabilidades fornecidas pelas funcoes de onda, e as pro-
babilidades derivadas do modelo dindmico descrito por um modelo inflacionario da teoria

de cordas.

Segundo Hawking, a cosmologia tem como objetivo construir um modelo de universo o
qual faz previsdes que podem ser testadas observacionalmente, logo, um dos principais
objetivos da cosmologia do conjunto de historias descrita nesta se¢ao, ou seja, a cosmologia
dos multiversos, é tornar esta cosmologia uma estrutura fisica passivel de verificagao, a
qual seria acessivel através das predigoes probabilisticas realizadas pela proposta. Se o
multiverso for uma estrutura de previsao verificavel, pode vir a ser utilizado para prever

observagoes em nosso proprio Universo.

2.3.2 Tunelamento Quantico do Universo

Anéaloga ao processo de decaimento o da mecénica quantica, a segunda proposta aqui
descrita seré o tunelamento quantico do Universo, uma perspectiva quantica para o surgi-
mento do Cosmo, idealizada inicialmente por Alexander Vilenkin'® em 1982, e empregue

na analise do presente trabalho.

Nas palavras de Vilenkin: “A singularidade (do Universo) nao é algo ttil a se ter na teoria

fisica, pois vocé quer que a sua matemaéatica funcione, vocé nao quer que ela quebre.”

Se voltarmos no tempo alguns modelos para o Universo, quase sempre existird algo, ou
uma idealizacao de algo, que possa ter ocorrido antes. Qual seria uma possibilidade plau-
sivel capaz de quebrar essa ressurgéncia? Vilenkin sugere que a sua proposta, de origem
quantica e espontanea de um universo a partir do nada, seria uma alternativa eficaz
para encerrar essa percep¢ao, assim como também evitar a singularidade inicial. Halliwell
(2002), ademais, aponta que esta proposta substituiria a singularidade inicial ao torna-la
uma regiao classicamente proibida. Onde o nada refere-se a um estado sem espaco classico,

tempo e matéria.

Na cosmologia quantica, o Universo pode ser descrito por uma fungdo de onda ¥(g, ¢)
definida no superespago, com g a 3-geometria, e ¢ configuracoes de campo de matéria, cuja
equacao, que desempenha o papel de equacao de Schrédinger, é a ja discutida equacao de
Wheeler-DeWitt (2.98), da qual a fungao de onda ¥ é solugao. Portanto, assim como na
proposta de Hartle-Hawking, a proposta de tunelamento quantico lida com uma funcao

de onda ¥ para o Universo.

15(VILENKIN, 1982).
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No modelo analisado por Vilenkin, um modelo de interagao de campos gravitacionais e
de matéria (a qual pode ser considerada como sendo a da Teoria da Grande Unificagao),
supoe-se que um universo origina-se no estado de vacuo simétrico e é descrito pela métrica
de FLRW (1.1) com k = 1 (universo fechado)!®, o qual contrai em ¢ < 0, atinge uma

dimensao minima em ¢t = 0, e expande em ¢ > 0.

Neste modelo, o universo emerge com tamanho finito (a = H~') e velocidade a = 0. Este
comportamento é analogo ao de uma particula quicando em uma barreira de potencial

em a = H™! com a (fator de escala) a coordenada da particula, onde,

[j_; — u(a)} U(a)=0 , (2.136)

com u(a) = a?(1 — H?a?), o potencial que possui a forma de uma barreira que separa
a=0ea=H"' jiqueno modelo de Vilenkin o universo tunela de a = 0 para a = H 1,
com ¥ composta apenas de ondas propagatorias, isto €, nos limites do superespacgo, ¥

deve incluir apenas ondas de saida.

A singularidade inicial é descartada, para este modelo, mesmo com a possibilidade de

haver uma singularidade final.

Ja o modelo de um universo de FLRW quantizado, como o descrito em (2.2.1), equivale
matematicamente ao problema unidimensional da mecéanica quantica nao-relativistica,

com potencial V'(a) definido como (2.97),
3r\? ,(a® a
V)= —= ) | - - —
=) 3(za)

para este modelo, conforme pode ser observado na Figura (9), onde a regiao 0 < a < aq
é classicamente proibida para a particula de energia zero, e classicamente permitida para

a > ag.

A funcao de onda ¥ do Universo, solucao da equacao de Wheeler-DeWitt, é essencial para
definir as condigoes iniciais de um modelo de universo, o qual pretende-se analisar, po-
rém, como a equagao de Wheeler-DeWitt possui um ntimero infinito de solugoes, torna-se

necessario especificar as condigoes de contorno de W. Tais condigbes precisam ser adici-

160 modelo precisa ser para um universo fechado pois, caso o contrario, seu volume seria infinito e a
probabilidade de nucleagao seria nula.
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Figura 9: Barreira de potencial para um universo quantizado de FLRW.

onadas & equacao de Wheeler-DeWitt como uma lei fisica independente, visto que nao
ha uma configuracao externa ao Universo para determiné-las, como ocorre na mecénica

quantica usual.

Portanto, a fim de selecionar uma solugao particular da equagao de Wheeler-DeWitt, como
a funcao de onda de minisuperespaco!”, para o caso do universo quantizado de FLRW, as

condigoes de contorno precisam ser especificadas.

Para o modelo de um universo de FLRW, ao considerar a regiao classicamente permi-
tida, sua fugdo de onda (complexa) deve conter apenas ondas de saida, e representar um
universo em expansao. Uma particula em a = 0 tunela quanticamente através de uma

barreira de potencial e surge em a = ag, com ay uma dimensao finita.

Apobs definir a fungdo de onda W para o evento de tunelamento quéantico, calcula-se a
probabilidade de ocorrer este evento, onde, para o exemplo de um universo quantizado de
FLRW descrito em (2.2.1), temos,

ap 2 1/2
P = | (FLRW (ap)| [INADA) |* ~ exp [—%W/O da a<1 — a—2> ] : (2.137)

ag

com (FLRW (ag)| [INADA) a amplitude de criagao quantica.

170Onde, em um contexto de minisuperespaco, considera-se apenas um ntimero finito de graus de liber-

dade.
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Se a densidade de energia for a densidade de energia do vacuo, isto é, p = pyac,

3
P(pvac) >~ exp (—m) . (2138)

Dessa forma, para este modelo, verifica-se a emersao de um espago-tempo classico de

FLRW na regiao de minisuperespaco, no qual a fun¢ao de onda oscila.

Se forem escolhidas ondas de entrada e de saida em uma mesma quantidade, para a regiao
classicamente permitida, tem-se a fungao de onda da proposta de nao contorno de Hartle-
Hawking, descrita previamente, e a probabilidade nao nula do surgimento de um universo

colapsante.

Conforme Hartle, uma comparagao possivel entre ambas as propostas é a de que elas sao
propostas para a funcao de onda do Universo mas, que competem quanto & previsoes para

temas como a estrutura em larga escala.

Ja para Vilenkin, a grande diferenca entre o seu modelo e o de nao contorno de Hartle-
Hawking seria, precisamente, as condigoes iniciais. Onde, em seu modelo, o Universo
surge preenchido com véacuo de alta energia, e possui (inicialmente) um tamanho muito
pequeno, enquanto que na proposta de Hartle-Hawking, o Universo deve surgir preenchido

com vacuo de energia muito baixa, e possuir um tamanho inicial muito grande.

A proposta de tunelamento quantico do Universo seleciona solugoes particulares da equa-
cao de Wheeler-DeWitt, complexas, enquanto que as solugoes da proposta de nao contorno
de Hartle-Hawking sao solugoes reais, ou seja, a proposta de tunelamento é imposta no

regime oscilatorio da funcao de onda, e a proposta de nao contorno no regime euclidiano.

Contudo, apesar das demais diferengas entre as propostas, sabe-se que para ambas a

funcao de onda pode ser bem definida na aproximacao semiclassica.

2.3.3 Aproximagao Semiclassica

No que concerne a aproximacao semiclassica, hé a possibilidade do sistema analisado ser
aproximadamente classico, isto é, o sistema pode ser descrito classicamente, mas também

permite uma descricao quantica.

Um exemplo é o da teoria da gravidade quantica, a qual nao possui uma concordan-
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cia definitiva mas, se a gravidade semiclassica e o principio da correspondéncia!® forem
considerados, um evento como o tunelamento quéantico pode ser descrito.

Nomeada a partir da juncao dos nomes dos fisicos Gregor Wentzel, Hendrik Kramers,
e Léon Brillouin, um exemplo de aproximacao semiclassica é a aproximacao WKB, a
qual consiste em um método para a obtencao de solugoes aproximadas para a equacao
de Schrodinger independente do tempo e em uma dimensao. Esta aproximacao pode ser

utilizada para determinar taxas de tunelamento quantico através de barreiras de potencial.

2.3.3.1 Aproximacao WKB

Seja,

— + S (E-V)WU=0 |, (2.139)
a equacao de Schrodinger, para uma particula de energia E' que se move em uma regiao
cujo potencial V(x) é constante, ou varia lentamente com z.

Para V(z) constante, as solucoes de (2.139) sdo do tipo ¥(z) = e***; se V() é aproxi-

madamente constante, as solugoes sao do tipo ¥V (z) = etu(®),

A fungao u(z) satisfaz a equagdo nao linear,

d*u du\” N
P = 2.14
5 - () +HhwP=o . (2,140
equivalente a (2.139), com,
2m
k(x) = ﬁ[E—V(x)] , (2.141)

para E > V(z), isto é, a regido classicamente permitida, e

k(z) = —i\/ %[V(J;) _ B = —ik(z) | (2.142)

para E < V(z), isto é, a regido classicamente proibida.

180 principio da correspondéncia afirma que no limite dos grandes ntimeros quanticos, o comportamento
dos sistemas descritos pela teoria da mecénica quéntica reproduz a fisica classica, isto é, um limite
adequado da teoria quantica deve conduzir & concepgao de um espago-tempo cléssico.
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Seja,

uy? = [k(z)]* (2.143)

uma primeira aproximacao para u, cuja integragao é definida como,

"y = i/ k(z)dz+C (2.144)

uma solucao exata se V' constante.
Caso V varie com x, temos,
du\ 2 d*u
— ) =k? — 2.145
(d:]:') () + iz ( )

uma outra forma para (2.140), a partir da qual uma sucessiva aproximagao pode ser

estabelecida.

Obtemos,

Ups1(x) =+ /Z VEX(x) + i (x) do + Cpyy (2.146)

a aproximacao (n + 1), ao substituir a enésima aproximagao no lado direito da equagao

(2.145), resultando em,

uy () = i/r VK2 (z) £ ik (z) de + Cy (2.147)

para n = 0.

Como solugao geral de (2.140) temos,
u(r) = uy —iln[l+ A" 4+ B (2.148)
= u_ —iln[A+e )+ B |

com A e B constantes arbitrarias, onde u_ e uy representam os sinais das equagoes (2.144),
(2.146), e (2.147).
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Seja,

[k (2) | < | K ()| (2.149)

isto é, ui(x) proximo de ug(z), a condigdo necessaria para que (2.146) tenda ao u(x)

correto. Se a condigao (2.149) for valida, temos,

ui(x) =+ /$ k(x)dx + % Ink(z)+C; (2.150)

a aproximagao WKB de (2.140), cuja fungao de onda WKB aproximada é,

U(x) ~ kl(x)exp[ii/xk:(x)dx} | (2.151)

Para E > V(z) e k(x) real, ambas as ondas de (2.151) se propagam de forma independente

e em direcoes opostas.

Para E < V(z), reescreve-se (2.151) como,

=

5
~—

I

=
&

L oo [j: /xk:(a:)d:v] 7 (2.152)

sua forma real mais reconhecivel.

Como aplicacao deste método, temos o célculo do coeficiente de transmissao para uma
barreira na qual particulas incidem pela esquerda mas nao possuem a energia necessaria
para atravessar classicamente a barreira de potencial da Figura (10), cujos pontos de

retorno sao a e b.

As solugoes da equagao de Schrodinger, para as regides (z < a), (a <z < b), e (b < x)

da Figura (10) sao, respectivamente,

) = J:(_@exp(i /:kda:)—l—k—(x)exp(—i [he) sy
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Vi(x)
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Figura 10: Barreira de potencial para exemplificar a aplicagao do método WKB.

Para estabelecer uma relagao linear entre os coeficientes de (2.153), utilizam-se formulas
de conexd@o as quais servem para vincular solu¢goes WKB do tipo (2.151) e (2.152), na
regiao classicamente acessivel, e na regiao classicamente inacessivel, respectivamente, ou

ainda, conectar fungoes de onda entre regives de k(x) imaginario e real.

Com isso, temos,

(1) o (-3) (7).

uma matriz M que conecta os coeficientes de (2.153) para,

0 = exp (/b k:(x)d:r) : (2.155)

o qual fornece a medida da expessura e da altura da barreira em func¢ao da energia.
A partir da relagao entre os coeficientes em (2.154) e do coeficiente de transmissao, isto

¢,

T — | \Ijtrans\/ Kt’/‘ans |2 — | F ’2
‘ \Ijinc\/ Kinc ‘2 ’ A |2 ’

(2.156)
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é possivel calcular,

1 4
= (2.157)

T = ,
| My |2 A\
20 + 55

o coeficiente de transmissao quando se assume que nao existe onda incidente da direita,

ou seja, G = 0.

para 6 > 1, temos,

1 b
T =~ gz = XP (—2/a kda:) , (2.158)

0 que representa uma barreira alta e larga, e, por consequéncia, # uma medida da opaci-

dade da barreira.

Um bom resultado para os calculos de tunelamento quantico do Universo, isto €, a pro-
babilidade de emersao quantica de um universo classico, é aquele cujos resultados proba-
bilisticos coincidem com os resultados da aproximagao semiclassica em regioes proximas
ao topo da barreira de potencial, como é o caso dos resultados que serao apresentados no

Capitulo 5 do presente trabalho.

No Capitulo 3 do presente trabalho nos aprofundaremos na descrigao do modelo definido

para a nossa anélise.
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3 O Modelo

O modelo por nés analisado é definido por uma geometria do tipo FLRW com k& = 1,
isto é, um universo fechado, com curvatura positiva, preenchido com gés de Chaplygin e

poeiral.

Por se tratar do céalculo probabilistico do surgimento quantico de um universo classico
através do processo de tunelamento, os dois fluidos perfeitos escolhidos para nossa analise,
0s quais representam estagios diferentes do contetdo de matéria do universo, sao: (i)
poeira, cujo comportamento do potencial efetivo (V.r) ao se levar em conta oo = 0 para
p = ap, exibe um perfil de potencial de barreira, e (ii) gas de Chaplygin, uma vez que
modelos com esse tipo de fluido descrevem uma transicao suave entre uma expansao
desacelerada do universo e a presente época de aceleracao cosmica, ou seja, a transicao
entre um periodo dominado por poeira e um estagio de expansao acelerada (BOUHMADI-

LOPEZ; MONIZ, 2005; GORINI et al., 2005; BERNARDINI; BERTOLAMI, 2013).

O trabalho base utilizado para a construcao e desenvolvimento deste Capitulo é: (ROCHA

et al., 2022), o qual encontra-se no Anexo A do presente trabalho.

3.1 Modelo Cléassico

Como previamente mencionado, a métrica de FLRW para um universo fechado (k =1) é

definida através da equagao (2.105),

dr?

ds® = —N2(t)dt* + a*(t) (1 +r*df® + r286n29d¢2) ,

— 2
cujo sistema de unidades é o natural, isto é, h = 87G =c = 1.

Para um universo de FLRW preenchido com gas de Chaplygin e um fluido perfeito, no

qual ambos representam o contetudo de matéria do sistema, considera-se a hamiltoniana,

! Ambos descritos em maiores detalhes no item (2.2.2.2) do presente trabalho.
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v Ver(a)

T 19l 3« T gl-3a

—prr (3.1)

com,

/- B
V.(a) = 3a* —a*y/ A+ 5 (3.2)

o potencial efetivo, no qual A = % e B = 7% sao os parametros associados ao gas de

Chaplygin, ou seja, o potencial contém os termos relacionados com a curvatura da segao
espacial, e os termos do gas de Chaplygin, com p, e pr os momentos conjugados a a (fator
de escala) e T', com pr a variavel canonica associada ao fluido, ou seja a variavel que

descreve o fluido perfeito.

A dinadmica classica deste modelo foi obtida através do formalismo ADM, e do formalismo
de Schutz, ambos descritos no Capitulo 2, onde a parte gravitacional da hamiltoniana
foi derivada a partir do formalismo ADM, e a parte de matéria derivada a partir do

formalismo de Schutz, cuja aplicagao resultou na introdugao da variavel temporal.

Para (3.1), considera-se a equagao barotropica do fluido (p = ap), com —1 < o < 1,

em que, para poeira a = 0, e p = % para o gas de Chaplygin, da qual resulta a super
hamiltoniana (2.134),

2 B B 1/2
=t —3a+a3(A+—6) +pr
a

12a
previamente calculada no Capitulo 2 do presente trabalho.

Como o primeiro termo de (3.1) apresenta problemas de ordenagiao do operador?, ja que

o processo de quantizacao sera aplicado a a e p,, adotamos as seguintes transformacoes

candnicas?,

o (3(1—204);1:>3<12—a> | (33)

e,

2Refere-se aos operadores cuja ordem de aplicacdo afeta o resultado, isto ¢, o problema de ordenacao de
operadores surge quando miltiplas ordenagoes possiveis dos operadores dao origem a diferentes expressoes
quantizadas, levando a ambiguidade nos resultados finais. Tais problemas ocorrem na quantizagao de
sistemas clédssicos, onde varidveis classicas sao substituidas por operadores que atuam em um espacgo de
Hilbert.

3(SILVA et al., 2009).
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1-3a

Pa = Pz 2 ) (34)

validas para « # 1, ou seja, introduz-se novas variaveis do espago de fase com o intuito de
resolver tais problemas de ordenacao, e simplificar o tratamento quéantico do modelo, uma
vez que encontrar a ordem correta das varidveis em uma equacao pode levar a solugoes

anicas.
Onde,
2 3(1—a)

F = mpmaT : (3.5)

a funcao geradora da transformacao, a qual relaciona as variaveis originais com as novas,
onde a = 0 para x = 0 em (3.3), na qual, para o = 0, a torna-se maior a medida que x

torna-se maior.

Ao efetuar as devidas substituigbes das novas variaveis em (3.1), e em (3.2), temos,

B 2
H="24Vyw0)=pr (3.6)

™

Vef(x,a):(?[w}m—l(g(l—a)x) = \/A+B(M>a: (37)

Como mencionado previamente, o potencial efetivo (V.r), ao se considerar o fluido de
poeira, isto é, (o« = 0), exibe um perfil de potencial de barreira, como pode ser observado
na Figura (11), cuja conjuntura torna-se necesséaria para que sejam possiveis os célculos

probabilisticos de tunelamento quantico aqui analisados*.

Com o proposito de analisar todas as possiveis trajetorias do sistema, podemos observar o
retrato de fase do modelo, para o qual, cada conjunto de condic¢oes iniciais é representado

por uma curva ou ponto diferente (MONERAT et al., 2021).

Ou seja, o retrato de fase é uma ferramenta inestiméavel no estudo de sistemas dinadmicos,
por ser uma representacao das trajetorias do sistema no plano de fase, o qual é uma

exibigao visual de algumas caracteristicas de certos tipos de equagoes diferenciais.

1Esta caracteristica, de perfil de barreira de potencial, também é observada quando o fluido considerado
é o de radiagao.
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Figura 11: Comportamento do potencial efetivo V.¢(x) para o caso de poeira (a = 0).
(Imagem: Rocha et al. (2022)).

Para o nosso modelo, a dinamica classica ¢ governada pelo sistema de equagoes de Ha-

milton,

.o od _ 1
xr = apz_ﬁpm )
o ovyl)
Pz = ?I = O )
. oH
T o= =1
Ipr
, H
pr _8_T_0 , (38)

com () a derivada com respeito ao tempo cosmico’.

Na Figura (12) temos o retrato de fase do nosso sistema, o qual apresenta um ponto fixo
do tipo sela hiperbdlica, isto é, um ponto fixo que nao possui variedades centrais, e o
qual, para o nosso modelo, representa o universo estatico de Einstein quando a repulsao

cosmoldgica contrabalanca a atracao gravitacional.

Ademais, o retrato de fase da Figura (12) encontra-se separado em quatro regioes (diferen-

50 tempo cosmico é a coordenada temporal que pode ser definida para um universo homogéneo,
isotrépico, e em expansao tal que o universo possua a mesma densidade em cada momento no tempo.
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Figura 12: Retrato de fase, no qual as oérbitas do plano (x, p,) representam modelos de
universos de FLRW homogéneos e isotropicos, com A = 0.001 e B = 0.001). (Imagem:

Rocha et al. (2022)).

tes classes de solugoes), por separatrizes, isto é, as 6rbitas em preto (extensoes nao-lineares

das solugdes para x e p,), cuja energia é a mesma do ponto fixo; onde as solugoes para x

e p, sao validas somente na vizinhanga linear do ponto. As érbitas no plano (x, p,) repre-

sentam modelos de FLRW, isto é, universos homogéneos e isotropicos, preenchidos com

poeira e gas de Chaplygin, cujos parametros assumem os valores A = 0.001 e B = 0.001.

Descrigao das regioes do retrato de fase da Figura (12):

e Regiao 1: as 6rbitas surgem na singularidade em x = 0, e expandem indefinidamente

com p, > 0;

e Regiao 2: para p, < 0, as oOrbitas representam universos os quais encontram-se

inicialmente em seu estado de expansao méaxima, e iniciam o processo de colapso

até a singularidade x = 0, p, = 0.

e Regiao 3: as 6rbitas que surgem na singularidade com p, > 0 expandem até um certo

ponto, no qual o processo de contragao se inicia, devido a supressao da repulsao

cosmologica;

e Regiao 4: no inicio, o universo com p, < 0 e z > 20.97834927 encontra-se em um

estado de expansao maxima, passa por um processo de contragao até um certo ponto,
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no qual as contragoes gravitacionais cessam, e a repulsao cosmoldgica se itensifica

ao ponto do universo expandir indefinidamente.

O movimento torna-se restrito as regioes 1 e 2 em cenarios cujas 6rbitas possuem energia
maior que a energia do ponto fixo. Assim, como para quando as o6rbitas possuem energia

menor que a energia do ponto fixo, o0 movimento estara restrito as regioes 3 e 4.

Na Figura (13), encontra-se um exemplo genérico de um retrato de fase com ponto fixo
do tipo sela hiperbolica, no qual é possivel observar o movimento das érbitas do retrato
de fase da Figura (12).

N7
7/

Figura 13: Exemplo de retrato de fase com um ponto fixo do tipo sela hiperboélica.

Ao combinar as primeiras duas equagoes de (3.8), temos,

1 O*x(t)  OVep(x)
12 0t? Ox

=0 , (3.9)
o qual seré utilizado para investigar numericamente o comportamento do fator de escala
z(t) no tempo cosmico para as quatro regides do retrato de fase da Figura (12).

Ao considerar condigoes iniciais para cada uma das quatro regides do retrato de fase, com

z(0) = x valor do fator de escala x(t) em uma dada superficie de energia, e &(0),

#(0) = j:é\/m(pT —V(z0,0)) | (3.10)
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a derivada temporal do fator de escala, para H = 0, é possivel satisfazer a equacao de

Friedmann (1.2) e assim, resolver numericamente (3.10).

O comportamento do fator de escala x(t) pode ser observado na Figura (14), do qual
infere-se que solugoes de expansao sao plausiveis, mas limitadas as condigoes iniciais das

regides 1 e 4 do retrato de fase, como pode ser observado nas Figuras (14.a) e (14.d).

Para as regides 2 e 3 do retrato de fase, as Figuras (14.b) e (14.c) retratam o processo de
colapso gravitacional de universos cuja configuracao final é o chamado Big Crunch, isto

é, o colapso na singularidade.

Apenas solugoes cujas condigoes inicias sao escolhidas na regiao 4 do retrato de fase, sao

livres de singularidade (para solugoes que descrevem um universo em expansao).

3.2 Modelo Quantico

A quantizacao® do modelo seguird o formalismo de Dirac, no qual as coordenadas sao

elevadas ao grau de operadores, e seus momentos em operadores diferenciais, da seguinte

forma,

N 10

pSC ax Y

10

5 _ 3.11

pr — oT ) ( )
Seja,

HU(z,T)=0 |, (3.12)

a equagao de Wheeler-DeWitt, na qual W(z,T) é a fungao de onda de um universo que
descreve as propriedades fisicas do Universo como um sistema quéntico, e da qual x e T

sao variaveis.

Ao considerar as variaveis canonicas do sistema, isto é, x, p., T, e pr, a equacao (3.12)

torna-se,

6 A quantizacdo do sistema torna-se necesséaria devido a relevincia da aplicacio deste processo & dina-
mica dos primeiros instantes do Universo, como explicado nos Capitulos 1 e 2 do presente trabalho.
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(a) Condigoes iniciais regiao 1: z(0) = (b) Condigbes iniciais regido 2:
21, #(0) = 0.1478042479, p,(0) = z(0) = 50, ©(0) = —4.093367192,
0.8868254874, e energia pr = 20 p:(0) = —24.56020315, e energia

pr = —24.56020315
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(¢c) Condigbes iniciais regido 3: (d) Condigoes iniciais regido  4:
2(0) = 5, #(0) = 0.8202095112, 2(0) = 80, @(0) = —3.377915430,
p:(0) = 4.921257067, e energia p(0) = —31.92020424, e energia
pr = 12.94657931 pr = 12.94657927

Figura 14: Comportamento do fator de escala x(t), com respeito ao tempo coésmico, para
o nosso modelo, com A = 0.001 e B = 0.001. (Imagem: Rocha et al. (2022)).

1 02 10
<E@ — Vef(x,a)) U(x,7) = —E‘Il(xﬂ') , (3.13)

a equagao de Wheeler-DeWitt, mas agora com uma variével temporal, isto ¢, com a forma

de uma equacao genuina de Schrodinger dependente do tempo, com T = —7.

Devido & imposicao do operador H ser autoadjunto com respeito ao ponto interno”, temos,

(U, ) = /000 dx V*(z,7)o(x,T) (3.14)

"(LEMOS, 1996).



88

conjuntura a qual restringe a estrutura do espaco de Hilbert as fungoes de onda que

satisfazem as condig¢oes de contorno estabelecidas por Hartle-Hawking, isto é,

U(0,7) = Uloo,7) =0 (3.15)

visto que é imprescindivel impor condi¢oes de contorno as fungoes de onda, em razao da
existéncia das mesmas apenas em [0,00), em que, V(0,7) = 0 ou ¥ (0,7) = 0, com ()

derivada parcial com respeito a x.

Para o nosso modelo, consideramos,

U(r,0) =D . zexp(—Cx?) |, (3.16)
um pacote de onda inicial®, no qual D e C sdo constantes positivas e reais, e o qual satisfaz
as condigoes de contorno (3.15).

As constantes D e C' da equagao (3.16) podem ser determinadas ao se fazer uso da
condi¢ao de normalizagao, e do valor médio da energia cinética do fluido de poeira E,;,

dados, respectivamente, por,

/mwwmm@@mmx_1, (3.17)

0o 2
/ W(x,()).%xp(x,O)dx:EM . (3.18)
0

Por imposigao da norma do pacote de onda ser igual a 1, temos que (3.17) e (3.18) dao
origem a um sistema algébrico de duas expressoes, as quais podem ser resolvidas para D

e C, o que conduz aos respectivos valores,

8192 E3 .\ i
D= <—M> : (3.19)
T
C=4Ey | (3.20)

a partir dos quais é possivel obter,

8(MONERAT et al., 2022).
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192 E3,\ 1
\I/(x,O):(M—M) z.exp (—4Ey2?) (3.21)

™

o pacote de onda normalizado dependente do fator de escala x e do parametro E);, ou

seja, a condi¢ao inicial do nosso modelo.

Uma vez estabelecida a condic¢ao inicial do modelo, permite-se que a fungao de onda se
propague até um infinito numérico (Z,4.), na diregdo de = > 0, o qual serd estabele-
cido em x,,,, = 100 para o nosso modelo, isto é, como nossa anélise refere-se ao calculo
de probabilidades de tunelamento quantico do universo, apenas consideramos ondas pro-
pagatorias, isto ¢, ondas de saida, como definido na proposta de tunelamento quéntico,

descrita no item (2.3.2) do presente trabalho.

Como solugoes analiticas para (3.13) ndo sdo conhecidas, resolvemos (3.13) numericamente
ao empregar o método de diferengas finitas, mais especificamente o método de Crank-

Nicolson, o qual sera descrito em maiores detalhes no Capitulo 4 do presente trabalho.
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4 Metodologia

4.1 Meétodo de Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas é uma técnica numérica utilizada para resolver equacoes
diferenciais ordinérias e parciais, (EDO) e (EDP), por aproximagao de derivadas com
diferengas finitas, isto é, este método converte EDOs e EDPs em um sistema de equacgoes

lineares, as quais podem ser resolvidas ao empregar-se técnicas de algebra matricial.

As equagodes diferenciais sao aproximadas ao se utilizar férmulas de diferencas finitas em
pontos de uma grade, espacados uniformemente (Figura 15), e converter uma equagao

diferencial em um conjunto de equagoes algébricas (KONG; STAUW; BAYEN, 2020).

Y;

I =

Xo X1 Xo X3 X4 Xn-4 Xn-3 Xn.2 Xno1 X

a b

x e o -

xir

Figura 15: Grade método de diferencas finitas.

Na Figura (15) observa-se um intervalo [a, b] dividido em n subintervalos iguais de com-

primento h.
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Seja y uma funcao suave, cuja derivada! é definida como,

y'(:v) _ ’1115)% y(.ilj + h})L _ y(x) ’ (41)

com,

uma aproximacao do tipo anterior, e,

uma aproximacao do tipo central, cuja segunda derivada ¢é definida como,

y"(az) _ y(x + h‘) — 2yh<2x> + y(:U — h) ) (45)

Costuma-se utilizar formulas de diferengas centrais devido ao fato delas fornecerem uma

melhor precisao aos métodos de diferencas finitas.

Para uma analise de erro, executa-se uma expansao em série de Taylor do erro em torno

de x, onde,
y(x+h)—ylz—nh 1 1
elash) = o/ (x) - LETIZVEZR) L i) ymient = Sy o? . (46)
com 7 € (x — h,x + h) para diferencas centrais, em que e(x;h) = —%y”(f)h com & €

(z,z + h) para diferencas do tipo posterior, ¢ e(z; h) = +3y"(€)h com £ € (z — h, ) para

diferencas do tipo anterior.

L(KVAERNO, 2020).
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As férmulas com os termos de erro sao,

o y(ﬂ? + h) B y(x B h’) h2 "

y(@)= - -2y (4.7)

vyl +h) —2y(x) +ylz—h) B

y'(@) = 2 - Sy (18)

para diferencas centrais, e

v (4.10)

y(l‘) —’y(!L’— h) + ﬁ "
2

para diferencas do tipo posterior e anterior, respectivamente.

Se a equacao diferencial for linear, as expressoes de diferengas finitas serao aplicadas para
substituir as derivadas de y na equagao, o que resulta em um sistema de n + 1 equagoes
algébricas lineares, em que, equagoes algébricas também serao nao lineares caso a equagao

diferencial seja nao linear.

De forma resumida, ao implementar o método de diferengas finitas, realizamos os seguintes

passos:

e Definimos a equacao a resolver, e suas condi¢oes de contorno;

Discretizamos o dominio no qual a equagao é definida;

As derivadas na equacao sao substituidas por aproximacoes de diferencas finitas;

e Formamos um sistema de equagoes lineares com base nas aproximacoes;

Resolvemos o sistema de equacoes resultantes;

Para o nosso modelo, estamos interessados em solugoes para EDPs, uma vez que a equacao
de Wheeler-DeWitt ¢ uma EDP do tipo hiperbolica (como definido no item 2.2.2 do
presente trabalho). Para este tipo de equagao, procura-se uma fun¢do com mais de uma
variavel que satisfaga relagoes entre varias derivadas parciais. Para se obter uma solugao
tnica de uma EDP é necessaria alguma informacao sobre a solugao, geralmente fornecida

pelas condigoes de contorno (LEVEQUE, 1998).
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Assim, ap6s performar uma semi-discretizacao do sistema, também chamada de semi-
discretizacao de EDP, isto ¢, combinar a discretizagao de problemas de contorno com

técnicas para resolver EDOs, desempenha-se uma analise de estabilidade do sistema.

Devido a sua incondicionavel estabilidade?, o método escolhido para a nossa andlise é o

método de Crank-Nicolson, o qual sera apresentado no item (4.1.1) do presente Capitulo.

4.1.1 Meétodo de Crank-Nicolson

A equacao de Wheeler-DeWitt, a ser tratada aqui, é definida como,

1 02 i0
(E@ — %f(i[),@)) \IJ(.],’,T) = —E\I’(l’,T) s

ou seja, a equacao (3.13), com valores discretos para as variaveis x e 7 dentro de intervalos
de tempo e espaco apropriados, no qual o método de Cranck-Nicolson® consiste em calcular
numericamente os valores da fungado de onda W(z,7) em pontos de uma grade (Figura
16).

X
dt
Xmax — —
Idx
Xmin + jdx o
Ujn | Ujn+1
Y
Uj-1,n
Xmin T
g ndt t

Figura 16: Grade método de Cranck-Nicolson - Intervalo [0, 7] dividido em N subintervalos
iguais indexados por n = 0,..., N, € [Zmin, Tmaz) dividido em subintervalos J indexados
por j = 0,...,J, para U(z,t) a funcao de onda, e cujos tamanhos dos intervalos: dt na
direcao temporal; dxr na direcao espacial.

2(IITAKA, 1994; TEUKOLSKY, 2000).
3(CRANK; NICOLSON, 1947).
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Vamos aplicar o método a equagao de Schrédinger,

ih— = HU . (4.11)

Primeiramente, discretizamos no tempo para obter,

(W1 — V) = dtHT;,, (4.12)

com,

W Ujpgr — W) = dtHU 0y (4.13)

devido a simetria.

No limite para dt — 0, (4.12) e (4.13) sado equivalentes; para dt finito, podem surgir erros,

portanto, consideramos a média,

idt N\ 7N, ddt

para uma maior precisao, com,

udt
E=14+—H 4.15

udt
Et=1—-—H" . 4.16
o7 (4.16)

Com a substitui¢ao de (4.15) e (4.16), em (4.14), temos,

U1 =B "BV, (4.17)
em que,
. K2 020
H=——"— 4V (x)V |, 4.18

é o operador hamiltoniano.
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Com o intuito de calcular os valores de ¥ nos diferentes pontos da grade, executa-se uma

expansao em série de Taylor,

ov 10?0

\I’lj-‘rl,n = \I’jn or —dx + §a—dﬂf + .. s (419)
ov 10?0

\Ijj—l,n = \Ijj,n — %dx + igdiﬁ N (420)

da qual é possivel encontrar a primeira e a segunda derivadas de ¥, ou seja,

8_\11 \PjJrln - \I’jfln

or ’ 2dx "~ (4.21)
com,
ov
qjj—i—l,n - \I]]n = 2dl’% s (422)
e7
82\If \IIj—i—l,n — 2\:[/]'7” + \Ilj—l,n
i T2 (4.23)
Com este resultado, obtemos,
- R (Ui, =20, + U, g,
HU = —%( It d;{,‘]é i1 )—i_‘/ef(xj)\pj,n s (424)

do qual, infere-se que (4.14),

idt -t idt
Ut = <1+%H> <1—ﬁH)\I/ ,

¢ a solucao* do problema em termos do operador hamiltoniano H devido & aproximacao
por diferencas finitas centrais na variavel tempo, com j e n indices os quais representam,
respectivamente, o indice espacial e o indice temporal, isto é, os pontos de localizacao da

grade.

Como exemplo, para j = 0, .., 4, temos (4.24) na forma de uma matriz tridiagonal (M x M),

4(MONERAT et al., 2022).



h2 K2
mdx? + ‘/ef (:El) " 2mdax? 0 \Ijl
T — h2 h2 h?
HY = T 2mda? mdx? + ‘/ef (112'2) T 2mda? ’ \112
2 h?
0 " 2mda? mzlx2 + ‘/ef (.I'g) ‘PB

com,

A~ h2 \IIQ,N - 2\:[/1771 _|_ \I]O,n
o= g (P Heplo)bn
2 h2 \IIB,n - 2\112,71 + \Ijl,n
=g (e HWepleal¥an
2 h2 \114,71 - 2\113,71 + \112,71
HU = —% ( dl‘z +‘/ef(x3)\113,n 9

96

(4.25)

(4.26)

(4.27)

para j = 1,2, 3, respectivamente, onde ¥y = U, = 0, devido as condigoes de contorno,

U(0,1) = U(co,t) = 0

Para 7 =0, ...n, temos,

h2 h2
mdx? + V;Ef (xl) _QmIdgv2
h2 h2
T 2mdaz? mdx? + ‘/ef (IQ)
_ 12
H = 0 " 2mdz?
0 0

onde,
b1 —a 0 0
—a bg —a 0
E=1+ %FI =10 —a by —a
0O 0 0

com,

0 0
h2
T 2mdax? 0
h? 2
mdz? + ‘/ef ($3) T 2mda?
__n_
0 . T
0
—a bnfl

(4.28)

+ Vep(xn_1)
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ih2dt

dt
by =1+2a+ %Vef(a:j) : (4.30)

para (4.17),

U =E BT,

Como mencionado no inicio, o método de Crank-Nicolson permite calcular numericamente
os valores de ¥ (x, 7), ou seja, permite obter solu¢oes para (3.13) na forma de pacotes de
onda de norma finita, bem definidos em todo espaco de solucao, inclusive quando o fator

de escala (z) vai a zero.

No item (4.1.1.1) do presente Capitulo apresentaremos a aplicagdo do método ao nosso

modelo.

4.1.1.1 Aplicagao do Método de Crank-Nicolson ao Modelo

Seja,

8192 E3,

1
1
) z.exp (—4Eyx®)
7r

U(z,0) = (

a condigao inicial do modelo, isto é, o pacote de onda (3.21) definido em nosso modelo

quéntico (Capitulo 3).

Tomemos como exemplo, uma energia cinética média do fluido de poeira, com a = 0,
Eyr = 19.9 menor que o valor méximo da energia F,,,, = 19.9344758644320 da barreira
de potencial V,s da Figura (11), para o nosso modelo com fluido de poeira e gas de

Chaplygin, com parametros A = 0.001 e B = 0.001.

Ao aplicar o método de Crank-Nicolson é possivel obter o comportamento da densidade
de probabilidade,

p = V(maz, T) |2 ) (4.31)
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Figura (17), na qual Z,,,; = 100 (o infinito numérico), Ty = 15, N = 9000 (a discreti-
zagao espacial), e dt = 0.05.

0,47
0,3

p 0,27

.

Figura 17: Comportamento da densidade de probabilidade (p), com Z,0p = 100, Tnae =
15, N = 9000 (discretizagao espacial), e dt = 0.05, com o ponto mais a direita da barreira:
25 = 22.0497989282069. (Imagem: (ROCHA ct al., 2022)).

Um dos critérios para avaliar a confiabilidade dos célculos numéricos da evolugao temporal

das funcoes de onda, e a eventual estabilidade do método, é a conservacao da norma.

Com esta finalidade, realizamos calculos para estabelecer o comportamento da norma em
termos do numero de pontos N (discretizacdo espacial), para 7 = 0 € T = T4, COMO

pode ser observado na Figura (18).

Além dos pacotes de onda da Figura (17) reterem a norma ao longo do tempo com um erro
menor que 5%, verifica-se na Figura (18) que a norma tende a 1 em todos os instantes de
tempo 7, ao aumentarmos o nimero de pontos N, o qual foi estabelecido entre N = 5000

e N = 35000. Podemos assim, concluir a excelente estabilidade do método.

A partir da Figura (17), também é possivel determinar que parte do pacote de onda

atravessa a barreira de potencial V¢, apesar da energia Ej; ser menor que Fyq;.

Ou seja, indica a possibilidade do nosso modelo de universo tunelar quanticamente e surgir
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Norma FEFEE T T NN K KN A KW

e b
0,981 ¥ -

0,967
0,94
0,925
0,907
0,881

0,86-

0,84

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
N

Figura 18: Comportamento da norma em fun¢ao do ntimero de pontos N (discretizagao
espacial) em 7 = 0 (asterisco) e T = e (ponto), para A = 0.001, B = 0.001, a = 0,
Tmaz = 15, dt = 0.05, € Zyq, = 100. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

do lado direito da barreira de potencial como um sistema cléssico de tamanho finito.

A taxa de tunelamento numérico, isto é, a probabilidade de tunelamento pode ser calcu-

lada a partir da seguinte relagao,

T (2, Tonas) |2 da
pp = dea 1 )| , (4.32)

Jom " 1 (@, Tinae) |7 da

cujo denominador é a norma, com ., o infinito numérico, x; o ponto de retorno da
barreira de potencial efetivo (3.7), com x; o ponto de retorno a esquerda e x5 o ponto de

retorno & direita.

Os resultados das probabilidades de tunelamento para o nosso modelo serao apresentados
no Capitulo 5 do presente trabalho, assim como o comparativo com os resultados das

probabilidades de tunelamento WKB (aproximagao semicléssica),



100

4

-
(20+%)

PTywkp = (4.33)

isto é, equagao (2.157), com,

8 = exp ( / dy[12(Veg(z) — EM)> , (4.34)

bem como um comparativo com resultados obtidos através das mesmas técnicas, mas para
o fluido de radiagao ao invés do fluido de poeira, previamente calculados por (MONERAT
et al., 2007).
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5 Resultados

Neste Capitulo apresentaremos nossos resultados para as probabilidades de tunelamento
quantico em funcao de (i) a energia cinética média Ej; do fluido de poeira, e (ii) dos

parametros A e B do gas de Chaplygin.

Também realizaremos um comparativo com resultados para (i) probabilidades de tunela-
mento WKB; e (ii) probabilidades de tunelamento para um modelo semelhante ao nosso,
mas com fluido de radiacao ao invés de poeira, cujos resultados foram previamente calcu-

lados por (MONERAT et al., 2007).

Os dados da nossa anélise foram gerados ao utilizar uma rotina! do Mathematica 12.3.1,
cujas tabelas, nas quais constam os dados utilizados para os nossos principais resultados,

encontram-se no Apéndice A do presente trabalho.

5.1 Tunelamento em Funcao de FEj;

Como mencionado ao final do Capitulo 4 do presente trabalho, a probabilidade de tune-

lamento quantico é calculada a partir de (4.32),

Fmaz |\ T, Tmaz) | dx
PT = f” | ¥ )| , (5.1)

fommaz | U(2, Trmaz) |? dx

e, para a aproximacao semiclassica WKB, temos,

4

.
(29+§)

cujo numerador representa o modulo quadrado da amplitude transmitida da funcao de

PTWKB = (52)

1(MELLO et al., 2018).
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onda WKB, e o denominador o médulo quadrado da amplitude incidente da funcao de
onda WKB, com,

0 — exp (/ de/12(V. (@) - EM)) | (5.3)

O comparativo entre PT e PTy kg torna-se relevante pois consideramos a emersao de um
sistema classico a partir do processo de tunelamento quantico (o universo tunela através da
barreira de potencial e surge ao lado direito da mesma, como um sistema classico e finito),
cuja comparacao entre ambas as probabilidades expoe a existéncia de uma concordancia
apenas para valores de energia F); proximos ao topo da barreira de potencial, uma vez

que esta regiao corresponde a regiao semicléssica, na qual a aproximacao WKB ¢ valida.

Para PT, a onda incidente (V) atinge a barreira de potencial no ponto de retorno 1, em
que, parte de U é tranmitida, e parte é refletida (Ug); a parte da onda refletida, isto é,
U, atinge x = 0 (uma vez que o fator de escala nao pode ser menor que zero), reflete e
se torna uma nova onda incidente. Esta nova onda incidente passa pelo mesmo processo
de transmissao e reflexao, e sua nova onda transmitida contribui com a onda transmitida

original.

Porém, préoximo ao topo da barreira de potencial, isto €, na regiao semicléssica, o PTy kg
calculado quantifica a densidade de probabilidade que atravessa a barreira e vai até o infi-
nito numeérico (&4, ) sem retornar, onde o mesmo ocorre para PT nesta regiao. Portanto,
como a concordancia entre PT e Ply kg se da proximo ao topo da barreira, os maiores
e melhores valores de PT sao aqueles para os quais F);, apesar de menor que a energia

méxima E,,,, do potencial efetivo V, ¢, encontra-se muito proximo de E,,q;.

Sendo assim, ao fixarmos os parametros A e B do gas de Chaplygin, realizamos calculos
para diferentes valores de E); < E,..., 08 quais sao calculados para a condicao inicial
(3.21),

8192 3,
e

U(z,0) = ( )4 x.exp (—4Eyx?)

e cujos resultados podem ser observados na Figura (19), na qual verifica-se que quanto
maior o valor de Ej;, maior o valor de PT (para um dado valor fixo de A e B), no qual

PT encontra-se em escala logaritmica devido aos seus pequenos valores.
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Figura 19: Probabilidades de tunelamento PT (em escala de log) em funcao de F), para
a =0 (poeira), B = 0.001, e diferentes valores de A, com 7,4, = 15, dt = 0.05, N = 9000
(discretizagao espacial), € Tpq, = 100. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

Ao efetuar a comparagao dos resultados de PT, em funcao de E,;, com os resultados
obtidos para PTy kp para as mesmas especificacoes, é possivel perceber a concordéancia

entre ambos para valores de E); proximos ao topo da barreira (Figura 20).

5.2 Tunelamento em Funcao dos Parametros do Gas de
Chaplygin

Dependéncia de PT com relagao ao parametro A

Fixamos as condigoes do sistema (com B = 0.001), para diferentes valores fixos de Ey;, e
variamos os valores de A com o intuito de obter a dependéncia de PT com relagao a A,

onde é possivel verificar, a partir da Figura (21), que PT cresce com A.
Dependéncia de PT com relacao ao parametro B

De semelhante forma, para avaliar a dependéncia de PT com relagao ao parametro B,
fixamos as condigoes do sistema (com A = 0.001), para o valor fixo de Ey = 19, e

variamos os valores de B.
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Figura 20: Comparativos entre PT e PTy kp (em escala de log) em funcao de ), para
a = 0 (poeira), B = 0.001, com com Ty, = 15, dt = 0.05, N = 9000 (discretizagao
espacial), € X4, = 100. (Imagem: Rocha et al. (2022)).
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Figura 21: Probabilidades de tunelamento PT' (em escala de log) em fungao do pardmetro
A, para a = 0 (poeira), B = 0.001, e diferentes valores fixos de Ej;, com T4, = 15,
dt = 0.05, N = 9000 (discretizagao espacial), e Zq = 100. (Imagem: (ROCHA et al.,
2022)).
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Ao analisar os resultados da Figura (22), é possivel perceber que PT também cresce com
B, mas de forma mais lenta, e menos nitida se comparado aos resultados de PT obtidos

para a dependéncia com relagao ao parametro A.
—26,2475-:
-26,248(}:
—26,248&:
In (PT)

-26,24961

-26,24957

_26’2509‘? NP P P R [ g e e R S e s |
0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009
B

Figura 22: Probabilidade de tunelamento PT' (em escala de log) em fungao do parametro
B, para o = 0 (poeira), A = 0.001, e Fy = 19, com T4, = 15, dt = 0.05, N = 9000
(discretizagao espacial), e Tpq, = 100. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

5.3 Comparativos com Resultados Preexistentes

Previamente calculados por (MONERAT et al., 2007), os calculos de probabiblidade para o
modelo com gés de Chaplygin, para um universo homogéneo e isotrépico, mas com fluido
de radiacao (o = % para p = ap) no lugar do fluido de poeira (o = 0), serdao comparados

aos resultados probabilisticos do nosso modelo.

O potencial efetivo V¢ para o modelo com fluido de radiacao também apresenta um perfil
de barreira de potencial, assim como acontece com V. para o modelo com fluido de poeira,
mas com o topo da barreira muito mais elevado, e, efetivamente, de largura mais estreita,

como pode ser observado na Figura (23).

Reproduzimos alguns dos célculos de PT para o fluido de radiagao, e os comparamos com

0s nossos resultados de PT para para o fluido de poeira, no qual consideramos os mesmos
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Figura 23: Comparativos entre os potenciais efetivos V. ; para ambos os modelos com gés
de Chaplygin e radiacao (a = %), e gas de Chaplygin e poeira (o = 0), para A = 0.001,
B = 0.001, E,,.. = 223.5282022 para o fluido de radiacao, e E,,.. = 19.9344758644320
para o fluido de poeira. (Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

parametros para ambos os modelos, mas com o = % para o fluido de radiacao e = 0

para o fluido de poeira.

Na Figura (24) é possivel observar o comparativo de PT para ambos os modelos, no
qual verifica-se que PT (em escala de log) é expressivamente maior para o nosso modelo
com gas de Chaplygin e poeira, no qual, o universo surge classicamente muito maior em
tamanho se comparado ao caso de radiagao, ou seja, o fator de escala x assume grandes
valores, e para grandes valores de z o termo do gés de Chaplygin no potencial efetivo V.
se comporta como um termo do tipo constante cosmolodgica, isto é, apds o processo de
tunelamento quéntico para o nosso modelo é possivel inferir uma eventual fase acelerada

para o Universo.

Portanto, os resultados para os calculos de probabilidade de tunelamento quantico de um
sistema classico, para o modelo de um universo fechado de FLRW (k = 1), homogéneo e
isotropico, preenchido com poeira (a = 0) e gas de Chaplygin, sdo considerados resultados
excelentes, em virtude do seu bom comparativo com os resultados da probabilidade de
tunelamento semiclassico (para os mesmos parametros), assim como em razao do compa-

rativo com os resultados para o modelo com fluido de radiagao, os quais apontam uma
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Figura 24: Comparativo entre as probabilidades de tunelamento de modelos com gés de
Chaplygin e poeira (o = 0) e gas de Chaplygin e radiagdo (o = %), para A = 0.001,
B = 0.001, com T4, = 15, dt = 0.05, N = 9000 (discretizagao espacial), € T4, = 100.
(Imagem: (ROCHA et al., 2022)).

maior probabilidade do universo surgir ao lado direito da barreira de potencial, mesmo
com a barreira para o fluido de poeira sendo mais larga do que a barreira para o fluido

de radiacao.
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6 Consideracoes finais

O trabalho aqui apresentado teve como objetivo a analise probabilistica do tunelamento
quantico de um modelo de universo fechado (k = 1) de FLRW, homogéneo e isotropico,

preenchido com poeira e gés de Chaplygin.

Com esse propo6sito, em um primeiro momento, tracejamos a histéria evolutiva do nosso
objeto de estudo, o Universo, bem como ambientamos os seus estagios iniciais, com foco
no Universo primitivo, onde também destacamos possiveis evidéncias observacionais de

seus primordios, tal qual a CMB.

Ademais, apontamos a divergéncia das leis da fisica classica em escalas do nivel de Planck,
e a consequente necessidade da criagao de uma teoria gravitacional capaz de abranger e

ser aplicada em escalas nas quais apenas as leis da fisica quantica sao passiveis de atuacao.

Assim, como uma alternativa a (ainda) nao definitiva teoria da gravitagao quéntica, foi
proposto a utilizagao das ferramentas disponiveis da cosmologia quantica (a aplicagao das

leis da fisica quantica ao Universo) como modo de anéalise dos primordios do Cosmo.

Os fundamentos e formalismos, os quais constituem essa area da cosmologia, foram deline-
ados no Capitulo 2 do presente trabalho, com notoriedade para o formalismo hamiltoniano
da relatividade geral (o formalismo ADM), base para a descrigao da equagao fundamental

da cosmologia quantica, a equacao de Wheeler-DeWitt.

De igual relevancia, foram apontados os principais aspectos do formalismo de Schutz, cuja
aplicagao nos permitiu acrescentar a equacao de Wheeler-DeWitt uma variavel temporal,
uma vez que esse formalismo associa o tempo com os graus de liberdade de um fluido
perfeito acoplado a gravidade, o que torna a equacao de Wheeler-DeWitt uma expressao
correspondente a equagao de Schrodinger genuinamente dependente do tempo, a partir

da qual nos é concedida a possibilidade de avaliacao da dinamica do sistema.

Com a finalidade de encontrar a condigao inicial do modelo, ou seja, a solugao para a

equacao de Wheeler-DeWitt, ¥ (a fungao de onda do Universo), delineamos propostas
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que fornecem as condi¢oes de contorno apropriadas para a nossa analise, com destaque

para as propostas de Hartle-Hawking e a de tunelamento quéantico do Universo.

Para os resultados, foram construidos pacotes de onda de norma finita como solugoes da
equacao de Wheeler-DeWitt, bem definidos em todo o espago de configuracao (mesmo
quando = — 0), os quais foram produzidos numericamente, uma vez que resultados ana-
liticos nao sao conhecidos para a equagao de Wheeler-DeWitt do modelo, cujo método
numeérico escolhido foi o método de diferengas finitas de Cranck-Nicolson, devido a sua
aplicabilidade a equagoes do tipo EDP (como é o caso da equacdo de Wheeler-DeWitt),

assim como por sua incondicionéavel estabilidade.

Apos a quantizacgao do modelo (a partir da aplica¢ao do formalismo de Dirac), e a avaliagao
da estabilidade do sistema através da observagao do comportamento da norma, foi possivel
realizar os varios calculos das taxas de probabilidade de tunelamento quantico PT" do nosso
modelo de universo, ao levar em conta a sua dependéncia quanto aos parametros A e B do
gas de Chaplygin, bem como sua dependéncia da energia cinética média Ej; do fluido de
poeira para a = 0. A partir dos resultados, constatamos que P7T cresce com os parametros
A e B, apesar do crescimento com relagao a B (para valores fixos de A e E)) ser mais
lento, e portanto, menos nitido se comparado com o crescimento de PT em funcao do
parametro A (para valores fixos de Ej e B), assim também, verificamos o crescimento

de PT em fungao de E); (para valores fixos de A e B).

Todos os resultados para PT foram comparados com os resultados para os calculos pro-
babilisticos da aproximacgao semiclassica PTy kg, a partir dos quais identificamos a con-

cordancia para valores de Ejy; < Epnq, proximos ao topo da barreira de potencial (V).

Nossos resultados também foram comparados a resultados preexistentes, calculados por
(MONERAT et al., 2007), para um modelo com gas de Chaplygin, mas com fluido de radiagao
ao invés de poeira, do qual constatamos uma maior probabilidade de tunelamento quantico
para o nosso modelo de universo (preenchido com gés de Chaplygin e poeira), apesar da
barreira de potencial para este tipo de modelo ser significativamente mais larga que para
o modelo com fluido de radiacao, onde, ap6s o processo de tunelamento quantico para o
caso de poeira, o universo surge classicamente muito maior em tamanho se comparado ao
caso de radiacao, ou seja, apos o tunelamento do nosso modelo de universo com poeira e
gés de Chaplygin, o fator de escala z assume grandes valores, e para grandes valores de
x o termo do gas de Chaplygin no potencial efetivo Vs se comporta como um termo do

tipo constante cosmologica, o que implica em uma fase acelerada para o Universo.
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A relevancia dos nossos resultados, para o surgimento de um sistema classico ao lado di-
reito de uma barreira de potencial, através do processo de tunelamento quantico, encontra-
se atrelada a sua concordancia com os valores da aproximagao semiclassica (ao se con-
siderar as mesmas condigbes e 0s mesmos parametros), bem como, a sua comparagao
com resultados de um modelo similar contido na literatura, e a previsao de uma fase
acelerada para o Universo ap6s o fendmeno de tunelamento, proporcionando assim, um
entendimento mais aprofundado ao que concerne os eventos que circudam os primoérdios
do Universo e, por consequéncia, a sua notavel contribuicao ao aperfeicoamento dos funda-
mentos da cosmologia quantica, e cuja potencial perspectiva almeja a aplicacao do método
em modelos mais sofisticados, nos quais consideraremos outras fontes de matéria, tal qual
campos escalares, e a sua possivel aplicacao em modelos anisotropicos, para os quais
serd necessaria uma extensao do método para (2 + 1) dimensoes e um aperfeigoamento

computacional.

Portanto, a anélise aqui apresentada nao apenas alcancou o objetivo desejado, mas tam-
bém contém perspectivas significativas, tanto para a cosmologia quantica quanto para a

cosmologia como um todo.
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APENDICE A - Tabelas

Tabela 2: Resultados para a =

116

0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00080, E,q, = 21.0781424981805, Tpar =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretizagdo espacial), e
Tomaz = 100.
Ey PT T T PTwkg
21.07 | 6.66363 x 10710 | 22.261012485 | 23.359118398 | 4.44236194638648 x 10~}
21.06 | 3.07743 x 10711 | 21.991415985 | 23.630519207 | 2.60186661049263 x 10!
21.04 | 3.66387 x 10713 | 21.624497499 | 24.001048002 | 7.69009312586492 x 102
21 5.08979 x 10716 | 21.115694961 | 24.517077926 | 5.64600250802772 x 1073
20 8.85937 x 107 | 16.602440569 | 29.214016069 | 1.09402274735820 x 1073}
19 1.07226 x 107% | 14.264792065 | 31.741371951 | 2.54006477139099 x 10~
18 5.46636 x 10787 | 12.486971953 | 33.715329751 | 7.15154667239488 x 10~
17 3.67537 x 107102 | 11.010251388 | 35.395069362 | 2.46613946386146 x 10~117
16 7.36285 x 10716 | 9.7313864241 | 36.884337215 | 1.05298323292470 x 107145
15 1.93722 x 107128 | 8.5968774375 | 38.237195497 | 5.63364375587524 x 1017
14 3.99836 x 107110 | 7.5749220704 | 39.486079862 | 3.82667195296508 x 10292
13 4.54771 x 107171 | 6.6449560786 | 40.652271915 | 3.34827359654494 x 10~2%°
12 2.20405 x 10716 | 5.7929371874 | 41.750632252 | 3.83528490235682 x 10728
11 3.73995 x 107171 | 5.0089408902 | 42.792026449 | 5.85587448702708 x 10286
10 1.90037 x 107180 | 4.2858284199 | 43.784685743 | 1.21628387782904 x 107313
9 2.5403 x 107189 | 3.6184684195 | 44.735023929 | 3.51687279532158 x 10734}
8 7.98253 x 107198 | 3.0032730694 | 45.648154678 | 1.45364289817580 x 10~3%8
7 5.31395 x 107206 | 2.4379328434 | 46.528233551 | 8.85693290487120 x 10~3%
6 6.74456 x 10721 | 1.9212977373 | 47.378692292 | 8.24804991974136 x 10~
5} 1.44505 x 107221 | 1.4533964480 | 48.202404187 | 1.22613440472891 x 10~44
4 4.40831 x 107229 | 1.0356306431 | 49.001803774 | 3.06989249365875 x 10747
Continua na proxima pagina
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Tabela 2 — continuagao da pagina anterior

En PT i} o Plwks
3 1.36345 x 107236 | 0.67120078202 | 49.778975433 | 1.38615356793378 x 107502
2 1.5958 x 10724 | 0.36572815518 | 50.535720202 | 1.23504554705470 x 107°%
1 5.63119 x 107255 | 0.13024323289 | 51.273607031 | 2.46929371956256 x 10~

Tabela 3: Resultados para a = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00085, Fpnae = 20.7610874836932, Tpar =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretizagao espacial), e

Tomaz = 100.
E,, PT T To PTwkp
20.07 | 1.17509 x 10~ | 20.820988474 | 23.783213868 | 6.73080169223172 x 10~
20.04 | 3.63963 x 10724 | 18.730114955 | 25.928147763 | 5.98178500126180 x 10~!*
20 1.38028 x 10735 | 17.144286003 | 27.586870833 | 2.90875951783196 x 10~22
19 3.18561 x 10757 | 14.531307308 | 30.386304651 | 1.72366651166648 x 103
18 1.30819 x 107™ | 12.648347416 | 32.462075789 | 1.23523263260423 x 10~ 78
17 1.02888 x 1078 | 11.116078530 | 34.193960000 | 1.08113820152316 x 1019
16 2.77287 x 107103 | 9.8035503320 | 35.713406824 | 1.16824390466186 x 107134
15 1.04152 x 10715 | 8.6470673833 | 37.084670820 | 1.57703308771923 x 10162
14 3.14653 x 107127 | 7.6101182082 | 38.344893137 | 2.69437431015770 x 10719
13 5.28221 x 107138 | 6.6696407620 | 39.517849366 | 5.91073682704668 x 107218
12 3.77711 x 1071%% | 5.8101369073 | 40.619851954 | 1.69180958192118 x 10~24
11 9.40738 x 107158 | 5.0207731160 | 41.662671293 | 6.43244326533460 x 102"
10 6.96089 x 107167 | 42938123012 | 42.655132534 | 3.31506605245695 x 107300
9 1.34204 x 10717 | 3.6237124262 | 43.604055555 | 2.36958604293488 x 1037
8 6.01767 x 107'** | 3.0065939307 | 44.514840975 | 2.41189224552366 x 1033
7 5.65026 x 107192 | 2.4399339536 | 45.391852695 | 3.60438421466806 x 1038
6 9.98749 x 107209 | 1.9224225104 | 46.238677198 | 8.19868664319760 x 10408
bt 2.93781 x 107207 | 1.4539655579 | 47.058304926 | 2.96418535305590 x 10434
4 1.2096 x 107214 | 1.0358691259 | 47.853260600 | 1.79689214158544 x 1046
3 4.93367 x 107222 | 0.67126474310 | 48.625699010 | 1.95540250557053 x 10482
2 7.15917 x 10729 | 0.36573416122 | 49.377476858 | 4.17935928848540 x 10~°12

Continua na préoxima pagina
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Tabela 3 — continuagao da pagina anterior

Ey PT T T PTwkp
1 1.57285 x 107240 | 0.13024330376 | 50.110207582 | 1.99490235190530 x 107537

Tabela 4: Resultados para a = 0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00090, Epae = 20.4665292083541, Tpar =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretizagdo espacial), e

Tmaz = 100.
Ey PT xr To PTwiks
20.04 | 3.00334 x 1079 | 20.305990144 | 23.353445050 | 1.37846154117922 x 1072
20.03 | 1.02018 x 10713 | 19.428357791 | 24.248916306 | 2.24326404105508 x 10~°
20 1.99377 x 10723 | 17.833548245 | 25.89759024 | 9.57038512512012 x 10~
19 4.75649 x 10746 | 14.821999067 | 29.092570282 | 1.35531592106532 x 10~4!
18 1.54467 x 107% | 12.816717775 | 31.287568899 | 2.31522360949340 x 1075?
17 9.05785 x 1077 | 11.224112129 | 33.076623349 | 4.81766704488168 x 10797
16 3.23875 x 10792 | 9.8762600440 | 34.628151836 | 1.23428777606423 x 10~
15 1.70836 x 107104 | 8.6971949228 | 36.018676804 | 3.93936763327206 x 10152
14 7.41114 x 10716 | 7.6450500109 | 37.290691227 | 1.58664355177835 x 10717
13 1.79779 x 107126 | 6.6940246466 | 38.470705676 | 8.18063548931536 x 10~207
12 1.85422 x 107136 | 5.8270650513 | 39.576584411 | 5.48608041671048 x 10234
11 6.62047 x 10716 | 5.0323848901 | 40.621046610 | 4.87128919191228 x 10~26!
10 6.96316 x 10715° | 4.3016292735 | 41.613531014 | 5.84329262638500 x 10258
9 1.88943 x 107163 | 3.6288371972 | 42.561272060 | 9.68771616311508 x 107315
8 1.17954 x 10717 | 3.0098344188 | 43.469960456 | 2.27886924101688 x 104!
7 1.52399 x 10717 | 2.4418843864 | 44.344168997 | 7.84105927928200 x 10368
6 3.659 x 107187 1.9235180132 | 45.187638233 | 4.09050848565444 x 10739
5 1.43999 x 107191 | 1.4545199448 | 46.003474552 | 3.37807578597470 x 10120
4 7.79549 x 107202 | 1.0361021072 | 46.794291448 | 4.65790057754268 x 107446
3 4.13698 x 107299 | 0.67132787158 | 47.562312701 | 1.14794363798645 x 10~471
2 7.24347 x 107217 | 0.36574015543 | 48.309449321 | 5.53226968917372 x 10497
1 5.07521 x 107228 | 0.13024337462 | 49.037357985 | 5.92742986264540 x 1072




Tabela 5: Resultados para a =
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0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.00095, E,qp = 20.1917482467770, Tpar =

15, dt = 0.05, N = 9000 (discretizagdo espacial), e
Tomaz = 100.

Ey PT xr, To PTwkns

20.01 | 4.26717 x 1078 19.628622438 | 23.159143845 | 2.96544470309033 x 103
20 7.87979 x 1072 | 18.851250436 | 23.954250122 | 5.23477409415780 x 1076
19 5.21575 x 1073¢ | 15.144094420 | 27.842013515 | 1.67204592543364 x 10733
18 1.32816 x 107°3 | 12.993346470 | 30.179589671 | 6.42685799134584 x 10~
17 1.50025 x 107% | 11.334715585 | 32.031711806 | 3.00169103346776 x 10~
16 7.56607 x 10752 | 9.9496646293 | 33.617410218 | 1.72170165971782 x 10115
15 5.8635 x 1079 8.7473413476 | 35.028089886 | 1.22696075995239 x 10142
14 3.77853 x 107105 | 7.6797707542 | 36.312348719 | 1.10041445255862 x 10169
13 1.35922 x 1071 | 6.7181458561 | 37.499700140 | 1.25980791516593 x 1019
12 2.06312 x 107125 | 5.8437496565 | 38.609667966 | 1.87043595312294 x 10223
11 1.07289 x 107134 | 5.0437967364 | 39.655966608 | 3.66576044472038 x 10~2%°
10 1.62442 x 10713 | 4.3092940337 | 40.648668936 | 9.67484810774436 x 107277
9 6.26748 x 107152 | 3.6338529064 | 41.595432798 | 3.51762413503772 x 107303
8 5.49396 x 107199 | 3.0130012628 | 42.502242330 | 1.80846403286446 x 1032
7 9.84055 x 107168 | 2.4437883277 | 43.373879939 | 1.35516372214282 x 10735
6 3.23309 x 10717 | 1.9245866260 | 44.214239715 | 1.53400027928672 x 1038
5 1.71772 x 107182 | 1.4550607637 | 45.026542918 | 2.73836012104991 x 1007
4 1.23546 x 107189 | 1.0363299659 | 45.813490542 | 8.12944155164408 x 10~433
3 8.42332 x 107197 | 0.6713902001 | 46.577374056 | 4.29593037975292 x 10458
2 1.80917 x 10729 | 0.3657461379 | 47.320157541 | 4.42082768020548 x 107483
1 1.10401 x 10721 | 0.1302434454 | 48.043539773 | 1.00711837786061 x 107507




Tabela 6: Resultados para a =
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0 (poeira), com B =

0.001, A = 0.001, E,q: = 19.9344758644320, Tee = 15,
dt = 0.05, N = 9000 (discretizacao espacial), € T =

100.

Ey PT T T2 PTwkp

19.9 | 8.34857 x 1074 19.912949964 | 22.049798928 | 1.09056919606997 x 10~*
19.8 | 1.38894 x 1077 18.880435977 | 23.099901530 | 2.20367859865101 x 10~*
19 5.62318 x 10727 | 15.508568628 | 26.614611533 | 4.14592890516908 x 1026
18 1.13616 x 10~%* | 13.179764900 | 29.127535969 | 3.406988744600880 x 10753
17 1.6079 x 10757 11.448280120 | 31.049739800 | 3.394101468817760 x 10~8°
16 1.1398 x 10~ 10.023910786 | 32.671916866 | 4.14245075026068 x 10107
15 1.28468 x 1073 | 8.7975817364 | 34.103692063 | 6.26596591623660 x 10~134
14 1.21191 x 107% | 7.7143279457 | 35.400650186 | 1.18973547545198 x 10160
13 6.35274 x 107196 | 6.7420378535 | 36.595605893 | 2.87589943487092 x 10187
12 1.39202 x 10~ | 5.8602151790 | 37.709858774 | 8.99049073062144 x 10~214
11 1.0331 x 10~'2* | 5.0550265178 | 38.758167527 | 3.69936407495571 x 1024
10 2.20491 x 107133 | 4.3168193654 | 39.751260583 | 2.04377852279185 x 10266

= N W ke Ot O N o ©

1.18417 x 10~14!
1.4266 x 10149
3.46686 x 10157
1.52494 x 10164
1.06922 x 10~
9.98365 x 1017
8.653 x 107186
2.22424 x 107193
3.63503 x 107203

3.6387684028
3.0161003177
2.4456494218
1.9256304240
1.4555890263
1.0365530395
0.67145175933
0.36575210868
0.13024351633

40.697228395
41.602352068
42.471624472
43.309092839
44.118092346
44.901410329
45.661404755
46.400091636
47.119210800

1.55067454448431 x 10292
1.65830991455862 x 107318
2.57620773691694 x 10734
6.02475674582604 x 107370
2.21391673279029 x 1073%
1.34789719083793 x 10420
1.45508874447286 x 107445
3.04693378733106 x 107470
1.40674229260008 x 10744




Tabela 7: Resultados para a =

0 (poeira), com A =

0.001, Eys = 19, Tyae = 15, dt = 0.05, N = 9000 (discre-

tizagao espacial), € T4, = 100.

B = 0.001 e E,,4, = 19.9344758644320

Ey PT T To PTwkns

19 | 5.62318 x 10727 | 15.508568628 | 26.614611533 | 4.14592890516908 x 10726
B =0.002 e E,,,,,, = 19.9344707817318

En PT T, To PlTwks

19 5.62814 x 10727 | 15.508595319 | 26.614601898 | 4.14737806690712 x 1026
B =0.003 e E,,,,,, = 19.9344656990381

E,, PT T T2 PTwkp

19 5.63282 x 10727 | 15.508622011 | 26.614592263 | 4.14882773063588 x 1026
B =0.004 ¢ E,,,,, = 19.9344606163510

En PT Ty T PTwkp

19 5.63732 x 10727 | 15.508648702 | 26.614582629 | 4.15027789652928 x 10726
B =0.005 e E,,,, = 19.9344555336701

E, PT T T2 PTwkp

19 5.64168 x 10727 | 15.508675393 | 26.614572994 | 4.15172856475720 x 1026
B = 0.006 e E,,,,, = 19.9344504509961

En PT Ty T PTwks

19 5.64593 x 10727 | 15.508702084 | 26.614563359 | 4.15317973549360 x 10726
B =0.007 e E,,,,, = 19.9344453683281

E, PT 1 T2 PTwkp

19 5.6501 x 10727 | 15.508728775 | 26.614553725 | 4.15463140891192 x 1026
B =0.008 ¢ E,,q. = 19.9344402856669

E,, PT T To PTwkp

19 5.65419 x 10727 | 15.508755466 | 26.614544090 | 4.15608358518296 x 1026
B =0.009 e E,,,,,, = 19.9344352030119

En PT Ty T PTwkp

19

5.65822 x 1027

15.508782157

26.614534455

4.15753626447760 x 1072




Tabela 8: Resultados para a = %

1
3
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(radiagdo), com B =

0.001, A = 0.001, Eypap = 223.5282022, Tynaw = 15, dt =
0.05, N = 9000 (discretizacao espacial), e Zpq, = 100.

Ey PT T T PTwks

19.9 | 1.03232 x 10728 | 2.6054155174 | 17.066039688 | 5.46902658087064 x 10~47
19.8 | 9.91595 x 107281 | 2.5987057198 | 17.067062738 | 4.33402893033764 x 1047
19 | 7.12562 x 107281 | 2.5444510324 | 17.075235914 | 6.77947906256704 x 1049
18 | 4.60464 x 107281 | 2.4751158078 | 17.085424460 | 6.76569034353356 x 104
17 | 2.88407 x 10728 | 2.4039577511 | 17.095582199 | 6.86365884259176 x 10~°%
16 | 1.73905 x 1072%! | 2.3308086704 | 17.105709367 | 7.08232029638092 x 10~°0!
15 | 1.00075 x 107281 | 2.2554736016 | 17.115806193 | 7.43814695904628 x 10~°02
14 | 543312 x 107282 | 2.1777244358 | 17.125872908 | 7.95741787533848 x 107503
13 | 2.73971 x 107282 | 2.0972914567 | 17.135909736 | 8.67996777924676 x 10504
12 | 1.25522 x 107282 | 2.0138518811 | 17.145916900 | 9.66531358242420 x 10~°0°
11 | 5.05675 x 1072%3 | 1.9270139973 | 17.155894621 | 1.10027932926446 x 10~°0°
10 | 1.69879 x 107283 | 1.8362946354 | 17.165843117 | 1.28287947115992 x 10506
9 4.31458 x 107284 | 1.7410861929 | 17.175762602 | 1.53571386567315 x 107°07
8 6.55391 x 10728 | 1.6406066018 | 17.185653289 | 1.89352727406723 x 107°%8
7 1.98793 x 107286 | 1.5338200242 | 17.195515388 | 2.41546227577630 x 10~°0
6 1.39035 x 107286 | 1.4193041259 | 17.205349107 | 3.20844877468783 x 10~°1°
5 2.12499 x 107286 | 1.2950118710 | 17.215154650 | 4.48199514402724 x 10751
4 1.1499 x 107286 | 1.1578021228 | 17.224932220 | 6.69542491964104 x 10>
3 5.70509 x 107287 | 1.0023838957 | 17.234682019 | 1.10424931805836 x 1052
2 2.43896 x 107287 | 0.81841198810 | 17.244404242 | 2.17004947676598 x 10~°13
1 6.8548 x 1072%% | 0.57906177042 | 17.254099088 | 7.14070505287416 x 10751
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Abstract In this work, we analyze the quantum dynamics contained in the Planck era, its emergence mechanism for the inflationary
phase and its classical dynamics in an isotropic and homogeneous model composed of a perfect fluid in the form of dust and Chaplygin
gas. The model is numerically quantized by the Crank—Nicolson method, and quantum tunneling probabilities are calculated in terms
of the model parameters. When we compared the results with those corresponding to the solutions obtained from a model with
radiation and Chaplygin gas, we observed that a higher probability of tunneling is observed in models with dust than in models with
radiation. The results have shown that universes with Chaplygin gas and dust are more likely to arise than universes with Chaplygin
gas and radiation.

1 Introduction

According to Atkatz (1994) [1], Nature does not quantify; it is intrinsically quantum. Therefore, if the fundamental laws of physics
are essentially describe through quantum formalism and are applied to the Universe as a whole, then there must be a description of
the Universe in terms of quantum physics [2].

Specifically, the need to apply such laws to the early stages of the Universe is essential, considering that in the period known
as the Planck era, the size of the Universe is insignificant and the laws of classical physics become negligible [1-3]. Given that at
Planck time, which corresponds to less than 10~*3 seconds after the Big Bang, the Universe was no larger than 10™>3cm [1] and its
temperature 7' was on the order of the Planck mass (Mp =1/ = 1,22 x 1012GeV) or greater [3].

In light of this context, the genesis of Quantum Cosmology takes place in the 1960s [4], with the first publications in this sense
of application of the laws of quantum physics to the Universe, highlighting the works of Bryce DeWitt [5], Charles Misner [6] and
John Wheeler [7].

In 1973, the concept of the spontaneous emergence of the Universe through quantum processes was introduced by Tryon [8] ,
who suggested a speculative model to explain such quantum cosmogenesis as a consequence of the fluctuation of the vacuum. The
model predicts a homogeneous, isotropic and closed Universe, consisting equally of matter and anti-matter. [1, 9—12].

By making the standard model of the Universe to go back in time, it is possible to obtain a singular solution of Einstein’s equations;
such equations predict that singularities are unavoidable under a choice of general and physically reasonable initial conditions [12],
for which the standard model of the Universe is represented by a radiation-dominated, adiabatically expanding Universe described
by the Friedmann-Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) metric [3].

The singularity of the standard model corresponds to a zero-volume singular three-geometry at + = 0 [13]. Take into account
that the scale factor of the Universe a(¢) is a measure of its size, a(t) = 0 at t = 0 for the singularity.
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When t — 0, the temperature T — oo. Therefore, no initial value problems can be defined at # = 0. However, as mentioned
earlier, when T is on the order of the Planck mass, or greater, the standard model equations become trivial, while quantum gravitational
effects establish themselves as essential [3].

But what can quantum gravity tell us about the initial singularity of the Universe? According to Halliwell (2002) [4], it is possible
to replace, in some models, the initial singularity of the Universe by a type of quantum tunneling conjecture, making the singularity
a classically forbidden region such as the proposed models of [9-11] and [12] for the emergence of the Universe through quantum
tunneling.

In the model proposed by Atkatz and Pagels (1982) [12], the tunneling process, which would have given rise to the Universe,
occurs through a static configuration of spacetime, classically stable, and the Big Bang could then be compared to a radioactive
decay on a large scale. The main assumption is that, throughout its evolution, the Universe can be described by a homogeneous
and isotropic FLRW metric, and matter must be treated phenomenologically as a perfect fluid. Furthermore, an equation of state of
the form p = p(p) for matter is described, with p the pressure and p the energy density, so that the quantum tunneling process is
possible.

Thus, there is a nonzero probability of a FLRW Universe of size ap being born quantumly, considering that a particle of energy
described by a wave function ¥ (a) at a(¢) = 0 can tunnel quantumly through a potential barrier and appear at a(t) = ag [1].

It is necessary to emphasize that for the FLRW Universe to be quantized, it is required to perform the canonical quantization of
the system. The canonical quantization elevates the Hamiltonian H of the system to a quantum equation, yielding a stationary wave
equation, an equation with no time variable called the Wheeler—-DeWitt equation, defined as H Y = 0[14].

The quantized FLRW Universe is mathematically equivalent to a simple one-dimensional problem in non-relativistic quantum
mechanics. And the Wheeler—DeWitt equation is equivalent to the one-dimensional time-independent Schrodinger equation, where
¥ (a), its solution, is known as the wave function of the Universe [1].

According to Halliwell (2002) [4], the Wheeler—DeWitt equation in minisuperspace models is of the form of a Klein—-Gordon
equation on a usual curved spacetime background with a spacetime-dependent mass term. As previously stated, no single variable
in the Wheeler—DeWitt equation can represent time. The second quantization is applied to the usual Klein—Gordon equation, but, in
a way, the Wheeler—DeWitt equation is already the second quantized theory. This absence of the time variable is referred to as the
time problem of quantum cosmology. [14].

According to Anderson (2012) [15], the incompatibility of the meanings of time in General Relativity and in usual quantum
theories raises serious problems when seeking to replace both theories by a structure in a regime in which none of them can be
neglected, as is the case of the early Universe. That is, the problem of time in quantum gravity arises, since the meaning of time in
the theory of General Relativity differs from the meaning in the usual quantum theory.

Strategies for a possible resolution to the problem of time are described in [15]. Among these, there is the incorporation of
the time variable through matter fields using Schultz’s formalism [16—19]. According to Lemos et al. (2002) [19], the use of this
method culminates in a genuine Schrodinger equation, and all the usual quantum mechanism can be implemented to obtain specific
predictions for the evolution of the Universe.

The homogeneity and isotropy of the FLRW Universe require that the energy—momentum tensor be that of a fluid, in which
matter is parameterized by two functions, energy density p and pressure p. The Chaplygin gas is a fluid with negative pressure and
positive energy density, characterized by the equation of state p = —% , where A is a positive constant [20-22]. Dust is a perfect
fluid but characterized by the equation of state p = ap witha = 0[1, 12, 23].

Chaplygin-type cosmological models describe a smooth transition from a decelerated expansion of the Universe to the present
epoch of cosmic acceleration; they seek to present a phenomenological description of the macroscopic unification of dark energy
and dark matter and possibly represent the simplest deformation of traditional models of ACDM.

When compared to observational data, models using Chaplygin’s gas can be more favorable because it exhibits a typical dust
behavior for small values of the scale factor. Models with two ideal fluids can be thought of as being more realistic as a result [24].

Therefore, in our study presented here, we analyze the quantum dynamics contained in the Planck era, its emergence mechanism
for the inflationary phase of the Universe and its classical dynamics in a homogeneous and isotropic model composed of a perfect
fluid in the form of dust and a Chaplygin gas.

Here we find a wave function for the Universe as a solution of the Wheeler-DeWitt equation, as a function of the scale factor of
the Universe, time, Chaplygin gas parameters and the average energy of the packet. The results show that, in addition to being well
defined across the entire solution space, such numerical solutions indicate a tunneling effect. We quantified this effect in terms of the
Chaplygin gas parameters and the average energy of the packet. The exact calculation of tunneling rates through numerical methods
in homogeneous and isotropic models was obtained in 2007 by Barros et. al [25] for a model with positive cosmological constant and
radiation. Subsequently, homogeneous and isotropic models with radiation and Chaplygin gas [26] and with generalized Chaplygin
gas [27] were also studied.

This paper is organized as follows: in Sect. II, the model is constructed in Schutz’s formalism and we obtain the classic solutions
using phase portraits. In Sect. III, the model is numerically quantized by the Crank—Nicolson method [28]. We also obtain the
quantum tunneling probabilities as a function of model parameters. Finally, in Sect. IV we present our conclusions.
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2 The classical model

Models with a FLRW geometry with positive spatial section (k = +1), composed of a Chaplygin gas and a perfect fluid, have their
classical dynamics obtained by using the Schutz’s variational formalism [16—18] for fluids and by the ADM formalism [29], in terms
of a Hamiltonian that can be expressed as [26, 30, 31]

2
_ D Verr(a)
H= it i3a — PT @)

where pr represents the momentum associated with the perfect fluid, which obeys a linear barotropic equation of state of the form
p = ap, with —1 < « < 1. For more details on the dust case (¢ = 0), see appendix A. The system of units used here will be the
natural one, where i = 8w G = ¢ = 1. The effective potential of these models takes the form:

B
Veps(@) = 3a® —a*[A + —, )

where A = % and B = % are parameters associated with the Chaplygin gas. The usual quantization process on the variables
a, p, above presents not only operator ordering problems, but also the fact that the resulting equation does not take the form of a

Schrodinger equation. To solve these problems, we shall use the following canonical transformation [32]

2
3(1 — a)x \ 30— 1-3¢ 2 3(1—-a)
a= (f) , Pa=pxa 2 , F= mpxa 2, 3)

where F is the generating function of the transformation. Note that the canonical transformation (3) is valid for all @ # 1. The
Hamiltonian will have the following form in the new variables

- p2
H= 1—5+Vef(x,a)—pT. 4)

where the effective potential takes the form

3x(1—a)]sﬁ*"’i>_1 A+B(3x(1—o¢)>a41' -
T

Verr(x, ) = 3|: 5 2
According to (4), the Hamiltonian in the new variables (x, p,) does not present crossed terms, thus being free of operator ordering
problems.

Given that the model with radiation (@« = 1/3) was studied by Monerat et. al [26, 27], we are going to investigate the dust case
(a = 0), on the grounds that we are interested in the tunneling process (Fig. 1 shows the behavior of V). For the cases of rigid
matter (¢ = 1), vacuum (¢ = —1), domain walls (¢« = —2/3), cosmic strings (¢« = —1/3) and phantom fluid (@« < —1), there is no
potential barrier. From Eq. (3), we have that a = 0 for x = 0; by letting « = 0 in Eq. (3), we obtain that a gets larger as x is larger.

Fig. 1 Behavior of the effective
potential V,¢(x) for the dust case 20
(a=0)
Velftx)
10
000
00
0 T T T T J
10 20 30 40 \§0
X
-10 - 4
4
-20- h

A=0.001,B=0.001 <+ A=0.1,B=0.001
A=0.001,B=2000
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Fig. 2 Phase portrait. The orbits in
the (x, px) plane represent the
homogeneous and isotropic
FLRW models with Chaplygin gas 204
(A =0.001e B =0.001) and dust

309
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The classical dynamics of the model is governed by Hamilton’s equations

— 1
X = 3pl—6px s
_0H V)
Px = ax ax >
©)
OH _ _
r opr ’
_ _0H _
pr=—5=0,

where the dot indicates derivative with respect to the cosmic time.

The dynamics governed by the system (6) is rich and complex. Thus, we are going to analyze the phase portrait of the model,
projecting its orbits in the (x, p,) plane. An example of this is shown in Fig. 2.

The phase portrait shown in Fig. 2 presents a fixed point of hyperbolic saddle type, described by the coordinates Pj(x =
20.97834926, p, = 0), on a surface of energy pr = 19.93447587. This point represents the static universe of Einstein, when the
gravitational attraction is counterbalanced by cosmological repulsion. The solutions in the linear neighborhood of the fixed point
Pj take the form

x(t) = 20.97834927 + CleO.1003287231t + C2€—0.1003287231t

0
px(t) = 0.6019723386 - (¢ 10032872311 _ o =0.1003287231 1)

where ¢ and ¢, are arbitrary integration constants, whose values will depend on the established initial conditions. The solutions
(7) for x and p, are only valid in the linear neighborhood of the point. In other words, they are valid for all x(¢) such that
x(t) —20.97834927 << 1. The orbits in black are nonlinear extensions of these and are called separatrices because they separate
different classes of solutions (in 4 regions in this case). These separatrices have the same energy as the fixed point. Note that for
an initial condition, in particular ¢c; = 0, we obtain the well-known de Sitter solution, when the Universe presents an exponential
expansion.

The orbits represent homogeneous and isotropic universes with Chaplygin gas and dust. For scenarios where the orbits have
energy greater than the energy of the fixed point (pr > 19.93447587), the movement will be restricted to regions 1 and 2 of the
phase portrait (see Fig. 2). In region 1, the orbits are born at the singularity and expand indefinitely with p, > 0. In region 2, the
orbits with p, < O represent universes that are initially in their state of maximum expansion and start the process of collapse until
the singularity at x = 0, p, = 0.

For scenarios where the orbits have energy lower than the energy of the fixed point (pr < 19.93447587), the motion will be
restricted to regions 3 and 4 of the phase portrait (see Fig. 2). In region 3, all orbits, born at the singularity with p, > 0, expand
to a given point, at which cosmological repulsion ceases and contraction begins, driving the Universe back to the singularity (Big
Crunch). In region 4, the Universe initially with p, < 0 and x > 20.97834927 is in a state of maximum expansion. Then, the
contraction begins until a given moment in which the gravitational contraction ceases and the cosmological repulsion gains strength
and the Universe expands indefinitely (rebound solutions). Such universes are free of singularities!
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Fig. 3 Behavior of the scale factor 2000 50+
x(t) with respect to cosmic time. »
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For the description of solutions for the scale factor x(#) outside the linear neighborhood of the fixed point, we will combine the
two first Hamilton’s Eq. (6)

1 d? I Verf(x)
— Syt + =L, 8
a0t ®

Using Eq. (8), we will numerically investigate the four regions described in Fig. 2, considering initial conditions located in each of
them. This investigation will provide us with the behavior of the scale factor x(¢) in the cosmic time in each of the regions. Regarding
the initial conditions, these will be chosen with a given value of the scale factor x(0) = xo located on a given energy surface, while
its time derivative x(0) will be determined by the hamiltonian constraint (% = 0)

1
£(0) = 2\ 12(pr = Vegy (0. ). ©)

in order to satisfy the Friedmann equation.

Numerically solving Eq. (8) for four sets of chosen initial conditions, one in each region of Fig. 2, we observe the behavior of
the scale factor x(¢) shown in Fig. 3.

The results shown in Fig. 3 reveal that expansionary solutions are possible (Fig. 3a and d), although restricted to initial conditions
chosen in regions 1 and 4 of the phase portrait (Fig. 2). In the case of solutions that describe the expanding Universe, only solutions
whose initial conditions are chosen in region 4 of the phase portrait are singularity-free (Fig. 3d). Figure 3b and c describes universes
in the process of gravitational collapse whose final configuration is the collapse at the singularity (Big Crunch). These solutions are
obtained, respectively, for initial conditions chosen in regions 2 and 3 of the phase portrait.
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3 The quantum model

For the description of the primordial phase of the Universe, when the quantum effects become relevant to the dynamics of the system,
the quantization of the model is required. For this, we will use Dirac’s canonical formalism such that
a 0

Pe— —im pr— —ic (10)

Thus, the physical properties of the Universe as a quantum system will be described by the so-called Universe wave function W (x, T),
which is a function of the variables x and T. Using the super hamiltonian constraint, we have

HAV(x,T)=0. (11

Equation (11) is the well-known Wheeler—DeWitt equation, which for the present model in the canonical variables (x, py, T, pr)
assumes the form of a time-dependent Schrodinger equation

1 92 B
a2 Ver(x, @) |W(x, )= —lall’(x, ), (12)
in which we apply the reparametrization 7 = —t.

As demonstrated in Lemos (1996) [33] since the wave functions must exist only in the range [0, 00 ), it becomes necessary to
impose boundary conditions on them, which will ensure that the Hamiltonian operator is self-adjoint with respect to its inner product

W, ¢) = /00 dx W*(x, 1)¥(x, 1), (13)
0

and in this way, we will have that the evolution of time is unitary. Here we will consider wave functions that satisfy the boundary
conditions established by Hartle-Hawking (1983) [34]

W(0,7) = W(oo,7)=0. 14
We shall consider as our initial condition the wave packet
8192E3 \'/*
W(x,0) = ( '”) xe 4Enx’ (15)

where the parameter E,, represents the average kinetic energy of the dust fluid. The wave function (15) not only satisfies the boundary
conditions (14), but it is also normalized, as shown in [35].

Analytical solutions for the Wheeler—DeWitt equation of this model are not known. Thus, we solve numerically Eq. (12) using the
well-known Crank—Nicolson method [28] due to the fact that it is unconditionally stable [36, 37]. This is a finite differences method,
which allows writing the Hamiltonian operator in the form of a tridiagonal matrix (M x M), as shown in [35]. The application of
the method allowed to obtain solutions to Eq. (12) in the form of well-defined, finite-norm wave packets across the entire solution
space, even when the scale factor goes to zero.

As an example, we consider the initial wave packet (15) with an energy E, = 19.9, lower than the maximum energy E,x =
19.9344758644320 of the potential barrier Vy shown in Fig. 1, for the case of dust (¢ = 0) and a Chaplygin gas with A = 0.001
and B = 0.001. Figure 4 exhibits the probability density when it reaches the numerical infinity.

The wave packets shown in Fig. 4 retain the norm over time with an error smaller than 5%. And yet, when we increase the
number of lattice points, we observe the norm tending to 1 at all instants of time 7. This fact highlights the excellent stability of the
method. To illustrate this, Fig. 5 shows the behavior of the norm in terms of the number of points N of the lattice, in the instants of
timet =0e7T = Tpax.

Figure 4b shows that a part of the wave packet, even with an energy lower than the maximum energy of the barrier, managed to
cross the barrier. Such a result indicates the possibility of the Universe appearing to the right of the potential barrier as a classical
physical system. This mechanism is called tunneling. Next, we will calculate the tunneling probabilities as a function of the energy
and Chaplygin gas parameters.

3.1 Tunneling as a function of E,,
The result shown in Fig. 4b can be quantified by calculating the tunneling rate 7P. For this, we calculate the integral

_ f;;mux|"p(xa Tmax)|2dx
f(;vm”'\p(xs Tmax)|2dx’

(16)

where x4, represents the numerical infinity and x; represents the rightmost returning point of the effective potential V, sy (x). Fixing
the values of the Chaplygin gas parameters (A and B), we perform the calculations of (16) for different values of E,,, < V’]"c?.x. We

(4
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Fig. 4 Behavior of the probability 0,47
density p = |V (xXmax, r)|2 for
A =0.001, B =0.001,

E;; = 19.9 in the time

Tmax = 15, with a numerical
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have consider N = 9000 (spatial
discretization), dt = 0.05. The
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scenario is
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Fig. 5 Behavior of the norm as a
function of the number N of points
of the spatial discretization, 1 L
calculated in two time instants: 0,98 %

t = 0 (asterisk) and T = Tj;ax
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repeat this procedure for different values of the A parameter. We observe that the larger E,,, the greater the tunneling probability 7P
for a given fixed value of A and B. Figure 6 shows this.
We then compare the results with the tunneling rate in the WKB approximation [38] given by:

4 &
TPykp = ———, where 6 = exp(/ dx\[12(Vep(x) — Em)>, (17)
X1

(26 + 5)

where x| and x; are, respectively, the left and right return points of the effective potential barrier (5), associated with the energy E,,.
Figure 7 shows a comparison of the numerical tunneling rates (7P) and WKB (T Pwg p) as a function of energy E,, for different
values of the Chaplygin gas parameters. Note that in Fig. 7a and in Fig. 7b, the tunneling probabilities TP and T Py p defined,
respectively, by (16) and (17) agree for average energies E,, near the top of the effective potential barrier, in each case. This result
shows the agreement of the method when applied to the semi-classical regime, where the WKB approximation holds.
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Fig. 6 Tunneling probabilities 7P

(log scale), as a function of the .’%’ﬂf
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Fig. 7 Tunneling probabilities 7P and T Py g g, in log scale, as a function of the average energy E;,. Here we consider the case of dust (@« = 0) and
B =0.001.a A = 0.001 which leads to an effective potential with a maximum energy VZ’;‘” = 19.9344758644320 and b A = 0.0008 which leads to an
effective potential with a maximum energy Vg’;’c”x = 21.0781424981805. In both cases, calculations were performed using N = 9000 (spatial discretization),

dt = 0.005, tjax = 15 and x;54x = 100

3.2 Tunneling as a function of the Chaplygin gas parameters

As we know, the Chaplygin gas depends on two parameters A and B. We are going to investigate the dependence of the tunneling
probability on such parameters. First, we shall see how TP depends on the A parameter. For this, we fix the other system parameters
and vary A. The results show that the greater the parameter A, the greater the tunneling probability, for fixed B and E,,. This behavior
holds for different values of E,,. Figure 8 exhibits this behavior.

Now, fixing the parameters A and E,,, we calculate the tunneling probabilities TP as a function of the second parameter of the
Chaplygin gas B. The results revealed that the higher B, the higher the tunneling rate. However, this growth is slower than when we
varied A (see Fig. 9).
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Fig. 8 Tunneling probabilities 7P
(in log scale), as a function of the
A parameter. Here we consider the
case of dust (@ = 0), B = 0.001.
We calculate the 7Ps for different
fixed values of Ej,. Calculations
were performed using N = 9000
(spatial discretization),

dt = 0.005, 74x = 15 and

Xmax = 100

Fig. 9 Tunneling probabilities 7P
(in log scale), as a function of the
B parameter. Here we consider the
case of dust (@ = 0), E;; = 19.9
and A = 0.001. Calculations were
performed using N = 9000
(spatial discretization),

dt = 0.005, tyax = 15 and

Xmax = 100
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The quantization of the Chaplygin gas model with radiation was, already, performed by Monerat et al [26] in 2007. In the radiation
case, the potential barrier is much higher than the potential barrier in the dust case. On the other hand, the radiation case presents a
potential barrier with a much smaller width. Figure 10 shows this comparison.

To better understand the effects of a perfect gas in the tunneling process, we calculated the TPs under the same parameter values
and energy ranges common to both cases. We also set 7,5 and x4, equal in both cases. The results show that the tunneling
probabilities for the dust case are higher than for the radiation case, regarding the same set of parameters and boundary conditions.

An example is shown in Fig. 11.
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Fig. 10 Comparison between the

effective potentials with 3007
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4 Conclusion

In this paper, we studied the FLRW quantum cosmological model with dust and Chaplygin gas. The introduction of a time variable
in the theory was performed using the Schutz’s formalism, which associates time with degrees of freedom of a dust perfect fluid
coupled to gravitation. We constructed wave packets as solutions of the Wheeler—DeWitt equation. The packets obtained are well
defined throughout the configuration space, even when x — 0.

We investigate the possibility that the Universe classically arises through a tunneling mechanism. The tunneling rate depends
on the average energy of the wave packet (E,,) and the parameters A and B of the Chaplygin gas. Tunneling rates increase as the
average energy (E,,) of the wave packet increases (for constant A and B parameters). When we fix E,, and B, we observe that the
tunneling rates grow with A. On the other hand, for fixed E,, and A, we find that the tunneling rates grow with B. The tunneling rate
varies more sharply with respect to parameter A than with respect to parameter B. It is important to mention that for energies close
to the top of the potential barrier, the numerical tunneling rates coincide with the tunneling rates given by the WKB approximation.

Finally, we compare our results with those of reference [27] that describes the same model with radiation instead of dust. We
observed that in the case of dust fluid the tunneling rates are much higher than in the case of radiation. This result shows that models
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with higher potential barriers have lower tunneling rates, even with a much smaller width. In the case of dust after tunneling, the
Universe classically appears much larger in size than in the case of radiation.

After tunneling, the scale factor x takes on large values, and for large values of x the Chaplygin gas term in the effective potential
behaves like a cosmological constant-type term, leading the Universe to an accelerated phase.
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Appendix A Super-hamiltonian of the gravitation plus dust and Chaplygin gas

In our model, we consider the Einstein—Hilbert action plus a boundary term

1 1
/d4x4/_—gR+—/ d*xvVhK | (A1)
M 871G Jym

S, =
&7 167G

where R is the scalar curvature, taken as a function of g"¥ and its derivatives, K = h;; K ij such that K; ; is the extrinsic curvature
and h;; is the induced metric over the three-dimensional spatial hypersurface, which is the boundary 0 M of the four dimensional
manifold M. In (A1) G is the Newtonian gravitational constant and the factor 87 G will be assumed to be equal to 1.

We will consider a closed spatially model of a universe (k = +1) that is homogeneous and isotropic. Thus, we shall deal with a
spacetime described by the Friedmann-Lemaitre—Robertson—Walker metric (FLRW)

2
ds?® = —N(1)2di® + a(t)2< dr

T +r2d92>, (A2)
—r

where N (r) denotes the lapse function, a(r) is the scale factor and d<2 is the angular line element of a 2D sphere.
We can compute the Ricci scalar R, which for the FLRW metric turns out to be
6i Na 6a 6

R=e Svatvata (A3)

The extrinsic curvature K is given by

k=-24 (Ad)
T Na

Replacing Egs. (A3) and (A4) in the Einstein—Hilbert action (A1), we obtain

-2
s :/dt(—S% +3Na> . (A5)

With the gravitational action (AS5), the gravitational Lagrangian of the FLRW model is given as follows
-2
a‘a
L,=-3—+3Na
& N

Using the canonical formalism, the gravitational super-Hamiltonian can be expressed as

_p
12a
The material content considered in the model is described according to the so-called Schutz’s formalism [16—18]. Schutz introduced,
in the context of general relativity, a representation for a perfect fluid in terms of velocity potentials. The formalism describes the
dynamics of a relativistic fluid in interaction with the gravitational field.
The hydrodynamic equations are put in Eulerian form, with the four-velocity expressed in terms of six potentials ¢, ¢, 8, 0 and S

ng

—3a. (A6)

Uy = %((]5,\) +CBy+0S,) . (A7)

each satisfying its own equation of motion. In this expression, u is the specific enthalpy, the variable S is the specific entropy,
while the potentials ¢ and § are connected with rotation and are absent in this model. The variables ¢ and 6 have no clear physical
meaning. Through the normalization condition,

U'U, = -1, (A8)

w1 can be expressed in terms of the potentials.
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The Schutz’s action is especially simple
Sy = / d*xJ=gp . (A9)

where p is the pressure.
In the case in which we are interested, dust fluid, it suffices to take ¢ as the only nonzero velocity potential to obtain the correct
equations of motion [39]. Thus, from the fluid’s Lagrangian

Ly=Na’p . (A10)
The fluid conjugated momentum py is
oL ad +
o= L NaBpy 2t~ 3PP o (A11)
a¢ d¢ u
Above we use Eqgs. (A7), (A8) and the definition of specific inertial mass [16, 17]
+
_(+p) ’ (A12)
£0
where pg is the density of rest mass.
So, the fluid’s Hamiltonian is
Hy = N3a[(p + p)UU° + pg™]. (A13)

Finally, in the case of dust (p = 0 and p = 1) the fluid’s super-Hamiltonian is reduced to
Hp=pr. (A14)

where the time has been chosen as the proper time of the dust particles (¢ = T).
In our model, we will also consider a second fluid: the Chaplygin gas [20-22] which obeys an exotic equation of state:

A
p=——, (A15)
0
where A is a positive constant. By the relativistic energy conservation equation, we obtain that the energy density evolves as
B\ /2
play=(A+—) | (A16)
a
Above B is a constant. The action for this perfect fluid may be expressed as [40, 41]
Scg = —/ d*xJ=gp . (A17)
The Lagrangian of the Chaplygin gas is
Lcg = —J\/’a3p s (A18)
which implies the following corresponding Hamiltonian
_ B\!2
Heg = a3(A + —6> : (A19)
a
So, the total super-Hamiltonian of the model FRW (k = +1) with dust and Chaplygin gas is given by
P2 B2
H=—2% 33+ A+= + pr. (A20)
12a a®
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