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RESUMO

Elie Cartan introduz o conceito de conexdo afim e o metodo do referencial movel com o intuito de fornecer
uma nova abordagem para a teoria da relatividade geral de Einstein, com vistas a uma possivel integragao
com ateoria eletromagnética. Tendo como pano de fundo a abordagem original de Einstein, Cartan introduz
o conceito de conexdo afim como forma de estabelecer uma relacdo de equivaléncia infinitesimal (local)
entre as se¢Bes do espago tangente ao espaco-tempo quadrimensional. Nesta dissertacdo estudaremos 0s
trabalhos feitos por Cartan e evidenciar as possiveis relacbes com a Teoria de Calibre atual. Iremos,

portanto, propor equacfes para encontrar uma conexdo afim que seja uma conexdo de Yang-Mills.
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ABSTRACT

Elie Cartan presents the concept of affine connection and the moving frame method in order to provide a
new approach to Einstein's theory of general relativity, with a view to a possible integration with
electromagnetic theory. Against the backdrop of Einstein's original approach, Cartan presents the concept
of affine connection as a way of establishing an infinitesimal (local) equivalence relation between sections
of space tangent to four-dimensional space-time. In this dissertation we will study the work done by Cartan
and highlight the possible relations with the current Gauge Theory. We will therefore propose anguished to

find an affine connection that is a Yang-Mills connection.

Key-words: Elie Cartan; Affine connection; Gauge Theory; Yang-Mills.
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Introducao

Este trabalho versa sobre os artigos fundadores da teoria de Einstein-Cartan (cf. [14], [16],[15]).
Neles Elie Cartan introduz o conceito de conexdo afim e o método do referencial mével com o
intuito de fornecer uma nova abordagem para a teoria da relatividade geral de Einstein, com vistas
a uma possivel integragao com a teoria eletromagnetica até entao conhecida.

Tendo como pano de fundo a abordagem original de Einstein, Cartan introduz o conceito de
conexao afim como forma de estabelecer uma relagdo de equivaléncia infinitesimal (local) entre as
secoes do espaco tangente ao espago-tempo quadridimensional. Em outras palavras, sendo {e;}3_,
secoes do fibrado tangente, ele introduz um novo conceito de derivagao através das relagoes

dn=uw®ey+w Qe +w?®es +w R es,
deg = w) @ g+ wh ® e1 + wi ® es + wi ® es,
de; w?@eo—i—w%@el +w%®eg+w%®eg,
d62:w8®eo+w%®el —|—w§®eg—|—w§®eg,
des =wl @ ey +wi ®e; +wi®es+ ws ®es,

onde m descreve a posigao de um observével no espago tempo quadridimensional e w] sdo 1-formas

diferenciais. Munido dessa nova forma de derivacao e usando a teoria dos invariantes integrais de
. . . . 3 ;

Poincaré-Cartan (cf. [12]), ele introduz o (3, 1)-tensor momento massa P =37 | P' ® e;, onde

3
PP = (1Y pu'viwi + Y (=1)pyed,
j=0 j=1

w

N 3 ; . .
com (—1)'w Aw’ =w? Aw! Aw? Aw?, v =37 vie;, v¥ = 1. Na sequéncia, ele define, respecti-

vamente, o tensor massa-momento generalizado e forga generalizada por
P=(m,1)APeF=(m,1)\F,

e mostra que
dP =dtNF,

onde a derivada aqui descrita é a derivagdo de (3, 1)-tensores induzida pela deriva¢do covariante
acima definida. A partir daf, ele obtém uma conexao afim que anula a equacdo acima (diremos
neste trabalho que tais conexdes geometrizam o sistema mecanico newtoniano) e estuda a existéncia
de outras conexdes com a mesma propriedade, concluindo a existéncia de uma unica conexao
satisfatéria para a mecanica newtoniana. A ideia fundamental aqui é trocar o papel de um sistema
dindmico induzido por um campo de forcas por “geodésicas” de uma geometria bem escolhida.

A seguir, Cartan recaracteriza a mecanica newtoniana através da abordagem da mecénica do
continuo para, com um raciocinio muito astuto, reobter as equagoes de Einstein. De fato, ele repete
os argumentos idealizados por Henri Poincaré para a obten¢ao de uma correcao da gravitagao new-
toniana em face de sua abordagem da relatividade restrita (cf. [52], [53]), considerando as equagoes
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6 INTRODUCAO

fudamentais da mecéanica do continuo para a mecanica newtoniana como meras aproximacoes da
equagdo geral (e.g., as equagoes de Poissson).

Neste trabalho, observamos que houve um pequeno descuido nos cédlculos de Cartan, mostrando
que, ao menos localmente, existem infinitas conexoes que geometrizam o sistema mecénico new-
toniano. A partir dai, tendo como ponto de partida o grupo de Galileu, introduzimos o conceito
de fibrado tangente estendido e formalizamos o conceito de deslocamento de Cartan como sendo
o transporte paralelo ao longo desse fibrado. A seguir, mostramos que o deslocamento de Cartan
associado a uma conexao que geometriza o sistema mecanico newtoniano coincide com o que de-
termina a segunda lei de Newton, concluindo assim que essa abordagem é coerente com o conceito
de geometrizagao do sistema fisico idealizado por Cartan.

Tendo em vista que o deslocamento de Cartan, como definimos acima, coincide com a resposta
conhecida pela fisica, e que a natureza nao desperdica energia (Teorema 4.5), é natural imagi-
narmos que uma conexao que minimize o funcional de Yang-Mills para a cuvatura da conexao
induzida no fibrado estendido acabe por geometrizar o sistema mecanico newtoniano. Apesar de
nao conseguirmos dar uma resposta afirmativa para essa questao, avancamos no sentido de obter
uma equagao que descreve quais sao as conexdes ASD nesse caso (Teoremas 5.3 e 5.6).

Este trabalho é dividido em cinco capitulos, faremos agora uma breve apresentacdo da organi-
zagao de seu conteudo a fim de destacar os principais pontos e facilitar sua leitura pela “diagonal”.

No Capitulo 1, faremos uma revisao da mecanica newtoniana através da ética do espago tempo
quadridiensional, enfatizando o papel do grupo de Galileu. A seguir, iremos introduzir os in-
variantes integrais de Poincaré-Cartan com éfase na obtengao do elemento de matéria do meio
quadridimensional ([12]).

Ja no Capitulo 2, faremos uma revisao da mecanica newtoniana em face da teoria da relatividade
geral através do método do referencial mével e do elemento de matéria do meio. Introduziremos
o conceito de conexao que geometriza um sistema fisico, devido a Elie Cartan, a partir do tensor
momento-energia (ou momento-massa). Ao final, faremos um estudo das propriedades fundamen-
tais de uma conexao afim segundo Elie Cartan.

No Capitulo 3, faremos uma breve introducao aos conceitos de teoria de Calibre dos quais
faremos uso, com foco na nogao de conexao de Yang-Mills, em especial no conceito de instanton.

No Capitulo 4, realizaremos a materializacdo do deslocamento de Cartan como o transporte
paralelo no fibrado tangente estendido (cf. Cap. 3), mostrando assim que essa é a abordagem
adequada para o assunto, tendo em vista que as conexoOes que geometrizam o sistema mecanico
newtoniano levam a delocamentos de Cartan que concidem com a segunda lei Newton. Aqui talvez
este trabalho tenha uma contribuicao original ao tema, ao menos em linguagem contemporanea.

Por fim, no Capitulo 5, avancamos no uso do método da Teoria de Yang-Mills com a finalidade
de buscar uma conexao ASD que geometrize os sistema mecanico newtoniano.



Capitulo 1

Mecanica classica e os Invariantes de
Poincaré-Cartan

Faremos nesse capitulo uma revisao dos fundamentos da mecanica newtoniana cldssica para em
seguida reposiciona-la no contexto do espago-tempo quadridimensional.

1.1 Mecanica newtoniana

Faremos nesta secao uma revisao da mecanica newtoniana sob a ética dos principios da relatividade
e determinacao.

1.1.1 Principio da relatividade de Galileu Galilei

Na mecéanica newtoniana o universo é tratado como uma espago euclideano tridimensional enquanto
que o tempo é unidimensional e completamente independente do espago. Nesse espaco podemos
discernir uma origem dos tempos, uma unidade de tempo, além de um sistema de referenciais
espacial canonico previamente fixado. Nesse espago tridimensional é vélida a lei da inércia, também
conhecida como principio da relatividade de Galileu:

“Na mecanica, um corpo suficientemente afastado de outros corpos permanece em
estado de repouso ou de movimento retilineo uniforme.”

A partir dessa lei, podemos identificar os sistemas de referenciais que se deslocam com relagao
ao referencial original através de um movimento retilineo e uniforme. Em outras palavras, a lei da
inércia afirma que existe um sistema de referenciais satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Todas as leis de movimento dos corpos em qualquer momento do tempo sao as mesmas em
qualquer referencial galileano;

2. Um referencial é galileano se, e somente se, estar em movimento retilineo com relagao ao
referencial espacial canonico previamente estabelecido.

Com o avanco do nosso conhecimento do universo préximo, tornou-se cada vez mais evidente
que o conceito de um referencial absoluto com relagao ao qual todos os eventos seriam comparados
nao passava de uma quimera, sendo, portanto, necessdrio refrasear a teoria newtoniana. Assim,
diremos que {€x0,€ex1, - ,€x4}rea é um sistema de referenciais inerciais (ou galileano) se cada
um dos referenciais desse sistema se move com relagdo ao outro em um movimento retilineo e
uniforme. Dessa forma, a segunda lei de Newton nos diz que:
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8  CAPITULO 1. MECANICA CLASSICA E OS INVARIANTES DE POINCARE-CARTAN

Proposigao 1.1 Um sistema de referenciais satisfaz o principio da relatividade de Galileu se, e
somente se, € inercial.

A prova dessa proposicao é deixada como exercicio para o leitor.

1.1.2 O espago-tempo quadridimensional

Levando-se em consideracao todas as grandezas em jogo, podemos identificar os eventos no universo
como um espaco-tempo quadrimensional em que cada ponto é descrito na forma

m =teyg+ r1e1 + xoes + r3€3

N

através do referencial galileano {eg, e1, ez, e3}, onde eqg é o referencial dedicado & descrigdo do
tempo e {e1, es, es} é o referencial dedicado & descricdo do espago. Note que escolhido um refe-
rencial, é possivel identificar os pontos materiais do universo com R* através da relacdo

[ml]e = (t,2) = (¢, 21, T2, x3).

A questao natural que surge é exatamente qual relagao existe entre as diferentes representagoes de
um ponto material com relagdo a referenciais inerciais. Sendo {ej, €}, €5, €5} um outro referencial
galileano, entéo a lei de inércia nos diz que o ponto material m se escreve a na forma [mle = (¢, 2'),
onde
t=t+r,
/
z7 = anx1 + a12x2 + a13x3 + v1t + aq,
!/
Ty = a2171 + G222 + A23%3 + V2l + a,
/
T3 = a3121 + az222 + azzxr3 + vst + as,
7 € R é o lapso de tempo entre uma medigao e outra do tempo e v = (v, v2,v2) é a velocidade
com que {e], e}, es} se afasta de {e1, ez, e3}.
De forma um pouco mais elaborada, a escolha de um sistema de referenciais galileano é na
verdade a escolha de um atlas especifico que fornece ao espaco Euclideano E* e a seu espaco

tangente uma estrutura de variedade tal que as leis da mecanica coincidem em qualquer das cartas
desse atlas.

1.1.3 O grupo de Galileu

Passaremos agora a verificacao de que as coordenadas de um mesmo ponto material no espaco
quadrimensional newtoniano mudam pela acdo de um grupo.

Lema 1.2 O subconjunto Aff(R™) C GL(n + 1,R) cujos elementos sio da forma

g:(ﬁgg>’

onde v = (v1, -+ ,v,) € R", A € GL(n,R) e ¢ é a base candnica de R™ forma um subgrupo de
GL(R™t1).

Demonstragao. Pelas propropriedade de determinante temos Aff(R™) € GL(n + 1,R). Sejam

9,9 € Aff(R™), entdo
(10 1 0
RN IR AN G

:(Mﬁm%x&J’



1.1. MECANICA NEWTONIANA 9

ou seja, g - g € AT(R™).
Em também,

g = ( —A}l[v} A(ll ) (1.1)

O subgrupo Aff(R") C GL(R"*!) serd chamado de grupo afim de R". J4 o subgrupo de
Aff(R™) dado por
Euc(R") = {g € AB(R") : A € SO(n)}

serd chamado de grupo euclideano de R".

Lema 1.3 O subconjunto Ggq, C Aff(R®) cujos elementos sao da forma

1 0 0
g= S 1 0
sl [vl. A

onde s €R, s = (s1,82,83), v = (v1,v9,v3) €E R, A € GL(3,R) e ¢ € a base canonica de R? é um
subgrupo de Aff(R®).

Demonstragao. A fim de verificar que I € Aff(R®) é um elemento de G, basta tomar s = 0 € R,
s=v=0€R3e A=1T1 € GL(3,R). Por outro lado, se g,g" € Gyai, entao

0 0 1 0 0
qg- g/ = ]_ O Sl ]. 0
s, [v. A [, [v]. A

1 0 0

= s+ s 1 0

Em particular,

O subconjunto Gg4q acima definido serd chamado de grupo de Galileu. Em particular, sua
algebra de Lie é dada por
ggar = R x R? x gI(R?).

J& o subgrupo Oy = Ggyu N Euc(R®) serd chamado de grupo de Galileu ortogonal. Sem
dificuldade podemos verificar que

Ogal = Ggal n EUC(R5) = {g S Ggal A€ 80(3)}
Em particular, sua algebra de Lie é dada por

0gar =~ R* x R? x 50(3).



10 CAPITULO 1. MECANICA CLASSICA E OS INVARIANTES DE POINCARE-CARTAN

Observagao 1.4 Caso g € Ogq1, entao sua inversa se escreve na forma

1 0 0 1 0 0
g = -5 1 0 = -5 1 0 (1.3)
R 'sv—s]. —R'[v]. R! R'[sv —s|. —R'lv]. R'

uma vez que R € SO(3).

Mergulhando-se R* em R® através da aplicacio (t,x) — (1,%,x), podemos considerar a acao do
grupo de Galileu em R* dada por

1 0 0 1 1
t — s 1 0 t = t+s
], s W 4 )\ . A, + tv], + 5]
Assim percebemos que o grupo de Galileu (respect. ortogonal) se decompode na forma g =

g1 © g2 © g3 onde:

1. g1(t,x) = (¢, + tv) é um movimento uniforme com velocidade v;
2. go(t,x) = (t + s,x +s) é uma translagio da origem;
(

3. g3(t,x) = (t, Ax) é uma transformacao linear de R? (respect. uma rotagao dos eixos coorde-
nados em R?).

1.2 Invariantes integrais de Poincaré-Cartan

Daremos aqui uma breve ideia do conceito de invariantes relativos e invariantes absolutos associados
a um campo de vetores. Tais conceitos nascem a partir dos invariantes integrais de Poincaré e
Cartan.

1.2.1 Motivagao variacional

Apés os trabalhos do matemadtico, fisico e astronomo irlandés William Howan Hamilton (1805 —
1865), sabemos que é possivel reduzir todo o estudo da mecénica ao chamado principio da menor
acao de Hamilton. Recordemos esse principio no caso de um ponto material submetido a uma forga
oriunda de uma fungao pontencial U que depende da coordenadas retangulares (z,y,2) € R? e do
tempo t € R.

“Em meio a todos 0s movimentos possiveis que levam um ponto material com uma
dada posi¢cao (xg, Yo, 20) no instante ty para outra posicao (x1,y1,21) no instante t1, o
movimento verdadeiro é aquele que minimiza a integral definida:

t1 1
W = / {2771(3:’2 +y?+ )+ U|dt”
to

Na expressao acima, m denota a massa do ponto e 2,4, 2 denotam as componentes da velo-
cidade. A quantidade sob o sinal integral é chamada de agao elementar e a integral W é a agao
no intervalo de tempo (¢g,t1). A fim de verificarmos que esse principio efetivamente retorna as
equagoes da mecanica, devemos considerar x,y, z como fungoes de t e de um parametro arbitrario
«, e assim calcular a variacao de W quando dermos a o um incremento de da, enquanto supomos
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ao mesmo tempo que z, ¥y, z se reduzem a xg, yg, 20 parat =ty € a xr1,y1, 21 para t = t; qualquer
que seja . Assim temos

ty
W = m(x'6x’ +y'dy’ + 2/62") + a—Uéx + 8—Uéy + a—U&z dt,
t ox y 0z

onde
_ Ox Oy B %
oxr = %5% oy = aaéa, 0z = 60/5&7
9 [0z 9 (0ox 0 (0x)
I - e — RN ey
T = 34 <8t> o= (8a5a> ot
o [0y o [0y 9 (6y)
f— _— = — o = —
~ da <8t> 0= 5 (aa5o‘> at

o [0z 0 [0z 0 (6z)
Y [UYe L hded _
%= Ba (at) 0= 5 <8a6a) ot

Aplicando-se integragao por partes e recordando-se que dx, dy, dz se anulam em tg e t1, obtemos

tl tl
— / {m(x,a (aix) L0000 )] dt + / PU&E + Wyt 8U5z] dt
to to T z

ot ot B) oy
= m(x'0x + y'dy + z’éz)ﬁ;

h “Tou oU oU
. 1 7 1z
/to m(x" x4+ y" 0y + 2 52)]dt+/tO [6x5x+8y5y+8z54dt

t1
= / aiU —mx" ) dx + 8—U —my" ) oy + a—U —mz" | 6z| dt,
o Ox Ay 0z

Assim, o anulamento da variagao dW implica no sistema de equagoes diferenciais

n _ oU
mx = G
n _ oU
my- = 3y
mz" = %—[ZJ.

Disso resulta entao que os movimentos que o ponto material descreve sob a acdo de uma dada forga
realiza o extremo para a integral W com respeito a todos os possiveis movimentos infinitamente
préximos que correspondam as mesmas posicoes inicial e final do ponto. Além disso, esses sao
0s Unicos movimentos que gozam dessa propriedade. Para ser rigoroso, pode-se falar apenas do
extremo da agdo e ndo do minimo, porque a condi¢do de que a primeira variacdo W se anule é
necesséria, mas nao uma condicao suficiente para garantir um minimo. Note que a acao elementar

1
5m(gc’2 +y? + 2% +U| dt,

parece ter sido introduzida aqui de uma forma puramente artificial, a fim de estabelecer as leis do
movimento em uma forma condensada. Veremos que é possivel substituir o principio de Hamilton
por outro principio que é equivalente a ele, no qual uma expressao linear em dz, dy, dz, dt também
aparece, mas onde todos os coeficientes tém um significado mecéanico simples. Para vermos esse
fato, continuemos a usar a mesma agao W, mas agora suponhamos que tg e t; sdo eles préprios
fungoes do parametro «, enquanto os valores correspondentes xg, Yo, 20, 1, Y1, 21 também sao
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funcoes de . Assim, aplicando-se a derivacao anterior & integral definida, obtemos

- ] - ]
oW = 5m(gc’2 +y?+ 2+ U 5ty — 5m(x’2 +y?+ 23 +U Sto
L dt=ty L dt=ty
t o(6z) ,0(5z) 0 (6z) oU oU . oU
' ! ! dt —— bz + —0y + —0z
+/to {m(x T TR Y )} +/t0 {83& Tty T 52 }

1 1
= §m(x’2 +y?+ 2+ U oty — im(ac'2 +y?+ 2+ U dto

li=t, L li=t,

+mm5m+y5y+z5z)\

- / (2" 6z + "oy + 2"62)] dt + /

to

—0x + by + =6z

ou ou ou dt
Ox oy 0z

{m x'0x +y'dy + 2'62) + (1m

5 (l’/2 +y/2 +Z/2) +U> (5t:|

t=t1

1
[m 20w +y'dy + 2'62) + <2m(x’2 +y? 4+ 2+ U) 6t]

t=to

ty
+/ ——m ") b + 8—U—my” Sy + 8—U—mz” dz| dt.
to oy 0z

Uma vez que

entao temos

[0]

Com isso a expressao para 0W assume a forma

_ /
t=t, — (S.Tl — LUl(Stl.

1
oW = {mx’l(&:l — 2} 6t1) + my; (dy1 — y10t1) +mzi (821 — 216t1) + (2m(a:1 +yZ 422 + U1> 5t1]

1
- {mxg(émo — z(0to) + mygy(dyo — yto) + mz((dz0 — 2(0to) + (Qm(asg2 +y¢ + z7) + U0> 6t0}
t1
—|—/ a—U—m ") bx + a—U—my” Sy + a—U—mz” dz| dt.
t Ox Oy 0z
Assim, ao tomarmos
ws = ma' (6x — 2'8t) + my' (dy — y'6t) + mz' (62 — 2'6t) + %m(ac'2 +y? +2?) + Ust
=ma'dx + my oy + mz'6z — Bm(:ﬂ/2 +9% 4 2?) - U] ot,

obtemos uma expressido diferencial em cujas coordenadas espaciais encontra-se a expressao do
momento linear P = (ma’,my’,mz’) e na coordenada temporal a expressio da energia E =
im(z’? +y? + 2/?) — U. Com essa notagao, podemos escrever a variagio de W na forma

t1
W = [wg]tl —I—/ [(ZU - ma:”) Sz + (5’(] - my”) Sy + (8U - mz”) 6,2] dt.
to x dy 0z

Considere agora uma colecao de trajetérias reais que dependam de um parametro «, estando
cada uma delas limitada a um intervalo de tempo (tg,t1) que varia com a. A férmula que d4 a
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variagao da acao ao longo dessas trajetorias variaveis se reduz entao a
oW = (w5)1 - (w(;)o.

Finalmente, consideremos um tubo de trajetorias, i.e., um cilindro continuo formado por uma
colegao de trajetérias, cada uma das quais limitada a um intervalo de tempo (tg,t1). Quando
retornamos & trajetdria inicial, a variacao total da acao nitidamente se anula, de tal forma que, se
integramos (ws); ao longo do bordo ; desse ciclindro (i.e., curvas que variam com o pardmetro «),

obtemos a igualdade
[ = [ .
71 Yo

A fim de melhor interpretarmos o resultado obtido, denominamos as quantidades:

oo
x’y7z7x7y,z7t

de estado do ponto material, onde as trés primeiras quantidades definem a posicao do ponto, os
préximos trés definem sua velocidade, e o ultimo define o instante em que o ponto é considerado.
Pode-se considerar um estado como um ponto em um espaco de sete dimensoes: o espago de
estados. Uma trajetéria pode ser definida como a colegao de todos os estados que correspondem a
exatamente um movimento real do ponto, i.e., uma solugao do sistema de equacgoes diferenciais

[ p— dz’ _ 9U
dt — %> dt — oz
dy _ 1 dy’ _ 9U
a =Y, MGgr = 8y (1.4)
dz __ 1 dz' _ oU
@ = A m e = 8z

Dessa forma, a integral

Y

quando tomada ao longo de uma curva fechada  no espago de estados nao ird variar ao fazermos os
pontos de v variarem continuamente ao longo das trajetérias do sistema mecanico (1.4). Passaremos
agora a formalizacao dessas ideias em linguagem contemporanea.

/ ma'éx + my'dy +mz'dz — E'6t
.

1.2.2 O invariante integral momento-energia

Por uma questao de simplicidade, passaremos a considerar o espaco de estado com as coordenadas
(p,q,t), dadas por p = (mz’,my’,mz’") e ¢ = (x,y,z). Sendo essa uma mudanca de sistema de
coordenadas, as propriedades de invariancia integral verificadas neste novo sistema de coordenadas
irao necessariamente implicar nas propriedades de invariancia integral no sistema de coordenadas
original e vice-versa. Assim, a forma diferencial momento-energia assume a forma

3
1
wy = Zpid(h — Hdt, H= {QmP‘P— U(Q)} :

i=1
O sistema dinimico gerado por (1.4) assume entao a forma

dp  9H dq _9H

-2 ey 1.
dt Oq’ dt Op (1.5)

Em outras palavras, o sistema dinamico gerado em R?" por (1.4) é descrito pelo campo de vetores

OH O0H
Xu(p,q) = (8(1’8p) .
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Dessa forma, no espaco de estados R?"*! a dinamica induzida por (1.4) é aquela dada pelo campo
de vetores X g = % + X g. Assim, diremos que wy é a 1-forma de momento-energia associada ao
campo de vetores X p.

Proposicao 1.5 Sendo wy a 1-forma de momento-energia associada ao campo de vetores X g, entdo
if(Hde =0
ondeSEH = %—&-XH.

Demonstragao. Derivando-se wg, obtemos

3 3

H H

dwp =Y dpi Ndg; —» (gpdpi + quqi> A dt. (1.6)
i=1 i=1 v v

Logo,
3
i, don =Y (i, dps A dg; = dpi N, da;)

oH oOH OH oOH
- I e dpi+ T dg ) ndt— ( Tlap,+ ag ) nig dt
1 |:<api2XH Pt Bg; tXn q) <8pi Pt B q) X }

3
OH OH
= (~Gorn = Gyran

_N~[(_oHOH oHOHN . (OH,  OH
P Op; 9q;  Oq; Op; op; T 9g, M

Diremos que duas curvas fechadas diferencidveis vo,v1: I — R2"*+! formam um tubo de tra-
jetérias de Xy se exitir uma superficie diferencidvel S C R2"*1 composta exclusivamente por
trajetérias de X g de tal forma que seu bordo é composto pela uniao vy U~y;. Em outras palavras,
isso quer dizer que existe uma funcao diferenciavel a: I — R tal que 71(s) = ¢q(s5)(70(s)), onde

Oy = exp[tﬁ(:H 6 o fluxo do campo de vetores X z.

Trafetmrns 24 "3;

Proposicao 1.6 Sejam vo,71: I — R?™" ! duas curvas que formam um tubo de trajetorias de }H,

entao temos
/ wH:/ WH.
Y1 Yo
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Demonstragao. Sendo S o tubo de trajetdrias tal que 0S5 = y; — 9, entdo segue do Teorema de
Stokes e da Proposigao 1.5 que

/wH—/wH:/ wH:/dOJHZO,
71 Yo S S

uma vez que a restricao de dwy a T'S se anula identicamente. m

O resultado anterior mostra que a forma momento-energia wy é aquilo que Cartan ([12]) de-
nomimou um invariante integral, generalizando a abordagem introduzida por Poincaré ([?, Tome
III]). De fato, o truncamento de wy aos mesmos instantes do tempo, i.e., a remogao da componente
—Hdt de wy, leva a forma de momento wp = p-dq = Zle pidgq;, que é fundamental na formulagao
de Hamilton da mecanica classica (cf. [3]).

Note que para sistemas dinamicos com as mesmas trajetérias, mas velocidades e percursos
distintas, a forma de energia continuard sendo um invariante integral. Portanto, a invariancia da
forma momento-energia ndo nos permite reobter o mesmo sistema dinamico em retorno, mas, na
melhor das hipéteses, a folheagao gerada por ele. Vamos mostrar que esse é exatamente o caso.

Sendo w € A*(TM*,R), diremos que v € T, M anula w(p) se w(p)(v, w) = 0 para todo w € T,,M.
O conjunto dos anuladores de w(p) serd denotado por Nuc(w(p)). Analogamente, diremos que um
campo X € X (M) de vetores anula a forma w se X (p) é um anulado de w(p) para todo p € M. O
conjunto dos anuladores de w serd entao representado por

Nuc(w) ={X € X(M) : ixw = 0}.

Considere R?"*! com as coordenadas dadas por (p, q,t) = (p1,- -+ s Pns @1, > Gn,t). Se H: R

R é uma funcao diferenciavel, entao diremos que wy = 2?21 pidq; — Hdt é a forma de Cartan
sobre R?™+! com energia H.

Proposi¢ao 1.7 Sendo wy a forma de Cartan sobre R?" ! com energia H, entdo

— OH OH
N —( Xyg=—-—"""FS 21 X (R2M LY,
uc(dwpr) < H < dq Op’ >> C X( )

Demonstragdo. Sendo X = Yo (az 5y, T bi ) + ¢ € Nuc(dwy), entdo segue de (1.6) que

7’8(]

3

igdwm = (igdp; Adg; — dp; Nigdg;)
i=1

OH . OH OH .
_ Z K -tz dp; + o zidqi) Adt — <8p dp; + o dqi) A zidt}
3

= Z (aiin - bidpi)

i=1

3
OH OH 0H oH
-3 [ (G o) o= (G + )

)
3

OH O0H OH oOH
= al—i—c di— bi—Ci dl — 70@4—71)1 A dt.
Z(( ) ! ( 3pi> p) 2(3@' 9g; )

K2

Segue o resultado desejado. m
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O resultado anterior mostra que qualquer sistema dindmico que tenha wy como invariante
integral necessariamente define a mesma folheagao no espago de estados M = R x M que o campo

de vetores 3(/1{ (p,q) = < %Z , %I; , ) Dessa forma, a partir de wgy fica unicamente determinado
o sistema dindmico dado pelo campo de vetores X g (p, q) = (—%—ZI, %—g) em M.

1.2.3 Invariantes relativos e invariantes absolutos

Diremos que uma p-forma w é um invariante relativo do campo de vetores X se txdw = 0.

Um exemplo de invariante relativo é a 1-forma momento-energia da dindmica newtoniana. Por
outro lado, diremos que uma p-forma w é um invariante absoluto do campo de vetores X se
ide = in =0.

Proposigao 1.8 Todo invariante absoluto por um campo de vetores X € X(M) € invariante ao
longo das orbitas. Mais precisamente,

Lxw(a) = 4(6i0()

t=0

para todo invariante absoluto w € AP(TM*;R) e todo x € M.
Demonstragao. Segue imediatamente da férmula de Cartan
Lxw=1xdw+ dixw.
]
Dado um campo de vetores X = (X!,--- , X" ) = Z? L X7 82 € X(M), diremos que f €

C'(M;R) é uma integral primeira de X se f for constante ao longo dab orbitas de X, i.e, ao longo
das orbitas do sistema dinamico

dxy dz.,
=X e — =X, 1.7
ar - h dt (L7)
Podemos caracterizar tal propriedade através da equagao funcional
df (z) - X(x) =0, Vze M. (1.8)

Note ainda que a cada campo de vetores X = Z L X2 d € X(M) definido sobre M podemos
definir um tnico campo de vetores X € X (M ) sobre M = ]R x M, dado por

}Z:( +Z 836]

Por abuso de linguagem, diremos que f € CI(M ;R) é uma integral primeira para o sistema
dindmico (1.7) se for uma integral primeira para o campo de vetores X . Nesse caso, segue imedi-
atamente de (1.8) que

af(t,x) n of(t,x)
ot 8561

81;(; ) Xn(z) = 0(t, 2) € M. (1.9)

X () +
Proposi¢ao 1.9 Dado um campo de vetores X = Z XJ ‘9 € X(M), entdo para cada fungdo
fe CI(M; R), existem (inicos), g,g1,...,qn € CO(M;R) tais que

df = g1(det — Xtdt) + - - - + gn(da™ — X"dt) + gdt.

Em particular, f € uma integral primeira de X se, e somente se, g = 0.
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Demonstragao. Segue imediatamente da defini¢do que df = %{dt + %dwl 44+ ;dex". Como

{dt,dx!,--- ,dz™} é um referencial local para o espago cotangente, entao podemos tomar g; := gg_ ,

i=1,....,neg:= % + ¢ X'+ -+ ¢, X" Por fim, a segunda afirmacdo do enunciado segue
imediatamente de (1.9). m

O resultado anterior sugere que as formas dz* — X'dt, i = 1,...,n, tém um papel fundamental
na descricao do espago de invariantes absolutos de um campo de vetores.

Proposicao 1.10 Seja wi(z) = w(t, z) = > ;copn ar(t,z)dx’ uma familia de p-formas sobre M e
X = Z?:l Xj% € X(M) um campo de vetores sobre M, entdo @ =Y ;ccpn ar (dz™ — X1 dt) A

A (datr — Xrdt) € AP(TM*;R) se escreve na forma
W=w—dt Nixw.
Demonstragao. Basta observar que

=Y ar(da" — X"dt) A+ A (da'r — X'vdt)
Iecp:m

n
=w— Z Zaldxil A AXWdEA - A date
Iecrn k=1

n
=w—dtA Y Y (~DFlagda™ A Nixda® A A dat
Iecp:m k=1

n
=w—dtA Z Za;ix (da?il Ao A dxt® /\~~/\darip)
Iecrn k=1
=w-—dt Nixw.

O proximo resultado estabelece um dicionario entre os invariantes integrais de Poincaré e Car-
tan. A fim de simplificar nossos célculos, vamos introduzir alguma notagido: iremos denotar a
derivacao exterior exterior em M por d: A*(TM*;R) — A*T1(TM*;R) enquanto que a derivada
exterior em M serd denotada por d: A*(TM*;R) — A1 (TM*;R). Em particular, d = 8, + d.

Teorema 1.11 Seja wy uma familia de p-formas sobre M, X € X(M) um campo de vetores sobre
M ew e AP(TM*;R) dada por @ = wy—dtANixw;. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. {w, }ep C AP(TM*,R) € uma familia de p-formas satisfazendo a relagdo % + Lxw; = 0;

2. 0=w —dt Nixw; € AP(TM*;R) é um invariante relativo de X = % +X € X(M);

S O=w —dt Nixw; € AP(TM*;R) ¢ um invariante absoluto de X = % + X e X(M)

Demonstragao. Sendo w(t, ) = wi(x), segue da Proposicao 1.10 que

if(&? = iiw —ii(dt/\ixw)
=ixWw —iidt/\ixw—kdt/\ixixw
=ixw—tixw+dt A0
=0.
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Portanto, (2) e (3) sao equivalentes. Além disso, se wy(x) = > jccpn ar(t, z)da! e X = 2?21 X
entao

9
ITR

do = dw — Elv(dt Nixw)
= (0 + d)wy — d*t Nixwy + dt A dixw,
= dw; + Orwi + dt A (O + d)ixw
= dw; + Oy + dt A (Opixw + dixw)
= dw; + Oywy + dt A dixw;

9
=dw+ > Zldt nde + dt A dixer.
Iecp:mn at

uma vez que dt A (rixw) = dt A copn %dt Aixdz! = 0. Segue da férmula de Cartan que

igdo =ixdw + Y %ig(dt/\d:ﬂj)—f—if((dt/\dixwt)

Iecen
o o
=ixdo + Y %dxb 3 %thiXd:cIerixwtfthiXdint
IeCp:m Iecp:n
6CLJt . aaI I .
= L exw —dEA U T 4 d
ot + Lxwt 1x (I;" ot T+ atxwy

0 . 0

Logo, iidvfu = 0 se, e somente se, 65? + Lxw; = 0. Segue o resultado desejado. m

No caso de familias estacionérias, temos a seguinte caracterizagao.

Corolério 1.12 Seja w uma p-forma sobre M e X € X (M) um campo de vetores sobre M. Entdo

w=w—dtNixw € Ap(TM*; R) € um invariante absoluto de X = % +X € X(M) se, e somente
se, w € AP(TM*,R) satisfaz a relagdo
EXw =0.

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 1.13 Observe que a 1-forma w(z,y) = ydx + xdy é um invariante relativo do campo de
vetores X = %. De fato, temos

dw(x,y) =dy Ndx +dx Ndy =0,

de onde seque que txdw = 0. Por outro lado,

dixw=d ((ydm + zdy) - ;x) =dy # 0.

Concluimos do coroldrio anterior que w(x,y) = y(dx — dt) + xdy ndo é um invariante absoluto de
X = % + a%. De fato, um calculo direto mostra que

dw(x,y) = dy A (de — dt) +dx AN dy

= —dy Adt
=dt ®@dy — dy ® dt.
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Logo,

=dy—0-dt
=dy # 0.

Isso se deve ao fato de termos Lxw # 0.

Exemplo 1.14 Sendo wy = Y., pidg; — Hdt a forma de Cartan de R*" ™' com energia H e

Xy € X(R?) o campo de vetores dado por X g (p,q) = (—%—Z, %—g), entdo seque da Proposi¢do
1.7 que wy € um invariante relativo de ’)?H = % + X g. No entanto, a forma de Cartan nao é

um tnvariante absoluto do sistema dinamico gerado pelo campo de vetores X gr. De fato, temos

ig,wH=1ix, (Zpidqi - Hdt)

i=1

= ZPﬂXquZ HzX dt
=1

Assim,

%

=1
= 0*H O*H "o
= ;pi < 8p2 dp; + Qiapi d‘h’) - ; Tqid%

0’H o0H
sz ap 2 dpl < anapz 8q1> dgi,

que ndo se anula em geral.

Observagao 1.15 O exemplo acima mostra que, ao contrdrio do que se possa imaginar, a forma de
Cartan wyg ndo pode ser obtida pela relagdo wy = wp — ixwp a partir do invariante integral de
Poincaré wp (a forma de momento p - dq). De acordo com o Teorema 1.11, isso se deve ao fato
de que Lx ,wp #0 .

1.2.4 O principio da conservacao da massa e o elemento de matéria do meio

Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema 1.11 com relacao ao comportamento da densi-
dade de massa em um meio continuo Sendo wy(x) = pdxt A dz? A dx®, a densidade de massa por
unidade de volume e X = E 4 vle; o campo que determina as velomdades dessa densidade, entao

ixwy = pvida? Ada® — pv?dat A da® + poddat A da?.
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Dessa forma, segue do principio da conservacao de massa que

dw w
o Pk = gyt e
dp
=5 Ldat A da? A da® + ixdws + dixwy
= gfdac Adz? Ada® + dixws
= apdm Adz? A dx?
ot
0 a (pv?
—i—Mdﬂc Adz? A da? ( )d 2N dxt A da? —l—(Lv)dsﬁ/\dﬂcl/\dyc2
ox Tl ox T2 31’3
dp 9 (pv') 9 (pv?) 8( ’) 1 2 3
a—&— 2 + 02, 03 dz* N dx* Adx
=0.
Assim, a 3-forma
w=w; —dt Nixws
=w; —dt A Z(—l)i_lpvid/a?i
3 . L~
= Z(—l)lpvzdxi.
i=0
é um invariante absoluto de X. Note que se ? = Z?:o pv'e;, entdo
w=1gdV, (1.10)

onde dV = dz® Adz' A dz? Adz® é a 3-forma cujo niicleo gera a folheacdo induzida pelo campo de
vetores



Capitulo 2

A Geometria de Cartan e a dinamica
do continuo

Neste capitulo iremos abordar as ideias fundamentais introduzdas pelos irmaos Cosserat desenvol-
vidas por Elie Cartan a partir da ética do método dos referenciais méveis e dos invariantes integrais
de Poincaré-Cartan.

2.1 Conexao afim e a dinamica dos meios continuos

Iremos aqui construir um modelo geométrico que descreve um sistema mecanico baseado na di-
namica cldssica dos meios continuos dos irméaos Cosserat ([55],[23]) para em seguida construir o
modelo geométrico de E. Cartan. Com essa abordagem, o arcabougo geométrico basico é uma
conexao afim no fibrado de referenciais cujo grupo estrutural é dado pelo grupo de Galileu.

2.1.1 O espacgo-tempo e a dinamica de uma particula

Sendo m igual a massa de uma particula e {eg, e1, €2, e3} um sistema de referenciais galileanos,
entao os vetores

dm dx dy dz ﬁ B dxr Y z

i —€0+E61+E€2+E€3 e —meo—ﬁ—mael —Q—maeg—i—maeg
independem da escolha do referencial inercial. Note ainda que a primeira componente deste vetor,
a massa, é invariante por mudancga de coordenadas. No entanto, as dltimas trés coordenadas, que
definem o momento linear, nao sao invariantes por um referencial galileano. Este tltimo vetor sera
chamado de vetor momento-massa. Sem dificuldade, se verifica que a derivada temporal do vetor
momento-massa é igual ao vetor espacial forga, i.e., valem o principio da conservacao de massa e a
lei que relaciona a forca a aceleracao.

2.1.2 Dinamica classica dos meios continuos

Passaremos agora a considerar o modelo fisico introduzido por Eugene Cosserat e Frangois Cosserat
em 1909. Considere uma regiao tridimensional V no espaco-tempo. Sabemos de (1.10)! que a massa
total contida nessa regiao V é dada pela integral

LCt. [12, pp. 35-37).

21
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3
= PO = / (—1)‘7p1)]d/$7,

onde p é a densidade de massa, v° = 1, v!, v2 e v denotam as componentes da velocidade de

3
cada elemento de matéria nas direcoes e;, es e es, respectivamente, e drt = (—l)iieidaco’l’g’3 =
(—1)%,dz® A dz' A dx® A dz®. Segundo a teoria dos irmaos Cosserat, assumindo que a matéria
é livre de pressao e tensao, as componentes nas diregoes e, e; e e3 do momento deste mesmo
elemento de volume serao dadas, respectivamente, por

3
/Pi:/fuiPO:/Z(*l)jpvivjdxﬂ', i=1,2,3.
v v Viso

O (3,1)-tensor P = Z?:o P! ® e; serd chamado de tensor momento-massa de um elemento de
matéria do meio.

Teorema 2.1 A taza de variacdo do tensor momento-massa por unidade de tempo coincide com o
campo de forcas por unidade de volume. Mais precisamente,

dP =dtN\F,
onde F= Zle Fida0 ® e; € o campo de forcas.

Demonstragao. Primeiramente, note que

Segue do principio da conservagdo da massa (na mecanica dos fluidos ou mecanica do continuo)
que dP° = 0. Por outro lado,

dP" = d(v'P%) = dv* ATI + v A dP°

3
= dv' A Z(—l)jpvjda:j vaﬂ —dxj A dai
j=0
°. vt da 201,23 _ 0,1,2,3
N Zpaxj E Zp dz
7=0
3
P,
= p d;;l dx0717273.
j=0

Segue da segunda lei de Newton que

dP' = da° A (pA'dx"?3) = da® A (Fldz™??).
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Concluimos entao o resultado desejado. =

No caso particular acima, nés desconsideramos por completo a presenca de pressao, no entanto,
o caso geral pode ser reduzido ao anterior, apenas corrigindo-se o tensor momento-massa através
da introdugdo das componentes espacias da pressdo sobre um elemento de matéria (cf. [14, p.
342]). De fato, iremos definir o tensor momento-massa (generalizado) através da expressao P =
>3, Pi®e;, onde P° é 0 mesmo e

3 3

P =N (~1Y poividad + Y (<1 pizdad, i=1,2,3, (2.1)
j=0 j=1

Na teoria cinética dos gases, a pressao pode ser considerada como o fluxo do momento resultante

de irregularidades nas velocidades moleculares. Nesse caso, as componentes da velocidade sao

consideradas como velocidades médias. Como a forca por elemento de volume serd dada pela

variagdo do momento (generalizado) por unidade de tempo, i.e., dP = dtAF, ao expandirmos essa

equagao em coordenadas, teremos as equagoes usuais de mecanica dos meios continuos:

dp | Apv') 9(pv*) A(pv®)\ _
(aﬁ omr " om T om )0

ovt L Ovt 5, Ot 50U Opi1 Opi2 .~ Opis
p (&f 8171 v 6$2 v 81‘3> * 8131 + 31’2 + 81‘3 o Fl’
v ov 5 OV? 30V Opa1 | Opaa | Opaz
p<8t+081+ oy " 3x3)+3z1+8x2+3x3_F2’
ovd 81} ('91} 30V Ops1  Opss  Opss
il = F3.
”(&s* oo T o Y 3$3>+8z1+8w2+8x3 s

Essas trés ultimas equagbes s@ao as conhecidas equagoes de Euler e sao algumas das equagoes
fundamentais da dinamica de fluidos.

Mas essas nao sao as unicas equagoes. De fato, outro aspecto importante da dinamica de um
corpo é determiando pelo vetor momento angular. Sabemos que o vetor momento angular de um
elemento de matéria de um meio continuo é dado por f =7 xmd =7 x 3, onde ¥ é o vetor
velocidade e 7 é o vetor posicao de cada elemento de matéria, respectivamente Sendo 7 = 7 x

o torque, entao o teorema do momento angular no diz que 7 = 7. Como o produto alternado

estende de maneira natural o conceito de produto vetorial, diremos que o (3, 2)-tensor L = mA P é
o tensor momento angular, enquanto que o (3, 2)-tensor T' = mAF serd chamado de tensor torque.
Assim, o segundo teorema fundamental da dindmica pode ser reformulado como segue:

Teorema 2.2 A taxa de varia¢do do tensor momento angular por unidade de tempo coincide com
o torque por unidade de volume. Mais precisamente,

dL =dt \NT,

onde T = mAF € o tensor de torcao.

Demonstragao. Sendo L = m A P, entao temos dL = dm A P +m A dP. Agora observe que o
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primeiro termo desta equagao se anula. De fato,

3 3
dmAP:ngci@ei/\ZPj@ej
i=0 =0

(dz* A PP @ e; A e,

=

&
I
o

[ [
HM“ M“

3
(dz* A Z(—l)kpvjvkdxk) ®e;Ne;
i,j=0 k=0

'l dz? 23 @ e A e

I
IMw

B

&
Il
o

i d i) 77:0,1,2,3
p (v'v) —viv') da ®e;Ne;

<.
Vv
NS
I
o

I
‘M“

=

Por outro lado, o Teorema 2.1 nos assegura que o segundo termo assume a forma

mAdP =mANdt N\ F
=dtAmAF
=dtNT.

Segue o resultado desejado. ®m

Vejamos como ficam essas equagoes em coordenadas locais. O tensor momento angular assume
a forma

L=mAP

3 3
(Z%@el)/\ ij®€j
=0 7=0

3

Z z;P7 ®e; A e;

i,j=0
3

= Z (.’EZP] —:ijz)@ei/\ej,
7>1=0

enquanto que

T=mANF

3 3
:Z$i®€i/\ZFj®€j
i=0 =0

3
Z xi®ei/\Fj®ej
4,7=0
3
= Z (miFj—iji)@)ei/\ej.
j>i=0
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Dessa forma, em coordenadas locais a segunda equagao da dindmica assume a forma

d(xZP?) - (E3P2) (x2F3 _ 1’3F2)d1’0’1’2737
d(x?,Pl — a:1P3) = (ngl _ $1F3)dx0’1*2737
d((E1P2 - lCQPl) ($1F2 _ xQFl)de,l,Q,?,.

Mas recorde da prova do Teorema 2.2 que

3 3
O=dmAP=> (' \P)oeNej= Y (d' NP —di NP)@e;Nej,
i,j=0 j>i=0

de onde concluimos que
dx? NP3 —da® A P2 =0,
da3 N PY —dat A P3 =0, (2.2)
dxt AP? —dz? AP =0.

Observe que no caso particular em que hé auséncia de pressao, essas equagoes sao automaticamente
satisfeitas, jd no caso geral (sem torque) as seguintes relagoe precisam ser satisfeitas:

p32 —p23 =0,
p13 — p31 =0,
p21 — p12 = 0.

Passaremos agora a reinterpretar todas estas informagoes em uma inica equacao tensorial. Por
uma questao de simplicidade, comecaremos analisando o caso de uma particula. Recorde que o

dx dx dx
momento-massa de uma particula de massa m é dado por m <eo + =2 e+ — e 2+ 363)

dt dt © dt
Sendo m = (t,z1,x2,x3) um ponto do espa(;o tempo, entao a derivada deste ponto em relacao ao
. m dxo d
tempo é dada pelo vetor o =ep+ d 61 + i —ey + — 7 . Logo, o momento-massa de uma

m
particula é dado por mﬁ. Mergulhando-se o espaco-tempo em R® através da identificacio de R*

com R* x {1}, dada por (m, 1) = teg + z1€1 + T2e2 + x3€3 + €4, e tomando-se um segundo ponto
(m/,1) =t'eq + zie1 + zhes + xhes + ey, obtemos a seguinte expressao para o produto alternado
entre esses dois vetores:

(m, 1) A (m', 1)

teg + x1€1 + waes + x3€3 + €4) A (theo + i e + rhes + xhes + ey)
tah —t 1?1)60 Nejp+ (t[EQ —t 1‘2)80 N es + (tl‘g — tlllig)eO N es

! ! ! / /
r1Thy — Tix2)er A es + (m1xh — xiws)er A es + (vaxy — whrs)es A es

(
(

+ +

(
(t—t)eoNey+ (1 —x))er ANes+ (2 — xh)es A es + (w3 — 25)es A ey.

Chamado por Cartan de vecteur glissé, este (0, 2)-tensor sobre R® tem a capacidade de registrar nao
somente a diferenca entre m e m’, assim como o rotacional entre suas projecoes tridimensionais.

Teorema 2.3 A taza de variagdo do tensor m(m,1) A % com relagao ao tempo € dada por

(m,1)AF, onde F= 2?21 Fie;.
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Demonstragao. Comecemos observando que,

d(m, 1) d],‘1 dIQ d.133
1 — ) = - el ikl
m ((m, ) A 7t ) m(teg + x1€1 + w2ex + x3€3 + €4) A (€9 + ! + e + 7 es)
- d.ﬁUl dl‘g d$3
= m(t gt — .’131)6071 + m(t ar — 1‘2)60,2 + m(t a — 1‘3)6073 — megq
dzy  dx; drs dz; dxy
+ m(xl gt — 7t .132)6172 + m(xl o7 — ar I3)e173 —-m gt €14
S P P DAL
270 7 Ts)exs gt €24 gt €30

onde e; ; = e; A e;. Por outro lado,
(m,1) AN F = (teg + x1€1 + x93 + x3€3 + €4) A (F161 + F%ey + F363)
= tAleoJ + tAQeO,Q + tA36073 + (Z‘1F2 — Z‘2F1)6172
+ (1’1F3 — ZC3F1)6173 + ((EQF3 — {I?3F2)62’3
— F16174 — F26274 — F3€374.

Dessa forma, os teoremas de conservagao de massa e momento angular e o principio fundamental
da dinamica, expressos nas equacoes abaixo, nos dao o resultado desejado:

i () = i () =

% (mtddxt1 - mxl) =tAq, % (mtdfi — mx2> =tAs,

% (mtciix; — mxg) = tAs, % (m 2% — mxgdd?) = xoF3 — x3F5,
% (mxgd;tl — m:cldd?) = x3F — x1 F3, % (mxlti;z — m@d;v;) =1 Fy — xoF7.
]

O teorema acima nos mostra que a equagao

%m ((m, 1) A d(T;Lt’ 1>) =(m,1)AF

contém, de uma sé vez, o principio fundamental da dinamica e o teorema do momento angular.
Retornemos agora & mecénica dos meios continuos com a notagao precedente. Sendo (m, 1) =

teg + w1e1 + woes + x3e3 + €4 € R5 0 (0,1)-tensor de posicio, P = Zf:o P ® e; o (3,1)-tensor
massa-momento dado por (2.1) e F= Z?Zl Fidx® ® e; o (3,1)-tensor de forga, entdo os (3,2)-
tensores

P=(m,1)APeF=(m,1)\F,
serao chamados, respectivamente, de tensor massa-momento generalizado e for¢a generalizada.
Note que estes tensores encerram ao mesmo tempo o momento linear e angular assim como a forca
e o torque. De fato temos
P=(mI)AP=mAP+e,AP=L+e,\P,
F=(mUO)AF=mAF+e,NF=T+esNF.

Assim as equacoes da dinamica dos meios continuos podem ser encapsuladas no seguinte resultado.
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Teorema 2.4 A taxa de variagdo do tensor de massa-momento generalizado por unidade de tempo
coincide com o tensor de forca generalizada por unidade de volume. Mais precisamente,

dP =dt\F.
Demonstragao. Sendo P = (m, 1) A P, temos

dP =d(m,1) AP + (m,1) NdP

3 3
:<Zdaﬂ'®ei>/\ ZPJ@ej + (m, 1) A (dt A F)
i=0 =0

=Y (da'P! — Plda’) @ e; Aej+dt AF
1<j
= dt A F,

Uma vez que (do*P/ — Pida’) = 0 por (2.2). =

Note ainda que se além da forga tivermos um torque gerado pela pressao e tensao, entao a
expressao da forga generalizada deverd ser modificada para F’= mAF+G, onde

G = G*3dxley A es + GH3daley A es + G12dzVe; A es.
Em outras palavras, teremos

F = d/ﬁ[tAleoJ + tAZEO,Q + tA36073]
+ d/.%‘\o[(.%‘lFZ — .%'QFl =+ Gl’g)el,g + (.1‘1F3 — LL’gFl =+ G1’3)61,3 + (.T2F3 — £U3F2 =+ G2’3)62,3]

— da:O[FlelA — F26274 — F56374].
Nesse caso, segue do teorema fundamental da dinamica e do teorema do momento angular que

P32 — P23 = dz? A P? — dz3 A P2 = G2’3,
P31 — P13 = dz! A P? — dz® A P! = Gl’g,
po1 — p12 = daxt A P2 — da? A Pt = G2,

O resultado anterior nos mostra que numa s6 equagao esté encapsulada toda a dinamica newtoniana
de meios continuos com um referencial fixo. Passemos agora & analise do mesmo resultado com
referenciais moveis.

2.1.3 Conexoes afins em sistemas de referenciais galileanos

Tendo sempre em mente o principio da relatividade de Galileu, iremos nos utilizar de argumentos
de natureza geométrico-diferenciais a fim de estudar o comportamento de referenciais na vizinhanca
de um ponto.

A mecanica newtoniana se desenvolve no espaco euclideano quadridimensional E4, sendo o
tempo uma variavel absolutamente independente do espacgo tridimensional. Como queremos estu-
dar a relagao entre referenciais em pontos vizinhos, a derivada usual é um instrumento natural para
desenvolver este conceito. Iremos entao considerar um ponto m num aberto U do espago-tempo
newtoniano e considerar ey, es, es campos diferencidveis de vetores em U, com origem em m. A
partir do referencial {e;} podemos definir formas diferenciais lineares pela condigao w'(e;) = d;;
(delta de Kronecker); em outras palavras, no ponto m € U, a base {w'} é a base dual da base
{e;}. O conjunto das formas diferenciais {w’} é chamado o correferencial associado ao referencial
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{e;}. Definindo-se dm = wley + wler + w?ey + wies, vemos que dm: TM — TM é a identidade
da algebra de Lie associado ao espaco tridimensional euclideano. De fato, basta calcularmos dm
na dire¢ao {e;} para verificar esta afirmacao.

Agora, cada campo de vetores local e;, pode ser pensado como uma aplicacao diferencidvel
e;: U C R* — R*. Dessa forma, a diferencial de;: R* — R* calculada no ponto m ¢ uma aplicagao
linear. Portanto, para todo v € R?, podemos escrever de;-(v) = Z?:o w,; (v)e;. Mais precisamente,

deo =wd®eg+wl ®er +wl ®es + Wi @ es
de; =W ®ey+wl ®e; +w? ®es +w? ®es
des =wl @ep+wi e +wi ®es+ws Ve
des = wi ®eg+wi e +ws @ ey +wi ez

Como e; é um campo diferencidvel (classe C*> em geral), entdo obtemos a matriz de 1-formas
diferenciais w = (wé), ie., wé representa a entrada na linha ¢ e coluna j de w, chamada de matriz
de conexao que vive na &lgebra de Lie associada ao grupo de Lie induzido pelo referencial {e;}.
Mais precisamente, se {e;} for um referencial qualquer, entdo a matriz que tem como colunas as
entradas e; vai habitar o grupo GL(R?*) em geral, dessa forma, a matriz de conexao (w;) ir4 habitar
na dlgebra de Lie gl(R™). Ao considerarmos a métrica euclideana R* podemos requerer, através
do método de ortonormalizagao de Gram-Schmidt, que estes referenciais sejam ortonormais, o que
nos levaria a matriz de conexao (w;) a habitar a dlgebra associada ao grupo ortogonal, i.e., so(R™).
Raciocinio andlogo pode ser realizado no caso da relatividade especial com a métrica de Lorentz.

Dessa forma, levando-se em consideracao o caso particular do referencial fixo estudado até aqui,
as observagoes de Einstein sobre a queda livre em um campo gravitacional e tendo como motivacao
a dindmica do meios continuos dos irmaos Cosserat, Cartan define como uma conexao afim um

sistema de referenciais locais (mével) interligados pelo sistema diferencial

dn=w®ey+w' ®e; +w? ey +w’®e;s
deg = w) ®eg+wi ®e; +wi Res +wi @ es
de; =w) ®ey+wi®e +w? ey +w Qe
deg:wg®eo+w%®el+w§®eg+w§’®eg
des =wl@ey+wi e +wi ®es+wi e

que mensura tanto o deslocamento infinitesimal de um elemento de matéria no espago, assim
como sua rotagao infinitesimal com respeito a referenciais proximos. Note que dm define um
(1,1)-tensor sobre TM, enquanto que a matriz (w;) € gl(R™) define uma conexao linear sobre
TM. FEm linguagem contemporanea, uma conexao afim é essencialmente a introducao de um
(1,1)-tensor dm sobre o espago-tempo afim M que, a principio, faculta uma nova forma de medir
distancias infinitesimais em M. Em tese, tal tensor poderia refletir, por exemplo, uma auséncia de
homogeneidade no meio. Além disso, uma conexao afim introduz também um operador diferencial
d: T(TM) — AY(TM*;TM) do espago das segoes do espago tangente a M no espaco das 1-formas
sobre M assumindo valores em T M.

Vejamos agora como se comportam as equacoes da dindmica dos meios continuos com respeito
a um sistema de referenciais méveis dotados de uma conexao afim. Comecemos observando as
consequéncias da invariancia das leis da mecanica sobre sistemas de referenciais dotados de uma
conexao afim. Como observamos, na mecanica classica o tempo é absoluto e independente do
espaco; logo, a componente temporal de ey serd sempre igual a 1, enquanto que a componente
temporal de e; se anula para todo i = 1,2,3. Portanto, a conexdo afim assume necessariamente a
forma:



2.1. CONEXAO AFIM E A DINAMICA DOS MEIOS CONTINUOS 29

dn=w®ey+w ®e; +w? ey +wd®e;s
de) =wi @ e +wi ®ex +wi ®es
de; = wi®e; +w? @es +wi ®es
des =wl®e; +wl ey +ws Qe
des = wl ®e; +wi ®es +wi ®e;

Note ainda que w? pode ser interpretado como o intervalo de tempo infinitesimal entre dois eventos
m e m' numa mesma vizinhanca. Assim temos

WO =de¥, WY =0.

Uma conexao satisfazendo tais propriedades serd chamada de conexao galileana.

Vejamos agora como se escreve a equagao fundamental da dindmica neste cenédrio. Nesse refe-
. 3 ;
rencial temos P =)~ P’ ® e;, onde

3
PP = (=1 po'viwi + Y (—1)pied,
j=1

=0

w

. . -, 3 . ”, .
com (—1)'wi Aw' = WO Aw Aw? Aw?, v =3"7_ vie;, v° = 1. Além disso, o tensor de forca assume

3 N .
a forma F = )7 | F"wY;. Analogamente, o tensor momento-massa generalizado se escreve na

forma P = (m, 1) A P, enquanto que o tensor de forga assume a forma F = Z?:1 Fic/uaei. Assim,
a forca generalizada assume a forma F= (m,1) A F + G.

Definicao 2.5 Diremos que {(Uq,€qi)}aca € um sistema de referenciais mdveis para uma
variedade M, se esta admitir uma atlas {(Ua, ©a)}taca tal que ea,i:@Z(%)' Por abuso de lin-
guagem, um ponto m € M serd denotado por

Mo = PaxM = Ln,0€0,0 T La,1€a,1 + La,2€a,2 + Ta,3€a,3-

Definicao 2.6 Diremos que um sistema de referenciais mdveis {(Uy, €q,i) }aca dotado de uma co-
nexao afim obedece o principio da relatividade de Galileu se satisfizer a equagdo

dP =dt \F.

Uma vez que o referencial {eg, e, €2, e3} ndo é mais constante, entdo temos:

Teorema 2.7 Um sistema de referenciais mdveis {e;} € dotado de uma conexdo afim que obedece
o principio da relatividade de Galileu se, e somente,

3 . .
ZPJ/\wé =0
=1

para todo j =0,...,3.
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Demonstragao. Primeiramente, note que

3
dP = " (dP' @ e; + P' A de;)

=0

w |l

3 3
=Y dPP@e;+> Y P Aw ®e;
j=0 1=0 j=1

3 3
=dP’®eg+ Y (de+ZPi/\wf> ® e

j=1 i=0

3 3
=3 (de +y P Aw§> ®e;,
j=0

i=0
uma vez que w? = 0 para todo i = 0,1,2,3. Segue que

dP =dm AP+ (m,1) AdP

3 3
:(Zwi@)ei)/\ ZPj@@ej + (m,1) A
i=0 j=0

-

3
<de+ZPiAwf> ® e

=0 i=0
=N W AP —w AP e Aej+ (m, )N D (dPJ+ZPZ/\wiJ> ®e;.
i<j §j=0 i=0

Agora observe que

3 3
W AP =W A (Z(I)Zm}jvewz + Z(l)fpjgcﬂ)
£=1

=

(=)

— A (1) v+ (<
= (pviv’ —|—pji)w0’1’2’3.
Dessa forma,

W' AP —wI AP = (pv?v' — pu'? +pj; *pij)wo’l’Q’S = GU0 123, (2.3)
Logo, segue do Teorema 2.2 que

3 3
dP = Z G123 @ (e; Aej) + (m, 1) A (de + ZPi A wf) ® e;
—0

1<j J =0

3
='AG+ (M) AdAF+(m1)A | Y PAw | @e;
i,j=0
3 .
=dtAF+(m,1)A | Y PAw! | @e;
i,§=0

Segue o resultado desejado. m
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2.2 Geometrizando a dinamica newtoniana

2.2.1 Geometria versus dinamica

Nosso objetivo agora é determinar o formato dos sistemas de referenciais méveis em cujo ambiente
nao ha dinamica. Em outras palavras, vamos buscar um modelo geométrico no qual as érbitas da
dindmica newtoniana sejam dadas pelo deslocamento de Cartan de uma certa conexao afim.

Definigao 2.8 Diremos que um sistema de referenciais moveis {e;} dotado de uma conexio afim d
geomeltriza um sistema mecdnico dado pelo tensor momento-massa generalizado P se

dP = 0.
Como consequéncia da demonstragao do Teorema 2.7, sabemos que dP = 0 se, e somente se,

WAPI —wi AP =0
(2.4)

AP+ Y0 PIAwi=0
Dessa forma, na presenga de pressao, segue de (2.3) que
Dij = Pjis 7”]: 1a253

Por outro lado, na auséncia de pressao, como é o caso da mecanica Newtoniana, a ultima dessas
duas equacgoes equivale ao anulamento da forca. Vejamos um exemplo onde isso acontece.

Exemplo 2.9 Considere um sistema de referenciais {e;} dado por um referencial ortonormal fizo
em R* (base candnica) e nele tome a conexdo afim galileana d = (w',w}) dada por

wt = dat,
wh = —AldaO,
wi=0

J

para todo i,j = 1,2,3, onde F =3, pAid/x\o ®e; é o campo de forcas que determina o movimento
de uma particula (i.e., F* = pA®). Segue da equagdo (2.4) que dP° =0 e

dP" = —P" ANwl = A'dz® A P°
3
= Alda® A (Z(—l)ﬁpvéwe
=0
— A2

para todo i = 1,2,3. Note que essas sao as equacgoes da dindamica cldssica de um meio continuo
que estd sujeito a forca por unidade de volume proporcional a massa. Em resumo, esta conexao
afim geometriza o sistema fisico newtoniano.

Proposicao 2.10 Seja {e;} um sistema de referenciais mdveis para R* dotado de uma conexdo
S / ) . 3 , 9

d = (w',w}) que geometriza o sistema mecdnico P = (m,1) A P, P = Y P' ® e;, entdo as

conezrdes afins que geometrizam este sistema mecdnico sio da forma

3
d/:(wi+77i,w;+77§), 'r]i/\Pj_nj/\Pi:O, ZP]/\’I];:O
j=0
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Demonstragio. Se d e d’ geometrizam o sistema mecanico, entao segue de (2.4) que
{ Wi AP —wi AP =0, { AP+ 30 PI Awi =0,
i i j j i i _ i 3 j i i
(W+n")ANPI — (W +n") AP =0, dP*+375_o P A (wj +1;) = 0.

Em ambos os casos, subtraindo-se a segunda equagao da primeira, obtemos o resultado desejado.
]

Em termos da conexao dada no exemplo acima, podemos caracterizar as conexoes que geome-
trizam a mecanica newtoniana da seguinte forma:

Proposigao 2.11 Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conexao afim dada pelo Exem-
plo 2.9, entdo d' = (dz' + V', wi + 77;) € uma conexdo afim que geometriza o sistema mecanico
newtoniano se, e somente se,
3
Jonl i —
E vl =0, (2.5)
J4=0

onde
3

3 3
W= ¢hada, PO=>"(=1)'pvidat, P'=v'P°+ (~1)'pudat,
= £=0 (=1

Demonstragao. De fato, segue da Proposicao 2.10 que a conexao d’ geometriza o sistema mecanico
se, e somente se,

3
ozzpmn;l
:ZUJPO/\n

3
= E D7 podaxt A ap;’kdmk
7,4, k:O

= p g vt go da %23,
7,6=0

Mas isso equivale a dizer que Z =0 vivt <p =

Note que uma familia de exemplos é aquela que satisfaz as relagoes

s

@6 0 = 07 (,0;'-’0 + QO%)J = 07 90;-"[ + SO,ZJ = 07 i7j7€ = 17 2737 (26)

nao possuindo esta nenhuma relacdo mais estreita com as velocidades. A observagao acima nos
permite a seguinte reformulacdo: Sendo E um espaco vetorial sobre R, entdo diremos que ¢q: E* —
R ¢ uma forma quadratica sobre E* se existir um 2-tensor 7: E* x E* — R tal que q(v) = 7(v,v).
Em outros termos, sendo diag(E* x E*) = {(u,v) € E* x E* : u =}, entdo a restri¢do de 7 €
I'?(E*) a diag(E* x E*) é uma forma quadrética.

Proposicao 2.12 Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conexdo afim d = (da*, w;) dada

pelo Exemplo 2.9, e d' = (dx® + 97, wi + 77;) uma conexdo galileana tal que as formas quadrdticas

g (v) = Z] oM @da (v,v) se anulam identicamente para todo j = 1,2,3. Entdo d' é uma conexdo
que geometriza o sistema mecanico newtoniano.
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~ 1 3 i ~
Demonstragao. Comecemos observando que se 7; = Y ko @ ,fdack7 entao

NE

Z cp},kdxk ® da? (v, v)
k=0

q'(v) =

J

3
= Y (&p+ k) da* @ dad (v,0)
k>5=0

I
<

Logo, ¢/ se anula identicamente se, e somente se, as equagoes (2.6) s@o satisfeitas. m

No entanto, no caso geral, para cada ponto = = (xo,21,%2,23) a expressao em (2.5) define
uma equagao linear cujo espacgo de solucoes é um espacgo vetorial de dimensao maior ou igual a 15.
Assim, temos uma infinidade de possiveis conexoes geometrizando tal sistema mecanico.

Observacgao 2.13 Em [17, §§16—17] Cartan afirma que a reciproca da Proposi¢do acima € verda-
deira. Acreditamos que hd uma imprecisao na prova que se deve a uma interpretacdo equivocada
do papel do tensor momento-massa na formulagdo geométrica.

Devido a aparente falha na abordagem de E. Cartan, torna-se natural o seguinte:

Problema 2.14 Sendo d = (da:i,w;-) a conexao afim dada pelo Fxemplo 2.9, existe uma conexao
galileana d' = (dx* + Hi,w;- + 7];) que geometrize o sistema mecanico newtoniano tal que a forma
quadrdtica qf,(v) = Z?:o T]; ® dx’ (v,v) ndo se anule identicamente? Em caso afirmativo, que

relagao guardam os espaco de moduli de tais conexoes com as formas quadrdticas q;(v) ?

Recordemos, por outro lado, que fatos empiricos levaram Galileu a postular o principio da
relatividade que carrega seu nome; portanto, as leis fisicas nao dependem das velocidades de
desolcamento das densidade de matéria do meio. Sendo assim, do ponto de vista fisico, arguir uma
conexao a satisfazer as equagbes (2.6) é algo natural. Dessa forma, iremos chamar as conexoes
afins que anulam identicamente as formas quadraticas q;(v) de conexoes estaveis que geometrizam
o sistema mecanico newtoniano, ou somente de conexoes de Galileu-Cartan para o sistema mecanico
newtoniano.

2.2.2 Conexoes newtonianas

Iremos agora caracterizar as matrizes de conexdes galileanas em referenciais ortonormais.

Definigao 2.15 Diremos que um sistema de referenciais mdveis {e;} dotado de uma conexdo afim
€ newtoniano se satisfizer as sequintes propriedades:

1. {e;} € um referencial galileano;
2. {eg(m), e1(m), ea(m), e3(m)} é uma base ortonormal de R* para todo m € R*;
3. a conexdo afim € galileana e preserva os produtos internos de R?*, i.e.,
dlu-v)=du-v+u-dv.
Neste caso diremos que a conexdao d é newtoniana.

Em outras palavras, uma conexao newtoniana ¢ uma conexao métrica (i.e., satisfaz (3)) e
galileana.
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Proposicao 2.16 Seja {e;} um sistema de referenciais mdveis dotado de uma conexdo afim newto-

niana d = (w*,w}), entdo a matriz de conexdo (W) € so(n), i.e.,

Wi+ wg =0
para todo i,5 =0,...,3.
Demonstragao. Comecemos observando que (ei)2 = e -e = 1eque e e = 0 para todo
1,7 =1,2,3 tal que ¢ # j. Desta forma, segue da definigdo de conexdo que
0=d(e; - e;) =de; e +e; - dej = ) +wl.

Segue o resultado desejado. m

2.2.3 Conexao afim e mudanca de coordenadas

Antes de continuarmos o estudo de conexoes que geometrizam o sistema mecanico newtoniano, é
preciso introduzir alguns conceitos. Iremos agora considerar o comportamento da conexao afim
por mudanga de coordenadas. Seja d = (6", w’

%) uma conexao afim e {e, i}, {€s;} dois sistemas
distintos de referenciais galileanos. Sendo 8, = dm, = 2?21 0, ® eq,; a forma que representa a
parte que mensura a translagao de um conexao afim, recorde da algebra linear que os referenciais

no espago tangente se relacionam na forma

n

;= (9ap)ij€ai

i=1
assim podemos relacionar as componentes dos vetores 8, e 83 através da relagao

n

05 = Z(gﬁa)ijegm

j=1

onde gg, sao os isomorfismos lineares nas fibras induzidos pelas aplicagdes de transigao ¢gq(z,y) =
(z,98a(x) - y).

Proposicao 2.17 O (1,1)-tensor local 8, representando dm no referencial e, ; define um tensor
global.

Demonstragao. Basta notarmos que

05 = Zeé ® eg,;
=1

= Z 9%3 ® Z(gaﬂ)ijeoc,i
j=1 =1

= (9ap)ijth ® €a

i=1 j—1
n

_ I

= E 9a X eq,i
i=1

=0,.

Passemos agora a parte linear da conexao.
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Proposigao 2.18 Sendo w, a matriz de formas que representa a parte linear de uma conexdo afim
com relagdo ao referencial {eq;}, entdo

~1 ~1
W = GopWalap + gaﬁdgozﬁa
onde wg € a matriz de conexdo associada ao referencial {eg;}.

Demonstragao. Basta notarmos que

S

deg ; =d Z(gaﬁ)kjea,k
k=1

I
NE

(d(gap)kj @ eak + (gas)rjdea,r)

>
Il
—

n

(d(gap)rj @ €a,r + Z (9ap)1j (Wa) © €ae)
Gh=1

n

(d<ga5)kj X eq,k + Z (gaﬁ)éj (Wa)? & ea,k)
Ch=1

1= T1-

b
Il
_

3

= (d(gaﬂ)kj + (gaﬁ)éj(wa)if) X eq,k
k=1

o

(d(gap)kj + (9ap)ei (@a)i)(gsa)ik @ €pi

I
J‘M

k.4,
((gﬁa)ik(dgaﬁ)kj + (gﬁa)ik(woe)?(gaﬁ)éj) e
1

k.0t

~

Por outro lado, como deg ; = Y1 (wp)ies i, segue que wp = g, 5dgap + gosWagas. W

2.2.4 Derivadas de ordem maior e a curvatura de uma conexao afim

Passemos agora a tratar o conceito de curvatura. Comecemos observando que o operador diferencial
d: T(TM) — AYTM*;TM) nos permite definir, por recorréncia, um operador diferencial do
espago das k-formas sobre M assumindo valores em T'M no espaco das (k + 1)-formas sobre M
assumindo valores em TM. De fato, basta-nos tomar d = dy,: AX(TM*;TM) — A*Y(M;TM)
dado por

dw®e)=dw®e+ (—1)"w Ade,
onde w € A*(TM*;R) e e € T(TM). Sendo assim, é natural que a segunda derivada das segoes de

um referencial déem testemuho de como a variedade se curva em funcgao da presenca da conexao.
Sendo d* = dy ody: AY(TM*;TM) — A*(M;TM), entdao a matriz Q = (€}) dada por

3
dej =) Qiwe, j=0,1,23. 2.7)
1=0

%) com respeito ao referencial

serd chamada de matriz de curvatura da conexio afim d = (w%,w
{ei}.

Proposicao 2.19 Sendo w a parte linear da matriz de conexdo de uma conexao afim d: T'(TM) —
AYTM*;TM) e Q a sua matriz de curvatura com respeito a um referencial {e;}, entio

D=dw+wAw. (2.8)
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Demonstragao. Segue da definigdo de conexao que
3 .
d26j =d (Z w;» (9 6i>
i=0
3
S d(we)
i=0

3
ZZdUJ;@ei—w;/\dei

i=0
13 4 3 '

= Zdw; R e; — Z (w; /\wf) R ek
i=0 i,k=0

= Zdw; ®e; — Z (w;-“/\wfg) R e;
i=0 i,k=0
3 3

= Z (dwj— + Z (w;c /\wf)) ® e;.
i=0 k=0

De onde se conclui o resultado desejado. =

A equagao do enunciado anterior é conhecida como segunda equagao estrutural.

Corolario 2.20 Se d = (0',w!) é uma conexio métrica com respeito ao referencial ortonormal {e;},
entao
i J
Q; + Q7 =0.

Demonstragao. Uma vez que wj + w] =0, entao temos

QZ :dwg +Zw£/\wf
k=0
= —dwj— +Zw§/\w}'€

k=0
= —dwt — E Wi AW
- J k J
k=0

= -Q.

Vejamos como se comporta a matriz de curvatura em termos de mudanca de sistemas de
referenciais.

Teorema 2.21 Se ), € a matriz de formas de curvatura associada a conexdo afim d com respeito
ao referencial {eq ;}, entao

QB = gﬁaQagB_(iv

onde Qg € a matriz de curvatura associada d conexdo afim d com relagdo ao referencial {eg;}.
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Demonstragao. Por definicdo, temos Q03 = dwg —wg A wg, mas recorde que wggga = dgga + gawa
(Proposigao 2.18). Tomando-se a derivada exterior em ambos os lados desta tultima equagao,
obtemos dwggga — ws A dgaa = dgga N wa + gaadws. Concluimos entdo que

dwgpa = wg N dgga + dgsa N Wa + gaadws
= (d9Bagpa + 98awaTpa) N d9pa + dgsa N Wo + gpadwa,

uma vez que wg = dgﬁag/;i + ggawag/;i. Logo,

1 2 3

dwp = dggagge N dgsadsa + Iawa A Izadgsadse + d9sa N Waldsa +98adwags, -
Por outro lado,

wp Awp = (dgpa + 9pawa)gga N (A9sa + Isawa)dga
1 3 2

= d9pagpa N A9sagpa +d9pa N Walha + IpaWa A I5ad960950 +98awa N Wagpa
Segue da definicao de 23 que
QB = gﬂadwagﬁ_; — 9paWa A wozgg_; = 9Ba (dwoc L RA wa)g@_; = g,BaQagg_(i

A partir das entradas da matriz de curvatura de uma conexao newtoniana, podemos definir um
(2,2)-tensor global como segue:

Proposicao 2.22 Sendo {eg;} um referencial mdvel ortonormal, entdo
n
Q=) (%)@ (esiNes;)
ij=1
é um (2,2)-tensor global.

Demonstragao. Sejam {e,;} e {eg;} dois referenciais ortonormais, entdo temos

n n
D> ()iesines;) = Y. (2)i(gas)ki€ak N (Gas)tj€ar
ij=1 i,k f=1
n
= > (90p)ki(28)5(9ap)tj€ak A €ai
i,4.k, f=1
n
= (9ap)ki(28)5(9pa)je€ak N €ae
i,4.k, =1
n
= Z (Qa)lgea,k A €ty
k=1

onde a terceira igualdade segue do fato de gog € SO(n), uma vez que ggﬁ = g;ﬂl =0ggq. B

O tensor  definido pelo teorema anterior serd chamado de tensor de curvatura de um referen-
cial ortonormal.
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2.2.5 Torgao de uma conexao afim

Ja vimos que @ =dm =Y 0" @ e; € AH(TM*,TM) define um (1, 1)-tensor global oriundo da
derivagao do (0, 1)-tensor de posi¢cdo m. Vamos agora verificar o que acontece ao derivarmos uma
segunda vez o tensor de posicao.

Proposicao 2.23 Sejam 0 = [0](¢,1 € © = [O](,} as matrizes-coluna que representam os tensores
0c A(TM*;TM) e ® =df € A>(TM*;TM) no referencial {e;}, respectivamente. Entdo

O=di+wAb. (2.9)
Demonstragao. De fato, temos
n .
Ao =Y d(t’ ®e;)
j=1

=> dV @ e; — 67 Ade;

[

<

' we;— Y (0 Awh) @ e;

ij=1

I

&
Il
-

o' ® e; + Z(wé/\&j)@)ei

ij=1

Il

s
Il
—

'+ (Wine) | ®e;

j=1

|

@,
Il
-

A matriz © = (©%) do enunciado anterior serd chamada de matriz de tor¢ao da conexao com
respeito ao referencial {e;}. Além disso, a expressdao (2.9) serd chamada de primeira equagao
estrutural.

Proposicao 2.24 Sendo ©, a matriz de tor¢do com relagdo ao referencial {eq;}, entdo temos
@3 = g,@a@a.
Demonstragao. Segue das Proposigoes (2.18) e de (2.19) que
O =dbz +wg N b3
= d(gﬁaea) + (g;éwagozﬁ + g;ﬁlidgozﬁ) A gﬁaga
= dgﬁa A oa + gﬁadaa + (g;éwagozﬁ + g;gldg/;i) A gﬁaoa
= dgpa N o + gpadbo + (9, 5Waldop — 9opIsadgsads) A ggaba
= dg,@a A 904 + gﬂadea + g;ﬁlwa A 0& - dg,@oz A 904

= ga(dBy + wa N by)
= gﬁaea-

Teorema 2.25 © =) " | O) ®e,,; € um (1,1)-tensor global.
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Demonstragao. De fato temos,

n n
Z @é Qe = Z @jﬁ ® [gaﬂ}ijea,i
j=1 i,j=1

n

= [906116% @ €ay

ij=1

n
%
= E ®a ®ea,i-
=1
|

O tensor © definido pelo teorema anterior serd chamado de tensor de torgao.

Exemplo 2.26 Considere um sistema de referenciais {e;} dado por um referencial ortonormal fixo
em R* (base canénica) e nele tome a conexdo afim galileana dada por

0t = da?,
wh = —Aldx?,
wt =0.

J

para todoi,j =1,2,3, onde A =, A'dzo®e; € o campo de acelera¢io que determina o movimento
de uma particula. Vimos no Exemplo (2.9) que esta conexdo afim geometriza o sistema mecdnico
newtoniano. Vamos agora calcular a tor¢ao dessa conexdo. De fato, temos

3
O =di' + > (i A )
j=0

=0+wg A6°

= —Ald2® A da®

=0.
Problema 2.27 FExistem conexdes que geometrizam o sistema mecanico newtoniano com tor¢ao nao
nula?

2.2.6 Conexoes galileanas com torgao nula

Introduzidas as devidas formalidades, voltemos agora a questao das conexdes que geometrizam um
sistema mecanico newtoniano.

Proposicao 2.28 Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conezdo afim d' = (dz*,w})
dada pelo Ezemplo 2.9, entao d' = (dz* + V', wi + 7];) € uma conexdo galileana livre de tor¢ao que
geometriza o sistema mecanico newtoniano se, e somente se,

90 =0,
3 . .
Z vlvzga;j =0,
i,0=0
o0, IV i i & i i iqi .
aixlg - 67.%']0@ + ‘Pk,o - @O,k =+ ;(@g,oﬂi - @57]6’!96) — A k= 07 1, k = 17 273’
ol B 95

Gos " B TPk~ kT DGk =il =0, i=123, 1<j<k=23,
J £=0
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onde

3

3 3
= Ohdat, mi=>"oldak, PO= (<1)'pvidat, P'=v'P°.
k=0 k=0

£=0

Demonstragao. Vimos no Exemplo 2.26 que existe uma conexao newtoniana satisfazendo as con-
digbes do teorema. Portanto, basta-nos verificar a unicidade. Consideremos o sistemas de re-
ferenciais e a conexdo d = (d:z: wf) do Exemplo 2.9. Seja d' = (dz' + ¥",w} + 7)) uma ou-
tra conexao que geometriza o mesmo sistema mecanico e também tenha torgao nula. Inicie-
mos recordado que o tensor momento-massa generalizado da mecanica newtoniana é da forma
P=mAP,onde P = Zf:o Pi®@e; é o (3,1)-tensor massa-momento cujas entradas sao dadas por
Pt = Zizo(fl)jpvivjd/:v?. Dessa forma, segue de (2.4) que a geometrizagao do sistema mecanico
equivale ao anulamento da equacoes

dP° =0,

@

3
S Piagi=0 j=1,...

Em particular, ao escrevermos 77; = Zi:o gaé. kd:ck, entdo esta dltima equagdo assume a forma (cf.
Proposicao 2.11)

3
Z vlvego;-’é =0.

J:£=0

Por outro lado, ao tomarmos ¥ = 22:0 Yidz*, o anulamento da torgao equivale a
3
d(da’ +9°) + > _(wh +15) A (da + ")
7=0
_d191—|—Zw /\de+Zw /\193—|—Z77] (da? + 97)

= d¥’ — A'dz® A da® — A'da® m90+znj (dz? + 97)
7=0

= d¥' — A'dz® /\1904—277] (dz? 4 97)
7=0

3 3
ﬁk ©,90 0 k 7 k j ]
- ;0 T da? A da® ;OA 95 da® A da —i—k;O(pj’kdx A (da? + 99)

aﬁk k 1,91
= Z Br, 7 27 A dw ZAz? da® A da® + Z ol pda® A da?
k,7=0 = k,7=0
3

3
+Z Z(pﬁkﬁi da® A dat

k=0 \j=0
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para todo ¢ =0,1,...,3. Temos entao a equagao
3 99 3 3
0= Z ﬁd:ﬂj A da* — ZA%?}Cd:rO A dx® + Z of Az’ A dx®
kJ:O J k=0 k,j=0

+ Z (Zw]ﬁe> dz? A dz*

k,j=0
3 3
ov, 09 i |
=2 (8m T T Pha — P+ D (eh 7 - w,kﬂﬁ)> da’ A da*
j<k=1 J =0

3
=Y AWda® A da®,
k=1
onde A% = 0. Agora observe que que a conexao d' ¢ galileana; logo, 9 = 0, i.e., 9 = 0 para
todo k =0,1,2,3. Além disso, 0 = mo = 22:0 g@i?kdmk, de onde concluimos que todas as equagoes
acima se anulam para i = 0. Sendo assim, a equagao anterior equivale ao sistema de equagoes:

o9, OV = -
Got ~ Gar ko~ et Lletodl — el AV =0, ik=125
o0, 90 R ; ‘ ~
87 - 87 + 0k — Phn T Z(W,ﬂ% - W,Wf) =0, i=123, 1<j<k=23
Zj v =0

Observagao 2.29 Em [17, §71] Cartan afirma que existe uma dnica conexdo galileana com tor¢ao
nula geometrizando um sistema mecanico newtoniano. Acreditamos que hd uma imprecisio na

prova que se deve a uma interpretacao equivocada do papel do tensor momento-massa na formulagao
que se dd em §§16-17.

Devido a aparente falha na abordagem de E. Cartan, tornam-se naturais as seguintes questoes:

Problema 2.30 FExistem outras conexdes galileanas com tor¢cao nula que geometrizam o sistema
mecanico newtoniano? Em existindo, sao todas equivalentes por calibre & mossa conexdo original?
Em caso contrdrio, como descrever tal espaco de moduli?

Observagao 2.31 A auséncia de unicidade na abordagem acima nos sugere procurar um principio
de menor ac¢do como no caso do funcional de Yang-Mills para a teoria de calibre cldssica, ou um
invariante integral, como na visao de Cartan da Mecdnica.

Por outro lado, sob a ética do principio da relatividade de Galileu, o mais natural é seguirmos
com o seguinte resultado.

Corolario 2.32 Seja {e;} o sistema de referenciais galileano com conexdo afim d' = (dz*,w?) dada
pelo Ezemplo 2.9, entdo d' = (dz® + ﬁi,wj- + 77;) € uma conexdo de Cartan livre de torg:ao para o
sistema mecdanico newtoniano com tensor momento-massa P = P! ® e;, se, e somente se,

90 =0,
o0, IV i i & i i iqi .
aixlg - 67.%']0@ + ‘Pk,o - @O,k =+ ;(@Aoﬂi - @57]6’!96) — A k= 07 1, k = 17 273’
o9i 00 <

Lbgh =Gt Y (eh 0% — b5 =0, i=1,2,3, 1<j<k=23,

O0x;j &T P
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onde
3

3 3
A Zﬁ;dgck, n = Z cp;-’kdxk, PY = Z(—l)épvéale7 Pl ="' P°
k=0 k=0 =0

e 90;,4 satisfaz as equagoes (2.6)



Capitulo 3

Conexoes lineares e a teoria de
Yang-Mills

Faremos aqui uma breve sinopse de alguns elementos da teoria de Yang-Mills que nos serao de fun-
damental importancia a fim de indentificarmos as conexoes naturais que geometrizam um sistema
mecanico.

3.1 Fibrados Vetoriais

Antes de discutir os assuntos desse capitulo é necessario apresentarmos a definicdo de fibrado
vetorial. Sejam F e M variedades topoldcias e m: E — M uma aplicacdo continua sobrejetiva.
Dizemos que E é um fibrado vetorial de posto m sobre M quando as seguintes condigoes sao
satisfeitas:

(i) Para cada p € M,
E, = W_l(p)

é um espaco vetorial real de dimensao m, chamado de fibra sobre o ponto p de M.
(ii) Para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p e um homeomorfismo
Y: 7N (U) — U x R™,

chamado uma carta do fibrado, tal que se m: U x R™ — U é a proje¢ao na primeira
coordenada, entao
T =11 0.

(iif) Para cada ¢ € U,
Ylg,: Eg — R™

é um isomorfimo entre espagos vetoriais, onde R™ ~ {q} x R™.
Seja w: £ — M um fibrado, diremos que uma segao de E é uma aplicacao s: M — F tal que
mTOo8s = id]w .

Assim, uma segao local é uma aplicagdo s: U — FE, na qual U é um aberto de M tal que mos = idy.
Sendo M uma variedade diferencidvel e E um fibrado vetorial sobre M, entao diremos que uma
aplicacdo V: I'(E) — A'(M*; E) é uma conexao linear em E se satisfaz as seguintes propriedades:

43
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(i) V(s1+ s2) =V(s1)+ V(s2),
(i) V(f-s)=df®s+f-V(s),

quaisquer que sejam s, s1,82 € ['(E) e f € C*(M).
3.2 Formas diferenciais e derivacao exterior covariante

Um tensor alternado é um tensor multilinear cujo o valor muda de sinal quando se troca a ordem
de qualquer par de vetores:

T (V15 ey Uiy oy Ujiy o) = T(V1, 00, Uy oo, Uy 2 Up)

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma forma diferencial ¢ um campo tensorial alternado
w, no qual para cada p € M, w, é um tensor alternado variando diferenciamente com p. Uma
k-forma com valores em um fibrado vetorial F (ou uma E-forma de grau k) é um elemento do
espago vetorial A¥(TM*, E) := A*(T'M*,R) ® T'(E). Utilizando o operador diferencial operador
diferencial d: T'(E) — AY(TM*; E) podemos definir, por recorréncia, um operador diferencial do
espago das k-formas sobre M assumindo valores em FE no espago das (k + 1)-formas sobre M
assumindo valores em FE, o qual chamamos de derivada exterior covariante. De fato, basta-nos
tomar d = di: A¥(TM*; E) — A**Y(TMx; E) dado por

dy(w® 8) =dw® s+ (—1)Fw A V(s),

onde w € A¥(TM*;E) e s € T'(E). Sendo assim, é natural que a segunda derivada das se¢des de
um referencial déem testemuho de como a variedade se curva em funcao da presenca da conexao.
Sendo d3, = dy 1 0 dy,o: ANTM*; E) — A*(TM*; E), entao a matriz 2 = (Q2) dada por

3
ds;=> Q@s;, j=0,1,23.
=0

serd chamada de matriz de curvatura da conexao afim d = (w’,wj) com respeito ao referencial
{si}.

Vejamos agora algumas das propriedades da derivagao exterior covariante.
Proposicao 3.1 Seja E um fibrado vetorial sobre M munido de uma conexao linear V, entdo
dy(anB)=danB+ (-1)Pandv
para todo o € AP(TM*,R) e B3 € AY(TM*,E).

Demonstracao. Por uma questdo de linearidade, basta verificar o enunciado para 8 = 8 ® s;.
Sendo assim, temos

dy(aAB) =dy((an Bi) ® 8;)
=d(anB) @ s+ (1) 1 (a AB) A Vs;
= (daAB") @ s+ (1P (e AdB') @ s; + (—1)PT (a A B') A Vs;
=daAB+ (—1)PaA (dB' ® s; + (—1)1B" A Vs;)
=daAB+ (-1)PaNdy (B @ s;)
=da AP+ (—1)Pandy(.
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3.3 Curvatura

Veremos aqui a primeira e mais natural das versoes do conceito de curvtura de uma conexao linear
e estudaremos seu comportamento diante da derivagao exterior covariante.

Sendo £ — M um fibrado vetorial munido de uma conexao linear V, entao a curvatura de V
é definida como sendo o operador RV = d%, o d,: I'(E) — AX(TM*, E).

Proposicao 3.2 O operador curvatura é C*°(M)-linear, i.e.,
RY € Hom(AY(TM*,E), AX(TM*,E)).
Demonstragao. Segue da definigao de curvatura

RY(fs) = dg o dy(fs)
= d3(dy(fs))
=d%(df ® s+ f.Vs)
=d%(df ® s) + d&(f A Vs)
=d®fAs—df NVs+df ANVs+ f.d5(Vs)
= [.d%(Vs)
= fRY(s).

Como queriamos mostrar. =

Proposicao 3.3 (2* equagao estrutural) Seja E um fibrado com conexdo. Se w = (w;) € a matriz

da conexdo de V e Q = (Q) ¢ a matriz de curvatura associadas a uma carta do fibrado, i.e.,

RY(s;) = Z O ® s,
=1

entao
Q=dw+wAw.

Demonstragao. J4 fizemos acima, cf. [6, p. 356]. ®

Corolario 3.4 Sendo Q2 a forma de curvatura de uma conexdo V com forma de conexdo w, entdo
temos
dA=QNw—wAQ.

Demonstragao. Utilizando o resultado anterior

dQ = d(dw + w A w)
= d*w + (dw Aw — w A dw)
=dPw+ (dw+wAw—wAWAWw—wA (dw+wAw—wAw))
=(dwtwAw—wAW)Aw—wWA (dw+wAw—wAw))
=(Q-wAWAw—wA(Q—wAw))
=0ANWw—-—wWAWAW—WAQ+WAWAW
=QAw—-—wAQ
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Proposigao 3.5 (2 identidade de Bianchi) Seja V wma conexdo sobre o fibrado vertorial E com
curvatura RY e {81, , 8m} um referencial local para E, entdo

m
alvRV (s5) Z Q’ /\w ®sl
i,k=1
Demonstragao. Sendo RY (s;) = Y_", ) @ s;, entdo segue do Coroldrio 3.4 que

dvR (Rv S] )

'Pllﬂﬁ S

s
I
-

a5 (2 © )

.

&
Il
-

(dQ © s + Q5 AV (s))

a2 @ si+ Y (U Aw) @ s
i,k=1

E'qg

~.

I
NER

m
(U AWk —wp Q) s + Z (A Aw)) @ s
1 i,k=1

)

-
kel
Il

(QZ A wh )®sz,
1

I
TMS

K2

uma vez que wy A QY = QF Awp. =

3.4 O fibrado Hom(E) e a conexao induzida V"

Veremos agora como a ac¢do adjunta faz de End(FE) um fibrado vetorial sobre M para todo fibrado
vetorial £ — M.

Sejam E,E’ — M dois fibrados vetoriais sobre M, entdo Hom(E, E’) denota o conjunto dos
homomorfismo fibrados de E em E’, i.e., aplicagoes fibrados diferenciaveis cujas restricoes as fibras
sdo transformagoes lineares. No caso em que E e E’ coincidem, usamos a notagdo End(F) :=
Hom(E, E). Seja F um fibrado vetorial com atlas Ag = {(Uq, o) : & € L}, entdo podemos definir
um atlas para End(E) a partir de um atlas de E' da seguinte forma: Agnqpy = {(Ua, Ta) : a € L},
onde as cartas locais sao dadas por

T,: End(E) —  End(R%),
T g oT ot

Proposicao 3.6 Seja V: T'(TM)xT'(E) — I'(E) uma conexdo no fibrado vetorial m: E — M, entdo
a aplica¢io VF*: T(TM) x I'(End(E)) — I'(End(FE)), dada por

VU(T)(s) = Vx(T(s)) — T(Vx(s))
para todo X € T(TM), s e I(E), T € T'(End(E)), € uma conezxao no fibrado vetorial End(FE).
Demonstragao. Pelo que vimos anteriormente V"¢ ¢ R-linear em ambas as varidveis uma vez que

V e T sao R-lineares.
Além disso, V também é uma derivagdo na segunda varidvel, pois
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VR(fT)(s) = Vx (fT(s)) — fT(Vx(s))
= (Xf)T(s) + fVx(T(s)) — fT(Vx(s))
= (X)T(s) + fF(VEMT)(s)

Essa derivagao se estende a A*(TM*,End(FE)) através do mapa

dyena:  AF(TM* End(E)) — AR (T M*  End(E))
o' @T; — dat @ T + (—1)*al A VER(T,)

3.5 A curvatura como uma End(F)-forma de grau 2

Veremos aqui uma segunda versao do conceito de curvatura que serd extremamente tutil para a
obtencao das equagoes de Yang-Mills.

Proposicao 3.7 A aplicagdo ®: I'(Hom(E, E')) — Homee (ay (I'(E),T'(E")), dada por

para todo T € T(Hom(E, E")) e s € I'(E), define um isomorfismo de C*(M)-mddulos.

Demonstragao. Primeiro devemos mostrar que ® estd bem definida, ou seja, ®(7')(s) € Homee (ap) (I'(E), T'(E")).
Sejam s, s’ € T'(E), f € Homes(pry € p € M, entao

O(T)(fs1+ 82)p =Tp(fs +5)p
=Tp(fpsp + 3;)
=Tp(fpsp) + T( ;7)
= fpTp(sp) + Tp(sé)
= ®(T)(s)p + (T)(s),

S

Assim, ®(T)(s) € Homcm(M)(F(E),F(E’)j, uma vez que Tp,: E, — FE, é uma transforma-
gao linear entre as fibras E, e E}'T Vamos agora mostrar a injetividade de ®. Sejam T, T" €
I'(Hom(E, E")) tal que ®(T)(s) = ®(T")(s), entdo

Ou seja, Tps, = T,s, para todo s € I'(E) e Vp € M. Portanto, 7' = T". Para verificar a
sobrejetividade ®, tomamos H € Homee (a7 (I'(E),I'(E’)) e desejamos obter T' € I'(Hom(E, E'))
tal que H = ®(T'). Assim, podemos definir

Tp(v) = (H(s))p

comp e M ,veE,es e I'(F) uma secdo tal que (s), = v. Note que T é linear. De fato, se

sp=v,s,=v"efeC>®(M)étal que f(p) = A, entdo

Ty,(M+0")=[H(f.s+ 5.
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No entanto, ainda precisamos mostrar que T estd bem definida. De fato, seja {s1,...,8,} um
referencial local, entao

s(p) =Y ai(p)si(p)
=1

Portanto,

H(s)p = H(Z ai(p)si(p)) = Zai(p)(H(Si))p-

Seja E um fibrado vetorial sobre M munido de uma conexdo linear V com curvatura RV, entdo

a aplicacao
®: Hom(['(E),A*(TM*,E)) — A*(TM* ,Hom(E))
RY > RY

onde Hom(FE) := Hom(FE, E) e RY € A>(TM*,Hom(E)) ¢ a secio dada pelas matrizes de conexio
de RV, i.e.,
v _ v’ _ i
RY (s5) *Z: [R L_@Si;ﬁj@-%,

i=1

define um isomorfismo de médulos. Dessa forma, se s = Z;”:l a’s;, entao temos

RV(s)=Y aR%(s;) = Y o [RVI_ ®s; = RY(s). (3.1)
j=1 i,j=1

Definimos o produto exterior entre Hom(FE)-formas e E-formas por linearidade através da
seguinte relacao entre geradores

A AP(TM*, Hom(E)) x AYTM*,E) —s APT(TM*, E)
(T,ﬁ): (QZ®T7,6J®8]) — T/\ﬁi (oﬂ/\ﬂj)@)Tl(sJ)

Em termos de trivializagoes locais, essa definicao representa a multiplicacao da matriz de ordem
m de p-formas representando T' pela matriz coluna m linhas de ¢-formas representando 3.

Proposicao 3.8 Seja E um fibrado vetorial munido de uma conexdo linear V com curvatura RV,
entao a derivagdo

d% = dy jy1 0dy g AN(TM* E) — A*2(TM* E)

satisfaz a relag¢do

dia=RY Aa.

Demonstracao. Por uma questao de lineraridade, basta provar o resultado para a« = o* ® s;. Dessa



3.5. A CURVATURA COMO UMA End(E)-FORMA DE GRAU 2 49

forma, segue de (3.1) e da Proposicéo 3.1 que

dda=dy (dy (a'®s;))
=dy (do’ @ s; + (—1)*a’ A Vs;)
=dy (da' @ s;) + (=1)*dy (o' A Vs;)
=d’a' ®s; + (—1)lda’ @ Vs; + (—1)Fda’ A Vs; + (1) (=1)*a’ A dy (Vs;)
=a' ANdy (Vs;)
=a'ARY (s;)
=o' ARY(sy)
=RVA(d'®s;)
=RY Na.

Proposicao 3.9 Seja E um fibrado com conexao V e dv a derivada exterior covariante induzida
por V. Seja VHO™ g conerdo induzida por V em Hom(E) e dysom a derivada exterior covariante
induzida por VH™ . Entdo

dy(F A o) = dguon F A+ (—1)FF A dya

para todo F € A*¥(TM*,Hom(E)) e a € AY(TM*, E).

Demonstragao. Por uma questao se simplicidade, iremos mostrar o resultado para FF = n ® F e
a=w®s. Assim,

dyom F A o = dygion (N ® F) A (w® s)
=[dp@ F + (1) n A VI (F)] A (w @ )
= (@ F)A(w®s)+ (=) AV F) A (we s)
= (dn Aw) AF(s) + (=1)*(n Aw) A VER(F)(s).

Por outro lado,

FAdva=nN®F)ANdy(w® s)
=@ F)A(dw® s+ (-1)wAV(s))
= (nAdw) AF(s) + (=1)'(n Aw) AF(V(s)),

ou ainda,

(—DFF ANdya = (—=1)*(n A dw) A F(s) + (=1 (n Aw) A F(V(s)).
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Utilizando a Proposicao 3.1, obtemos

dy(FANa)=dy[(n® F) A (w® s)]
=dn®F)A (w®s)+ (-1 (@ F) Ady(w® s)
=dn@F)A (w®s)+ (1)@ F) A (dw® s+ (—=1)'w A V(s))
=(dn@F+ (=1)*"n AVE(F)(w®s) + (~1) (@ F) A (dw® s + (—=1)'w A V(s))
= (dnAw)AF(s)+ (=D Aw) AVIR(F) () + (=1 (@ F) A (dw @ )
+ (=)' (n e F)(wAV(s))
= (dn Aw)AF(s) + (=1)*(n Aw) AVI(F)(s) + (=1)*(n A dw) A F(s)
+ (=) Aw) A F(V(s))
=dgrom FAa+ (—1)FF AN dya

Proposigao 3.10 (2 identidade de Bianchi) Seja E um fibrado vetorial sobre M munido de uma
conexdo V e curvatura associada RY € A>(TM*, Hom(E)), entdo

dgrom RY = 0.
Demonstragao. Sendo s € I'(E), entdo temos
d3s = dy(d%s) = dy(RA s).
Segue da Proposicao 3.9 que
dv(RA 8) =dyuem RA s+ RAdys.
Por outro lado, a Proposicao 3.8 nos diz que
dy s = de(dys) = R A dys.

Assim, obtemos
RAdy s =dyuomRAs+ RAdvys,

ou seja,
dyuaom R A s = 0.

Uma vez que s € I'(E) foi tomado arbitrério, obtemos entao que

deomR = O

3.6 As duas algebras exteriores de A(7T'M*, Hom(FE))

Definimos o produto exterior entre Hom(F)-formas por linearidade através da seguinte relagao
entre geradores

A: AP(TM*,Hom(E)) x A4(TM*, Hom(E)) — AP+ (TM*, Hom(E))
(T,S)= (' & T;,8 ®8S,) = TAS:=("AB)@T;08;.
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Em termos de trivializagoes locais, essa definicdo representa a multiplicacdo da matriz de ordem
m de p-formas representando T pela matriz de ordem m de g-formas representando S. Note que
esse produto fornece a

A(TM*, Hom(E @ AP(TM*, Hom(E))
p=0
uma estrutura de dlgebra graduada associativa. J& o colchete de Lie entre duas Hom(E)-formas é
definido por linearidade através da seguinte relacao entre geradores
[,]: AP(TM* Hom(FE)) x AY(TM*, Hom(E)) — APT(TM* Hom(FE))
(T,S)Z (()&i®Tz‘,ﬂj®S]‘) — [T,S} = (Oéi/\,Bj)®[Ti,Sj].

Observe que este produto fornece a A(TM*, Hom(FE)) a estrutura de uma dlgebra de Lie graduada.
A relagdo entre esses produtos exteriores se da através do seguinte resultado.

Proposicao 3.11 Se T € AP(TM* ,Hom(FE)) e S € AY(TM*,Hom(FE)), entio
[T,S]=TAS+ (-1)P"SAT.

Demonstragao. Por uma questao de simplicidade, iremos mostrar o resultado para T = w ® T e
S=n1®S. Assim,

[T,S]=(wAn)®
=wAn)® (TS ST)
=(wAnN)RTS — (wAn) @ST
= (w/\n)®T5+( NP (pAw) ® ST
=TAS+(-1)PIT'SAT.

[T’ 5]

Como era de se esperar, este colchete de Lie satisfaz as propriedades naturais.

Proposicao 3.12 (Anticomutatividade do colchete de Lie) SeT € AP(TM*,Hom(FE)) e S € AY(TM*, Hom(E)),
entao

[T,S] = (-1)rett [T, S].

Em particular,
[T, T] =0.

Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao 3.11. m

Proposicao 3.13 (Identidade de Jacobi) Se S € AP(T'M*,Hom(E)), T € AYTM* Hom(E)) e
U e A (TM*,Hom(FE)), entdo

(D[S, [T, U] + (-=)% [T, [U, S]] + (-1)" [U, [S, T]] = 0.

Demonstragao. Por uma questao de simplicidade, multiplicamos cada membro da igualdade por
(—=1)P", obtendo assim

[S, [T, U] + (~)P* [T, [U, S]] + (-1)""*9 U, [S,T]] =
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A linearidade da equagao nos permite concluir entao que basta mostrar o resultado para T = w®T,
S=n®SelU=0®U. Dessa forma, temos

[S,[T.U]] =[S, (wAo)® [I,U]]
=n®S, (wAo)®[T,U]]
=(MAwAo)®I[S,[T,U]].

Da mesma forma,

[Tv [Ua SH - (w Na A 7]) ® [Tv [Ua SH
U,[S,T]] = (6 An Aw) ®[U,[S,T]].

Reorganizando, obtemos

[T’ [Uv S]] = (_1)pT (w AnAN U) ® [T7 [Uv S]]
(=1 (g Aw A o) @ [T, [U, 5]
= (_l)p(q+T) (77 ANw A U) ® [T7 [U7 S]]

[U,[18.T]| = (1) (n Ao hw) @ [U,[5,T]]
= (1P (pAwA o) @ (U, [S, )]

= (-1 (pAwA o) @ [U,[S,T]].

Logo,
[S, [T, U]] + (-1)" [T, [U, S]] + (1) "+ [U, [8,T] =
=M AwAo)@ (S [TU]] + [T, [U, S]] + [U,[S,T]))
=0.
]

Finalizamos esta segao observando que, em geral, temos

TAT #0.

3.7 O tensor diferenca e as derivadas exteriores covariantes

Iremos agora descrever o espago das conexdes em um fibrado vetorial £ — M em termos de um
tensor assumindo valores em Hom(FE).

Proposicao 3.14 Sendo E um fibrado vetorial sobre M e V1,Va: T'(E) — AY(TM*, E) conexdes
em E, entao a diferenca
A2 =Va -V,

determina um tensor Ag; € Homeeo (ar)(T'(E), AY(TM*, E)).
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Demonstragao. Seja {s1, -, 8} um referencial local induzido por uma carta trivializadora de F,
entao temos

Vi(s) = Zdaj ® s+ ajVZ(sj)

j=1
m m )

= da'®@s;i+ Y |wiljal ®s;
i=1 ij=1

m

m
- z; da’ + z; [wg];. a | ®s;
i= j=

para toda secdo local s = >_ a’ s;, £ =1,2. Dessa forma,

m

An(s) = Y (lwal) — lonl}) o @ 85 = (w2 — 1) ().

i,j=1

Segue o resultado desejado. m

O tensor acima é chamado de tensor diferenga entre Vs e V1. No caso particular em que E é
o fibrado trivial e V; := V é a derivagao covariante (flat) canénica, entdo A := Ag; serd chamado
de campo de calibre de V5. A demonstragao do resultado acima mostra que o mapa

®:  Homew(y)(D(E), ATM*, E)) —s AY(TM*, Hom(E))
AQl — A21 =Wy — Wi,

¢ um isomorfismo de C*°(M)-mddulos.

Lema 3.15 Seja E um fibrado vetorial V1, Vo conexdes em E e V{{Om, vgom as conexoes induzidas
em Hom(FE), respectivamente. Se Ayy = Vo — V1, entdo

Vo = VI = [Agy, ]

Demonstragao. Sendo T € A°(TM*, Hom(FE)), precisamos mostrar que
viem(y — vHom(T) = [Ay), T) = Ay AT — T A Ay
Segue da defini¢ao de V}°™ que
VIS(T) (s) = Vo x (T(s) - T(Vex(s)), €=1,2,
para todo X € X(M), s € T'(FE). Assim,
(VAH(T) = VIR (T)) (8) = (Vax — Vix) (T(s)) = T(Va,x(s) = Vix(s))
= (A x T —T- Az x)(s).

para todo X € X(M), s € T'(E) e T € A°(TM*,Hom(E)). Segue o resultado desejado. m
Proposicao 3.16 Seja E um fibrado vetorial munido das conexdes lineares V1, Vg, entao

dy,aa =dv,aa+ Ay N
para todo o € AF(TM*, E). Mais ainda,

dyponT = dguonT + [Az, T

para todo T € A°(TM*,Hom(E)).
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Demonstracao. Em ambos os casos, por uma questao de lineraridade, basta considerar o caso de
geradores. Vejamos a primeira afirmagao. Sendo o = o' ® s; uma E-forma de grau k, entao

dy,o = dv, (ai ® s')
=da'® s; + (—1)*a’ AV (s;)
=da' @ s; + (1) a’ A (V1 + Az) (s4)
=da' @ s; 4+ (—1)Fa' AV (85) + Agp (85) A
=dy, (&' ®s;) + An A (0’ ® s;)
=dv,a+ Ay N,
de onde segue a primeira afirmacao do enunciado. Vejamos agora a segunda afirmagao. Sendo
T = o* ® T; uma Hom(FE)-forma de grau k, entao segue do Lema 3.15 que
deoan deorn (a T, )
=da' @T; + (=1)ka’ A VIR (T))
=da' @T; + (— 1)’“ A vHom( D)+ (=D)*a’ A [Agy, T
= dgon (o @ Ti) + (—1)* o’ A (An T — T Ag1)
= dyion (' ®T;) + A21 Ala @T;) + (-1)" (o' @ T;) A Ay
= dytiom (T) + Aoy AT + (1) T A Ay,
= dynonT + [A21, T7.

o'
o'

Lema 3.17 Sendo o uma E-forma e T, S duas Hom(E)-formas, entdo temos
ANSANa)=TANSAc.

Demonstragao. Mais uma vez, devido a linearidade da relagao, basta-nos verificar o resultado para
T=T®w,S=5S®nea=s®a. Assim, temos

(Sha)=Teow)A[(Se@n) A(s® a)
(T@w)A[(S(s)® (nA )]
=(TS)(s)@[wn(nAa)
=TS)@wAn)A(s®a)

=TASNAa.

Proposigao 3.18 Seja E um fibrado vetorial munido das conexdes lineares V1, Vo com curvaturas
dadas, respectivamente, por Ry, Ry € A?(TM*,Hom(E)), entdo

Ry, = R, + dvI{IomAgl + Ao A Ao,
Em particular, se E é um fibrado munido de uma conexdo linear flat Vg, entdo
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Demonstragao. Segue da Proposigao 3.8 que d%za = Ry AN, £ =1,2. Por outro lado, segue das
Proposigoes 3.8, 3.9 e 3.16 e do Lema 3.17 que
RoNa=dy, o

= dv, (dv, @)

=dy, (dv,a + As; A @)

=dy, (dv,a) + dv, (A1 N @)

=dv, (dv,a) + Ao1 Adv,a+dy, (Aa1 A ) + Aa1 A (Ag A o)

=dy,a+ Ay Ndy,a + dgrom Ag1 A & — Agy N dy, a+ (Ag1 A Ag1) A

=d3 o+ dgrom Ag1 A e+ (A1 A Agi) A

= (R1 =+ dVII—IOmAzl N o+ (A21 N Agl)) N

para todo a« € A(TM*, E); concluimos entao o resultado desejado. m

Lema 3.19 Sendo o uma Hom(E)-forma, entdo temos
[a,a A a] = 0.
Demonstragao. Seja o uma k-forma, entao segue da Proposicao 3.11
[, aha] =ah (ana)+ (-1 ana)Aa

=aAh(aha)— (aha) A\«
=0.

3.8 Meétrica no espago de k-formas

Seja E um espago vetorial de dimensao finita dotado de uma métrica g = (-,-), entdo a fungao
qg: E — R, dada por g(e) = (e, e), serd chamada de forma quadrética induzida por por g. Neste
caso, diremos que e é um vetor de tipo luz com respeito & g se g(e) = 0. Por outro lado, v serd
dito um vetor unitario se ¢(v) = £1. Assim, uma base € = {e1,--- ,e,} de E serd dita ortonormal
se se os seus vetores sao dois a dois ortogonais e todos unitérios.

Proposicao 3.20 Seja E um espago vetorial n-dimensional e g = (-,-) € T"2(E) um tensor si-
métrico de posto r, i.e., um mapa e € E — g(e,-) € E* com posto r. Entdo, existe uma base

ordenada {e1,--- ,e,} de E com base dual {e',--- e} de modo que
T
g= Z cie' ®e',
i=1

ondec; ==+l er <n.

Demonstragao. Supondo g # 0, entdo existe e; € E tal que g(er,e1) # 0. Seja ¢c1 = g(ey, e1), sem
perca de generalidade, podemos redimensionar para que ¢; = £1. Dai, definimos F; como o espago
vetorial gerado por e; e E; = {e € E, g(e1,e) = 0}. E evidente que E1NE, = @, ou seja, caso z € E
entdo z —c19(z,e1)e; € Es. Sendo assim, E = E1 ® F>. Da mesma forma, caso g # 0 em Es, existe
es € Fs tal que c; = g(ea,e2) = 1. Como feito anteriomente, seja E3 = {e € Fa, g(es,e) = 0},
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obtemos que E = E; & F> & E3. Repetindo esse processo recursivamente encontramos uma base
{e1,...,en} de E como queriamos. m

O resultado anterior nos diz que na base € = {e1,- - , e, } a matriz de g se escreve na forma
4 0 -+ 0 0 -+ 0
0 ¢ - 0 0 -+ 0
0 O ¢ 0 -+ 0
0 0 0 0 0
O 0 --- 0 0 --- 0
A base {e1, - ,e,} serd chamada de g-ortonormal. Além disso, o nimero de vetores de base para
os quais g(e;, e;) = 1 (resp., g(e;, e;) = —1) é tnico e coincide com a dimensdo maxima de qualquer

subespago no qual a restri¢ao de g é positiva (resp., negativa) definida. O niimero s = o nimero de
+1’s menos o nimero de —1’s é chamado de assinatura de g. O nimero de —1 é chamado de indice
de g e serd denotado por Ind(g). Note que no caso em tela, o vetores do tipo luz serdo gerados por

{67’-‘,-17 tee 7611}'

Coroldrio 3.21 (Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt). Seja E um espago ve-
torial real dotado de um produto interno de assinatura s. Se {vi,---,v,} € uma base para E |
entao E possui uma base ortonormal {e1, - ,en} tal que e; € uma combinagao linear dos vetores
{v1,--+ ,un} com coeficientes que sdo fungdes racionais dos produtos escalares (v;,v;) e nenhum
e; € do tipo luz.

Demonstragao. Veja [6, p. 155]. m

Seja E um espago vetorial munido de um tensor simétrico e nao degenerado g = (-,-) € T*2(E),
vamos estabelecer um isomorfismo entre £ e E* induzido por essa métrica. De fato, chamamos de
operador bemol induzido por g a aplicagao linear

. E — E*
e — €

onde €”(e’) = g(e, e’) para todo ¢’ € E. Segue do fato de g ser ndo degenerada que este operador
define um isomorfismo linear, cuja inversa serd chamado de operador sustenido.! Um cdlculo
imediato mostra que tal operador assume a forma
. EB* — E*
a — af

onde g(af,e) = a(e) para todo e € E. Dessa forma, o produto interno em A'(E*) ¢é definido de
maneira natural por

(w,m) = (W, 1)
Isso induz um produto interno em A*(E*) definido por
<w1/\---/\wk,n1/\---/\nk>zdet [<wi,nj>], (3.2)
onde w!,--- ,wk n', ... nF sdo 1-formas, que pode ser estendido a todas a k-formas por linerari-

dade. Deixamos como exercicio para o leitor a verificagao de que esta aplicagao define de fato um
produto interno.

1A motivacdo para esta nomenclarura estéd relacionada aos simbolos que descrevem a elevacio ou abaixamento
de uma nota musical.
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Proposicao 3.22 Seja E um espago vetorial orientado n-dimensional, g = (-,-) € T*2(E) um tensor
simétrico ndo degenerado (i.e., uma métrica em E) e dVy a forma de volume de E associada a g,
entdo existe um tnico isomorfismo *: A¥(E*) — A"~*(E*) satisfazendo

aA*B = (a,B)dV, para todo o, B € A*(E®). (3.3)

Se {e1, -+ ,e,} € uma base g-ortonormal positivamente orientada de E e {e',--- e} € sua base
dual, entdo

*(601 ARRRRA eo'k) =Coy " cUk(_1>o(eUk+1 ASERRA effn)’ (34)

onde g € Sy, 01 < <0 €01 <+ < 0Op.

Demonstragao. Comecemos observando que o mapa *: A*(E*) — A" F(E*) dado por (3.4) define
uma transformagao linear. Para mostrar que * é um isomorfimo, basta observar que a trasformagao
linear dada por * (e, A-+-Aey,) = m&m A+ Aey,) € sua inversa. Vamos agora

mostrar a unicidade. Suponha que x: A¥(E*) — A"~%(E*) é um isomorfismo (linear) satisfazendo
(3.3). Tome 8 = €5, A+ Ney, € x = €;; N+ Ae;, tal que iy < -+ < ip. Por uma questao
combinatorial, & A x8 = 0, a menos que (i1, --,ix) = (01, ,0%). Mas observe que *3 =
Copiy N+ Neg,, onde c € R. Em particular, f A« = ¢(—1)7dV,. Por outro lado, segue de
(3.2) que (B,8) = ¢y, -+ €5, - Dessa forma, a equagdo (3.3) assegura que ¢ = ¢, - - - o, (—1)7, i€,
*(€gy N+ Neg,) = Cop *++Cop (—1)7(€gypy A -+ A€o, ); de onde segue a unicidade do isomorfismo
linear satisfazendo (3.3). m

Podemos estender esses conceitos de maneira imediata para variedades diferencidaveis munidas
de uma métrica. Seja M uma variedade diferencidvel munida de um tensor bilinear nao degenerado
g=(-,-) € T%(TM), podemos estabelecer um isomorfismo entre X (M) e A'(TM*,R) induzido
por essa métrica. De fato, chamamos de operador bemol induzido por g a aplicagao linear

. X(M) — AYTM*R)
X  — X°

onde X*(Y) = ¢g(X,Y) para todo Y € X(M). Segue do fato de g ser nio degenerada que este ope-
rador define um isomorfismo linear, cuja inversa serd chamado de operador sustenido. Novamente,
um célculo imediato mostra que tal operador assume a forma
. AYTM*R) — X (M)
@ — at

onde g(a#, X) = a(X) para todo X € X(M). Assim sendo, a métrica em A*(TM*,R) é definida

or
’ (w.n) () = (W(p),n(p)), = (W () 7*(p)),,
onde (-,-), é o produto interno induzido na fibra AY(T,M*) por (3.2). Naturalmente, isso induz
uma métrica em A¥(TM* R) definida por

<w1/\~-~/\wk,n1/\-~-/\nk>:det [<wi,nj>], (3.5)
onde w', - Wk nl - nF e AY(TM* R), que pode ser estendida a todas as k-formas por linea-

ridade. Deixamos como exercicio para o leitor a verificacdo de que de essa aplicacao define de fato
uma métrica.

Proposigao 3.23 (Operador estrela de Hodge) Seja M uma variedade diferencidvel de dimensional
n, g = (-,-) € TO2(TM) uma métrica em M e dV, a forma de volume de M associada a g, entdo
eziste um tnico isomorfismo x: A¥(TM* R) — A""%(TM* R) satisfazendo a relacdo

a A *B = (a, B) dV, para todo o, B € A¥(TM*R).
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Se {e1,...,en} € um referencial g-ortonormal local positivamente orientado de TM e {e*,---  e"}
€ o referencial dual de TM*, entao

*(601 ARE /\efm) = Coy ...Cak(_]‘)g(edk-f-l /\'“/\edn)a
ondeo € S, 01 < <0 €041 <+ < 0Op.

Demonstragao. Basta usar a continuidade e o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt
como no caso de espacos vetoriais, a fim de obter um referencial ortonormal numa vizinhanga
de um ponto qualquer da variedade. A partir dai, a prova torna-se um corolario imediato da
Proposigao 3.22. =

Proposicao 3.24 Seja E um espaco vetorial n-dimensional orientado, g = (-,-) € T*2(E) um tensor
simétrico e ndo degenerado e dVy a forma de E volume induzida por g, entdo o operador estrela
de Hodge satisfaz as sequintes propriedades:

aANxf=xa B = (a,B)dV, (3.6)
w1 =dV,, *dV,=(-1)2d) (3.7)

wx = (—1)nd@) (1) k(=R (3.8)
(@, 8) = (=)™ (xa, %B) . (3.9)

quisquer que sejam a, B € AF(E*).

Demonstragao. A equacgao (3.6) segue diretamente da Proposicao 3.23 e da simetria {«, 8) = (8, «).
Para verificar (3.6), basta ver que *1 = (—=1)7(e1 A --- Aey) = dVy e *dV, = c1...cp(—1)7 =
(—1)I“d(9), onde o ¢ a identidade. Para a 2.6, seja o = ey, A -+ A ey,. Segue da Proposigao 3.23
que

*(01/\ A eUk) =Coy cUk<_1)U(eUk+1 ARERRA eUn)?

*[Ctn T cUk(_1)0(60k+1 ARRRNA ean)] =Coqy 'Cak(_l)g * (eak+1 ARRRNA ean)
= Coy " CoCopyy " o, (=1)7(=1)7 (6, A"+ Negy ).
Sendo 0’ = (0k41,-.-yOn, 01, .., Ok ), €NtAO temos
*[001 e cUk(_l)a(eUk+l ARRENA e(fn)] =Coy1 " CopCopyr " cffn(_1>U(_1)0(_1)k(n_k)(01/\ A effk)

=Cgy - Cﬂ'kco'k+1 . an(*l)k(nik) (01/\ e A egk)

= (~1)"O DEER A A e)
Por fim, vamos usar as equagoes (3.6) e (3.8) para mostrar (3.9). De fato,

(ka, #B) dVy = xa A * x 3 = (71)Ind(g)(71)k(n7k) Y
= (—1)@DB A xa
= (_1)Ind(g) <>|<a7 *ﬁ> dVg
]
Seja (M;g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensao 4. Diremos que uma 2-forma

w em M é autodual se
*W = W
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e que w ¢é antiautodual se

*wW = —Ww

Seja M uma variedade de dimensao n munida de uma métrica g com indice Ind(g) = p, entao fica
bem definido o operador codiferencial d*: A**Y(TM* R) — A*(TM*,R), dado por

d*w = (=1)PT" L e d 5 .
Proposigao 3.25 Seja M uma variedade de dimensao n munida de uma métrica g com indice
Ind(g) =p , entdo
d?=d* od* =0.

Demonstragao. Em vista de (3.8), basta usar a propriedade anédloga para a derivada exterior. m

O produto interno L? de formas diferenciais com suporte compacto é definido globalmente por

@i = [ Gom v,
M
quaisquer que sejam w,n € A¥(TM*,R).

Proposigao 3.26 (propriedade adjunta) Seja M uma variedade métrica (sem bordo), entdo o codi-
ferencial € o operador adjunto da derivada exterior com respeito & métrica L?. Mais precisamente,

(dw, 77>L2 = (w, d*n>L2
quaisquer que sejam w,n € A¥(TM* R).
Demonstragao. Segue da definigdo do operador codiferencial e das equagoes (3.6) e (3.8), que

—wA*d*n = —w A [(=1)PTF L sxd % 1)
— _(_1>p+nk+1(_1)k(n—k)+pw A d * n

= (=D wAdxn.

Portanto,

{dw, )z — {w, d™n) 12 :/ {dw,m)dVy = [ (w,d"n) AV,
M M

— [ o) - (. arnjav,

:/ dw A *1n—w A *d*n
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3.9 Fibrados munidos de uma métrica

Seja E um fibrado vetorial sobre M e considere o fibrado tensorial E*®@E* ~ T%2(E). Uma métrica
em E é uma secio global g € I'(E* ® E*) ~ I'"?(E) simétrica, ndo degenerada em cada ponto de
M. Um fibrado vetorial dotado de uma métrica serd chamado um fibrado vetorial métrico. Mais
precisamente, para cada p € M fica bem definida uma forma bilinear simétrica e nao degenerada
gp = {(-,) » ¢ Ep x Ep = R variando diferenciavelmente com p.

Proposicao 3.27 Todo fibrado vetorial métrico admite um referencial ortonormal de seg¢oes locais.

Demonstragao. Basta usar a continuidade e o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt
como no caso de espagos vetoriais, afim de obter um referencial ortonormal numa vizinhanca de
um ponto qualquer da variedade. m

Dado um fibrado vetorial métrico E, diremos que uma conexo linear V: I'(E) — AY(TM*, E)
¢ uma conexao linear métrica sobre E se

d(s1,82) = (Vs1,82) + (51, Vs2)
quaisquer que sejam 81, 83 € I'(E).

Proposicao 3.28 As matrizes de conexao e de curvatura de uma conexdo linear métrica em relagdo
a um referencial ortonormal de secoes locais sGo antissimétricas.

Demonstragao. Por definicao, temos
n
V(Sj) = ZUJ; [ S;.
i=0

Dessa forma, como (s;, s;) = 0;;, entdo temos

0 = d<S7;,Sj>
= (Vsi,85) + (si, Vs;)

= <wa & Sk,3j> + <si,wa & sk>
k=0 k=0
= wl (s 85) + )W (si8k)
k=0 k=0

n n
= waéh + waéik

k=0 k=0
= w; -

Utilizando o resultado anterior e a segunda equagao estrutural, obtemos

n
i i k
Qj—dwj—kg wi, A\ wj
k=0

n
— J k i
= —dw; — E w; A wp,
k=0

n
— J J k
= —dw;j — E wi, A w;
k=0

—
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]
Seja E um fibrado vetorial métrico sobre uma variedade métrica M. O produto interno de duas
k-formas assumindo valores em E, w ® s,w’ ® s’ € A¥(TM*, E) como sendo a fungio suave

(w®s,w ®s) = (ww)(ss).

Naturalmente, essa definigao pode ser estendida por linearidade a uma combinagao linear qualquer
de k-formas assumindo valores em E. De maneira analoga ao caso de k-formas ordinarias, podemos
definir o produto interno L? de formas assumindo valores em E através da relacdo

(w2 = /M (w,w')dV,

quisquer que sejam w,w’ € A¥(TM*, E). Em posse de uma métrica, podemos entdo definir o
operador estrela de Hodge para forma assumindo valores em E de maneira andloga ao caso de
formas ordindrias. De fato, o operador

x: ANTM,E) —  A¥(TM,E)

) ) (3.10)
wWw=w'®s; = Fkw=*kW"®Ss;

serd chamado de operador estrela de Hodge para formas assumindo valores no fibrado métrico E.2
Seja dy: A¥(TM*, E) — A¥(T'M*,E) a derivada exterior covariante de E-formas induzida pela
conexao linear V definida no fibrado F munido de uma métrica g com indice p = Ind(g), entao
definimos o operador codiferencial covariante induzido por g através da relagao

ds: AYTM,E) — AR(TM, E)

w o (=)PERE L s dy x w,

onde n = dim M.

Proposicao 3.29 Seja E um fibrado métrico sobre uma variedade métrica orientada (sem bordo),
entdo o codiferencial covariante € o operador adjunto da derivada exterior covariante com respeito
& métrica L?. Mais precisamente,

(dvw,m) > = (w,dym) 2
quaisquer que sejam w,n € AF(TM* E).

Demonstragao. Pela linearidade de dv e dy,;, basta-nos mostrar o enunciado para w,n € A¥(TM*, E)
da forma w = w' ® 8; e § = N ® e;, onde s;,e; € ['(E). Por definicdo, temos

dyw = dy(w' ® 5;) = dw' @ s; + (—1)*w’ A V(s;),

*

DPFRL s de * (n' @ e;)

-1)
_1)P+"k+1 * [(d % 77i) ®e; + _1)n_k(*77i) AV (ei)]
-1)
-1)

—~~

PR s [(dxn') @ e + (1) (+n") A V(e;)]
1 pnk+1 (d % ni) ®e; + (71)p+nk+1+n7k(*ni) A V(ez)

2Note que a linearidade do operador estrela de Hodge definido para k-formas diferenciais garante que a definicao
anterior ndo depende do referencial local escolhido para o fibrado E.
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Dessa forma, obtemos

(dvw,m) 2 — (w,dgm) 12

= (dw' @ s; + (1) W' AV (s:),0" @ €;)
— (W' @ s, ()P (d ') @ € + (LPEEEHRTR ) AV (€d))
= dw' A *n' (s, ei>L2 + (=DFw  Adxn' (si,e4) 0
+ (=D)R (W' ') (V(si)sei) 2 + ( Lypink (wi *1)""“ xx1)") (51, V(ei)) 12
=d (W N *1) ) <3u€1>L2 +( < w5, n > ),€i) 2+ (si, V(€i))2)
= d((w" A*n") (si,€5)12)

]

Encerraremos esta secao definindo o laplaciano covariante de F-formas como sendo o operador

linear
A= dvod*v—‘rd*vodv

3.10 G-Conexoes em (G-Fibrados Vetoriais

Diremos que um fibrado vetorial £ é um G-fibrado vetorial, se as aplica¢oes de transicao de um
atlas fibrado de E se reduzirem ao subgrupo G C GL(n,R). Seja E um G-fibrado vetorial, entao
uma conexao V em F é uma G-conexao se sua matriz de conexao para qualquer carta do fibrado
estd em g. O conjunto das G-conexdes sobre o fibrado métrico E serd denotado por Conxg(E).
Seja E um G-fibrado métrico, entao o grupo de transformacgoes de calibre de E é o conjunto das
segoes do fibrado Hom(E) que associa a dada p € M um isomorfismo de E,, que preserva a métrica,
ie.,

Gk = {T € Hom(E) : T), € GL(E,) Vp € M, <Tp(5p)an(3p)>Ep = <3pv'3p>Ep} J

onde GL(V') denota o grupo de isomorfismos do espago vetorial V. Sendo T' € Gg e V um conexao
em F, entao podemos obter uma outra conexao em F induzida por T através da relacao

V'(s) = ToVoT \(s),

i.e., tal que o diagrama abaixo comute

I'E) ——T(E)
Tl JT
Vi
I'E) ——T(E)
Proposicao 3.30 Se V ¢ uma G-conezdo, entdo VT também é uma G-conexdo.
Demonstragao. A prova é deixada como exercicio. ®

Proposigao 3.31 Sejam E, F sdao espagos vetoriais com uma métrica g = (-,-) de indice p = Ind(g)

eec={ey, - ,em} uma base ortonormal para E. Entio a aplicagdo
s Vom(m,py .  Hom(E, F) x Hom(E, F) — R
(T,71) = AT T gom(e, ) = 2ie1 (T(ed), T'(e3))

induz uma métrica de indice p no espago vetorial (de dimensdao finita) Hom(E, F'). Além disso, tal
aplicagao independe da base ortonormal escolhida.
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Demonstragao. Por hipétese g = (-,-) é uma métrica nos espagos E e F. Vamos mostrar que
(-, ->Hom(E ) € um 2-tensor. Sejaa € Re Q,R,T € Hom(E, F), entao temos

'MS

@@+ ). T gompry = D (0(Q + R)(ei). T(er))

||

(Q+ R)(ei), T(e)) p

- ai (Q(es) + R(ei), T(ei))

- ai[(@(ez),T(ei»F + (R(ei), T(ei)) p]

- aéKQ(ez),T(ei»F + (R(ei), T(e:))

- a[i (Q(e:), T(e:)) p + i: (R(e:),T(e:)) )

= Oé[<Q T>Hom(E F) + <R7 T>Hom(E,F)]

Supondo € = {e1,--- ,em} ee ={e}, -, e}, } duas bases ortonormais para E, podemos escrever
m
!/ J, .
€; = E 9 €55
=1

onde g = (g;) é a martiz ortogonal, tal que

m
5; - 27 ] <Zgl 6k’zgzej> - Z gzk ek’el Z gf 5kl Zgz gj-

Py k=1
Assim,
(T T o,y = D (T(E). T (E0)
=3 <T(Z grer), T'(> gfel)>
i=1 k=1 =1 F
= Z nggf(skl (T(ex), T (e1)) o
k,l=11=1
= 6 (T(er), T'(e1))
k=1
=> (T(er), T’ (1)) p
k=1
n

Portanto, se E é um fibrado métrico, entdo a métrica de E induz uma métrica em Hom(FE)
da seguinte forma: sendo {ej,--- , e, } uma referencial ortonormal local numa avizinhanga de p,
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entao

m

<T’ T/>Hom(E) = Z <T(ei)7 T/(ei)>E .

=1

para todo T, T € Hom(FE). Um cédlculo imediato mostra que essa métrica nido depende da escolha
do referencial ortonormal local escolhido.

Sendo Hom(E) um fibrado vetorial sobre M, entdo o operador estrela de Hodge® para k-formas
assumindo valores em Hom(E) fica bem determinado através da relagao nos geradores dada por

x:  A¥(TM,Hom(E)) — A*¥(TM,Hom(E))

. _ (3.11)
T=uwoT; 5 «T = ' @ T,

Seja dymom : A¥(TM*, Hom(E)) — A¥(TM*,Hom(FE)) a derivada exterior covariante de Hom(E)-
formas induzida pela conexao linear V definida no fibrado £ munido de uma métrica g com indice
p = Ind(g), entdo definimos o operador codiferencial covariante induzido através da relagao

donom:  AH(TM* Hom(E)) —  AFTM*,Hom(E))
T o (=1l do « T,

onde n = dim M. Analogamemente, o laplaciano covariante de Hom(FE)-formas é definidor por

A = om0 dotiom + Agtiom © dytom.

Proposigao 3.32 Seja E um fibrado métrico sobre uma variedade métrica orientada (sem bordo),
entdo o codiferencial covariante € o operador adjunto da derivada exterior covariante com respeito
& métrica L?. Mais precisamente,

<dVT, S>L2 - <T, d*VS>L2

quaisquer que sejam T, S € A¥(TM* , Hom(E)).

Demonstragao. Segue imediatamente das Proposicoes 3.29 € 3.31. =

Proposicao 3.33 A norma da curvatura é um invariante por transformacdes de calibre. Mais preci-
samente, se E € um fibrado métrico sobre uma variedade métrica M, T € G uma transformacao
de calibre ¢ RY € A*(TM*,Hom(E)) o tensor de curvatura de uma conexdo G-conexio linear
métrica V. Entdo

="

=[]

Demonstragao. Seja T € G, sabemos que T preserva a métrica. Portanto, se {s;} é um referencial

3Note que a linearidade do operador estrela de Hodge definido para k-formas diferenciais garante que a definicao
anterior ndo depende do referencial local escolhido para o fibrado Hom(E).
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ortonormal de secdes, entdo {T~1(s;)} também é um referecncial ortonormal. Assim,

HRdvTHQ _ <RdvT,RdvT>

Hom
= Z <RdVT(Si)7 RdVT(Si)>E

3.11 O funcional de Yang-Mills

Seja E um fibrado métrico sobre uma variedade métrica orientada M, entao o funcional de Yang-
Mills (acao, ou lagrangiano de Yang-Mills) é o funcional Y M: Conxg(E) — R dado por

IYM(V) = %/M HRVHQdVg, (3.12)

onde Conxg(F) denota o conjunto das G-conexdes sobre o fibrado métrico E. Dizemos que uma
conexao em F é uma conexao de Yang-Mills se ela é um ponto critico do funcional de Yang-Mills.

Lema 3.34 Sendo RV a curvtura da conexio ¥V no fibrado vetorial métrico E, entdo temos
2

faeon ), |

o B |

e’

Demonstragao. Segue imediatamente da propriedade adjunta (Proposigao 3.26) e da segunda
identidade de Bianchi (Proposicao 3.10) que

(SR, = e () ), (s ().

= (donn R, *VHO,,IRV>L2 + {dgnnRY, dgue RYRY )

L2
L2

2
* RV

Teorema 3.35 Seja V € uma conexao sobre o fibrado vetorial F, entdo as sequintes afirmacies sao
equivalentes:

(1). V é uma conexdo de Yang-Mills;
(2). donemRY = 0;

(3). AHmRY — (.
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Demonstragao. Dada uma conexao V, obtemos uma variagdo da conexao na direcao de uma 1-
forma arbitréria fixada A € AY(TM*,Hom(E)) (isto é, uma curva passando por V na direcio de
A) definindo para cada t € R a conexao

V.=V +tA.

Segue da Porposicao 3.16 que
dyv,a=dva+tANa

para todo a« € A(TM*, E). Por outro lado, a Proposigao 3.18 nos diz que
RY* = RY + tdgnom A +12AN A.

Dessa forma,

HRVt . HRVH2 +2(RY, dgnnA) o).

Hom(E)

Segue da da propriedade adjunta (Proposi¢ao 3.26) que

4y, o YM(V) Y M)
T L L
2120/ !

= g " <Rv’ deomA>Hom(E) Vo

=l M <d*VH°"’ RY, A>Hom(E) V-

Concluimos entao que V é uma conexao de Yang-Mills se, e somente se,

donom RY = 0.
Isso mostra que (1) e (2) sao equivalentes. Vamos agora mostrar a equivaléncia entre (2) e (3).
Segue da segunda identidade de Bianchi (Proposigao 3.10) que deomRv = 0. Dessa forma, se
d*vHDm RY = 0, entao

AHOmRv =5 dVHom (d*vHom Rv> + d*VHom (deom Rv) - 0.

Reciprocamente, se AHomRY — () entdo segue imediatamente do Lema anterior que

de onde segue que d*vaRv =0. m

2
d*chmRvH — <AH°"‘RV, RV> — 0’
L2 L2

A primeira equagdo do teorema anterior é chamada de equagao de Yang-Mills; a segunda
equacdo diz que a curvatura de uma conexao de Yang-Mills é uma Hom(F)-forma harmonica.

3.12 Instantons

Passemos agora a um estudo mais preciso das conexoes de Yang-Mills que se candidatam a minimos
locais para o funcional de Yang-Mills em variedades de dimensao 4.
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Sendo M é uma variedade compacta (sem bordo) suave de dimensdo 4 munida de uma mé-
trica riemanniana g, entdo segue de (cf. 3.8) que o operador estrela de Hodge *: A*(TM*, E) —
A=k (T M*, E) associado a essa métrica (3.10) satisfaz a relagdo x> = (—1)*. Em particular, esse
operador decompde A?(TM*, E) em dois subfibrados associados aos autovalores 41, respectiva-
mente:

A2(TM*,E) = A2(TM*,E) & A~ (TM*, E).

Note que essa decomposicao é ortogonal com respeito ao produto interno Ls ([26, p. 41]). Uma
FE-forma w de grau 2 é dita autodual se *w = w e antiautodual se *w = —w. Qualquer 2-forma w
assumindo valores em um fibrado vetorial E se decompée na forma

w=w+w, (3.13)

onde wt € A**T(TM* E) é chamada de componente autodual de w e w~ € A>~(TM* E) é
chamada de componente antiautodual de w, respectivamente. Observe que se RY for autodual
ou antiautodual como uma forma 2 assumindo valores em Hom(E), entao segue da identidade de
Bianchi que a equacao de Yang-Mills é automaticamente satisfeita. De fato,

+RY =+RY = dSRY =+ +dy * RY = £ xdy R = 0.

Dessa forma, diremos que uma conexdo linear suave V é um instanton se sua curvatura RV é
antiautodual, i.e., se
v _
R} =0.

Sem dificuldade se verifica que a decomposicao (3.13) é um invariante de calibre (e mesmo conforme
com respeito & métrica L?). Em particular, o conceito de instanton é invariante por transformacoes
de calibre. Decompondo a curvatura em suas componentes autodual e antiautodual, temos

e = [+ ]

L2

Entao, por intermédio da Proposigao 3.20, é possivel verificar que cada conexao antiautodual V é
um minimo absoluto para o funcional Yang-Mills.

Observagao 3.36 Note que Y M(V) coincide com a carga topoldgica do instanton V vezes 8m2.

(153, p. 9)).

E importante observar que é possivel construir conexdes de Yang-Mills que nao sao nem auto-
duais nem antiautoduais para vérias variedades de dimensao 4, sendo S* a mais interessante delas;
no entanto, essas solu¢oes nao minimizam (3.12). De fato, pelo menos para o grupo de calibres
SU(2), SU(3) e SO(4), pode-se mostrar que ndo hd minimos locais: qualquer ponto critico que
nao seja autodual nem antiautodual é instavel e deve ser um “ponto de sela” ([33],[8]).4

4Veremos mais adiante que precisaremos verificar a afirmacio acima para um subgrupo de SO(5).
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Capitulo 4

A conexao afim de Cartan e o fibrado
estendido

Iremos formalizar um conceito introduzido por E. Cartan em [14] de maneira informal. Salvo
engano, este conceito ainda nao foi formalizado na literatura especializada, i.e., o conceito de
conexao afim.

4.1 Conexoes afins e conexoes lineares no fibrado estendido

Comecemos recordando o conceito de conexdo linear'. Sendo M uma variedade diferencidvel e

7: E — M um fibrado vetorial de posto m, entdo diremos que uma aplicacio V: I'(E) — A (M; E)
é uma conexao linear em F se satisfazer as seguintes propriedades:

(i) V(s1+ 82) =V(s1)+ V(s2),
(i) V(f-s)=df @s+[-V(s),
quaisquer que sejam s, s1,82 € I'(E) e f € C*(M).

Assim, dada uma conexao linear V: I'(E) — AYTM*;E) e § € A(TM*; E) uma 1-forma
assumindo valores no fibrado F, entéo o par d := (V, 0) serd chamado de uma conexao afim sobre
E. No caso particular em que E =TM e 6(z) é a identidade de T M, esta conexdo serd chamada
de conexao de Levi-Civita ([14, §§ 16-28]) em T'M.

Sendo M uma variedade diferencidvel e 7: E — M um fibrado vetorial com grupo estrutural
G C GL(n,R) e atlas fibrado A = {(Uy, ¢a) : @ € A}, i.e., uma familia de difeomorfiosmos fibrados
ba: Ely, — Us x R™ tais que ¢pa(z,y) = (,9as(z) - y) para todo z € Ug, e y € R™, onde
gap(z) € G e R ~ Ry o fibrado em retas trivial sobre M, entdo a soma direta E=R ¢ F, munida
da aplicagao de projegao

7 E=R®E — M
(s,€) —  7(e)

e do atlas fibrado A = {(Ua,id®da) : a € A}, serd chamada de fibrado estendido de E. Em
particular, os cociclos associados a esse atlas sao da forma

Gap(7) = 1@ gup(r) €1® G C Ry ® GL(n,R).

1Na literatura corrente, tal conceito é conhecido como conexao afim. No entanto, esta nio é a definicio original
introduzida por Elie Cartan em [14, §§ 16 — 28].
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Dessa forma, sendo d = (V,6) uma conexao afim em FE, iremos construir uma conexao linear

V:T(E) = AY(TM*, E) no fibrado estendido E da forma como segue. Sendo ¢ = (81, 52, - , 8,)

um referencial local de E e sg = % o referencial candnico de TR, entdo denotaremos por § o

referencial local de E dado por < := (80,6) =(S0, 81,82, , 8,). Assim, se w = (w;;) é a forma de
conexao de V com respeito ao referencial g, i.e., Vs; =Y 1 | w;®8;, j =1,...,m, entao definimos
. n
V(sj) =) @®s;, j=0,...,m, (4.1)
i=0
onde
0 o0 0
~ _ (~ _ i )
wf(wj)f TR , Hfzizlﬁ ® s;.
0" W Wl

Em particular, 6(30) = 0. Vamos agora verificar que w satisfaz as condigdes de compatibilidade
de uma conexao linear.

Proposicao 4.1 A aplicagio V: T'(E) — AYTM*, E) dada por (4.1) define uma conexdo linear em
E.

Demonstragao. Primeiramente observe que se sg; = Eyzl(ga,ﬁ)zsa7j, entdo 0 € AY(TM*; E) se

escreve localmente na forma 6, = ZT:l 03, ® s84,j. Sendo assim, temos

U5 SUTRIES o] D STI) EERED o1 O S U LI
=1 =1 \j=1 j=1 \¢=1
Como 8g = 0, em Uyg = U, N Upg, entao 92 = z;};l(gm);jeg Em outras palavras, 6g = ¢gg,qa0q-

Além disso, sendo V uma conexao linear, entao wg = g;ﬁlwagag —i—g;édgag. Logo, se gga = 1D gaa
em U,g, entao temos

_ (0 0
YT 0w

0 0
B < 9;5904 g;éwagozﬁ +g;édgo¢,ﬁ )

_ ( 1 0 ) ( 0 0 )
0 g;é 9(1 Wagap + dgoz,ﬁ
1 0 0 0 1 0 0 0
(0 ot ) Con o )+ (o 0y ) (0 i)
(1 0 0 0 1 0 n 1 0 0
—\0 g;g 00 wa 0 gap 0 g;é 0

= g;ﬂlaagaﬂ + g;édga,@

)
dga,ﬁ

A conexao linear V: T'(E) — A(M, E) sera chamada de conexao linear em E induzida pela
conexao afim d = (V, 0).
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4.2 O transporte paralelo em um fibrado vetorial
Iremos agora recordar o conceito de transporte paralelo numa conexao linear. Sendo F um fibrado

vetorial sobre M, V: I'(E) — AY(TM*; E) uma conexao linear e ¢ = (81, , 8,) um referencial
local, entdo a derivada de uma secdo local s = > | a;s; assume a forma

V(s) = Zdaj ®s;j+a;V(s;)

Jj=1
n n n
= E da; ® 8; + E E a;jwi; @ 8;
i=1 j=11i=1

n n
= E daz+ E ajwij S;
i=1 j=1

Sendo w: E — M um fibrado vetorial e «v: I — M uma curva diferencidvel, diremos que uma
aplicagao diferencidvel s: I — E| ;) é uma segao ao longo de de v se s(t) € Ey«) = 7 (y(¢))
para todo t € I. Por analogia, definiremos a derivada covariante de uma se¢ao ao longo de uma
curva da seguinte formas:

Definigao 4.2 Sendo V uma conezxdo linear sobre o fibrado vetorial w: £ — M, v: I — M uma
curva diferencidvel e s: I — E uma se¢do ao longo de vy, entdo a aplica¢do

n

=V(s(t) -7 (t) =) | ai(t) + Zaj (Owii (7(1)) - 7'(E) | s (4.2)

i=1

Ds(t)

serd chamada de derivada covariante de s(t) = Y. a;(t)s; com respeito a V.? Além disso,
diremos que s(t) é uma se¢do paralela ao longo de v se
Ds(t)
dt

=0, Vtel.

Dessa forma, sabemos do estudo das EDOs homogéneas que para todo v € FE, ;) existe uma
Unica secao paralela s(t) ao longo de y(t) de tal forma que s(tp) = v. Sendo assim, s(t1) serd o
transporte paralelo de v ao longo de ~(¢), I = [to,t1]. Em particular, se V é uma conexao linear
no espaco tangente T M, diremos que v é uma curva geodésica com respeito a V se +/(t) for uma
secao paralela ao longo de ~(t).

4.3 O deslocamento de Cartan de uma conexao afim

A defini¢do original de Cartan pressupunha escolher um referencial e a partir dele integrar as
solugoes locais dadas em termos dos coeficientes de um sec¢ao do fibrado tangente ao longo de uma
curva diferencidvel por partes ([14, § 28]). Acontece que ndo é possivel definir uma integracgao
de forma assumindo valores num fibrado vetorial de maneira a independer do referencial local
escolhido, o que levou alguns especialistas a crer que essa definigao so faria sentido localmente e
dependeria do referencial local escolhido. Acontece que Cartan se referenciava explicitamente a
uma construgao global independente de referencial ([14, §§ 28-29]). Mostraremos aqui que o uso
do transporte paralelo da conex&o linear no fibrado estendido nos fornecerd a independéncia de
referencial desejada na construgao do deslocamento de Cartan.

2Aqui estamos usando o abuso de notagdo s(t) = Y1, a;(t)s;, onde a;(t) := a; o y(¢), a;: v(I) — R.
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Sendo d = (V,0) uma conexdo afim sobre o fibrado vetorial E, considere o fibrado estendido
E =R x E e nele a conexdo conexao linear V: I'(E) — AY(TM*, E) induzida por d = (V,6).
Logo, a derivada covariante assume a forma local dada por

Do) _ Sy -+

= a(t)so + Z a;(t) + ao(t)0: (v(t)) - 7' () + Z a;(t)wi (Y() - 7' (1) | si (4.3)

Concluimos entéao que a derivada covariante de $(t) se anula se, e somente se,

ag = const,
{ a;(t) + ao(£)0i(v(£)) -7/ (t) + 25—y a;()wi; (v(1)) - 7'(t) = 0.

para todo ¢ = 1,...,n. Em particular, o transporte paralelo de (1,v) € E;(to) ao longo de ()
é da forma s(t1) = (L,w) € E‘;(tl). Assim sendo, w = m2(8(t1)) é o deslocamento de Cartan de
v = ma(S(tg)), onde 7y : E=ROFE sRem: E=R®FE — E sio as projecoes no primeiro e
segundo fatores de R @ FE, respectivamente.

A argumentacao acima, em termos do transporte paralelo no fibrado estendido, mostra que a
defini¢ao do deslocamento de Cartan nao depende do referencial escolhido. Concluimos entao que
o deslocamento de Cartan se da por sucessivas composigoes de aplicagoes que assumem localmente
a forma da solugao da EDO linear

l'/l all(t) s all(t) I bl

s, an1(t) - ann(t) Tn by,

onde (1) = ag(t), ai;(t) = —wi; (7(t)) - 7' () e bi(t) = —aobi(v(t)) - ¥ ().

Sendo M uma variedade e V uma conexao em T'M, entao podemos dizer, por abuso de lin-
guagem, que V define uma conexao linear em T'M. Dessa forma, sendo M = Rx M e v: I — M
uma curva em M, entdo a curva ¥,: I — M, dada por 7,(t) = (a,7(t)), serd chamada de curva
estendida de v em M por a € R. Sendo assim, diremos que -y é uma curva geodésica com respeito a
conexao afim d = (V,0) em T M se 71 (t) for uma geodésica com respeito & conexao linear induzida
V no espago tangente estendido m, i.e., se

D1 (t)
dt

=V ®) A1 (8) =0, V€ T.

Vejamos agora como se comportam as geodésicas no caso particular da conexao mecanica de
Cartan.

Exemplo 4.3 Seja d = (V,0) a conexdao afim galileana dada no Exemplo 2.9, i.e., a conexdo cuja
matriz de conexdo na base candnica de R* assume a forma

0" =dzt, i=0,1,2,3,

0
i —Aldxo
(w)) = —A?%dz?
—A3da0

OO OO
o O OO
O O OO
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Entdo a matriz da conexio linear V: T'(E) — AY(TM*,E) induzida por d = (V,0) assume a
forma

0 0 0 0 0
da® 0 0 0 0
O=| dxt —Aldz® 0 0 0
dz? —A%d2° 0 0 0
de® —A3%d2° 0 0 0
Passemos entao ao cdlculo das geodésica com respeito a conexdo V. Para isso vamos calcular
D'th(t), onde v_1 = 1. Segue de (4.3) que
Dv'(1) - - °
o = Ga)soa+ DO AL B da (v(1) A () + DA Owi(v(1) A (1) | s
i=0 j=0
3 _ 3
t)s 1+ W () + AL (B da (7)) - () + DA Owis (1) - (1) | s
i=0 j=0
ou seja,
Dy'(t) _
" )s- 1+Z O (10)) (0 + (o0 7' (1) 54
t)s—1+ Z )+ 70 (Hwio(v(2) - 7' (t)) si
Fazendo D'Zl/t(t) = 0, basta resolver
3
() +(Dwio(v(1)) -7 () si = 0. (4.4)
=0
Mas esta equacdo equivale a
3 3
> () - => (v A A’ (4(1)) -7 (£)) i = 0

i=1 =1

Note que quando i = 0 em (4.4), v (t)so = 0. Portanto, v,(t) = co, onde ¢y € uma constante.
Substituindo na equacdo acima, obtemos

3
Z AlCO))ZO

=1

Portanto, temos »
7 () — A'co)? = 0

. 2
Em particular caso A* seja constante, chegamos em v;(t) = m

+ ¢, parai=1,2,3. Logo,

A (cot
y#)=1-s_1+cot - so—i-Z((;O)—&—c)si.
i=1

Observagao 4.4 Note que a ultima equacao acima se assemelha a equacao de Torricells.
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4.4 Deslocamento de Cartan em uma conexao que geometriza o
sistema newtoniano

Segue do estudo realizado na Secao 2.2 que uma matriz de conexao que geometriza o sistema
mecanico newtoniano se escreve na forma

0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
dz” 0 0O 0 O dz® 0 0 0 0
w = 9; wé + T]é ni 17% 77% = 9; wé wi wé wé , (4.5)
0 wygt+my miomy oM 0° wyg wi wp wj
0> wHny o om om3 0 =y wi wi wi

onde a condigoes de Cartan e Galileu nos dizem que

wh=—A;d2°, i=1,2,3,

w§:0, seit=0ej7=0,1,2,3
J 3 : : )
= Ykoo Padat, @y =~

Passemos entédo ao cédlculo do deslocamento de Cartan (“geodésica”) com respeito & conexao V.
Iniciemos calculando D'th(t), onde y_1; = 1. Segue de (4.3) que

DY s+ 3 (10042400 G0) 0+ 3 0msr®) 0 |

i=0 j=0

3
D Os—1 Y [ WO+ DO (r(E) A () ]
i=0

3 3
TiBs_1+ > WO+ O () - (1) + D@ (®) A () | si
i=0 j=1
3
Z % (8) +70(t) (W +m5) (v(t +Z% i (v(#) -y (1) | i

Mas, observe que

Y0(t) (wo +m5) (v(8) - (t) = ( ¢o0—A") + Z o, rde ) (t) -~ (t)
(Sﬁoo +Z%kd9€ > (1) -~ (¢)
= —A(v(t))o(t) + (Z 6 rdz" ) (v(1)) -~ (t)
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Por outro lado,

k=0
3
=& pdat (y(1) - (1)
k=0
3
=D @5 () (t)
k=0

Portanto,

=0
3 3

=D | W O-A GO0+ Y @l (EE) | i
i=0 j,k=0

Utilizando a condigio de geometrizacio de Cartan (2.5), obtemos ~/ (t)—A*(y(t)) =0, i = 1,2, 3.
Em resumo, acabamos de mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.5 Se w é uma conerdo que geometriza o sistema mecdnico newtoniano, entao o desco-
lamento de Cartan coindice com a trajetoria dada pela sequnda lei de Newton. Mais precisamente,

7 (1) A'(y(t) = 0.

O resultado acima mostra que a estratégia de estudar os deslocamentos de Cartan para conexoes
que geometrizam o sistema mecanico newtoniano possuem sentido fisico. Observe ainda que as
condicbes de Cartan nos levam a equagdo do movimento e sdo necessarias para que a conexao
possa geometrizar o sistema mecanico newtoniano. Dessa forma, torna-se natural o seguinte:

Problema 4.6 Uma conexdo ASD (ou de Yang-Mills) satisfaz a condi¢do de geometrizagdo de Car-
tan?

4.5 Conexoes de Yang-Mills no fibrado tangente estendido

Sendo M = R*, entdo E = TM se torna automaticamente um fibrado métrico com métrica
euclideada induzida nas fibras gg := (-,-)p : E X E — R. Assim, definimos a métrica natural em
E=R® FE, dada por

95 = (g ExE — R
((s,0),(s",0") +— (s+5)+(v,0)p.

Note que tanto gr quanto gz sao métricas nao degeneradas de indice nulo. Em particular,
(_1)Ind(gE) — (_1)Ind(gE) = 0.

Exemplo 4.7 Seja d = (V,0) a conezxdo afim galileana dada no Exemplo 2.9, i.e., a conexdo cuja
matriz de conexdo na base canénica de R* assume a forma

0t =ds*, i=0,1,2,3,
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V a conexdo linear induzida no fibrado estendido e : A*(TM*,
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0 00 0
o | —A%2® 0 0 0
(«5) —A%2dz° 0 0 0

“A3%dz® 0 0 0

E) — A**(TM*,E) o operador

de Hodge induzido pela métrica gg. Faremos entao o cdlculos sequintes:

1. O resultado do operador de Hodge em AY(TM*,E), i.e

2. O resultado do operador de Hodge em A?(TM*, E),

3. *kdygHom * RY ;

wdz', i=0,1,2,3;

*(dx' A da?),

4. Iremos verificar que d*vHomRv #£0;

5. Iremos calcular HR%HE

i,j=0,1,...

i.e., calcule

2,3;

Comecemos cosiderando R* dotado do produto interno candnico com o sistema de coordenadas

Logo,

(twrayﬂz): xr,xr ,r ,T

dV = da® A dzt A d2? A da?

(0 1 .2 3).

¢ a forma de volume induzida por essa métrica. Assim, seque da Proposi¢ao (3.23) que

uma vez que

xdz? =

wdax!

*dx?

r\/\/\/\

wda® =

#(de® A dxt') =
*(da® A da?)
#(dz¥ A da®) =

—1)O123) gt A da? A da® = dat A dx® A da®,
—1)1023) 420 A da? A dx® = —dz® A da® A da?,

_1)3:0.1,

(~1)©@213dg! A da®

)
1)(2013d1‘ Adzt Ada?® = da® A dat A da®,
) Dda® A dat A dx? = —dx® A dat A da®.

(—1)(0’1’2"3)da:2 Adx® = dz? A dax®,
= —daz! A da?,
(—1)(0’3’1"2)da:1 A dz? = dzt A da?,

(dzt A dx?) = (=1)32099dz0 A da® = da® A da®,
(da' A da®) = (=1)130D @0 A da? = —da® A da?,
(dz? A da®) = (=1)Z30D g0 A dat = da® A dat,

_]_’
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(_1)(0,2,173) _ (_1)1(_1)(0,172,3) — _1’
(_1)(0,3,1,2) _ (_1)2(_1)(0,1,2,3) =1

)

(_1)(1,2,0,3) — (_1)2(_1)(0,1,2,3) =1
(_1)(1,3,0,2) _ (_1)2(_1)(1,072,3) _ (

(DD O — 1,

(_1)(273,0,1) — (_1)2(_1)(2,0,1,3) — (_1)2( 1)2(_1)(0,1,2,3) — 1

Isso responde os itens 1) e 2).
Sendo v: R* < R® a aplicagdo de inclusio dada por i(zo,x1, 2, 13) = (1,20, 21,79, 73), entdo
tomamos E = 1*(TR®). Nesse caso, a base canonica {€_1,eq,e1,es,e3} forma um referecncial

7

ortonormal global de E. Passemos agora ao cdlculo de RY. Para isso, devemos recordar que a
expressao da matriz de conexao de V € dada por (ver 7.1)

0 0 0 00
dax” 0 0 0 O
o=\ dzt —-A'd2® 0 0 0 (4.6)
dz? —A%d2° 0 0 0
de? —A3dz° 0 0 0
Seque da equacdo estrutural de Cartan que a matriz de curvatura de V € dada por
Q=do+TAD
0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 00 da® 0 0 00 dax” 0 0
=] 0 —dA'Adz® 0 0 0 [+ | dot —A%2® 0 0 0 [ A]| daxt —Ald2® 0 0
0 —dA?2Adz® 0 0 0 de? —A%d2° 0 0 0 dr? —A%dz° 0 0
0 —dA3Adz® 0 0 0 de3 —A3dz° 0 0 0 drd3 —A3dz° 0 0
0 0 0 0 O 0 00 0 O
0 0 0 0 O 0 00 0 O
= 0 —dA*Adz® 0 0 0 |+ | —A'da®Ad2® 0 0 0 0
0 —dA?Adz® 0 0 0 —A%dz®ANdz® 0 0 0 0
0 —dA*Adz® 0 0 0 —A3dz®Adz® 0 0 0 0
0 0 0 00
0 0 0 00
=] 0 d®AdA* 0 0 O
0 dz®AdA? 0 0 0
0 dz®AdA® 0 0 0
Dessa forma, seque de (3.1) que essa matriz representa RY no referencial {T; ; : j = —1,0,...,3},

onde T'; ; € representado na base ¢ = {e_1,eq,- -

exceto aquela de linha © e coluna j, que assume valor 1. Em outras palavras,

ou ainda

0 0 00 0

o 0 0 00 0
[RV] —0=1| 0 d®rnda’ 0 0 o |,

: 0 da®AdA2 0 0 0

0 da®AdA? 0 0 0

RY = (dz° AdAY) @ Ty + (da® A dA?) @ T + (dz° A dA%) @ Tsp.

,es} pela matriz com todas as entradas nulas,

(4.7)

OO O OO
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Logo,

= x(dz® NdAY) @ Ty o + #(dax® A dA?) @ Ta o + *(dz® AN dA®) @ T3
3
= #(da® NdA) @ T
=1

<.

Z *(dx® A Ad:cj)@)Tlo

3
=1 Ly

3 i
:Z%*(d:z: /\de)®TzO
o 8:133

3 .
, A’ —
> (—1)J*16—_(da:1 Ao Adai A--- Nda®) @ Ty

Al At At
= 0 dz? A da® — Ldml Adx® + 8—6[331 ANdz?) @ T;y.
8x1 8%2 8%3 ’

uma vez que
#(da® A da?) = (1) dat /\~-~/\d/;/\-~-/\dx3, ji=1,23.

Passaremos agora a usar a Proposi¢io 7? e os comentdrios que a sequem a fim de calcular dguom *

RY. De fato, temos

_ 3 ) 2 Ai ] _
A rom * RY = Z (_1)J_1%?dxj A(dz' Ao ANdzI A ANdaP) @ T

ij=1 J
i OA? _
—1)2 1)y Ta... JA .. 3 \ Hom (.
+(-1) ;_1( ) oz, (dz' A+ ANdxd N+ Ndx?) ANVEO(T0)

92 A
= Z dzt Ada® A da® @ T
o2

',j—l J
+Z d:cl/\-~-/\d/§/\---/\d:p3)A%Hom(Ti,O).
1,5=1

Passemos agora ao cdlculo de %Hom(Ti’O). De fato, admitindo um certo abuso de linguagem,
obtemos

VHO (T 0)(e5) = V(Tio(e;)) — Tio(Vie;))

=V(dije) —Tiol > @ @epn)

m=—1
3
5;i;V(e) = > @ ®@T;o(em)
m=—1
3 3
=0, Z w; ®es— Z Wi ® 6ime;
(=—1 m=—1

~1 ~0
= 7&);' ®e; + 5i,j Z Wy X ey.
l=—1
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Sendo i = 1,2,3, entdo seque de (4.6) que @f = 0. Dessa forma,

3
VHom(Ti’O)(ej) = —ONJ; ®e; + 51"]' Z@f X ep = —&; X e;.

=0
Concluimos entao que
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
_ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
[vHom(Tl,o)} =| &Y, @) & -@ -@ =] —de' A 0 0 0
¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
_ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
{vHom(TQ,O)} =l o o o o o |[=] o 0 00 0
c -2, —@? - —@E —&? —da? A%d2z® 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
_ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
{VHom(Tg,o)} =1 o o o o o |[=] o 0 00 0
© 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
—@?%, —wp -o? - -2 —dz® A%dz® 0 0 0
Logo, B ‘ .
vHom(Ti’o) = —dx" (9 Ti$,1 + Ald(EO ® Ti’(], 1= 1, 2,3
Concluimos entdo que
dmom * RY =Y AA' (dz' A da® A da®) @ T
=1
+ Z dwl /\---/\E;E/\--wdx?’)/\ (—da' @ T;,—1 + A'da® @ T} )

3,7=1
3
— Z AA" (da' A da® Ndz®) @ T
i=1

+Z OA” Jida® A (dat - o Ndad AN da®) @ T

4,5=1 i
¢—16Ai 1 ) 3 i
+3°(-1) oo (AT A At A A d) A (—da © T )
B
= ZAAi (dz' Ada® A da?) @ T
i=1

+ Z Azdx Adz' A Adad A Ada®) @ Tag

,Jl

_Z dgc /\(dacl/\--~/\d/x\i/\~-~/\dx3)®Ti’,1.
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Logo,

~ 3
A tom * RY = Z AA (dml A dz?® A dm3) ®T;0

i=1

+Z )= 18 Ald:r Adz Ao Adzd A Ade®) @ T
3,7=1

- Z V- A(dzt Adz? Ada®) @ Ty, .
1=1

Segue da Proposicao 1?7 que

* (dz' A da® A dx

( 3) = (=1)(1:23:0) g0 = P3(—1) @123 430 = _ g0
#(dz® A dx? A da?)

( ) =

( )

)

1)(0’2’3’1)dx1 _ )2(—1)(0’1"2’3)dx1 — dal
)
)

(-1
(-1
#(dz® A dat A da 1)©013:2) g2 = (—1)1(—1)O1.23) 432 = _ 4y?
dx

1)(0:1,2,3) 7,8 —

(=
(=
(=
(=

w(dz® A dzt A da?

Logo, -
#(=1)77Hdx® A (dat Ao Adad A Nda?)) = dad

Dessa forma,
dgpom * RY = Z AA" % (dz' Ada® A da®) @ T

+Z Af s (dz® A (dat A Adad A AdaB)) @ Tag
t,j=1

— ZV A x (demt Adat A dx? A da®) ®@T; 1.

i 3
ZAAld +28AAzdxﬂ ®T10—Zdlv )da® @ T; ;.

i=1 3,7=1 i=1
~ . 3 P ~ .
Sendo U a fung¢ao potencial do campo A= Y";_| A'e;, entio temos A; = —g—i. Assim sendo,
0+4-141 v
*vHuIn ( ) it VHoxn * R

3
= Z ;0;0;U da” +Z (9;0:U - 0;U) da? ®T10—ZAde ® T _1.

i,j=1 i=1

Logo, a conexao de Cartan introduzida no Exemplo 2.9 ndo é uma conexao de Yang-Mills.



Capitulo 5

Conexoes ASD e mecanica newtoniana

Neste capitulo iremos tratar das conexoes ASD com torcao nula geometrizando o sistema mecanico
newtoniano.

Recorde que o Teorema 4.5 nos garante que a estratégia de estudar o deslocamento de Cartan em
uma conexao no fibrado estendido é uma abordagem adequada ao estudo da mecanica newtoniana.
Embora Elie Cartan tenha encontrado uma conexao que geometrize o sistema fisico da mecanica
newtoniana, ela nao minimiza o funcional de Yang-Mills. Como no caso de um sistema fisico
mais complexo nao se sabe exatamente quais sao as leis do movimento e nao se espera que uma
solugao explicita seja tao facil de alcangar, é razodvel que busquemos uma solugao que minimize o
funcional de Yang-Mills no caso mais simples. Tal abordagem oferece um roteiro seguro para casos
mais gerais que o sistema mecanico newtoniano.

Neste capitulo vamos obter as equacoes que caracterizam uma conexao ASD que geometriza o
sistema mecénico newtoniano, que se caracterizam por pontos criticos do funcional de Yang-Mills.

5.1 Conexoes ASD com torcao nula

De inicio iremos verificar quando uma forma w € A?(TM*,R*) é antiautodual. Recorde que
C2A ={I= (i1, ,ig) €24 : 1<y < - <ip <n}.

Proposigao 5.1 Seja w = > ;44 j+1)€cg,4aijdxi Adxd € A>(TM*,RY), entdo w é antiautodual se,
e somente se,

ap,1 = —0a2;3
Gap2 = ai,3
ap,3 = —a1,2

Demonstragao. Sendo
w= ao’ld;vo Adzt + a072d1'0 Adz? + a()?gdxo Ada® + al,gdxl Adaz? + a173d$1 Adaz® + 02,3d1'2 Ada?,
entao temos,

*W = aoyldacz Adz® — a072d$1 Adaz® + a073d$1 Adz? + a172dac0 Adz® — alygdxo Adz? + ag,gd:co A dxt

Uma vez que *w = —w, para que w seja antiautodual, concluimos entao que
ap,1 = —a2;3
ap,2 = ai1,3
ap,3 = —0a1,2

81
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(]
Com base na proposicao anterior, podemos verificar quando uma conexao afim é ASD.

Proposigao 5.2 Seja V a conezio estendida com tor¢do nula e forma de conexdo no fibrado esten-

dido dada por
5o 0 0
S\ 0 w )

onde 0 = (0), 0" = da' + 9" e w = (W}), Wi = Zi:o aj»,kdxk, Entio a sua forma de curvatura € é
ASD se, e somente se,

(800‘},1 - 31@},0) + Zo(azs,oa?,l - a§,1aj,o) = _(6204;‘,3 - 6304;‘,2) - Zo(aiza;,:s - aé,:sa;,z)
s= s=
(30042',2 - 3204;',0) + 20(042,00‘;,2 - 0‘2,20‘?,0) = (310‘;',3 - 330‘2,1) + 20(042,10‘?,3 - 0‘2,30‘}?,1)
S= s§=
. . 3 . N . . . . 3 . . N
(800‘},3 - 33@;,0) + Zo(azs,oa;,f) - 0425,3043?,0) = _(610‘},2 - 62043‘,1) - Zo(ai,la;z - aé,2a;,1)
s= s=

(5.1)

Demonstragao. Observe que a matriz de conexao de V é dada por

de onde segue que sua curvatura satisfaz a relagdo 2 = dw + w0 A w, i.e.,

a_ 0 0 n 0 0 A 0 0\ 0 0 (0 0
T\ df dw 0 w 0 w /) \dd+wAhl dot+whrw /] \ © Q)
Agora recorde que Q é ASD se, e somente se, *© = —0O e *2 = —Q. Como a primeira das duas
condigoes segue imediatamente do fato da conexao ser livre de torcao, basta verificarmos sob que

.~ 210 .~ s . . i 3 i k i ~
condigdes esta tltima condigao ¢é satisfeita. De fato, sendo wj = >} _ o], - da”, onde o}, sdo
funcoes suaves, entao temos

3
dwl; = Z 8la§7kdasl Adzk = Z(@la;l,k - 3ka§-7l)dml A dz®

1,k=0 1<k

Além disso,

3 3 3 3
wiAWE = ol Adat | A of . A da®
J . 7,
s=0 L
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Dessa forma, podemos escrever {);; como

3
T % % s
Qij = dw; + E Wy A w;
s=0
3

= Z (8;04’»,,C - akozé’l) + Z(aiﬁla;k - a;kail) da' A da®.

<k s=0

Por fim, utilizando a Proposigéo 5.1, obtemos as equagdes (5.1). =

5.2 Conexoes ASD livre de torcao e e mecanica newtoniana

Nesta sse¢ao iremos estudar as conexoes ASD com torgao nula que geometrizam o sistema mecanico
newtoniano.

Naturalmente, a ideia agora é escolher as fungoes a;'-’ . de tal forma a geometrizar o sistema
mecanico newtoniano. Recorde do Exemplo 2.9 que ao considerarmos um sistema de referenciais
{e;} dado por um referencial ortonormal fixo em R* (base canonica) e nele tomarmos a conexao

afim galileana d = (dazi,w}), onde
0 0 0 O
oo | At 0 0 0
w= (w)) —A%2° 0 0 0
—A3dz° 0 0 0

Entao segue da Proposicao 2.11 que d’' = (dz* + n, wi+ 77;) é uma conexao afim que geometriza o
sistema mecanico newtoniano se, e somente se,

3
il J
g v'vtp;, =0,

i,0=0
onde
3 3 - 3 -
i = Z @}Jﬂdxk, PO = Z(—l)épvedxf, Pl =P + Z(—l)épwdxf.
k=0 =0 =1

Consideremos como primeira abordagem o caso da conexao afim da forma d' = (dxi,wé + 77;)
Assim, a matriz de conexao no fibrado tangente estendido assume a forma

0 0 0 0 0
da® 7 ' ns 3
w=| d* —A'da®+nf i ny w3 |,

de®  —A%dz®+nm5 mi o5
dz®  —Adz® o5 n u3 ng

onde

3
=y ¢hxdet.
k=0
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Utilizando as equagoes (5.1), obtemos

(051 —0105 0)+ Zo (a;,oﬁofg_@é,la;,o) = — (D23 — 03¢ ) + 20(902,290;,3 —Ps3Pia) >
S= L S§= J

(6090;‘,2_8204;‘,0)4' ZO (01270@;,2_‘?;,2@;,0) = (8180;',3 - 8390;',1) + 20(90;,180?,3 - 802,380;,1) )
S= sS=

(80903‘,3_8304;‘,0)"‘ Zo (03,090;,3_<P§,304§,0) = - (81903,2 - 8290},1) + 20(902,190;,2 - 902,280;1) )
s= L s=

(5.2)
onde afm = 906,0 — A’ paratodoi=1,2,3 e a}k = ‘P;k para todo #,7 = 1,2,3. Mais precisamente,
€OImo go?’k = 0, entao temos

. _ , R R .
(‘P;o@;,l*@;,l‘»@io) = — [(025,3= 0395 2)+ D (P 205 35— ¥ 375 2)

L 5=

Me

(30<p§’178190§’0)+

@
Il
—

—

NgEE
[M]es

(005 2—02¢0" o)+ (Pe1953—%3951)
(@sp%@;,g*@i,:&‘ﬁg,o) == (81‘P},2*5290},1)+ > (<P371S0§,2*<P2,2S0§,1)

L s=1

(P4 09529k 2950) = [(9,10] 3—03¢% 1)+

1

®

1

S

Me

(ao‘Pé‘,s*aSSD;,o)ﬂL

1

@
I

(5.3)
para todo j # 0. Por outro lado, se j = 0, temos

i i 5000 s i s i o i 500 s i s P s
(Bopg,1—0100,0)+ Zl(‘Ps,o‘Po,l_QDs,l ©5,0)=—(0204 3—03p 2)— Zl(‘Ps,z‘Po,s_Qﬂsﬁ‘Po,z)_alA - 21 P 1A

(80‘9(1),2*629"6‘0)+ Zl(@,zs,oﬂ"(s),'z*‘P;,‘z‘»"(s)‘o):(alW8‘3*83¢6,1)+ ZI(W.ZJ‘PS,s*‘Pl,s‘PS,l)*a?Al* 21 ‘Pi,zAS
s= s= s=
. . 3 . . . . 3 . . . 3 .
(P0%0,3=9520,0)+ X (¥5,090,595,3%0,0)==(9100,2=0200,1) = 2 (#5,100,57¢5,200,1) ~03A" = 3. ¢ 547
o= = o=

5.3 Conexoes ASD de Galileu-Cartan

Tendo por base a abordagem original de Elie Cartan, nesta secao iremos estudar as conexoes
ASD que satisfazem as condigoes de antissimetria de Galileu-Cartan (2.6). Essencialmente, iremos
estudar a influéncia das antissimetrias sobre as equagoes encontradas na se¢ao anterior. Iniciamente
apresentaremos o resultado para o caso geral; ao final, estudaremos o caso particular de uma
dimensao espacial.

Recorde que uma conexao afim que satisfaz as equagoes (2.6) é da forma
, o ,
d' = (dz*,wj +n;),

onde )
wh = —A;da® Vi=1,2,3,

w) =0 Vj=0,1,2,3,
) s ) ) ,
0 =Y po®hrde®, @h =0l Vi=0,1,2,3,.

Em particular, ela geometriza o sistema mecanico newtoniano. Dessa forma, sua matriz de conexao
é da forma

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
dz® 0 0 0 0 d® 0 0 0 0
=] 0 wiptmy omomomy | =| 00 =
0> wg+m mi om M 0> wg n

0> wg+mg ot oms my 0w
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Vamos agora estudar as equagoes (5.2) para esta matriz de conexao. Para j =0 e 4 =1 temos

(60‘/70 1_‘91‘190 o)+ E (‘Pé 0800 1 ‘Pé 1900 0)=—(2 2900 3_634/70 2)— Z (Wﬁ 2%00 3 ‘Pé 3800 2)—0, Al— Z 4/75 14%,

(ao‘Po 2_82900 o)+ 21 (‘Ps 00,2 ‘P (Po 0)= (31%1 3_83990 D+ Z 903 1#0,3 (Ps 390,1)— DA Z Sas , A

o.,_.

s
3

(aoﬁpo,s 63‘»"0 o) Z (‘Ps,o@o,s ‘P.;,.;‘Po,o)ff(aﬂpo,z 32@0,1)* 21(99571900,2 ws,zwo,l) 83A ZW;;
s=1 o=

Aplicando as antissimetrias, obtemos

3 3
s 1 s s
3090(1),1+ Z 80;0800,1: *(32905,3*33@(1),2)* Z (<P3,2800,3*90§,3<P0,2) - 31A1*<P%,1A2 - 90:1;.,1A3,
s=1

s=1
3 3 ) s
1
3080(1),2+ Z 30;0908_’2: 8190(%,3*‘9390(1),1+ Z (903,1908,3*@;3908,1) — 9, A" — @%,QA - 80:15,214 )
s=1 s=1
3 3 . )
1
8090(1],3+ Z 80;0%0(5),3: _(81905,2_3280(1),1)_ Z (‘Ps,1<P8,2_‘P§,2808,1) - 5'3141 - 80%,314 - @%,3A )
s=1 s=1
ou ainda,
1 1 1 1 3 1 142 1 43
oo — A + Doy 3 — O350 = Zl(% 0951 T 082083 — Vs 390 2) — w51 A® — 3, A3,
s=

3
80<P(1),2 - 81906,3 + 0 A + 3390(%,1 = E_:( s 0900 o T 905 190,3 wi,sso&l) - 90%,2141 - @%,2143»

S

—

Dophs3 + 0105 — Oapp ) + O3AT = (05,0903 + Ps198.2 — Ps.2001) — Pr3A" — 0334,
s=
(5.4)

=

Para o caso j =0 e i = 2, temos

3 3 3
2
(80%,1—31@30)4' Z (‘Ps7o¢(s),1_<:0§,1<ﬂ3,o): _(82@3,3—33% 2 Z %05 2<P0 3 ‘Ps 3<P0 2) — 81A2_ Z @§,1AS,
s=1

s=1 s=1

3 3 3
2 2 s
(D0280—0200.0)F D _ (04 000 2= 02 200.0)= (0100, 3—0305 1)+ > _ (02100 3—P23001) — 2 A> = D@2, A,

s=1 s= s=1

,_.

3 3 3
2 s
(80<,0373—3390870)+ Z (<PS70908,3—<P§,3<P3,0): _(81@3,2—3%/70 1 Z 805 1<P0 2 ‘Ps 2900 1) — 83142 - Z ‘P§,3A .
s=1

s=1 s=1

Aplicando as antissimetrias, obtemos

3 3 3
2 s 2 s s s
a04P(2),1Jr Z (90370900,1): *52903,3 + 5390(2),2* Z (903,2<P0,3*80§,3‘P0,2) - 81A2* Z 903,1A )
s=1 s=1
3 3 3
2 s 2 s s s
804P(2),2Jr Z (P5.090,2)= 3180(2),3*8?%»03,1+ Z (90571900,3*905,3%00,1) — 0, A® — Z 50372/1 )
s=1 s=1 s=1

3 3 3
2 s 2 s s
a04P(2),3Jr Z (¢5,0%0,3)= *51903,2 + 5290(2),1* Z (903,1<P0,2*80§,2‘P0,1) — 03A% - Z 903,3As~

s=1 s=1 s=1
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Reorganizando as equacoes, chegamos as equagoes

3
S 2 S S
5'0903,1 + 01A% + 5280%,3 — 308 0=— > (90?,0900,1 + ¢5’2500,3*<P§,3900,2) - 905,1142 — 3,143,

S=

,_.

3
2 1 3
oo — 0108 3 + 02A% + D305 1= Z — 02 0052 + @S,1¢8,3—<P§,3908,1) — 3 AT — 3 ,A°,

1 2
(% 0%0,3 + SDS 1902 —P22081) — PiaA — a5 AT

(5.5)

Dol 3+ 0105 2 — Oaph | — B3 A= —

HMw

Para o caso j =0 e ¢ = 3, temos

3 3 3
3 E :
(ao‘Pg,l_al ‘P%,o)"‘ Z (‘Ps,oﬁpg,l_ﬁpgfps,o): _<82¢8,3_83<P0 2 Z %03 20,3 ‘Ps 3$0,2) — 81A3— Z 80?,1149
s=1

s=1 s=1

3 3 3
3 . 3
(80908,2_32903,0)4‘ Z (‘PS’OSDS,Q—@E,%PS,O): (31903,3_33%08,1)"‘ Z (‘Ps 1@8,3_9033908,1) - 82143 - Z 803,2148

s=1 s= s=1

3 3 3
3 s
(80908,3_33903,0)4‘ Z (‘PS,OSDS,B_WE,:z‘PS,o): _@1@8,2_82% 1 Z %03 1900 2 ‘Ps 2% 1) — D3A® — Z 90?,314
s=1

s=1 s=1

Aplicando as antissimetrias, temos

3 3 3
3 ¢ 3 E E E
60908,14' Z (4105,0‘;0871): —32908,3 + 8390%72_ Z (@5,2¢8,3—¢§,3@8,2) - 81143— Z ‘:4’2’,11‘1g
s=1 s=1 s=1
3 3 3
3 . 3 : . S
60908,24' Z (¢5.090,2)= 8190?)73—83%03,14‘ Z (<PSJ<P3,3—<P§,3<P871) — 0 A% — Z ‘Pi,zA
s=1 s=1 s=1
3 3 3
3 ¢ 3 E E S
60908,34' Z (%,o‘Pag): —31808,2 + 82<p%71— Z (905,1%,2—()0?,2805,1) - 83143 - Z @§,3A
s=1 s=1 s=1

ou seja,

3
3 3
Dopi 1 + NA® + 00 5 — D3] 0= — Z (020001 + @, 00 3—933%0,2) — 02147 — 03, A°
3"
3 1 3
Doplya — 10 3+ 2 A + D30 1= Z (2 0052+ ‘PS7190(S),3_<P§,3<P8,1) — P A — 3 ,A

DJ

3 1 2
Dol 3 + 0108 5 — D2l 1 + O3 A3= — 21 (03 o063 + <P571<P8,2—<P§,2<P5,1) — @i 3A — @53 A

s=
(5.6)
Vamos agora aos casos em que j # 0. Analisando i = j, para i = 1 temos

s=1

3 3
1 s s 1 s s
(5090%,1*3180%,0)+ Z (@5,0@1,1*80;1901,0): - [(azéﬁisai’)%@% 2)+ Z (90372901,3@;3%01,2)]

s=1

3 3
1 s s
(Do1,2—021 0)+ Z (%,0901,2*80;2901,0): [(81801,333901 )t Z SDS 195 3= s 305 1)]
s=1

s=1

3 3
1 s s 1 s s
(5090%,3*3390%,0)+ Z (%,0901,3*80;3901,0): - [(8190%,232‘»0%,1)* Z (903,1901,290;2%01,1)]

s=1 s=1
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Segue que

3
1 s s
—31%’1 ot Z 905 1%1.0) l(‘?z@%g—a%@%,z)‘k Z (%,2901,3_@;,3901,2)]

s=1

3
1 s s 1 ;
3090?[,2_6290%,0+ Z (@s,0¢1,2_w;,2(p1,0): 8190%,3‘*‘ Z (Ps1¥13)

s=1 s=1

3 3
1 s s 1
8090?[’3—83@%,0—% Z (SOS,OSDLS_%D;,BSOLO): - [(81@%,2)"‘ Z (‘Ps,ﬂ’iz)}
s=1 s=1

simplificando, chegamos em

3

1
—010] g+02p1 3—0300] 5= — 21 (—pi 1950 + 905729033_‘)0;,390?2)
Ss=
3

S S 1 S
Aol p — 0191 3=0201 o= 3. (=95 095 2 + Paapio + P, 1%1,3) (5.7)

3
1
o1 s — O1pl 20301 0= — 2. (Ps0953 — Paseiot o, ,912)

s=1

Para i = j = 2, temos

3 3
s 2 s s
(60803,1—31902 0 Z Sﬁq 0902 1 803,1902,0): - l(32@§,3_53@%,2) Z (809 2802,3_903,3802,2)]

s=1

3 3
2 s s
(80903,2_32<P§,0)+ Z (805,0902,2_%02,2902,0): [(6180%,3_83902 1 Z Sﬁs 1953 SDS 395 1)]

3 3
2 s s
(60803,3_83%02 0 Z Sﬁq 0902 3 SDS 395, 0)= [(31@3,2_529@%,1)"‘ Z (803,1802,2_<P3,2902,1)]
s=1 s=1

4

3 3
2 2
8090;1_814)03,0"' Z (%05,090;,1—@?,1@5,0): - laﬂpg,s"' Z (‘P&z(ﬁg,?,)]

s=1 s=1

3
2
—02¢3 ot Z <Ps 2%3.0) 61903,3_63@3,1"‘ Z (P51 @5,3“?33@5,1)

s=1
3
2 2
Bop5 3—033 o+ Z (7 095,3— 92 395,0)= D208 1= > _ (=% 505.1)
s=1 s=1
(8
2 2 2 3 2 2 2
o3 1—0195 ¢ + 0205 3= 21 (V50951 — Ps1¥50 — </7372<P§,3)
S=
3
2
—3190%,3_3290%,0 + 3390%,1: 21 (903,2905,0 + wsﬁlwé,s—wﬁ,wil) (5.8)
=
3

2
o3 3 — D23 1 — 0303 g=— 21 (020053 — P2a%50 — ¢, ,951)

s=
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Caso i = j = 3, temos
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3 3
3 ‘ 3 ,
(Dol 1—0198.0)+ > _ (0 o051~ 00 105.0)= — l(32w§,3—53@§,2)+ > (sos,zwé,s—wi’,gw%,z)l
s=1 s=1
3 3
3 ; 3 )
(D8 2= 0285 o)+ D (92 095, 2— 0% 205 0)= [(8lw§,3—83w§,1)+ > (ws,lwé,s—soi‘,gw%,l)}
s=1 s=1
3 3
3 ‘ 3 ,
(Dol 5= 0308 0)+ > (P 005 5= 05 305 0)= — l(alsﬂ?g—aw%,l% > (sos,lwé,z—wi’,zsoé,l)}
s=1 s=1
(8
3 3 3 2 3 3 3
Oop31—0195 ¢ + 0303 o=— 21 (30931 — Pa1¥%0 — 90373%05,2)
s=
3
. 3
50@%,2*8290%,0+3380§,1: 21 (*902,0903,2 + 903,2903,0 - %05’350:53,1) (5.9)
o
3
3
0103 =023 | —03005 g=— 21 (3 3050+ <Ps71S0§,2—<P§72<P§,1)
s=
Caso (i,7) = (1,2), temos
1 1 2 1 s 1 s [ 1 1 2 1 s 1 .8 ]
(Ogp2.1—01p3 )+ 21 (Ps.093,1—Ps,193,0) = — (O3, 3— 0303 5)+ 21 (Ps.293.3—Ps,393,2)
s= L s= i
3 3
1 , 1 ,
(905 2—02p3 )+ Zl (P5.095.2—Ps 295.0) = (0105 3035 1)+ Zl (Ps 195 3—P53%51)
s= s=
3 r 3 1
1 1
(Do3,3—033,0)+ 21 (‘P&o@ia*‘»@;,%ﬁio) = — (9,5 2—0205 1)+ 21 (¢5,1¢§,2*@;,2<P‘29,1)
s= L s= i
(8
1 1 1 3 1 1 1
80@2,1—81<P270+62802,3: - Zl (305,0%03,1 - @s,l‘?g,o + 41037290373)
s=
3
1
—31905,3_32<P%,0+5380§,1: 21 (_90;2%05,0 + 803’1803,3_90;3%05,1) (5.10)
=
3
1
30@5,3—8290571—33%05,0: - 21 (50;,0503,3 - @i,z&@g,o - %,290371)
s=

Caso (i,7) = (1,3), temos

3 3
1 1 K
(Bo081—0105.0)+ D _ (05 0051~ 05 1050)=— [(02@5,3—83<pé,2)+ > (@S,gwé,g—wi,swiz)]
s=1 s=1
3 3
1 1
(Do082—02050)+ D _ (05 005 2—Ps 205 0)= [(3190:%,3—83@%,1% > (ws,l@é,g—wl,sw?),,l)]
s=1 s=1
3 3
1 1 K
(D008 3—0305.0)+ D _ (105 005 3— P8 305 0)=— [(01@5,2—82<pé,1)+ > (@5,1(:0;,2_90;2903,1)1
s=1 s=1

I
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3

, , 1.
Dopy 1 —0193 g —030% o =— 21 (P ops1 — PLi950 — <PS73<P§,2)
=
1
Dos 2= 0203010505, = 3 (~Pi0982 + 052980 = @, 3¢31) (5.11)
S=
3
1
O1p3.0—020% | =33 g=— ) (—pls050+ <PS71$0§,2_<P;290§,1)
=

Caso (i,7) = (2,3), temos

3 3
2 s s 2 s s
(aoéﬁg,l_al@g,o)"‘ Z (SDS,O‘PB,l_‘Pg,le,O):_ [(8290?2,,3_33803,2)"' Z (805,2%03,3_902,3903,2)]

s=1 s=1

3 3
2 s s 2 s s
(aoéﬁg,z_aﬂpg,o)"‘ Z (S05704P3,2_‘P§,2803,0): l(31@§,3_83¢§,1)+ Z (@S,1¢3,3_<P§,3S03,1)]

s=1 s=1

3 3
2 s s 2 s s
((9()@%’3—3390%,0)-1- Z (Ws,0¢3,3_¢§,3803,0):_ [(8190?2),2_32903,1)"' Z (905,1%03,2_902,2903,1)]

s=1 s=1
(8
2 2 2 AU 2 2
o3 1— 019350033 o= Zl(%,w%,l — Q5 1¥5.0 — Ps3¥32)
=
3
2
50803,2*3290:%,0 + 53@%,1: 21 (*903,0903,2 + 905,2%05,0 - <PS’380§,1) (5.12)
S=
3
2
0303 0 +01903 0 =023 1 =— 21 (=2 3050+ 808,190?,,2—@5,2%0:83,1)
s=

Caso (i,7) = (2,1), temos

2 2
(‘Ps,o@i1—<ﬂ§,1<ﬁio) = - [(8290%3_53@?,2)"' > (@s’ypi?,_@?,?,‘ﬂig,z)]

s=1

e

(Dot 1 =017 )+

w
Il
-

e

3
2 S S 2 S S
(8090%,2_52@%,0)+ (‘Ps,o%,z_%o?z%@l,o) = {(8190%,3_6390%,1)"‘ > (@5,1901,3_903,3‘?1,1)}

1 s=1

w
I

e

3
2 2
@uets-tasto)t X (Whovta—risvlo) = - [Oreta-0aed )+ T (Eaeto—elart,)]

1 s

I

3
2
—0197 0+0207 30307 9= — > (=92 050 + 8081290'{,3—%,3%0?,2),

5=

V)
Il

—

3
2
Bopi o — D1l 3—02¢1 o= 21 (=92 0¥t 2 + V22050 + 805’190{,3), (5.13)
S=
3
2
Dol s+ 01pl, — 8390%,0: - 21 (2095 3 — 2305 o + 503,190?»2)'
s=
Caso (i,7) = (3,1), temos
5 _ .
3 3
(Dot 1—010% o)+ 21 (‘Ps7o¢f,1_@§,1<ﬂio) = — | (0598 3—03% o)+ Zl (%05,2<Pi‘;,3_@§,390f,2) )
S= L S= J
3 3 8 3 s 3 s 3 3 8 3 s 3 s
(80901,2_82@1,0)"‘ Zl (905,0901,2_‘%,2@1,0) = (31801,3_83%01,1)"‘ Zl (905,1801,3_905,3901,1) )
s= s=
3 r 3 1
3 3
(Dot 3—030% o)+ 21 (<P370<P§,3_<P§,3<Pi0) = — | (0,93 =020 1)+ 21 (%05,1@?2_%02,290?,1)
S= L S=
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(8
3 3 3 3 3 3 3
=011 o + D2t 53— 031 o= — Zl (—ps19i0+ @8,290“19,3*@5,39032),
s=
3
3
Do o — 01} 3—0207% o= Zl (—pdopia+ ¥la¥io+ ¢, 195 3); (5.14)
s=
3
. . . 3
80@%,3 + al@?g_as@ig,o: - 21 (@i,o@iﬁ - @2,390‘19,0 + 905’180?2)'
=
Caso (i,7) = (3,2), temos
3 3 3 3 s 3 s [ 3 3 2 3 s 3 s ]
(031 =013 o)+ 21 (Ps.093,1—Ps193,0) = — (0392, 3— 035 5)+ 21 (P5.293 3~ Ps3P3,2)
s= L s= i
3 3
3 3
(958 2 =023 )+ Zl (05 095.2— 93 205 0) = [ (0,¥3 3033 1)+ Zl (P 195 3—93 305 1)
5= s=
3 r 3 1
3 3
(D93 3— 035 o)+ 21 (‘P&o@is*‘»"gg‘ﬂio) = — (0,93 9—0203 1)+ 21 (‘Ps,1¢§,2*@§,2¢‘29,1)
s= L s= i
(8
3

S S 3 S
30803,1_81903,0 + 52803,3: - 2_31 (802,0%02,1 - ‘Pg,ﬂpz,o + 903,290273)

®

w

3
—01903 3—0205 o + B33 1= > (93 5059 + 90871%05,3_‘?2,3@5,1) (5.15)

s=

e [t

S S 3 S
60903,3_52@3,1_3390%,0: - (902,0@2,3 - 80:;’,3%02,0 - 90872802,1)

s=1

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3 Seja d' = (dxﬁw;: + n;) uma conezdo afim tal que wi = —Atdx® para todo i = 1,2, 3,
wg =0 para todo j = 0,1,2,3 e 773- = 22:0 @§7kdxk. Entao para que d' seja uma conexdo ASD e
de Galileu-Cartan é necessdrio que equagées (5.4)—(5.15) sejam satisfeitas.

Exemplo 5.4 Vejamos agora o que acontece com essas equagoes em um modelo com uma unica
dimensao espacial. E razoavel propor a conexdo da sequinte forma:

0 0 0
o=|[ #° 0 0
0t —Alda® +ng i
onde,
n6 = o,0dz° + po1da’ + o 2da® + o zda®
n = @1.0da® + o1 1det + 1 9da® + @) 3da’
Primeiro iremos analisar o caso j = 0. Utilizando as equagoes (5.2):
1 1

(090.1—01 (g —A"))+ 20 (@0, 001=0451(900—A")) = —(Dyp0,3—3p0,2)— ZO (520,395 3¢0,2)

s=

1
2 (Ps 19035 3001)

S

1
(80@02_82(@0,0_141))"‘ Z—:o (as70cp0’2—<p572(g0070—A1)) = (0,p0,3—030,1)+

0
1
(30%,3—33(%,0—1‘11))4' Zo (03,0@0,3—%,3(%00,0—141)) = —(0,p0,2—02¢0,1)— ZO(%,MOQ—SOS,%POJ)
S= s=
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Recorde que as condigoes de geometrizagao sao dadas por

Sp;,ky =0, sej= k,
olrten; =0, sej#k.

Sendo assim,

1 1
oo + 01AY + 3 (as 0001 + @s,1AY) = —(O20,3 — O300,2) — > (9s,200,3 — Ps,3%0,2)

s=0 s=0

1 1
Oowo,2 + DoAY + 3 (cvs 00,2 + s 2Al) = (10,3 — 03p0,1) + 2 (¥s,1%00,3 — Ps,3%0,1)
s=0 s=0
1 1
ooz + 3AY + 3 (as 0003 + ws3A') = (0102 — Bawo,1) — D (Ps10.2 — Ps.20,1)
s=0

s=0

80p0,1+01 AT+ (= Ao, 14+90,1 AN +(p1,000,1+p1,1 AN )=—(8200,3—300,2) — (¥0,2¢0,3—0,390,2) —(P1,200,3—$1,3%0,2)
0p0,2+02 A +(— Ao 2+p0,2 AN +(p1,000,2+01,2A)=(0100,3—3¢0,1)+(0,1%0,3—%0,3¢0,1)+(£1,100,3—¢1,300,1)

90p0,3+03 AT +(— Ao 3400,3A" ) +(1,000,3+P1,3AT)=—(d190,2—9200,1)—(0,190,2—0,2¢00,1)—(#1,1$0,2—%1,200,1)
Ou ainda,

oo, + AL — (p0,1)? = —0200,3 + 03002 — Y1.200,3 + P1,300,2,
oo,z + 02 AL + 1 0002 + 01,24 = 1.3 — O300,1 — 1,301,
dopo,3 + O3 AL + 10003 + 01,34 = —O1p0.2 + O2p0,1 + ©1,2¢0,1-

Vamos supor que Y12 =¥P1,3 = o2 = o3 =10

oo, + 01 A" — (p0,1)* =0,
(92141 = 8330071,
93 A' = D200 1.

Natural supor que po1 e A, nio depende de z®. Portanto, s6 nos interessa a primeira equag@o

o1 = (po,1)* — 01 AL

Para j =1 temos as sequintes equacoes:

1

(Qop1,1 — O1p1,0) + Do (s 01,1 — Ps191,0) = —(Dap1,3 — D3p1.2) — D (Ps2001.3 — Ps,301,2),
s=0

@
o

1 1
(30<,01,2 - 32901,0) Z (Ols,os01,2 - 805,2801,0) = (31901,3 - 5'3901,1) + Z (805,1901,3 - 905,3901,1)7
—0 s=

1

(e}

+
S
1
(Oop1,3 — O31,0) + D (s,001,3 — Ps,3901,0) = — (1912 — O2p1.1) — 2 (Ps 11,2 — Ps2011)-

s=0 s=0

Utilizando as mesma suposicoes do caso anterior e as equagoes de simetria, obtemos as equacoes

1
—01p10+ > (—psap10) =0
s=0

—02¢1,0 =0
03010 =10
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Nos interessa a primeira delas que €

o1 = —(v0,1)?

Com analise do caso j =0 e j =1, resta apenas duas equagoes, que sao:

oo = (po,1)? — 01 A!
drpo1 = —(po,1)?

Trocando por uma notagao mais apropriada, temos

p=¢* — 0, A — dp=¢* — 0 A
Do = —¢? Y= e
)
/ o -2 _ 1 2 _
S0 g)? = () 0.
g'(t) =1-08,A-(x—g(t)>.

Observe que 0, A = 0, pois 0, A = 0,0,0;x = 0,00, pelo teorema de Cauchy-Schwarz. Portanto,
g'(t) =1 e entdo chegamos a sequinte conclusdo:

1

e

Note que temos uma solugao local para a nossa conexdo, visto que x # (t + ¢).

5.4 Conexoes ASD newtonianas de Galileu-Cartan

Nesta secao iremos estudar as conexdes ASD que satisfazem as condigoes (fisicas) de invaridncia
de Galileu-Cartan e as condicoes de simetria devido a estrutura euclideana do espago, i.e., as

conexdes newtonianas (cf. §2.2.2). Comecemos recordando que se d’ é uma conexdonewtoniana e
de Galileu-Cartan, entao é da forma

d' = (da',wj + ;)
onde . .
wh = —Aldx® Vi=1,23,

WO=0 Vj=0,1,2,3

. 3 . . . .
’I’]; = Zk:() @;7kdxk? go_zjjc = _L)O’]LCJ VJ = 07 1) 2737
n} =—n Vi,j=1,23.

Assim, sua matriz é da forma

0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0
d® 0 0 0 0 d® 0 0 0 0
w=| 0" wy+mg m om omy | =| 0 wp ,
0> wo+mg Mo om 0> wp n
0> wi+ng o nt w3 0 wp

onde:
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i) 00 = da?, 7730 =0 para j = 0,1,2,3 (conexao galileana);
i) n = (né), 77;: = 777{, para i,j = 1,2,3 (algebra de Lie do grupo de Galileu ortogonal 044;);

iii) 7} = Zi:o wﬁvkdxk com (pé’k = —w};’ ; (condigdo de geometrizacao de Galileu-Cartan).

A combinagao de i), ii) e iii) nos diz que
0 se 1=0,
('0;,"7 = 790{7k se 7”] = 172737 (516)
Py e 6j=0,1,2.3.

Agora podemos analisar as equagoes da se¢do anterior com foco nesse tipo de conex@o. Contudo,
antes estabeleceremos o seguinte resultado técnico.

Afirmagao 5.5 goik = 0 sempre que o terno (i,7,k) possui ao menos dois elementos iguais, para

todo i,=1,2,3 e j,k=0,1,2,3.
Demonstracao. Vamos supor inciamente © = j, entao gpﬁyk = =}y, por 5.16. Dat,

<P;;,1c + ‘P;k =0

20, =0
‘Pé,k =0.
E analogo para o caso j = k. Jd para o caso i = k, basta utilizar 5.16, ou seja, go}k = fgofc)j e

retornamos ao primeiro caso. M

Retornando & andlise, as equagoes (5.7) — (5.9) se anulam identicamente, uma vez que <p;k =

fgaz  para todo 4,5 = 1,2,3. E segue do lema anterior que a equacao (5.10) assume a forma

—0193 0 +0203 3= — Zi:l (ps.09051 + 80;2903,:9
*314,0%,3*82‘»0%,0: Z§:1 (*Sﬁig@g,o - 90;390;,1)
5090%,3*8390%,0: - Z§=1 (@i,o@g,:a - <P}s,3$0§,0 - <P:2s0§,1)
ou ainda,
_3180%,0*'8290%,3: _90%,080%,1
_8190%,3_82%0%,0: _@é,z‘ﬂg,o (5.17)
5090%,3_8380%,0: 80:13,290%,1

A equagao (5.11) assume a forma

3
1
0105 o= 0308 y=— 21 (Ps.0951 — 80873<P§,2)
1 1 5, 1 1 1
Oop3 =023 o= 21 (—s.0P5.2 + V52030 — SDS,390§,1)
=
3
1
D103 90— 0308 y=— 21 (—pi 3050 — 80872<P§,1)
S=

I
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1 1 _ 1 2
—311803,0—831‘103,2— _1<P2,02<Ps,1
30903,2*82803,0: —¥23¥31

(5.18)
D1903,5—0393 0=¥5 383 0
A equagao (5.12) assume a forma
2 2 5. o 2 2
a0903,1_31903,0: - 21(905,080§,1 - 905,1903,0 - ‘Ps,390§,2)
o=
3
2
—32<P§,0 + 33@%,1: El (_Wz,o@gg - @S,3<P§,1)
Ss=
3
2
— 33 g— 0203 1= — 21 (—92 3050 + 905’1803,2)
o=
U

3090?,,1—31@%,0: @%,3@%,2
—324,030 + 5’390%,1: ﬂ/’%o‘ﬂ%g

(5.19)
*33803,0*8290%,1: 90%,380%),0
A equagéo (5.13) assume a forma

3
S 2 S
*31<P%,0+a2§0%,3: -2 (*803,1901,0 - @5,3901,2)

s=1
3
2
—0197 3—0207 o= 21 (92052 + %,190?3)
s=
3
2

50@%,3*5390%,02 - 21 (903,090‘19,3 - 905,380?,0 + ‘P&l@fp)

=
(8

0197 o +0207 3= 03147 o
—3190%3—32@?,0: —90%,0‘/7%,2

(5.20)
3090%,3*33%0%0: *@%,1@%,2
A equagéo (5.14) assume a forma

3
—019% p—039% 5= — 3 (

3 s 3 s
—P51Pi0 T ¥, ,¥13)
s=1 ’

3
, , 3
Dot o= 0297 o= 21 (=2 005 o + 93 205 o + 908,190?,3)
o
3

3
D193 =033 o= — 21 (030953 + @, 1#55)
S=

I

—019% =037 = +<P%,1<P%,o
Do} 2= 02908 o= ©3 197 3

(5.21)
81@21)’,2—3390‘%,0: —@g,o@fﬁ
A equagao (5.15) assume a forma

3
3
dows 1 =018 o= — 21 (@3 0051 — @3 1050+ 90372%05,3)
S=
3

3
—52903,0 + 63803,1: 21 (@2,2903,0 + 908’1803,3)
o=
3

3
—0205 1 — 033 o= — 21 (@3 o053 — 808,24103,1)
S=
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95
(8
o3 1—0198 o= =¥} o3 3
0295 o+ 0303 1= @1 593 ¢ (5.22)
—203 1 =033 o= —¥} 03 3
Observando o caso quando j = 0, temos a seguinte equagao para
3
—O1 A + D2l 3 — D305 0 = — 21(90;0%5),1 + 90;280(5),3 — ©5.398 2)5
s=
3
opho — O1ph 3 + A = Zl(—LP;oSO(Sm — L3905 1) — P3.243,
o=
a0%17(1),3 + 3190(1),2 + 9z At = — Zl(@i,o%,:s - 90};,2903,1) - @%,3142-
S=
i3
—01A' + 8290(1),3 - 33‘9(1),2 = —90%,0‘?3,11 - 90%,080(3),117
Dopha — O1ph 3+ 2 A" = —p3 b o — b 308 1 — P3.24%, (5.23)
Dowh 3 + 01042 + 3AY = —3 008 3 + O 208 | — 033A%.
Para a (5.5)

3
Dol 1 + A% + Do 3= — 2

s=1
3

2
—01ph .3 + 02 A% + 0305 1= 3. (—92 0052 + <P871<P8,3—<P§,3808,1)’

S 2 S
(QDE,O(POJ - 80513%00,2) - 903,1/13,

S

Bowl 3 — Doy — O3 A%= —

e

S 2 S 1
(20983 + 90511900,2) — @i lA.

S

1

4

2
Qo0 1 + OLA® + 0208 3= — @8 000 1 + ¥ 4902 — P51 A%,
—0195 3 + 02 A% + 0305 1= — 3 00 2,

(5.24)
2 1
a0%0(2),3 - 32903,1 — 93 A%= —@%,050(1),3 - S03’1803,2 - 80%,314
Para a (5.6)
3
S 3 S
50808,1 + 01 A% — 33803,2: - 21 (‘Pi,o%ﬁo,l + @S’Q‘Po,:a) - ‘Pg,lAz

S
3
3 1
309082 + A% + 83@8,1: Zl (—90‘2,0@8,2 + @8,14108,3) - @%,214
sS=

D150 — Oagply 1 + O3 A= —

M

S

3 1
) (@i,o%ﬁ(s),s + 805,1905,2_8032808,1) - 90?,314

I
3
Dol 1 + 1 A® — D308 5= — 93 05 1 — @1,290(1),3*%0%,1‘42

. . ) 3 1
Dol o + 02 A% + D38 1= — % g 050 + @2’190(2),3 — @i A

(5.25)
: 1
31%08,2 - 32903,1 + 03 A3= *80?,090(1),3 - 803,090(2),3 - 90?,3/1

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.6 Seja d' = (dxﬁwé + 17;) uma conezdo afim tal que W

Atdaz® para todo i =1,2,3,
w? = 0 para todo j = 0,1,2,3 ¢ n§ = 22:0 gp;kda:k. Entao para que d' seja uma conexdio ASD,

newtoniana e de Galileu-Cartan é necessdrio que equagdes (5.17)—(5.25) sejam satisfeitas.
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Capitulo 6

Conclusao

Uma vez que as trajetdrias do movimento dos corpos ji ficam estabecidas pelo deslocamento de
Cartan para qualquer que seja a conexao que geometriza o sistema mecéanico newtoniano (§4.4), é
natural que o leitor se pergunte por qual motivo ainda nos preocupamos em obter uma conexao de
Yang-Mills para a acao determinada pela curvatura no fibrado tangente estendido. A explicagao
é simples e se encontra aludida na introdugao deste trabalho. Logo no inicio de [16, Cap. V,
§870-74.], Elie Cartan caracteriza a dindmica dos meios continuos em R* através de trés equagoes
fundamentais:

) Ql=—dF'Adt, Q3=—dF?Adt, Q3=-dF3Adt, Q3=0Q3=0Q=0,
) w AQ+ws A2+ w3 AQ3 =0,
) W AP AQY+wd Aw! AQE+w! Aw? A QY = 4rGpw! Aw? Aw? Awl.

Cartan mostra que a primeira dessas equagoes é equivalente a dizer que em cada instante do
tempo o espaco ambiente da mecanica newtoniana é dado pelo espaco euclideano tridimensional R3,
a segunda é equivalente a existéncia de um potencial gravitacional e a ultima delas é exatamente a
equagao de Poisson. Fagamos uma réapida discussao sobre a importancia desta tltima equagao no
contexto em que estamos inseridos. No caso de uma campo gravitacional g devido a uma densidade
de massa p, a lei de Gauss para a gravidade em sua forma diferencial pode ser usada para obter a
correspondente equagdo de Poisson para a gravidade ([36, §§5.1-5.2]). De fato, temos

V.-g=—-4nGp,

mas como o campo gravitacional é conservativo, ele pode ser escrito em termos de um potencial
escalar ¢ na forma

g=Vo.

Substituindo-se essa informagao na lei de Gauss acima, obtemos a equagao
V- (=V¢) = —4xGp,

que gera a equagao de Poisson
V24 = 4nGp.

Pois bem, levando-se em consideragao que é exatamente a modificacao desta ultima equagao que
leva & equagao de Einstein (ver Introdugao e [16]), fica claro que, no contexto das conexdes afins,
as duas derivagoes acima devem ser modificadas pela derivagao covariante induzida pela conexao
afim, se pretendemos preservar esta mesma abordagem de minimizacdo do funcional de Yang-
Mills para a forma de curvatura no fibrado tangente estendido a fim de extrairmos as equagoes de
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Einstein. Nesse caso, a versao newtoniana da conexao seria uma aproximacao da conexao correta
no caso geral quando tomamos a velocidade da luz indo para o infinito. Portanto, obter tal conexao
corretamente é um passo importante para se chegar a uma formulagao de tipo Yang-Mills para a
teoria da relatividade geral.
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