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"Deus criou os niumeros inteiros, todo o resto é obra do homem'
(Leopold Kronecker)



Resumo

Neste trabalho, nés estudamos os corpos de niimeros, que sao extensoes finitas
dos nimeros racionais. Na primeira parte do trabalho fizemos uma breve revisao
de conceitos bésicos da Algebra Comutativa. Em seguida, estudamos os anéis de
inteiros destes corpos e a fatoracao unica de seus ideais. Por fim, temos os assuntos
principais deste texto, os completamentos dos corpos de niimeros com respeito a

um valor absoluto e as ramificagoes suaves em extensoes de corpos henselianos.

Palavras-chave: Corpos de niimeros. Anéis de inteiros. Fatoragdo tinica de ideais.

Completamentos. Corpos henselianos. Ramificacao.



Abstract

In this work, we studied the number fields, which are finite extensions of the field
of rational numbers. In the first part of the work we did a brief review of basic
concepts of Commutative Algebra. Then, we studied the rings of integers in these
fields and the unique factorization of its ideals. At last, we have the main subjects
of this text, the completions of number fields with respect of an absolute value and

the tame ramifications in extensions of henselian fields.

Keywords: Number fields. Rings of integers. Unique factorization of ideals.

Completions. Henselian fields. Ramification.
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Introducao

A Teoria dos Nuimeros é a area da Matematica que estuda os nimeros inteiros. Um
dos principais objetos de estudo dessa area sao as equacgoes diofantinas, que sao
equacoes polinomiais para as quais estamos interessados em encontrar solucoes
inteiras. Nao ha grande dificuldade em resolver equagoes diofantinas lineares, no

entanto, ao considerarmos graus maiores, problemas podem surgir. Por exemplo:

Fixado n positivo, a equacao

nao nos oferece tantas dificuldades, basta fatorar o lado esquerdo para obter

(z+y)(r—y)=n

e utilizar o Teorema Fundamental da Aritmética para encontrar todas as formas
de escrever n como produto de dois inteiros. Assim, para resolver a equagao acima,
precisamos resolver um sistema de duas equagoes diofantinas lineares. Agora,

considere a equagao
2242 =n

Neste caso, nao conseguimos fatorar o primeiro membro em Z. No entanto, é

possivel fatoré-lo em Z[i] = Z + Zi como
(x4 yi)(x —yi) =n
O anel Z[i] é chamado de anel dos inteiros gaussianos e esta para o corpo Q(i7)

assim como Z esta para Q.

Muitas vezes, ao tentarmos resolver um problema da Teoria dos Niimeros, convém
considerarmos corpos de niimeros, que sao extensoes finitas dos racionais. Nestes

corpos, existem elementos que fazem um papel parecido com o papel dos inteiros,
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e por isso sao chamados de inteiros algébricos. Veremos nesta dissertacao que o
conjunto dos inteiros algébricos num corpo de niimeros forma um anel, chamado
de anel de inteiros. Os corpos de niimeros e seus anéis de inteiros sdo os principais

objetos de estudo da Teoria Algébrica dos Numeros.

Infelizmente, existem anéis de inteiros para os quais nao é possivel realizar a
fatoragao unica. Para tentar corrigir esta falha, podemos olhar para os ideais
destes anéis ao invés de olharmos para seus elementos. Neste contexto surge o
conceito de dominio de Dedekind e a fatoragdo inica de ideais. Além disto, estamos
interessados em saber como esses ideais se comportam em extensoes, e para isso

precisamos estudar a teoria de ramificagao.

Por fim, assim como o corpo dos niimeros reais pode ser visto como um completa-
mento dos racionais num ponto de vista topoldgico, temos os completamentos de

corpos de nimeros, onde estudaremos as chamadas topologias p-adicas.

Para uma boa compreensao desta dissertacao, é recomendado que o leitor tenha um
conhecimento em Algebra Linear a nivel de graduagao e um conhecimento basico
de Teoria de Galois e Teoria de Mddulos. Além disto, no ultimo capitulo serao

utilizados alguns resultados basicos de Analise e Topologia.
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1 Nocdes basicas de Algebra Comutativa

O conteido aqui estudado pode ser encontrado nas referéncias (ATIYAH; MAC-
DONALD, 1969) e (TENGAN; FILHO, 2015).

Vamos aqui admitir algumas condigoes:

1. Todo anel sera comutativo com unidade 1;
2. Todos os subanéis contém a unidade 1;

3. Dado um homomorfismo de anéis f : A — B, além das propriedades usuais

de homomorfismo, vamos supor que f(14) = 15.

4. Em todo dominio, vamos supor 1 # 0.

1.1 Localizacao

O corpo de fracoes Frac A de um dominio A é construido invertendo-se formalmente
os elementos nao nulos de A. Da mesma forma, dado um anel A e um subconjunto
multiplicativo S C A, a localizacdo S~1A é o anel obtido invertendo-se formalmente

os elementos de S.

Definicao 1.1.1. Seja A um anel. Um conjunto multiplicativo S C A é um

subconjunto de A que é fechado para o produto e tal que 1 € S.

Dado um anel A e um subconjunto multiplicativo S C A, a localizagdo de A com
respeito a S é o anel S~1A obtido invertendo-se os elementos de S. Formalmente,

construimos S™'A quocientando A x S pela seguinte relacao de equivaléncia
(a,s) ~ (b,t) <= wu(at —bs) =0 para algum u € S

T a .
Denotaremos a classe de equivaléncia (a, s) por —. Assim, a soma e produto em

S~ A sdao definidas da maneira usual
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a b at+bs aé_ab

e — P —
S t st st st

Uma simples verificagdo mostra que as operacoes estao bem definidas, isto é, nao

dependem dos representantes de classe.

0 1
Com as operacoes acima, S~'A é um anel com zero igual a 7€ unidade igual a T

Além disto, este anel possui um homomorfismo candnico

1:A— STTA
a
ar— —

chamado de mapa de localizacao.

Observagao 1.1.2. Se A for um dominio e 0 ¢ S a relagdo de equivaléncia se
reduz a

a b

—=- <= at =bs

s i
Ou seja, S~'A pode ser visto como um subanel do corpo de fracoes de A e neste
caso, o mapa de localizacao é um morfismo injetivo de anéis, de modo que o anel A

pode ser visto como um subdominio de S~ A, ou seja, uma "inclusao'. No entanto,

para anéis mais gerais, o mapa de localizacdo nem sempre seré injetivo .

Podemos também localizar médulos. Dado um A-médulo M, a localizagio S~ M
de M por um subconjunto multiplicativo S C A é o S~tA-mdédulo das fracoes m
s

comm € M e s € S tais que

T:% <= u(mt —ns) =0 para algum u € S
s

O médulo S™1M é construido a partir de uma relacio de equivaléncia em M x S

de modo analogo ao que foi feito para se localizar anéis. As operagoes de soma e

multiplicagao sao dadas por

m n mt+ns am am

_— e —— = —
S t st t s st

'Exemplo 4.1.5 da referéncia (TENGAN; FILHO, 2015)
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coma€ A, s,t€Sem,ne M.

Na pratica, os dois subconjuntos multiplicativos mais usados sao os seguintes:

Exemplo 1.1.3. Seja A um anel e M um A-moddulo.

1. Dado f € A, o conjunto Sy = {f" | n € Z,} é um subconjunto multipli-
cativo de A e denotamos por A; e M as localizacoes de A e M por Sy,

respectivamente;

2. Seja p um ideal primo de A, o conjunto S, = A\ p é um subconjunto
multiplicativo de A e denotamos por A, e M, as localizacoes de A e M por

Sy, respectivamente.

Agora vamos provar a propriedade mais importante das localizacoes e que, de fato,
as caracteriza. A chamada propriedade universal nos diz que dar um homomorfismo

¢ ST'A — B é o mesmo que dar um homomorfismo ¢ : A — B tal que

o(S) C B*.

Teorema 1.1.4. Sejam A um anel, S C A um subconjunto multiplicativo e
t: A — S7'A o0 mapa de localizacdo. Se ¢ : A — B for um homomorfismo de anéis
tal que ¢(s) € B* para todo s € S, entao existe um tinico homomorfismo de anéis
Y : S™'A — B definido por 1 (Z) = ¢(s)"Yp(a) tal que Y oL = ¢, isto é, tal que

o diagrama abaixo comuta.

A—— S71A

X K
B
. : ab a b
Dem.: Vamos mostrar que ¢ esta bem definido. Sejam —, p € ST A tais que — = e
s S

entao existe u € S tal que

uta =usb = p(uta) = p(usb) <= p(u)p(t)p(a) = p(u)p(s)e(b)

Como ¢(u), (t), p(s) € B> segue que
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t

pla)p(s) ™ = b)) = v (2) v <b)

Uma verificacdo direta mostra que ¢ é tinico homomorfismo de anéis tal que

Yo =, isto é, tal que o diagrama comuta. |

Como os elementos de S passam a ser invertiveis em S™1A, este aumento no niimero
de unidades reduz o niimero de ideais primos. Agora, vamos ver como a localizacao
se relaciona com os ideais primos. Primeiramente, vamos apresentar o nome do

conjunto dos ideais primos de um anel.

Definicao 1.1.5. Seja A um anel. Chamamos de espectro primo de A o conjunto

de todos os ideais primos de A e denotamos por Spec(A).

Definicao 1.1.6. Chamamos o conjunto de todos os ideal maximais de A de

espectro maximal e denotamos por Specm(A).

Teorema 1.1.7. Sejam A um anel e S C A um subconjunto multiplicativo. Seja

t: A — S7'A o mapa de localizacio.

1. Se a é um ideal de A entao S~'a ¢ um ideal de S™'A.
2. Todo ideal b de S7*A é da forma S~ 'a para algum ideal de qa;
3. O mapa de espectros
Spec() : Spec(S™'A) — Spec(A)
q— 1 (q)

¢ injetivo e tem como imagem o conjunto
Dg = {p € Spec(A) | pNS =0}

Dem.: 1. Uma verificacdo direta mostra que S~'a é um ideal de S~ A.
2. Dado um ideal b de S~'A sabemos da teoria de ideais que a = ¢~1b é um ideal de
-1 T ~ a _1
A. Vamos mostrar que S~ 'a = b. Para a primeira inclusao temos que se — € S™'a,
s
. a 1 . b . s\ (b
entdo — = <) t(a) € b. Reciprocamente, se — € b, entao «(b) = (> -] €b,
s

S S 1 S
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b
isto é, b € a, e portanto, — € S~ la.
s

3. Primeiramente, vamos mostrar que dados p € Dg,a € A e s € S temos que

ges—lp — acp

a
A implicagio (<) ¢ direta. Por outro lado, se — € S™!p, existem p € p e t € S tais
s

que

a
,:th <= u(at — ps) = 0 para algum u € S

e disto
uta = usp € p com ut € S

Como p € Dg,ut € p, e portanto a € p, o que prova a implicacdo (=). Agora
vamos mostrar que a imagem de Spec(¢) estd contida em Dg. Suponha por absurdo
que p € Spec(t)(q) e SNp # 0. Assim, p = 17 !q e existe s € S Np, entdo
1(s) € q, absurdo pois ¢(s) € (ST A)*. Por outro lado, se p € Dg, vamos mostrar
que S7'p € Spec(ST'A). Note que S~'p é um ideal proprio de S~1A, pois, caso
contrario, teriamos 1 € S71p, e disto, 1 € p, que é um absurdo. Dados a,b € A e
s,t € S temos que
ab

b
22y = Pes iy — abep
st st

< a€poubeyp
a b
< —c S pou ;€ S~
s
o que mostra que S™'p é um ideal primo de S7'A. Por fim, uma verificacio
direta mostra que o mapa Spec(t) : Spec(S7'A) — Dg é uma bijecao, com inversa
p— S‘lp. [ |
Um corolario direto do Teorema 1.1.7 é o seguinte:

Corolario 1.1.8. Sejam A um anel e p € Spec(A), temos uma bijegao

{q € Spec(A) | g C p} — Spec(A;)
q— pA,
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Agora daremos duas defini¢oes com respeito a quantidade de ideais primos de um

anel.

Pelo Corolario 1.1.8 localizagdo A, de um anel A com respeito a um ideal primo
p € Spec(A) possui um tnico ideal maximal pA,. Anéis com esta propriedade

possuem um papel importante na Algebra Comutativa e devemos estudé-los.

Definigao 1.1.9. Um anel A é dito local se possui um tnico ideal maximal m.

O nome anel local é um bom motivo para chamarmos as localizagoes por este nome.

Um critério util para identificar anéis locais é o seguinte:

Lema 1.1.10. Um anel A é local se, e somente se, A\ A* é um ideal.

Dem.: Se A é local com ideal maximal m, entdo u € A* se, e somente se, u & m.
Assim, m = A\ A*. Reciprocamente, se m = A\ A* é um ideal, todo ideal préprio
ade A é tal que an A* = (), ou seja, a C m, 0 que mostra que m é o tnico ideal

maximal de A. [}

Um dos principais resultados sobre anéis locais ¢ o chamado Lema de Nakayama,

que ¢é de fato muito importante, entdo chamaremos de teorema.

Teorema 1.1.11. Sejam A um anel local, a um ideal préprio de A e M um

A-médulo finitamente gerado.

1. Se aM = M, entao M = {0};

2. Se N é um submoédulo de M tal que M = N + aM, entao M = N.

Dem.: 1. Usaremos o chamado "truque de determinante'. Sejam mgq,...,m,

geradores de M. Por hipdtese, existem a;; € a C m tais que

my = ay1my+ ...+ ay,my,

Mo = Ao1M1 + ...+ QopMy

My = Q1M1 + ...+ QM
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Considere a matriz T' = (a;;) € M,(A). Seja I € M,(A) a matriz identidade.

Podemos reescrever o sistema linear acima como a equagao matricial

my
m
-7 =

my 0

Multiplicando pela matriz adjunta de I — T, obtemos det(/ — T")m; = 0 para todo
ie{l,...,n}. Porém

a; em = det(/ —T)=det/ =1 mod m = det(/ —7T) € A

e disto m; = 0 para todo ¢ € {1,...,n}, o que nos d& M = 0.

2. Basta tomar M = — e aplicar o item 1. |

Observacao 1.1.12. Na demonstracao do item 1. do Lema de Nakayama, pode-
riamos simplesmente ter resolvido o sistema linear isolando uma variavel de cada

vez. De fato,
my = aj1my + ajgmse + ... + ay,m, < (1 — (111)7711 = a19Mmso + ...+ ay,my,

Como a1 € m, temos que 1 —a;; € m < 1 —ay; € A*. Assim, dividindo por
1 — ay; obtemos my € Ams + ... + Am,,, ou seja, M pode ser gerado por n — 1

geradores. Repetindo o processo, eventualmente teremos M = 0.

1.2 Anéis e mdédulos noetherianos

A maioria dos anéis comutativos encontrados em Teoria dos Numeros e Geometria
Algébrica satisfazem certas condi¢oes de finitude que, de certa forma, funcionam
como um substituto para o principio de inducao finita. Anéis que satisfazem
tais condi¢oes sao chamados de noetherianos, assim batizados em homenagem a
matematica alema Emmy Noether, que foi a pioneira no estudo de tais condigoes

de finitude, provenientes das chamadas condi¢oes de cadeia para ideais e méodulos.



Capttulo 1. Nogcoes bdsicas de Algebra Comutativa 21

Definicao 1.2.1. Seja A um anel. Um A-médulo M é noetheriano se todo A-
submédulo N C M for finitamente gerado.

O teorema a seguir nos da mais duas condig¢oes equivalentes que caracterizam um

A-médulo noetheriano.

Teorema 1.2.2. Sejam A um anel e M um A-moédulo. Sao equivalentes:

1. M é noetheriano;
2. Toda cadeia ascendente de A-submoddulos de M é estacionaria;

3. Todo subconjunto nao vazio de A-submddulos de M possui um elemento

maximal com relagdo a inclusao.

Dem.: (1. = 2.): Seja N; C Ny C ... uma cadeia de A-submoddulos de M e seja
N = N;, que também é um A-submédulo de M. Por hipétese, N é finitamente
gerado, digamos N = Any + ...+ Ang. Tome iy suficientemente grande para que
ny,...,n; € N;,, de modo que N = N, e portanto, N; = N;, para todo i > .
(2. = 3.): Seja C' # () um conjunto de A-submddulos de M e seja N; € C.
Se N; for maximal em C, nada a provar. Caso contrario, existe Ny € C' tal que
Ny © N;. Se Ny for maximal em €| nada a provar. Caso contrario, repita o
processo. Eventualmente, esse processo ird terminar, ja que caso contrario teriamos
uma cadeia ascendente nao estaciondaria, o que contraria a hipétese. Portanto, C'
possui um elemento maximal com relagao a inclusao.

(3. = 1.): Sejam N um A-submoddulo de M e C o conjunto dos A-submddulos
de M que sdo finitamente gerados. Como {0} € C, temos que C' # (), logo por
hip6tese, C' possui um elemento maximal N’. Vamos mostrar que N = N’. Por
um lado, temos que N’ C N. Suponha por absurdo que exista x € N \ N’. Assim,
N' + Ax € C e N C N'+ Az, contradizendo a maximalidade de N’. Portanto,
N =N |

Como corolario direto do Teorema 1.2.2 temos a caracterizacdo dos anéis noetheri-

anos.

Corolario 1.2.3. Seja A um anel. Sao equivalentes:
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1. A é noetheriano;
2. Toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionaria;

3. Todo subconjunto nao vazio de ideais de A possui um elemento maximal com

relagao a inclusao.

Vamos agora dar exemplos de anéis noetherianos para ilustrar o que apresentamos

até agora.

Exemplo 1.2.4. Seja K um corpo. Entao, um K-espago vetorial V' é noetheriano
se, e somente se, dimy V' < co. Basta usar o fato de que um K-espago vetorial é

finitamente gerado se, e somente se, tem dimensao finita.

Exemplo 1.2.5. Corpos e DIPs sao noetherianos pois todos os seus ideais sao

finitamente gerados (por um tnico elemento).

Exemplo 1.2.6. Um exemplo de anel nao noetheriano é o anel de polinémios
em infinitas indeterminadas X7, Xs,.... Este anel possui uma cadeia ascendente
estrita de ideais

(X1) € (X1,X0) C ...

=

Como comentado na introducao desta secao, o conceito de anel noetheriano pode
ser interpretado como um substituto para o principio da inducao finita ou para o
principio da boa ordem em N. Mas antes vamos enunciar um importante resultado
envolvendo ideais primos, conhecido como "Prime avoidance'ou numa traducao

livre para o portugués, "Como evitar primos":

Teorema 1.2.7. Sejam A um anel, a C A um ideal de A e pq, ..., p, ideais primos
de A. Entao

aC U p; < aCp,; para algum ¢
1<i<n

Dem.: Teorema 3.1.10 da referéncia (TENGAN; FILHO, 2015). [

Como exemplo de aplicacao de "indugao noetheriana", temos o seguinte teorema:



Capttulo 1. Nogcoes bdsicas de Algebra Comutativa 23

Teorema 1.2.8. Seja A um anel noetheriano.

1. Todo ideal a de A contém um produto finito de ideais primos;

2. A possui apenas um ntumero finito de ideais primos minimais.

Dem.: 1. Suponha que o resultado seja falso. Seja P o conjunto dos ideais que nao
contém produtos finitos de ideais primos, que é nao vazio por hipdtese. Seja m um
elemento maximal em P. Em particular, m nao é primo, logo, existem a, b ¢ m tais
que ab € m. Como a = (a) +m D me b= (b) +m D m, pela maximalidade de m,

a,b & P, logo existem p;, q; € Spec(A) tais que

a:pl...pneb:ql...qm

Como ab € m, temos que

mDOab=p1...Pu01...qm

absurdo.
2. Pelo item 1., {0} D py...p, para certos p; € Spec(A4). Logo, dado q €
Spec(A),q D p1...pn, € portanto, q D p,; para algum 7, pelo Teorema 1.2.7. Assim,

os primos minimais de A formam um subconjunto dos p; acima. |

Os proximos resultados nos darao condigoes suficientes para que um A-modulo seja

noetheriano.

Proposigao 1.2.9. Sejam A um anel e
0O—-M —-M-—M'"—0

uma sequéncia exata de A-mddulos. Entdo M é noetheriano se, e somente se, M’
e M" forem noetherianos. Em particular, quocientes e submoédulos de médulos

noetherianos sao noetherianos.

Dem.: Suponha sem perda de generalidade que M’ é um submédulo de M e que
M
M” - M
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(=) : Suponha M noetheriano. Todo A-submédulos de M é finitamente gerado,
logo todo submédulo de M’ é finitamente gerado, e portanto, é noetheriano. Pelo
teorema de correspondéncia, toda cadeia ascendente de A-submédulos de M”
corresponde a uma cadeia ascendente de A-submédulos de M, contendo M’, que é
estacionaria. Portanto, M"” é noetheriano.

( <= ) : Sejam M’ e M" noetherianos. Dada uma cadeia ascendente de A-
submédulos de M

My, CMy,CMsC ...

temos por hipdtese que as cadeias de A-submodulos

MinM cMynM Cc MsnM c...c M
M+ M’ My + M’ My + M’ M
1&, C 2]\;/ C 3]_\; CCM:M”

sao estacionarias para algum 7 suficientemente grande. Assim, basta mostrar que

MZHMIIM,L ﬂ]\/[’
{ i = M; = M;+,

M;+ M' = My, + M’
Como M; C M, basta provar a inclusao contraria. Tome
Miy1 € My C My + M = M; + M’
Assim, existem m; € M; e m' € M’ tais que m; 1 = m; + m/. Como
m' =mi1 —m; € MO M =M,NM = m'e M,
temos que m;y1 = m; +m’ € M;, o que prova que M; .1 C M. [ |

Corolario 1.2.10. Seja M um A-modulo finitamente gerado. Se A é noetheriano,

entao M é noetheriano.

Dem.: Primeiramente, observe que um A-modulo livre A™ de posto n é noetheriano:
o resultado vale para n = 1, pois A é noetheriano por hipotese. Suponha valer para

n — 1, se n > 1 temos a sequéncia exata

0 —— A" L5 A" 75 A 0
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Por hipétese de inducao, A1 é noetheriano, logo A™ é noetheriano pela Proposicao
1.2.9. Agora um A-moédulo M finitamente gerado ¢ um quociente de um A-moédulo

livre de posto finito: se M = Amy + ... + Am,,, temos uma sobrejecao

A" — M
(a1,...,a,) — aymy + ...+ a,m,
e novamente pela Proposicao 1.2.9, M é noetheriano. [ |

Veremos ainda que a classe de anéis noetherianos é fechada por quocientes e

localizacoes.

Teorema 1.2.11. Seja A um anel noetheriano. Entao

A
1. P é noetheriano para todo ideal a de A;

2. S71A ¢ noetheriano para todo subconjunto multiplicativo S de A.

Dem.: 1. Segue diretamente da Proposicao 1.2.9 uma vez que um A-submodulo de

A
— nada mais é que um ideal de —.

a a
2. Pelo Teorema 1.1.7, um ideal de S7!'A é da forma S~!a para algum ideal

a de A. Se a for finitamente gerado, digamos a = (ay,...,a,), entdo S~'a =
a1 Qp , , . . . .
(1 cee 1) também ¢é finitamente gerado, e portanto, A noetheriano implica

S—1 A noetheriano. [ ]
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2 Dependéncia integral

O contetido aqui estudado pode ser encontrado novamente nas referéncias (ATTYAH;
MACDONALD, 1969) e (TENGAN; FILHO, 2015).

2.1 ExtensoOes integrais de anéis

Nesta secao vamos definir integralidade sobre um anel A. Dizemos que A C B é

uma extensao de anéis se A é um subanel de B.

Definicao 2.1.1. Seja A C B uma extensao de anéis. Dizemos que x € B é
integral sobre A se z for raiz de um polinémio moénico com coeficientes em A.

Dizemos que B é integral sobre A se todo elemento de B for integral sobre A.

O préximo teorema nos dard condigoes equivalentes que caracterizam o fato de um
elemento ser integral sobre um anel. Mas primeiro, precisamos de um lema que
pode ser visto como uma generalizagdo do teorema de Cayley-Hamilton da Algebra

Linear, s6 que para modulos.

Lema 2.1.2. Seja A C B uma extensao de anéis. Se M for um B-moddulo
finitamente gerado como A-moddulo, entdo dado b € B, existe um polindmio ménico
f(X) € A[X] tal que f(b)M = {0}.

Dem.: Seja M = >~ Am;. Como M é um B-mddulo, existem elementos a;; € A

1
com i,j € {1,...,n} tais que
n
bmi = Zl aijmj
]:

Por outro lado, temos que
n
bmi = Z b§ijmj
j=1

para cada 7. Entao subtraindo as duas equagoes temos o sistema
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Zl<b(5” — aij)mj =0
]:

Tome ¢;; = bd;; — a;; € B e considere a matriz C' = (¢;;) € M, (B). Entao, o
J J J J

sistema acima pode ser reescrito como

mi 0
o™=
My, 0

E aqui vamos usar o "truque do determinante", isto é, multiplicar a equacao a

esquerda pela adjunta de C'. Assim,

mq 0
mMo 0
detC| [ =].
My, 0

Como os m; geram M, isto prova que (det C)M = 0 e por um argumento andlogo

ao que fizemos no Teorema 1.1.11, segue o resultado. [ |

Teorema 2.1.3. Seja A C B uma extensao de anéis. Dado b € B, as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. b é integral sobre A;
2. A[b] é um A-mddulo finitamente gerado;
3. Existe um A-submddulo C' de B contendo A[b] tal que C' ¢é finitamente gerado;

4. Existe um A[b]-médulo fiel M que é um A-mddulo finitamente gerado.

Dem.: (1. = 2.) : Como b é integral sobre A, existem ay, ..., a, 1 € A tais que
b + a1 0" P+ .. +ay=0

Logo,
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n—1 .
" e M = > Ab
=0

que é um A-modulo finitamente gerado. Por inducao, segue que para todo m >
n,b™ € M, e portanto, A[b] = M. Logo, A[b] é um A-mddulo finitamente gerado.
(2. = 3.): Tome C = AJb]. Entao, C' é um A-médulo finitamente gerado por
hipdtese

(3. = 4.): Tome M = C. Como C contém A[b], e 1 € A[b] entdao 1 € C, e
portanto, C' é um A-mddulo fiel.

(4. = 1.) : Pelo Lema 2.1.2, f(b)M = {0} para algum polinémio monico

f(X) € A[X], como M é fiel, f(b) = 0. Portanto, b é integral sobre A. [ |
Corolario 2.1.4. Seja A C B uma extensao de anéis e sejam by, ..., b, integrais
sobre A. Entao, A[by, ..., b,] é um A-médulo finitamente gerado.

Dem.: Vamos provar por induc¢ao sobre n. O caso n = 1 segue do Teorema 2.1.3.

Para n > 2, suponha que C' = Afby, ..., b, 1] seja um A-mo6dulo finitamente gerado.
Entao, existem cq,...,¢, € C tais que
C:A[bh...,bn_l] = ACZ'
i=1

Por hipotese, b, é integral sobre A, logo, é integral sobre C'. Entao,
k=1
Clon] = X Cb],
§=0

para algum k£ € N. Assim,

3

k—1 .
Alby, .. by =Clb) = X 3 Acibd
§=04i=1

7

Em particular, A[by,...,b,] é um A-médulo finitamente gerado. [ |

Assim como para extensoes de corpos existe o fecho algébrico, no caso de anéis

temos o fecho integral.

Defini¢ao 2.1.5. Seja A C B uma extensao de anéis. O fecho integral de A em B
é o conjunto de todos os b € B que sao integrais sobre A. Se A for igual ao seu

fecho integral em B, dizemos que A é integralmente fechado em B.
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Na teoria de corpos, tinhamos que o fecho algébrico em si era um corpo, analoga-

mente, para o fecho integral temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.6. Seja A C B uma extensao de anéis. Entao o fecho integral de A

em B é um subanel de B que contém A.

Dem.: Seja Ag o fecho integral de A em B. A inclusio, A C Ap é trivial, pois
todo a € A é raiz do polindomio monico X — a € A[X]. Sejam z,y € Ap. Pelo
Corolario 2.1.4, Alz,y] é um A-médulo finitamente gerado, que é um subanel de
B. Como z — y,zy € Alz,y], pelo Teorema 2.1.3 segue que = — y, zy sao integrais
sobre A. [ |

O préximo resultado nos mostrara que a integralidade é uma propriedade transitiva.

Proposicao 2.1.7. Sejam A C B e B C C extensoes integrais de anéis. Entao,

A C C também é uma extensao integral de anéis.

Dem.: Seja x € C. Devemos mostrar que x é integral sobre A. Primeiramente,

como x € integral sobre B, existem by,...,b,_1 € B tais que
2"+ by a4+ by =0

Como A C B é uma extensao integral, x é integral sobre B’ := A[by, ..., b,_1]. Pelo

Corolario 2.1.4, B’ é um A-mo6dulo finitamente gerado, pois todos os b; sdo integrais

sobre A. Entao existem elementos ¥, ...,yx € B’ que geram B’ como A-mo6dulo.
Além disto, B’[z] é um B’-m6dulo finitamente gerado pelos z7,j € {0,...,m — 1}.
Temos que
m—1 . m—1 k .
Alz] C B'lx] = Y B'z? = Y Y Ay’
=0 5=0 i=1

Logo, pelo Teorema 2.1.3, = é integral sobre A, e portanto, A C C é uma extensao

integral de anéis. |

Corolario 2.1.8. Seja A C B uma extensdo de anéis. Entao, o fecho integral Ap

de A em B é integralmente fechado em B.
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Dem.: Tome b € B integral sobre Ag. Entdo, a extensdo de anéis Ap C Tg[x] é
integral pelo Corolario 2.1.4 e a extensdao A C Ap é integral pela definicdo de Ap.
Pela Proposigao 2.1.7, segue que A C Ag[z] é integral. Em particular, z é integral
sobre A. Portanto, z € Ag. [ |

Vamos agora mostrar que um DFU é integralmente fechado. Em particular, um

DIP ¢ integralmente fechado.

Definicao 2.1.9. Dizemos que um dominio A é integralmente fechado se for

integralmente fechado no seu corpo de fragoes.

Proposicao 2.1.10. Todo DFU ¢ integralmente fechado.

S

Dem.: Sejam A um DFU e K seu corpo de fragdes. Tome x € K e escreva x =

wn o

Y

com a,b € A;b# 0. Como A é um DFU, podemos supor que a e b sdo coprimo
isto é, ndo existe nenhum primo p € A que divida ambos a e b. Suponha que x

seja integral sobre A. Entao, existem elementos ay, ..., a,_1 € A tais que

a\" a n—1
(b) —|—an_1(b> +...+CLO:0

Multiplicando a equacgao por b" ficamos com
a” + ap_1a" b+ .+ agh” =0

Assim, b | a" € A, mas como a e b sdo coprimos, a” e b sdo coprimos. Logo, b € A*.

Logo, b=t € A, e disto, x = %
fechado. [ |

= ab™! € A, mostrando que A é integralmente

Exemplo 2.1.11. Os anéis Z e Z[i| = {a + bi | a,b € Z} sdo dominios euclidianos,

em particular sao DFUs, e portanto, sdo integralmente fechados.

Agora, consideraremos A C B uma extensao de dominios e K o corpo de fragoes
de A.

Teorema 2.1.12. Seja A C B uma extensao integral de dominios. Entao, A é um

corpo se, e somente se, B é um corpo.
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Dem.: (=) : Seja A um corpo e tome b € B\ {0}. Entdo b é integral sobre A e

existem aq, ..., a,_1 € A tais que
b* + a1 b" P+ 4+ay=0
que pode ser reescrita como
b(b" L+ a, 0"+ +ay) = —ag
Escolha tal expressao com n minimal. Por hipétese, b # 0 e como n é minimal,
bt a, "2+ +ap #0

Como B ¢é um dominio, segue que ag # 0, e como A é um corpo, existe ag ' € A.

Logo
bl = —ag (0" + ...+ ay)

Logo b € B*.
(<= : Seja B um corpo e tome a € A\ {0}. Entao, existe a=! € B. Como A C B

¢ integral, existem a; € A tais que
a4 ap1a "D+ 4a=0

Isolando @™ no primeiro membro da equacao e dividindo ambos os membros por

a™ ! ficamos com
atl=—(apn1+...+aua"')eA

Logo, a € A*. [ |

O préximo resultado relaciona os conceitos de elemento algébrico sobre um corpo e

elemento integral sobre um anel.

Proposicao 2.1.13. Seja A um dominio integralmente fechado em seu corpo de
fragoes K. Sejam L/K uma extensdo finita e o € L algébrico sobre K. Entao a é

integral sobre A se, e somente se, o polindbmio minimal de f sobre K pertence a
A[X].
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Dem.: (<= ) : Segue da definigdo de integralidade.
(=) : Seja E um corpo de decomposicao de f sobre K. Entao

—

(X)) =

(X —a;) coma; € E,a; =«

=1

Como « ¢ integral, existem K-isomorfismos

o K(a) = K(o)
K[X]

f(X))
polinémio ménico g(X) € A[X] tal que g(a) = 0. Aplicando o; nesta equagao,

112

usando o fato que K(«;) para cada raiz «;. Por hipotese, existe um

temos que

0=o0(9()) = g(o:(a)) = g(ev;)

Logo, «; é integral sobre A para todo i € {1,...,n}. Segue que f(X) = [T(X —
i=1
a;) € K[X] tem coeficientes que sao integrais sobre A. Como A ¢é integralmente

fechado, segue que f € A[X]. [

2.2 Extensoes integrais de ideais

Nesta secao, vamos estudar os ideais em extensoes integrais e como extensoes se

relacionam com localizagao.

Proposicao 2.2.1. Seja A C B uma extensao integral de anéis com a e b ideais

de A e B respectivamente, tais que b N A = a. Entao

B, . A
1. — ¢ integral sobre —;
b a

2. Se a € Spec(A) e b € Spec(B), entdo a é maximal em A se, e somente se, b é

maximal em B.
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B B
Dem.: 1. Temos uma sequéncia A <— B —» N onde o nucleo de A — A é ANb = a.
B

Logo, temos uma injecao de — em " e podemos ver — — R como uma extensao
a a

B
de anéis. Tome T =z 4+ b € — para algum = € B. Entao, existem a; € A tais que

b

"+ ap 12" '+ . +a=0 modb = T"4+a, 2" ' +...+a=0

: - A .
Os coeficientes da segunda equacao estao em —, entao temos que T € integral sobre
a

A

a
A B
2. Se a e b sdo ideais primos, entao — e m sao dominios. Pelo item 1., podemos
a
A B

ver — — — como uma extensao integral de anéis, entao pelo Lema 2.1.12, — ¢

a b b
um corpo se, e somente se, — ¢ um corpo. Portanto, b ¢ maximal se, e somente se,
a

a é maximal. [}

Proposigao 2.2.2. Sejam A C B uma extensao de anéis e S C A um subconjunto

multiplicativo.

1. Se A C B for integral, entao S~1A C S7!B ¢ integral;

2. Se C for o fecho integral de A em B, entdao S~'C é o fecho integral de S—1A
em S™!B.

Dem.: Existe um homomorfismo candnico

S™'A— S'B
a a

J— ’_) J—
b b
que estd bem definido e é injetivo. Assim, podemos ver S~'A como um subanel de
S—1B. ;
1. Seja — € ST'Bcom b € Bes € S. Como b é integral sobre A, existem
s

ag, . .., 0,1 € A tais que

"+ ap 0" P+ .. +ap=0
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Aplicando o morfismo de localizacao ¢ : B — S™!B na equacao acima e dividindo

(b)n an_1<b>n_1 Qo 0
-1 + - +.oo ===
S S S S 1

b
Como agora cada coeficiente pertence a S™1A, segue que — é integral sobre S™1A,
s

por s, ficamos com

e portanto, a extensao S™'A C S™'B é integral.
2. Temos que A C C' C B, entao podemos considerar a torre de extensoes de anéis

S™1A c S71C c S7'B. Como A C C é integral, pelo item anterior, segue que

b
S7tA c S7IC é integral. Seja — € S™!B, integral sobre S7'A. Entdo, existem
s

. a A .
fragoes —, ..., ——L € S~14 tais que

S0 Sn—1
b\" a b\ a 0
() + - <> + o + 70 1
S Sn—1 \S S0 1

Multiplicando por s™ e pelo denominador comum das fragdes, podemos escrever

" b\ a0
t'= Y 2=
(1) + 22 (3) o

onde t' € S e a; € A. Entao, existe algum t” € S tal que

" +al, b+ +apy) =0
Tomando t = t't” € S, vemos que
" +al 0"+ 4af=0,a € A
Multiplicando por ¢!, ficamos com
()" +ap_, (tb)" "+ ... 4 agt" ' =0
Portanto, tb é integral sobre A, isto é, tb € C'. Logo,
b b

~=—cS5'C
S ts

E concluimos que S™'C é o fecho integral de S~'A em S~!B. [ |
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Proposigao 2.2.3. Seja A C B uma extensdo integral de anéis. Se q,q" € Spec(B)
sdo taisque qC g eqNA=q NA, entdo q=1¢’.

Dem.: Sejap =qNA=q NA. Entdo, p € Spec(A). Se S = A\ p, entao pela
Proposigao 2.2.2, A, C S7'B é uma extensao integral. Pelo Coroldrio 1.1.8, pA4, é
0 unico ideal maximal do anel local A,. Note que SNg' =SNANg =SNp=70.
Analogamente, SN q = (). Assim, pelo Teorema 1.1.7, S~'q C S™1q’ € Spec(S™!B).
Além disto, 1 ¢ S7q, logo S7'q N S71A # S7tA. Assim, S7'q N S71A =
pA,. Analogamente, S~'qNS™tA = pA,. Como pA, é maximal em S™'A, pela
Proposicao 2.2.1, temos que S~ 'q e S7!q’ sdo ambos maximais em S~!B. Portanto,

S~lq = S7!q’ e novamente pelo Teorema 1.1.7, temos que q = q'. [

Lema 2.2.4. Seja A C B uma extensao integral de anéis e p € Spec(A). Entao
existe q € Spec(B) tal que g N A = p.

Dem.: Seja S = A\ p e considere o diagrama comutativo

A—— B

b

A, —— S—'B

Tome um ideal maximal m de S™'B e considere q = j~!(m) que ¢ um ideal primo
de B pelo Teorema 1.1.7. Vamos provar que g N A = p. Como B é integral sobre
A, pelo Lema 2.2.2, S™' B é integral sobre S™'A = A,. Entao, pelo Lema 2.2.1,
m maximal em S~!'B implica m N A, maximal em A,. Mas A, é um anel local,
logo m N A, = pA,. Como o primeiro diagrama comuta, temos outro diagrama

comutativo
gqNA ——q

O
pA, —— m

Logo, qNA=j7"1m)NA=:i"'mnA,) =i"'(pA,). Finalmente, pelo Teorema
1.1.7, temos que g N A = p. |
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A Proposicao 2.2.3 e o Lema 2.2.4 combinados mostram que numa extensao integral
A C B, qualquer p € Spec(A) levantado em B esté contido num q € Spec(B). Isto

pode ser generalizado no teorema a seguir, conhecido como going up.

Teorema 2.2.5. Sejam A C B uma extensao integral de anéis, py, ps € Spec(A)
e q; € Spec(B) onde p; C ps e g1 N A = p;. Entdo existe q2 € Spec(B) tal que
qi S g2 eqenNA=ps.

Dem.: Considere a extensao de anéis quocientes

‘—>§:—
q1

a=2 b
P1

Pela Proposicdo 2.2.1, B é integral sobre A. Pelo teorema de correspondéncia,

Py = 132 € Spec(A). Entao pelo Lema 2.2.4, existe um ideal g, € Spec(B) tal que

71 JR—
G2 N A =9, Seja gz a pré imagem 7 '(q,) onde 7 : B — B é a projecao canonica.

Como p; # 0, segue que g2 2 ;. Por fim, temos que g2 N A = po. [ |

Definigao 2.2.6. Seja A um anel e p € Spec(A). A altura de p é definida por
ht(p) = sup{l > 0 | existe uma cadeia de ideais primos po C p1 C ... T p1 € p}
A dimensao de Krull de A é definida por

dim A = sup{ht(p) | p € Spec(A)}

Observagao 2.2.7. Se p nao for maximal, entdo p C m para algum ideal maximal

m de A, entdo podemos reformular a dimensao de Krull como

dim A = sup{ht(m) | m € Specm(A)}
=sup{{ >0]|poEp1 S ... < p éuma cadeia de ideais primos}

=

Exemplo 2.2.8. Se K for um corpo, entdao dim K = 0, pois {0} é o tinico ideal

maximal de K.

Exemplo 2.2.9. Se A for um dominio, entdo dimA =0 <= A é um corpo. Mas

existem anéis que nao sao dominios e tém dimensao 0.

ITeorema 7.3.3 da referéncia (TENGAN; FILHO, 2015)
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Exemplo 2.2.10. Se A for um DIP que nao é corpo, entao dim A = 1.

A estratégia aqui serd mostrar que todo ideal primo nao nulo é maximal. De fato,
seja a € Spec(A),a # {0}. Como A é um DIP, podemos escrever a = (a),a € A.
Como a # {0},a # 0. Suponha que a C b C A para algum ideal b de A e escreva
b = (b) para algum b € A. O elemento a € (a) C (b), entdo existe ¢ € A tal que
a = be. Como a € Spec(A) e a =bc € a, temos que b € a ou ¢ € a. Se b € a, segue
que b = (b) C a, e portanto, a = b. Se ¢ € a = (a), existe d € A tal que ¢ = ad.
Assim, a = bc = bad e como A é um dominio e a # 0, temos que bd = 1. Logo,
b e A*, e portanto, b = A.

Vamos agora provar alguns resultados a cerca da dimensao de Krull.
Proposicao 2.2.11. Seja p € Spec(A). Entao
1. ht(p) = dim Ay;

2. ht(p) + dim;:1 < dim A.

Dem.: 1. Pelo Corolario 1.1.8, existe uma correspondéncia biunivoca entre Spec(A,)

e q € Spec(A) tais que q C p. Assim, qualquer cadeia
PoGPI G GPna &P
em Spec(A) corresponde a uma cadeia
S TSP ... CS TP &S
em Spec(4,). E isto prova que dim A, > ht(p). Reciprocamente, qualquer cadeia
WCH<...Cqu 1SS

em Spec(A,) corresponde a uma cadeia

N qo) CiH) S S (qe) SN (ST ) =

em Spec(A). E isto prova que dim A, < ht(p), e portanto, ht(p) = dim A,.

2. Suponha que dim E = [ e seja



Capitulo 2. Dependéncia integral 38

W& Ga

N

uma cadeia maximal em Spec ( ) Pelo teorema de correspondéncia de ideais,

isto é levantado a uma cadeia

s .. .Sq

em Spec(A) tal que cada q; D p. Claro que sempre podemos adicionar p no inicio
de tal cadeia, entao se [ é maximal, devemos ter que qo = p. Agora, dada uma

cadeia

PP S . CPaChP=gpCns...Cq

em Spec(A). Isto mostra que dim A > n+ 1. Em particular, isto vale para qualquer

n < ht(p), entdo temos que
: A
dim A > ht(p) + | = ht(p) + dim v

Teorema 2.2.12. Se A C B é uma extensao integral de anéis, entao dim A =

dim B.

Dem.: Seja

uma cadeia em Spec(B), entao
qoﬂqulﬂAg...gqlﬂA

¢ uma cadeia em Spec(A). O fato das inclusoes serem estritas segue da Proposicao
2.2.3. Assim, dim B < dim A. Por outro lado, se
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em Spec(B), com q; N A = p; para cada i € {0,...,l}. Logo, dimA < dim B, e
portanto, dim A = dim B. |

Existe um resultado analogo do going up para cadeias descendentes de ideais primos,

mas que necessita de condigoes adicionais. Para isso precisamos provar dois lemas.

Lema 2.2.13. Dados uma extensao de anéis A C B e p € Spec(A), existe
q € Spec(B) tal que N A = p se, e somente se, pPBN A C p.

Dem.: (=) : Se q € Spec(A) é tal que qN A = p, entdo
pBNA=(qNABNACqNA=p.

(<=):Seja S = A\ p. Por hipétese, pBN A C p implica que (pBNA)NS = 0.
Logo, S7Y(pB) # S™'B, entao existe um ideal maximal m em S™1'B tal que
S~ (pB) C m. Pelo Teorema 1.1.7, existe um q € Spec(B) tal que qNS =0 e
m = S~!q. Entdo

pCPBNACqgNACqgNPCp
Portanto, p = q N A. [ |

Lema 2.2.14. Seja A C B uma extensao integral de dominios com K = FracA
e A integralmente fechado. Se p € Spec(A) e a € pB, entao os coeficientes do

polindmio minimal, exceto o lider, f de « sobre K pertencem a p.

Dem.: Pelo Lema 2.1.13, os coeficientes de f devem pertencer a A. Seja a = byp; +
...+ bgpr com b; € B e p; € p. Substituindo B por A[by, ..., bx], podemos supor
que B é um A-mdédulo finitamente gerado por xy, ..., z,. Para cadai € {1,...,n},

escreva
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n

aijxj
Jj=1

com a;; € p. Entao
n
Z (6Z‘jCYZEZ‘ - Clij) =0
j=1
Pelo truque do determinante temos que
det(d;;0x; — a;5)x; = 0 para todo j € {1,...,n}

Logo, ax; é raiz de um polinémio mdnico com coeficientes em p. Como isto vale
para todo gerador z;, segue que o proprio « é raiz deste polindomio, digamos,
g € p[X]. Seja f o polindémio minimal de «a sobre K, entao f | g, isto é, g = fh
para algum h € A[X]. Reduzindo médulo p, temos que

Xdes9 =G5 = fh €

A _
Como p € Spec(A), — é um dominio, entdo f e h devem ser poténcias de X.

Portanto, todo coeficiente nao lider de f pertence a p. [ |

O préximo teorema é conhecido como going down.

Teorema 2.2.15. Seja A C B uma extensao integral de dominios, onde A é
integralmente fechado. Sejam pq,ps € Spec(A) e q; € Spec(B) onde p; 2 py e
q1 N A = p;. Entao existe q2 € Spec(B) tal que q1 2 g2 e g2 N A = po.

Dem.: Como B é um dominio, o mapa B — B, é injetivo. Seja B' = By, = S™'B,
onde S = B\ q;. Temos uma torre de extensoes de anéis A C B C B’. Temos que
mostrar que existe um q' € Spec(B’) nao nulo tal que ' N A = py, e pelo Teorema

1.1.7, teremos que
po=qdNA=(dNB)NA=gNA

Tome p = ps. Pelo Lema 2.2.13, mostrar a existéncia de q' € Spec(B’) tal que
q N A = p é equivalente a mostrar que pB'N A C p. Se pB’'N A = {0}, nada a
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provar. Caso contrario, seja a € pB’ nao nulo e escreva a = as para algum « € pB

e s € 5. Seja f o polindmio minimal de « sobre K. Pelo Lema 2.2.14 temos que
f :Xn+0n_1Xn_1 +...tc,GEP

Como a € A, podemos escrever

1 -
Ef(aX):X”Jrca—lX"—lJr...jL@ X"+ X" 14 44

a":

Ci 1 L .
com ¢; = ——. Entao, — também ¢ irredutivel, e tomando X = s temos
a a

T flas) = - fla) =0

1
Segue que — f(aX) é o polindmio minimal de s sobre K. Logo, cada ¢ € A para
i €{1,...,n—1}. Suponha que a ¢ p. Entdo, como p é primo, ¢, ,a' =c,_; €p

implica que ¢, ; € p para cada i € {0,...,n—1}. Como s € B, temos que
s"=—cd, s"t— ... —cdyepB CpBCq

Entéo, s € gy pois q; é primo, mas isto contradiz o fato de s € S = B\ q;. Portanto,

a € p, edisto, pB'NA C p. [ |

Até o final desta segao, seja A um dominio com corpo de fragoes K. Se S C A\ {0},
podemos considerar o anel S™'A como um subanel de K. Em particular, 4, C K
para todo p € Spec(A).

Proposicao 2.2.16. Todo dominio A pode ser escrito como

A= N An

méeSpecm(A)

Dem.: Seja D a intersecao dos A, sobre todos os ideais maximais m de A. Entao,
D C K. Fixado um z € D, considere o ideal a = {a € A | ax € A} de A. Sem

for um ideal maximal de A fixado, por hipdtese, © € A,,, entdao existem a,b € A

com a € m e tais que x = —. Segue que axr = b € A, entdo a € a. Como tomamos
a
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a ¢ m, isto implica que a ¢ m. Como m foi arbitrario, temos que A = a. Logo,
1 €a,istoé,z=x-1€ A, e portanto, A = D. |

Proposigao 2.2.17. Dado um dominio A sdo equivalentes:

1. A é integralmente fechado;
2. A, é integralmente fechado para todo p € Spec(A);

3. An ¢ integralmente fechado para todo m € Specm(A).

Dem.: (1. = 2.): Seja p € Spec(A) e considere S = A\ p. Por hipétese, A é o
fecho integral de A em K, e pelo Lema 2.2.2, S~'A = A, ¢é integralmente fechado
em K, que também é o corpo de fracoes de S™LA.

(2. = 3.) : Segue do fato de todo ideal maximal ser um ideal primo.

(3. = 1.) : Seja m € Specm(A), temos que A C A, € K. Como A, é
integralmente fechado, segue que o fecho integral de A em K esta contido em A,
para qualquer m € Specm(A). Pelo Lema 2.2.16, segue que A é integralmente
fechado. |
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3 Corpos de Nimeros

O contetdo aqui estudado pode ser encontrado nas referéncias (NEUKIRCH, 2013),
(CASSELS; FROHLICH, 1986), (JANUSZ, 1996), (MARCUS; SACCO, 1977),
(WEIL, 2013), (ENDLER, 1986), (MILNE, 2017) e (SUTHERLAND, 2017).

3.1 Anéis de inteiros

Vamos comecar esta se¢do definindo os dois objetos mais importantes da Teoria

Algébrica dos Numeros.
Definicao 3.1.1. Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q.

Definigao 3.1.2. Dado um corpo de nimeros K, seu anel de inteiros Ok é o fecho

integral de Z em K.

O préximo exemplo mostra como podemos determinar o anel de inteiros de um

caso particular de corpo de niimeros.

Exemplo 3.1.3. Seja K um corpo quadratico, isto é, um corpo de nimeros tal
que [K : Q] = 2. Entdao, K = Q(+/d) para algum inteiro livre de quadrados
d € Z\ {0,1}, isto é, existem primos dois a dois distintos p; € Z tais que

d=Epips...pr

Queremos encontrar o anel de inteiros de K. Como K/Q ¢é uma extensao galoisiana,

existe um Q-automorfismo nao trivial o € Gal(K/Q)

c: K —- K
a+bVd— a—bVd

Usando a norma e o trago para K/Q, temos que

a €0 <= N(a)=ac(a)eTr(a)=a+o(a) €Z
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De fato, suponha que f(a) = 0 para algum polinémio ménico f(X) € Z[X]. Entéo,

Logo, o(a) € Ok. Como O é um anel, N(«a) = ac(a),Tr(a) = a+ o(a) € Ok.
Mas a norma e o trago tomam valores em Q, logo, N(a),Tr(a) € QN Ok = Z.

Reciprocamente, se ao(a), a + o(a) € Z entdao « é uma raiz do polinémio monico
(X —a)(X —o(a)) = X? = (a+ 0(a)X + ac(a) € Z[X]

Portanto, a € Ok. Assim, temos que

Ok ={a+bVd|a,beQea®—bd 2a e Z}

Z[\/d| sed=2,3 mod 4
= 1 d
Zl +2\/_] sed=1 mod4
1 d
O segundo caso segue do fato que se d =1 mod 4, entao w = +2\/_ satisfaz a
o, 1—-d
equacao w* — w + VR

Observagao 3.1.4. Pelo Lema 2.1.13, podemos escrever
Ok ={a € K/f, € ZIX]}

onde f, é o polindomio minimal de « sobre Q.

Como vimos no exemplo, duas aplica¢oes importantes para entender os corpos de

nimeros sao a norma e trago. Seja L/K uma extensao finita de corpos e fixe x € L.

Definicao 3.1.5. A norma de x ¢é o elemento Ny x(z) = det T, € K, onde

T,: L — L

o = ar

é uma aplicacdo K-linear.
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Definigao 3.1.6. O traco de x é T'rp i (x) = trT,, onde tr denota o traco.

Note que a norma e o traco estao definidos para qualquer extensao finita L/K, e nao
apenas para corpos de nimeros. Quando a extensao de corpos estiver subentendida,

escreveremos apenas N (z) e Tr(x) para a norma e o trago do elemento z.

Lema 3.1.7. Dado x € L, o polinomio caracteristico p de T}, é tal que

p(X) = (F(X)) A
onde f é o polindomio minimal de = sobre K. Logo,
Trig(z) =[L: K(2)|Trg @)k (v)

Dem.: Sejam m = [L : K(x)] en = [K(z) : K]. Se m =1, entdo L = K(x) e disto,
deg f = [L : K] = n. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, f | p, mas por defini¢ao,
ambos sao monicos e degp = n, entdo temos que p = f. No caso geral, sejam
{v1,..., vy} uma base de K(z)/K e {uy,...,u,} uma base de L/K(x). Sabemos

que o conjunto

{viuj|iG{l,...,m},jE{l,...,n}}

¢ uma base para L/K. Seja B = (by) a matriz canonica para T, na extensao
K(z)/K. Entao

.
TU; = kZ bki Uk,
=1

e portanto,

M=

z(viu;) = bri(vgu;)

k=1

Escrevendo a base {v;u;} como {viuy, vouy, ..., vuy, v1ug, . . ., Uy Uy } entdo a matriz

canonica de T, em L/K tem m blocos, cada um deles igual a B, assim
p(X) = [det(X] — B)™

e pelo caso m =1,
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det(XI — B) = f(X)
Portanto, p(X) = (f(X))™. [

Teorema 3.1.8. Seja L/K uma extensdo finita e separavel de corpos. Sejam

o1,...,0, as imersoes distintas L < K onde K é o fecho algébrico de K. Entdo,
dado = € L,
NL/K(I) = 1:[1 O'Z(ZL') (§] TTL/K = ‘Z:l O'Z(ZE)

Dem.: Suponha () # o(x) se i # j. Uma base de L/K é {1,z,...,2" '} ea

matriz de T, nesta base é

0 —Aao
10 ... 0 —a
01 0 —a
00 ... 1 —Qp—1

onde f(X) é o polindmio minimal de x sobre K. Neste caso, temos que f também
é o polindémio caracteristico de xz. Entao, Tr(x) é igual a soma das raizes de f e

N(z) é igual ao produto. [

Exemplo 3.1.9. Seja K = Q(v/d) com d um inteiro livre de quadrados. Entdo
um elemento x = a + bv/d € Q(v/d) tem

N(z)=a%>—b*d e Tr(z) = 2a

Até o final desta segdo, considere L/K uma extensao finita e separavel de corpos
e sejam {ay,...,a,} uma K-base de L, tal que [L : K] = n. Além disto, sejam

O1,...,0n: L — K as n K-imersoes distintas de L no fecho algébrico de K.

Defini¢ao 3.1.10. O discriminante da base {ay,...,a,} é

dr(an, ..., an) = [det(oi(ay))]?
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Proposicao 3.1.11. Seja A = (Trp x(ay)). Entao, dp/k (o, ..., a,) = det A.

Em particular, dp /g (a1, ..., o) pertence a K.

Dem.: Pelo Teorema 3.1.8,

n

TTL/K(OéiOéj) = k§1 or(ai)or(ay)
Logo, A = BC onde
B = (0k(a:))" e C = (ou(a))
Calculando o determinante, segue que

det A = (det B)(det C) = (det C)? = dp ke (a, ..., an)

Um caso interessante é quando L = K () é uma extensio simples e {1, a,...,a" "'}

é uma K-base para L. Entao, definimos o discriminante de v como

drjx(a) =dpk(l,a,...,a" 1)

Lema 3.1.12. Dado um elemento a € L algébrico sobre K, d k() é igual ao

discriminante do polindmio minimal de a.

Dem.: Seja L = K(a) e tome o; = 0;(a) para cada imersdo o; : L — K. Entao

1 oq ... o™t
ay ... ay!

dL/K<Oé) = det
1 a, ... am!

Que é um determinante de Vandermonde, isto é

dpk(a) = I1 (@i—aj)= I (ai—aq;)?

1<i<j<n,i#j 1<i<j<n
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Como K(a)/K é separéavel, dr x(a) # 0. E a férmula acima é exatamente o

discriminante de f, o polinémio minimal de « sobre K. |

Proposicao 3.1.13. Dada uma K-base {o,...,a,} de L, dp/k(ou, ..., ay,) # 0.

Dem.: Como L/K é finita e separdvel, pelo teorema do elemento primitivo, L =
K (f3) para algum 8 € L. Entdo pelo Lema 3.1.12, dr,k(1,3,..., ") # 0. Seja
A € GL,(K) a matriz de mudanca de base de {a1,...,a,} para {1,3,..., 5" '}
Entao para cada i,7 € {1,...,n}

det(o;(a;)) = (det A)(det(o;(8771))

Ambos os determinantes do lado direito sao nao nulos, logo det(c;(c;)) # 0, o que

implica drk (a1, ..., a,) # 0 pela definicao de discriminante. |

A prova da Proposi¢ao 3.1.13 nos d4 uma férmula bem tutil: Sejam B, B’ duas

K-bases para L com matriz de mudanca de base A, entao
dr/k(B) = (det A)*drx(B')

Boa hora para um exemplo de como encontrar o discriminante na pratica.

Exemplo 3.1.14. Vamos ao nosso exemplo favorito, K = Q(\/E) onde d é um

inteiro livre de quadrados. Entdo, {1,v/d} é uma base de K, e seu discriminante é

Vd

1
do(1,Vd) = det (1 i

) = (—2Vd)? = 4d

Que coincide com o discriminante de X? — d, como esperado.

Seja A um dominio integralmente fechado com corpo de fragdes K. Seja B o
fecho integral de A em L, que é uma extensao finita de K. Se x € B entao
cada o;(r) em K também é integral sobre K. Como A é integralmente fechado,
Npjg(x), Trpk(x) € A

Lema 3.1.15. Se x € B*, entao N(x) € A*.
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Dem.: Segue do fato de Ny g : L™ — K™ ser um homomorfismo de grupos. W

Lema 3.1.16. Suponha «q,...,qa, € B formem uma K-base para L. Seja d =

dL/K<051,...,Oén). Entao
dB C Aoy + ...+ Aoy,

n
Dem.: Sejam aq,...,a, € K tais que a = Y a;a; € B. Entao (aq,...,a,) é
i=1

solugao do sistema linear
Trrk(oio) = ‘21 Tri/k(aog)x;,i € {1,...,n}
]:

A matriz do sistema tem determinante d pela Proposicao 3.1.11. Logo, cada
1
a; pode ser escrito como — vezes uma combinacao A-linear de Tr(a;a). Como

a;,a € B, Tr(oa) € A e da; € A para cada j. Assim
do = i dajoj € Aay + ... + Aoy,
j=1

Como « € B foi arbitrario, mostramos que dB C Aa; + ... 4+ Aay,. [ |

Proposigao 3.1.17. Sejam A um DIP, B o fecho integral de Aem L e M C L um
B-mo6dulo finitamente gerado. Entao M é um A-médulo livre de posto n = [L : K.

Em particular, B é um A-modulo livre de posto n.

Dem.: Seja {a,...,a,} C B uma base para L/K. Pelo Teorema B.4.1 da referén-
cia (TENGAN; FILHO, 2015), sabemos que o posto de B, que estd bem definido
sobre um DIP, é no maximo n. Por outro lado, como os «; sao LI, o posto de B ¢
pelo menos n. Portanto, o posto de B é igual a n. Agora suponha que M seja uma
B-mdédulo finitamente gerado por f1,..., .. Entao existe a € A tal que af; € B
para cada ¢. Logo, pelo Lema 3.1.16

daﬂieM():AOél—{—...—l—AOén

Entao, daM C M,. Novamente pelo teorema B.4.1 da referéncia (TENGAN;
FILHO, 2015), como M, é livre, segue que daM também é livre. Logo, M é livre

de posto no maximo n. Por outro lado, por hipdtese, o posto de M é pelo menos
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o posto de B, logo vale a igualdade. A segunda afirmacao segue se tomarmos

M = B. |

Definicao 3.1.18. Uma A-base de B na situacao da Proposi¢ao 3.1.17 é chamada

de base integral.

Para néds, o caso mais importante de base integral é quando K = Q, A=Ze B C L

é o fecho integral de A num corpo de niimeros L.

Exemplo 3.1.19. Seja K um corpo de nimeros. Entao existe uma Q-base de
K, {aq,...,a,}, que é uma Z-base de Ok, isto é, uma base integral de K. Em
particular, a Proposicao 3.1.17 nos mostra que Ok é um grupo livre abeliano de
posto n = [K : Q]. No caso em que K = Q(v/d), o anel de inteiros Ox = Z & Zw,

co1m

Vd sed=2,3 mod4
Y=Y 1+Vd
2

sed=1 mod4

Portanto, {1,w} é uma base integral de O.

Observagao 3.1.20. A Proposigao 3.1.17 nao é valida se L/ K nao for uma extensao

separavel, como veremos na préxima segao.

Proposicao 3.1.21. Sejam {ay, ..., a,} e {f1,. .., Bn} duas bases integrais de um

corpo de numeros K. Entao

dK/Q(Oél, e ,Ozn) = dK/Q(ﬁla Ce ,Bn)

Dem.: Sejam d = dgg(a,...,a,) e d = dk(fi, ..., By). Entdo, d = (det M)*d’
para alguma matriz M € GL,(Z). Portanto, det M = £1 e d =d. [ |

Como o discriminante de um corpo de ntimeros K independe da escolha da base

integral, podemos definir:

Definicao 3.1.22. O discriminante de um corpo de niimeros K é

dK = dK/Q(Oél, e ,Oén)
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para alguma Z-base {aq,...,a,} de Ok.

Exemplo 3.1.23. O corpo quadratico Q(v/2) tem base integral {1,+/2}. Entao,
dx = 8. Em geral, para um corpo quadratico K = Q(\/E), o discriminante é dado

por

4d sed=2,3 mod 4
d sed=1 mod 4

dg =

Vamos terminar esta secdo com um resultado que relaciona o discriminante com a

norma.

Proposicao 3.1.24. Sejam K = Q(«) e f o polindémio minimal de . Entao

drjo(a) = £Ngo(f'(@))

Dem.: Sejam oy, ...,0, as Q-imersdes de K em Q. Podemos supor sem perda de

generalidade que o, = id : K — Q. Entao, pelo Lema 3.1.12

dgjo(@) = 11 (oi(@) —0;(a))?

1<i<j<n

Pela regra do produto da derivada, temos que

7

f'(@) = Tl (a = ai(@))

=2
Por fim, vamos calcular a norma

n

Nijo(f'(@) = I oi(]I(a = ai(a)))

1<j<n =2

= I (oi(@)=0j(a))

1<i<j<n

=+ ][] (oi(a)—0;(a))? = dkgl)

1<j<i<n
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3.2 Fatoracao de ideais

Seja K um corpo de nimeros. No préoximo exemplo vamos ver que a fatoracao

unica pode falhar em Og.

Exemplo 3.2.1. O corpo quadratico K = Q(y/—5) tem anel de inteiros Og =

Z]\/—5]. Neste anel, o nimero 6 tem duas fatoragoes diferentes:
6=2-3=(1++/—5)(1— =5

Portanto, a fatoragdo tnica falha em Z[/—5]. Para ver que estas sio as duas
tinicas fatoracdes do 6, observe que N(1 + /=5) = N(1 — /=5) = 6, mas
nao existem solucoes inteiras para as equacdes N(a + by/—5) = a? +5b> = 2 e
N(a+ by/=5) = a* + 5b* = 3.

Nosso objetivo nesta secao é tentar de alguma forma consertar a falha da fatoracao
tnica em Ok, e mais geralmente num dominio de Dedekind A (como definiremos
mais adiante). Entao estudaremos o problema de determinar todas as fatoragoes
de um elemento numa extensao integral. Para o problema da fatoracao tinica no
exemplo anterior, seria interessante que existissem elementos py, pa, p3, ps € Z[/—5]

tais que

2=pip2, 1 +V—=5=pip3
3 =pop3, 1 — V=5 = papy

Na verdade, os objetos que estamos procurando sao exatamente os ideais primos
em Q. Para descrever uma fatoragao tnica em ideais primos, vamos recordar que

dados ideais a,b de A, seu produto é o ideal
ab = {3 a;bi/a; € a,b; € b}
i=1

Vamos agora definir o principal objeto de estudo desta secao.

Definigao 3.2.2. Um dominio A é um dominio de Dedekind se

1. A ¢ integralmente fechado;
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2. A é noetheriano;

3. dim A = 1, isto é, todo ideal primo nao nulo de A é maximal.

Observe que a condigdo 3. da Definicao 3.2.2 significa que um corpo nao é um

dominio de Dedekind. A seguir um exemplo de anel que satisfaz as trés condicoes:

Exemplo 3.2.3. Todo DIP que nao é um corpo é um dominio de Dedekind. Em

particular, Z é um dominio de Dedekind.

Dominios de Dedekind tém papel fundamental na Teoria Algébrica dos Numeros,
pois veremos a seguir que dado qualquer corpo de nimeros K, seu anel de inteiros
Ok é um dominio de Dedekind. Vamos mostrar que num dominio de Dedekind
todo ideal nao nulo se fatora unicamente como produto de ideais primos, o que nos

permite generalizar as propriedades de fatora¢ao tnica em Z.

Teorema 3.2.4. Sejam A um dominio de Dedekind com corpo de fragoes K e
L/K uma extensao finita e separavel de corpos. Entao, o fecho integral B de A em

L é um dominio de Dedekind.

Dem.: Primeiramente, B ¢é integralmente fechado pelo Corolario 2.1.8. Além

disto, como L/K é uma extensao separavel, pelo Lema 3.1.16, existe uma K-base
n

{v1,...,v,} de L tal que B C ¥ Av;. Como A é noetheriano, temos que B é
i=1

noetheriano. Finalmente, como A C B é uma extensao integral, dim A = dim B = 1
pelo Teorema 2.2.12. [ |

Corolario 3.2.5. Seja K um corpo de nimeros. Entdao Ok é um dominio de
Dedekind.

Dem.: Como Q é um corpo perfeito, a extensdo K/Q é separavel e o resultado

segue do Teorema 3.2.4. |

Como Z é um dominio de Dedekind, a fatoragao tinica nos inteiros pode ser escrita
em termos de fatoracdo tnica de ideais. Associado a cada primo p € Z temos um

ideal primo (p) = pZ. Por exemplo, em Z[y/—5] temos que

(6) = (2,14++/=5)(2,1 —/=5)(3,1 +v/=5)(3,1 — v/=5)
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Lema 3.2.6. Seja A um dominio de Dedekind, entao todo ideal ndo nulo a de A

contém um produto finito de ideais primos.
Dem.: Como A é noetheriano, o resultado segue do Teorema 1.2.8. |

A prova cléassica de fatoracao Unica nos inteiros depende da capacidade de cance-
larmos os ideais primos através da divisao, entao para imitar a prova em termos de

ideais primos, precisamos criar uma analogia de inversos para ideais.

Definicao 3.2.7. Seja a um ideal de A. O ideal fracionario gerado por a é o

A-médulo
al={reK|xacC A}

onde K é o corpo de fragoes de A.

Note que dado um ideal a de A, a=! é um A-submédulo de K. Além disto, a=! D A,

1

entdo dado um ideal préprio a de A, a™* nao é um ideal de A. Mas observe que

aa~ ! é um ideal de A.

Antes de provar o teorema, precisaremos provar alguns resultados auxiliares. Aqui

iremos assumir que os ideais p € Spec(A) sdo nao nulos.

Lema 3.2.8. Se p € Spec(A4), entao p~! # A.

Dem.: Seja x € p. Pelo Lema 3.2.6, temos que

(I)Dplpr

com p; € Spec(A). Suponha r minimal. Vamos mostrar que p = p; para algum
i €{l,...,r}. Caso contrario, existiria a; € p; \ p para cada i, pela maximalidade

dos ideais primos. Entao

ap...a, €py...p. C(x) Cp

uma contradicdo. Logo, p = p; para algum . Suponha sem perda de generalidade

que p = p;. Entao pela minimalidade de r, temos que
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() 2 P2 pr

Seja b € po...p, \ (z). Entao, 2710 ¢ A, mas 27 'bp C A. Portanto, 2710 €
pt\ A [ |

Lema 3.2.9. Se a é um ideal de A e p € Spec(A), entdo ap™' 2 a.

Dem.: Como p~! D A, segue que ap~! D a. Suponha por absurdo que ap™! =a e
seja x € p~ L. Entdo, za C a, em particular, a multiplicacdo & esquerda por x é um
elemento da A-algebra ! Enda(a). Como A é noetheriano, End(a) é finitamente
gerada®. Além disto, Enda(a) é um A-moédulo fiel. Segue do Teorema 2.1.3 que x
é integral sobre A. Como A é integralmente fechado, x € A. Mostramos assim que

p~! = A, mas isto contradiz o Lema 3.2.8. Portanto, ap=* D a. n

Coroléario 3.2.10. Dado p € Spec(A),pp~! = A.

Dem.: Pelo Lema 3.2.9, temos que p C pp~! € A. Como pp~! é um ideal de
A e ideais primos nao nulos sdo maximais num dominio de Dedekind, entao

ppt = A [ |

Corolario 3.2.11. Dados um ideal a de A e p € Spec(A),p 2 a, temos que
ap~!t C A.

Dem.: Se ap~! = A, entdo p = app~! = a, absurdo. [ |

Agora estamos preparados para provar o teorema de fatoragao Unica para ideais

nao nulos num dominio de Dedekind.

Teorema 3.2.12. Se A for um dominio de Dedekind, entao todo ideal ndo nulo a

de A tem fatoracao
a=[] py’
i=1

em ideais primos distintos p; € Spec(A) que sdo tnicos a menos da ordem.

1Um anel B munido de um homomorfismo de anéis A — B é dito uma A-Algebra (MILNE,
2017)
2Proposigao 7.8 da referéncia (ATTYAH; MACDONALD, 1969)
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Dem.: Seja P o conjunto dos ideais proprios nao nulos de A que nao possuem
fatoracao em ideais primos. Vamos mostrar que P = (). Suponha por absurdo
que P # (). Como A é noetheriano, P possui um elemento maximal a. Como a
nao pode ser escrito como um produto de ideais primos, ele mesmo nao pode ser
primo. Entdo a estd contido num ideal primo p. Pelo Lema 3.2.9, ap™' D a, entao

ap~! € P. Por outro lado, o Coroldrio 3.2.11 nos diz que ap~! # (1), entao

ap_lzpl...pT

Multiplicando por p, temos que

a=app~' =ppi...p,

0 que mostra que a possui uma fatoracao, absurdo. Logo, P = (). E isto prova a

existéncia da fatoracao tnica. Para a unicidade, suponha que

a=p;...pr=0q1...0s

com p;,q; € Spec(A). Entao pela prova do Lema 3.2.8, p; D [[;q; implica
que p; = q; para algum j € {1,...,s}. Multiplicando ambos os lados por prt
cancelamos este termo, chegando numa fatoracao menor de a em primos. Por

inducao, segue que as duas fatoragoes sao iguais. |

Observacgao 3.2.13. Dados um ideal a de A e um ideal p € Spec(A), usaremos
as expressoes p D a (p contém a) e p | a (p divide a) para dizer que p aparece na

fatoracao unica de a.

Mas as coisas nao acabam por aqui, ainda existem perguntas que precisam ser

respondidas a respeito dos ideais primos.

Exemplo 3.2.14. Seja K = Q(+/—5). Ja vimos que 6 = 2-3 = (14++/—5)(1—+/—5).
Mas como 2 e 3 se fatoram como ideais em O = Z[v/—5|? Segue que

20k = (2,1 ++/=5)(2,1 —/=5) e 30k = (3,1 ++/=5)(3,1 — /=5)

Este comportamento se deve ao fato do polindmio minimal X? + 5 de /=5 se

decompor de forma diferente mod 2 e mod 3:
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X?245=(X+1) mod2e X*+5=(X—-1)(X+1) mod3

O Exemplo 3.2.14 nos motiva a estudar o comportamento dos ideais primos e
assim surge a chamada teoria de ramificacao, que é um dos objetos centrais nesta

dissertacao. Antes de definir o que é a ramificacdo, vamos provar alguns resultados.

Até o final desta segao, seja L/K uma extensao finita separavel de corpos, seja Ok
um dominio de Dedekind com corpo de fragoes K e seja O o fecho integral de O
em L. Tome n = [L: K].

Lema 3.2.15. O, é um dominio de Dedekind.

Dem.: A prova é a mesma do Corolério 3.2.5. |

Lema 3.2.16. Se p € Spec(Ok), entao pOy, # Oy.

Dem.: Tome z € p~'\ Ok, que existe pelo Lema 3.2.8. Entdao xp C Ok e
xpQOp C Op. Se pOr = Oy, entao teriamos xpOp = xOp € Op, o que é uma
contradigdo. Portanto, pOp # Op. |

Agora fixe um p € Spec(Ok) nao nulo. Pelo Teorema 3.2.12, o ideal de Oy, gerado

p tem fatoragao tinica
pOL =qi' ... qg

onde q; € Spec(Q}) sao distintos e cada e¢; > 1. Note que para cada i, ~L ¢ um
qi

K—espago vetorial de dimensao finita. Isto segue do fato de q; N Ok = p. Dizemos

que q; € Spec(Op) estao acima de p. Pela fatoragdo tnica, segue que estes sao os

Unicos primos acima de p.

O, O
Definicao 3.2.17. Dado um primo ¢; da fatoracao de pOp, o indice f; = L. K}

qi p

¢ chamado de grau de inércia de ¢; sobre p e o expoente e; ¢ chamado de indice de

ramificacao de q; sobre p. Dizemos que o primo p

1. Se decompode totalmente se e; = f; = 1 para todo i € {1,...,g};
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2. E totalmente ramificado se g=1e¢ f; = 1;

3. Einertese g=1ee; = 1.

O

q:
dizemos que o primo p é ramificado em Op. Caso contrario, dizemos que é nao

(@)
Definicao 3.2.18. Se algum e; > 1 ou se a extensao / =X for inseparavel,

ramificado.
O teorema a seguir é conhecido como a identidade fundamental da teoria de

ramificacao.

g
Teorema 3.2.19. Dado p € Spec(Ok) com fatoragdo em primos pOp = [] q;°
i=1

temos que
g
i=1

Dem.: Pelo teorema chinés dos restos podemos escrever

o, o
pOL lg[ qzez i=1(;
=1

% Ok [0, 2

Para provar o teorema, precisamos mostrar que l

pOL "~ p 0 P
e;fi paracadai € {1,...,g}. Para a primeira igualdade, seja {vy, ..., v, } uma base
K .
para como um -espaco vetorial. Levante esses elementos a wy, ..., w,, €
L

Oy, e suponha que
aiwi + ...+ a,w,, =0,a; € O

Seja a = (ay,...,a,) um ideal de Ok e seja x € a~' \ ap. Tal elemento existe pelo
Lema 3.2.8. Entao za; € Ok para todo ¢, mas xa; ¢ p para algum 7. Substituindo
a; por xa; e reduzindo médulo p temos uma dependéncia linear, contradizendo
o fato de que vq,...,v,, formavam uma base. Portanto, wy,...,w,, devem ser

linearmente independentes em Ok. Agora vamos mostrar que eles geram Og.

Seja M = wOkg + ... + w,,0Og C Op. Como os v; geram —L, temos que

POy
Or

(@) (@)
M = pOyp. Ou seja, p (M) = ML Pelo lema de Nakayama, segue que ML é
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anulado por algum z € 1+ p. Em particular, x # 0 e disto xOr, C M. Logo,
W, wq Wy,

—(’)K +...+ —(’)K D Op. Assim, K+ + K =1L Entao, os w; geram
x x

OL como Ok- espa(;o vetorial. Isto s6 é posswel se m = n, e disto temos a primeira

igualdade. Agora considere a sequéncia

e;—1

O _
61; 5 q6i Clezi 5. qz
q; q; q;

> {0}

r

Tomando cada quociente da cadeia, temos algo da forma e pela fatoracao

i
r+1 )
unica, cada um desses quocientes é nao trivial. Podemos escolher veqi\qth

Considere a fungao

Como q; C ker ¢ e todos os ideais primos sdo maximais em Ok, segue que ker ¢ = ;.

Além disto, como q/™! C (z ) +qitt C qf, isto é, (z) + qi Tt = g7, segue que ¢ é

_— L~ 9
sobrejetiva. Logo, = T_ZH como

i i

K . .
-espacos vetoriais. Assim,

Portanto,

Agora vamos discutir a teoria de ramificagdo de Hilbert. Suponha que L/K seja
uma extensao galoisiana e seja G = Gal(L/K) Note que o(O) = Oy, para todo
o € G. Se p € Spec(Ok) e pOp = H q;*, entdo cada o € G age nos primos acima
de p : 0(q;) = q; para algum j € {1 ..,g}. Uma observacao importante é que

essa acao € transitiva.
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Proposicao 3.2.20. Dado p € Spec(Ok), G = Gal(L/K) age transitivamente *

nos primos de O, acima de p.

Dem.: Suponha por absurdo que nao. Entao existe um par de primos q;, q; acima
de p tais que o(q;) # q; para todo o € G. Pelo teorema chinés dos restos, existe

x € q; tal que
r=1 mod o(q;)
para todo o € GG. Entao,
Npk(r) € ;NOg = p
Por outro lado

NL/K: H O'(.CIZ’)

ceG

mas o(x) ¢ q; para todo i, entdao Ny k() € p. Absurdo, entao deve existir algum

o € G tal que o(q;) = q;. [ |

Coroléario 3.2.21. Quando a extensao L/K for galoisiana, dado um primo p €
Spec(Ok), todos os indices de ramificagio e; e todos os graus de inércia f; de

primos acima de p sao iguais, e portanto,
[L: K]=efg

onde g é a quantidade de ideais primos da fatoracdo, e = ¢; e f = f; para qualquer

primo q; | p.

Dem.: Um ideal q} divide pOy, se, e somente se, o(q}) divide pOy para todo
o € G, o que pela Proposi¢ao 3.2.20 ¢ equivalente a q; dividir pOy, para todo
j€{1,...,g}. Assim, os indices de ramificacdo sdo iguais e seja e tal indice. Agora,

dados 7,7 € {1,..., ¢}, suponha que o € G seja uma permutacao de q; em ¢, isto

3Uma acdo de um grupo G num conjunto X ¢ transitiva se dados x,y € X existe um g € G
tal que gz =y
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O O
é, q; = 0(q;). Entao o determina um isomorfismo L 2L Logo, f; = fi=1T.

q; i

Finalmente, pelo Teorema 3.2.19 temos que

L : K] :gg:lef:efg

Fixe q € Spec(Op) acima de p.

Definicdo 3.2.22. O subgrupo Dy = {0 € G/o(q) = q} de G é chamado de grupo

de decomposicao de q.

Pelo teorema estabilizador-érbita, |Dy| = ef, onde e e f sao o indice de ramificagao
e o grau de inércia de q sobre p respectivamente. Pela teoria de Galois, existe uma
extensao de corpos Z,;/K correspondendo ao subgrupo Dy, que é explicitamente o

corpo fixado Z; = L.

Definicao 3.2.23. Dado um primo q | p, o corpo Z; é chamado de corpo de

decomposigao de g.
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4 O completamento de corpos de nimeros

e extensoes suavemente ramificadas

O contetdo aqui estudado pode ser encontrado nas referéncias (NEUKIRCH, 2013),
(CASSELS; FROHLICH, 1986), (JANUSZ, 1996), (MARCUS; SACCO, 1977),
(WEIL, 2013), (TENGAN; FILHO, 2015), (MILNE, 2017) e (SUTHERLAND,
2017).

4.1 Valorizacoes

Comecaremos esta secao definindo uma versao local de um dominio de Dedekind.

Definicao 4.1.1. Um dominio de Dedekind local A é chamado de anel de valoriza¢ao

A
discreta. Seu corpo residual é definido como o quociente k = —, onde m é o tnico
m

ideal maximal de A.

A préxima definigdo e a proxima proposigdo explicam o motivo do nome "anel de

valorizagao discreta'.

Definicao 4.1.2. Seja A um anel. Uma valorizacdo em A é uma funcao v :

A\ {0} — Z; tal que dados z,y € A\ {0} temos que

L v(z) =0 <= z € A%,
2. v(zy) = v(z) +v(y);

3. v(z +y) > min{v(z),v(y)}

Uma valorizacao v é discreta se for sobrejetiva. E comum estender uma valorizacao

v em A ao corpo de fragoes K de A pondo v(0) = o0 e v (Z) = v(a) —v(b) e

considerando a funcdo v : K — Z U {oco}.
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Proposigao 4.1.3. Seja K um corpo e seja v : K — Z U {oo} uma valorizagao

discreta. O anel de valorizacao discreta associado a v é o anel local
O, :={a€ K|v(a) >0}

com ideal maximal
m, :={a € K |v(a) > 0}.

Dem.: Note que de fato O, é um subanel de K ja que v(a) > 0 e v(b) > 0 implica
v(a+b) > min{v(a),v(b)} > 0 e v(ab) = v(a) + v(b) > 0. Além disso, v(a) >0 e

v(a™!) > 0 implica v(a) = 0, ou seja,
O ={a€ K |v(a) =0} =0,\m,
o que mostra que O, é um anel local. |

Proposicao 4.1.4. Todo anel de valorizacao discreta ¢ um DIP que nao é corpo.

Dem.: Como v é sobrejetor, existe 7 € A com v(r) = 1 de modo que 7 € m,, =
m =— m # 0, e portanto, A nao é corpo. Agora tome a C A um ideal nao
nulo; vamos mostrar que a = (t) é principal com ¢ € a um elemento de valorizacao
minima dentre os elementos de a (note que ¢ existe pois a # 0 e v(a) C NU {c0}).
Temos que a D (t); para mostrar a inclusdo contraria, tome a € a: segue que
v(a) > v(t) pela escolha de ¢, logo, v (?) =wv(a) —v(t) > 0, ou seja, % €cA=0,,
e portanto, a = (). |

Exemplo 4.1.5. Seja p primo e considere a localizagao de Z no ideal primo (p) :
a
Z(p) = {b €eQ | a,b e Z,pj[b}

a
Entao, Zg) ¢ um anel de valorizacao discreta com valorizagao v (b) =7 se

pudermos escrever
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para inteiros a’, b’ nao divisiveis por p.

A valorizacao do Exemplo 4.1.5 é chamada de valorizagao p-adica e agora vamos
definir e provar algumas propriedades basicas dos ntimeros p-adicos. Os ntimeros
p-adicos foram descobertos por Kurt Hensel. Sua ideia original para definir tais
nimeros veio quando estudava expansoes de séries de poténcia em Analise, mas

rapidamente ele percebeu sua utilidade na teoria de ntimeros.

Seja K um corpo e tome um polinémio f(X) € K[X]|. Dado a € K, podemos

escrever

f(X) =3 a;(X — a)’ para alguns a; € K
i=0
Observe que os coeficientes a; estdo relacionados as derivadas f*(a), como no
teorema de Taylor. Se ao invés, tivermos uma fung¢ao racional
9(X)
X) =" € K[X|x_a
f(X) h(X) [X]x-a)
para g, h € K[X] com h(a) # 0, ainda podemos escrever uma expansao em séries
de poténcia formais de f(X) em torno de X =a :
f(X) = <
LY a;(X —a) para a; € K
g(X) =0
A nocao de aproximagao ficara mais clara quando falarmos de convergéncia num
corpo qualquer. Assim podemos relacionar o anel dos inteiros Z e anéis de polindGmios

sobre corpos. Dado um inteiro positivo x € Z, podemos escrever
n .
x =Y ap' paraa; € {0,1,...,p—1}
i=0

Se x € Z), a localizagao em (p) dada no exemplo 4.1.5, entdo podemos escrever

uma série de poténcia formal que representa x
> .
7
> aip
i=0

com a; € {0,1,...,p—1}.
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Exemplo 4.1.6. Sejam p = 5 e x = 233. Entao a expansao 5-adica nos da uma
série de poténcia para 233
233=3-54+1-54+4-524+1-534+0-5%+...
Definigao 4.1.7. Dado um primo p, um inteiro p-adico é uma soma infinita formal
> aip’
=0
para a; € {0,1,...,p—1}. O conjunto de todos os inteiros p-adicos é denotado

por Z,.

Note que todo inteiro p-adico tem uma classe residual bem definida médulo p”
para cada n > 0. Por outro lado, todo elemento do anel local Z,, tem uma classe

residual bem definida médulo p". Dado x € Z,), escrevemos
x =3 ap'
i=0

se ambos os objetos tiverem o mesmo residulo moédulo p"” para todo n > 0. Em

outras palavras, temos uma fun¢ao Z) — Z,. Esta funcao é injetiva. De fato,
00 )

sejam x,y € Zg) com x = - a;p' =y. Entdao z —y =0 mod p" para todo n > 0,
i=0

e portanto, x = y.

Exemplo 4.1.8. Nem sempre essas p-séries de poténcia se comportam como no

caso analitico. Por exemplo, tome x = —1, entdo para cada n > 0,
n—1 .
Z:O(p —1p'=p"—1=—-1 mod p"

Logo, —1 tem expansdo p-ddica > (p—1)p’ para qualquer primo p. Se p = 2, temos

=0

—1=14+2+44+8+16+...

Nos inteiros, tal sequéncia nao converge, mas nos numeros 2-adicos sim. Alternati-

vamente, a série de poténcia

=l+ao+22+23+...

1—=x
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nao converge para x = 2, mas converge nos nimeros 2-adicos. Em geral, temos que

1
—— =14+p+p*+p°+...
L—=p

¢ valido em Z,.

Mais a frente veremos que Z, é o completamento de Z, com respeito a uma certa

topologia, que chamaremos de topologia p-adica.
Definigao 4.1.9. O corpo de fragoes de Z, é chamado de corpo dos inteiros p-ddicos
e denotado por Q.

Por definicao, qualquer elemento de QQ, pode ser escrito como p~"x para algum

x € Zyem>0. Asomaem Q, é dada por

p " +p Ty =p "(x+p" "y)

se m > r. Enquanto a multiplicacao é simplesmente

(p~mx)(p~"y) = p~ " zy

Note que Q, ¢ um corpo de caracteristica 0, entao ele contém @ como subcorpo.
Mais formalmente, existe uma imersao candnica Q — Q, que faz o seguinte

diagrama comutar

Q(—>@p

I

Lpy — Ly

0 .
Os elementos de QQ, podem ser vistos como séries de Laurent p-ddicas > a;p’

1=—m

com a; € {0,...,p—1}.
Definigao 4.1.10. Para todo primo p € Z a valorizacao p-adica em QQ é a valorizacao
estendida v, : Q — Z U {oo} definida por v,(z) = m se x = pmg com a,b€ Ze

b
p1ab, e v(0) = 0.
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Definicao 4.1.11. Uma valorizagao v num anel A é chamada de nao arquimediana

se dados z,y € A

v(z +y) > minfo(z), v(y)}
com igualdade se, e somente se, v(x) # v(y).

Definig¢ao 4.1.12. Dado um primo p, o valor absoluto (normalizado) p-ddico em
Q é definido por |z|, = p~*»® para x # 0 e |0[, = 0.

As demonstragoes dos proximos dois lemas sao apenas verificacoes e serdo suprimidas

aqui.
Lema 4.1.13. Toda valorizacao p-adica em Q é nao arquimediana.

Lema 4.1.14. O valor absoluto p-adico é uma norma em Q para todo p primo.

Toda valorizagao p-adica da origem a uma topologia em Q através da métrica

dp(x,y) = |v — y‘p

Esta topologia é chamada de topologia p-adica em Q. Para o valor absoluto usual

de Q herdado de R, escreveremos | - |-

Teorema 4.1.15. Seja x € Q*. Entao
[I]zl, =1
P
onde o produto varia entre todos os primos p e oo.

Dem.: Como normas sao multiplicativas, basta mostrar que a férmula do produto
vale para z primo e x = —1. Quando x = —1,| — 1|, = 1 para todo primo p e
| — 1]oo = 1, entédo a férmula do produto é vélida. Se x = ¢ é primo, entdao
g sep=o0
=1 -
alp =9 - sep=q
8 q
1 caso contrario

Portanto, a férmula do produto vale também neste caso. |
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O proximo lema nos mostra um dos aspectos curiosos das topologias definidas em

valores absolutos nao arquimedianos.

Lema 4.1.16. Dados p primo e a € QQ, definimos a bola p-adica de centro a e raio

r
By(a,r) ={ceQ||c—al, <r}

Entao todo ponto b € By(a,r) é na verdade o centro da bola, ou seja, B,(b,r) =

By (a,r). O mesmo vale para toda bola fechada B)[a, 7].

Dem.: Tome ¢ € B,(a,r), vamos mostrar que ¢ € B,(b,r). Temos que |a —¢|, < .

Como b € By(a,r), temos que
b—clp=1[b—a+a—c, <max{[b—al,|a—clp} <r

Portanto, ¢ € B,(b,r), e disto B,(a,r) C B,(b,r). Mudando os papéis de a e b
temos que By(a,r) = B,(b,r). [ |

Nao ¢ dificil mostrar que Q ndo é completo com respeito a | - |, para todo primo
p, e sabemos da Andlise Real que Q néo é completo com respeito a | - |«. Entao
podemos completar Q com respeito a qualquer uma dessas topologias construindo
o anel das sequéncias de Cauchy e tomando o quociente pelo ideal das sequéncias

cujo limite é 0.

Lema 4.1.17. O completamento de QQ com respeito a qualquer valorizacao | - |,
para p primo ou oo é um corpo topolégico. Além disto, seu completamento

¢ exatamente QQ, se p for primo e R se p = oo. Finalmente, se p for primo,

sz{xe@p | |x|p< 1}'

Dem.: O caso p = oo é assunto para um curso de Andlise Real, aqui vamos nos
ater ao caso em que p é um numero primo. Podemos identificar qualquer niimero

p-adico - a;p’ com a sequéncia de Cauchy (s,,) dada por

1=—m

n .
Sn:'z aipleQ

1=—m
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Por outro lado, dado n, toda sequéncia de Cauchy é eventualmente constante

moédulo p”. Entdo podemos associar tal sequéncia (s,) com uma soma

n—1 .
2 ap

1=—m

S .
para cada n € N. Dada esta identificacao, podemos tratar > a;p’ com uma série
i=—m

de poténcia convergente em QQ,. Sabemos que

o0 .
| X aip'|,=p™

1=—m

pela propriedade ultramétrica', entdo

y= > ap e{zcQ, ||z, <1} &= m<0 < yeZ,

1=—m

Portanto, o inteiros p-adicos sao como descritos acima. |
Podemos interpretar o corpo dos niimeros p-ddicos QQ, de trés maneiras distintas:

1. Séries de poténcia formais (Andlise);
2. O corpo de fracoes de Z, (Algebra);

3. O completamento de Q com respeito a uma norma | - |, (Topologia)

E este é um dos motivos pelos quais é tao interessante, e até necessario, estudarmos
os niumeros p-adicos. Claro que nesta dissertacao, nosso foco maior é a interpretacao
algébrica, mas sem deixar as outras duas de lado. A seguir faremos dois resultados

sobre o anel dos inteiros p-adicos Z,, um topolégico e o outro algébrico.

Proposicao 4.1.18. Dado um primo p, Z, é o fecho de Z em Q,

0 .
Dem.: Se © € Z,, escreva v = ) a;p'. Entao x é o limite da sequéncia s, =
i=0
n ] ~ A .
a;p* € Z. Por outro lado, se © & Z,, entao |z|, > 1, mas nenhuma sequéncia (y,,)
=0

em Z pode convergir para x, pois |y,|, < 1 para todo n. Portanto, Z, = 7. |

(2

1Que é uma versdo mais forte da desigualdade triangular e diz que |a + b, < max{|al,, |b|,}
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Note que Z) = {z € Z, | |z], = 1}. Esta descricdo das unidades serd 1til mais

tarde.

Teorema 4.1.19. Dado um primo p

7l X
7, = ZIX]
(X —p)
como anéis.
Dem.: Considere a funcao
p: Z[[X]] — Zp

Z a; X" — Z a;p’
i=0 i=0

onde a série de poténcia na direita é convergente pelos resultados anteriores. Pela
definicao de Z,, temos que ¢ ¢é sobrejetiva. Além disto, ¢ um homomorfismo de

anéis por construgdo e (X — p) C ker . Seja y € ker p. Entdo y = 3 a; X" tal que
i=0

n+1

> a;p' =0 mod p"*! para todo n > 0. Para cada n, seja b, = — =1 (ap + a1p+
=0 pn

...+ a,p"). Entao
(bo + 01X + 0o X%2+ .. ) (X —p) = (ap + ar1p + agp® + ...)

ey € (X —p), logo ker p = (X — p) e pelo primeiro teorema de isomorfismo de

anéis segue o resultado. |

4.2 Completamentos

Agora vamos generalizar a nocao de valor absoluto para qualquer corpo K.

Definicao 4.2.1. Seja K um corpo. Um valor absoluto em K é uma funcao

|-|: K — R, tal que dados z,y € K temos que
l. |z] =0 <= z =0;

2. |zy| = |z]lyl;
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3. v +y| < lz| + Jyl.
Observagao 4.2.2. O item 3. nos diz que |¢,| = 1 para qualquer ¢, € K tal que
& =1.

Definigao 4.2.3. Um valor absoluto | - | : K — R, ¢é dito ndo arquimediano se

|z+y| < max{|z|, |y|} para todos z,y € K. Caso contrério, |-| é dito arquimediano.

Definigoes geralmente merecem exemplos, vamos a eles:

Exemplo 4.2.4. O valor absoluto trivial esta definido para qualquer corpo K:

1 sex#0
|lz]o =
0 sex=0

Exemplo 4.2.5. O valor absoluto usual:

T sex >0
|m|oo:
—xr sex <0

é um valor absoluto arquimediano em Q.

Exemplo 4.2.6. Dado qualquer primo p € Z o valor absoluto p-adico da Definicao

4.1.12 é um valor absoluto nao arquimediano em Q.

O proximo resultado nos fornece uma condicao de verificar quando um valor

absoluto é nao arquimediano.

Lema 4.2.7. Um valor absoluto | - | : K — R, é ndo arquimediano se, e somente

se, [n - 1x| < 1 para todo n € Z.

Dem.: (=) : Direto da Definigao 4.2.3.
(<= ) : Dados z,y € K, suponha sem perda de generalidade que |z| > |y|. Entao,
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|z|*|y|" " < |z|™ para todo k € {0,...,n} e temos que

[z +y[" = | f+wﬂ
(i)
(1

>
S () 2

= (n+ Dl

(pelo teorema binomial)

| N

|z|*|y|" ™" (pela desigualdade triangular)

Entdo |z 4+ y| < /n + 1|z|. Tendendo n — oo, (n + 1)= converge para 1, entdo

|z + y| < |z|. Portanto, |- | é ndo arquimediano. [ |

Um corolario direto do Lema 4.2.7 é o seguinte:

Corolario 4.2.8. Num corpo de caracteristica p > 0 todo valor absoluto é nao

arquimediano.

Vamos agora preparar o terreno para o importante teorema de Ostrowski, que

caracteriza completamente os completamentos de Q.

Definigao 4.2.9. Dois valores absolutos |- |1 e | - |2 em K sao ditos equivalentes, e
escrevemos | - [ ~ | - |2, se eles induzem a mesma topologia em K, isto é, se existem

constantes r, s > 0 tais que dados z,y € K

v —yla < |z —ylielr—yh <]z -yl

Proposicao 4.2.10. Sejam | - |; e | - |2 dois valores absolutos equivalentes nao
triviais em K. Entdo existe uma constante s > 0 tal que |z|; = |z|5 para todo
r e K.

Dem.: Note que se | - |; ~ |- |2 entdo 2" — 0 em | - |; se, e somente se, 2" — 0 em
| - |2. Isto implica que | - |; < 1 se, e somente se, |z| < 1. Agora seja y € K tal que
lyl1 < 1 e tome z € K* tal que |z]; = |y|{ para algum o € R. Sejam m;,n; € Z

N . . . m; .
sequéncias de inteiros tais que cada n; > 0 e — converge por cima para «, mas

4
my

i # o para nenhum i, entdo |z|; < |y|¥ < |y|;" para todo i. Logo,

%
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T my

<1 = |zl <|yls"

i
Yy Yy

<1:>‘

1 2

Quando i — oo temos que LN a, entao |z|y < |y|§. Logo
2
n;
log|z] _ log |yl
log|z]>  loglyls

log |z

7

é uma func¢ao constante.

para todo x € K*. Isto mostra que a funcao s =
log |22

Logo, segue que |z|; = |z|} para todo = € K. [ |

Um corolério direto da Proposicao 4.2.10 é o seguinte:

Corolario 4.2.11. Cada classe de equivaléncia de valores absolutos num corpo K
¢ caracterizada unicamente pelo conjunto {x € K | |z| < 1} para qualquer |- | na

classe.

Agora estamos prontos para provar o Teorema de Ostrowski para Q.

Teorema 4.2.12. Todo valor absoluto nao trivial |- | em Q é equivalente a | - |,
para algum primo p se | - | for ndo arquimediano ou é equivalente a | - |, se | - | for

arquimediano.

Dem.: Suponha que |- | : Q — R, seja ndo arquimediano. Seja p € N minimal
tal que |p| < 1, que existe pois | - | é nao trivial e multiplicativo. O fato de ser

multiplicativo implica que podemos tomar p primo. Considere
a={ze€Z]||x| <1}

que é um ideal de Z pela propriedade nao arquimediana e pelo Lema 4.2.7. Temos
que (p) C a e como (p) é maximal, segue que a = (p). Logo, sea € Z e pfa,la| = 1.
Dado qualquer m € Z tal que p{ m, temos que

[p"m| = |p[*|m[ = [p|"
1 S
Isto mostra que |- | = | - |7 onde s é o tnico ntimero positivo tal que [p| = [ | .

Logo, todos os valores nao arquimedianos em QQ sdo equivalentes a um valor absoluto



Capitulo 4. O completamento de corpos de niumeros e extensoes suavemente ramificadas 74

p-adico. O valor absoluto com s = 1 é o valor absoluto p-adico normalizado da
Defini¢do 4.1.12. Agora suponha que | - | seja arquimediano e suponha também que

dados m,n € Z com m,n > 1, o valor absoluto satisfaca a seguinte propriedade:
1 1
|m|10gm — ’n’logn
. 1
Entao para s > 0 tal que e® = |n|®e7, para qualquer n > 1, temos que
1
|m| — (|n|10gn)10gm — 6slogm =ms = |m|s

Portanto, |m| = |m/|%, e isto vale para todo m € Q pela multiplicatividade. Assim, é
suficiente verificar que qualquer valor absoluto arquimediano satisfaz a propriedade

1 1 .
|m|Teem = |n|Pen. Fixe m,n € Z com m,n > 1 e escreva m na base n
m=ag+an+...+an"

com a; € {0,...,n}. Note que

Entao
Im| = |ag + an+ ...+ an"|

<> lail|n|* (pela desigualdade triangular)
i=0

1 O, m
< (1+ Ogm) ] ] 5%

logn

_ (1 + logm> |+

logn

Substituindo m por m* para k > 1, ficamos com

1
klogm klogm klogm\F* 1, leam
|k < (1 X g) |t e = |m| < (1 i g) || *F Tosn
logn logn
logm 1 1
Fazendo k — oo, temos que |m| < ]n|1§?, ou |m|lem < |n|esn. Mudando os papéis
de m e n obtemos a outra desigualdade, provando a propriedade e completando a

prova do teorema. |
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O préximo teorema pode ser visto como uma generalizacao do teorema chinés dos

restos.
Teorema 4.2.13. Sejam |- |1,...,| - |, valores absolutos ndo equivalentes em K e
tome aq,...,a, € K. Entao dado € > 0, existe z € K tal que |z — a;]; < €.

Dem.: Sen = 1 nada a provar, suponhan > 2. Como |-|; e ||, ndo sdo equivalentes,
sabemos que existe aw € K tal que |a]; < 1, mas |a], > 1. Analogamente, existe
p e K tal que [Bl; > 1 e |fBln < 1. Sejay = o entdo |yl1 > 1e |y, < L
Vamos mostrar que existe algum z € K tal que |z|; > 1, mas |z|; < 1 para todo
j€{2,...,n}. O caso base da inducao ja foi provado, entdao tome z € K tal que
|z]1 > 1 e |z|; <1 paratodo j € {2,...,n—1}. Se |z|, < 1 nada a provar. Se

|z|, = 1, entdo z™y vai funcionar para m suficientemente grande. Finalmente, se

m
||, > 1 tome t,, = 1o entao se m — 00, [ty|1 — L [tnln — Le |ty — 0
para todo j € {2,...,n — 1}. Logo, t,,y vai funcionar para m suficientemente

grande. Agora, dado z € K tal que |z|; < 1 para todo j € {2,...,n}, considere a

mesma sequéncia t,,. Se m — oo, temos que

zm
t — — 1 —_
el ‘1+zm1 ’ 14 zml
Zm
_ m|
[t = '1—|—Zm‘j <|z™; — 0
para todo j € {2,...,n}. Entdo podemos encontrar z; tal que |z — 1|; < € e
|21|; < € para todo j € {2,...,n}. Repetindo este processo, podemos encontrar
Zy..., 2, com |z; — 1]; < €e |z < esel#j. Entdo o elemento
r=a121+ ...+ a,z,
satisfaz as condicoes desejadas. |

Vamos agora relacionar a teoria dos valores absolutos nao arquimedianos com as

valorizagoes discretas em K.
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Definigao 4.2.14. Dado um valor absoluto nao arquimediano | - | num corpo K,

defina

O={reK*|v(r) >0} U{0}={xe K*||z|] <1} U{0}
O ={reK|v(r)=0}={xe K||z| =1}
m={rec K|v(x)>0}={re K||z] <1}

E= —
m

chamados, respectivamente, de anel de valorizagao, grupo de unidades, ideal de

valorizagao e corpo residual de | - |.

Exemplo 4.2.15. A partir dos conceitos da Definigado 4.2.14 temos a seguinte

analogia entre um corpo K com o corpo dos nimeros p-adicos Q,.

(K D) ( Q|- 1)

(@) Zy,

O* /s

m Py

k F,
Defini¢cao 4.2.16. Se K é um corpo com um valor absoluto nao arquimediano e
valorizagao discreta associada, chamamos a tripla (K, |- |, v) de corpo de valorizagao
discreta.
Se (K, |- ],v) é um corpo de valorizagao discreta, temos as cadeias

O>m>om?’D>m’D... (de ideais)
O*>UW > U® 5UB 5. (de subgrupos)

onde U™ = {z € O*/z =1 mod m"} = {x € O*/v(z) > n}

Proposigao 4.2.17. Seja (K, |- |,v) um corpo de valorizagao discreta. Entao dado
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O X
Dem.: 1. O homomorfismo O* — (n> é sobrejetivo e tem niicleo U™,
2. Seja m um gerador de m. Entao o homomorfismo
o, 9
m
l+7"a—a modm
é sobrejetivo com nticleo U™+, [ |

Se v é uma valorizacao discreta em K, podemos formar o completamento K de K

com respeito ao valor absoluto | - | = | - |,. Similar ao Lema 4.1.17, temos:

Lema 4.2.18. Dada uma valoriza¢do v num corpo K

1. O completamento K com respeito a |- | é um corpo;
2. | - | se estende unicamente a um valor absoluto em K;

3. K é um subconjunto denso de K.

Também denotaremos por | - | a unica extensdao de |- | em K. Definimos os

completamentos do anel de valorizagao e do ideal de valorizacao em K:

O={zeKk*||z|<1}uU{0}
t={zxeKk*||z| <1}

e diretamente das defini¢oes temos o seguinte lema:

Lema 4.2.19. Dado um valor absoluto |- | em K,
o_o0
M m

(@)
Seja R um sistema de representantes de — tal que 0 € R. Entao todo elemento de
m

K pode ser escrito unicamente como

7™ (ag + a1 + asm + .. .)
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com a; € Rem < 0em o gerador do ideal maximal m. Isto generaliza a construcao
de Q,.

Para o resto da secao, seja K um corpo completo com respeito a um valor absoluto
discreto ndo arquimediano |- |. O préximo teorema ¢ chamado de lema de Hensel e
¢ um resultado central nesta dissertagao, principalmente na préxima secao quando
estudaremos os corpos henselianos. Considere também f o polindémio f com os

coeficientes dados pelas classes de seus coeficientes médulo m no corpo residual

k = —. Neste caso, dizemos que f é um levantamento de f.
m

Teorema 4.2.20. Seja f(X) € O[X] um polindmio monico de grau n e f(X) €

k[X] que admite uma fatoragao
f(X) =g(X)h(X)

para g, h coprimos e monicos sobre k de graus r e n — r, respectivamente. Entao

para g(X),h(X) € O[X]| com degg = r,degh = n —r,g(X) = g(X) mod m e
h(X)=h(X) mod m.

Dem.: A ideia é encontrar g, hy, € O[X] indutivamente tais que gphy, — f € m* para
todo k € N, satisfazendo as condicoes deg g, = r,deghy =n —7,G = g, mod me
h = h;, mod m. Para k = 1, sejam ¢; e h; quaisquer levantamentos monicos de
g,h € O[X] com os graus apropriados. Suponha que gy, h;, existam. Por hipétese,
(@) + (k) = (1) em k[X] entdo para todo g € k[X], existem @, b € k[X] tais que
ag + bh = q. Se degq < n, entdo podemos tomar deg@ < n —r e degb < r. Seja
m = () e escreva gyhy — f = qr® para algum ¢ € O[X] com degq < n. Agora,
sejam @, b € k[X] como acima para g, a reducio de ¢ médulo m. Sejam a,b € O[X]

levantamentos de @, b com os mesmos graus e considere

Get1 = gk — b € hpyr = hy — 7ha
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Entao temos

grt1hirr = (ge — 7°0) (hy — 7"a)
= grhy — *bhy, — Wkagk + 7% ab
= gphi — 7" (agy + bhy,) mod 7
= gihi — m™¢ mod 7T
= f mod 7" por inducio
Portanto, gi.1, hxy1 estdo construidos. Note que os coeficientes das sequéncias

(g9x) e (hg) formam uma sequéncia de Cauchy em K. Como K é completo, cada

sequéncia de coeficientes converge e podemos definir os limites
g= lim g e h = lim hy
k—oo k—oo

que existem em O[X]. Basta uma verificacdo de rotina para ver que g, h sdo as

fungoes que estavamos procurando. [ |

O préximo resultado muitas vezes é chamado de Lema de Hensel, mas na verdade

¢ apenas um caso particular.

Corolério 4.2.21. Se f(X) € O[X] é tal que f(X) € k[X] tem uma raiz simples

em k entdo f(X) tem uma raiz simples em O.
Dem.: Basta aplicar o Teorema 4.2.20 com r = 1. |

Boa hora para um exemplo.

Exemplo 4.2.22. Considere f(X)= X? — 14 em Z;. Entao seu corpo residual é
Fg, €

X?2-14=(X-2)(X+2) modb

Logo, pelo lema de Hensel, X? — 14 = (X — a)(X + a) para algum «a € Zs. Em
particular, /14 € Zs.

Corolario 4.2.23. Para cada primo p, todas as raizes (p — 1)-ésimas da unidade

estao em Z,,.
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Dem.: Considere o polindmio f(X) = X?~! — 1. Entao, f(X) se fatora comple-
tamente em [F), e, em particular, nao possui raizes multiplas. Logo, pelo lema de
Hensel, X?~! — 1 se fatora completamente em Z,. Entdo todas as raizes (p — 1)-

ésimas estao em Z,. [ |

Definigao 4.2.24. Um polinémio f € O[X] é dito ser primitivo se algum coeficiente

de f for uma unidade em O.

Uma versao do lema de Hensel muito 1til, cuja prova pode ser encontrada na aula
9 da referéncia (SUTHERLAND, 2017) é a seguinte:

Teorema 4.2.25. Seja f(X) € O[X] um polindmio primitivo tal que f(X) =
g(X)h(X) em k[X], com g, h coprimos. Entdo, f(X) = g(X)h(X) em O[X], com
g,h € O[X] tais que deg g = degg,degh = degh,g =g mod m e h = h mod m.

Exemplo 4.2.26. Seja K = Q5 e considere o polindmio f(X) = 5X% +8X + 5.
Entdo, f(X) = 8X é uma fatoragio coprima em Fj, isto é, existem g, h € Zs[X],
cada um de grau 1, tais que f(X) = g(X)h(X).

Corolario 4.2.27. Sejam K um corpo completo ndo arquimediano e f(X) =

n .
> a;x* € K[X] um polinémio irredutivel, ménico com ag € O. Entao todo a; € O.
i=0

Dem.: Podemos manipular f para que ele seja primitivo em O[X]. Seja r o menor

inteiro tal que a, € O*. Entao
fX)=X"(a,+...+X"7") modm

Ser € {l,...,n— 1}, isto contradiz o Teorema 4.2.25 e a irredutibilidade de f. Se
r = 0, entdo ag pode ser manipulado para ser uma unidade. Analogo para r = n.

Em todos os casos, f deve ser primitivo, entao todos os coeficientes pertencem a
0. [ |

4.3 Teoria de ramificacao

As propriedades que estamos interessados em estudar podem ser obtidas a partir

do Lema de Hensel, entdo nesta secao vamos enfraquecer a hipotese da completude.
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Definicao 4.3.1. Um corpo K é henseliano se existir um valor absoluto nao
arquimediano | - | em K com anel de valorizagdo O tal que o Lema de Hensel seja

valido para polinoémios irredutiveis em O[X].
Exemplo 4.3.2. Pelo Lema de Hensel, corpos de valorizacao discreta completos
sao henselianos.

Seja (K, |- |,v) um corpo nao arquimediano. Tomando seu completamento K,

podemos considerar a subextensiio K C K" C K dada por
K" = {a € K | « é separével sobre K}

Entdo v e | - | se estendem unicamente em K pelo Lema 4.2.18. Denote suas
restrigoes em K" também por v e | -|. Assim, K" é um corpo nao arquimediano
com anel de valorizacdo O" = Ogn. Note que O C O, C ®. Como os grupos de

valorizacdo e os corpos residuais de K e K sdo os mesmos, o mesmo ocorre em O

Lema 4.3.3. K" é henseliano.

Dem.: Podemos fatorar um polinémio ménico f(X) € K[X] sobre o fecho algébrico
K de K se pudermos fatorar em qualquer extensdo de K. Portanto, o lema de
Hensel vale para K N K = K*? N K = K" [ |

Defini¢do 4.3.4. Dado um corpo nao arquimediano (K, |- |,v), o corpo K" ¢ K

¢ chamado de henselizacao de K.

Vamos agora estudar as extensoes dos valores absolutos em extensoes de corpos

henselianos.

Teorema 4.3.5. Sejam K um corpo henseliano e L /K uma extensao algébrica.
Entao existe um tnico valor absoluto |- |, em L que estende | - |. Além disto, se

L/K for uma extensao finita de grau n, entao

2| = {/|NL/x ()]

e L é completo com respeito a | - |, se K for completo com relagdo a | - |.
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Dem.: Seja |z|, = "9/|NL,/k(x) para alguma extensao finita Ly/K contendo z,
onde ng = [Lg : K|. Temos que |z|;, independe da escolha de L, entdo podemos
mostrar o teorema quando L/K é uma extensao finita. Vamos mostrar que | - |, é
um valor absoluto nao arquimediano em L. Dados z,y € L, |xy|, = |z|1|y|L pela
multiplicatividade da norma. Além disto, |z|, = 0 se, e somente se, Np k() =0

se, e somente se, x = 0. Por fim, dados «, 5 € L com |a| < |S], temos que

1 {3
< max< |—
B

‘g ,1}:1 <= |z| <1 implica que |z + 1] < 1 para todo = € L
Logo, basta provar que Oy = {z € L | |z|; < 1} é um anel e é o fecho integral de

O em L. Dado x € L, temos que

x é integral sobre O <= 2?4 .. 4 a1z + ag = 0 irredutivel com a; € O
— 274+ ...+ az+ ag =0 irredutivel com a; € K,a0 € O
< Nyk(z)eO
= |Nyx(e)] <1

— ||, <1

Segue que O, é o fecho integral de O em L. Agora, |z| <1 <= |z + 1| <1 para
todo x € L, entdo |- |z, é um valor absoluto em L. Para provar a unicidade, suponha
que |-|} também estenda |-| em L. Seja O; ={x € L | |z}, <1}. Sex € Op,z #0,
entdao f(x) = 0 para algum polindmio monico irredutivel f(X) = Xt ... +a; X +aq
com a; € O. Dividindo por %, temos 1 + ... + a12'~% 4+ apz~? = 0, que pode ser

escrito como

1 1-d

l=—ag_ 127" —...—a1x ™ d

— apr”
Pela propriedade nao arquimediana, |a;|;, < 1 para todo i, entdao se |z|] < 1
terfamos |z7!|}, e portanto, a equagdo acima implicaria que [1|; < 1, absurdo.
Logo, |z|; < 1, isto é, « € O}. Segue que |- |z e |- |} s@o equivalentes, caso
contrério, pelo Teorema 4.2.13 existiria y € L tal que |y|; > 1, mas |y|p < 1, o que
acabamos de mostrar que ¢ impossivel. Como os valores absolutos coincidem em
K, eles sao iguais. A prova da completude pode ser encontrada no Teorema [1.4.9
da referéncia (NEUKIRCH, 2013). [ |
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Exemplo 4.3.6. O Teorema 4.3.5 pode nao funcionar se K nao for henseliano.
Por exemplo, K = QQ com o valor absoluto 5-adico |- | =| - |5 ndo é henseliano. Se
L = Q(7) entao podemos definir dois valores absolutos distintos em L:

a

|zl =5""sex = (1+ 2i)mb

elzi=5"sex=(1—-2)"

o Q

Ambos estendem | - |5 em L, mas nao sao equivalentes.

A reciproca do Teorema 4.3.5 é verdadeira, isto é, a propriedade da unicidade de
extensao de valores absolutos caracteriza os corpos henselianos. Por esse motivo,

vamos nos restringir a estuda-los ao invés dos corpos completos.

Teorema 4.3.7. Seja K um corpo nao arquimediano tal que | - | se estende

unicamente em qualquer extensao algébrica L/K. Entao K é henseliano.

Dem.: Vamos provar que K satisfaz o lema de Hensel para polinémios monicos.
Seja f € O[X] monico com termo constante nao nulo. Se f for irredutivel, seja
L/K um corpo de decomposicao de f. Por hipétese, | - | se estende unicamente em
L, entao Op,my,mp e A = m—L estao definidos neste corpo. Observe que qualquer
o€ G = Gal(L/K) preservlé | - |, caso contrario, |z|" = |o(x)| seria um valor
absoluto distinto estendendo |- |. Entao, G age em Op,my e A\. Seja o € L uma
raiz de f(X). Entao ag é uma poténcia [] o(a) e

oeG

ao| = I lo(a) " = |al”
oeG

para algum pu. Como |ag] < 1, devemos ter |a| < 1, entdo o € Op. Logo, «
tem uma imagem @ € A. Como cada o(a) € Op e 0 € (G, estas sao todas as
rafzes de f e todas as raizes de f em A\ devem ser da forma &(@) onde o € G
e o ¢ o automorfismo em G = Gal(\/k) induzido por 0. Entao todas as raizes
de f em )\ sdo conjugadas. A tnica possibilidade é f(X) = B(X)™ para algum
m € N e algum polinémio irredutivel ¥ € k[X]. Seja f € O[X] moénico, mas
nao necessariamente irredutivel. Escreva f = fi... f, com f; € O[X]| ménicos e
irredutiveis. Entdo f = f;...f, € k[X] e pelo caso irredutivel acima, cada f; ¢
poténcia de um polinémio irredutivel. Se f = gh é uma fatoracdo monica coprima

em k[X], entdo
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Il
~
<
D
>
Il
—
|
<

g

para algum J C {1,...,r}. Tome g = [] f; e h = II f;, temos que f = gh em O.
JjeJ JgJ

Portanto, K é henseliano. [ |

Corolario 4.3.8. Toda extensao algébrica de um corpo henseliano é henseliana.

Em particular, toda extensao finita de um corpo henseliano é henseliana.

Dem.: Segue imediatamente da caracterizacao de corpos henselianos pela unicidade

da extensao. [ |

Corolario 4.3.9. Seja K um corpo completo ndo arquimediano e L/K uma

extensao algébrica. Entao existe um tnico valor absoluto |- |, em L que estende
|- | e éda forma |z|, = {/|Np/k(x)| se L/K for finita de grau [L : K] = n. Além

disto, L ¢ completo com respeito a | - |f.
Dem.: Todo corpo completo é henseliano e o resultado segue do Teorema 4.3.5. W

Sejam K um corpo nao arquimediano e L/K uma extensao algébrica. Entao, a

extensao de valores absolutos a L induz uma valorizagao estendida

w: L —7Z
o — U(NL/K(O())

Além disto, se K for um corpo henseliano entdo w é a tnica valorizacao em L que

estende v.

Definicao 4.3.10. Sejam K um corpo henseliano com valorizacao v e L uma

extensao algébrica de K com valorizacao w. O indice de ramificacao é
e=er/k = [w(L™):v(K™)]

e o grau de inércia é
f=foxk =\ K]
onde A = @
my

Note que se v for uma valorizagao discreta e w sua extensao em L/K, temos que
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w(rt) = ew(ry) = vlm) = wirk)
e entdo (7§) = (k) em O, isto é, m§ = mxgOr. Em particular, isto coincide com
a teoria de ramificacao do capitulo anterior, pois um anel de valorizacao discreta é

um dominio de Dedekind local.

Proposicao 4.3.11. Sejam K um corpo henseliano, L /K uma extensao finita e
e=er/k e f = fr/k o indice de ramificacdo e o grau de inércia, respectivamente.
Entdo, [L : K] > ef, com igualdade se, e somente se, v é uma valorizagao discreta

e L/K é separavel.

Dem.: Sejam vy, ...,vs € O cujas redugoes moédulo mg formam uma base para
Ak. Sejam também gy, 7wy, ..., m.—1 € L* tais que w(m), w(m), ..., w(mTe—1) sdo
w(L™)

representantes de Vamos provar que os produtos v;m; sao linearmente

v(K>*)
independentes sobre K. Suponha que

Z aijvmj = O

com a;; € K nao todos nulos. Tomando os termos de valorizagao minimal nesta
soma, basta mostrar que a soma destes termos tem a mesma valorizacao que cada
um individualmente. Observe que todos estes termos devem ter o mesmo indice 7,

pois
w(a;jvm;) = w(a;) +w(n;) = w(m;) mod w(K™)
e entao indices diferentes correspondem a valorizacoes diferentes. Fixe j e considere

Z aijﬂjﬂ'j
el

onde I C {1,..., f} corresponde ao subconjunto dos termos de valorizagdo minimal.
Entao w(a;;) é constante sobre i € I, digamos w(a;;) = a, entao a;; = cb;; para

certos ¢ € K* e b;; tal que w(b;;) = 0. Logo,
CTr; Z bijvj 7_é mod my,

pois Ty, ..., Ty formam uma base para A/k. Entao



Capitulo 4. O completamento de corpos de niumeros e extensoes suavemente ramificadas 86

w(X agvimy) = w(em;) = wlay) = a

e a independéncia linear esta provada. Agora suponha que v seja discreta e que

L/K seja separavel. Entao cada m; = 71 . Defina os Op-submédulos

M = ZOKUi'/Tj = ZOK’LUﬂTi
N:ZOKUz

Entao M = N+7 N+ ...+ WE_IN. Vamos mostrar que M = Oy.

Or=N+m.0,
=N+7,(N+7,0p)
=N+7n,(N+7,(N+7,0p))
=N+mN+7mN+.. . +7'N+780;
=M+71;0, =M+ 10

Como Ok é um anel local e L/K é separdvel, O, é um Og-mdbdulo finitamente
gerado. Pelo lema de Nakayama, O = M. Portanto, [L: K] = ef. [ |

Observacao 4.3.12. Para corpos completos com valorizagdes discretas, a igualdade

fundamental da Proposicao 4.3.11 vale sem a condigdo de L/K ser separavel.

Seja K um corpo henseliano com anel de valorizagao O, ideal maximal mg,
corpo de decomposigao k e valorizagdo v, e seja L/K uma extensdo algébrica com

extensdes Op, mp, A e w dos objetos correspondentes em K.

Definigao 4.3.13. Dizemos que uma extensao finita L/K é nao ramificada se
fryk = [L : K] e Ak é separdvel. Se L/K for infinita, dizemos que a extensao
é nao ramificada se for uniao de extensoes finitas nao ramificadas. Em todos os

outros casos, L/K é ramificada.
Note que para uma extensao finita, fr/x = [L : K| implica que ey /x = 1.
Proposigao 4.3.14. Suponha que L/K seja uma extensao nao ramificada, K'/K

uma extensao algébrica e L' = LK’ o compésito dentro de um fecho algébrico

fixado K/K. Entao L'/K’ é uma extensao nao ramificada.
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L—1r

Kl

nr

alg

Dem.: Podemos supor que L/K e K'/K sao finitas. Por hipdtese, A/k é separdvel,
e entdo A = k(@) para algum @ € X pelo teorema do elemento primitivo. Levante

@ a algum a € L. Entao
L: K] = fr)x = [\ k] = deg(a) < deg(a) < [L: K]

o que implica que deg(a) = [L : K], entdao L = K («). Isto significa que L' = K'(«).
Seja g o polindmio minimal de « sobre K’ e f o polinémio minimal de « sobre K.
Como f é separéavel e g | f,g é separdvel. Se g fosse redutivel, g seria redutivel

pelo lema de Hensel, mas isto é impossivel, pois g ¢ um polinémio minimal. Logo,

K’ . , . .
e separavel. Se A’ é o corpo residual de L', entao
1015°¢]

[N k] >degg=degg=[L: K|

g é irredutivel sobre k' =

Por outro lado, a Proposigao 4.3.11 nos diz que [\ : k'] < [L': K'], entdo temos a
igualdade. Além disto, A é o corpo de decomposicao de g sobre £/, entdo X /k' é

separavel, e portanto, L'/K’ é ndo ramificada. [ |

Corolario 4.3.15. Seja K um corpo de niimeros completo, L, L’ extensoes algébri-
cas ndo ramificadas de K e LL' C K seu compésito dentro de um fecho algébrico
K. Entdao LL'/K é nao ramificada.

K
Lr

N

|
I
|
|
|
|
'nr L/
I
|
|
|
I
1

L
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Dem.: Suponha que todas as extensoes sejam finitas. Para o caso infinito, basta
tomar a unido das extensoes finitas ndo ramificadas. Pela Proposicao 4.3.14, LL'/ K
e LL'/L sao nao ramificadas. Além disto, torres de extensoes de corpos separaveis

sao separaveis e f é multiplicativo em torres, segue que
fLL’/K = fL/KfLL//L = [L : K][LL/ . L] == [LL/ : K]
Portanto, LL'/K é nao ramificada. |

Corolério 4.3.16. Se L/K é uma extensao algébrica entao existe uma extensao

nao ramificada maximal K ¢ T C L.

Dem.: Pelo Corolario 4.3.15, podemos tomar 1" como o composito dentro de um

fecho algébrico K /K de todas as extensoes ndo ramificadas L/K. |

Definigao 4.3.17. A extensao nao ramificada maximal de um corpo henseliano K

é a extensdo intermedidria maximal de K /K, denotada por K™ .

Lema 4.3.18. Seja L/K uma extensao algébrica com subextensdo nao ramificada
maximal K C T C L. O corpo residual 7 de T' ¢é igual ao fecho separavel de k& em

A

Dem.: Seja k°P o fecho separavel de k em A e seja 7 o corpo residual de 7. Temos
que 7 C k%P N X. Por outro lado, dado @ € k**® N A\ com polinémio minimal f
sobre k, temos que f é separdvel. Levante f a um polindomio ménico f em L[X].
Pelo lema de Hensel, f tem uma raiz o € L levantando @. Entao K(a)/K é nao

ramificada, pois
[K(a) : K] < deg f = deg = [k(@) : K
e k(@)/k é separavel. Portanto, K(a) C T, e@ € 7. [
Um corolério imediato do Lema 4.3.18 ¢ o seguinte:
Corolario 4.3.19. Em qualquer corpo henseliano K com corpo residual k,

K o |sep
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Vamos agora definir o segundo objeto de estudo que d&4 nome a esta dissertacao.

Defini¢ao 4.3.20. Seja K um corpo henseliano, com car(k) = p e L/K uma
extensao algébrica. Se L/K for finita, \/k for separdvel e p 1 [L : T], onde T é
a subextensao nao ramificada maximal de L/ K, dizemos que L/K ¢é suavemente
ramificada. Se L/K for infinita, dizemos que L/K é suavemente ramificada se toda

subextensdo finita T" C M C L for suavemente ramificada.

Se K for um corpo de caracteristica 0 com corpo residual perfeito k£ de caracteristica

0, dizer que L/K é suavemente ramificada é o mesmo que dizer que p {er /.

Lema 4.3.21. Seja L/K uma extensao suavemente ramificada e ey /x = fr/x = 1,
entao L = K.

Dem.: Suponha por absurdo que exista o € L'\ K. Sendo m = deg(«) e note que

p{m, pois L/K ¢ suavemente ramificada. Considere f = a — —Trr (o). Entao
m

1
Tr(B) =Tr(a) — —mTr(a) =0
m
Como ek = 1, existe b € K* com v(b) = w(/3). Seja € = f Entao Tr(e) =0 =
w(e). Além disto, fr,x = 1 implica que Ty k(€) = me, pois todos os conjugados

de € num fecho normal de L/K tém a mesma imagem em A = k. Mas Tr(e) =0

implica que me = 0, e isto contradiz o fato de w(e) = 0. Portanto, L = K. |

Temos a seguinte caracterizacdo de extensoes suavemente ramificadas num corpo

henseliano.

Teorema 4.3.22. Suponha que L/K seja uma extensao finita, com subextensao
nao ramificada maximal 7. Entdo L/K é suavemente ramificada se, e somente se,

L/T for gerada por raizes m-ésimas de elementos de T tais que car(k) = p{m.

Dem.: Por defini¢ao, L/K ¢é suavemente ramificada se, e somente se, L/T é suave-
mente ramificada, entdo podemos supor K =T

(=) : Seja L/K uma extensao suavemente ramificada com n = [L : K|. Entao

1
p{m. Dado a € L, w(o) = —v(Np/k(r)), e temos que p t [w(L* : v(K*)] = er k.
n
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Seja 5 € L tal que w(pB) € v(K*). Seja m a ordem de w(f) em w(L*)/v(K*).
Entao p t+ m e podemos escrever ™ = ce para ¢ € K e ¢ € L tal que w(e) = 0.

Como X\ = k, podemos supor € =1 em A. Pelo lema de Hensel, € é uma poténcia

m
m-ésima em L. Escreva € = (€)™ com ¢’ € L. Portanto, (é) =ce K*. Agora,
€

substitua K por K <§> = K({/c) e repita o processo até que w(L*) = v(K*).
Assim, e /g = 1 = fr/k, e portanto, L = K pelo Lema 4.3.21.

( <) : Adjuntando as raizes e aplicando indu¢ao, podemos supor que L = K( {/a)
para algum a € K e pfm. Se m{v(a) em v(K*), entdo ey /g =me [L: K] =m.
Como p { m, isto significa que fr,x = 1, e entdo L/K ¢é suavemente ramificada.
Por outro lado, se m | v(a) entdo podemos multiplicar a por uma poténcia m-ésima
de um elemento de K para obter v(a) = 0. Assim, @ é uma poténcia m-ésima em £k,
ou k( ¥/@) é uma extensdo inseparavel de k, contradizendo K = T. Mas @ € (k*)™
implica que a € (k™)™ pelo segundo lema de Hensel. Portanto, L = K( t/a) = K,

em todos os casos, L/K é suavemente ramificada. |

Diretamente do Teorema 4.3.22 temos o seguinte corolario.

Corolario 4.3.23. A igualdade fundamental [L : K| = ef vale para toda extensao

finita suavemente ramificada [L : K]J.

Corolario 4.3.24. Sejam L/K uma extensdo suavemente ramificada e K'/K
uma extensao algébrica com compédsito L' = LK’ C K. Entao L'/K' também é

suavemente ramificada.

alg

Dem.: Pelo Corolario 4.3.16, existe uma subextensao nao ramificada maximal
K C T C L. Entao, pela Proposi¢ao 4.3.14, TK’/K’ também ¢é nao ramificada.
Seja T" a subextensao nao ramificada maximal da extensdo L'/K’. Entao temos o

seguinte diagrama:
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L — L

T

T — TK'

K — K’
alg

Pelo Teorema 4.3.22, L /T é gerada por raizes m-ésimas, e entao L' /T K’ é gerado
por raizes m-ésimas e o mesmo ocorre com L'/T’. Novamente pelo Teorema 4.3.22

segue que L'/K' é suave. [ |

Corolario 4.3.25. Sejam L, L' duas extensoes algébricas suavamente ramificadas

de K. Entdo seu compésito LL' C K é suavemente ramificado.
Dem.: A mesma do Corolario 4.3.15. |

Assim como tinhamos a extensao nao ramificada maximal, temos também a extensao

suavamente ramificada maximal.

Corolario 4.3.26. Seja L/K uma extensio algébrica. Entao existe uma subexten-

sao suavemente ramificada maximal K C V C L.

Definicao 4.3.27. A extensao suavemente ramificada maximal de um corpo
henseliano K ¢ a extensdo suavemente ramificada maximal de K /K, denotada por
KS’ILO/U@

Em analogia com a torre de corpos de decomposi¢ao e inércia no caso geral, temos
a seguinte torre de corpos henselianos, com seus respectivos corpos residuais e

grupos de valorizagao.
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L A w(L¥)
%4 v =k*" N\ w(V>) = w(LX)®
T T =kPN\ w(T)
K k v(K>)

Para finalizar o texto, vamos ilustrar o que falamos com um importante exemplo.
Para maiores detalhes, a pagina 158 da referéncia (NEUKIRCH, 2013) pode ser

consultada.

Exemplo 4.3.28. Seja K = Q, e considere a extensao ciclotomica K (§,)/K com
&, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Suponha que p {n e tome k = F, onde
p|q Se f=ord,q, istoé ¢/ =1 mod n, entdo vamos mostrar que K(&,)/K é
nao ramificada de grau f. Note que F,s/F, é a menor extensao de F, contendo uma
raiz n-ésima da unidade. Seja ¢g(X) o polinémio minimal de &, sobre K. Entao
g & separavel e g ¢ irredutivel em F,[X]. Caso contrario, g teria raizes multiplas,
mas todas as raizes n-ésimas da unidade tem redugoes distintas em Iﬁ‘g, entao isto é
impossivel. Logo, degg = f e disto deg g = f. Portanto, K(&,)/K é ndo ramificada
de grau f.

Lema 4.3.29. Dado n < 1, Og(&,) = Okl&)-

Dem.: Seja L = K(&,). Entao O = Okl&,] + mpOp, mas como Op e O sao
anéis locais, pelo Lema de Nakayama temos que Op = Okl&,]. [ |

Agora suponha que p | n. Por simplicidade, considere n = p™ para algum m > 1.

Lema 4.3.30. A extensao K (&,)/ K é totalmente ramificada, com Gal(K (§,)/K) =
(Z/p"2)*, Ok (en) = Lpl&nl € Mic(e,) = (1= &n), onde [N(1 = &)| = p.
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Dem.: Seja

(X+1D"—1 (X +1)P" -1
TX+D)Fo1 (Xl
=14+ (X + 1" . 4 (X +1)er

h(X)

m—1

o polindémio minimal de 1 — &, sobre K. Entao h(X) é um polinémio de Eisenstein

cujo coeficiente constante é p. Logo h(X) é irredutivel, entao

m—1

MX) =14 X+ +. (X +1)Fr
=14+ (X" A D)+ (XT D)2 (X 1P Acomp | A
= XEDP" L A com p | A
Assim Gal(K(&,)/K) — (Z/p™Z)* mas ambos os grupos tém ordem ¢(p™) =

(p— 1)p™ !, entdo temos um isomorfismo. Como 1 — &, é um elemento primo de
K(&,), entdao é um uniformizador. Além disto
N1-&)= I (1-0))=nhr1)==p.
0EL/P™ZL)*

Seja w a extensao de v = v, de K em K(¢,). Entao

1
wll = 6) = —5u(V(1 = 6,)
e
p(n) p(n)  [K(&): KT
Segue que e,k = [K(§) : K] e esta extensao é totalmente ramificada. [ |

Para o caso geral, seja n = p”'n/ onde p t n’. Assim, pelo Lema 4.3.29, temos que

Ok(e,) = Zpl€n), € temos a seguinte torre:

L = Qp(fn)
4 = Qp (épn’) = T(ﬁp)
T = @p (gn’)

K = Qp
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Consideracoes finais

Assim como em muitas areas da ciéncia, a Matematica estda em constante expansao,
de modo que as coisas estudadas aqui podem seguir diversos caminhos. Por exemplo,
um deles pode ser estudarmos as ramificagoes selvagens em extensoes de corpos

henselianos.

Outro caminho seria generalizar o que fizemos aqui em termos de completamento,
para além dos corpos de ntimeros. Corpos de nimeros sao apenas um de dois
tipos de corpos globais; os outros sao os corpos de func¢oes. Associado a cada
corpo global, existe uma colecao infinita de corpos locais que correspondem aos

completamentos dos corpos globais com respeito aos seus valores absolutos.

A teoria que estuda a relagdo entre as extensdes de corpos globais e de corpos
locais com a aritmética desses corpos é a Teoria de Corpos de Classes, que é uma

sequéncia natural do que estudamos aqui.

Esta teoria busca responder perguntas do tipo: dado um nimero natural n, quando
um ntimero primo pode ser escrito na forma 2% + ny?? Embora esta questdo pareca
elementar, ela necessita de ferramentas bastante sofisticadas para ser respondida
completamente. Mas isto é assunto para outra hora, quem sabe para uma tese de

doutorado?
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