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Resumo

Neste trabalho sao apresentados alguns conceitos e resultados principais da teoria de
Morse, como o lema de Morse e o teorema de Smale. Além disso, apresentaremos um
caso particular da conjectura de Arnold que é uma a aplicacao da teoria de Morse em
geometria simplética.

Palavras-chave: teoria de Morse, geometria simplética, homologia de Morse,
conjectura de Arnold.



Abstract

In this work some concepts and main results of Morse theory are presented, such as
Morse’s lemma and Smale’s theorem. Furthermore, we will present a particular case of
Arnold’s conjecture which is an application of Morse theory in symplectic geometry.

Key-Words: Morse theory, symplectic geometry, Morse homology, Arnold’s con-
jecture.
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Introducao

Este trabalho é resultado de um estudo realizado pelo autor sobre homologia de Morse
e uma aplicacao em dinamica simplética através, principalmente, da parte I do livro
Morse Theory and Floer Homology ([1]) dos autores M. Audin e M. Damian.

A teoria de Morse envolve, a grosso modo, o estudo de pontos criticos de cer-
tas funcoes reais, designadas por fungoes de Morse. Este estudo utiliza ferramentas
de areas como célculo das variagoes e inclui, por exemplo, a definicao de um objeto
algébrico associado a uma variedade, chamado homologia de Morse, e que é um inva-
riante topologico dessa variedade. Alguns desenvolvimentos sobre este assunto podem
ser encontrados no livro Morse Theory ([2]) do autor J. Milnor e em suas referéncias.

Neste trabalho, comecamos por apresentar a homologia de Morse associada a uma
variedade M e a uma fungao real (de Morse) definida em M. A construcdao desta
homologia depende, inicialmente, da funcao f e de um campo vetorial que depende
de f, ambos definidos em M. Entretanto, é possivel provar que este objeto algébrico
nao depende da funcao e nem do campo vetorial e que esta homologia é de fato um
invariante topoldgico da variedade. Este contetido é desenvolvido nos capitulos 3 e 4 e
alguns preliminares sao apresentados nos capitulos 1 e 2. Vale ressaltar que também
é possivel identificar a homologia de Morse com a homologia celular, no entanto, esse
assunto nao ¢ abordado neste trabalho (veja, por exemplo, o apéndice 4.9 de [1]).

A dinamica simplética é uma das dreas onde a homologia de Morse surge como
ferramenta para discussao, por exemplo, de existéncia e nimero de érbitas periddicas
em certos sistemas dinamicos definidos em variedades chamadas simpléticas. De um
modo mais geral, a geometria simplética estuda variedades suaves de dimensao par
que generalizam a nogao de espago de fases onde estao definidos os sistemas dinamicos
conhecidos por sistemas Hamiltonianos.

No final deste trabalho, destacamos um resultado, conhecido por Conjectura de
Arnold, que afirma sobre uma cota inferior no niimero de 6rbitas periddicas de periodo
1, que depende de um invariante topolégico da variedade onde o sistema Hamiltoniano
estd definido. Neste trabalho fazemos a apresentacao do enunciado desta conjectura
e de uma demonstragao num caso muito particular em que o sistema Hamiltoniano ¢é
autonomo. Notamos que o caso nao autonomo pode ser demonstrado usando ferra-
mentas mais avangadas da teoria de Floer apresentadas na parte II de [1] e que estao
fora do objetivo principal deste trabalho. Este assunto é tratado no capitulo 5.

Por questoes de organizagao, apresentamos a estrutura da dissertacao. No capitulo
1 vamos relembrar alguns conceitos de variedades que serao muito importantes para
fixarmos a notacao usada neste trabalho. Além disso, provaremos o lema de Morse
e daremos alguns exemplos de funcoes de Morse. O capitulo 2 tem como objetivo
principal falar sobre a dinamica da teoria de Morse. E nele que vamos definir fluxo, os
pseudo-gradientes e as variedades estaveis e instaveis. Além disso, falaremos sobre a
condicao de Smale que é uma importante condi¢ao na teoria de Morse. Os capitulos 3

10



e 4 tem como objetivo construir a homologia de Morse e apresentar algumas aplicacoes
importantes. Por fim, no capitulo 5 vamos relembrar alguns conceitos de geometria
simplética que, novamente, serao importantes para fixarmos a notagao. Além disso,
enunciaremos e provaremos um caso particular da conjectura de Arnold.

E importante destacar que todas as imagens deste trabalho foram produzidas pelo
o autor usando o pacote TikZ do Latex, porém, a grande maioria do conteido apre-
sentado neste trabalho foi baseada no livro guia dos autores M. Audin e M. Damian.
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Capitulo 1

O Lema de Morse

Neste capitulo, apresentaremos o lema de Morse (teorema 1.4.2, §1.4) que descreve
uma expressao local das fungoes de Morse. Para tal, apresentaremos secoes preliminares
sobre variedades (suaves), aplicagdes suaves (§1.1) e, posteriormente, definimos fun¢oes
de Morse (§1.2), discutimos sua existéncia (§1.3) e exploramos alguns exemplos (§1.5).

Diremos que uma funcao ¢é suave sempre que a funcao for diferenciavel de classe
C*>. Neste capitulo, com excessao da primeira secao, todas as variedades e funcoes
sao consideradas suaves. Além disso, M denotard uma variedade suave, a menos que
explicitamente digamos o contrario.

1.1 Variedades

Antes de adentrarmos a teoria de Morse, vamos relembrar algumas nocgoes relacionas
com variedades e diferenciabilidade de aplicacoes definidas em variedades. Para maiores
detalhes veja, por exemplo, os seis primeiros capitulos de [3].

1.1.a Variedades Suaves

Definicao 1.1.1. Um espaco topologico M é chamado de variedade topoldgica de
dimensao n quando satisfaz as seguintes propriedades:

e M é um espaco de Hausdorff;
e M tem base enumeravel;

e para cada ponto p em M, existem um aberto U C M que contém p e um homeo-
morfismo ¢: U — U, onde U é um aberto de R".

Chamamos o par (U, ¢), ou apenas a aplicagao ¢, de carta. Por outro lado, chama-

mos o par ([7, g0_1>, ou apenas a funcao ¢!, de parametrizacao.

Definicao 1.1.2. Seja M uma variedade topoldgica de dimensao n. Um atlas suave
de M é uma colegao A = {(Uq, o) | @ € A} de cartas tais que:

o |JU,=M;

aEA

12



1.1. Variedades

e para quaisquer «, 8 € A tais que U, N Ug # &, temos que
Pa© @5 03(UaNUs) — ©a(Ua NUs) € pgop,': 0a(Us NUs) — 0p(Us N Up)
sao funcoes suaves.

Defini¢ao 1.1.3. Uma variedade suave de dimensdo n é um par (M, .A), onde M é
uma variedade topoldgica de dimensao n e A é um atlas suave. Muitas vezes omitimos
A na notacao.

Definicao 1.1.4. Uma aplicagao f: M — N entre duas variedades suaves ¢é dita
suave se para toda carta (U,¢) de M e para toda carta (V,¢) de N tais que U N
f~YV) # @ é um aberto, temos que

f=voforipUnf (V) —w(V)
¢ uma fungao suave. Chamamos J?de representagao local de f com respeito a (@, ).

Observacao 1.1.5. Se M ¢é uma variedade suave e f: M — R é uma aplicacao

(p) por g—f(p), onde f é

2

suave, entao, fixada uma carta ¢, por vezes denotaremos
a representacao local de f com respeito a (¢,Idg) e p € M.

Definicao 1.1.6. Seja M uma variedade suave. Seja a: I C R — M uma curva
suave com «(0) = p. Um vetor tangente a « em p é uma fungao o/(0): C*°(M) — R

dada por
d
a'(0)g = a(goa) , YgelC®(M).

Definicao 1.1.7. Dizemos que v é um vetor tangente a M em p € M se existe uma
curva a: I — M, com a(0) = p e o/(0) = v. O espago tangente a M em p, denotado
por T,M, é o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p.

Proposicao 1.1.8. Seja M uma variedade suave de dimensao n. Para cadap € M, o
espaco tangente a M em p € um espaco vetorial. Além disso, se v € uma parametrizac¢dao
centrada em p, isto é, ©(0,...,0) = p entao

(o)) }

¢ uma base de T,M, onde, para cada i =1,...,n, (

) ¢ o vetor tangente a curva
p

81‘1‘

t — ©(0,...,0,%,0,...,0)

em p, onde t estd na i-ésima coordenada. Além disso, se f € C°(M), entao

0 _af
(a%)pf = (p),

onde J? ¢ a representacgdo local de f com respeito a (¢, Idg).

13



1. O Lema de Morse

Veja, por exemplo, as paginas 39 e 40 de [4] para a prova.

Definicao 1.1.9. Um campo vetorial suave de um variedade suave M é um aplicagao
suave X definida em M tal que X (p) € T,M, para todo p € M. Por vezes usaremos
X, ao invés de X (p).

Exemplo 1.1.10. Sejam X e Y dois campos vetoriais suaves definidos em uma varie-
dade suave M. Um importante campo vetorial suave é o colchete de X e Y, dado por

[X,Y]=XY - YX.

Definicao 1.1.11. Sejam M e N variedades suaves e f: M — N uma aplicagao
suave. Para cada p € M, definimos uma aplicagao

(df)p: TpM — Tf(p)N,
chamada de diferencial de f em p, pela regra

(df),(v)(g) =v(go f), VgeCZ(N).

Observagao 1.1.12. Quando M = R™ e N = R", muitas vezes identificamos (df),
com a matriz jacobiana de f.

Observacao 1.1.13. Quando M = R™ e N = R, a matriz jacobiana de f é identificada
de forma natural com um vetor de R™ denotado por grad f e é chamado de gradiente
de f. Além disso, o gradiente negativo de f nada mais é do que o vetor — grad f.

Exemplo 1.1.14. Um importante exemplo de variedade suave é o fibrado tangente.
Se M é uma variedade suave de dimensao n, entao o fibrado de tangente de M ¢é o

conjunto
TM ={(p,v) |pe Mevel,M}

Este conjunto é uma variedade suave de dimensao 2n (veja, por exemplo, a proposicao
3.18 de [3] para a demonstragao).

Exemplo 1.1.15. Um outro exemplo importante de variedade suave é o fibrado co-
tangente. Se () é uma variedade suave de dimensao n, podemos, para cada p € @,
definir o espago cotangente em p, denotado por T;(), como sendo o espago dual do
espaco tangente em p, isto é,

7,0 = (T,Q)".
O fibrado cotangente de @) é o conjunto

T"Q ={(p¢) |lpeQel T Q}

Este conjunto é uma variedade suave de dimensao 2n (veja, por exemplo, a proposigao
11.9 de [3] para a demonstragao).

1.1.b Variedades Suaves Com Bordo

Definicao 1.1.16. Sejam H" = {(z1,...,2,) € R" |z, >0} e U C H" um aberto.
Dizemos que f: U — R* é suave quando para cada p € U existe um aberto U C R”
contendo p e uma fungao suave

f: U— RF tal que ﬁ%Hn = f.

14



1.1. Variedades

Definicao 1.1.17. Um espaco topolégico M é chamado de variedade topoldgica de
dimensao n com bordo quando satisfaz as seguintes propriedades:

e M é um espaco de Hausdorff;
e )M tem base enumeravel;

e para cada ponto p em M, existem um aberto U C M que contém p e um homeo-
morfismo ¢: U — U, onde U é um aberto de H".

Todas as definicoes feitas na subsecao anterior podem ser facilmente adaptadas
para variedades topoldgicas com bordo. A tnica diferenca é que no caso das variedades
topoldgicas com bordo a suavidade é de acordo com a defini¢ao 1.1.16. Assim, podemos
definir uma variedade suave com bordo que vai satisfazer todas as condi¢oes da subsecao
anterior.

Definigao 1.1.18. Uma variedade suave de dimensao n com bordo é um par (M, A),
onde M é uma variedade topolégica de dimensao n com bordo e A é um atlas suave.
Muitas vezes omitimos A na notacao.

Definicao 1.1.19. Seja M uma variedade suave de dimensao n com bordo. Dizemos
que p € M é um ponto de bordo se existe uma carta ¢ tal que ¢(p) € OH", onde
OH"™ = {(x1,...,z,) € R" | 2, = 0}. Denotamos por M o conjunto de todos os pontos
de bordo e designamos esse conjunto por bordo de M.

Proposigao 1.1.20. O bordo OM de uma variedade suave M de dimensdo n com bordo
¢ uma variedade suave de dimensao n — 1.

Veja, por exemplo, a proposicao 4.2 de [4] para a prova.

Observagao 1.1.21. A nocao de variedade suave no sentido da subsecao 1.1.a é equi-
valente a nocao de variedade suave com bordo onde o bordo é o conjunto vazio. Neste
caso, designamos estas variedades por variedades sem bordo.

Observacao 1.1.22. Quando falamos que M é uma variedade suave, estamos querendo
dizer que M ¢é uma variedade suave sem bordo, isto é, uma variedade suave no sentido
da subsecao 1.1.a.

Para terminar esta subsecao vamos enunciar o teorema da classificacao das varie-
dades de dimensao 1.

Teorema 1.1.23 (Classificagao de Variedades de Dimensao 1). Seja M uma variedade
compacta e conexa de dimensao 1 com bordo. Entio M ¢é difeomorfa a S* se OM = &
e difeomorfa a [0, 1] caso contrdrio.

Veja, por exemplo, o primeiro apéndice de [5] para a prova.

1.1.c O Teorema de Whitney

Definicao 1.1.24. Dizemos que f: M — N é um mergulho entre as variedades
suaves (com ou sem bordo) M e N quando f é um homeomorfismo sobre sua imagem,
que também é uma imersao suave.
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1. O Lema de Morse

Definicao 1.1.25. Dizemos que V' C M ¢é uma subvariedade de M se a inclusao
i: V. —— M é um mergulho.

Proposicao 1.1.26. Seja V' um subconjunto de uma variedade suave M de dimensao
m. EntaoV é uma subvariedade de dimensao k de M se, e somente se, para todo ponto
x € V existe uma vizinhanca U em M tal que UNV = g71(0), onde g: U — R™* ¢
uma submersao.

Veja, por exemplo, a proposicao 5.16 de [3] para a prova.

Teorema 1.1.27 (Mergulho de Whitney). Toda variedade suave de dimensio k com
ou sem bordo admite um mergulho em R?*+1.

Veja, por exemplo, o teorema 6.15 de [3] para a prova.

Observacao 1.1.28. Neste trabalho todas as variedades serao suaves com ou sem
bordo e, consequentemente, todas podem ser mergulhadas em algum R".

1.2 Funcoes de Morse

Definicao 1.2.1. Um ponto p € M é chamado de ponto critico da funcao f: M — R
quando (df), = 0. Além disso, chamamos f(p) de valor critico de f.

Denotaremos por Crit(f) o conjunto dos pontos criticos de f, isto é,
Crit(f) = {p € M | (df), = 0}.

Exemplo 1.2.2. A funcio f: R? — R, f(z,y) = 23 — 3zy? tem um ponto critico.
De fato, como (df), ,, = (32% — 3y?, —6zy), resulta que (0,0) é o tinico ponto critico
de f.

Iremos agora definir a hessiana (ou derivada de segunda ordem) de uma fungao.
Porém, em geral, uma funcao definida em uma variedade nao tem derivada de segunda
ordem. Nés sempre podemos calculd-la em uma carta, mas sua expressao depende da
carta escolhida. Para contornar esse problema vamos definir a hessiana em cada ponto
critico.

Definicao 1.2.3. Seja p € M um ponto critico de uma fungao f: M — R. A hessiana
(d*f), de f em p é definida por

(&1),(X.V) = X(Y() ), (1.1)

onde X,Y € T,M e Y é um campo vetorial que extende Y localmente.
Proposicao 1.2.4. A hessiana (d2f)p ¢ uma forma bem definida, bilinear e simétrica.

Demonstragao. Primeiramente, note que
(&F),(0Y) = (@), (¥ X) = X (Y(D) () =Y (X() (p)
:Liﬂ;ﬁ:mm(ﬁit>:m



1.2. Fungoes de Morse

onde a ultima igualdade segue de p ser ponto critico. Logo, a hessiana de f em p ¢é
simétrica e nao depende da escolha da extensao Y de Y. Para verificar que é bilinear,
note que

(@°f) (X + BZ,Y) = (aX + BZ) (Wf)) ()
= ax(Y(N) ) +52(V(H) )
= a(d’f) (X,Y) + B(d*f) (Z,Y).

Pela simetria, o mesmo argumento é valido para a segunda coordenada, chegando assim
ao fim da demonstracao. [ |

Observacao 1.2.5. Vale ressaltar que o fato de p ser ponto critico foi essencial para
provar a proposi¢ao 1.2.4. Em geral a expressao em (1.1) nao fica bem definida em
pontos que nao sao pontos criticos.

TS )

A representacgao local da hessiana de f em p é dada por essa matriz. Consideremos

vetores 9 P
X:;CLZ(@%)ZO e Y:;bj(a_xj)p

Observagao 1.2.6. Numa carta podemos considerar a matriz com entradas

0 0
em T,M, com a;,b; € Re (—) s (—) a base de T}, M induzida por essa
0xy » ox,, »

Ox;

carta. Tomando Y = Z Bj—, onde l;j ¢ a funcao constante b;, temos
J

~ = Of 0 f
(d*f),(X.Y) = X<Y(f))(P) =X (23: bjé?_xj) (p) = %: aibjm(l?)-
Logo, a matriz ( 0220];]- (p)) } é uma representagao na base { (%)p, ce ( ain)p}

rf (p)> ~por Hess, (f).

de (d*f), . Muitas vezes denotaremos a matriz ( .
? J

Observacao 1.2.7. Por vezes, quando nao houver risco de confusao, omitiremos o
ponto p da notagao tanto de (d*f), quanto de Hess,(f).

Definicao 1.2.8. Seja p € M um ponto critico de uma funcao f: M — R. Cha-
maremos p de ponto critico nao degenerado de f quando (d? f)p satisfaz a seguinte
propriedade:

(de)p(X, Y)=0,YY € T,M se, e somente se, X = 0.

Em coordenadas, esta condigao significa que a matriz de (d?f ), € invertivel.

Definicao 1.2.9. Se todos os pontos criticos de uma funcao f: M — R forem nao
degenerados, entao chamaremos f de funcao de Morse.

17



1. O Lema de Morse

Proposigao 1.2.10 (Exercicio 4 de [1]). Se f: M — R e g: N — R sdo fungoes
de Morse, entao

f+g MxN — R
(z,y) — f(@)+9(y)
¢ uma func¢ao de Morse.

Demonstracao. Sejam (Uy, 1) e (U, ¢2) cartas de M e N, respectivamente. Chame
F(z) = fopr (z1,...,xm) e G(y) = g0 ¢3 (y1.- .., yn). Note que

(d<f + g))(mo,yo) - (g_i(xO)v g_j(yO))v

oF oG
logo, (d(f + 9))(4.4) = 0 se, e somente se, %(xo) = 8_y(y0) = (. Portanto, os pontos

criticos de f + g sao os pares de pontos criticos de f e g. Note ainda que

Hess(f +g) = (HGS(S)<F) Hesg(G)> ’

ou seja, det Hess(f + g) = det Hess(F) - det Hess(G). Se ;' (z0) e ¢5 ' (yo) sdo pon-
tos criticos ndo degenerados de f e g, respectivamente, entao det Hess,,(F) # 0 e
det Hess,, (G) # 0. Segue que det Hess(y, o) (f + g) # 0. Portanto, f 4 g é uma funcao
de Morse. [ |

1.3 Existéncia de Funcoes de Morse

Nesta secao, mostraremos a existéncia de fungoes de Morse definidas em variedades
suaves que sao mergulhadas em algum R".

Proposicao 1.3.1. Seja V uma subvariedade de R™ de dimensao d. Para quase todo
ponto p € R™, a funcao

V. — R
¢ — llg—pl
¢ uma func¢ao de Morse.

Antes de provarmos a proposi¢ao acima, vamos enunciar um teorema muito impor-
tante que sera utilizado na demonstracao.

Teorema 1.3.2 (Sard). Seja f: M — N uma aplicagdo suave, entao o conjunto dos
valores criticos de f tem medida nula em N.

Veja, por exemplo, o teorema 6.10 de [3] para a prova.

Demonstracao da Proposicao 1.3.1. Seja ¢: U ¢ RY — V C R" uma para-
metrizacio de V definida em um aberto U de RY. Denotamos ¢(yi,...,vs) por

18



1.3. Existéncia de Funcoes de Morse

e Py
dy; Oy 0y,

q=(q1,---,q,) e, para cada i,j = 1,...,d, identificamos com oS ve-

dqy %) . (  q qn
Yy T Yy 5%’8%’ T ayz’ayj

tores de R" (

), respectivamente. Segue que

dfp Dip anp _
0y; —2(q—p) 0y; ¢ ayiayj B 8%‘ 0y;

onde - denota o produto interno usual em R". Logo, ¢ é um ponto critico nao dege-

Do Dy oAl

2
nerado de f, se, e somente se, ¢ — p é perpendicular a T,V e a matriz ( 3 8p ) tem
YiOY;
posto d.
Considere o fibrado normal de V' em R", isto é, a subvariedade de V' x R"

NV = {(x,v) EV xR |ve (Txvf},

e a aplicagao suave

E:NV — R"
(x,v) — z+w.

Agora, vamos enunciar e provar um lema que ird nos ajudar a terminar a demonstragao
da proposicao 1.3.1.

Lema 1.3.3. O ponto p = q+v € R™ € um wvalor critico de E se, e somente se, a
matriz
( 0 fy ) _2(8_90 Op . P )
dyi0y; dy; Oy Ay 0y,

Demonstragio. Considere uma base ortonormal {v1, ..., v,_q} de (T,V)". Entdo a
aplicagao

nao € ivertivel.

n—d
(yh s 7yd7t17 v 7tn—d) — (So(yh S 7yd)7 Ztkvk(yb s 7yd>>
k=1

é uma parametrizagao local de NV, onde, para cada ¢ = 1,....,n —d, v(y1,...,Yaq)
denota vg(p(y1,-..,ya)). Segue que as derivadas parciais de E com rela¢ao a parame-
trizacao sao da forma
n—d

oE 0 v

dyi Oy 1 9y

o))

— =

oty

Denotamos por Jg a matriz jacobiana de F, isto é,

(0E OE OF 8E)
Jp = :

Oy Oya Ot Ot

19



1. O Lema de Morse

e Oy

Como os vetores —— , ——, U1, ..., Un_q Sa0 linearmente independentes, entao a ma-

3y1 3yd

_GE 9 )
oy 0yq ! nd

¢ invertivel e, consequentemente, a matriz

triz

Odp 0Oy v, Op Ovy,
_+ tk‘ - tk} - Uy
(Jp) A = (‘9% %i zk: i ayﬂ') (zk: % )

0

Id

tem o mesmo posto do que Jg, onde 0 é matriz nula (n —d) x d e Id é a matriz

identidade (n — d) x (n — d). Uma vez que vy é ortogonal a ——,

0 dp\  Oup Op
0‘@Kwem)‘mha%+”

Ja que v = Z t, vy, entao
k

Oy, Y0y

Logo, p = ¢ + v é valor critico de F se, e somente se,
dp Oy Z k(’?vk o (8_% Iy
Oy Oy; Oy Oy; dy; Oy

nao é invertivel.

dup  Op Py
dy; Z O Doy,

entao
J

9%y
ayz‘ayj .

0

' Oyidy;

8%3%’

Note que este lema provou que todos os pontos p que fazem f, nao ser uma funcao de
Morse sao valores criticos de E. Portanto, aplicando o teorema de Sard (1.3.2) temos

o resultado que queriamos.

1.4 O Lema de Morse

Nesta se¢ao vamos provar um dos teoremas mais importantes da teoria de Morse, o
lema de Morse que apresenta uma expressao local de func¢oes de Morse perto de um
ponto critico. A fim de alcangar nosso objetivo, provaremos um lema que ird nos

auxiliar a prova-lo.

Lema 1.4.1 (Exercicio 9 da pégina 46 de [6]). Se f: R — R € uma func¢do suave,

entdo existe uma outra funcao g: R — R suave tal que
F(t) = f(0) +Lf'(0) + t*g(t).
1
Além disso, g(0) = §fﬂ(0)'

20



1.4. O Lema de Morse

Demonstracao. Primeiramente, fixe ¢ € R e defina h(s) = f(ts). Como h(0) =
£0), h(1) = £(2) e }(s) = tf'(ts), temos

h(l)—h(o):/o h’(s)ds:t/o F(ts)ds

f@t) = f(0) +tq(?),

onde q(t fo f/(ts)ds. Observamos que ¢(0) = fol f(0)ds = f'(0).
Agora fixe t € ]R e defina hi(s) = q(ts). Como hy(0) = ¢(0), hi(1l) = q(t) e
Ri(s) = tq'(ts), temos

isto é,

1 1
ha(1) = hu(0) = / W (s)ds = t / ¢ (ts)ds,
0 0
isto é,

onde g(t fo (ts)ds. Segue que

F(&) = £(0) +t(f'(0) +tg(t)) = f(0) +f(0) + *g(t).

Como ¢ é suave, entao o mesmo vale para g. Além disso,

00) =40) = [ sr"(Ods = 57"(0) .

Teorema 1.4.2 (Lema de Morse). Se ¢ é um ponto critico nao degenerado de uma
fungao f: M — R, entao existe um difeomorfismo ¢: U — p(U) C R", onde U e
o(U) sao vizinhangas de ¢ e 0, respectivamente, tal que

fop Nz, . 2, Zm+2x

Jj=i+1

Antes de provarmos o lema de Morse, note que segue imediatamente do lema um
importante resultado enunciado abaixo. Esse resultado ¢ muito usado intrinsecamente
na teoria de Morse.

Corolario 1.4.3. Os pontos criticos nao degenerados de uma funcdo sao isolados. Em
particular, uma funcao de Morse definida em um variedade compacta tem um niumero
finito de pontos criticos.

Demonstragao do Lema de Morse. Como o resultado é local, podemos assumir
que M = R"™ e o ponto critico ¢ é 0. Além disso, podemos supor que a matriz hessiana
Hessy(f) é diagonal, pois Hessy(f) é simétrica. Vamos provar o teorema por inducao
em n.

Cason =1.
Pelo lema 1.4.1, existe g: R — R suave tal que

f(@) = f(0) + 2 f'(0) + a”g(x) = f(0) £ 27|g(x)|.

21



1. O Lema de Morse

1
Como ¢(0) = §f”(0) # 0, entdo podemos tomar uma vizinhanca U; de 0 com g(x) # 0
em todos os pontos de U;. Tome 21 = p(x) = x+/|g(x)| definido em U;. Note que

"(x) = x 1oz ) = x ELM "(x).
@' () l9(2)] + 5 lg(x)|(|g( )= Vlig@)[+3 |g($)||g(x)|9( )

Ja que g(z) # 0 em Uy, entdo ¢ é suave. Pelo teorema da funcéo inversa, existe uma
vizinhanga U C U; de 0 onde ¢ é difeomorfismo, pois ¢'(0) = 1/|g(x)| # 0. Segue que,
em U,

fowH(m) = f(z) = f(0) £ i,

como queriamos demonstrar.

Caso n =k, supondo que vale para n =k — 1.

Primeiramente, denote os elementos de R* como pares (z,y), onde r € R e y € RF L.
Defina, para cada y, a funcdo f,(z) = f(x,y). Pelo lema 1.4.1, existe g,: R — R
suave tal que

fx,y) = £,(0) + 2 £, (0) + 2?g, (x).
Se f,(0) = 0, entdo podemos escrever f da forma

fla,y) = £,(0) £ 2|g,(x)].
1
Note que g,(0) = 5 f,/(0) # 0, pois, caso contrério, terfamos uma coluna nula na matriz
hessiana e, consequentemente, o ponto (0,0) seria degenerado, o que é um absurdo.
Defina (x1,11) = ¢(x,y) = <x lgy ()], y>. Por um argumento andlogo ao caso n = 1,

existe uma vizinhanga U de (0,0) onde ¢ é um difeomorfismo e

fow ™ a,y) = flz,y) = F(0,1) £ 2.
Aplicando a hipétese de indugao em f(0,y), a demonstracao chega ao fim no caso em

/ —
que f;(0) = 0.
Logo, basta provar que sempre podemos reduzir ao caso f; (0) = 0. Para isso, vamos
analisar os pontos criticos de f,, isto ¢, as solugoes de

of
Como (d?f), é ndo degenerada, entao
o0 f
525(0,0) £0.

Segue, pelo teorema da funcao implicita, que existe uma vizinhanca Z de (0,0) € R*
tal que

ofr\~"
3. ) ONZ={(ely)y)sy € A},
onde ¢ é uma fungao suave definida numa vizinhanga A C R*¥~1 de 0, com ¢(0) = 0.

i (0,0) = 0, para cada i = 1 k—1. Além
aylax ) - 7p - AR *

Como Hessy(f) é diagonal, entao

disso,

0= 8?/@- (0) = 8?11' (%(w(y),y)) = %(s@(y%y)gi (y) + aigx(@(y),y)
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1.4. O Lema de Morse

o*f Iy 0*f

e, consequentemente, em y = 0, temos 0 = @(0, O)ay,» (0). Uma vez que @(07 0) #
0, resulta que (dp), = 0. Defina agora ®(z,y) = (z + ¢(y),y) em Z. Como (d®) o =
Id, entao, pelo teorema da funcao inversa, existe Z; C Z tal que ® é um difeomorfismo
em Z;. Além disso f o ® satisfaz

W(O,y) = %(s@(y)yy) =0

(B(fo®)) g0 = (d®) g.0) (A ) o (dD) g ) = (d°f),

Podemos abusar a notacao e chamar f o ® de f. Dessa forma, f;(()) = 0, reduzindo ao
caso ja provado. Concluindo assim a demonstracao do lema de Morse. [ |

A carta do lema de Morse sera chamada de carta de Morse. Além disso, o inteiro 4
que aparece sera chamado de indice de ¢ e denotado por Indy(c) ou, quando nao houver
risco de confusao, por Ind(c). Denotaremos por Crity(f) o conjunto dos pontos criticos
de f de indice k, isto é,

Crity(f) = {p € Crit(f) | Ind(p) = k}.

Uma primeira pergunta que surge € se o indice ¢ de um ponto critico nao depende
da carta de Morse ¢, isto é, se ¥ é outro difeomorfismo tal que

k n
Fot ™y, un) = FlO =D v+ > v,
j=1

j=k+1
entdao k =17 A proposicao abaixo afirma que sim.

Proposicao 1.4.4 (Unicidade do fndice). Sejam ¢ um ponto critico nao degenerado
de uma funcao f: M — R e (U, ¢) a carta do lema de Morse. Se (V,1) € outra carta
tal que

k n
)= (0,.,0) e fou Ty mm) =fO) =Dy + Y v,

=k+1
entao k = 1.

Demonstragao. Como

Hesso(foyp™') = 5 ,

2

entdo i é igual & dimensao do espago onde Hessy(f o ') é definida negativa. Analoga-
mente, k é a dimensao do espaco onde Hessy(f o ¢)~1) é definida negativa. Além disso,
note que f o v~' = (f o) o (po¢!). Chamando F = (foul) e G = (pou),
temos

Hesso (f o ™) = Hessg(F o G) = (dG)g - Hesso(F) - (dG),.

7 7 . ~ T ~ . . ;.
Ja que G é um difeomorfismo, entao (dG), e (dG), sdo matrizes invertiveis e, conse-
quentemente, nao alteram a dimensao de espacos. Portanto, k = i. [ |
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1. O Lema de Morse

Nas mesmas hipdteses da proposicao anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.4.5. Se (V,v) € outra carta tal que

k

() =(0,...,0) e for(y....y)=f)=D ai+ > ai,

j=1 j=k+1
coma; > 1,Vj=1,...,n, entao k = 1.
Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, que (V) = B(0,¢) para ¢

muito pequeno. Defina o difeomorfismo v: (V) — Vi C ¥(V), com Y(y1,...,yn) =
n Yn

\/—a_l,...,\/&_n

. Note que v esta bem definido, pois

Il - Z(\y—ﬁ) < Zy .

Jj=1

Chamando ¢, =y~ 1o Vi1, SCUE que
1

Pi1(e)=(0,...,0) e fou (Y, ... yn) = Zyj >yl

j=k+1
Portanto, aplicando a proposicao anterior a v, resulta que k = 1. [ |

Proposicao 1.4.6. O mdximo e o minimo local de uma funcao de Morse sdo pontos
criticos de indice n e 0, respectivamente, onde n € a dimensao da variedade.

Demonstracao. Vamos provar apenas o caso em que o ponto € minimo local, pois o
outro é andlogo. Dessa forma, seja f: M — R uma fungao de Morse. Se a é um ponto
de minimo local de f, entao, pelo lema de Morse (1.4.2), existem um difeomorfismo ¢
e uma vizinhanga de a tais que

fop Nz, ...,z Zx—l—Zx

Jj=i+1

com (xy,...,x,) nessa vizinhanga de a. Caso i # 0, entao, para todo € > 0 o ponto
a. = (0,...,0,¢,0,...,0), com € na i-ésima coordenada, ¢ tal que f(p~'(a.)) < f(a).
Toda vizinhanga de a contém um ponto ¢~ '(a.), para algum €. Como a é ponto de
minimo local, f(p~!(a.)) > f(a), o que é um absurdo. |

Proposicao 1.4.7. Sejam f: M — R uma funcio de Morse e ¢ € Crit(f). Se
Indf(c) = i, entdo Ind(_p(c) = n —1i, onde n € a dimensao de M.

Demonstracao. Seja (U, ¢) uma carta de Morse. Suponha, sem perda de generali-
dade, que ¢(U) = B(0,¢) para € muito pequeno. Note que

(—f)ogp_l(:pl’“, +Zx - Z ZIZ' Z xk (n—i) — Z'xk-&-z

J=i+1 k=n—i+1
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Defina o difeomorfismo

bipU) — ¢(U)
(X1, .y xn) > (i1, Ty T1y e e e, T)
Note que 1) é bem definido, pois [|¢(z)|| = [>- 2% < e. Chamando ¢, = ¢~ o, segue
J
que
Pi(e) =(0,...,0) e (=f)ovy(z,...,z)=—f(c) =D af+ > i
k=1 k=n—i+1

Portanto, pela proposicao 1.4.4, temos Ind(_z(c) =n —i. [ |

1.5 Exemplos

Nesta secao, apresentaremos algumas fungoes de Morse definidas na esfera S? (ou, mais
geralmente, em S™), no plano projetivo RP? e no toro T2

Exemplo 1.5.1. Seja h: S? — R, com h(x,y,2) = z, a fungao altura (veja a figura
1.1). Entao h é uma funcao de Morse.

S

Figura 1.1: Funcao altura na esfera.

De fato, sejam o: S? \ {N} — R? e po: S?\ {S} — R? as cartas de S?, onde
N =(0,0,1) e S = (0,0,—1), definidas por

T Y T Y
Sol(xuyv’Z): 1—271—2 € (p2<$,y,2): ].+Z’]_+Z .

As inversas de @1 e g s80

i) = (

2u 20 w4+ v =1
w42+ w402+ 1 w2 +02 41

2u 20 —u? — 0?41
w42+ w2 +02 41 w2402 +1 )

o) = (
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1. O Lema de Morse

Além disso, as representacoes locais de h sao

- w21 B —u?—0v?+1
fimheo luo) = omary ¢ hmhed (W)=
Segue que
4u 4v
7 (u?+v2+1)° (u? +v>+1)
e

(df2)(u,v) _ ( —4u —4v >

(w2 +0v2+1)* (w2402 +1)

Logo, (dfl)(u’v) = 0 se, e somente se, u = v = 0 e, da mesma forma, (df2)(u’v) =0 se, e
somente se, u = v = 0.

Consequentemente, 7 *(0,0) = S e ¢;'(0,0) = N sdo os tinicos pontos criticos de
h.

Por fim, uma vez que

4 0 -4 0
Hess(o,0)(f1) = ( 0 4 ) e Hesso(f2) = < 0 —4 );

segue que S e N sao pontos criticos nao degenerados de h. Portanto, h é uma fungao
de Morse. Além disso, como S é ponto de minimo e N é ponto de méaximo, entao,
segue pela proposi¢ao 1.4.6, que Ind(N) = 2 e Ind(S) = 0.

Observagao 1.5.2. No caso geral, sendo agora h: S™ — R, com h(x1,...,Tp41) =
ZTni1, temos, por cdlculos similares, que h é uma fungao de Morse com apenas dois
pontos criticos N = (0,...,0,1)e S = (0,...,0,—1), tais que Ind(N) = n e Ind(S) = 0.

Exemplo 1.5.3 (Exercicio 6 de [1]). Seja f: S* — R, onde f(z,y,2) = y* + 22°.
Consideremos ¢ : U — B,i = 1,2,3, as cartas de S?, definidas por

o1 (,y,2) = (y,2), 93 (2,9,2) = (2,2) e @3(a,y,2) = (2.y),

onde

Uf ={(wy.2) €8 |a=£/1-y? =2},
Uf = {(x,y,z) cS?|y= im},
Ui = {(w,y,z) €S| z=4% 1—:172—y2} e B={(z,y) eR*2*+y* <1}.
Segue que
(goli)_l(y,z) = ( 1—19y2— zz,y,z), (903[)_1(.7:, z) = (x, +v/1 — 22 — 22, z)
e (gogi)_l(x,y) = (x,y,:l: 1—22— yz).
sdo as parametrizacoes de S2. Chame h; = f o ((pii)_l,z’ =1,2,3, isto é,

hi(y,2) = y* +22°, ho(z,2) =1 =2+ 2% e hy(z,y) =2 —22° —y°
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Como (dhi), ., = (2y,4z), entao (0,0) ¢ o tnico ponto critico de hy. Além disso,

2 0
Hessy,.y(h1) = ( 0 4 >,

logo, (cpli)_l(O, 0) = (£1,0,0) sao pontos criticos nao degenerados de f. Como
hi(y,2) = y* +22% e f(£1,0,0) = 0, resulta que (£1,0,0) tém indice 0.

Por outro lado, como (dhs), ., = (—2z,2z2), entéo (0,0) é o tinico ponto critico de
ho. Além disso,

-2 0
Hess(z.)(ha) = ( 0 2 >,

logo, (90;)_1(0, 0) = (0,£1,0) sao pontos criticos nao degenerados de f. Como
ho(z,2) =1—a2+ 2% e f(0,£1,0) = 1, resulta que (0,%1,0) tém indice 1.

Por outro lado, como (dhs) (—4x,—2y), entdo (0,0) é o tnico ponto critico
de hs. Além disso,

zy)

-4 0
Hess(zy)(h3) = ( 0 _9 ),

logo, (gogk)_l(o, 0) = (0,0,4+1) sao pontos criticos nao degenerados de f. Como
ha(z,y) =2 — 222 —y* e f(0,0,41) = 2, resulta que (0,0,41) tém indice 2.
Portanto, f é uma funcao de Morse com dois pontos de indice 0, dois pontos de
indice 1 e dois pontos de indice 2, a saber, (£1,0,0), (0, £1,0) e (0,0, £1), respectiva-
mente.
Por fim, f induz uma fungao

g:RPP=5%/~ — R
] — f(p),
onde ~ é a relagao antipoda. Observe que g estd bem definida, pois f(p) = f(—p). A
fim de analisar os pontos criticos dessa funcao, tome a projecao canonica
7w 5% — RP?
p — [p]

e af =Tmo ((pii)_l, 1 =1,2,3. Como p pertence a U;r se, e somente se, —p pertence
a U, , segue que W(U;“) = W(Ui’) e, para simplificar, vamos usar a; = 7 o (gpj)_l. A
aplicagao a; é injetiva, pois T+ © (gpj)_ sao injetivas e, portanto, a; é uma bijecao
de seu dominio na sua imagem.l Além disso, T+ admite uma inversa a esquerda, que
denotaremos por ;, definida em 7T(U2-+). Defina a bijecio b; = ¢ oy, i = 1,2,3.
Note que (W(Uf’),bi), i = 1,2,3, é uma carta de RP? cuja unido forma um atlas e,
além disso, (b)) = a;, de fato, b;oa; = ¢f ohomo (gpj)_l = Idp, logo, como a
inversa é tinica, b; ' = aj.
Segue que

g(b' (e, ) = (7 (1) e d)) ) = 9(1(e7) (e d)]) = £(() e ),

ou seja, gob; ' = fo (90;“)71. Logo, por um raciocinio analogo ao realizado para f,
resulta que g é uma funcao de Morse com trés pontos criticos nao degenerados, a saber,
b;1(0,0) = [1,0,0], com indice 0, b, *(0,0) = [0, 1, 0], com indice 1 e b3*(0,0) = [0,0, 1],

com indice 2.
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1. O Lema de Morse

Exemplo 1.5.4. Seja S = {(z,y,2) € R* | 22+ (y—R)> =12 e 2z = 0}, com
0 < r < R. Seja T? o toro obtido pela rotacao de S em torno do eixo Oz. Seja
h: T? — R, com h(z,y,z) = z, a fungao altura (veja a figura 1.2). Entao h é uma
funcao de Morse. De fato, seja

0:R? — T?

(u,v) +—— (rsenu, (R +rcosu)cosv, (R +rcosu)senv).

(a) (b)
Figura 1.2: (a) Toro T2. / (b) A fungao altura no toro 7%
Note que Im ¢ = T2, no entanto, ¢ nao é um parametrizacio do toro, pois ¢ nao é
injetiva.
Afirmagao: (dp),.,, ¢ um isomorfismo para todo (u,v) em R2,
Primeiramente, tome qualquer (ug, vy) € R?. Em seguida, tome w € T, ., R* = R* e

suponha que (dy) yw = 0. Seja A a curva em R? tal que A\(0) = (ug,vg) e N (0) = w.
Segue, omitindo o ponto (ug, vo), que para toda g € C>®(T?) temos

(uo0,v0

0= (dp)(w)(g) =w(go ) = %(g opod)|l =d(gopw.

Tomando g: T? — R, com ¢(x,y,2) = = + y, note que
(go¢)(u,v) =rsenu+ (R+rcosu)cosv
e, consequentemente,
d(g© ¢) () = (rcosu—rsenucosv, —(R + rcosu)senv).

Como d(go @), # (0,0) para todo (u,v) € R?, resulta que para todo (ug,vg) que
tomarmos d(g o ‘P)(uo,vo) serd injetivo. Uma vez que d(g o p)w = 0, segue que w = 0.
Portanto, (d¢),, ), ¢ um isomorfismo para todo (u,v) em R2
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1.5. Exemplos

Logo, para encontrarmos os pontos criticos de h, basta analisar os pontos criticos
de

f=hop:R* — R
(u,v) — (R4 rcosu)senwv.

Como (df),,,) = (—rsenusenv, (R +rcosu)cosv), entao (u,v) é ponto critico de
f se, e somente se,
{—rsenusenv =0

(R4 rcosu)cosv = 0.

Sabemos que R 4+ rcosu > 0 porque —1 < cosu < 1 e 0 < r < R implica
s
—rcosu < r < R. Assim, pela segunda igualdade, temos cosv = 0, isto é, v = 5 + km,

p . . ™ - ..
onde k£ é um inteiro. Como senv = sen(— + kw) = +1, entao, pela primeira igualdade,
resulta que senu = 0, isto é, u = nm, onde n é um inteiro. Segue que os pontos criticos
~ 7T , ~
de f sao os pontos em que u = nm e v = — + k7. Logo, uma vez que ¢ é uma fungao
2 Y s

periédica de periodo 27, segue que os pontos

az@(O,%T) =(0,0,—(R+ 1)), b:go(ﬂ,%r) =(0,0,—R+r),
c:g0<7r,g>:(0,0,R—7’) e dzgp(O,%)z(0,0,R%—r)

sao pontos criticos de h.
Agora, vamos mostrar que tais pontos sao pontos criticos nao degenerados. Para
isso, observe que

—7 CoS usen v —7" Sen u cos v
—rsenucosv —(R+ rcosu)senv

Hess(u)(f) = (

e, consequentemente, det Hess, ,)(f) = rRcosusen®v. Como, no nosso caso, u = nm
™ ~ ., , . ~
e v = — + km, entao a matriz é invertivel em tais pontos. Logo, a,b,c e d sao pontos

criticos nao degenerados de h e, consequentemente, h é uma fungao de Morse.

Além disso, note que a é um ponto de minimo e d é um ponto de maximo e b e
¢ nao sao pontos nem de méximo e nem de minimo (veja a figura 1.2(b)). Como a
dimensao do toro é 2, resulta que o indice de a é 0, o indice de b é 1, o indice de ¢ é 1
e o indice de d é 2.
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Capitulo 2

A Condicao de Smale

Neste capitulo, apresentaremos as nogoes de fluxo, pseudo-gradientes (§2.1) e varie-
dades estaveis e instaveis (§2.3) a fim de descrever a condi¢do de Smale (§2.5) sobre
a transversalidade das variedades estaveis e instaveis. Por ultimo (§2.6), apresenta-
remos o enunciado e uma demonstracao do teorema de Smale que garante que qual-
quer pseudo-gradiente pode ser aproximado por um pseudo-gradiente satisfazendo a
condicao de Smale. Este teorema permitird, por exemplo, no capitulo 3, mostrar a
independéncia da homologia de Morse no sentido descrito na secao 3.3.

Neste capitulo, todas as variedades e funcoes sao consideradas suaves. Além disso,
M denotard uma variedade suave, a menos que explicitamente digamos o contrario.

2.1 Fluxo e Pseudo-Gradientes

Iniciaremos este capitulo falando de campos pseudo-gradientes, que sao objetos muito
importantes na teoria de Morse. Entretanto, vamos definir primeiro o que é um fluxo.

Definicao 2.1.1. Seja X um campo vetorial definido em M. Um fluxo de X é uma
aplicacao p: M x R — M tal que:

dyp
) E(l‘,t) = X(p(m,t);

o o(r,0) ==
e (-, t) é um difeomorfismo Vvt € R;
d QO(QO(JJ, tO)u tl) = ¢(x7t0 + tl)‘

Denotaremos ¢(x,t) por ¢ (z) ou, quando nao houver risco de confusdo, apenas por
t
o' ().

Observacao 2.1.2. A segunda propriedade é uma consequéncia da terceira e da
quarta, de fato, ©°(¢%(z)) = "(z) = ©°(x), ou seja, ¥°(x) = x, pois ¥° ¢é difeo-
morfismo.

Observagao 2.1.3. Uma trajetéria de X é a aplicagao ¢(z,-): R — M, para algum
x € M. A imagem de p(z,-) é designada por linha de fluxo de X (que contém x).

Definigao 2.1.4. Seja f: M — R uma fun¢ao de Morse. Um (campo) pseudo-
gradiente adaptado a f é um campo vetorial X em M que satisfaz duas condigoes:
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2.1. Fluxo e Pseudo-Gradientes

e Para todo ponto p € M, temos (df),(X,) < 0, onde a igualdade ocorre se, e somente
se, p é ponto critico de f;

e Em uma carta de Morse de uma vizinhanga de um ponto ¢ € Crit(f), X coincide
com o gradiente negativo para a métrica candonica no R”, onde n é a dimensao de M.

Observacgao 2.1.5. Se X é um pseudo-gradiente adaptado a uma fungao de Morse f
e x ¢ Crit(f), entao

L @) = @)y (Kpr) <0,

ou seja, f € decrescente ao longo das linhas de fluxo de X.

Proposigao 2.1.6. Seja f: M — R uma fungao de Morse definida em uma variedade
compacta M. Entao existe um pseudo-gradiente X adaptado a f.

Demonstragao. Note que # Crit(f) < oo, pois M é compacta. Assim, considere
Crit(f) ={c1,...,¢}. O campo X pretendido serd definido localmente em abertos de
uma cobertura conveniente de M. A fim de obter essa cobertura, vamos tomar cartas
de Morse disjuntas (Uy, 1), . .., (U, ¥,) centradas nesses pontos criticos e, além disso,
adicionaremos mais cartas (Uj;, ¢;) até formar uma cobertura de M, que podemos supor
finita (pois M é compacta), {Uj}1<j<k; tal que ¢; esta contido apenas em um Uj, para
g=1...r.
Para cada j = 1,...,k, podemos definir um campo vetorial em U; dado por

Xj(2) = (de57) ) (— grady, o (F 0 07) ).
Omitindo os pontos, note que em U; vale

df (X;) = df (d;* (- grad(f 045 ")))
= —d(f o wj_l) (grad(f o wj_l)) = —|| grad(f o wj_l)H2 < 0. (2.1)

Porém, podemos estender X; a M da seguinte forma:

X.(2) ©i(r)X;(x), se x € U;
! 0, se x ¢ Uj,

onde {¢;} é a parti¢do da unidade subordinada a cobertura {U;}.
Por fim, podemos definir um campo vetorial em M dado por

X(x) = Zyj(x).

7=1
Afirmacao: X é um pseudo-gradiente adaptado a f.

De fato, primeiramente, observe que, para x € M, temos

k k

(), (Xa) = (df), (X;(2)) < (pi(@)(df),(X;(x)) < 0.

]:1 ]21

A segunda desigualdade segue de pj(xz) > 0 e (df) (X;(z)) < 0,7 =1,...,k, e, além
disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (p;(x))(df) (X;(z)) = 0,V = 1,... k.
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2. A Condigao de Smale

Como ¢,(z) # 0, para algum j, entdo isso ocorre quando (df),(X,(z)) = 0. Entretanto,
a desigualdade (2.1) é uma igualdade se, e somente se, x é ponto critico.
Além disso, como & estd apenas em um Uj, para j = 1,...,r, entao podemos tomar

uma carta de Morse U; C U; tal que U NU; = @, sempre que j # i. Segue que em U
temos

(dig),(Xa) = (dey), (X;(@)) = (de3),(X;(@))
= (@), ((d05),, o) (~ rady i (F 0 07)))
gty 70 07)
Portanto, X é um pseudo-gradiente adaptado a f. [

2.2 Uma Discussao Sobre Cartas de Morse

Conversaremos agora um pouco sobre as cartas de Morse. Vamos apresentar uma repre-
sentacao das cartas de Morse como vizinhanca de 0 no espaco euclidiano n-dimensional,
identificando o ponto critico com 0 e R" como R? x R"™ onde i é o indice do ponto
critico. Sejam f: M — R uma funcao de Morse e ¢ um ponto critico de indice i de
f. Entao, pelo lema de Morse (1.4.2), existe uma carta (A, ¢) tal que, em ¢(A),

foyp™ Z$+Zx— Q(x).

Jj=t+1

Primeiramente, vamos pensar que a forma quadratica @) vai de R™ para R. Defina

V_ =span{ey,...,e;} e Vi =span{e;;q,...,e,}, onde {eq, ..., e,} é abase candnica de
R™. Dessa forma, () é definida negativa em V_, definida positivaem V, e R" = V_pV,.
Assim, se x = (z1...,2,), tome x_ = (z1,...,2;) € x4 = (Tiy1,...,T,). Note que,

para cada £, > 0, podemos definir o conjunto
U=Ulen)=fa R | — < Q) <c e llo_|*lar|? < nle+m)}.

Além disso, OU é composta por trés partes, a saber, 0U = 0_U U 0,U U 9pU (veja a
figura 2.1), onde

O_U={zeU|Qz)=—celz| <n},
0.U={zeU|Qx)=ce|z_|* <n},
U = {z € U | [la_|*[lz1|* = n(e +n)}

De fato, lembre que se A e B sao conjuntos fechados, entao
(AN B)=(0ANB)U(ANJB).
Tome A = Q@ Y([—2,e]) e B = {z € R" | [l_ |} ]|* < n(e +n)}. Note que
0A=Q (=e)UQ () e 0B ={z eR"| [la_|*lzsl* = n(c+n)}.

Afirmagao: ANOB =0)U e 0ANB=0_UU0,U
Como ¢ direto ver que AN 9IB = JyU, entao provaremos apenas a segunda igualdade.
Observe que AN B = C U D, onde

={z €eR" | Q(z) =c e [[a_|*|a]* < nle +n)}
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2.3. Variedades Estaveis e Instaveis

D={z eR" | Qz) = —¢ e |lz_|*llz+[* < n(s +n)}.

Segue que

e e fa_|Pllasl* < ne +n)

e e oo |Plaill® < n(lleal® = llz-|* +n)
e e o lPlzell® +nllz-[* < n(llz.* +n)
e e fao|P(lzxl® +n) < n(lzs|® +n)

& ol = llz-l*=¢ e Ja_|*<n

&z e 0. U.

v €C & [zl = o]

& Jlzl® = fla-]*

& Jlzl® = fla-]*

& Jlzl® = fla—)*

Consequentemente, C' = 0, U. Além disso, de forma andloga ao feito acima, teremos
D =0_U. Logo, )ANB =0_U Ud,U. Portanto, como U = AN B, resulta que

oU=0(ANB)=(0ANB)U(ANOB) =0_-UUo.UUOU,

como queriamos demonstrar.

1
I
I
I
I

Figura 2.1: Representacao de uma carta de Morse no plano.

Agora, se ¢ for suficientemente pequeno, entao U(e,n) C p(A). Logo, existe uma
vizinhanga de ¢ que é descrita como a imagem de U(e,n) por um difeomorfismo h,
a saber h = gp@l(m) com h(0) = c¢. Denotaremos tal vizinhanga por €(c). Também
vamos denotar 9_Q(c) = h(0_U),0:Q(c) = h(0,U) e 9o2(c) = h(9U). Ao longo
deste trabalho, pensaremos muitas vezes que as cartas de Morse sao iguais as cartas
Q(c). Além disso, U é muitas vezes chamado de um modelo de Morse.

2.3 Variedades Estaveis e Instaveis

S0 v vari (e stAved .
Nesta secao vamos falar um pouco sobre as variedades estaveis e instaveis, que sao
colegbes de trajetorias que “terminam”ou “comecam”em um certo ponto critico. Além
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2. A Condigao de Smale

disso, provaremos que as linhas de fluxo de um campo pseudo-gradiente “comecam”e
“terminam”em pontos criticos.

Defini¢ao 2.3.1. Sejam f: M — R uma funcao de Morse, a € Crit(f) e ¢* o fluxo
de um pseudo-gradiente X adaptado a f. Chamaremos de variedade estéavel de a o
conjunto

S$—+00

W*(a) = {x e M| lim ¢(z)= a}

e chamaremos de variedade instavel de a o conjunto

W (a) = {x e M| lim ¢(z) = a}.
s——00
E importante observar que, na notacao da segao anterior, se U = U(e,n), temos,
para f o h,
w0)=UnV, e W*0)=UnNV_.

Na verdade, é possivel mostrar que as variedades estaveis e instaveis sao de fato
subvariedades de M, como enunciaremos abaixo.

Teorema 2.3.2. As variedades estdvel e instdvel de um ponto critico a sdo subvarie-
dades de M que sao difeomorfas a discos abertos. Além disso, nds temos

dim W*(a) = codim W#(a) = Ind(a).
Veja, por exemplo, o teorema 4.2 de [7] para a prova.

Observagao 2.3.3. Aqui um disco aberto é o conjunto D" definido em R™ pelos
pontos z tais que ||z||*> < 1. Ao longo deste trabalho, quando nao houver risco de
confusao, também denotaremos D" o subconjunto de R™ definido pelos pontos z tais
que ||z||* < 1, chamado de disco fechado. Neste caso, D™ é uma variedade com bordo
onde D™ é o conjunto dos pontos z tais que ||z||* = 1, denotado por S"! (esfera
unitaria de dimensao n — 1).

Teorema 2.3.4. Sejam M uma variedade compacta, f: M — R wuma funcdo de
Morse e ¢: R — M uma trajetoria de um pseudo-gradiente X adaptado a f. Entao
existem a,b € Crit(f) tais que

lim ¢¥(s)=a e  lm ¢(s)=0.

s——+00 §——00

Antes da demonstracao desse teorema, vamos falar um pouco sobre alguns termos
que iremos utilizar. Nas mesmas hipoteses do teorema anterior, tome ¢ um ponto critico
de f e Q(c) uma carta de Morse. Falaremos que ¢ “entra”’em €)(c) quando existirem
Sg € 0g tais que para todos sy — dp < s < 59 € 0 < § < dp tivermos

b(s) & Q(c), ¥(s0) € :8(c) e P(so +9) € Q(c).

Falaremos que ¥ “sai”de Q(c) quando existirem sq,0; tais que para todos s; — d; <
s < sy e0<d < tivermos

¥(s) € Qc), P(s1) € 9-Q(c) e ¢(s1+0) ¢ Qc).

Falaremos que 1 “nunca mais volta a entrar’em 2(c) quando existir sy tal que para
todo s > s9 tivermos

¥(s2) € 0-Q(c) e ¥(s) & Qc).
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2.4. O Teorema de Reeb

Demonstracao do Teorema 2.3.4. Provaremos a convergéncia apenas para o caso
~+00, 0 outro é analogo.
Suponha que nao exista a € Crit(f) tal que lim ¥(s) = a, isto é, para todo
S—>+00

a € Crit(f), ¥(s) € W*(a), Vs € R. Tome

o= J Q),

ceCrit(f)

onde Q(c) é uma carta de Morse aberta centrada em c. Observe que essa uniao ¢ finita,
pois M é compacta. Como f é continua e decrescente ao longo de v, entao, para cada
¢ € Crit(f) que ¢ “entra”em €(c), ela deve sair e nunca mais volta a entrar. Seja so o
instante que ela “sai”’de €2 pela ultima vez.

Ja que M — ) é compacto, entao existe g > 0 tal que

Vee M —Q vale (df), (X,) < —eo,

pois, caso contrario, terifamos uma sequéncia de pontos em M — €2 convergindo para
um ponto critico, o que é um absurdo, uma vez que M — ) nao possui pontos criticos.
Consequentemente, para todo s > sg, vale

F6(s) = s = | AL

S0

< / —eodt = —&o(s — sp).

S0

dt = / (df )y (X)) dt

S0

Segue, fazendo s — +00, que li£rn f(¥(s)) = —o0, 0 que é um absurdo, pois f é
S—r+00

limitada. u

Observacao 2.3.5. O teorema acima nos garante que para todo x € M, existem

a,b € Crit(f) tais que x € W*(a) e x € W*(b).

Exemplo 2.3.6 (Veja a figura 2.2). Voltando ao exemplo 1.5.1, sendo h a funcdo
altura na esfera, a = (0,0, —1) e b = (0,0, 1), observe que para todo pseudo-gradiente

adaptado a h vale
W¥(a) ={a} e W2(b) = {b},

pois a é ponto de minimo e b é ponto de maximo. Além disso, pelo teorema anterior,
todo ponto x pertence a alguma variedade estavel e instavel. Logo, vale

Ws(a) = S* —{b} e W) =5*—{a},

para todo pseudo-gradiente adaptado a h.

2.4 O Teorema de Reeb

Nesta secao provaremos o teorema de Reeb, que nos fornece uma condicao suficiente
para uma variedade compacta ser homeomorfa a esfera.
Se f: M — R é um funcgao, entao denotaremos por M® o subnivel f~!((—o0,al).
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2. A Condigao de Smale

a

Figura 2.2: Linhas de fluxo na esfera do gradiente negativo da funcao altura.

Proposicao 2.4.1. Sejam f: M — R uma funcao de Morse e a,b € R tais que
f nao tem valores criticos no intervalo [a,b]. Se f~*([a,b]) é compacto, entao M* é
difeomorfo a MP.

Demonstragao. Seja X um pseudo-gradiente adaptado a f. Defina

Ao fH([a,b]) — R

1
r +——> —————

(df ) (Xz)
Segue, pelo lema 2.26 de [3], que se U é uma vizinhanga, que vamos supor limitada,
de f~'([a,D]), entao existe \: M — R suave tal que /\|f71([a = Xg esupp A C U, isto
¢,

b))

1 —1
oy = 4@y e res e

0, se x ¢suppA C U.
Logo, o campo vetorial Y = AX é nulo fora de um conjunto compacto, de modo que
seu fluxo ¢* é definido para todo s € R.
Note que, se ¢*(z) € f~!([a,b]), entao
d

UGN = W) 1)) = (W) (V) = M D)) (Xi)

1
T d i XQDS z)) — —1.
o Kor) D (Xero)

Logo, se ¢*(x) € f~'([a,b]), entdo
fle*(2) = —s + f(x).

Afirmacao: o difeomorfismo ¢~ de M leva M® sobre M?.

De fato, para todo x € M?, existe y € M tal que o °(y) = x. Note que p*~%(z) €
M?®, pois b —a > 0 e f é decrescente ao longo das linhas de fluxo. Como M° =
S (=o00,a) U f7([a,b]), entdo p*~%(x) € f(—o0,a) ou ¢*~*(z) € f~([a,b]). Se
©"~(z) € f71(—00,a), entdo @’ (x) € M?. Se p*~%(x) € f~!([a,b]), entdo

@) =a—b+ f(z)<a—b+b=a,

ou seja, " %(x) € M® e, consequentemente, y = ¢"~%(x) € M?. Portanto, o difeomor-
fismo ¢~ leva M® sobre M? e, consequentemente, M? é difeomorfo a M?. [ |
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2.4. O Teorema de Reeb

Teorema 2.4.2 (Teorema de Reeb). Seja M wuma variedade compacta de dimensdao
n. Se existe uma funcao de Morse em M com apenas dois pontos criticos, entao M €
homeomorfa a esfera.

Figura 2.3: Teorema de Reeb.

Demonstragao. Primeiramente, note que M ¢é conexa, pois, como M é compacta e
sem bordo, f tem em cada componente conexa de M pelo menos dois pontos criticos.
Além disso, esses pontos precisam ser o0 maximo e o minimo de f.

Suponha, sem perda de generalidade, que f(M) = [0,1]. Segue, pelo lema de
Morse (1.4.2), que, para € > 0 suficientemente pequeno, f~1([0,¢]) e f~([1 — ¢, 1]) sao
difeomorfos a discos D™ (veja a figura 2.3). Além disso, pela proposigao anterior, M¢
¢ difeomorfo a M'~¢ e, consequentemente, M~ também é difeomorfa a um disco D".
Logo, M é homeomorfa a uniao de dois discos, D} e D¥, identificados ao longo de seus
bordos, S}~ = 0D} e S§~' = 9D¥, por um difeomorfismo ¢: ST~ — STt isto ¢,
M = DY U, Dy.

Por outro lado, S™ é homeomorfa a uniao de dois discos colados ao longo de seus
bordos pela fun¢ao identidade, isto é, S™ = D} Uyq Dy. Dessa forma, podemos definir
a aplicagao

h: D? Ura Dg’ — D? U<P Dg’

dada por
x, se z € DY
T n
o) = lelle (55 se v 08 - 10)
0, se v =0¢€ Dj.

cuja a inversa
hil : D? U(p Dg — D? Urg D;
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2. A Condigao de Smale

é dada por
Y, se x € DY
w7 = e (1) se e Dy (o)
0, se v=0¢€ Dj.
Note que

lim h(z) = hm Hngp( ) 0,
©=0 ]

Jnatio(527) =] =t

Analogamente, teremos liH(l) h~'(y) = 0 e, consequentemente, i é um homeomorfismo.
Yy—

onde z,0 € Dy, pois

Portanto, M é homeomorfa a S™. [

2.5 A Condicao de Smale

Definicao 2.5.1. Dizemos que duas subvariedades M e N de P sao transversais no
ponto u € P se

ouué¢ MNN,

ouueMNN e T,M+T,N=T,P.

Se M e N sao transversais em todos os pontos de P, entao dizemos que M e N sao
transversais e denotamos por M M N.

Proposicao 2.5.2. Se f: M — R € uma func¢ao de Morse, X € um pseudo-gradiente
adaptado a f e a é um ponto critico de f, entao W¥(a) M f=1(t) e W5(a) b f71(¢),
para todo valor regular t € R.

Demonstragao. Como f~'(¢) tem codimensao 1 em M, entdao basta mostrar que X
nao é tangente a f~'(t), pois X, € T,W*(a) e X, € T,W*(a), para todo p € W*(a) e
g € W#(a). Todavia, esse fato segue direto da defini¢ao de pseudo-gradiente, pois se X
fosse tangente a f~1(t), ocorreria df (X) = 0, pois — grad f é ortogonal aos conjuntos
de nivel. Porém, isso ocorreria em um ponto que nao é critico, o que é um absurdo. M

Condicao de Smale: Dizemos que um pseudo-gradiente X adaptado a uma fungao
de Morse f satisfaz a condicao de Smale quando

W (a) h W*(b), Va,b € Crit(f).

Exemplo 2.5.3. E verdade que, para todo ponto critico a, Wt (a) h W*(a). Veja o
teorema 4.2 de [7] para mais detalhes.

Exemplo 2.5.4. Se a e b sdo pontos criticos distintos e, além disso, f(a) < f(b), entao

W (a) m W*(b), pois, como f é decrescente ao longo das linhas de fluxo, segue que
Wh(a) "W?*(b) = 2.
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2.5. A Condigao de Smale

Proposicao 2.5.5. Sejam M e N duas subvariedades de uma variedade P. Seja
u€ MNN tal que
T.M+T,N=T,P. (2.2)

Entao, em um vizinhanca de u, a intersecao M N N € uma subvariedade de P. Além
disso,
codim(M N N) = codim M + codim N

T.(MAON)=T,MNT,N.

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que P = RP, pois o
resultado é local. Sejam m a codimensao de M e n a codimensao de N em P. Pela
proposicao 1.1.26, podemos assumir que, em uma vizinhanga de U de u em P, MNU =
f7H0)e NNU =g *(0),onde f: U — R™ e g: U — R" sdo submersoes. Por (2.2)
resulta que

dim(Ker(df), + Ker(dg),) = p.

Tome F = (f,9): U — R™ x R" e note que F~1(0) = M NN NU. Além disso, uma
vez que (dF), = ((df),, (dg),), segue que

Ker(dF), = Ker(df), N Ker(dg),,.
Logo,
dim Ker(dF'),, = dim Ker(df),, + dim Ker(dg), — dim(Ker(df), + Ker(dg),,)
=(p-m)+@-n)—p=p—(m+n)

e, consequentemente, (dF), é sobrejetiva e F' é uma submersao em uma vizinhanca de
u. Novamente, pela proposi¢ao 1.1.26, segue que M N N é uma subvariedade de P em
uma vizinhanca de u. Além disso, pela demonstracao, deduzimos que

T,(M N N) = Ker(dF), = Ker(df), N Ker(dg), = T,M N T,N

codim(M N N) = codim Ker(dF'), = m + n = codim M + codim N,

terminando assim a demonstracao. [

Corolario 2.5.6. Se um pseudo-gradiente adaptado a uma funcao de Morse f satisfaz
a condi¢ao de Smale, entao, Ya,b € Crit(f), W"(a) N W?*(b) é uma variedade e

dim(W*(a) N W?*(b)) = Ind(a) — Ind(b),
sempre que W"(a) N W?*(b) # @.
Demonstragao. Da proposigao anterior, segue que W*(a) NW#(b) é uma variedade e
codim(W*(a) N W?(b)) = codim W*(a) 4+ codim W?*(b).
Logo,

dim(W*(a) N W?*(b)) = n — codim(W*(a) N W?*(b))
=n — codim W*(a) — codim W*(b)
= dim W*(a) — dim W*(b) = Ind(a) — Ind(b). |
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2. A Condigao de Smale

Se a condigao de Smale for satisfeita, entao denotaremos por M(a, b) a subvariedade
W (a) N W*(b), isto é,

M(a,b) = {x eM| lim ¢°(x)=a e lim ¢°(z)= b}.

s$——+00

Definicao 2.5.7. Sejam a e b pontos criticos distintos de f: M — R tais que
M(a,b) # @. Definimos M(a,b)" como sendo o conjunto M a,b) N f~*(t), onde
t € R é um valor regular de f que estéd entre f(a) e f(b).

Proposicao 2.5.8. M(a,b)" € uma subvariedade de M(a,b) (em particular de M)
com codimensao 1.

Demonstragao. Note que ¢ continua sendo valor regular de f|,,, , M(a,b) — R.
" (t) = M(a,b)" é uma subvariedade de M(a,b) de codi-

mensao 1, como queriamos demonstrar. [ |

Consequentemente, f‘;j

Sejam t1,t; € R valores regulares de f que estao entre f(a) e f(b) com t; > ts.
Observe que cada linha do fluxo de a para b de um campo pseudo-gradiente que satisfaz
a condi¢do de Smale intersecta f~!(¢;) e f~!(t2) em exatamente um ponto (veja a
figura 2.4). Assim, podemos identificar M(a,b)" com M(a,b)" de forma suave e,
consequentemente, a partir de agora vamos denotar M (a, b)" por £(a, b).

a

b

Figura 2.4: Linhas do fluxo de a para b.

Corolario 2.5.9. dim £(a,b) = Ind(a) — Ind(b) — 1.
Demonstracgao. Segue diretamente da proposicao anterior. [

Observacao 2.5.10. Neste trabalho, sempre vamos trabalhar com L(a,b) nao vazios
) ) )
pOiS 0s casos vazios nao sao de nosso interesse.

Para finalizar esta secao, provaremos um resultado interessante.

Proposicao 2.5.11 (Exercicio 11 de [1]). Sejam M wuma variedade de dimensdo 2 e
f: M — R uma funcao de Morse. Se f tem apenas um ponto critico de indice 1,
entdo todo pseudo-gradiente adaptado a f satisfaz a condi¢ao de Smale.
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2.6. O Teorema de Smale

Demonstragao. Se f tem apenas um ponto critico, entao nada temos a provar. Dessa
forma, suponha que f tenha mais de um ponto critico. Além disso, vamos supor que
f tenha pontos criticos de indice 0 e 2, pois os outros casos sao analogos.

Sejam a; e ¢; pontos de indice 0 e 2, respectivamente. Observe que W#(¢;) = {¢;}
e W"(a;) = {a;}, pois ¢; sdo maximos locais e a; sdo minimos locais. Segue que
Wh(a;) M W3(c;), W*(a;) h W#(a;), W*(c;) h W*(c;).

Agora, sejam a e ¢ pontos quaisquer de indice 0 e 2, respectivamente, e seja b o
tinico ponto de indice 1. Pelo observado acima, W*(b) h W#(c) e W¥(a) h W*(b), logo,
s6 nos resta analisar W*(c) N W#*(b), W*(b) N W#(a) e W"(c) N W#(a). Se W*(c) N
W#(b) # (), entdo observe que dim(7,W*(c) NT,W*(b)) < 1, pois dim(T,W*(c)) =2 e
dim(7,W*(b)) = 1. Segue que

2 > dim(T,W*(c) + T,W*(b))
= dim(T,W*(c)) + dim(T,W?*(b)) — dim(T,,W*(c) N T,IW*(D))
>24+1-1=2

isto é, dim(7,W*"(c) + 1T,W?*(b)) = 2. Logo, W*(c) h W*(b).

Além disso, se W*(b)NW?*(a) # ), entao observe que dim(7,W"(b) N T,W*(a)) < 1,
pois dim(7,W*(b)) = 1 e dim(7,IW*(a)) = 2. Segue, por um raciocinio anélogo ao caso
anterior, que W*(b) h W*(a).

Por fim, se W*(c) N W*(a) # 0, entao dim(T,W*"(c) N T,W*(a)) < 2. Segue que

2 > dim(T,W*(c) + T,W*(a))
= dim(T,W*(¢c)) + dim(T,W*(a)) — dim(T,W*(c) N T,W*(a))
>92492-2-2

isto ¢, dim(7,W*(c) + 1,W*(a)) = 2.. Logo, W*(c) h W*(a).
Portanto, ja que nossos cdlculos foram independentes do campo, resulta que todo
pseudo-gradiente adaptado a f satisfaz a condicao de Smale. |

2.6 O Teorema de Smale

Teorema 2.6.1 (Teorema de Smale). Seja M uma variedade com bordo e seja f uma
funcao de Morse em M com valores criticos distintos. Fixamos, para cada ponto critico
de f, uma carta de Morse. Seja ) a uniao de todas essas cartas e seja X um campo
pseudo-gradiente em M que € transversal ao bordo. Entao existe um campo pseudo-
gradiente X' que estd prérimo de X (no sentido C'), igual a X em 2 e para o qual
temos

W (a) M W, (b)
para todos os pontos criticos a,b de f.

Demonstracao. Por simplicidade, chamaremos tal X’ de uma boa aproximacao de
X. Sejam ¢, ..., ¢4 0s pontos criticos de f. Como os valores criticos de f sao distintos,
entao podemos supor, sem perda de generalidade, que oy > @ > --- > ay, onde
a; = f(¢;). Antes de continuarmos a demonstragao, enunciaremos um lema.

Lema 2.6.2. Sejam j € {1,...,q} e ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que o, + 2¢ <
aj_1. Entdo eziste uma boa aprozimagdo X' (no sentindo C') de X tal que:

41



2. A Condigao de Smale

e O campo vetorial X' coincide com X no complementar de f~' ([o; + €, a; + 2¢]) em
M.

e A variedade estdvel de c; (para X') € transversal as variedades instdveis de todos os
pontos criticos de f, isto €,

W;(/ (C]) m W)’%/ (C’L) ,Vl — 1, e 7q.

Primeiramente, vamos supor o lema e provar o teorema. Tome P(r) denotando a
seguinte propriedade: existe uma boa aproximacao X/ de X tal que para todo p < r e
todo 7, temos

Wx, (cp) W)u(;(ci)'

A prova vai ser por indugao em r. Note que P(gq) é exatamente o teorema e P(1) é
verdade, pois, uma vez que ¢; é ponto de méximo de f, segue que W#(¢q) = {c1}.
Além disso, P(2) segue do lema com j = 2.

Suponha entao que P(r — 1) seja verdade. Segue que existe um campo vetorial
X/ _, tal que a variedade estavel de ¢,_; ¢é transversal a todas as variedades instaveis.
Aplicando o lema ao campo vetorial X/ | e j = r, encontramos um campo vetorial X/
que coincide com X/ _; fora da faixa o, + ¢ < f < a,. + 2¢. Como, parap <r —1, a
variedade estavel de ¢, com respeito a X/ _, estd situada acima desta faixa, resulta que
a variedade estavel de ¢, com respeito a X/ ¢ igual a variedade estavel com respeito a
X, _,. Logo,

Wi, (6) N, () = Wy (o) N IV (e)

para p < r — 1 e para todo 7, de modo que
Wk, (cp) M Wx, (ci)-

Por fim, para p = r a transversalidade segue diretamente do lema e, consequentemente,
P(r) é verdade, encerrando assim a indugao e a demonstracao do teorema. |

Demonstracao do Lema 2.6.2. Tome ¢ suficientemente pequeno tal que a; + 2 <
aj_1. Sejam k o indice de ¢; e @ = W#(¢;) N f~'(a; +2¢). Note que @ é uma
esfera de dimensao n — k — 1. Pelo teorema da vizinhanga tubular (teorema 6.24 de
3]), existe uma vizinhanga (tubular) V' de @ em f~!(a; 4 2¢) e um difeomorfismo
h: Q x D¥ — V, onde DF é identificado com um disco de dimensao k em f~(a; + ¢)
e h(q,0) = ¢, para todo ¢ € Q.

Segue que existe um mergulho, induzido pelo fluxo,

U: DF x Q x [0,m] — £ ([ + ¢, 5 + 2¢])
tal que:
e U restrito a {0} x @ x {0} é um mergulho de Q em f~*(a; +¢);
e U restrito a {0} x @ x {m} é um mergulho de Q em f~!(a; + 2¢);

e Se z é a coordenada em [0, m], entao

0
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2.6. O Teorema de Smale

Note que V¥(z,q,z) = cpigz)(h(x,q)), onde Y é o campo definido como na proposicao

2.4.1, ¢35 é o respectivo fluxo e

€
t(z) = —— g,
() mZ+

¢ um mergulho que satisfaz as duas primeiras condigoes. A tultima propriedade pode
ser obtida pelo teorema 9.22 de [3].

Como as variedades instaveis sao transversais aos conjuntos de nivel, entao elas
intersectam V = DF x @ ao longo de uma variedade P’. Se W§(c;) M P', entdo
nada temos a provar. Dessa forma, o que faremos agora é modificar X para X’ em
I ([o + &, a5 + 2¢]) de tal forma que

W)s(/ (C]) Fh P/.
Seja P a subvariedade U~'(P') € D* x Q x [0,m]. Segue que W%, (c;) h P’ se, e

somente se,
W;(/ th, com W)S(’:{SO;(%an’O) | 3>O,QEQ}

e % 6 o fluxo do campo ¥*X’' em D* x @ x [0,m]. Para simplificar a notacdo,
denotaremos os campos U*X e U* X’ em D* x Q x [0, m] por X e X', respectivamente.

Inicialmente, tomamos X’ = X = —— e, consequentemente,

0z
PNW5 =Pn{(0,q,5) | s>0,geQ}=Pn{(0,q,m) | qeQ} =g '(0),
onde g é a projecao
g: P — DF
(r,q,2) — =x.

Pelo teorema de Sard (1.3.2) existe w em D¥, muito préximo de 0, tal que w é valor
regular de g. Suponha que seja possivel construir um perturbacao X’ do campo vetorial
X tal que

Wi n{z=m} ={¢y"(0,¢,0) | ¢ € Q} = {(w,q,m) | ¢ € Q}.

Segue que W5, NP = g '(w) e, consequentemente, W%, N P é uma subvariedade de
codimensao k em P. Logo, uma vez que

codimp W5, N P = codimy; W5,

temos que W§, é transversal a P, como querfamos demonstrar. Vamos agora construir
tal perturbacao. A construcao segue do seguinte lema:

Lema 2.6.3. Eziste um campo vetorial X' prézimo de —0/dz (no sentido C') tal que:
o X' =—0/0z prézimo de 0 (D* x Q x [0,m]);
b 90)_(7/71(07 q, O) - (wv q, m)

Demonstragao. Seja (wy, ..., w;) as coordenadas de w em D*. Defina

onde:
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2. A Condigao de Smale

e A funcdo suave (; é nula no complementar de [0, m| e satisfaz |5;(s)| < n, |Bi(s)] <n
e fom Bi(t)dt = w;, com 7 suficientemente pequeno;

e A funcao suave v é definida em DF¥, toma valores em [0, 1], é identicamente nula
perto de OD* e satisfaz v = 1 em ||z|| < 1/3 e |07/dz;] < 2.

Como v é nula perto de dD*, segue que X' satisfaz a primeira propriedade. Falta
provar que ele satisfaz a segunda propriedade. Para isso, tome o campo vetorial

___Z/B 8351

Para determinar 7' (0, ¢, 0), precisamos resolver o sistema diferencial

( 8%
= Bl 2(0) =0
% =0, q(0) = ¢
0z
(55 = -1, 2(0) =0
cuja solucao é B
A dt = 3
| =aina= [ s
q(s)
z2(s) =-s

Logo, ¢y (0,q,0) = (w,q,m). Como s € [-m, 0] e ||z(s)|| < 1/3, para ||w]|| suficiente-
mente pequeno, entao nés permanecemos na parte do disco onde v = 1, de modo que
a férmula encontrada é, na verdade, também do fluxo de X'. [ |

Concluindo assim a prova do lema 2.6.2. [ |
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Capitulo 3

A Homologia de Morse

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos bésicos de homologia (§3.1), definiremos a
homologia de Morse (§3.2) associada a uma fungao de Morse f e a um pseudo-gradiente
X adaptado a f, provaremos que esta homologia é independente de f e de X (§3.3) e
mostraremos que ela estd bem definida (§3.4).

Neste capitulo, todas as variedades e fungoes sao consideradas suaves. Além disso,
M denotara uma variedade suave compacta, f denotara uma funcao de Morse definida
em M e X denotard um pseudo-gradiente adaptado a f, a menos que explicitamente
digamos o contrario.

3.1 Homologia

Inicialmente, vamos falar de alguns conceitos basicos de homologia. Para maiores
detalhes veja, por exemplo, [8].

Definicao 3.1.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Um complexo de cadeias
sobre A ou simplesmente um complexo é uma sequéncia C = (Ck, 8'“) de A-moédulos
Cy , k > 0 inteiro, e homomorfismos 9*: C}, — Cj_; tais que 9% o 9FF! = 0, isto é,

8k+1 ak 61 80
C: -+ —Chpn —Cp—Cpg — - — C1 — Cy — 0.

Se A é um corpo, entao C} sao espacos vetoriais sobre A. Além disso, o homo-
morfismo 9% serd chamado de operador de bordo, muitas vezes denotado apenas por

0.
Observagao 3.1.2. Como 9% o 9! = 0, entao Im 9**! C Ker 9*.
Definicao 3.1.3. A homologia de dimensao k do complexo C é o A-mddulo quociente

Ker 0F

(€)= g

Definicao 3.1.4. Sejam X = (Xk,af) e = (Yk,ag) complexos. Um morfismo
f:X — %) é uma sequéncia de homomorfismos fi: Xy — Y} tais que

fr (af—HSL’) = 8§+1fk+1(x),Vx € Xgi1.
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3. A Homologia de Morse

Note que se f: X — ) é um morfismo, entao todos os retangulos do diagrama
abaixo sao comutativos.

k41 8k
o= X — Xy — X, — - — X
Ll e i 1 fo
k+1 8k

oY Y S Y — - — Y

Além disso, fi induz um homomorfismo (f),: Hi(X) — Hg(2), dado por (fx),([z]) =
[fx(2)]. Note que (fx), estd bem definido, pois f,(Kerdf) C Kerd% e f,(Imof™) C
Im 051,

Definicao 3.1.5. Uma sequéncia exata é uma sequéncia de homomorfismos de A-

modulos

...—>Mk+1MMk£>Mk,1—)...

tal que o Ker(f) = Im(fxi1)-

3.2 A Homologia de Morse Moédulo 2

Lembrando que Critg(f) é o conjunto dos pontos criticos de f de indice k, vamos definir
o espaco vetorial

Ce(f) = Z acc | a. € Zs

c€Critg (f)

Definicao 3.2.1. Chamaremos de operadores de bordo ou diferenciais de Morse as
aplicagoes

a +—> Z nx(a,b)b,
beCrity_1

onde nx(a,b) = #L(a,b) (mod 2).

Nés vamos provar, na se¢io 3.4, que o operador de bordo 9% dado acima estd
bem definido, isto é, que #L(a,b) é de fato finito quando Ind(a) = Ind(b) + 1. Para
simplificar a notacao, muitas vezes, usaremos dx ou 9 ou simplesmente O em vez de
0%

Definigao 3.2.2. Chamaremos a sequéncia C(f) = (Ci(f), dx) de complexo de Morse
de f. Além disso, sua homologia de dimensao k sera denotada por

_ Kerd%

FO) = furgerr
X

Quando nao houver risco de confusao, denotaremos C(f) por C. Observe que preci-
samos provar que 9% = 0 para, de fato, C ser um complexo. Provaremos isso na secao
3.4.
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3.3. A Independéncia da Homologia de Morse

Observagao 3.2.3. Para provar que 9% = 0, note que, se a € Crity,(f), temos

Ox o 0x(a) = Z (Z nx(a,c)nx(c,b)>b.

beCrity_1 \c€ECrity,
Logo, basta provar que
Z nx(a,c)nx(c,b) =0 (mod 2).
c€Crity,
Porém, este niimero é igual a cardinalidade da uniao disjunta

U L(a,c) x L(c,b).

ceCrit(f)

Com isso em mente, vamos definir uma “compactificacao” de L(a,b) (§3.4). Em se-
guida, depois de alguns resultados, mostraremos que a unidao acima (com Ind(a) —
Ind(b) = 2) é o bordo de dimensao 0 dessa compactificacdo de dimensao 1, o que ird

resultar em uma cardinalidade par dessa uniao, ou seja, uma cardinalidade 0 médulo
2.

Observacgao 3.2.4. Da mesma maneira que definimos a homologia com os coeficientes
em Zo, podemos definir uma homologia sobre Z, porém, nela consideramos a orientacao
das variedades estaveis e instaveis. Ela é chamada de homologia integral e nao sera
usada ao longo deste trabalho, porém, a maioria dos resultados permanecem validos
nela.

Exemplo 3.2.5. Seja h: S™ — R, com h(z1,...,Zn11) = Tpy1, a fungdo altura (como
na observacio 1.5.2). Note que Cy(h) = C,,(h) = Zy e Ci(h) = 0, parak # 0,ne 9% =0

para todo k. Logo,
0, k # 0,
H, — se k#0,n
Lo, se k=0,n.

3.3 A Independéncia da Homologia de Morse

Antes de provarmos que a homologia de Morse mdédulo 2 estd bem definida, vamos
provar que ela nao depende da fungao nem do campo pseudo-gradiente escolhido. Para
isso, suponha que a homologia que definimos esteja bem definida.

Teorema 3.3.1. Sejam fo, f1: M — R duas funcoes de Morse e sejam Xq, X;
pseudo-gradientes adaptados a fo e fi, respectivamente, satisfazendo a condi¢do de
Smale. Entao existe um morfismo de complexos

P, (Ci(fo), Ox,) — (Ci(f1), Ox,)
que induz um isomorfismo na homologia.
Demonstragao. Considere a homotopia de fy para f;
F:Mx[0,1] — R
(x,8) +—— Fs(x)=F(x,s)
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3. A Homologia de Morse

tal que
Fy=fo, sesel0,1/3]
Fs=f1, sesel2/3,1].

Note que podemos supor F suave. De fato, no teorema 2.25 de [3] tome A =[0,1/3] e
U = (—¢,2/3), onde € é pequeno. Segue que existe uma fun¢ao bump suave § para A
com suporte em U. Podemos entao definir

Fo(x) = (1= B(s)) fu(x) + B5(s) fo(x), s €0, 1]

que é suave. Sempre que considerarmos uma homotopia nessa demonstracao, iremos
considerar ela suave.
Para provar o teorema seguiremos os seguintes passos:

(1) Usaremos F para construir um morfismo ®: (C,(fy),0x,) — (C.(f1),x,);

(2) Provaremos que se (f1, X1) = (fo, Xo) e Is(z) = fo(z) paratodox € M e s € [0, 1],
entao & = Id;

(3) Por fim, provaremos que se fy é uma funcao de Morse, X5 é um pseudo-gradiente
adaptado a f5 satisfazendo a condicao de Smale, G' é uma homotopia entre f; e f5 que
é constante em [0,1/3] e em [2/3,1] e H é uma homotopia de fy e fo com as mesmas
propriedades de G, entdo os morfismos induzidos na homologia por ®¢ o ®F e &
coincidem.

Antes de provar essas propriedades, suponha que elas sejam vélidas. Para ver que ®%
induz um isomorfismo na homologia, tome uma homotopia GG de f; e fy e a homotopia
constante H = I entre fy em si mesmo. Denote os morfismos induzidos por ® e¢ ®¢
nas homologias por & e $. Pelas propriedades acima teremos que ®ro P = Id, isto
é, ®p é um isomorfismo cujo o inverso é 5. Portanto, ®¥" induz um isomorfismo na
homologia e, consequentemente, a homologia de Morse nao depende da funcao e nem
do campo pseudo-gradiente escolhido.

Primeiro Passo.
Primeiramente, vamos estender F' para M x [—1/3,4/3] como segue

Fs=fy, sese[-1/3,0]
F,=f1, sese€[l,4/3].

Tome agora uma fungao de Morse g: R — R (veja a figura 3.1) que é crescente
em (—o0,0] e em [1,400), cujos pontos criticos sao 0 e 1. Além disso, tome ¢(0)
suficientemente grande (de forma que ¢(0) > fi(y) — fo(x) para todo z,y € M) e g
suficientemente decrescente em (0, 1) tal que

F
Vo € M,Vs € (0,1), %—S(x, s)+4'(s) <0.

OF
Essa fungao ¢ existe, pois 55 = 0 quando s € (0,1/3] U [2/3,1).
s

Note que a funcio F = F + g: M x [—1/3,4/3] — R ¢é uma fungao de Morse tal
que

Crit(F) = Crit(fo) x {0} U Crit(f1) x {1}.
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3.3. A Independéncia da Homologia de Morse

Figura 3.1: A funcgao g.

Além disso, se a € Crit(fy) e b € Crit(f;), entao
Indz(a,0) =Indg(a) +1 e Indz(b, 1) = Indy, (D).

Usando uma partigao da unidade podemos construir um campo pseudo-gradiente
X que é adaptado a F' e coincide com

Xo—gradg em M x [—1/3,1/3]
X; —gradg em M x [2/3,4/3].

Note que este campo pseudo-gradiente é transversal ao bordo de M x [—1/3,4/3].
Segue, pelo teorema de Smale (2.6.1) que podemos perturbar um pouco X para ele
satisfazer a condigao de Smale e, além disso, podemos assumir que o campo pseudo-
gradiente resultante X é transversal a M x {s}, onde s € {—1/3,1/3,2/3,4/3}. Mais
ainda, podemos fazer essa perturbacao suficientemente pequena para que dx = Jy, isto
¢, o ntimero de trajetérias de X conectando dois pontos criticos de indices consecutivos
¢ 0 mesmo numero de trajetérias de X conectando estes mesmos dois pontos criticos.
Logo, podemos escolher X tal que

<C* (F‘Mx[—l/s,l/?)])’a)}) - (C* (fo +g‘[—l/&l/s})’axrgra‘dg)

- (C*+1(f0)7 aXo)

(C* (F‘Mx[2/374/3])’62) - (C* (fl +g‘[2/374/3]),axl—gradg>

= (C.(f1), 0x,)-

Vamos agora analisar o complexo associado a F e X em M x [—1/3,4/3]. E possivel
dividir em dois grupos as trajetérias de X que ligam dois pontos criticos de F. O
primeiro grupo sao as trajetérias que permanecem na segao s € [—1/3,1/3] e na segao
s € [2/3,4/3], isto é, as trajetérias de Xy e X; respectivamente. O segundo grupo
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3. A Homologia de Morse

sdo as trajetérias que saem de um ponto critico de fy (na secdo s € [—1/3,1/3]) e
vao para um ponto critico de f; (na secdo s € [2/3,4/3]). Note que ndo existe um
grupo de trajetérias que saem de um ponto critico de f; para um ponto critico de fo,
pois F(z,0) > F(y, 1) para todo z,y € M, uma vez que tomamos ¢(0) suficientemente
grande. Logo,

Crr1(F) = Ci(fo) ® Crya (f1)-
Segue que

((9;(: Ck(fo) > Ck+1(f1) — qu(fo) D Ck(fl)

¢ matricialmente da forma

0 0

05 = ( 3" oy ) (3.1)
onde
7 Ci(fo) — Ci(h)
a — Z ng(a,b)b,
beCrity, (f1)
com n(a,b) sendo o nimero de trajetérias de X conectando (a,0) € M x {0}NCrit(F)
m (b, 1)

€ M x {1} N Crit(F) médulo 2. De fato, tome (a,0) € Crity(fo) x {0} C
Critg1(F) e (¢, 1) € Critgy1(f1) x {1} C Critgyq(F). Segue que

Ox(a)= 3 nglab)h=0dx,a) + " (a)

beCrity (F)

o)=Y mglebb= D ngleb)b+ox(0) = 0x,(0)

beCrity, (F) beCrity (fo)

pois ng(c,b) = 0 quando b € Crity(fo). Consequentemente, Oy é matricialmente da
forma (3.1).
Como 05 o d5 = 0, entao

<I>F08X0+8X1 O(I)FZO,
ou seja,
dF 0 0x, = Ox, o ®" (mod 2).
Portanto, ® é um morfismo entre complexos.

Sequndo Passo.
Se f1 = fo e Xog = Xy, entao defina

- Mx[0,1] — R
(x,s) +—  fo(x).

Tomando g como no primeiro passo, temos que o campo vetorial X = X, — gradg ¢é
um campo pseudo-gradiente que satisfaz a condicao de Smale. Além disso, para todo
ponto critico a de fy existe uma tnica trajetéria de X que conecta (a,0) em (¢, 1) com
IIlIdfO(aCl) = Indy, (c). Essa trajetéria é a trajetéria que liga (a,0) em (a,1). Portanto,
o' =1Id.
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3.3. A Independéncia da Homologia de Morse

Terceiro Passo.
Tome agora homotopias F, G e H de f; para fi, fi; para fs e fo para fy, respectivamente.
Defina agora a funcao

K: M x[~1/3,4/3] x [-1/3,4/3] — R
|_>

(x,s,t) K i(x)
tal que
Ko, =H;, sese[—1/3,1/3]
K. =Gy, sese€(2/3,4/3]
Koy =F,, sete[-1/3,1/3]
K= fo, sete[2/3,4/3].

Tome g a mesma funcao de Morse do primeiro passo mas agora satisfazendo

aa—f(x,s,t) +4'(s) < 0,V(z,s,t) € M x (0,1) x [-1/3,4/3]

aa—[t((x,s,t) +¢'(t) < 0,V(z,s,t) € M x [—1/3,4/3] x (0,1).

Note que a funcao
K: M x[-1/3,4/3] x [-1/3,4/3] — R
(,s,t) — Kgi(x)+9g(s)+ g(t)
¢ uma funcao de Morse tal que
Crit(K) =(Crit(fo) x {0} x {0}) U (Crit(f1) x {1} x {0})U
(Crit(f2) x {0} x {1}) U (Crit(f2) x {1} x {1}).
Além disso, se a € Crit(fy),b € Crit(f;) e ¢ € Crit(f,), entdo

Indz(a,0,0) = Indg,(a) + 2, Indz(b,1,0) = Indy, (b) + 1
Indz(c,0,1) =Indg(c) +1 e Indz(c,1,1) = Indy,(c).
Sejam XY, Z e X, pseudo-gradientes adaptados a F, G, H + g e f,, respectivamente.

Como no primeiro passo, podemos usar uma partigao da unidade para definir um
pseudo-gradiente X' que é adaptado a K tal que

X(x,s,t) = Z(x,t) — grad g(s), se s € [—1/3,1/3]
X(z,s,t) =Y (x,t) — grad g(s), se s €[2/3,4/3]
X(z,s,t) = X(x,s) — grad g(t), sete[—1/3,1/3]
X(z,s,t) = Xo(z) — grad g(s) — grad g(t), set € [2/3,4/3].

Como no primeiro passo, podemos pegar uma perturbacao X de X que vai satisfazer
a condicao de Smale e, mais ainda, Oy = Oz, isto ¢, o nimero de trajetérias de X
conectando dois pontos criticos de indices consecutivos ¢ o mesmo niimero de trajetorias
de X conectando estes mesmos dois pontos criticos.
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3. A Homologia de Morse

Logo, analogamente ao primeiro passo, resulta que

Cr1(K) = Cii(fo) @ Ci(f1) ® Cr(f2) © Crpa (fo).

Segue que
Oz Cr1(fo) ®Ci(f1) B Cr(f2) ® Crr1(fo) — Cr—2(fo) ® Cr—1(f1) & Cr-1(f2) & Ci(f2)
¢ matricialmente da forma

Jx, O 0 0

F 9y, 0 0

%=1 g1 ox, 0 |
S @Y Id Oy,

onde

S: Cra(fo) — Cil(f2)
a — Z nz(a,b)b,

beCrity (f2)

com n(a,b) sendo o nimero de trajetérias de X conectando (a,0,0) € M x {0} x
{0} N Crit(K) em (b,1,1) € M x {1} x {1} N Crit(K) médulo 2. Como 0y 005 =0,
entao
Sodx, + %0 d" + 07 495,089 =0
ou seja,
PCod" —d" = So0dx, +0x,05 (mod 2).

Logo, as imagens de elementos por ®% o & ¢ ® estdo na mesma classe de homologia
e, consequentemente, estes morfismos induzem o mesmo morfismo na homologia. M

Como a homologia de Morse médulo 2 nao depende da fungao e nem do campo
pseudo-gradiente escolhido, entao daqui para frente iremos denotar tal homologia por
HM,.(M,Zs), onde k é a dimensao da homologia.

3.4 O Espaco das “Trajetérias Quebradas”

Nosso objetivo aqui é mostrar que a homologia de Morse, que definimos na secao 3.2,
esta bem definida.

3.4.a A “Compactificacao” de L(a,b)

Primeiro vamos construir uma “compactificagao” de L(a,b) com uma topologia conve-
niente.

Definicao 3.4.1. Se a,b € Crit(f) e Ind(a) > Ind(b), entdao definimos o espago das
trajetorias quebradas de a para b como sendo o conjunto:

L(a,b) = L(a,b) U L(a,c1) X - X L(cq1,b).
Cly...,cq—1 €Crit(f)

Além disso, os elementos de L(a,b) sdo chamados de trajetérias quebradas de a para
b.

52



3.4. O Espaco das “Trajetérias Quebradas”

Observacgao 3.4.2. Se Ind(a) — Ind(b) = 1, entdo L(a,b) = L(a,b).

Observagao 3.4.3. Como o indice é decrescente ao longo das linhas de fluxo, entao
as unicas “parcelas” nao vazias desta uniao ocorrem quando

Ind(a) > Ind(¢;) > -+ > Ind(cy—1) > Ind(D).

Vamos agora definir uma topologia em £(a, b). Paraisso, tome A = ()1, ..., \,) uma
trajetéria quebrada, com ¢y = a,cq,...,¢4-1,¢ = b € Crit(f) e Ay € L(ci—1,¢),1 =
1,...,q. Além disso, considere €2; como sendo uma carta de Morse em torno ¢;. Seja

U,_, uma vizinhanca do ponto de saida de A; de €2;_; contida em seu conjunto de nivel

e seja U;" uma vizinhanca do ponto de entrada de \; em 2; contida em seu conjunto
de nivel (veja a figura 3.2).

+
U;

T+
U,

Figura 3.2
Logo, denotaremos por U~e U™ as cole¢oes dos conjuntos U, e U,", respectivamente
e, a seguir, definimos um certo conjunto de trajetérias quebradas W(A\, U~ U™).

Definigao 3.4.4. Dizemos que pu = (g, ..., ux) pertence a W(A, U™, UT) se existem
inteiros 0 < 79 < -+ - < 1x_1 < 1} = q tais que

® L € E(cij,cz-jﬂ),Vj < k;

o ujsaide Qi 41, ,Qij+1_1+no mierlor de Ujrj Ui 41, Uy, 1 e entraem Qi 11,
Qi 42, ..., iy, no interior de U7, Uiy, ... U

Desta maneira, W(A, U~, U") define um sistema fundamental de vizinhangas aber-
tas para uma topologia em L(a,b).

Observagao 3.4.5. Para p € W(A, U™, U") temos, necessariamente, que k < g¢.
Consequentemente, p “passa”’ nos mesmos pontos criticos que A ou menos.

Observacao 3.4.6. Esta topologia estabelece que uma trajetéria quebrada p esté
“proxima’” de A se todos os pontos criticos conectados por p também estao conectados
por A e, além disso, p sai de €, 1,...,€,,, 1 e entra em Q1,9 40,...,0
suficientemente proximo de A, para todo j < k.

tj+1
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3. A Homologia de Morse

3.4.b A Finitude de #L(a,b)

Lema 3.4.7. Sejam x € M — Crit(f) e (x) uma sequéncia que tende a x. Sejam (yx)
uma sequéncia de pontos tais que Yy e xp pertencem a mesma trajetoria de X para
cada k, e y pertence a mesma trajetéria de x (veja a figura 3.3). Além disso, suponha

flyx) = f(y),Yk € N. Entao

lim y, =y.
k—+o0
~ &
Tr—1 Yk—1

Figura 3.3

Demonstragao. Seja U uma vizinhanga de Crit(f) que nao contenha z,y,z) e ys
(para k suficientemente grande). Defina em M — U o campo vetorial

1

I

Seja ¢* o fluxo de Y. Como em cada ponto p € M — U os vetores X (p) e Y (p) sao
paralelos, entao X e Y possuem as mesmas trajetérias. Além disso, temos

Lo =46 ) = @) = @ (- X ) = L

Segue que f(¢°(z)) = f(z) — s e, consequentemente,

Yp = SOf(ﬂ%)*f(yk)<xk) — gOf(wk)*f(y) (1)

y = (pf(w)—f(y) (x)

Portanto, lim y, =yv. [ |
k—4o00

Teorema 3.4.8. O espaco L(a,b) é compacto.

Demonstragao. Basta provar que L(a,b) é sequencialmente compacto, isto é, toda
sequéncia (£)) possui uma subsequéncia que converge para algum ¢ € L(a,b). Para
isso, vamos supor inicialmente que ¢ € L(a,b),Vk € N.

Seja ¢, o ponto de saida de ¢, em Q(a). Como ¢, € 02(a) e 0€2(a) é compacto,
entao existe uma subsequéncia de (f;), que ainda denotaremos por (E,;), tal que

lim ¢, =a” € 0-Q(a).
k—+o0
Sejam y(s) = ¢®*(a”) e ¢; = hI_El v(s). Observe que ¢; é ponto critico (teorema
S——+00

2.3.4) e, consequentemente, v € L(a, ¢;). Tome d] como sendo o ponto de entrada de v
em Q(cp) (veja a figura 3.4). Segue, pelo teorema da dependéncia continua das solugoes
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3.4. O Espaco das “Trajetérias Quebradas”

de equacoes diferenciais ordinarias nas condicoes iniciais, que ¢, para k suficientemente
grande, entra em Q(c;) em pontos djf. Logo, como ¢ e djf estao na mesma trajetéria,
a” e df também estdo na mesma trajetéria e f(df) = f(df),Vk, segue, pelo lema
3.4.7, que klim di =df.

—>+400

0+9Q(c1)

dil | di

Figura 3.4

Se ¢; = b, ent@o a sequéncia (¢;) admite uma subsequéncia convergente com limite
v € L(a,b).
Se ¢; # b, entdao d ¢ W*(cy), pois l, & L(a,c1). Assim, ¢4 sai de Q(c;) em um
ponto d, . Logo, existe uma subsequéncia, que ainda denotaremos por (d,;), tal que
lim d, =d= € 0_Q(cy).
k—EPoo k < (Cl)
Afirmagao: d= € W' (¢y).
De fato, suponha que ele nao pertenca. Seja p a trajetoria de X passando por d~.
Segue que existe um ponto dy ¢ W?(cy) tal que f(do) = f(d;),Vk: € N. Logo, pelo
lema 3.4.7 | resulta que dy = d*, o que é um absurdo, pois d* € W#(¢;). Portanto,

d- € Wu(Cl).
Agora, podemos repetir esse mesmo argumento um nimero finito de vezes, pois ha
finitos pontos criticos, gerando assim uma trajetéria quebrada A = (Aq,..., \,) que é

limite de uma subsequéncia de (¢;) (veja a figura 3.5).

Por fim, suponha que (£) é uma sequéncia em L(a,b). Como L(a,b) é uma unido
finita, entdo existem infinitos elementos de ({) em alguma “parcela” desta unido.
Segue que existe uma subsequéncia de (¢x), que ainda denotaremos por (), e pontos
criticos ¢y, ..., cq—1 tais que

U= (..., 01) € La,c1) X -+ X L(cg1,b).

Portanto, aplicando o argumento anterior as sequéncias (£}), ..., (ﬁzfl) e (£7), temos
o resultado que queriamos. [ |
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3. A Homologia de Morse

a
&1
/
Co e
Cm
®
b
Figura 3.5

Corolario 3.4.9. Se Ind(a) — Ind(b) = 1, entdo o espaco L(a,b) € finito.

= 0, entdo L(a,b) é discreto. Por outro lado,
(a,b) é compacto, resulta que L(a,b) é finito. M

Demonstracao. Como dim L(a

,b)
L(a,b) = L(a,b). Portanto, como £

3.4.c O Bordo de L(a,b)

Teorema 3.4.10. Se Ind(a) — Ind(b) = 2, entdo L(a,b) é uma variedade compacta de
dimensao 1 com bordo. Além disso, o conjunto

U Lla,c) x L(c,b)

ceCrit(f)

¢ o0 bordo de L(a,b).
O teorema acima é consequéncia da proposicao seguinte.

Proposicao 3.4.11. Sejam M uma variedade compacta, f: M — R uma func¢ao de
Morse e X um pseudo-gradiente adaptado a f satisfazendo a condi¢ao de Smale. Sejam
a,c e b pontos criticos de indice k + 1,k e k — 1, respectivamente. Sejam Ay € L(a, c)
e Ay € L(c,b). Entao existe um mergulho continuo 1, do intervalo [0,5) em uma
vizinhanga de (A1, A2) € L(a,b), que € diferencidvel no aberto (0,8) e satisfaz

¥(0) = (A, A2) € L(a,b)
¥(s) € L(a,b),s #0.

Além disso, se (£,) € uma sequéncia em L(a,b) que tende para (A, A2), entdo ¢, estd
na imagem de Y para n suficientemente grande.

Demonstragao. Tome ¢ > 0 tal que f~!(a+¢) e f~!(a — ¢) intersectam a carta de
Morse €2(c) ao longo de 0,8(c) e 0_Q(c), respectivamente, onde o = f(c). Tome agora

S (e)=Wie)nfHa+e) e S_(c)=W* )N f Ha—e).

Note que S, (c) 2 S"*1e S (¢) = S* 1. Como W*(a) é a transversal a f~(a + ¢),
entao P = W"(a) N f~'(a + €) é uma subvariedade de dimensao k. Além disso, como
X satisfaz a condigao de Smale e

PNS,(c)=Wsc)NnW¥a)N fHa+e) = L(a,c),
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3.4. O Espaco das “Trajetérias Quebradas”

resulta que P intersecta transversalmente S, (¢) em um numero finito de pontos. Em
particular, a; = S;(¢) N Ay estd nesta interse¢do. Seja

Dk (§) = {x € R¥ | ||z|| < 0}

Podemos supor, diminuindo ¢ se preciso for, que existe uma parametrizacao local
U: (D*(5),0) — (P,a1) de P tal que

ImUNSi(c)={a}.

Tomando D = Im ¥, note que D C P C f~!(a+¢). Logo, podemos assumir que
D esta contido em 0, (c). Tomando D — {a;} descendo ao longo das linhas do fluxo
de X até f~!(a — €), nés obtemos um mergulho

®: D —{a1} — 0-Qc).

Antes de continuarmos, vamos enunciar uma proposicao que nos auxiliard a terminar
a demonstragao. Na demonstracao desta proposicao serd apresentada uma expressao
local do mergulho @ (lema 3.4.14).

Proposicao 3.4.12. Diminuindo § se necessdrio for, a unido Q@ = Im ®US_(c) é uma
variedade de dimensao k com bordo, e seu bordo é 0Q = S_(c).

Primeiramente, vamos assumir que essa proposicao seja valida. Como ¢ é um
mergulho, segue que Im® é um aberto de W*(a) N f~1(a —¢). J4 que X satisfaz a
condi¢ao de Smale, resulta que

W) MIm® e W) hS_(c).
Além disso, note que
W) NIm® = L(a,b) e W (b)NS_(c) = L(c,b).
Consequentemente, W#(b) N @ é uma subvariedade de dimensao 1 em 0_Q(c), com
oW (b)NQ) =W*(b)NoQ = W*(b)NS_(c) = W b)NW* (c)N f a — &) = L(c, b).
A primeira igualdade acima vem do teorema da pagina 60 de [6] tomando f = Idg e
Z =W*(b)NQ.

Agora, tome {as} = S_(c) N Ay e considere x como sendo uma parametrizagao local
de uma vizinhanga de as, isto é, a aplicacao suave

x:[0,0) — W (b)NQ,
com x(0) = ay. Podemos assim considerar um difeomorfismo
O oy: (0,6) — W3 (b) N (D — {a}).

(ele estd bem definido por que ® ¢é definido ao longo das linhas de fluxo de X, entao
W#(b) é invariante por esta agdo). Note que, aplicando o lema 3.4.7, podemos deduzir
que

lim(®~" o x)(s) = ai,

s—0
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3. A Homologia de Morse

pois caso este limite fosse um certo u # ay, terlamos, aplicando o lema 3.4.7, uma
sequéncia s,, — 0 tal que lir_{l X(sn) = ®(u) # ag, o que é absurdo. Logo, podemos
n—-+0o0

estender ®~! o y continuamente para a aplicacao
$:00,0) — (W2(b) N P) U {ar},
com ¥(0) = a;. Além disso, note que
Wi(e)N P =W b)NW*a)N fHa+e)=L(a,b)

e a; é uma representacao natural de (A, A\a) € L(a,c) x L(c,b). Portanto, podemos
reescrever 1) como sendo

¥:[0,0) — L(a,b),

com ¥(0) = (A1, A2), que é o mergulho desejado.
Agora, seja (£,) uma sequéncia em L(a,b) que tende para (A1, A2). Se £ e £, sdo
os pontos de entrada e de saida de ¢,, em {2(c), respectivamente, entao temos que

lim ¢ =a;, lim 0, =ay e ®(C))=1,.
n——+00 n——+oo

Com estas identificagoes, segue que, para n suficientemente grande, ¢ € D — {a1} e,
consequentemente, ¢ € (). Logo,

¢, € QNW?4(b) =Imy.
Portanto, para n suficientemente grande, ¢,, € Im1). [ |

Agora vamos provar a proposicao 3.4.12, porém, provaremos ela em um modelo de
Morse U C R¥ x R"* com

Fla—,zy) = —llo_ |2+ o, X = —grad f,

Si={(r_a4) ER*XR"™" [2_ =0, [lzs [P =} C f(e) e

S-={(z_,24) eR*XR"* |2 = 0, [Ja_[P = ¢} C [ (~e).
Segue que a proposicao 3.4.12 pode ser enunciada de uma outra forma.

Proposicao 3.4.13. Seja a € S; e D C 0,U um disco de dimensao k e raio § que
intersecta Sy transversalmente em a. Seja

¢:0,U—-5, —0.U—-S5_

o mergulho definido pelo fluxo de X. FEntdo
Q=D —{a})US_
¢ uma variedade de dimensao k com bordo, e seu bordo € 0Q) = S_.
Para provar essa proposicao, vamos precisar de um lema.

Lema 3.4.14. O mergulho

¢:0,U—-5, —0.U—-S5_
definido pelo fluxo de X € dado por

Blo o) <||rc+|!x R )

- -
lz 11"l
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3.4. O Espaco das “Trajetérias Quebradas”

Demonstracao. Note que o fluxo de X é dado por

O (r,1q) = (¥z_, e > ay).

Segue que se (z_,xy) € .U e x_ # 0, entao existe s tal que

(||$+||x ”x—Hx ) _ (623:6_,6_2’”x+).

- +
lz— "l |

Como ||xy| > ||z_]|| em OU,, entdao s é positivo. Além disso, temos

(Hml;x_’ |!x|!x+> coU

[l {1l |

Do z,) = (Hml!x H:UHM).

lz— 11"l

Portanto,

Demonstragao da Proposicao 3.4.12 ou 3.4.13. Como S consiste nos pontos x
tais que x_ = 0 e D é transversal a S, em a, resulta que 0 é valor regular de

7D — DF

(x_,z4) — x_.

Segue, pelo teorema da funcao inversa, que existe Dy C D aberto tal que mj, €
um difeomorfismo. Diminuindo §, se necessario for, podemos supor que D = D;.
Consequentemente,

D ={(z-,h(z-)) | = € D*(8)},
onde h: D*(§) — D"~F é suave tal que
(x_,h(z_)) € 0,U, isto é, |h(z_)|* = ||lz_|]* +e.
Tomando g = h/||h||, resulta que
D = {(z—, Ve + |lz_|2g(z-)) | z— € D*(3)}.
Segue, pelo lema anterior, que

(D — {a}) = { (—V*”” ||x_||g<x_>> o DHo) - {0}}.

[l ]
Usando coordenadas polares (p, u) € (0,8)xS*"* em D¥(§)—{0}, temos que ®(D — {a})
¢ a imagem de
H:(0,6) x S — 0.U
(p,u) — (VP +eu, pg(p, w)).

Como ¢ ¢ definida em todo o disco D¥, nés podemos estender H para [0,d) x S*~!
tomando

H(0,u) = (veu,0) € S_.

Consequentemente, resulta que @ = (D — {a}) U S_ é uma variedade de dimensao k
com bordo, e seu bordo é 0Q = S_ [ |
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3. A Homologia de Morse

Corolario 3.4.15. A diferencial de Morse da definicio 3.2.1 satisfaz 9% = 0.

Demonstracao. Sejam a,c e b pontos criticos de f com indices k + 1,k e k — 1,
respectivamente. Pela observacao 3.2.3, basta provar que

Z nx(a,c)nx(c,b) =0 (mod 2),

ceCrity,

isto é, provar que a cardinalidade do conjunto

A= U L(a,c) x L(c,b)

ceCrit(f)

é par. Primeiramente, note que A ¢ finito, pois os pontos criticos de f sao finitos. Além
disso, A é o bordo de uma variedade compacta de dimensao 1 com bordo. Portanto,
pelo teorema 1.1.23, segue que a cardinalidade A é par. [
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Capitulo 4

Aplicacoes da Homologia de Morse

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicagoes da homologia de Morse. Falaremos
sobre a dualidade de “Poincaré” (§4.1), a férmula de Kiinneth (§4.2), a caracteristica
de Euler (§4.3) e, por fim, uma aplicagdo em variedades conexas (§4.4).

Neste capitulo todas as variedades e funcoes sao consideradas suaves. Além disso,
M denotara uma variedade suave compacta, f denotara uma funcao de Morse definida
em M e X denotard um pseudo-gradiente adaptado a f, a menos que explicitamente
digamos o contrario. Vale relembrar que sempre que estamos falando sobre complexos
tais complexos sao compostos por espacos vetoriais sobre Zs.

4.1 A Dualidade de “Poincaré”

Teorema 4.1.1 (Dualidade de Poincaré). Suponha que a dimensdo de M sejan. Entdo
HM, _(M;Zs) € isomorfo a HM(M;Zs).

Demonstragao. Lembre que se a ¢ um ponto critico de indice k de f, entao ele ¢é
um ponto critico de indice n — k de —f (proposigao 1.4.7). Além disso, se X é um
pseudo-gradiente adaptado a f, entao —X é um pseudo-gradiente adaptado a —f.
Dessa forma, temos um isomorfismo vetorial natural

9: Ce(f) — Cuk(=J)
a — a”,

onde a* denota o ponto a visto como um ponto critico de —f. Porém, é melhor pensar
que Cy,_g(—f) é o dual de Cx(f), isto é,

Crr(=f) = Ci(f)".

Segue que a transposta (0%)": Crpi1(—f) — Coi(—f) de 0%: Cix(f) — Cia(f)
é o operador de bordo 9" do complexo (C,(—f),0_x). Segue, pelo teorema 3.3.1,
que

Ker 8f}k Ker (8?“1)*

Im " F+ Im (%)

Como Ker(6§+1)* = (Im 8§+1)L, Im(a’;()* = (Ker 8§()L e

HM, 4 (M; Z) =

Ker 0%

HM;(M;Zy) = o’
X
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4. Aplicaces da Homologia de Morse

resulta que a dimensao de HM,,_(M;Zs) ¢ igual a dimensao de HMy(M;Zs) e, con-
sequentemente, HM,,_(M;Zs) é isomorfo a HMy(M;Zs). [ |

4.2 A Formula de Kunneth

4.2.a A Homologia da Soma
Definicao 4.2.1. A soma entre dois complexos C e D é o complexo C & D definido por
(Ce D), =Ciy® Dy,

onde o operador de bordo é dado por

Oep: (C®D), — (C®D),,

c+d — Ofc+ opd.
Proposicao 4.2.2. Se C e D sao dois complezos, entdo vale
Hi(C® D) = Hi(C) ® Hy(D).

Demonstracao. Basta ver que

Ker Ofsp = Ker0f @ Ker 05, e Imoii, =Imoi™ & Imop™.

4.2.b A Homologia do Produto Tensorial

Definicao 4.2.3. O produto tensorial de dois espacos vetoriais C' e D é uma operacao
denotada por C'® D, com elementos ¢ ® d, que satisfazem as seguintes condicoes:

L] (C1+62)®d261®d+62®d;
e c®(di+ds) =c®dy + c® dy;
e \Mc®d)=(A)®d=c® (Ad), onde A é um escalar.

Definicao 4.2.4. O produto tensorial entre dois complexos C e D é o complexo C ® D
definido por
(C®D)k = @ Ci@Dj?
i+j=k

onde o operador de bordo ¢ dado por
8&@@)(0 X d) = (8éc) X d +c® (8{)d) c Cz'fl X Dj D Cz X Dj,1 C (C X D)k:fl?
onde c®d e C;®D; C (C®D),.

Observacao 4.2.5. Segue, direto das defini¢coes de produto tensorial e soma direta de
complexos, que

CR(D1®Dy) =2 (CHDy) D (CDDs).

62



4.2. A Férmula de Kiinneth

Proposicao 4.2.6. Se C e D sao dois complezos, entdo vale

Hy(C®D)= P HiC)® Hy(D). (4.1)
i+j=k
Demonstragao. Primeiramente, note que, pela observagao anterior, se a igualdade

(4.1) vale para C e D; e também para C e Dy, entdo ela vale para C e D; & D,. Vamos
provar a igualdade (4.1) por indu¢@o no comprimento ¢(D) do segundo complexo, onde

U(D) = #{j|D; # 0}

Caso (D) = 1.
A igualdade (4.1) é direta.

Caso ((D) =2, onde Dj,,D;, # {0} e j1 # ja £ 1.
Suponha, sem perda de generalidade, que j, > j;. Note que D pode ser decomposto
da forma D = D; ¢ D,, onde

Dy:+—0— 0 —--—Dj; —0—---—0
Dy: -+ —0—Dj, —-+— 0 —0—---—0.

Como o comprimento de D; e de Dy é 1, entao, pela observagao 4.2.5 a igualdade (4.1)
vale para C e D; & Dy, = D.

Observe que, no caso anterior, temos (D), = (D1), ® (D2), ¢ 9p = 9%, + 05, para
todo k. Porém, no préximo caso, a relacao dos operadores de bordo pode nao ser
satisfeita e, por isso, a seguir nao usamos o mesmo argumento diretamente.

Caso (D) =2, onde D;, D;_y # {0}.
Note que

D: -~-—>0—>Dj@>Dj_1—>0—>~--—>().
Se 0p = 0, entao podemos prosseguir igual ao caso anterior. Se dp # 0, entao vamos
supor inicialmente que Jp seja um isomorfismo. Neste caso H;(D) = 0 para todo [,
consequentemente, o lado direito de (4.1) é nulo. Vamos mostrar que o lado esquerdo
também ¢ nulo. Para isso, vamos denotar por ¢, ® dy + ¢p11 ® dy—1 um elemento de
C,® D, ® Cpy1 @ Dy q. Tome um elemento (¢; ® dj + ¢;41 @ d;j—1) € Ker 0. Segue
que

8i+j(Ci & dj + Cit1 ® dJ;l) = 8”j(ci X dj) + 8i+j(ci+1 ® djfl)
= 8"01- (024 dj +¢® 0jdj + 8i+1Ci+1 & dj,1 + i1 ® 8j’1dj,1
= 8ici & dj —+ (Ci & 8jdj + 8“_162'_1_1 & dj_l) = 0,
isto é,
8ci X dj =0 e C; X 8d] -+ 8cz~+1 X dj—l = 0.

Como dp é um isomorfismo, entdo podemos aplicar Id ®9,' na segunda igualdade.
Dessa forma, temos
C; ® dj = 8cz~+1 ® 8_1dj_1 (mod 2)

Segue que
(9(01'+1 ® a_ldj—l) =01 @07 Mdj 1+ ®dj = ®@dj+ e ®dj e,
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4. Aplicaces da Homologia de Morse

consequentemente, Ker 9% C ITm &t *1. Logo, o lado esquerdo de (4.1) é nulo.
No caso em que dp nao é um isomorfismo, note que

D] = Ker 87 ) D; (§] Djfl = E;'—l () Im 83,

onde D’ = (Ker 83')L e B, ;= (Im 8j)L. Logo, D = D; & D,, onde

D : --~—>O—>Ker8ji>E;-71 — 00— —0
Dy: -o-—0— D S Imd — 0 —> - — 0.

Voltando assim para os casos anteriores.

Caso {(D) = n + 1 supondo que vale para {(D) < n.
Primeiramente, suponha que Dy, ..., D, 1 # {0}. Note que

Dy =Ker0"™ @D, , e D,=E &lmo"™,

onde D/, = (Ker9™t)" e E/, = (Imd"™')". Logo, D = D; & D, & D, onde

Dy: - —0—Kero"™" — 0 — 0 —--— 0 —0
Dy: oo —0— Dy —Imd"'— 0 — - — 0 —0
Dy: oo — 0 — 0 — E —D,1—...— D; —0.

Como o comprimento de D;, Dy e D3 é menor do que n, entdao a igualdade (4.1)
vale para C e D; @ Dy & D3 = D, como queriamos demonstrar. Agora suponha que
os D; # {0} ndo sejam consecutivos. Segue que existe Dy = {0} tal que existem
J <k < j'tais que D;, D;; # {0}. Logo, D = D; & D,, onde

Dy: --- > Dy > Dy > 0 > 0 > 0
Dy: --- > 0 > > Dy, > D; > > Do > 0.

Como (D), ¢(Dy) < n, o resultado segue aplicando a hipétese de inducdo em D; e
D,. |

4.2.c A Formula de Kinneth

Sejam f: M — R e g: N — R fungoes de Morse. Sejam X,Y pseudo-gradientes
adaptados a f e g, respectivamente, satisfazendo a condi¢ao de Smale. Note que (X,Y)
é um pseudo-gradiente adaptado a funcao f+g: M x N — R. Os pontos criticos de
f + g sdo pontos (a,a’), onde a é um ponto critico de f e a’ é um ponto critico de g
(proposicao 1.2.10). Além disso, o indice de (a,a’) é a soma dos indices de a e d'.

Suponha que o indice de a é ¢, o indice de ' é j e o indice de (a, a’) é k (é claro que
i+ 7 =k). Seja (b,0') um ponto critico de indice k — 1 que se liga a (a,a’) por uma
trajetéria do fluxo de (X,Y’). Como o fluxo de (X,Y) é

Pixy) (@ y) = (@), 03 (y).
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4.2. A Férmula de Kiinneth

entao os espacos das trajetérias relacionam-se como
Lixy)((a,a), (b)) = Lx(a,b) x Ly(d, V).
Note que se a # b e a’ # U, entao, para Lx(a,b) x Ly(a',V) # &, devemos ter
Ind(a) > Ind(b) +1 e Ind(a’) > Ind(V') + 1.
Consequentemente, para L(xy)((a,a’), (b,V')) # @ devemos ter
Ind(a,’a’) > Ind(b,0') + 2.
Assim, se (a,a’) e (b,b') tem indices consecutivos, resulta que

{a} x Ly (d',V), sea=10b

‘C(X,Y)((a’a/)’ (bv b/)) = {ﬁx(a b) v {a/} sed =V,

Consequentemente, temos

ny(a’,b), sea=b
nexy)((a,a), (0,)) = { nx(a,b), sea =¥ (4.2)

0, caso contrario.

Por fim, note que a aplicacao

P i) eCilg) =€) @), — Culf+9)
itj=k

" — (a,d)

a®a
é um isomorfismo entre grupos para todo k.
Proposicao 4.2.7. A sequéncia ®; define um isomorfismo ® de complexos.

Demonstracao. Sejam a um ponto critico de f de indice 7 e ¢’ um ponto critico de g
de indice 7, com 7 + j = k. Vamos omitir os indices de ®,_; e ®;. Note que

D (De(pyze( (@ @ O((0xa) ®a' + a® (dyd))

(a,b)b®d + Z ny(a’,b)a @b

bECrltZ 1 ( b’'eCrit;_1(g)
WO+ Y )b
bGCrltl 1(f) b’'eCrit;_1(g)

Por outro lado,

8(X7y)<1>(a 0%y a,) = Z n(xy) ((aa a,)a (bv b,))(b7 b/)

(b,p")eCritiyj—1(f+9)

= Y ax(@b)ba)+ Y ny(d,¥)(ab),

bECritifl(f) b/GCritj,l(g)

onde a ultima igualdade vem de (4.2). Portanto, ® é um isomorfismo de complexos. W
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4. Aplicaces da Homologia de Morse

Corolério 4.2.8 (Férmula de Kiinneth). Se M e N sdo duas variedades compactas,

entao
HMi(M x N;Zy) = @ HM;(M;Zy) @ HM;(N; Zy).
it+j=k

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos
HM; (M x N;Zs) = Hi(C(f) ®C(9g)),

onde C(f) é um complexo em M e C(g) é um complexo em N. Logo, pela proposicao
4.2.6, resulta que

Hy(C(f)®C(g)) = @ H;(C(f)) ® H;(C(g)) = EB HM;(M; Zy) ® HM;(N;Zs).

4.3 A Caracteristica de Euler

Teorema 4.3.1. O ndmero (mddulo 2) de pontos criticos de uma fun¢do de Morse
depende apenas da variedade e nao da func¢ao.

Demonstragao. Seja n = dim M. Note que dim Cy(f) = dim Ker 8% + dim Im 0F,
Im 9"t =Tm d° = 0 e dim HMy(M; Z;) = dim Ker OF — dim Im 9**!. Segue que

n

# Crit(f) = Zdim Cr(f) = Z (dim Ker 8* + dim Im 9*)
k=0

k=0

= Z (dim Ker 0F + dim Im 8’““)

k=0

= Z (dim Ker 8* — dimIm 9"*')  (mod 2)

k=0

= Zdim HM(M;Zy) (mod 2).

k=0

Portanto, como dim H My (M;Zs) depende apenas da variedade e nao da fungao, entao
o mesmo vale para # Crit(f). [ |

Definigao 4.3.2. A caracteristica de Euler de M é o nimero y (M) dado por

X(M) =" (=1)" dim HM; (M, Zy).

k=0

Observacgao 4.3.3. A caracteristica de Euler de M ¢é a soma alternada do ntimero de
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4.3. A Caracteristica de Euler

pontos criticos de uma funcao de Morse f. De fato, basta observar que

X(M) = " (=1)" dim HM(M, Z,)

(-1)* (dim Ker 9" — dim Im 9**1)

B

Bl
Il
=)

(—=1)F (dim Ker 0% + dim Im %)

M-

S |l

o

(—1)" dim Cy (f).

Bl
Il
o

Observacao 4.3.4. A caracteristica de Euler em uma variedade compacta de dimensao
fmpar é sempre zero, pois, pela dualidade de Poincaré (teorema 4.1.1), os termos da
soma alternada se cancelam.

Proposicao 4.3.5. O numero de pontos criticos de uma fun¢ao de Morse em uma

variedade M € maior do que ou igual a soma das dimensoes das homologias de M
(maodulo 2).

Demonstracao. Basta ver que

n

# Crit(f) =) _ (dimKer 9* + dim Im 9**")

k=0
> Z (dim Ker 0¥ — dim Im 5’k+1)
k=0
= dim HM,(M; Z,). |
k=0
Defini¢ao 4.3.6. O k-ésimo numero de Betti de M é o nimero [ (M) dado por
Br(M) = dim H M, (M, Zs).

Chamando de ¢x(f) o nimero de pontos criticos de indice k de f, note que podemos
deduzir da demonstragao da proposicao anterior as inequacgoes

cr(f) = Be(M), Vk >0,

pois
dim Cy(f) = dim Ker 9* + dim Im 0* > dim Ker 0¥ — dim Im 0***.

Essas inequagoes sao chamadas de inequacoes de Morse.

Definig¢ao 4.3.7. O polinémio de Poincaré de M é o polindémio Py (t) dado por

Py(t) = Bu(M)t".
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4. Aplicaces da Homologia de Morse

Note que, pela férmula de Kiinneth, temos
Purrysens, (t) = Py, (8) Pag, (2).
Em particular, para t = —1 temos
X(My x Ma) = x(Mi)x(Ma). (4.3)

Exemplo 4.3.8. Segue, pelo exemplo 3.2.5, que a caracteristica de Euler da esfera S
é
X(5") =1+ (=1)",

isto é, ela é 2 se n é par e 0 se n é impar. Além disso,

Exemplo 4.3.9. Se T" = S x --- x S§! entao x(T™) = 0, pelo exemplo anterior e por
(4.3).

4.4 Conexidade

Proposicao 4.4.1. Se M ¢ uma variedade suave compacta e conexa, entdo
[‘I]\J()(]\J7 ZQ) = ZQ.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que existam pontos criticos de indice 1 de
f. E suficiente provar que a dimensao da Im 9! é r — 1, onde r é a dimensao de Cy(f),
pois dim HMy(M, Zs) = dim Ker 8° — dim Im 9*. Com isso em mente e lembrando que
M é compacta, sejam aq, ..., a, pontos criticos de indice 0 de f. Tome B como sendo
o subespaco de dimensao r — 1 gerado por {a; + a;}, com i =2, ... 7.

Afirmagao: Imd' C B.

De fato, se b é um ponto critico de indice 1 de f, entao sua variedade instavel tem
dimensao 1. Logo, existem apenas duas trajetérias comecando em b. Tais trajetérias
terminam em dois pontos a; e a;j, nao necessariamente distintos. Portanto, médulo 2,

81b:ai+aj =a;+a; +2a, = (a1 + a;) + (a1 + q;) € B,
isto 6, Imd' C B.

Afirmacio: B C Imo!.

Se provarmos que a; esta na classe de homologia de a1, para cada i = 2,...,r, entao
ay +a; = a; — a; = by € Imd', com by € Cy(f), ou seja, B C Imd'. Dessa forma,
tome

A=M — U M(z,y).
Ind(z),Ind(y) >2

Como Ind(z), Ind(y) > 2, entao codim M(x,y) > 2 e, consequentemente, A é conexo.
Para cada j =1,...,r, tome A, sendo o conjunto dos x em A tais que x estd em uma

trajetéria (quebrada ou nao), contida em A, terminando em a;. Note que os A; séo
conexos, pois todos os pontos de A; sao ligados em a;. Observe ainda que A é a uniao
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4.4. Conexidade

dos A; e, além disso, todas as trajetérias quebradas contidas em A; passam por um
ponto de indice 1.

Afirmarmos que, para cada j = 1,...,r, A; é fechado em A. De fato, tome uma
sequéncia (x,) em A; que converge para zo € A. Suponha, sem perda de generalidade,
que x,, nao é ponto critico de f para todo n € N. Sejam ¢ uma trajetéria passando
por xg e £, uma trajetéria passando por x, para cada n € N. Como os pontos criticos
sao finitos, entao existem infinitas trajetérias chegando num mesmo ponto critico, logo,
tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que todos os #,, terminam
no mesmo ponto critico b. Como z,, € Aj;, entao b é igual a a; ou é outro ponto critico
de indice 1 (tal ponto é conectado em a; por uma trajetdria).

Seja ¢ o ponto de chegada de ¢. Como xg € A, entao o indice de ¢ é 0 ou 1. Se
¢ = b, entao xy € A;, como querfamos. Caso contrario, seja {* o ponto de entrada de ¢
na carta de Morse de c. Segue, pelo teorema da dependéncia das solugoes de equacoes
diferenciais nas condigoOes iniciais, que ¢, entra nesta carta para m suficientemente
grande. Seja £ o ponto de entrada de ¢, nesta carta. Como x, converge para z e
fr) = f(£*) para todo n, entdo, pelo lema 3.4.7, temos ¢ convergindo para (.
Ja que ¢ # b, entao {, sal desta carta em um ponto £, . Da mesma forma que na
demonstracao do teorema 3.4.8, resulta que a sequéncia ¢, converge para um ponto
d € W"(c). Se A é uma trajetéria passando por d, entdo A termina em um ponto
critico a de indice 0, pois nesse caso indice de ¢ é 1. Note que a = a;, pois, para n
suficientemente grande, /,, entra na carta de a. Logo, para cada j = 1,...,r, A; é
fechado em A.

Como A é conexo e A; ¢ fechado, entao existe j; # 1 tal que A; NA;, # &, caso
contrario existiria um cisao nao trivial

(&
A=Ay (U AJ) .
#1
Note que existe ¢; € Ay N A, tal que indice de ¢; é 1. Segue que olcy = ay + aj,, isto
é, a;, estd na mesma classe de homologia de a;.

Por outro lado, como A é conexo e A;UA;, ¢é fechado e conexo, entao existe jo # 1, j;
tal que (A; UAj)NA,, # @. Note que existe ¢ € (A1 U A;,) N A, tal que indice de ¢y
é 1. Segue 0'cy = a1 +aj, ou d'cy = aj, +aj,. Em todo caso, aj, estd na mesma classe
de homologia de a;. Repetindo esse argumento mais r — 2 vezes, resulta que, para cada
j =2,...,r, a; estd na mesma classe de homologia de a;. Portanto, dimIm ' = r —1,
como queriamos demonstrar.

Agora, se f nao tem pontos criticos de indice 1, entdo podemos construir A da
mesma forma que no caso anterior. Porém, agora, para cada j = 1,...,r, A; ¢é
igual a W*(a;). Como A; N A; = @, para todo i # j, entdo dimCy(f) = r = 1,
pois, caso contrario, existiria um cisao nao trivial como no caso anterior. Portanto,

HMo(M;Zo) = Zs. |
Pela dualidade de Poincaré (teorema 4.1.1), resulta um importante corolério.
Corolario 4.4.2. Seja M uma variedade compacta conexa de dimensdao n. Entao
HM,(M;Zs) = Zs.

Corolario 4.4.3. Suponha que a dimensao de M seja n e M seja compacta. Entdo
HMy(M;Zsy) e HM,,(M;Zs) sao espagos Zs-vetoriais de dimensao igual ao nimero de
componentes conexas de M.
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4. Aplicaces da Homologia de Morse

Demonstragao. Note que

!
M =M,
j=1
onde M; sao as componentes conexas de M. Dada uma fungao de Morse f definida
em M e um pseudo-gradiente adaptado X, tome, para cada j = 1,...,[, f; = f|Mj e

X; = X, e Note que, para cada j, f; ¢ uma funcao de Morse definida em M; com
pseudo-gradiente adaptado X;. Segue que

Ck(f) = @Ck(fj) € 8X = @axj.

Portanto, aplicando os resultados anteriores em cada componente conexa, temos o
resultado pretendido. [ |
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Capitulo 5

A Conjectura de Arnold

Neste capitulo, apresentaremos a conjectura de Arnold (conjectura 5.2.1, §5.2) que
afirma sobre uma cota inferior no niimero de érbitas periédicas de periodo 1 de um sis-
tema Hamiltoniano. Para tal, apresentaremos alguns conceitos da geometria simplética
(85.1) e, posteriormente, enunciaremos e provaremos um caso particular da conjectura
de Arnold (§5.2).

Neste capitulo todas as variedades sao consideradas suaves. E recomendado ler
o apéndice deste capitulo (§5.3) para uma melhor compreensao de alguns detalhes
das secoes anteriores, onde definimos conceitos importantes, como formas diferencias e
derivada de Lie.

5.1 Geometria Simplética

Antes de falarmos sobre a conjectura de Arnold, vamos relembrar algumas definicoes
de geometria simplética. Para maiores detalhes veja, por exemplo, [9].

5.1.a Espacos Vetoriais Simpléticos

Definigao 5.1.1. Um espago vetorial simplético é uma par (V,w), onde V' é um espago
vetorial real de dimensao finita e w é uma forma bilinear antissimétrica e nao degene-
rada, isto é,

o w(u,v) =—w(v,u) (w é antissimétrica);
e w(u,v) =0 para todo v € V se, e somente se, u = 0 (w é nao degenerada).

Por vezes, quando nao houver risco de confusao, chamaremos V' de espaco vetorial
simplético em vez do par (V,w).

Observacao 5.1.2. Pela anti-simetria, segue que w(u,u) = 0.

Exemplo 5.1.3. Chamamos de espaco vetorial simplético canonico o espago (R*", wy)
com wo((q,p),(¢,p")) =p-¢ —p - q, onde - denota o produto interno usual em R".

Teorema 5.1.4. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Entdo existe uma base
{e1,- -+ ,en, f1,..., fu} de V tal que

w(e;, e;) =0
w(fi, f5) =0
W(ez’7fj) = 52']'7
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5. A Conjectura de Arnold

onde d;; € o delta de Kronecker. Em particular, a dimensao de V' € par.

Demonstracao. Tome e; # 0 em V. Como w é nao degenerada resulta que existe

g1 # e; em V tal que w(ey, g1) = A # 0. Tomando f; = temos w(ey, f1) = 1. Sejam

)\
Vi =span{ej,ea} e V'={ueV |w(uv)=0"Yvel}

Afirmagao: Vi NVE = {0}.
De fato, suponha que v = ae; + Sf; € Vi NV}, Segue que

O=w(v,e1)=—F ¢ 0=w, fi)=a

Consequentemente, v = 0.

Afirmagao: Vi @ V¥ =V.
De fato, suponha que v € V. Sew(v,e1) = ag ew(v, f1) = [y, entdo v = (fre; — a1 f1)+
(v+ ayfi — Prer). Note que (Breg —aqfi) € Vie (v+ayfi — frer) € V¥, pois

w(v+ a1 fi = Bier,e1) =w(v,er) —ar =0 e w(v + ar fi — Pies, fi) = w(v, fi) =1 = 0.

Agora, se V¥ = {0}, entdo {ey, fi} é a base que queremos. Caso contrario, tome
es # 0 em VY. Como w é nao degenerada, resulta que existe fo # es em V¥ tal que
w(es, f2) # 0. Podemos, sem perda de generalidade, supor w(es, f2) = 1 (mesmo argu-
mento inicial). Tomando V5 = span{es, fo} temos, de forma andloga a primeira parte,
que V¥ = Vo @ V5¥ e, consequentemente, V =V, & V5, @ V5. Repetindo esse argumento
um numero finito de vezes, teremos a base {e1, - ,en, f1,..., fn} que queremos. M

Chamaremos {eq, - e, fi,-+, fu} de base simplética. Em particular, a matriz
da forma bilinear w, na base simplética, é da forma

0 Id
~1d 0 )
Observagao 5.1.5. Note que se u = > a;e; + > b fi e v ="> cje; + > d;f; na base
i i J J

simplética, entdo w(u,v) =Y (a;d; — b;c;).

)

Exemplo 5.1.6. No exemplo 5.1.3, se {ej,...,e,} é uma base ortonormal de R",
entao {(0,€1),...,(0,e,),(e1,0),...,(en,0)} é uma base simplética de R**. De fato,

basta observar que wy((0, €;), (e;, )) (5

5.1.b Variedades Simpléticas

Definigao 5.1.7. Uma variedade simplética é um par (W, w), onde W é uma variedade
e w ¢ uma 2-forma fechada e nao degenerada, isto ¢, dw = 0 e w, é nao degenerada
para todo p € W. Neste caso, dizemos que w é uma forma simplética.

Quando nao houver risco de confusao, denotaremos (W, w) simplesmente por W.
Defini¢ao 5.1.8. Um simpletomorfismo ¢ entre duas variedades simpléticas (W7, wy),

(Ws,ws) é um difeomorfismo ¢ tal que p*wy = wy.
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Exemplo 5.1.9. No exemplo 5.1.3, (R?",wy) é uma variedade simplética. De fato, wy
¢ uma 2-forma constante e logo, dwy = 0.

Exemplo 5.1.10. Seja S? a esfera unitaria em R3. Tome a forma w que em cada u
em S? é dada por
wy(v,w) =u- (v X w),

onde x denota o produto vetorial real e v, w € T,,S%. Assim, (5% w) é uma variedade
simplética. De fato, note que w, = u1dy N\ dz + usdz A dx + usdzx A dy. E facil ver que
dw = 0. Além disso, w, é nao degenerada para todo u, basta notar que a forma sé é
nula em vetores da forma v = A\w, onde A é um escalar nao nulo.

Para finalizar essa subsecao, vamos enunciar, mas nao provar, um importante teo-
rema da geometria simplética.

Teorema 5.1.11 (Darboux). Seja (W,w) uma variedade simplética de dimensdo 2n.
Entao para cada ponto p € W existe uma parametrizagao

gp:UlCR% — UcCW

(1, e Ty Y1y Yn) > O(T1, e Ty YLy ey Yn)

tal que
YW =wy = Z dy; N\ dx;.
i=1

Veja, por exemplo, o teorema 3.2.2 de [9] para a prova.

5.1.c Campos Vetoriais Hamiltonianos

Definicao 5.1.12. Sejam (W, w) uma variedade simplética e H: W — R uma funcao
suave. Um campo vetorial Hamiltoniano é um campo vetorial Xy definido pela relagao

we(u, Xp(z)) = (dH) (u), Yue T,W. (5.1)
Além disso, H é as vezes chamado de Hamiltoniano.

Pela defini¢ao acima, segue que Xy (z) = 0 se, e somente se, x é ponto critico de H
e, além disso,

(dH),(Xu) = wa(Xu(z), Xu(z)) = 0.

O sistema Hamiltoniano é o sistema de equacoes diferenciais associado a este campo
vetorial, isto é,

(t) = Xu(x(t)).

Quando W é o fibrado cotangente de Q = R", isto é, W = T*(@), podemos identificar
W com R?" e interpretd-lo como o espaco de fases de um sistema Hamiltoniano de-
terminado por um Hamiltoniano H: R*® — R com espaco de configuracoes @ = R".
Neste caso, a forma simplética é dada por

Wo = i dp; N\ dg;
i=1
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5. A Conjectura de Arnold

onde (g1, ..., Gn, D1, ---, Pn) S20 as coordenadas em 7*Q). Nestas coordenadas, a equagao

(t) = Xu(x(t)).

corresponde as equagoes classicas Hamiltonianas

. OH
1=
. OH
T

Proposigao 5.1.13. Se ¢! ¢ o fluzo de Xy, entio (¢')'w = w,Vt € R.

Demonstragao. Note que

Logo, (¢")"w nao depende de t e, consequentemente, (¢')'w = (©°)*w = w para todo
t, como querfamos demonstrar. |

Até o momento definimos os Hamiltonianos independentes do tempo, porém, convém
também considera-los dependentes do tempo.

Seja H: W x R — R uma fungao suave, onde W é uma variedade simplética.
Denotando H(x,t) por Hy(x), o campo vetorial Hamiltoniano X; é definido, para cada
t, por X; = Xp,, onde Xy, satisfaz (5.1). Quando o sistema Hamiltoniano resultante

#(t) = Xi(x(t))

¢ independente do tempo, dizemos que o sistema é autonomo. Porém, como no caso
autonomo, as solucoes de um sistema nao autéonomo nos permitem definir uma familia
de simpletomorfismos ¢! tais que

d
dtgp =X, 00 e ¢"=1Id.

Dessa forma, identificamos as solucoes periddicas de periodo 1 do sistema Hamiltoniano
como sendo os pontos fixos do simpletomorfismo ¢!.

Definicao 5.1.14. Uma solucao periédica = do sistema Hamiltoniano ¢ chamada de
nao degenerada se a diferencial de ! nao tem autovalor 1, isto é,

(de') ) (2) — Z #0,¥Z # 0.

Observagao 5.1.15. Quando H é independe de t, os pontos criticos de H sao exata-
mente as solugoes constantes do sistema Hamiltoniano.

Proposicao 5.1.16. Sejam (W,w) uma variedade simplética e H: W — R um Ha-
miltoniano. Se um ponto critico de H é nao degenerado como uma solucao periodica
do sistema Hamiltoniano, entao ele é um ponto critico nao degenerado da funcao H.
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5.1. Geometria Simplética

Demonstracgao. Se Y, Z sao dois vetores tangentes a W em z, entao
(PH), (Y. 2) = wo([Xn. Z),. ).

onde Z denota qualquer extensdo de Z em uma vizinhanca de = (o que é possivel,
pois, localmente, toda forma fechada é exata). De fato, estendendo Y para um campo
vetorial Hamiltoniano Xy em um vizinhanga de x, temos

w([XH7Z]7Y) = w([XH7Z]7Xf)
= df([Xu, Z])
=[Xu, 2] f
=Xy (7 )= 7 Xy f).
Como
entao

Quando x é ponto critico de H, a primeira parcela é nula e a segunda é exatamente
(d2H)x(Xf, 7Z) = (d2H)x(Y, 7).

Suponha agora que x seja uma solucao constante nao degenerada do sistema Ha-
miltoniano, isto é, para todo Z # 0, temos (dp'),(Z) — Z # 0. Como ¢" = Id, entdo
existe tg tal que

S((ae), ()|, #0

t=to

Porém,

Logo, para todo Z # 0, existe ty tal que (d™) ([Xu, Z]:) # 0. Segue que para todo
Z # 0, deve ocorrer Xy, Z], # 0. Como (d*H) (Y, Z) = w,([Xu, Z],,Y), resulta que
(d*H), é nao degenerada e, consequentemente, x é ponto critico nao degenerado de

H. |

5.1.d Estruturas Complexas e Quase Complexas

Definigao 5.1.17. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Uma estrutura complexa
calibrada por w é um endomorfismo J de V' tal que

e J2=—1Id; (J é uma estrutura complexa)

o w(Ju, Jv) = w(u,v); (J ésimplética)
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5. A Conjectura de Arnold

e g(u,v) =w(u, Jv) é um produto interno em V.

Proposicao 5.1.18. Todo espago vetorial simplético (V,w) admite uma estrutura com-
plexa calibrada.

Demonstragao. Suponha que dimensao de V seja 2n e tome uma base simplética
{e1, -+ ,en, f1,-++, fn}. Defina J: V. — V por

J <Z Tie; + Z yifi) = Z —yie; + Z i fi.
i—1 i—1 i—1 i—1

Afirmacgao: J é uma estrutura complexa calibrada por w.
De fato, primeiro observe que J? = —Id. Além disso, se u = > ase; + Y. bif; e

v=> cje;+ > d;f;, entdo
J J

Segue que

w(Ju, Jv) = Z(—bicz- — (—a;dy)) = Z(aidi — bic;) = w(u,v).

=1 =1
Por fim, note que

n n

g(u,v) =w(u, Jv) = Z(%‘Ci — (=bidy)) = Z(aici + byd;)

i=1 =1

¢ um produto interno em V. Portanto, J é uma estrutura complexa calibrada por
w. |

Exemplo 5.1.19. No exemplo 5.1.3 note que wy(u,v) = (Ju,v), onde (-,-) denota o
produto interno usual em R?" e .J é matriz 2n x 2n dada por

Mais ainda,

, (0 1d 0 Id 0\
J_<—Id 0 )\ —1d 0 0o —1a)- U
r (0 —1d\ _ [ 0 1)

/ _(Id o )=\ -1 o)™

Segue que wo(Ju, Jv) = (J?u, Jv) = —{u, Jv) = —wo(v,u) = wo(u,v) e wo(u, Jv) =
(Ju, Jv) = (u, JTJv) = (u,v). Logo, J é uma estrutura complexa em R?" calibrada
por wo.

Defini¢ao 5.1.20. Seja (IW,w) uma variedade simplética. Uma estrutura quase com-
plexa ¢ um endomorfismo J do fibrado tangente de W tal que J? = —1Id,Vxz € W.
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5.1. Geometria Simplética

Definigao 5.1.21. Seja (W, w) uma variedade simplética. Uma estrutura quase com-
plexa J é dita calibrada por w se J, é calibrada por w,,Vz € W.

Proposicao 5.1.22. Se (W,w) é uma variedade simplética, entio existe uma estrutura
quase complexa J calibrada por w.

Demonstragao. Seja ¢ uma métrica Riemanniana em W. Para cada x € W, vamos
construir J, em T, W. Como em toda a construcao a dependéncia em x serd suave pela
suavidade das aplicagoes usadas, entao omitiremos tal dependéncia. Uma vez que w é
nao degenerada, entao existe um tnico isomorfismo linear A: T,W — T, W tal que

w(u,v) = g(Au,v), u,v € T,W.

Podemos entdao decompor A da forma A = JB (decomposi¢ao polar), onde B é um
endomorfismo simétrico definido positivo, J é uma isometria e A e B comutam e, con-
sequentemente, A e B~! comutam.

Afirmacdo: J = AB~! é uma estrutura quase complexa calibrada por w.
De fato, note que

g(Au,v) = w(u,v) = —w(v,u) = —g(Av,u) = —g(v, ATu) = g(—A"u,v),
ou seja, A é antissimétrica. Além disso,
JT=(B)'AT= B A= —AB' = —J
Como J é uma isometria, entdo J?J = Id e, consequentemente, J? = —Id. Segue que
JB=A=—-AT = —(JB)" = -B"J" = BJ,
isto é, B e J comutam e, consequentemente, A e J comutam. Logo,
w(Ju, Jv) = g(AJu, Jv) = g(JAu, Jv) = g(Au,v) = w(u,v).
Por fim, observe que
w(u, Jv) = g(Au, Jv) = g(J" Au,v) = g(J " Au,v) = g(Bu,v),

que é um produto interno em T, W, uma vez que g é um produto interno e B é definida
positiva. |

Exemplo 5.1.23. Sejam (W,w) uma variedade simplética, J uma estrutura quase
complexa calibrada de W e g(u,v) = w(u, Jv) uma métrica Riemanniana de W. Entao,
dada uma funcao H: W — R, podemos relacionar Xy com o grad H. De fato, observe
que

w(u, Xg) = dH(u) = g(u, grad H) = w(u, J grad H).

Logo,
Xg=JgradH ou gradH =—-JXpg.
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5. A Conjectura de Arnold

5.2 A Conjectura de Arnold

A questao sobre a existéncia de pontos fixos de simpletomorfismos esté interligada com
o desenvolvimento da topologia simplética e, de fato, V. I. Arnold propos a seguinte
ideia, hoje conhecida como conjetura de Arnold (que enunciamos aqui apenas no caso
nao-degenerado): numa variedade compacta, o niimero de pontos fixos de um difeomor-
fismo Hamiltoniano (ou seja, do fluxo em tempo ¢ = 1 de um sistema hamiltoniano) é
minorado pela soma das dimensoes das homologias da variedade simplética. Esta con-
jectura foi provada, por exemplo, para superficies de Riemann por Y. Eliashberg, para
o toro T por C. Conley e E. Zehnder e para variedades simpléticas conhecidas como
monotonas por A. Floer que desenvolveu novos métodos e ferramentas, dando origem
ao que se designa atualmente por teoria de Floer. Esta teoria inclui uma variante da
homologia de Morse, mas em dimensao infinita, e que conhecemos por homologia de
Floer. (Estas informagcoes podem ser encontradas em [9].) Mais detalhes sobre esta
teoria e a demonstracao da conjectura de Arnold podem ser encontrados na parte II
da referéncia principal deste trabalho [1]. A seguir, nesta se¢ao, voltamos a enunciar a
conjetura de Arnold e provamos um caso particular.

Conjectura 5.2.1 (Arnold). Seja W uma variedade simplética compacta e seja
H:WxR—R

um Hamiltoniano que depende do tempo. Suponha que as solugoes de periodo 1 do
sistema Hamiltoniano associado sejam nao degeneradas. Entao a quantidade delas é
mazior do que ou iqual a soma

> dim HM;(W; Zs).

Como referido acima, para a demonstragao desta conjectura usando a homologia
de Floer veja, por exemplo, a parte II de [1]. Em particular, quando H nao depende
do tempo, a conjectura de Arnold pode ser enunciada como segue.

Proposicao 5.2.2. O numero de solugoes periodicas de periodo 1 de um sistema
Hamiltoniano autonomo nao degenerado em uma variedade simplética compacta W
¢ maior do que ou igual a soma

> " dim HM;(W; Zy).

Demonstragao. Segue diretamente da proposicao 4.3.5. [ |

5.3 Apéndice

Formas Diferenciais, Pullback e Derivada Exterior

Aqui vamos relembrar algumas defini¢oes e propriedades de formas diferenciais. Para
maiores detalhes e demonstragoes veja, por exemplo, os capitulos 1 e 2 de [4].

Definicao 5.3.1. Seja M uma variedade suave. Uma k-forma diferencial w é uma
aplicacao que em cada ponto p € M faz corresponder uma aplicagao k-linear alternada
w, definida em (T,M)*. Muitas vezes chamamos w apenas de k-forma.
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Por simplicidade, as vezes vamos omitir a dependéncia do ponto p nas formas.

Definicao 5.3.2. Se
w= Zaldm e Y= ijde,
I J
entao o produto exterior de w por ¢, denotado por w A ¢, é definido por

w/\90:Za1dex1/\de.
1J

Proposicao 5.3.3. Se w é uma k-forma, ¢ é uma s-forma e 8 é uma r-forma, entao
valem as sequintes propriedades:

o (WAY)NO=wA(pAD);
o Whp)= (D" Aw);
e wA(p+0)=wAp+wAb, ser =s.

Definicao 5.3.4. Seja f: M — N uma aplicacao suave, onde M e N sao variedades
suaves. Se w ¢ uma k-forma definida em N, entao o pullback de w por f, denotado por
f*w, é a k-forma dada por

(P, sue) = wp (@), (), (dF), () ).
ondep € M euy,...,u, € T,M. Além disso, se g ¢ uma 0-forma, entao, por convencao,
ffg=golf.

Proposicao 5.3.5. Sejam M, N e V wariedades suaves. Sejam f: M — N uma
aplicagao suave, w e ¢ k-formas em N, g: N — R uma O-forma em N eh: V — M
uma aplicagao suave, entao valem as sequintes propriedades:

o [flwtp)=fw+

o [*(gw) = [*(9)f"w;

e sep1,...,pr sdo 1-formas em N, entao f*(o1 A ..., App) = [ (1) A A f*(or);
o [flwhw)=(frw)A(fe);

o (fog)w=g"(fw).

Definicao 5.3.6. Seja w = ZI: ardr; uma k-forma na variedade suave M. A derivada

exterior dw de w é definida por

dw = Zdal A dxg.
I

Proposicao 5.3.7. A derivada exterior goza das sequintes propriedades:

o d(wy + we) = dwy + dws, onde wy e we sao k-formas;

e dwNAhp)=dwNep+ (—1)kw Adp, onde w € uma k-forma e ¢ é uma s-forma;
o d(dw) = d*w = 0;

e d(f*'w) = f*(dw), onde w € uma k-forma na variedade suave N e f: M — N €
uma aplicacao suave, onde M € uma variedade suave.
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A Derivada de Lie e a Formula de Cartan

Definicao 5.3.8. A derivada de Lie de uma k-forma w com respeito ao campo vetorial

X é a k-forma p

Lxo = ((#)')

Y

t=0

onde ¢! é o fluxo de X.

Observacao 5.3.9. Em particular, quando estamos com uma 0-forma ¢, temos

= X(9).

d
Lxg=—(g0¢") -

dt

Observagao 5.3.10. Da definicao acima, segue que

d,, () w — () w
(@) w)]_ =lim
iy o) w — () w
t—0 t
 lim ()" ((¢")w) = (¢")w
150 t
) (P w—w)
= lim - = (¢") " Lxw,

isto é,

d ) * ) *

L)) = () L
Definicao 5.3.11. Seja w uma (k + 1)-forma. O produto interior de um campo vetorial
X e w ¢ a k-forma

ixw=w(X,(),..., ().

Observacao 5.3.12. Uma propriedade importante do produto interior é que dado
uma k-forma w e uma [-forma 1), entao

ix(wAY) = (ixw) A+ (1) w A (ix).
Para a demonstragao dessa propriedade veja, por exemplo, o lema 14.13 de [3].

Proposicao 5.3.13 (Férmula de Cartan). Sejam w wma k-forma e X um campo
vetorial definidos em uma variedade de dimensao n. Entao a derivada de Lie de w com
respeito a X €

ﬁXw = ixdw + d(ixw),

onde d denota a derivada exterior.

Demonstragao. Como localmente toda forma diferencial é dada como combinagao
linear de produtos exteriores de O-formas g e suas derivadas exteriores dg, entao iremos
dividir nossa prova em trés passos. No primeiro passo provaremos que a formula é
valida para uma O-forma g. No segundo passo provaremos que cada lado da féormula
comuta com a derivada exterior d. Por fim, no terceiro passo, mostraremos que se a
formula é valida para w e 1, entao ela é valida para w + ¥ e w A .
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Primeiro Passo.
Seja g uma 0-forma. Como

Lxg=X(g), ixdg=dg(X)=X(g9) e ixg=0,

temos que
Lxg = X(g) =ixdg=ixdg+d(ixg).

Logo, a férmula é véalida para O-formas.

Segqundo Passo.
Seja w uma k-forma. Note que

d(ixdw + d(sz)) = d(ZxdW) + d(d(lxbd)) = d(ZdeJ) = ixddw + d(ideJ),

isto é, o lado direito da férmula comuta com a derivada exterior. Por outro lado, se
(O)'w=>as(x,t)dry, com J = (ji,...,5x),51 < Jo < -++ < jk, entao
J

- “ £ * . an
dEXw—d<dt((g0) w) t:()) —d< ot —(x, O)da:J>
. 82aJ
= zj: Z axlat(l‘,O)de‘l VAN d'IJ
_Zat<z B, thdl’l/\dl’J>
_Z daJ/\d.iEJ )
=0

- %(dw)*w)) = 4 ((¢) i)

isto é, o lado esquerdo da féormula comuta com a derivada exterior.

t=0

= Ede,

t=0

t=0

Terceiro Passo.

Suponha que a féormula seja valida para uma k-forma w e uma [-forma 1), entao ela é
valida para w + 1, pois a derivada de Lie, a derivada exterior e o produto interior sao
lineares. Além disso, note que

ixd(w A ) = ix (dw A+ (—1)Fw A d¢> = ix(dw A ) + (—1)Fiy(w A dib)
= (ixdw) AN+ (1) dw A (ixy) + (1) (ixw) A dip + w A (ixde)
lix(w A ) = d((ixw) A+ (~)'w A (ix0) ) = d((ixew) A9) + (~D d(w A (ix1))
= d(ixw) A + (—1)" ixw) Ady 4+ (=1)Fdw A (ix0) +w A d(ixd).
Logo, uma vez que

(=D dw A (ix0) + (—1) dw A (ixh) = 0
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(=) M (ixw) Adp + (=1)*(ixw) A dyp = 0,

temos que

’ixd(w N 1/1) + d(’lx<w VAN ”Lp)) = ide AN "Q/J +wA (Zxdw) + d(zxw) A w +wA d(ZXQ/})
= (ide + d(zxw)) A ¢ +wA (ZXdlb + d(ZXw))
=LxwAY+wA Lx.

Por outro lado, temos

QU

= (@) e (')

Lxlwn9) = () @A)

t=0

d * * * d *
= () @)|_ A ) e+ () wn(()0)]
=LxwAY+wA Lx.
Portanto,
Lx(wA)=ixdwAY)+d(ix(wA)),
terminando assim a demonstragao. [

Definicao 5.3.14. A derivada de Lie de um campo vetorial Z com respeito ao campo
vetorial X é dada por

LxZ = %(dcp_t)(Z)

t=0'
onde ¢ é o fluxo de X.

Proposicao 5.3.15. Se X e Z sao campos vetoriais definidos na variedade suave M,
entio Lx7Z = [X, Z].

Para a demonstragao dessa proposigao veja, por exemplo, o teorema 9.38 de [3].
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