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Resumo

A existéncia de solugbes carregadas de buraco negro e buraco de minhoca em te-
orias escalares tensoriais gerais é bastante explorado na literatura, sendo tais solugoes,
em geral, somente possiveis para um valor negativo pro termo cinético do campo esca-
lar. Neste trabalho classificamos e analisamos as solucoes carregadas de buracos negros
e buracos de minhocas no sistema de Einstein-Maxwell na presenca de um campo esca-
lar, minimamente acoplado e sem massa. Essas solugoes descrevem buracos de minhoca,
singularidades nuas e uma classe restrita de buracos negros que podem conter até dois
horizontes de eventos com area superficial infinita e uma singularidade do tipo tempo.
Tais solugoes se encontram no referencial de Einstein, sendo possivel mapea-las no re-
ferencial de Jordan, onde o campo escalar apresenta um acoplamento nao minimo com
a geometria, por uma transformacao conforme. As solugoes classificadas neste trabalho
possuem algumas especificidades com respeito as solugoes encontradas no referencial de

Jordan, discutidas no texto.

Palavras-chave

Buracos Negros, Buracos de Minhoca, referencial de Einstein, referencial de Jordan,

Teorias Escalares Tensoriais, Campo Escalar.



Abstract

The existence of charged black hole and wormhole solutions in general tensor-scalar
theories has been extensively explored in the literature, with such solutions generally only
possible for a negative value of the scalar field’s kinetic term. In this work, we classify
and analyze charged black hole and wormhole solutions in the Einstein-Maxwell system
in the presence of a minimally coupled, massless scalar field. These solutions describe
wormholes, naked singularities, and a restricted class of black holes that can have up to
two event horizons with infinite surface area and a time-like singularity. These solutions
are found in the Einstein frame and can be mapped to the Jordan frame, where the scalar
field exhibits a non-minimal coupling to the geometry through a conformal transformation.
The classified solutions in this work possess certain specificities compared to the solutions

found in the Jordan frame, as discussed in the text.

Keywords

Black Holes, Wormholes, Einstein’s frame, Jordan’s frame, Scalar Tensor Theories,

Scalar Field.
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Introducao

A teoria da relatividade geral de Einstein é a teoria de gravitacao mais bem suce-
dida que temos. Ela nos forneceu uma nova forma de interpretar os efeitos da gravitacao,
comparada a gravitagao universal de Newton, nela temos uma descricao para gravidade
como um efeito geométrico do espaco-tempo. Publicada em 1915, a relatividade geral
descreve a relagao da curvatura do espaco-tempo com sua energia através das equagoes de
campo de Einstein, um sistema de equacoes diferenciais parciais nao lineares. Tal teoria
foi capaz de explicar a precessao do periélio de Mercurio, e até descrever fendmenos que
a fisica newtoniana nao consegue explicar, como o desvio da luz por objetos massivos e
as ondas gravitacionais, ambos confirmados observacionalmente. Em especial, a primeira
deteccao das ondas gravitacionais foi feita em 2015, cem anos depois da publicacao do
artigo de Einstein, pelos detectores LIGO e VIRGO [1|. Outras previsoes desta teoria
incluem a existéncia de objetos com propriedades interessantes, sendo eles: os buracos
negros e buracos de minhoca. Os buracos negros sao regioes do espago-tempo onde a den-
sidade de matéria é tao grande, gerando uma curvatura tao intensa, que a partir de uma
certa regiao, chamada de horizonte de eventos, nenhuma particula conseguiria escapar,
enquanto os buracos de minhoca seriam como pontes que conectam duas regioes distantes

do espago-tempo.

Em 1916, o fisico alemao Karl Schwarzschild encontrou a primeira solugao exata
para as equagdes de campo de Einstein [35], infelizmente falecendo no mesmo ano devido
a complicacoes da Primeira Guerra Mundial. A solucao de Schwarzschild descreve o
espago-tempo na regiao externa de uma distribuicao esfericamente simétrica e estatica.
Uma importante caracteristica dessa solucao é o raio de Schwarzschild, uma regiao do
espaco-tempo que divide uma parte interna de uma externa. Essa solucao é a primeira
a descrever um buraco negro, uma singularidade protegida pelo horizonte de eventos,
com apenas um parametro (sua massa). Apos Schwarzschild, diversas outras solugoes
de buracos negros foram encontradas, em especial as solugoes de Reissner-Nordstrom,
Kerr e Kerr-Newman. No meio do século XX, o estudo de buracos negros comecou a se
consolidar como uma linha independente de investigacao. Na década de 1970, o estudo da
termodinamica desses objetos comecou a apresentar resultados com os trabalhos de Jacob

D. Bekenstein [2] e Stephen W. Hawking [29], que definiram as leis da termodindmica dos



buracos negros, sua temperatura e entropia. Hawking também provou que buracos negros
poderiam evaporar por meio de um processo de criacao de particulas a partir do vacuo
quéntico [31], gerando uma radiagdo que leva seu nome. Esse objeto foi considerado por
um longo periodo objeto puramente tedrico, até que a primeira imagem de um buraco
negro foi revelada pelo EHT (Event Horizon Telescope) [13]. Esse projeto de colaboragao
internacional também revelou uma imagem do buraco negro supermassivo no centro de

nossa galaxia [14], deixando poucas duvidas sobre a existéncia de buracos negros.

No mesmo ano em que a solucao de Schwarzschild foi publicada, Ludwig Flamm
[24] publicou um artigo em que ele observou que o espago-tempo de Schwarzschild poderia
descrever uma “ponte” entre dois universos ou partes distantes do mesmo universo, o que
corresponderia a ideia moderna de um buraco de minhoca. Em 1935, Einstein e seu colega
Nathan Rosen foram os primeiros a levar a ideia de Flamm a sério e tentaram construir
um modelo geométrico para uma particula fundamental que nao tivesse singularidades
[20]. Para isso, eles removeram a singularidade da solu¢do de Schwarzschild, obtendo
uma configuragao de espago-tempo que tinha a caracteristica de uma ponte entre duas
regioes assintoticamente distintas, conhecida como ponte de Einstein-Rosen. No entanto,
John Archibald Wheeler e Robert W. Fuller demonstraram [25] que a ponte de Einstein-
Rosen ¢ instavel e entraria em colapso mais rapidamente do que o tempo necessario para

a luz atravessa-la.

Apos o trabalho de Einstein-Rosen, o tema foi abandonado por cerca de vinte anos,
até o trabalho de Misner e Wheeler em 1957 [32], no qual o termo “buraco de minhoca”
foi introduzido e o tema voltou a ser discutido, levando a diversas solucoes de buracos
de minhoca. Uma das solugoes mais simples que descreve esse tipo de espaco-tempo foi
obtida, de forma independente, por K. Bronnikov e F. Ellis [5, 21|, usando um sistema de
vacuo na presenca de um campo escalar livre do tipo fantasma com energia negativa. No
entanto, essa solucao apresenta um problema para um objeto que tente atravessa-la, pois

a forca de maré poderia destrui-lo. Além disso, essa solucao é instavel, o que significa que

pequenas perturbagoes podem destruir toda a configuracao.

A ideia de buracos de minhoca atravesséveis foi abordada no trabalho de Morris
e Thorne de 1988 [33] como uma ferramenta mateméatica para o ensino da relatividade
geral, descrevendo o que seria necessario para uma civilizagdo avangada construir um
buraco de minhoca que fosse de fato atravessavel. O que podemos concluir a partir dos

estudos desses objetos é que sua existéncia exigiria uma forma de matéria “exética” que



violasse as condicoes de energia, possuindo uma pressao negativa necessaria para sustentar
a“garganta”’ do buraco de minhoca aberto!. Até o momento, nao conhecemos nenhum tipo
de matéria que possua tais propriedades, embora existam candidatos como a constante
cosmologica e o efeito Casimir. Apesar de serem objetos muito interessantes, os buracos

de minhoca continuam sendo puramente teéricos.

Solugdes de buracos negros (BN) e buracos de minhoca (BM) ja foram encontradas
em relatividade geral na presenca de varios campos e em diversas teorias de gravidade
modificada. Os campos escalares sao os mais simples que podemos adicionar a relatividade
geral. No entanto, sua presenga favorece o surgimento de singularidades nuas (solugoes
com uma singularidade na auséncia de um horizonte de eventos) em vez de BN e BM,
a menos que o campo escalar possua energia negativa. KEsse comportamento também
ocorre em teorias escalares tensoriais, dependendo do acoplamento do campo escalar com

a gravitacao ou outros campos.

Podemos citar como exemplo a teoria de Einstein-Maxwell-dilaton (relatividade
geral na presenca de um campo escalar acoplado nao minimamente com o campo eletro-
magnético), que contém solugbes de BN e BM apenas para o campo escalar com energia
negativa [11, 12, 26, 27]. Campos escalares minimamente acoplados foram considerados
pela primeira vez por Fisher [23], levando em conta um campo com energia associada posi-
tiva, resultando apenas em solug¢oes com singularidades nuas. Foi Bergmann e Leipnik 3]
que primeiro consideraram o campo escalar como sendo fantasma (com energia negativa),
o que levou a solugoes mais ricas. Essas duas solugoes foram redescobertas vérias vezes

posteriormente.

Um estudo do sistema de vacuo-escalar, incluindo acoplamentos nao minimos, foi
realizado por Bronnikov [5], que identificou estruturas de BN e BM. O que se pode observar
com esses estudos de configuracoes escalares é que os BM podem ser atravesséaveis, sendo
desprovidos de horizontes. No entanto, a densidade de energia em sua garganta seria
negativa, enquanto os BN possuiriam propriedades peculiares, como gravidade superficial
nula e area superficial infinita. Isso implica, de acordo com a termodinamica de BN, em
uma temperatura Hawking nula e entropia infinita. Esses BN foram denominados buracos

negros frios (BNF) devido a essas propriedades.

1O termo “garganta” refere-se i regido de raio minimo do buraco de minhoca que conecta as diferentes
regioes assintoticas



Solugoes carregadas da teoria de Brans-Dicke foram extensivamente estudadas em
[7]. Nesta teoria, o campo eletromagnético é minimamente acoplado a gravidade, enquanto
o campo escalar nao é. Todos os BN, BM e singularidades nuas foram identificados, sendo
que BN e BM estao presentes somente no caso em que o campo escalar possui energia

negativa.

Teorias escalares tensoriais, como a teoria de Brans-Dicke, em que o acoplamento
entre o campo escalar e a gravidade é nao minimo, podem ser mapeadas em uma teoria
com acoplamento minimo por meio de uma transformacao conforme. Nos casos em que
o campo escalar é nao minimamente acoplado, dizemos estar trabalhando no referencial
de Jordan. Por outro lado, quando é minimamente acoplado, é chamado de referencial
de Einstein. As equacoes geralmente sao mais faceis de serem estudadas e resolvidas no
referencial de Einstein. Dessa forma, podemos encontrar solu¢oes no referencial de Jordan
por meio de uma transformacao conforme de uma solu¢ao no referencial de Einstein, e

vice-versa.

Neste trabalho, o objetivo foi revisar o problema abordado em [7], estudando e
caracterizando as solugoes carregadas (na presenga de campo eletromagnético) estaticas
e esfericamente simétricas, mas no referencial de Einstein. Novamente, os BN e BM sao
encontrados somente no caso do campo escalar fantasma. Caso contrario, temos apenas
singularidades nuas. Além de complementar o estudo realizado em [7], nosso objetivo
foi destacar as propriedades das solugoes, seu contetudo fisico e o papel desempenhado
pela transformagao conforme, bem como suas principais consequéncias na transicao do

referencial de Jordan para o de Einstein.

Por exemplo, ao contrario do caso original de Brans-Dicke, com seus diferentes
tipos de estruturas de BN, existem apenas duas classes possiveis de BNs: uma com dois
horizontes e outra com um tunico horizonte, apresentando caracteristicas semelhantes ao
BN de Reissner-Nordstrém, nao extremo e extremo. Em ambos os casos, a singularidade
central é temporal (portanto, repulsiva), o que pode estar relacionado a presenga do campo
eletromagnético. Ambas as solugdes possuem horizontes de eventos com érea superficial
infinita (chamados de buracos negros frios), o que pode estar associado & presenga de um
campo escalar fantasma. A classe de solugoes de BM também requer um campo escalar
fantasma, mas é regular, ou seja, sem horizontes ou singularidades. Esse estudo resultou

na publicacao de um artigo [22].



No que se segue, no Capitulo 2 é feita uma revisao da fundamentacao matematica
da relatividade geral, introduzindo alguns conceitos importantes da geometria diferencial.
No Capitulo 3, é apresentado o conceito de espagos-tempos estaticos e esfericamente
simétricos, e como podemos classificar tais espacos-tempos em BN, BM e singularidades
nuas. Sao revisadas as solu¢oes de buraco negro de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom,
bem como a ponte de Einstein-Rosen. No Capitulo 4, discute-se sobre teorias escalares
tensoriais, com énfase nos referenciais de Einstein e Jordan, e como relacionamos esses
referenciais. Também é realizada uma analise das solu¢oes de vicuo na presenca de um
campo escalar livre, apresentando as solugoes de Fisher e anti-Fisher. O Capitulo 5 é uma
revisao do artigo [22], no qual é feita uma andlise das solugoes de vacuo na presenga de
campo escalar livre e campo eletromagnético no referencial de Einstein. Por ultimo, no

Capitulo 6, temos a conclusao, na qual sao discutidos os resultados deste trabalho.



Teoria da Relatividade

Geral

2.1 Fundamentacao matematica

A teoria da relatividade geral é uma teoria geométrica formulada por Einstein em
1915, na qual o espaco e o tempo se tornam uma unica entidade geométrica chamada
variedade, da qual podemos extrair sua curvatura, relacionada a densidade de matéria e
energia por meio das equagoes de Einstein. Os fundamentos matematicos da relatividade
geral baseiam-se na geometria diferencial e sao amplamente abordados em diversos livros
e monografias, tais como [15, 30, 34, 36, 38|, entre outros. Neste capitulo, sdo revisados
alguns dos principais fundamentos da geometria diferencial necessarios para o estudo da

teoria de Einstein.

2.1.1 Variedade, vetores e tensores

Vamos comegar pelo espaco-tempo, o qual é considerado uma variedade, M, este
objeto é definido como um conjunto de pontos p € M, onde, para cada ponto, temos uma
vizinhanga U,, um subconjunto aberto, e um homeomorfismo (mapeamento que preserva
todas as propriedades topolégicas do espago) com o espago Euclidiano, R™, ou seja, pode-
se definir um sistema de coordenadas z*(p)' em uma certa vizinhanca. Como cada ponto
na variedade possui uma vizinhanca, onde podemos definir um sistema de coordenadas,
a principio, dois pontos podem nao ser mapeados pelo mesmo sistema de coordenadas,
ou um ponto pode aceitar mais de um sistema de coordenadas. Considere um ponto
qualquer que aceite dois sistemas de coordenada, z* e x'*, caso exista uma transformacao

de coordenadas tal que

at — o', D O R ) (2.1)

1O indice u se refere a cada coordenada do ponto e assume os valores de 1 =0,1,2,3,...,n — 1 sendo
n a dimensao da variedade.



onde f* sao fungoes suaves (de classe C*?) e invertiveis, a variedade ¢ dita diferenciével.
Assim a relagao de transformagao acima, pode ser escrita na forma diferencial da seguinte

forma
"o fH "L O ox'*
d i — —d v __ d vo__
v oz v — oxv v oxV

dz"., (2.2)

v=1
sendo a matriz dx'*/0z" conhecida como matriz jacobiana e utilizando a notagao de
Einstein, onde sempre que um indice aparecer repetido na expressao subentende-se que

h& uma soma de 0 até n — 1, sendo n a dimensao da variedade.

Para introduzir vetores em variedades diferenciaveis utilizamos a ideia de desloca-
mento infinitesimal, ou vetor tangente. Considere uma curva suave z#(\) em M, para-

metrizada por A, o vetor tangente a essa curva no ponto p é definido como

u_ dz'(p)
XH = — (2.3)

Aplicando uma transformagao de coordenadas neste vetor, temos que ele se transforma

da seguinte forma
_dz™ Oz dx” O™

17 /_ — — 14
X = = awax ot @) (24)

Essa lei de transformacao nos define o que chamamos de vetor contravariante. Por outro

lado, considerando uma fungao escalar h(z*), podemos, a partir dela, definir outro vetor

Oh
b= (2.5)
que se transforma da seguinte forma
Oh ox” Oh  Ox"
no__ _ _
Yulr) = ox'm — Qx'm Ozv amey(m). (2:6)

Note que a forma que esse vetor se transforma ¢ diferente de (2.4). A quantidade que

dz¥ 4
oar © 8

se transforma conforme a relagao acima, é chamada vetor covariante, e a matriz
inversa da jacobiana. Dessa forma, vetores em variedades diferencidveis, sao definidos a
partir de suas leis de transformacao. Outra quantidade definida também a partir de suas

leis de transformagoes sao os tensores. Pode-se dizer que vetores e escalares sao tensores

2Uma funcdo de classe C* é uma funcdo que pode ser diferenciada infinitamente. Funcdes dessa classe
também sao chamadas de fungoes suaves.
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de ordem 1 e 0, respectivamente. Tensores de ordem maiores sao escritos com mais de

um indice, de forma que, um tensor de ordem (k,[) tem o seguinte formato

Tal’a27m’ak51ﬁ27--~751' (2'7)

#F componentes. Assim como os

Sendo n a dimensao da variedade, o tensor a cima possui n
vetores, os tensores com apenas indices sobrescritos sao chamados contravariantes e os com
indices subscritos sao covariantes. Porém, os tensores podem ter tanto indices sobrescritos
quanto subscritos, nesses casos sao chamados tensores mistos. A lei de transformacao

dessas quantidades é similar a dos vetores, sendo

k l
Ox'ia Oz
Tm7M27m7ukl/1,1/27~--,l/l (x/> = Z Z —Tm’a%”.’akﬁl,ﬁz,m,ﬁl (x) (28)

Sabendo que os tensores se transformam segundo a expressao acima, é possivel provar que

a soma e a multiplicacao de tensores também é um tensor, ou seja,

A%, = B, + C%,, T',5 = X'V, (2.9)

Outra propriedade importante dos tensores é a simetria com respeito a troca de
indices. Dizemos que um tensor é simétrico quando X,3 = Xpg,, € antissimétrico quando
X = — X" Dessa forma, podemos estabelecer uma notagao que caracterize essas

simetrias. Por exemplo, a parte simétrica de um tensor X, ¢ dado por

1
X(/uz) = 5 (Xpy + Xy,u) y (210)
enquanto a parte assimétrica é dado por
1
Xjw) = B) (X — Xup) - (2.11)

A notagao acima s6 existe para indices de mesma classificacao, ou seja, apenas indices

contravariantes ou apenas indices covariantes.

Um tensor de ordem (p, q) pode ser reduzido a um tensor de ordem (p — 1,q — 1)

a partir da operacao de contracao de indices. Dado um tensor misto 7'“,,z, podemos
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contrair os indices « e v para obter o tensor 7),5. A contragao ¢ equivalente a multiplicagao

por um delta de Kronecker, definida como

1, =,
=y " (2.12)
0, p#v,
logo
T*up0s = Tup- (2.13)

A contracao so é possivel para indices distintos, covariantes com contravariantes ou vice-
versa. Note que caso o tensor seja de ordem (1,1), a contragdo de seus indices nos
fornecera um tensor de ordem 0 (um escalar), e utilizando da propriedade de multiplicagao

de tensores (2.9), podemos escrever
X = X, = A B = ¢, (2.14)

onde ¢ é um escalar. Logo, a contracao de um vetor contravariante por um covariante re-
presenta a operacao de produto interno entre vetores. Como consequéncia dessa descri¢ao

podemos expressar a ortogonalidade e a norma de vetores como
A,B* =0, A A® = A% (2.15)

respectivamente. Porém, para construir um vetor covariante é utilizado uma funcao esca-
lar de um vetor contravariante dessa forma, temos que com o mesmo vetor contravariante
pode-se construir diversos vetores covariantes, dependendo da escolha da funcao escalar.
Isso representa uma degenerescéncia no conceito de norma, que s é solucionada com a
métrica, o qual é um tensor que mapeia unicamente um vetor covariante na sua versao

contravariante.

2.1.2 Meétrica

Na geometria Euclidiana, a distancia entre dois pontos infinitesimalmente proxi-

mos, no espago tri-dimensional, e em coordenadas cartesianas, é escrita como
ds® = da® + dy* + d2*. (2.16)
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Podemos escrever a mesma distancia em coordenadas esféricas, usando a transformacao

de coordenadas
x=rsinfcosp, y=rsinfsing, e z=rcosh. (2.17)
Assim, a distancia ds? obtém o seguinte formato
ds* = dr* + r*df* + r* sin® 0d¢?. (2.18)
Dessa forma, com o auxilio da notacao tensorial de Einstein, podemos escrever ds? como

ds?® = g, (z)dz"dz” 2.19
”w

onde g, ¢ chamado tensor métrico, ou simplesmente métrica, e ela definird a geometria
da variedade, sendo que suas componentes dependem do sistema de coordenadas utili-
zado. Em geral, uma variedade diferencial dotada de uma métrica nos permite definir a
nocao de distancia. Como a distancia entre dois pontos, ds?, deve ser um invariante por

transformacoes de coordenadas, temos que

ox# ox”

ds*(z') = ds*(x) — g, da"da’ = 908570 5778 da'*dx'"?, (2.20)
logo
Oxt Ox”
G = G g I (2.21)

Conforme a lei de transformacao acima, a métrica é um tensor covariante de ordem 2.
Ainda temos que, segundo a equacao (2.19), g, deve ser simétrico com relacdo a troca
de posi¢ao dos indices. Dessa forma, o tensor métrico g, pode ser representado por
uma matriz quadratica de ordem n, sendo n a dimensao da variedade. Além disso, o
determinante da métrica, g = det(g,, ), deve ser nao nulo, permitindo que exista a inversa
9, que satisfaz

9us9zn = 0, (2.22)

Como o delta de Kronecker nao depende do sistema de coordenadas, segundo sua defini¢ao

(2.12), a inversa da métrica g, deve se transformar da forma inversa de g,, para que a

2.1 Fundamentagao matematica
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expressao acima seja verdadeira. Entao, a inversa da métrica é um tensor contravariante

de ordem 2, e podemos escrever a relacao acima como:

gwgﬁfzég (2.23)

Considere agora dois vetores, um contravariante e um covariante, definidos a partir
das multiplicacoes

Xt =gl'*A, e Y, = g,,ﬁAﬁ. (2.24)

Agora, o produto escalar desses dois vetores, utilizando a propriedade de simetria e a

relagao (2.23) da métrica, resultara em

X"Y, = ¢"gp A A° = AFA,, (2.25)
onde podemos concluir que

At =gl A, e A, = guA”. (2.26)

Entao, a métrica nao s6 define a geometria de uma variedade, mas também relaciona de
forma tnica um tensor contravariante com seu equivalente covariante. Em outras palavras,
a métrica pode ser usada para “levantar” ou “abaixar” indices. E definindo ¢ como sendo

o determinante de g,

g = det(g,w), (2.27)

temos que o elemento de volume na variedade induzido pela métrica é

dV = /|g|dz" ... dx". (2.28)

Como a métrica pode ser representado por uma matriz quadrética, portanto, o
teorema da inércia de James Sylvester pode ser aplicado. Este teorema afirma que uma
transformacao de coordenadas nao altera o nimero de componentes diagonais positivas,
negativas e nulas de uma matriz quadratica. Por sua vez, as componentes diagonais
determinam o que se chama de assinatura da métrica, uma caracteristica independente
do sistema de coordenadas. Variedade dotadas de uma métrica onde a assinatura seja

unicamente positiva, é chamada de Riemanniana. Caso contrario, se a assinatura da

métrica possuir uma ou mais componentes diagonais com entrada negativa, ela é chamada

2.1 Fundamentagao matematica
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Figura 2.1.: Cones de Luz formado por vetores nulos em um ponto p e ¥ uma hipersuperficie
a t = constante. Dentro dos cones temos vetores do tipo tempo, enquanto, fora
temos vetores do tipo espago.

Lorentziana ou pseudo-Riemanniana. No caso da relatividade geral, o espago-tempo é uma
variedade diferencial pseudo-Riemanniana quadri-dimensional, onde a métrica possui a

assinatura (—,+,+,+), ou (4, —, —, —), a depender da convencao.

Para uma variedade dotada de uma meétrica Lorentziana, os vetores nao nulos
em um certo ponto p podem ser divididos em trés classes, sendo vetores do tipo tempo
(timelike), do tipo espago (spacelike) e do tipo nulo, dependendo se sua norma ¢é positiva,
negativa ou nula, respectivamente. Os vetores nulos formam uma cone duplo em p que
separa os vetores do tipo tempo e espago, como mostra a figura 2.1. Estes cones duplos
definem os cones de luz de uma particula, e todos os pontos dentro deste cone estao ligados

causalmente.

2.1.3 Derivada covariante

Nessa sec¢ao veremos como funcionam as operagoes diferenciais em vetores e tenso-
res nas variedades diferenciais. Ja vimos que a atuacao de uma derivada parcial em um
escalar gera um vetor covariante (2.5), porém a derivada parcial de um vetor nao é um
tensor. Isso porque a propria definicao de derivada envolve avaliar um objeto em dois

pontos distintos, enquanto um tensor é um objeto definido em um ponto da variedade.

2.1 Fundamentagao matematica
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Podemos verificar também que a lei de transformacao da derivada parcial de um vetor

nao satisfaz a lei de transformagao de um tensor,

0 ox® 0%’ ox® 0z’ 0O
v - 2 B B
(%’“X (@) = ox'm Oz OxP () + ox'm 0P Oxe (7).

(2.29)

Para obter uma operagao diferencial que tenha um carater tensorial, considere um vetor

qualquer, V#(z®), calculado em um ponto z® infinitamente proximo de outro ponto x'®.

Como na vizinhanga de um ponto sempre podemos considerar que o espago é euclidiano,
dessa forma temos que z’® = z® + Jx?, sendo dz® << z®. Usando o teorema de Taylor

para expandir o vetor V* em 2'*, em primeira ordem,
VH(x™ 4 61%) & VI (z®) + V* 502°, (2.30)

onde usamos a notagao V* 5 = OV#/dxP. Agora deslocando paralelamente o vetor V# de

x® até 2’“ teremos um novo vetor V*, onde

V= VH(a®) 4+ 5§V (2.31)

Este novo vetor s6 pode depender do vetor antigo V* e da distancia dz®, assim

escrevernos

§VH = —Th VP6a®, (2.32)

onde FZB ¢ uma quantidade a ser determinada e o sinal negativo é devido a convencao.

Tomando a diferenga entre o vetor expandido (2.30) e o vetor deslocado (2.31), temos
VH('Y) — VI = VH 562 — VI = VP 3627 + FgﬁVﬁ&ca. (2.33)

Podemos definir agora a derivada covariante do vetor V* como

B(gloy — VH VH 3028 +TH VB
Vovh = qi VR of , (2.34)
520 dxe 5240 oxe
logo
Vg =VH o+ Th VP (2.35)
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Figura 2.2.: Esquema representativo da variacdo do vetor V* ao longo da curva.

onde ¢ usado a seguinte notacao V*,, = V,V*#. Como buscamos uma operagao diferencial

que retorne um tensor a quantidade Fzﬂ deve se transforma da seguinte forma

o ox'* Oz Ox° _,  Ox* Ox¢ M
B 9pA Qg Qa'BT O xta OB dardxe

(2.36)

Note que a quantidade Fgﬁ nao ¢ um tensor, devido sua lei de transformacao diferir a
de um tensor. Qualquer quantidade que se transforme como a relacao acima é chamada
conexao. Segunda a lei de transformagao da conexao, a sua parte assimétrica se transforma

como um tensor de ordem (1,2),

1
apb = Fﬁlﬁ] - 5 (Fgﬁ - Fua) ) (237)

I e 90
Este tensor é chamado torc¢ao e é muito importante, por estar diretamente relacionado com
o principio de equivaléncia. No caso da tor¢ao ser nula pode-se mostrar que a variedade
¢ localmente plana e assim implicaria na anulagao local dos efeitos da gravidade. Por
outro lado, caso a torcao seja nao nula temos que a variedade nao é localmente plana, e

assim nao é possivel definir um referencial inercial. Devido a isso, a relatividade geral é

formulada assumindo que a torgao é nula.

2.1 Fundamentagao matematica
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Como a derivada parcial de um escalar pode ser usada para definir um tensor de

ordem 1, (2.5), a derivada covariante de uma fungao escalar é a propria derivada parcial,

Pia = Pa- (239)

Também foi mostrado que podemos obter um escalar a partir da contragao de dois vetores,
¢ = A,B". Entao, da relacao acima, exigindo que a derivada covariante satisfaca a regra

de Leibniz, temos que
ApaB" + ABY = Ay o B + A B, (2.40)

Substituindo a definigdo da derivada covariante de um vetor contravariante (2.35), obte-

1110S

Apo = Ao — T8 Ag. (2.41)

Qo

Semelhantemente podemos deduzir a expressao geral da derivada covariante, usando ten-
sores de diferentes ordens para obter um escalar e assim usar a relagao (2.39). Portanto,
para um tensor de ordem ([, k) a expressao da derivada covariante desse tensor é

ViseVk i ViseolVk o ooVl T i 1.3V 7€

1 k
T e DA (e gh ) 3T (g (2.42)
i=1 =1

com o delta de Kronecker sendo contraido com o tensor 7.

2.1.4 Curvatura

A curvatura de uma dada variedade é a quantidade pela qual uma curva se desvia de
ser uma linha reta, ou uma superficie se desvia de ser um plano. Logo, podemos notar que
a conexao pode nos fornecer uma ideia de curvatura, dado que el4 mede o quanto um vetor
falha ao ser transportado paralelamente ao longo de uma curva na variedade. No entanto,
este objeto nao é um tensor, ou seja, ele nao é invariante por transformacgoes de coordenada,

fazendo com que ele nao forneca uma boa nocao de curvatura. Porém. podemos utiliza-lo

2.1 Fundamentagao matematica
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para construir uma quantidade invariante que nos forne¢ca uma boa noc¢ao de curvatura,

tome, por exemplo, a segunda derivada covariante de um vetor qualquer,
A A A A
At g = (A‘ﬂa + It A ),B + F’;ﬂ (A ot FWAW) —I'os (A“,A + Fﬁ/‘/\AW) ) (2.43)

Comutando os indices a e (3, assumindo que as derivadas parciais comutam entre si,
A* o5 = A* 54, tem-se que

Aoy = —RP30p A (2.44)

onde ¢ introduzido o tensor de Riemann, definido como
RM)\OC/B = Fl)fﬁ,a - Fl)fa,,B + Pgariﬁ - Pgﬁ Ka' (245)

Esta quantidade é de fato invariante por transformacoes de coordenadas e é nulo para
variedades planas. Por essa razao o tensor de Riemann também é usualmente chamado

de tensor de curvatura de Riemann.

4

Para uma variedade de dimensao n, o tensor de Riemann possui n* componentes,

logo, para n = 4 ele terd 256 componentes. Contudo, véarias dessas componentes nao
sao independentes, devido as suas simetrias. Usando a métrica para escrever o tensor de

Riemann em sua forma covariante, podemos listar suas propriedades como sendo:

1 Anti-simétrico nos dois primeiros e tultimos indices,

Rnyas = Burap) = 0; (2.46)

2 Simétrico em relacao a troca do primeiro par de indices com o segundo,

Ru,\oé//g7 = Ragu)\; (2.47)

3 Para variedades com torcao nula, satisfaz a primeira e segunda identidade de Bianchi.

A primeira identidade é escrita como

1
Ryrajs = 57 (Buxas + Raaus + Boprs = Rapap = Buars = Ranus) = 0. (2.48)

2.1 Fundamentagao matematica
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Onde, usando a primeira propriedade, a identidade acima pode ser escrita como
Ru)\aﬁ + RMB}\OA + R,uozb’)\ = 0. (249)

A segunda identidade é similar a primeira, porém envolve a derivada covariante,
sendo escrita como

V[O'RM)\]O(,B = 07 (250)

onde podemos usar das propriedades anteriores para escrever a equacao acima como
Ru/\aﬁ;a + RMM;B + R;Mﬁﬂ;a = 0. (2-51)

A partir do tensor de Riemann, podemos definir outras quantidades relacionadas
a curvatura de uma variedade. Contraindo o primeiro e terceiro indices com a métrica,

obtém-se o tensor de Ricci,

R = 9°" Raypo. (2.52)

Esse tensor é simétrico por construcao. Uma segunda contracao com meétrica fornece o
escalar de Ricci,

R=g"R,,. (2.53)

Contraindo os indices da segunda identidade de Bianchi, e usando as propriedades

do tensor de Riemann e Ricci, obtém se a seguinte equagao:

1
VG =0, onde G, =R, — EQWR. (2.54)

O tensor G, ¢ conhecido como o tensor de Einstein que, assim como o tensor de Ricci, ¢

simétrico por construcao.

Podemos ainda usar o tensor de Riemann para construir o escalar de Kretschmann,

definido como a soma dos quadrados de todos os termos nao nulos do tensor de Riemann,
K = Rapu RO, (2.55)

Quando estudamos uma variedade, é importante saber se todos esses tensores sao
finitos, ou seja, se a variedade é regular, em todos os pontos ou se contem alguma singu-

laridade de curvatura, onde pelo menos um deles é infinito. O escalar de Kretschmann,

2.1 Fundamentagao matematica
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em muitos casos, é¢ o melhor invariante de curvatura para checar a regularidade da varie-

dade.

2.1.5 Geodésicas

Em uma variedade qualquer, as curvas sao caminhos que conectam dois pontos
quaisquer. No caso euclidiano, podemos citar as retas, sendo as curvas que representam
a menor distancia entre dois pontos e tendo o vetor tangente paralelo a ele mesmo em
qualquer ponto da curva. Neste caso dizemos que a reta transporta paralelamente seu
vetor tangente. Podemos usar a ideia de transporte paralelo para generalizar as retas para
variedades mais gerais. Seja x#(\) uma curva em uma variedade qualquer, em que A é o
seu parametro, o vetor tangente a essa curva é dado por

dxt(N)

v =
dA

(2.56)

Dessa forma, fazendo o transporte deste vetor ao longo da curva, o vetor transportado so
seré paralelo ao original caso a diferenca entre ambos for perpendicular ao vetor tangente

inicial, ou seja, o vetor tangente deve satisfazer a seguinte equagao,
veve, =0. (2.57)

Usando a definicao da derivada covariante,

B
Ve @‘; + Ffww) =0 (2.58)

e a defini¢do do vetor tangente, (2.56), ficamos com

d?zP 5 dz®da”
+ - =
d\? T dX d\

(2.59)

As curvas que satisfazem esta equagao sao chamadas geodésicas afim, ou autoparalelas, e

neste caso a quantidade ng ¢ chamada de conexao afim.

2.1 Fundamentagao matematica
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Por outro lado, usando a ideia de curva que representar a menor distancia entre
dois pontos, tendo que em variedades dotadas de uma métrica temos que a distancia entre

dois pontos é dada pela integral do elemento de linha, (2.19),

s = /@:/W(M, (2.60)

Dessa forma, podemos usar do formalismo lagrangiano para obter uma equacao para esta

curva. Para simplificar as contas, podemos utilizar a seguinte integral

s = / Ld\ = / G VIV, (2.61)

que fornecerd o mesmo resulto da variacao de (2.60), sendo L a fungdo lagrangiana. A

partir da equacao de Euler-Lagrange,

oL d ( OL
C-YTENTY =0 2.62
ar  dx (aw) ! (2.62)
obtém-se
d*z® o dz” dx”
TV TUrTO 2.
FPCIRR BTN () W) S (2.63)
onde ¢ introduzido o simbolo de Christoffel, definido como
a 1 o
3 = 59 “(Gupy + G — 9By (2.64)
8

As curvas que satisfazem a equacgao (2.87) sao chamadas de geodésicas métricas. Entao, a
principio, temos duas classes distintas de curvas em variedades diferenciaveis, as geodésicas
afim e geodésicas métricas. No caso em que as duas classes descrevam uma mesma curva
identificamos a conexao como sendo o simbolo de Christoffel, e dizemos que a variedade é
dotada de uma conexao métrica. A igualdade entre essas quantidades é conhecida como

condicao de compatibilidade métrica, ou metricidade.

2.1.6 Desvio geodésico

Considere uma familia de geodésicas descritas pelas curvas z®(s,7), onde 7 é o

A . L . a
parametro afim das curvas e s especifica a curva geodésica. O vetor u® = %LT é tangente

2.1 Fundamentagao matematica
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as geodésicas e satisfaz a equagao ua;guﬁ = 0, por outro lado, o vetor £ = 85"’—: ¢é tangente
ao desvio entre a familia de geodésicas caracterizadas por s e ortogonal ao vetor tangente
as geodésicas, logo £“u, = 0. Pela defini¢ao desses vetores, temos que
du®  d&”
ds dr 8 & ( )
Agora vamos calcular a “aceleragao” do vetor de desvio £ ao longo das geodésicas,
dada pela segunda derivada do mesmo com respeito ao parametro afim da geodésica, ou
seja

T _ (e ), (2.66)

dr? ’
e utilizando das relagoes entre os vetores £“ e u® e a definicao do tensor de Riemann

(2.44), obtemos que

(5a;ﬂuﬁ);oua = (ua;ﬁfﬁ);aug = ua;ﬁagﬁug + ua;ﬁgﬁ;aug7
= ua;ggf'gu” — Raugau“fﬂu” + ua;ggﬁ;au”,

= (u"ou”),p — ua;auaﬂéﬁ - Rauﬁcuufﬁug + ua;ﬁéﬁ;aug~

O primeiro termo da equagao acima é nulo devido a equagao das geodésicas, enquanto o
segundo e o ultimo termo se anulam devido a relagao entre os vetores (2.65). Dessa forma,
ficamos com

d2 el
di = —R™ gou"u’. (2.67)

Esta é a equacao de desvio geodésico, ela nos mostra que a curvatura produz uma “acele-

racao” relativa entre geodésicas vizinhas, mesmo que elas comecem paralelas.

Vamos introduzir o tensor B,z = uq.g, que mede o quanto o vetor de desvio £*

falha em ser transportado paralelamente ao longo da familia de geodésicas u®,

& pu” = Bg¢”.
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Avaliando a evolugao do tensor B, ao longo das geodésicas u®,

o o
Baﬂ;au = Uq;poth

= (ua;oﬁ - Raﬂﬁaup)ua7

(e o (oa
= (Uazot”);p — Uarwtt’ g — Rappot”u’,

= —Bae B — Roppou’u’.

Definindo o escalar de expansdo como o trago do tensor B,g, ou seja, 8 = g*° B,g = u®.,,

temos que sua evolucao é dada pela equacao

do

= —B*’B,g — Rapu®u’. (2.68)

Esta equacao é conhecida como equagao de Raychaudhuri, e descreve a congruéncia de

uma familia de geodésicas.

2.1.7 Simetrias e Vetores de Killing

Costumamos pensar em simetrias quando temos uma invariancia sob algum grupo
de transformacao. Entao, as simetrias de uma variedade M estao associadas com os
grupos de transformacao que deixem invariante suas quantidades tensoriais. Campos
tensoriais podem ter diferentes grupos de transformacao, porém quanto temos alguma
simetria na métrica chamamos de isometria. No contexto de variedade plana, considere a

métrica de Minkowski,

ds® = dt* — da* — dy® — dz?, (2.69)

podemos identificar duas isometrias desse espaco, a de translacao (x# — x* + a*) e
de Lorentz (z# — A*,x"). Podemos identificar uma isometria verificando se a métrica ¢
independente de alguma das coordenadas. Digamos, por exemplo z*, dessa forma teremos
que

6bguu = 07 (270)

para b fixo temos a seguinte simetria: 2 — 2° 4+ a’. Isometrias dessa forma possuem

consequéncias na trajetoria de particulas testes, pois implica que a componente do vetor

b

tangente a trajetoria da particula na direcao z” é constante.
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Seja & um vetor onde, se o vetor tangente a uma curva em uma variedade qual-
quer for constante na direcao deste vetor, temos que *V,, = constante, e sua derivada

direcional seré
VOVL(VEE) =0 = VEVOVLE, + VOV VH = 0. (2.71)

Considerando a equacao da geodésica e a simetria na troca dos indices a e p1 na equagao
acima, chegamos a

V.l + V.6, = 0. (2.72)

Esta equacao é conhecida como equacao de Killing e os vetores K, sao chamados de
vetores de Killing sendo responsaveis por gerarem as isometrias. Nesse sentido, se temos
um objeto nessa variedade e movemos cada ponto dele na direcao do vetor de Killing a

distancia entre os pontos nao se altera.

2.1.8 Hipersuperficies

Em uma variedade quadri-dimensional podemos definir um hipersuperficie como
sendo uma subvariedade, podendo ser tanto do tipo tempo, espaco ou nulo. Uma hiper-
superficie especifica Y. é selecionada através da imposi¢ao de uma restricao nas coordena-

das,

em que y* = (y*,y? y?) sdo as coordenadas intrinsecas de . Por exemplo, uma esfera

em um espaco tri-dimensional pode ser descrita por
flay,z) =" +y* + 2" = R* =0,
ou pela parametrizacao

x = Rsinfcos¢, y= Rsinfsing, 2z = Rcos#.

2.1 Fundamentagao matematica

22



A partir da funcao que descreve essa hipersuperficie f(z®), podemos definir um
vetor normal a mesma como 0, f(z%). Dessa forma, caso ¥ seja nao nulo, podemos

introduzir o vetor unitario normal a > como

€fa «
o= l _1 3 nan g 6’ (273)
97 fu !
sendo € = —1 caso a hipersuperficie seja tipo espaco ou € = +1 caso seja do tipo tempo.

Para uma hipersuperficie nula temos que ¢"” f ,f, = 0, por isso nao ¢ possivel definir um

vetor unitario normal para a mesma. Neste caso utilizamos o vetor normal

ka = _f,a-

Como k, ¢é ortogonal a si (k,k* = 0), este vetor também é tangente a hipersuperficie

nula.

Também podemos introduzir uma métrica intrinseca a hipersuperficie > restrin-
gindo o elemento de linha confinados na mesma. Os vetores tangentes as curvas em 3 sao
definidos como

ox®

= 2.74
=G (274

e sao ortogonais aos vetores normais, esn, = 0 e ek, = 0. Dessa forma, para desloca-

mentos em Y, o elemento de linha pode ser escrito como
dst = gudxtdz” = hapdy®dy’,

sendo

ox# 0x”
hap = <9W8_ya8_yb> ) (2-75)

a métrica induzida em 3, ou primeira forma fundamental. FEste objeto se comporta
~ / pa
como um escalar para transformagoes x® — z%, porém se comporta como tensor sobe
~ ’ L.
transformacoes y* — y®. Note que agora podemos escrever a métrica do espago-tempo

CcOomo

g" = enfn” + hetel, (2.76)

sendo uma parte normal e outra tangente a hiperfuperficie X.
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Os tensores que sao puramente tangentes a hipersuperficie podem ser escritos

CcOomo
afB... __ pab... o pB
A= A" edey ...

Essa decomposicao implica que este tensor é ortogonal aos vetores normais a X, A%n, =

APng = ... = 0. Podemos observar também que os indices latinos “sobem” e “descem”

utilizando a métrica induzida. Seja A% um vetor tangente a X, a derivada covariante deste
vetor em X é definido como

Aa\b = Aa;ﬁegebﬁv

logo
A = Ay — TH A, ¢, = eleyecl” . (2.77)

A partir desta definicao é possivel estender para casos mais gerais assim como para a
derivada covariante normal (2.42). As quantidades A, sdo as componentes tangentes ao

vetor A%ef , € decompondo este vetor, usando (2.76),
Aa;geﬁb = (en®n, + h“ceaaew)A”;geﬁb,

Aa;geﬂb = Aa|b€aa + Enan“A“;ﬁeﬂb,

O primeiro termo do lado direito da equagao acima é tangente a ¥, enquanto o segundo

¢ normal a ela. Como A% é ortogonal a n®,

A%y =0 = A%gn, = —A%44p, (2.78)
e assim obtemos que

Ao‘;geﬁb = A%pe%, — e(eﬁbe“anu;g)A“na.
Agora podemos introduzir a curvatura extrinseca, ou segunda forma fundamental, como

Koy = Nalp = n,u;l/euaeybv (279)

e contraindo com a métrica induzida obtemos

K =h"K, =n%,.
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que representa a expansao de uma congruéncia de geodésicas que intersectam a hipersuper-
ficie ortogonalmente (de forma que seu vetor tangente seja igual a n® na hiper-superficie).
Portanto, podemos concluir que a hipersuperficie é convexa se K > 0 (a congruéncia esta

divergindo) ou concava se K < 0 (a congruéncia esta convergindo).

2.2 Relatividade Geral

2.2.1 Acao de Einstein-Hilbert

Na teoria da relatividade geral, temos que o espaco-tempo é uma variedade quadri-
dimensional pseudo-Riemanniana munida de uma métrica Lorentziana®, g,,,, e a curvatura
dessa métrica é relacionada com a densidade de energia através das equagoes de Einstein.
A acao do espaco-tempo que gera as equacoes de Einstein é chamada acao de Einstein-

Hilbert,
A

167G

S = /dx4\/—_g [ (R—2A)+ L, |, (2.80)

onde R ¢é o escalar de Ricci, £,, ¢ a densidade de Lagrangiana da matéria e A é a constante
cosmologica, que pode ser desconsiderada em configuragoes “locais” (até escalas de aglo-
merado de galaxias). Assim, a partir do principio de minima agao (4.5 = 0), e variando a

agao (2.80) com respeito a métrica, obtém-se as equagoes de dindmica
G,uzz + g,uuA = HTuua kK= — (281>

conhecidas como equacgoes de Einstein. A quantidade 7}, é o tensor Energia-Momento

definido como

_ =2 6(V=9Lw)
TW—\/_—g S (2.82)

e G, € o tensor de Einstein, definido em (2.54). Contraindo a equagdo de Einstein,

obtém-se
—R — 4\ = KT, (2.83)

3Uma métrica Lorentziana a coordenada temporal se difere das coordenadas espaciais pela sua assinatura.
Neste trabalho ¢ adotado a assinatura (4, —, —, —)
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e introduzindo esta relagdo em (2.81) podemos reescrever as equagoes de Einstein como

R, =K (Tuv — %gWT) — g\ (2.84)

O tensor de Ricci Ry, possui 16 componentes, porém, como ele é simétrico, apenas
10 dessas componentes sao independentes. Logo, as equacoes de Einsteins, a principio,
sao compostas por 10 equacoes diferenciais parciais nao lineares acopladas. No entanto,
a liberdade de escolha de coordenadas nos permite impor 4 condigoes arbitrarias para as
componentes da métrica, assim ficamos com 6 equagoes independentes. Por tdltimo, como
o tensor de Einstein satisfaz a identidade de Bianchi (2.54), temos ainda mais 4 dependén-
cias diferenciais, restando apenas duas equacoes de dindmica reais independentes. Estas
circunstancias sao extremamente importantes para os processos dinamicos na RG, e isso

reflete nas ondas gravitacionais, que podem ter apenas duas polarizagdes independentes.

2.2.2 Geodésicas em Relatividade Geral

A variagao da ac@o (2.80) com respeito a conexao afim F,‘ju fornece a equacao de
compatibilidade métrica,

Vag/w =0 (285)

que implica na identificacao da conexao afim com o simbolo de Christoffel, e assim, as

geodésicas, em variedades de Einstein?, satisfazem a equacao

d?xt dz® dxP
'LL —_—— T 2.
dr? tlap dr dr 0, (2.86)
onde
N a Lo
af = = 59" (O59va + Oagpy — Ougas). (2.87)
af

e 7 é um paradmetro afim que coincide com o tempo proprio da particula se movendo
ao longo da geodésica. Podemos também derivar a equacao de movimento da matéria a
partir das equagoes de Einstein e da identidade de Bianchi, que nos fornece a seguinte

equagao para o tensor Energia-Momento

VT, = 0. (2.88)

4Variedades dotadas de uma métrica que satisfaca as equacdes de campo de Einstein.
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Consideraremos o tensor energia-momento para um fluido perfeito, definido como

T, = (e +p)uyu, —pg,,, (2.89)

pv

onde u, ¢ a quadri-velocidade das particulas do fluido, € = pc? ¢ a densidade de energia e
p sua pressao. No caso particular em que temos um fluido onde suas particulas se movem

sem interagir entre si (tal fluido se comportaria como poeira) temos que p = 0, logo

T, = €cu,u,. (2.90)

©w

Como as particulas nao se interagem, elas iram se mover apenas com a influéncia da

gravidade, portanto suas equagoes de movimento coincidem com as de particulas livres.

Agora, introduzindo o tensor EM descrito acima na equagao (2.88), ficamos com
w, V" (eu,) + eu, V', = 0. (2.91)

Contraindo a equacao a cima com u®, e levando em conta que devido & invariancia por
)

transformagoes de Lorentz temos que w,u” = 6“,, portanto ficamos com duas equagoes,

VH*(ew,) =0, (2.92)
u, VH*u, = 0. (2.93)

A primeira equagao é a equacao da continuidade, ou equacao de conservacao de energia,
enquanto a segunda é a equacao de movimento das particulas. Como a quadri-velocidade
¢ definida como a derivada do quadri-vetor posicao z* com respeito ao tempo proprio da

particula 7, u* = dx*/dr, a equagdo de movimento pode ser reescrita como (2.86)

Outra forma de obter a equagao das geodésicas é a partir do formalismo lagrangiano,

identificando que a partir da seguinte Lagrangiana

1
L= §pgwu“u”, (2.94)

obtemos o tensor energia-momento (2.89) no caso p = 0, dessa forma, a equagdo de

Euler-Lagrange nos fornece as equagoes de movimento, (2.86).

2.2 Relatividade Geral
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2.2.3 Campos nao gravitacionais

A descricao de da gravitacao utilizando a agao de Einstein-Hilbert, nos permite
introduzir diversos campos de matéria na acao e assim identificar como esses campos
alteram as configuracoes do espaco-tempo. O campo mais simples que podemos introduzir
na acao (2.80) é o campo escalar ®, com uma autointeragao dada pelo potencial V' (®). A

Lagrangiana que descreve tal campo ¢é definida como

1
L* = —Egaﬁvacwﬁ@ +V(®), (2.95)

e sua variagao com respeito ao campo escalar fornece a equacao de Klein-Gordon no

espago-tempo curvo,
dV ()

O + 22
BT

=0, (2.96)
sendo [J o operador d’Alambertiano, definido como

1

0=V"Y, = \/__gaa(\/—_ggaﬁvg). (2.97)

O potencial V(®) ira descrever a massa do campo escalar, sendo o caso sem massa para
V(®) = 0. O tensor Energia-Momento para um campo escalar, segundo sua defini¢do, é
escrito como

T, = 0,90,00 — g,, <%aac1>aaq> — V((I))) . (2.98)

Outro campo de matéria que podemos adicionar na agao de Einstein Hilbert é o

campo eletromagnético que descreve o movimento de particulas carregadas e do féton.

No eletromagnetismo de Maxwell, os campos elétrico e magnético sao vetores espaciais
descritos pelas equagoes de Maxwell. Agora, em relatividade geral, esses campos sao

combinados em um tinico tensor antissimétrico chamado tensor de Maxwell, definido como

F,, = 8,4, —0,A (2.99)

v,

sendo A, ¢ o quadri-potencial. A Lagrangiana que descrevera o comportamento do campo

eletromagnético em um espago-tempo curvo longe da fonte, é escrita como

1 v
LEM — Z—lFWF” , (2.100)

2.2 Relatividade Geral
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As equacoes de Maxwell neste contexto sao escritas como
V[QF”,,] = 0, c VMF’MV =0. (2.101)

A primeira equagao ¢ uma identidade do tensor de Maxwell devido sua defini¢ao, enquanto
a segunda equagao é obtida a partir da variagao da Lagrangiana L.,,. O tensor Energia-

Momento para o campo eletromagnético é

1
TEM,uV - _F;LO'FUV + Zg,u,l/FaBFaﬂ- (2102)

Quando consideramos a ac¢ao (2.80) junto com a lagrangiana do campo eletromagnético,
chamamos o conjunto de equacgoes resultantes de teoria de Einstein-Maxwell. De forma
geral, todo tipo de matéria (ou campo) pode ser associado a uma densidade de lagrangiana
para adicionar na ac¢ao da teoria e assim definir um tensor Energia-Momento para o mesmo.
A vista disso, podemos estudar o efeito de diferentes campos na geometria do espaco-
tempo (gravitagdo) a partir das equagoes de campo geradas pelo principio de minima

acao.

2.2 Relatividade Geral
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Espacos-tempos Estaticos
e Esfericamente

Simétricos

3.1 Sistema de Coordenadas

Quando estudamos solugoes estaticas e esfericamente simétricas, é util utilizarmos

a métrica no seguinte formato
ds® = e2dt* — > du® — 2Pd0?,  dQ? = df* + sin® Od¢?. (3.1)

Onde «, § e v sao fungoes da coordenada radial v e da coordenada temporal . Outra
notacio muito usada também é r = €2?, em que r representa o raio de uma esfera em
u = constante e t = constante. No caso estatico, podemos escolher um referencial tal que

as funcoes métricas a, 8 e v sao fungoes apenas da coordenada radial. A métrica acima,

ainda possui a liberdade de escolha de referencial, ou seja, de um sistema de coordenadas.

Essa liberdade se expressa na escolha de uma relagao para as fungdes métricas a, 5 e .

Dependendo do problema que se quer resolver, diferentes sistemas de coordenadas
podem ser convenientes, para melhor interpretacao das solucoes. No caso da relatividade

geral, um sistema de coordenadas importante é o de Schwarzschild, representado por

u=r, a=-vy e [=Inr (3.2)

Alguns outros sistemas de coordenadas importantes sao:

e o = —: Coordenadas quasi-globais, mais adequado para o estudo de buracos negros

e buracos de minhoca;

e o = 7: Coordenadas tartaruga, em que a métrica do subespago (¢,u) toma uma

forma conformalmente plana, que simplifica a analise de equacoes de onda;
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e o =7+ 23: Coordenadas harmonicas, utilizada em problemas com campo escalar,

por simplificar as solugoes da equacao de Klein-Gordon no espaco curvo.

3.2 Invariantes de Curvatura

Apresentaremos a forma de algumas quantidades geométricas para uma métrica es-
tatica, esfericamente simétrica, em um sistema de coordenadas arbitrario (sem especificar
a relagdo entre as fungdes métricas). Para obter essas quantidades em uma coordenada

especifica, como as citadas acima, basta substituir a condi¢ao correspondente.

Primeiramente temos que obter os simbolos de Christoffel. E assim, com essa
quantidade em maos podemos construir os tensores de Ricci e Einstein, e seus respectivos
escalares, assim como o escalar de Kretschmann. Entao, para a métrica (3.1), os termos

nao nulos do simbolo de Christoffel serao

0o 1 2042y 1l %4284 1l a2
[Fio=7, T"op=c¢ T, T'n=d, T'g=-—e AR, Tlag =Tl sin 6,

[y =17 =, I%3=—cosfsing, TI?s =cotd,

onde ' representa derivada com respeito a coordenada u. Os termos do tensor de Riemann,

utilizando as quantidades acima, sao

ROlOl — 7// + 7/(,}/ o Oé), R0202 — 7/5/€2ﬂ—2a’
RO303 = —R0202 sin’ 0, 31212 = 22 [5” + 5/(5/ - 0/)] ) (3-3)

R1313 = R1212 sin2 Q, R2323 = (625_2a6/2 — 1) sin2 9

E assim, os termos nao nulos do tensor de Ricci sao escritos como

ROO — 62772(1 [,}//l o 7/(0/ . 7/ o 25/)] ’
Rll — _'}’H . 2ﬁ// o 7/2 _ 2ﬁ/2 + Oé/(’)/ _|_ Qﬁ/),
Ry = 6—2&4—25 [_6// + /B/(O/ . ’7, . 25/) + 62&—2ﬁ} :

— 102
R33 = R22 S 0,

(3.4)
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e seu escalar

R:—26_2’8+26_2a [3ﬁ/2+2ﬁ/7/+’}/2—20/5,—0/")/—1-25”—1-’}/”]. (35)

O escalar de Kretschmann é muito importante no estudo de qualquer espago-tempo,
pois ele nos informa a respeito da regularidade desse espago-tempo. Caso esse escalar
seja finito em uma certa regiao entao dizemos que essa regiao é regular, caso contrario
dizemos ser singular. Em espacos-tempos esfericamente simétricos e estaticos, o escalar

de Kretschmann assume a seguinte forma

K = 4K} + 8K; + 8K; + 4K, (3.6)
sendo que
Ky =—Ryp" = e (Yer o), (3.7)
K2 — _R0202 — _R0303 _ 6—2045/7/’ (38)
K3 = —R1212 = —R1313 = B_a_ﬁ (7/66_0‘)/, (39)
K4 — _R2323 — _6726 + 672a6/2. (310)

Como K é uma soma de quadrados, é suficiente que um de seus termos seja infinito para
que todo o escalar divirja, indicando uma singularidade de curvatura. No entanto, é
importante mencionar que essa nao é o tnico tipo de singularidade que pode aparecer
em um espago-tempo. De forma geral, uma singularidade é um ponto, ou conjunto de
pontos, onde as geodésicas, para um valor finito de seu parametro afim, cessam. Em

outras palavras, singularidades sao regioes de incompletude geodésica.

3.3 Geodésicas no espaco-tempo estatico e

esfericamente simétrico

Entao para classificar um espaco-tempo, além de analisar o comportamento dos
invariantes de curvatura, é¢ importante também analisar as geodésicas nesse espago-tempo.

Como vimos, a anéalise das geodésicas é bastante simplificada quando usamos o formalismo
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lagrangiano/hamiltoniano, que nos permite escrever a Lagrangiana do espago-tempo como

1ds* 1, 1
= 5@ = §guy~r#~r = 557 (311)

sendo
+ 1 para geodésicas tipo tempo,
&= 0 para geodesicas tipo nulas,
— 1 para geodesicas tipo espago,
em que “tipo” da geodésica se refere ao moédulo da quadri-velocidade da particula, sendo
assim, para velocidades com modulo positivo dizemos ser tipo-tempo, nulo do tipo-nulas

e negativo do tipo-espago. Essa natureza da geodésica nao se altera ao longo da mesma,

uma vez que 0, (u,u*) = 0.

No caso estético e esfericamente simétrico, onde temos a métrica no formato (3.1),

a Lagrangiana tera o seguinte formato
M2 — e — & [92 + sin? 9&52] =¢£. (3.12)

Definindo os seguintes momentos conjugados conservados

oL o
= = = t=F 3.13
pt at € 9 ( )
8£ 25 -2 I
=—=—e"sin“0¢p =1L, 3.14
P 99 ¢ (3.14)

onde F e L sao constantes de integragao, que podem ser interpretados como a energia e o
momento angular de uma particula teste, respectivamente, e substituindo esses resultados
de volta em (3.12) (também assumindo que a dindmica se da no plano equatorial, § = 7/2)
obtém-se

GQOH_Q'YUQ _ E2 _ 5627 o L2627—25‘ (315)

Agora, passando para o sistema de coordenadas quasi-global, onde a coordenada quasi-
global p ¢ definida como
p= /eaﬂdu = p= e (3.16)

3.3 Geodésicas no espago-tempo estatico e esfericamente simétrico
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Assim, a equacao para as geodésicas é reduzida a uma lei de conservacao de energia de

uma particula pontual se movendo em um potencial em uma dimensao,

. . AV,
pP=E=Vlp) = p=- df, (3.17)
P
Ves(p) = Ee2(P) 4 [227()=28(p) (3.18)

O movimento de uma particula neste caso s6 é possivel caso E* > V., enquanto os
pontos onde E? = V,; representam os pontos de retorno. Este formalismo para a analise
das geodésicas em espagos-tempos estaticos e esfericamente simétricos é bastante tutil,

uma vez que para a analise é apenas necessario o potencial efetivo.

Expressando a métrica de um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico uti-
lizando a coordenada nula w = t — x, sendo x a coordenada tartaruga, definida como

dx = e*Vdu, temos que
ds? = e2dw? + 2" dwdu — 2P dO?.

Dessa forma podemos definir o vetor tangente as geodésicas que “saem” como k, =
{—e?,e2t7,0,0}. No entanto, esse vetor satisfaz a equagio k’k,ps = Ak,, sendo \ =
—e?7|4'|. Para calcular o escalar de expansao @ precisamos introduzir um novo parametro
afim e outro vetor reescalado de forma que k¢ = e''k,, onde % = A(7). Dessa forma, o

escalar de expansao se torna
0=k, =e (k" a—N.
Note que o fator de escalar e ndo afeta o sinal de 8. Entao temos que
el =k — A =27+ e — e

Este escalar representa a taxa de expansao, ou congruéncia, de geodésicas nulas que “saem”

em espacos-tempos estaticos e esfericamente simétrico.

3.3 Geodésicas no espago-tempo estatico e esfericamente simétrico
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3.4 Singularidades, planeza assimptoética e

horizontes

Para a classificacao e estudo de espagos-tempos estaticos e esfericamente simétricos,
em relatividade geral, é importante introduzir o conceito de algumas superficies. Nesse
contexto, trés tipos de superficies fundamentais sao singularidades, regioes assimptoti-
camente planas e horizontes. Exploraremos brevemente cada um deles. Mais detalhes

podem ser encontrados em [8, 34, 3§|.

Uma singularidade é uma regiao no espago-tempo onde as leis conhecidas da fi-
sica falham em descrever o comportamento da matéria e da gravidade. Geralmente, as
singularidades sao caracterizadas por uma curvatura extrema do espago-tempo, onde os
invariantes de curvatura divergem ou em regioes de descontinuidades, neste caso dizemos
ter uma singularidade de curvatura. Na forma mais geral, uma singularidade é definida
como um ponto ou conjunto de pontos onde as geodésicas terminam em um valor finito
de seu parametro, ou seja, nas divergéncias ou descontinuidades do potencial efetivo das
geodésicas (3.18). As singularidades podem ter carater atrativo, quando a derivada do
potencial efetivo é positiva na regiao singular, ou repulsivo, quando a derivada é negativa,

conforme (3.17).

Em um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico, podemos definir uma
regido central, ou centro do espaco-tempo, como a superficie onde r = ¢” = 0, uma vez
que esta funcao descreve o raio de uma esfera para valores constantes das coordenadas
temporal e radial, u e t respectivamente. Um espago-tempo possui um centro regular se
os invariantes de curvatura forem finitos nele, caso contréario teremos uma singularidade
central. E importante notar que um espago-tempo pode ser ausente de uma regiao central,

caso r seja nao nulo em todo espago-tempo.

A planeza assimptoética é uma propriedade de espacos-tempos que descreve uma
regiao do espaco-tempo em que sua geometria coincide com a de Minkowski, ou seja, de
uma geometria plana. Em um espago-tempo assimptoticamente plano, a curvatura tende

a zero a medida que nos aproximamos de uma certa regiao. Para identificar a presenca

3.4 Singularidades, planeza assimptotica e horizontes
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dessa regiao, no contesto estatico e esfericamente simétrico, basta encontrar a superficie
Uy, em que os invariante de curvatura se anulam e

lim 7(u) = lim ¢’® = oo,
U—> U, U—Um

Além de singularidades e regioes assimptoticamente planas, outra superficie de
interesse é o horizonte. Em geral, horizontes caracterizam espacgos-tempos na presenca de
um buraco negro. Citaremos alguns tipos de horizontes sem entrar em muitos detalhes,
uma vez que seria necessaria uma introdugao de muitos conceitos avangados de topologia

diferencial e algébrica e geometria diferencial.

O horizonte de eventos é a fronteira de um buraco negro, e ambas essas nogoes
sao rigorosamente definidas em espacos-tempo assintoticamente planos. Esse horizonte é

formado por geodésicas nulas e separa causalmente uma regiao interna da externa.

O horizonte aparente é definido localmente como uma superficie onde as geodésicas

nulas que saem ortogonalmente dela tém expansao zero.

O horizonte de Cauchy é uma superficie do espaco-tempo na qual a evolugao dos
campos fisicos e das distribuicoes de matéria pode ser determinada a partir de suas equa-

¢oes de movimento, com dados iniciais especificados na mesma.

O horizonte de Killing é, por definicao, uma superficie em que um determinado
vetor de Killing é nulo. Evidentemente, horizontes de Killing s6 podem ocorrer em espacos-

tempos que possuem isometrias, caracterizadas por vetores de Killing.

Em espagos tempos estaticos e esfericamente simétricos, os horizontes de evento,
aparente e Killing coincidem. Para esses tipos de espagos-tempos, podemos focar nos

horizontes de Killing, onde o vetor de Killing £ = (1,0,0,0) é nulo, logo

gufu = g,uugugy =gp=0 = €2ﬂ/ = 0.

Por tultimo, é interessante introduzir um escalar conectado a nocao de horizonte,

como por exemplo a funcdo r(u) = e*™. A partir do comportamento dessa funcio, pode-
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se introduzir o conceito de regiao do tipo T e do tipo R. Por definicao, uma regiao do

espago-tempo é do tipo R se o gradiente de r(u) é do tipo espago, ou seja,

— 2
QQTI

TYr . = —€ <0=e?>0.

Por outro lado, em uma regiao do tipo T' devemos ter o gradiente do tipo tempo, r ,m* > 0.
Além do mais, esses dois tipos de regiao nos permite definir uma superficie que as divide,

sendo onde 7,7 = 0, chamada de horizonte-r.

3.5 Espaco-tempo de Minkowski

O espago-tempo de Minkowski (M, n) é a forma mais simples de espago-tempo va-
zio na Teoria da Relatividade Geral. Matematicamente, ele é definido como uma variedade
quadri-dimensional com uma métrica de Lorentz plana 7,,. Em termos das coordenadas

esféricas, o elemento de linha dessa variedade pode ser expresso como
ds* = N drtdz” = dt? — dr? — r2d0O>.

Essa métrica aparentemente se torna singular quando » = 0 e sin# = 0, no entanto, isso
ocorre devido as coordenadas utilizadas nao serem adequadas nesses pontos. Para obter
regioes de coordenadas regulares, é necessério restringir as coordenadas, por exemplo, nos
intervalos 0 < r < 00,0 <6 <7mel< ¢ < 2m. Podemos verificar que os invariantes de

curvatura neste espaco-tempo sao nulos em todo lugar

Um sistema de coordenadas alternativo é obtido ao escolher as coordenadas nulas
avancgadas e retardadas v e w, definidas como v = t 4+ r e w = t — r, respectivamente.

Nesse sistema de coordenadas, a métrica se torna:
1
ds® = dvdw — Z(U —w)2dQ?,

sendo —00 < v,00 € —00 < w < 00 e essas coordenadas formam o cone de luz nesse

espaco-tempo.

3.5 Espago-tempo de Minkowski
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Figura 3.1.:

Coordenadas nulas em Minkowski. A interse¢do de uma superficie v = constante
com uma superficie w = constante é uma esfera bidimensional. A coordenada
v(w) pode ser considerada como ondas esféricas entrantes (saindo) que viajam a
velocidade da luz; elas s@o coordenadas de tempo avancadas (retardadas).

Para estudar os infinitos nesse espacgo-tempo podemos utilizar a seguinte trans-

formagado tanp = v e tang = w, onde —7/2 < p,q < 7/2. Com essas coordenadas

conseguimos escrever a métrica como

1
ds* = sec® psec? q(dpdq — 1 sin®(p — q)dQ?).

Introduzindo as coordenadas t' = p+ q e ' = p — ¢, ficamos com

1
ds* = 1 sec® psec? ¢(dt”? — dr'” — sin® rdQ?),

dessa forma, todo o espago-tempo de Minkowski é dado pela regiao

—r<t +r<m —w<t-—r<m >0

A fronteira dessa regiao pode ser considerada como representando a estrutura conforme do

infinito do espacgo-tempo de Minkowski. Essa estrutura consiste nas superficies nulas:

Tt

t—r'=7 e t'+r=m, J t+r=—7m1 e t'—1'=—m,

3.5 Espago-tempo de Minkowski
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e nos pontos:

s
i+:p:q:§—>t’:7r,r’:O,

0 ™ / !

1 ip=—q= §—>t:0,r:j:7r,
_ ™ / /

l p:q:—§—>t:—7r,r—0

Geodésicas do tipo tempo comecam em i~ e terminam em ¢*, da mesma forma, pode-se
considerar que geodésicas nulas originam-se em 7~ e terminando em J 7, enquanto as
geodésicas espaciais tanto se originam quanto terminam em i°. Assim, pode-se considerar
it e 1~ como representando o infinito temporal futuro e passado, J e J~ como repre-

sentando o infinito nulo futuro e passado, e i° como representando o infinito espacial.

- nome definicao
Jr futuro nulo infinito v — 00, w = finito
J~ passado nulo infinito 8 w — —o0, v = finito
i° infinito espacial r — oo, t = finito
it futuro tipo tempo infinito t — oo, r = finito
1~ passado tipo tempo infinito ¢t — —oo, r = finito

A estrutura conforme do infinito de Minkowski pode ser representada por um
diagrama do plano (#,7’), como na figura 3.2. Cada ponto neste diagrama representa
uma esfera bidimensional e as geodésicas nulas sao representadas por linhas retas com um
angulo de +45. A estrutura conforme do infinito em qualquer espago-tempo esfericamente
simétrico pode ser representada por um diagrama desse tipo, que chamaremos de diagrama,

de Carter-Penrose.

Figura 3.2.: Diagrama de Carter-Penrose para o espaco-tempo de Minkowski.

3.5 Espago-tempo de Minkowski
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3.6 Buracos Negros e Buracos de Minhoca

3.6.1 Solucao de Schwarszchild

A solugao de Schwarzschild, descreve a geometria de um espago-tempo estético
e esfericamente simétrico ao redor de um objeto de massa M, no vacuo. Conforme o
teorema de Birkhoff, qualquer solucao esfericamente simétrica das equagoes de campo no
vacuo na relatividade geral deve ser estatica e assintoticamente plana. Logo, a solucao
de um espago-tempo exterior a um objeto esférico e sem rotagao é dada pela métrica de

Schwarzschild.

No vacuo temos que o tensor Energia-Momento e seu escalar sao nulos, neste

contexto, a equagao de Einstein (2.84), é reescrita como
R, =0. (3.19)

De modo a simplificar essas equagoes de campo, é conveniente usar o sistema de coorde-
nada de Schwarzschild (onde @« = —y e § = Inr ), assim, s6 é necesséario resolver uma
equagao para a fun¢do métrica 7. Usando a equagdo para o termo (0,0) do tensor de
Ricci, temos que

1
Y429 (v + ;) =0, (3.20)

que pode ser integrado para obter a solucao

v(r) = L (1 - 2—m> (3.21)

em que 2m é uma constante de integragao. Podemos obter uma interpretacao para essa

constante a partir do limite de campo fraco. Nesse limite pode-se verificar que

2W 2m
Jo~1+—F=1-—, (3.22)
c r
sendo ¥ = —GTM o potencial gravitacional newtoniano. Portanto, podemos identificar a

constante de integragao como m = GM/c?. Finalmente, podemos escrever a métrica de

Schwarzschild como

2 2m\ !
ds? = <1 - —m) dt* - (1 = —m> dr? — r2dQ. (3.23)

T T
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Como dito antes, essa solugao é assintoticamente plana, isto é, conforme r — 0o a métrica
se torna Minkowski. Ela também se torna plana para m — 0. Isto que nos permite

interpretar essa solugao como o espago-tempo na regiao externa de um objeto isolado.

Esta solucao possui duas regioes singulares, » = 0 e r = 2m. Para entender melhor
essas regioes, ¢ necessario analisarmos o escalar de Kretschmann, que para a métrica

(3.23), é escrito como

48m?
ré -

K= (3.24)

Este escalar nos mostra que temos de fato uma singularidade real em r = 0, dado que
nessa regiao seu valor é infinito. Por outro lado, em r» = 2m seu valor ¢é finito, logo esta
singularidade é devido a escolha do sistema de coordenada e pode ser removida. Como
nessa superficie ¥ — 0, ela divide a regiao interna, r < 2m, da regiao externa r > 2m, de
forma que, os eventos na regiao interna se tornam causalmente desconectados da regiao
externa, caracterizando essa superficie como um horizonte de eventos. Utilizando do
escalar de expansao para geodésicas nulas que “entram” neste espago-tempo, obtemos que

g _2r=2m) (3.25)

r2
implicando que o horizonte de eventos em r = 2m também é um horizonte aparente, como

ja esperado.

Em Schwarzschild temos duas regices divididas pelo horizonte de eventos, a regiao
externa ao horizonte é do tipo R, enquanto a regiao interna é do tipo T. A métrica de

Schwarzschild (3.23) na regiao interna ao horizonte é escrita como
2 - 2
ds? = (Tm - 1) dt? — (Tm - 1) dr? — 2d02, (3.26)

onde a coordenada temporal foi trocada com a espacial. A métrica acima também é
conhecida como métrica de Kantowski-Sachs e descreve um espago-tempo que esta se
contraindo ou se expandindo. Para t decrescendo de 2m a 0 temos que o espaco-tempo
colapsa nas duas dire¢oes angulares, enquanto se expande infinitamente ao longo da coor-
denada radial. O estado final em ¢ = 0 é uma singularidade do tipo espago atingida em
um certo instante de tempo finito. No entanto, a regiao tipo T nao esta conectado com a

regiao inicial do tipo R, mesmo a curvatura que separa as duas regioes sendo finita.

3.6 Buracos Negros e Buracos de Minhoca
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O comportamento das geodésicas é descrito pela equagao com formato lei de con-
servagao de energia, (2.87), onde temos um potencial efetivo, (3.18), que fara o analogo

com o potencial na mecanica newtoniana. Para a métrica de Schwarzschild o que teremos

. 2m L?
2= E? = V(r), Vo= (1 N T) (8 N ﬁ) . (3:27)

Tomando a derivada d/dr da equagao acima, obtemos a seguinte equagdo de movimento,

2

e

la
2dr

7=

Ver(r). (3.28)

Esta equacao nos fornece as condicoes para uma, orbita circular e estavel, que sdo V' =0
e V" > 0, respectivamente. Usando a expressao para o potencial neste caso, a primeira

condicao nos fornece

m&r® — L*r + 3mL* = 0. (3.29)

1.00

0.95

0.5
0.90

0.0 f ~

/ 0.85
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r/m r/m

Vef(r)
Vef(r)

Figura 3.3.: Graficos do potencial efetivo para as geodésicas na solu¢ao de Schwarzschild. No
grafico a esquerda a curva laranja é para £ = 1, azul é para £ = 0 e verde é para
& = —1. As linhas verticais indicam a posigdo do horizonte de eventos e o raio da
esfera de fotons, respectivamente. No grafico & direita as curvas sao para diferentes
valores do pardmetro de impacto, sendo b = 3,2 ,2v/3,3,8 ¢ 4,1 de baixo para
cima. Enquanto as linhas verticais indicam o horizonte e a tultima 6rbita estavel.

Um caso especial é para &€ = 0, que corresponde as geodésicas nulas, ou seja,
as orbitas dos fotons. Neste caso, o tnico valor possivel para o raio da orbita circular
para fotons serd r = 3m. Porém, a segunda derivada do potencial efetivo nessa regiao é

negativa, o que implica que essa fotosfera seja uma regiao de orbita instavel.

Consideraremos agora as geodésicas do tipo tempo, onde £ = 1, cuja solugao de

(3.29) é escrita como

r=oo | 1Ey 11245 ). (3.30)
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Introduzindo o parametro de impacto b = %, temos que, o raio acima ¢é real somente para

b > 24/3, portanto, para b < 2v/3 nao havera orbitas fechadas, como mostra o grafico a

direita da figura 3.3.

Entao, a anélise das geodésicas na solucao de Schwarzschild nos permite identificar
as regioes onde podemos encontrar orbitas circulares para fétons, em r = 3m, e para
particulas massivas. Podemos notar também que na singularidade temos que dzl/—jf — +00,
caracterizando ela como uma singularidade atrativa, pelo motivo de que uma particula
teste nesse espaco-tempo sentiria uma forca atrativa infinita conforme se aproxima da

singularidade.

Para analisar a estrutura causal da solugao de Schwarszchild podemos utilizar das
geodésicas nulas, uma vez que o cone de luz em um certo ponto do espago-tempo é definido
como o conjunto de pontos conectados ao mesmo por geodésicas nulas. Para realizar essa
analise vamos utilizar as coordenadas onde as geodésicas nulas radias que “saem” e “entram”
se tornam linhas retas, ou seja, onde o subespago (¢,r) se torna conformalmente plano.

Logo, introduzindo uma nova coordenada radial,
re =1+ 2mln|r —2m|,

a métrica de Schwarszchild (3.23) é reescrita como

r

2
ds? = (1 - —m) (dt? — dr?) — r2dQ. (3.31)

Agora podemos definir as coordenadas nulas, que acompanham as geodésicas nulas radiais

que “saem” e “entram” como
v=t+r, e w=t—r,. (3.32)

As coordenadas v e w formam os cones de luz de cada ponto do espago-tempo, (3.4). Note
que, conforme nos aproximamos do horizonte, em r = 2m, os cones de luz vao se fechando,
e na regiao interna ao horizonte, r < 2m, os cones de luz apontam para a singularidade.
Dessa forma, para um observador em repouso na regiao externa ao horizonte, nenhuma
particula atravessa o horizonte e todos os eventos internos ao horizonte estao fora do seu
cone de luz. Podemos notar que os cones de luz ao passar de uma regiao do tipo R para
do tipo T, mudam de direcao, uma vez que a coordenada espacial e temporal trocam de
papel.
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Para v constante o horizonte corresponde a w — o0, ou seja, t — oo, por outro
lado, para w constante o horizonte corresponde a v — —o0, portanto, ¢ = —oo. Portanto,
nas coordenadas nulas de Schwarzschild o horizonte é dividido em dois, um horizonte

futuro e um horizonte passado.
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Figura 3.4.: Grafico das coordenadas nulas de Schwarzschild. As linhas azuis representam a
coordenada v, enquanto as vermelhas a w.

A transicao da métrica de Schwarzschild nas coordenadas quasi-globais para um
sistema de coordenadas que fornece uma descri¢ao mais completa desse espago-tempo foi
formulada independentemente por Kruskal e Szekeres. Para remover a singularidade de

coordenada em r = 2m Kruskal e Szekeres utilizaram a transformagao
_ v/dm _ —w/4m
VvV =e e W=—e" ,

Essas coordenadas sao chamadas de coordenadas de Kruskal e com elas podemos escrever

a métrica (3.31) como

s 16m?
ST =

e~ "Pmay dw. (3.33)

Esse sistema de coordenada podemos notar revela uma variedade maior do que a coberta
pelas coordenadas quasi-globais por permitirem uma continuacao da métrica através do

horizonte. Podemos ainda definir novas coordenadas tipo tempo e espaco,
1 1
T:§(v+w) e Rzi(v—w) (3.34)
que possuem a seguinte relagao:

T? — R* = (2m — r)e”"/*™, (3.35)
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Assim, uma superficie de r constante é descrita pela equagao acima, que correspondera a
hipérboles no plano (7, R), como mostra a figura 3.5. A superficie do horizonte, r = 2m
se torna T' = £R, dividindo o espago-tempo em quatro regioes, as regioes assimptoti-
camente plana (I) e interna do horizonte de eventos (/1) e duas regides geradas pelas
continuagoes analiticas da solu¢do (I’ e I1"). A singularidade central, » = 0, agora ¢
representada pelas hipérboles T = ++v/R2? — 2m, conhecidas como singularidade passada

e futura, respectivamente.

Figura 3.5.: Diagrama de Kruskal para solugdo de Schwarzschild. As linhas vermelhas repre-
sentam a singularidade, enquanto as pretas o horizonte de eventos. As linhas
tracejadas representam as curvas com 7 = constante nas regioes interna e externa
ao horizonte.

O diagrama resultante dessas curvas é conhecido como diagrama de Kruskal. Ele
representa a extensao maxima da solucao de Schwarzschild, regices I e II do diagrama,
pois nos permite estuda-la além do horizonte de eventos, em r = 2m, além de permitir
uma continuagao, regioes I’ e Il’. No estudo de estrutura causal de um espaco-tempo
de uma solucao de buraco negro, esse diagrama é muito util, dado que ele prové uma
transigao suave entre as regioes dividas por horizontes. Outro diagrama muito 1til para o
estudo da estrutura causal é diagrama de Carter-Penrose, sendo o diagrama da estrutura

conforme do infinito do espago-tempo.

Para realizar a compactificacao das coordenadas de Kruskal, na soluc¢ao de Schwarzs-

child, ¢ introduzido um novo sistema de coordenada, v e w’, definido como

v = arctan[V/v2m] e w' = arctan[W/v/2m). (3.36)
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E assim, reintroduzimos as coordenadas tipo tempo e tipo espago da seguinte forma:
T"=—— ¢ R=——. (3.37)

Podemos notar que a singularidade agora ¢ representada pelas retas 17" = £7, o horizonte
de eventos correspondera a 7" = +R, enquanto a regiao de raio infinito, r — oo, sera
"= R £ %5 eT = —R £+ 7, como mostra na figura 3.6. Todas geodésicas do tipo
tempo tem origem em ¢~ e terminam em i, que representam o passado e futuro temporal
infinito. Similarmente, as geodésicas do tipo espaco se originam e terminam em i°, que
* Y )
corresponde aos infinitos espaciais. Das superficies J~ se originam as geodésicas nulas

que possuem um angulo de £45° no diagrama e estao entrando na regiao II, enquanto nas

superficies J 1 as geodésicas que estao saindo da regiao II’ com um angulo de £45°.

it r=290 it

. r=20 .

Figura 3.6.: Diagrama de Carter-Penrose para a solugdo de Schwarzschild. As areas I e I’ cor-
respondem a regioes externas do buraco negro (r > 2m), a area II a regiao interna
(r < 2m) e a area I’ é a inversao temporal do buraco negro, também conhecido
como buraco branco.

As regides I e I’ possuem seus proprios infinitos, permitindo interpretar tais regioes
como sendo universos diferentes, ou regioes do mesmo universo infinitamente afastadas.
A analise do potencial efetivo para as geodésicas radiais nos fornece os possiveis caminhos
que uma particula pode percorrer no diagrama. Logo, as particulas que se originam
de J~ se deslocarao para a superficie J1 ou entraram no buraco negro, a regiao II, e
inevitavelmente caird na singularidade futura. No entanto, devido & simetria temporal da
solugao, também temos o caso contréario, onde temos particulas surgindo da singularidade

passada, na regiao II’, passando pelo horizonte passado, e indo para superficie J 1. Este
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segundo caso, representa a inversao temporal do buraco negro, também conhecido como

buraco branco.

3.6.2 Solucao de Reissner-Nordstrom

A solugao que descreve um espago-tempo estatico esfericamente simétrico ao re-
dor de um objeto de massa M e carga () é a solucao de Reissne-Nordstrom. Quando
consideramos uma carga elétrica pontual, teremos um campo elétrico puramente radial
que contribui no tensor energia-momento. A contribui¢ao de um campo eletromagnético

é dada pelo tensor (2.102). Portanto, as equagoes de Einstein se escrevem como
G = kTEM . (3.38)

Como, neste caso, temos apenas componentes radiais do campo elétrico, pode-se verificar

que os termos nao nulos do tensor de Maxwell sao
Fio = —Fo1 = E(u), (3.39)
e seu comportamento é descrito pela equacao de Maxwell
V. F* = 0. (3.40)

Assim como no caso sem carga, Schwarzschild, é conveniente usar o sistema de coordenadas

de Schwarzschild. Dessa forma, a equacao de Maxwell fornece

Q
rPE' 4+ 2rE=0= E(r) = 5 (3.41)

Substituindo esse resultado na componente (1,1) das equagdes de Einstein, resulta em

2 KQ?
(Y + 297 + ;7’) = —g : (3.42)
integrando a equagao acima, obtém-se o resultado
1 A ¢
=—In({l—-—+4+ = 3.43
v =g (1- 24 %), (3.43)
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onde ¢> = KQ? e A ¢ uma constante de integracdao. No limite em que Q — 0 devemos
recuperar a solucao de Schwarzschild, dessa forma, podemos identificar A = 2m. A
métrica neste caso é escrita como
2m > om ¢\ "
ds? = (1- 2+ L ar - (1= 4+ L) @ — 2402 (3.44)
r r2 r r2
Diferente de Schwarzschild, temos trés possiveis superficies singulares, que dependendo

da relagao entre carga e massa, dadas pelo zero da funcao
Ar)=r*—2mr+¢@=0=r=ry=m%/m? — ¢ (3.45)

Dessa forma, essa solucao se divide em trés casos, cada caso contendo uma estrutura
diferente. No primeiro caso, temos que m > ¢, que implica a existéncia de duas raizes
reais para a fungdo A(r), portanto temos trés superficies singularidades,r = 0 e r». No
segundo caso, para m = ¢, as raizes de A(r) se coincidem, r = m, assim ficamos com
duas singularidades. No terceiro caso, com m < ¢, a fungdo A(r) ndo possui raizes reais,

dessa forma a solugao fica com apenas uma singularidade.

Assim como Schwarzschild, neste caso temos uma singularidade real em r = 0,

como podemos observar pelo escalar de Kretschmann dessa solugao,

8(6m2r? — 12mg? 7q*
= (6m?r mag*r + q)7 (3.46)

r8

enquanto as outras superficies singulares fornecem um valor finito para este escalar. Por-
tanto, estas singularidades podem ser removida com uma transformacgao de coordenada.
Como, para r — r4 temos €7 — 0, estas superficies separam causalmente suas regioes
internas e externas, ou seja, dois horizontes. No entanto, os horizontes presentes nessa
solucao possuem caracteristicas diferentes, o mais externo é chamado de horizonte de
eventos, similar ao horizonte em Schwarzschild, e o mais interno é chamado de horizonte

de Cauchy'. Olhando para o escalar de expansao,

Ty — 2(7‘ — r_q)nz(:“ —7ry)

Y

note que neste caso os horizontes também sao horizontes aparentes.

1O horizonte de Cauchy é uma hipersuperficie do espaco-tempo em que a evolucao dos campos fisicos e
as distribui¢oes de matéria pode ser encontrada a partir das equagoes de movimento com as condigoes
iniciais especificadas na mesma.

3.6 Buracos Negros e Buracos de Minhoca

48



Na solucao de Reissner-Nordstréom, a presenca do campo elétrico nos fornece uma
maior variedade de espagos-tempos, portanto, o comportamento das geodésicas, em com-
paragao a Schwarzschild, serd mais complexo. Usando o formalismo apresentado nas

secoes anteriores, o potencial efetivo das geodésicas neste caso possui o seguinte formato

B 2m  ¢? L?
‘/ef—<1_7+ﬁ> (5+T—2). (3.47)

Olhando para os graficos desse potencial efetivo para os trés casos da solucao de RN, 3.7,
podemos observar que a principal diferenga com respeito ao caso de Schwarzschild é que
na regido singular o potencial temos que V,;(0) — 400, que caracteriza uma singularidade
do tipo tempo repulsiva, que implica que a singularidade nao ¢é alcancada por nenhuma

particula teste. A condigao para érbitas circulares, V! ¢ =0, nos fornece a equagao
m&r® — 2(L* + E¢*)r* + 6mL*r — 4L%¢* = 0. (3.48)
Considerando apenas as geodésicas nulas, £ = 0, ficamos com
L*r* — 3mL*r + 2L%*¢* = 0, (3.49)

cuja solugdo ¢ 1,0 = 3m + £1/9m? — 8¢%. No caso em que m? > ¢*, onde temos dois
horizontes, teremos duas superficies para orbitas circulares para fétons, r, +, onde uma
¢ estavel (V; > 0) e estd localizada entre os horizontes, r— < 7, < ry, e a outra &
instavel ( o < 0) e esta localizada na regido externa dos horizontes, r; < r, ;. No caso

2 = ¢?, ainda teremos duas superficies possiveis para orbitas circulares

extremo, em que m

de fotons, uma estavel localizada no horizonte, r = m, e uma segunda instavel localizada

em r = 2m. No caso da singularidade nua, m? < ¢?, acontece algo interessante, a solucao

da equagio (3.49) é real para 9m? > 8¢, que permite 6rbitas circulares para fétons para

valores de massa e carga que satisfacao a relacao ¢> > m? > £¢?, como podemos perceber
ga q G Gao q 00" P p

na figura inferior direita de 3.7.

A solucao de Reissner-Nordstrom, no que lhe concerne, descreve trés possiveis casos
de espagos-tempos com carga, que dependem da relacao de carga e massa. De todos os
casos, o tnico que i iao do tipo T é de m? 2. Nest luca

, que possui uma regiao do tipo T é o caso onde m* > ¢°. Neste caso a solugao
apresenta trés regioes divididas por dois horizontes de eventos, r = r4.. As regides mais
externa, r > ry, e interna, r < r_, sao do tipo R, enquanto a regiao entre os horizontes é

do tipo T. Nos outros casos, onde m? = ¢ e m? < ¢?, nao hé regioes do tipo T, apenas do
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tipo R. Assim, a singularidade presente na solugdo de Reissner-Nordstrom, em todos os
casos, ¢ do tipo tempo, ou seja, ela é repulsiva para particulas testes, isto implica em um
tempo proprio infinito para ser atingida. Essa caracteristica é presente em varias solugoes

de espacos-tempos com carga elétrica.

1.0
r=ro'_,

05 1
[ r=ro_

0.0f

Veff(r)
Veff(r)

05} |

Veff(r)
o
[6)]
Veff(r)

r r

Figura 3.7.: Grafico do potencial efetivo para as geodésicas em cada caso da solugao de Reissner-
Nordstrém. Sendo m? > ¢? na figura superior esquerda, m? = ¢ na superior direita
e m? < ¢® nas inferiores. As linhas verticais em cada caso indicam os horizontes.
E os possiveis raios para orbitas circulares de fétons. Em todos os casos, a curva
laranja é para £ = 1, a azul é para £ = 0 e a verde para & = —1.

A estrutura causal da solucao de Reissner-Nordstrom é descrita pelas coordenadas
nulas, v e w, definidas como (3.32), no entanto, a coordenada tartaruga, nos casos m? > ¢*

e m? < ¢?, agora ¢ dada por

r2 r?
T*:r+2—7021n|7“—7“+|—ﬁ1n|7“—7”_|.

No caso em que m = ¢, utilizamos

q2

T*:T+2qln|r—q|—m.
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Para m > ¢ o espago-tempo possui trés regioes divididas pelos dois horizontes, r4+. Na
regiao externa r > r,, conforme nos aproximamos do horizonte em r, os cones de luz
vao se fechando, na regiao entre os horizontes r_ < r < r,, os cones de luz apontam
para “dentro”, ou seja, para o horizonte interno » = r_, e na regiao da singularidade os
cones voltam a apontar para ‘“cima”, como podemos ver na figura superior esquerda de
3.8. Para m? = ¢?, a estrutura causal é semelhante & m? > ¢2, porém, na auséncia da
regiao interna entre os horizontes, figura superior direita de 3.8. No caso da singularidade
nua, m? < ¢%, os cones de luz vao se abrindo conformo nos aproximamos da singularidade,

figuras inferiores de 3.8.
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Figura 3.8.: Coordenadas nulas nos espacos-tempos de Reissner-Nordstrom, sendo a figura su-
perior esquerda o caso m? > ¢2, a figura superior direita o caso m? = ¢° e as duas
inferiores o caso m? < ¢2, onde, a esquerda temos ¢ = 1.15m e a direita ¢ = 1.05m.

Podemos construir, de forma semelhante a Schwarszchild, o diagrama Carter-
Penrose (CP) para a solugdo de Reissner-Nordstrom, seguindo os mesmos passos que
no caso de Schwarzschild. Porém, neste caso a solucao possui trés estruturas diferentes
dependendo da relacao carga e massa. Os diagramas resultantes para cada caso possivel
desta solucao estao na figura 3.9. Para o caso m? > ¢?, a compactificacdo da extensao
maxima da origem a infinitos “universos”; isso porque a solugao neste caso possui infinitas
regices I e I, sendo assintoticamente planas, ligadas pelas regides como I (uma regiao en-
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tre os horizontes onde as coordenadas radial e temporal trocam de papel, caracterizando
uma regiao do tipo T) e III (regido da singularidade do tipo tempo), permitindo que o
diagrama continue infinitamente para cima e para baixo. Os gréaficos do potencial efetivo
dessa solugdo, (3.7), nos mostram ser possivel que exista curvas do tipo tempo que passe
pelos horizontes e chegando em outras regides assintoticamente planas, ligando diferentes
universos ou diferentes partes do mesmo universo. Da mesma forma, para o caso m? = ¢2,
o diagrama continua infinitamente para cima e para baixo, conectando diferentes regices
assintoticas, porém todas as regioes sao do tipo R, ou seja, as coordenadas radial e tem-
poral nao trocam de papel. No tltimo caso, onde m? > ¢?, a singularidade é dita “nua”,

dado que os horizontes se tornam ausentes, e temos apenas uma regiao.

Para solugoes mais gerais de buracos negros, assim como para a solugao de Reissner-
Nordstrom, a construcao do diagrama de CP, com o método utilizado para Schwarzschild,
pode ser uma tarefa dificil. No entanto, o método de construcgao desse diagrama pode ser
simplificado, conforme feito em [8]. Neste método basta conhecer o limite das coordenadas,
os zeros da fungao métrica e?” e o comportamento da coordenada tartaruga (dz = e*"du),
e assim associar cada regiao do espaco-tempo com uma figura utilizada para construcao

do diagrama completo. Este método é discutido em mais detalhes no apéndice (A.1).

3.6.3 Ponte de Einstein-Rosen

Einstein e Rosen observaram que poderiam fazer uma transformagao de coordena-
das que poderia remover a singularidade da solucao de Schwarzschild e assim a solucao
teria uma extensao analitica que levaria a outra regiao assimptoticamente plana. Eles con-
sideraram a seguinte mudanca de coordenada u? = r — 2m, descartando a regidao r < 2m,
que contém a singularidade, e assim ficamos com 2m < r < co. A nova coordenada radial
u estd definida em toda reta Real, u € (—o00,00), e com ela a métrica de Schwarzschild

(3.23) obtém o seguinte formato

2
u

ds? = ————dt* — 4(u* + 2m)du® — (u* + 2m)2dQ>. 3.50

i = A+ 2m)d® — (a4 2m) (350)

Neste caso o termo “ponte” é devido a fungao radial possuir um minimo em u = 0 onde

temos uma superficie bidimensional que conecta os dois assimptoticos u = 4oo. Para
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Figura 3.9.: Diagrama CP da solucdo de Reissner-Nordstrém caso ndo extremo, m? > ¢2.

entender melhor, basta imaginar uma superficie esférica, com um certo valor de u, assim,

a area superficial dessa esfera é dada por
A(u) = 47r(u)® = 4m(u® + 2m)>. (3.51)

Dessa forma, estd 4rea possui um minimo em u = 0, sendo A(0) = 16wm?, onde é

localizado a “garganta” do buraco de minhoca.

O mesmo processo pode ser feito na solucao de Reissner-Nordstrom, porém, so-
mente no caso em que m = (0 e com o sinal do tensor Energia-Momento do campo
eletromagnético trocado, que implica em uma densidade de energia negativa. A métrica
de RN (3.44), neste caso, é escrita como

2 _ .2 2
re — r
(=) g2 dr® — r2d?. (3.52)

72 (7’2 _ q2)

ds®? =
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Figura 3.10.: Diagrama CP da solucdo de Reissner-Nordstrém caso extremo (esquerda), m? =
¢? e caso de singularidade nua (direrta), m? < ¢°.

E assim podemos usar a mudanca de coordenada u? = r? — ¢* para obter

2

ds* = dt* — du® — (u® + ¢*)*dQ>%. (3.53)

u? 4 ¢?
Apesar de conseguirmos remover a singularidades dessas solugoes, nao é removido o hori-
zonte de eventos de ambas solugoes, localizado em u = 0. Entao, um objeto que passasse
pela gargante de tais buracos de minhoca, acessaria uma nova regiao, porém nao conse-
guiria voltar por de onde veio, e para um observador em repouso este objeto sofreria um

desvio gravitacional para o vermelho infinito.

3.6.4 Buracos de Minhoca

Em relatividade geral, além de buracos negros existem outras configuracoes de

espagos-tempos curvos de interesse, sao os chamados Buracos de Minhoca. Este nome se

20 desvio gravitacional para o vermelho é um efeito previsto pela relatividade geral onde a luz emitida
por uma particula que esta caindo em um objeto massivo sofre um aumento no seu comprimento de
onda devido a curvatura do espago-tempo, deixando-a avermelhada
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refere a principal caracteristica dessas solugoes, sendo a de possuir duas regioes assimptoti-
camente planas conectadas por “tineis” (ou “pontes”), chamadas de “garganta” do buraco
de minhoca. Tais configuragoes podem conectar regides diferentes de um mesmo espaco-
tempo ou até diferentes espagos-tempos. O exemplo mais simples de espago-tempo de um

buraco de minhoca é descrito pela métrica
ds® = dt* — du® — (u® + a*)dQ?, (3.54)

que se difere do espago-tempo plano (Minkowski) apenas pelo termo a?. A coordenada u
estéd definida em toda reta real, onde u — 00 corresponde a duas regioes assimptotica-

mente planas. Para a > 0, o raio de uma esfera com u e ¢t constantes ¢é
r(u) = vVu? + a?, (3.55)

o minimo desta fungao é em u = 0, onde temos a garganta do buraco de minhoca, e seu
raio ¢ de r = a. Na figura 3.11 temos o diagrama para este espago-tempo. A métrica
(3.54) foi obtida, de forma independente, por K. Bronnikov|5]| e F. Ellis[21], considerando

um campo escalar livre no vacuo, dessa forma a equacao de Einstein se torna
R, = €0,90,9, (3.56)

com ¢ = +1, indicando se o campo escalar possui uma energia positiva ou negativa. O
problema da solugao (3.54) é que ela necessita que ¢ = —1, associando uma energia
negativa ao campo escalar, neste caso chamamos o campo escalar de fantasma, violando
as condigoes de energia. Isto é devido a necessidade de efeitos repulsivos para que a
garganta se mantenha aberta, levando a outro problema, este efeito repulsivo na garganta
pode gerar forcas de maré capazes de destruir um corpo, tornando o buraco de minhoca
nao “atravessavel”. Outra forma do buraco de minhoca ser nao “atravessavel” é caso o

espago-tempo possua um horizonte entre as duas regioes.

3.6 Buracos Negros e Buracos de Minhoca
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Figura 3.11.: Diagrama CP para solugoes de Buraco de Minhoca com duas regies assimptoticas.
As regides I e I’ podem ser dois universos diferentes ou partes distantes do mesmo
universo. A linha tracejada no meio representa a garganta do Buraco de Minhoca.

3.7 Critérios de Selecao de Buracos Negros

e Buracos de Minhoca

As solugoes de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom representam buracos negros
estaticos e sem rotacgao, caracterizados por até dois parametros, sua massa e sua carga.
A partir deles podemos criar uma nog¢ao de uma solug¢ao de buraco negro, no contexto de

solugoes estaticas e esfericamente simétricas para espagos-tempos mais gerais.

A principal caracteristicas dos buracos negros é a presenca de uma hipersuperficie
que limita uma regiao interna e externa, chamada de horizonte. Para uma métrica como
(3.1), podemos usar os seguintes critérios para selecionar uma solugdo de buraco negro,

para uma superficie u = uy, de acordo com Bronnikov et al [7], temos que:

e A funcao métrica e” deve ser nula, isso dividird a regiao interna do horizonte da

regiao externa;

e A area superficial deve ser positiva nao nula, que implica em e?# > 0;
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e Para um observador em repouso, o horizonte deve ser invisivel, logo o tempo préprio
para um foton escapar dele e atingir um observador no infinito deve ser infinito, ou
seja

o0

t* = lim e du — oo; (3.57)
U—Up u
e A temperatura de Hawking, Ty*, é finita. Pode-se usar a seguinte expressao para a

temperatura de Hawking de uma superficie u = uy, em unidades naturais,

Ty = lim —= r(u) o ey (3.58)

e O escalar de Kretschmann ¢é finito, caso contrario estaremos lidando com um hori-

zonte singular;

e A métrica deve admitir uma extensao analitica além do horizonte, o que permitira

que as geodésicas continuem além do horizonte de eventos.

Esses critérios sao baseados nas defini¢oes de horizontes. No caso estatico e esferi-
camente simétrico, os horizontes de evento, de Killing e o aparente se coincidem, assim é

suficiente identificar o horizonte de Killing e verificar se ele é regular.

A nogao de um buraco de minhoca, contem uma caracteristica essencial que fornece
uma defini¢ao rigorosa, sendo a sua “garganta”. Definida como uma superficie bidimen-
sional de area minima que separa duas regioes. No caso de espagos-tempos estaticos e
esfericamente simétricos, com uma métrica como (3.1), podemos escrever os critérios de

selegao de solugdes de Buraco de Minhoca [36], como:

e A funcio radial r(u) = €™ deve ter um minimo regular, r = r,,;, > 0, para algum

valor de u. A posigao desse minimo é chamado garganta, u = wuyy;

e A solucao deve conter duas regioes assimptoticamente planas, ou seja, a funcao

radial r(u) = ¢® — 400 nos limites do intervalo da coordenada radial u*.

3A temperatura de Hawking associa ao horizonte de um buraco negro uma temperatura devido a uma
radiacdo de corpo negro. Tal radiagao é proveniente de flutuagdes quéanticas proximas ao horizonte.
No apéndice A.3, é discutido um pouco sobre esta caracteristica.

4Fsta condicdo é para buracos de minhoca assimptoticamente planos, porém podemos ter também
buracos de minhoca nao assimptoéticos.
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e Para ser possivel passar de uma regiao para outra, a solucao nao pode conter hori-

zontes como descritos no caso de buraco negro, ou seja, €2’ > 0.°

Pode se verificar que os critérios de selecao de buracos de minhoca implicam que
na sua garganta devemos ter uma matéria exotica que nao satisfaz a condicao de energia

nula, conforme discutido no apéndice A.2.

4 . o~ ~ L . . . . 2 P

°Esta condicdo nao é suficiente para garantir que o buraco de minha seja atravessavel. Além de que
0 espago-tempo nao deve possuir horizontes de evento, a matéria e as forcas de marés na garganta
devem ser tais que permitam a passagem objetos através do mesmo.
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Teorias Escalar Tensoriais

Apesar de a relatividade geral ser muito bem sucedida, existem outras teorias de
gravitacao mais gerais, entre elas estao as teorias f(R), uma extensao da relatividade geral
em que o termo linear do escalar de Ricci e substituido por uma fung¢ao do mesmo, e as
teorias escalar-tensoriais, no qual a interagao gravitacional é mediada tanto pela métrica
quanto pelo campo escalar. Em especial, as teorias escalar-tensoriais foram, inicialmente,
formuladas por Ernst Pascual Jordan, inspiradas na ideia de Paul Dirac [17] sobre a
variagao da constante gravitacional. A primeira teoria escalar-tensorial que se destacou
como uma alternativa para relatividade geral foi desenvolvida por Carl. H. Brans e Robert

H. Dicke [4].

A teoria de Brans-Dicke modifica a a¢ao de Einstein-Hilbert, adicionando um termo
para a componente escalar do campo gravitacional. A lagrangiana desta teoria é escrita

CcOo1mo

Spp = / V—gd'z [@R - %VO@VO@ + Lol (4.1)

onde o parametro adimensional w é conhecido como constante de acoplamento gravitacio-
nal, e o termo adicional é o termo cinético do campo escalar. Neste caso, quando o campo
escalar, ou uma fungao dele, esta multiplicando o escalar de Ricci na lagrangiana, dizemos
haver um acoplamento nao minimo entre o campo escalar e a geometria. Temos também
que, devido & auséncia de um potencial para o campo escalar, o mesmo é dito ter massa
nula. A generalizacao desta teoria, em que é considerado acoplamentos nao-minimos e
um potencial para o campo escalar, é chamada de teoria escalar-tensorial geral (ou teoria

de Bergmann—Wagoner— Nordtvedt), e sua lagrangiana é escrita como
Spwn = /\/—gd‘lx [f(®P)R — h(P)V, VD — 2V (D) + L,,] . (4.2)

sendo L, a lagrangiana dos outros tipos de matéria e f(®), h(P) e V(®P) trés fungdes
arbitrarias. As equagoes de campos resultantes da lagrangiana a cima, possuem o seguinte

formato

(@G, — (V,V, —g,0) f(®) = h(D) |V,V,d — %ngacwa@ +g,,V(®), (4.3)

59



1 (df _ dh AV
ch_%(d@R—d V&V @—%) (4.4)

Esta classe de teoria escalar-tensorial geral, descrita pela lagrangiana (4.2), pode ser
mapeada para um sistema com um campo escalar minimamente acoplado a gravidade
por uma transformacao conforme da métrica. Teorias com campo escalar acoplado nao
minimamente a gravidade, sdo formuladas no referencial de Jordan (do inglés Jordan’s
frame), enquanto, quando o acoplamento é minimo, sdo formuladas no referencial de
Einstein (do inglés Finstein’s frame). Em geral, as equagoes de campo sdo mais faceis de

serem estudadas no referencial de Einstein.

4.1 Transformacao Conforme

A métrica § é dita conforme & g se § = Q2%g, para Q? uma funcdao nao nula e

diferenciavel. Seja A%, B, C'“ e D vetores quaisquer, temos que

gagAaB’B _ gaﬁAaBﬁ
gaBCO‘DB gagCO‘Dﬁ’

angu 70 itu a A% 0
logo, angulos e razoes de magnitudes sao preservados por transformacoes conformes, em
particular a estrutura de cone de luz do espago-tempo. Introduzindo a transformacao

conforme onde Q2 = f(®), [37], temos que

do\” d
g, dvtdz” = %guudﬂd@”, (%) =% [fh (dé ) ] (4.5)

para o caso onde a funcao f(®P) seja positiva e finita em toda a regido de interesse, a

lagrangiana (4.2) pode ser reescrita como
SE = / A/ —gd4j' |:é — ggw’vugpvyw — U(@) + Zm(g‘w>:| y (46)

onde R ¢ o tensor de Ricci construido a partir da métrica g,, e as outras quantidades sao

df
fhts <d<b>

(4.7)

, €:=sinal

4.1 Transformacgao Conforme
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O indice F indica que em (4.6) a ac@o ¢ formulada no referencial de Einstein. Neste caso
o campo escalar se desacopla da geometria do espaco-tempo, e as equagoes de campo se

tornam

N 1 N 1. - N
R,, =eV,pV,p+ §QWU +T,— 59,7, Op =

> % (Em - U) , (4.8)

DO ™

com o tensor energia-momento sendo construido a partir da lagrangiana £,,'. Dependendo
do sinal de € = +1, as solugoes de (4.6) se dividem em duas classes: as canonicas, onde
e = +1, isto é, a energia cinética do campo escalare é positiva definida, e as fantasmas,

e = —1, com energia negativa.

Para o caso do campo eletromagnético, podemos notar a lagrangiana que o descreve
é a mesma em ambos os referenciais. Aplicando a transformagao conforme no tensor de

Maxwell, temos que

, Oxt Ox" 07 078 -
o __ -
B = f(¢> ore 81:5F e = ozt Oxv

dessa forma, a lagrangiana construida a partir da métrica g, se relaciona com da métrica

g, da seguinte forma

Lin(d,.) = [(®)*Len(g,,),

e assim podemos notar que a lagrangiana definida no referencial de Einstein fica idéntica

ao de Jordan,
Lem(d,.)

(@) = Len(Guw) = Lom(Guw). (4.9)

Leum(g,,) =

No caso da teoria de Brans-Dicke, (4.1), as fungoes que descrevem o acoplamento

do campo escalar sao

F@) =0 e h(®) =~ (4.10)

Q

= Ou)=e ", 20=——, (4.11)

<I>’:—C’<I>‘w—|—§ )
|w+ 3

|

Note que os setores candnico e fantasma neste caso é definido pela constante de acopla-

mento w, de forma que para w < —3/2 o campo escalar possuira energia cinética negativa,

1O referencial de Jordan é considerado o fisico, por conta do tensor Energia-Momento satisfazer a
equacao usual de conservacao de energia, V,T",=0.
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enquanto para w > —3/2 ela serd positiva. As configuragdes de espago-tempo no refe-
rencial de Einstein nao sao alteradas quando passamos para o referencial de Jordan, isso
porque a transformacao conforme de um referencial para outro preserva angulos e for-
matos infinitesimais, alterando somente tamanho e curvatura. No referencial de Jordan,
apenas teremos uma diferente relacao entre constantes de integracao e uma nova contantes

de acoplamento que descrevera se o campo é candonico ou fantasma.

4.2 Solucoes de vacuo na presenca de campo

escalar sem massa

Considerando o caso de vacuo na presenga de um campo escalar sem massa (com

um potencial nulo U = 0) no referencial de Einstein, as equagoes se reduzem a
R, =¢€eV,0V, 0, Op = 0. (4.12)

A derivacao das solucoes estaticas e esfericamente simétricas correspondentes, seguimos de
perto o calculo realizado em [6]. Para um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico,
ou seja, a métrica possui o formato (3.1), o campo escalar fica em func¢ao da coordenada
radial apenas e os termos nao nulos do tensor de Ricci sdo (3.4). Assim, as equagdes de

campo podem ser escritas como

V' + (Y —a +28)y =0, (4.13)

V' 428" — (28 + 7)o + 287 + 47 = e, (4.14)
—e22 4 g (o) —~ —28)5 =0, (4.15)
o'+ (o = =20")¢ = 0. (4.16)

Ainda falta fazer a escolha do sistema de coordenas, e como vimas, quando temos um
problema com campo escalar, as coordenadas harménicas (« = v+ 20) s@o bastante uteis.
Entéao, fazendo essa escolha de sistema de coordenadas, a equacao de Klein-Gordon (4.16)

pode ser diretamente integrada para obter

9" =0=¢=Cu+ g (4.17)

4.2 Solugoes de vacuo na presencga de campo escalar sem massa
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E as equagoes para as fungoes métricas se tornam

7" =0, (4.18)
B —p*—28y = 202 (4.19)
v+ B = e (4.20)

Para integrar a ultima equag@o primeiro fazemos a substituicao y = v + 3, em seguida

integramos,
20/ y" =2y e = yP=eVLk (4.21)
Agora fazendo a substituigdo y = —In[s] ficamos com
s? =14 k%5 (4.22)

Note que a solugao para a fun¢ao s(u) dependera do valor da constante de integracao k,

neste caso, uma forma de escrever solugao é

k~'sinh(ku), k>0,
677(u)7/8(u) — S(u) = 8<k’u> = u’ k — 0’ (423)

k~tsin(ku), k<O.

A escolha do ponto zero para u remove uma possivel constante de integracao. Com o

resultado acima, a métrica é escrita como

—2v d 2

e u

ds? = e¥dt? — 5 { 5 + dﬂﬂ : (4.24)
s(k,u)” Ls(k,u)

Para todos os casos, a regiao u = 0 representa um infinito espacial, uma vez que a

funcao radial e’ — oo, logo podemos escolher v(0) = 0, sob uma escolha adequada de
escala da coordenada temporal no intuito de obter uma solugao assimptoticamente plana
(Minkowski). Integrando a equagao (4.18) temos v = —hu, com h sendo outra constante
de integragao. Por tltimo, a equagao (4.19) nos fornece uma relagdo para todas essas

constantes, dessa forma a solucao se torna

2hu 2 2
ds? = ethudt2 . € . |: du . X dQQ:| : LR — £ + he. (425)
s(k,u)” Ls(k,u)

4.2 Solugoes de vicuo na presenca de campo escalar sem massa
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A solugao (4.25) é conhecida como soluc¢ao de Fisher, pois foi encontrada, pela primeira
vez, para um campo escalar com energia positiva (e = +1), por I. Z. Fisher em 1948, [23].

No caso do campo escalar ser fantasma (e = —1) chamamos de solugao de anti-Fisher.

Para uma solugao de buraco negro, a massa geométrica da solugao (4.25) pode ser
obtida comparando com a solucao de Schwarzschild, onde

Vsen(T) = %m (1 — 2—m) : (4.26)

r

No caso de Schwarzschild a métrica é escrita usando as coordenadas quasi-globais, en-
quanto na solu¢ao de Fisher/anti-Fisher ¢ usado as coordenadas harmonicas. Compa-
rando o assimptotico de Schwarzschild (r — 0o0) com o de Fisher (v — 0) notamos que

as coordenadas se relacionam como u o< r— !, logo
1 /
Vsen(U) = 5 In(1—2mu) = ~..,,(0) = —m. (4.27)

Para Fisher, temos

vr(u) = —hu, (4.28)

em que a derivada de vy em u = 0, ou seja, no assimptotico, nos fornece

74(0) = —h, (4.29)

dessa forma, a massa geométrica para (4.25) é m = h [9]. Como este parametro deve ser
positivo definido, temos que h > 0. O mesmo pode ser feito para uma solu¢ao de buraco
de minhoca, no entanto, para isso precisamos escrever a métrica no formato da métrica

de Morris-Thorne antes de comparar com Schwarzschild.

Na tabela 4.1 temos as possiveis relagoes entre constantes. O que podemos notar
¢ em certos casos obtemos valores imaginarios para as constantes. Para k =0 e ¢ = +1,
temos que A é um nimero complexo, logo a solugao nao é real. Temos também que, para
k < 0ee=+1, a constante k£ é imaginaria, o que mapeia este caso no seu equivalente no

setor fantasma. Entao, de fato temos apenas 4 solugoes independentes.

4.2 Solugoes de vicuo na presencga de campo escalar sem massa
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[ [ =71 [ =1 |
k>0] =S +h [BP=-S+1
C? C?
k<0 -k*=S+h| =50

Tabela 4.1.: Possiveis relacoes de constantes nas solugoes de Fisher e Anti-Fisher.

4.3 Classificacao das solucoes de Fisher e

anti-Fisher

As solugoes de Fisher e anti-Fisher descrevem uma variedade de configuracoes, que

dependem da escolha do sinal da constante de integracao k. Na tabela 4.1 vemos em cada
setor (candnico onde € = +1 e fantasma quando € = —1) a solucdo se divide em trés
ramos, no entanto, de todas as solucoes possiveis em cada setor, apenas 4 sao de fato

independentes. Analisamos rapidamente estas solugoes independentes:

1 Ramo A (k > 0) : Neste ramo a solugao e a relag@o entre as constantes sao escritas

CcOomo

2
+ dQ2]], k?=h?+ < (4.30)

ds? = e72Mudt? —

k262hu |: k2du2
2

sinh(ku)® | sinh(ku)”

Passando esta solugao para as coordenadas quasi-globais, usando a transformacao

2k
e =1 -2 = P(p), (4.31)
p
ficamos com
2 a 342 —a 2 l—a 2 2 C
ds® = Pt* — P~ %p* — P~ *p*dQ°, gpz—%lnP, (4.32)
sendo as constantes ,
h 9 eC
a=, a 5 (4.33)

Neste sistema de coordenada, a regiao assimptotica é em p — 00, enquanto em
p = 0e p = 2k podemos ter uma singularidade ou um horizonte, a depender do
valor de a. No que lhe concerne, o valor de a dependera se estamos lidando com um

campo escalar canonico, onde € = +1, ou fantasma onde € = —1.

4.3 Classificacao das solugoes de Fisher e anti-Fisher
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setor canonico : Neste setor a relagdo entre as constantes implica que |a| < 1,
entao, se h > 0 temos a < 1, caso contrario h < 0 temos a > —1. Em ambos os

casos a fungao radial r — 0 em p = 2k e as geodésicas nao possuem uma continuagao

além dessa regiao, logo, para ¢ = +1, esta solucao representa uma singularidade nua.

setor fantasma : Neste caso a relagao (4.33) implica que |a| > 1, entao para h < 0
retornarmos para o caso no setor canodnico, onde a < —1, enquanto para h > 0 temos
a > 1. Neste tltimo caso, podemos identificar que a funcdo radial, r(p) = P1~%/2p,
possui um minimo em p = py = k(a + 1), que corresponde a uma garganta com o
tamanho

r(pm) = k(a+ 1)"TD/2(q — 1)079/2, (4.34)

No limite p — 2k a fungao radial tende a infinito. Na superficie p = 2k os critérios de
selecao de buraco negro sao satisfeitos, identificando um horizonte de eventos, porém
para a solucao possuir uma continuagao analitica além deste horizonte devemos ter a
seguinte lei de quantizacao a = 2, 3,4, .... A principal caracteristica desse horizonte
¢ sua area superficial infinita que implicaria em uma temperatura Hawking nula,
buracos negros com tais caracteristicas sao chamados de Buracos Negros Frios. Para

a =1 temos que h = k — C' = 0 que reduz a solugao a Schwarzschild.

Ramo B (k = 0) : Neste caso a métrica e a relagao de constantes se escrevem

ds? = e72Mudt? —

2hu 2 2
‘ [d“ ] e (4.35)

— — dO?
2

u? | u?

Passando para coordenada quasi-global, que para a métrica acima corresponde a
p = 1/u, temos

ds® = e 2Mrae? — /e [dp? — p*dQ?] . (4.36)

Esta solucao também é assintoticamente plana para p — 0o, enquanto no outro

extremo, dependendo do valor de h a solu¢ao admite estruturas diferentes.

setor candnico: Para ¢ = 41 a relagao entre as constantes nos fornece um valor

imaginério para h, dessa forma.

setor fantasma: Agora para ¢ = —1 a constante h é real e conforme p — 0
temos um horizonte, uma vez que ¢” — 0, possuindo uma area superficial infinita.

Contudo, como a continuacao desta solucao além do horizonte nao é possivel, o

4.3 C(lassificagao das solugoes de Fisher e anti-Fisher
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horizonte é dito singular, devido as geodésicas terminarem nele, logo esta solucao

representa uma singularidade nua.

3 Ramo C (k < 0) : No ultimo caso temos que

d32 — e—2hu t2 _

k2€2hu |: deUQ
2

: S | = s — dQQ] . kK =———h (4.37)
sin(ku)” [sin(ku)

Devido a funcao trigonométrica no denominador da funcao radial, podemos dire-
tamente identificar as regides assimptoticas (r — oo) como sendo a solugao de
sin(ku) = 0, logo, u = nr/k com n = 0,1,2,..., logo, esta solugdo deve ter a
configuracao de um buraco de minhoca. Quando passamos esta solu¢ao para as

coordenadas quasi-globais temos
ds® = e7?Mdt? — M [dp® — (kK* + p?)dQ?] (4.38)

sendo p = |k| cot (|k|u), definida em todo eixo real. As regides assimptoticas nesta
coordenada agora estdo em p — oo, a garganta esta localizada em p = —h, e

possui o seguinte tamanho:

_h

T(pth) — T arctan(h/\k\)(hQ + ]{32)1/2- (439)

Podemos ainda verificar que o escalar de Kretschmann é finito em toda regiao, dessa

forma, neste caso temos um buraco de minhoca.

setor candnico: Assim como no ramo anterior, para ¢ = +1 teremos pelo menos

uma constante de integracao com valor imaginario.

setor fantasma: Agora, para e = —1 teremos apenas constantes reais, e assim a

solucao de fato descreve um buraco de minhoca.

Entao, podemos identificar na solucao de Fisher que somente em um caso, quando
k > 0, temos uma solucao real que representa uma singularidade nua, devido & presenca
de uma singularidade em p = 2k que nao esta limitada por nenhuma superficie. A
situagao ¢ completamente diferente na solucao de anti-Fisher, que contém tanto buraco
negro, singularidade nua e buraco de minhoca. O buraco negro presente na solugao de
anti-Fisher, para & > 0, apresenta uma garganta (valo minimo para fungao radial) e a

area superficial do horizonte de evento é infinita, levando sua temperatura Hawking a ser

4.3 C(lassificagao das solugoes de Fisher e anti-Fisher
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nula. No caso em que k = 0, a solugao apresenta uma singularidade em p = 0 e nenhum
horizonte de evento, logo uma singularidade nua. O tltimo caso, onde k£ < 0, a solugao

representa um buraco de minhoca assimétrico’ com a garganta localizada em p = —h.

4.4 Analise das solucoes de anti-Fisher

Solugoes de buraco negro sao configuragoes de espago-tempo que requerem uma
ou mais superficies que limitam uma singularidade do resto do espago-tempo, chamadas
de horizontes, podendo ou nao ser assimptoticamente plano. Conforme a termodinamica
de buracos negros, podemos associar ao horizonte de eventos do buraco negro uma tem-
peratura que é inversamente proporcional & sua area, assim, quando temos uma solugao
de buraco negro cuja area superficial é infinita, sua temperatura é nula. A classificacao
de solugbes desse tipo é buracos negros frios, devido a sua temperatura Hawking nula.
Solugoes de buracos negros frios sao normalmente encontradas em teorias escalares ten-
soriais. A presenca de um campo escalar no espago-tempo, mesmo que na forma mais
simples (minimamente acoplado & geometria), favorece o aparecimento de singularidades
nuas, a nao ser por alguns casos especificos onde tal campo gera solugoes de buracos egros
frios (com area superficial infinita) e até mesmo buracos de minhoca (quando considera-
mos que o campo escalar possui uma energia cinética negativa, que chamamos de campo

fantasma).

Dentre os ramos possiveis da solucao de Fisher, apenas um é uma solugao real,
descrevendo uma singularidade nua, enquanto na solucao de anti-Fisher temos tanto um
buraco negro frio quanto um buraco de minhoca. Nesta se¢ao analisaremos estas solugoes

de buraco negro frio.

4.4.1 Buraco Negro Frio

De todos as possiveis solugoes de vacuo-escalar, com o campo escalar sem massa

e minimamente acoplado, apenas quatro sao independentes. Dessas solucoes independen-

20 Buraco de Minhoca neste caso é dito assimétrico devido as duas regides assimptéticas apresentarem
comportamentos diferentes para particulas testes. Uma analise do potencial efetivo desta solugao
mostra que de um lado da garganta as particulas sao atraidas enquanto do outro elas sao repelidas.

4.4 Analise das solugoes de anti-Fisher
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tes, apenas uma possui configuracao de buraco negro. A primeira se encontra no setor

fantasma (e = —1) com k > 0, onde a métrica é escrita como
2 a 742 —a,j .2 l—a 2 2 — 2k
ds® = P*dt® — P~ %dp* — P""“p°dQ”, P=Pp)=(1-—], (4.40)
p
com ,
h 9 C C
. 14 = =——1In|P|. 4.41

Na solugao acima, temos duas regioes singulares, uma em p = 0 e outra em p = 2k, e uma
regido assimptoticamente plana (Minkowski) conforme p — co. E possivel verificar que a
superficie p = 2k corresponde a um horizonte de eventos, caracterizando a solugao como
um buraco negro. No entanto, a configuracao do espago-tempo na regiao 0 < p < 2k
dependera do valor da constante a. O comportamento do campo escalar esta exposto na

figura 4.1.

(&)
T

o
T

P

Figura 4.1.: Gréafico do campo escalar para métrica (4.41). A linha vertical vermelha indica o
horizonte de eventos.

A relagao entre as constantes de integragdo, em (4.41), nos fornece que |a| > 1.

Verificando os critérios de selecao de buraco negro, para que a superficie p = 2k seja um
horizonte de eventos temos que a > 1, além disso, a deve ser um niimero inteiro para ser

possivel uma continuacao analitica através do horizonte, logo

a=234,... (4.42)

O caso em que a = 1, recuperamos a solugdo de vacuo (Schwarzschild), uma vez que

a=1—C=0.

4.4 Anélise das solugbes de anti-Fisher

69



Reescrevendo a fungao radial da métrica (4.40) como

r(p)® = p’ (1 - %) - %, (4.43)

e a derivando com respeito a coordenada radial, ficamos com

5 pa-‘rl B 2pa B .
(o) =0, (L ) = (gl — Mo+ 1)L (4.44)

Assim, podemos identificar um minimo da funcao radial, ou seja, uma “garganta’, na regiao
p>2kem p = py = k(a+1). E conforme nos aproximamos do horizonte em p = 2k,
r(p)? diverge, caracterizando um horizonte com 4rea infinita. Apesar dessa divergéncia
da funcao radial, a regularidade do espago-tempo nao é afetada, podemos ver isso usando
o escalar de Kretschmann, que para a solu¢ao em questao possui o seguinte formato

(p—2k)*"

IC =4 p4+2a

(4.45)

Para o caso de Schwarzschild, a — 1, temos h = a e o escalar de Kretschmann reduz para

48K (p? — Akp + 4K?)  A8K?
Plp—2k2 0

onde podemos identificar k£ como sendo massa geométrica m, (3.24). Analisando este

,C:

(4.46)

escalar vemos que ele é regular em toda a regiao externa ao horizonte, p > 2k, e no

infinito tende a zero. Proximo ao horizonte ele pode ser aproximado como

lim K =~ (p — 2k)** 4, (4.47)

p—2k

e sendo a > 2, temos que o escalar de Kretschmann é nulo no horizonte. Porém, na
regiao interna, conforme p — 0, o escalar diverge, indicando uma singularidade. Agora,
para caracterizar a singularidade e o horizonte, assim como o movimento de particulas, é
necessario analisar o potencial efetivo para uma particula teste neste espago-tempo. Neste

caso ele é escrito como

a L2 a—
Voi(p) =P (5 + ?P 1) : (4.48)
Note que tanto a funcao radial quanto o potencial efetivo, possuem diferentes comporta-

mentos, na regiao interna ao horizonte, dependendo se a ¢ um ntimero impar ou par. Isso

se deve a troca de sinal da fun¢ao P(p) quando passamos pelo horizonte.

4.4 Anélise das solugbes de anti-Fisher
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Caso par

Para valores de a pares, ou seja, a = 2n (sendo n um ntmero inteiro positivo nao
nulo), a métrica na regido interna ao BNF muda completamente sua assinatura, passando

de (+, -, =, —) para (—, +, +, +) e podemos escrever a métrica, para p < 2k, como
dSQ _ —’P’_2ndp2 + ‘P|2ndt2 + ‘P‘I_an2d92. (449)

Na métrica acima a coordenada temporal é p e a radial é . Tanto a regiao interna quanto
a externa sao do tipo R, logo a singularidade é do tipo tempo. As curvas geodésicas
sao continuas e suaves através de p = 2k, isto devido ao fato das equagoes geodésicas
dependerem somente do simbolo de Christoffel, que ¢ invariante pela transformacao g, —
—gu- Porém, tal transformacao faz com que geodésicas do tipo tempo se transformem
em do tipo espaco. A estrutura causal, assim como o diagrama de Carter-Penrose, sao

similares & solugao de Reissner-Nordstrom extremo (diagrama & esquerda em 3.10).
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0.0025 |- b 1.0 ]

0.0020 -

0.0015} 0.6 ]

Vef(p)
Vef(p)

0.0010} 04r 7

0.0005 | 0.2¢ ]

0.0 ]

0.0000
0

Figura 4.2.: Graficos do potencial efetivo para geodésicas nulas (esquerda) e do tipo tempo
(direita), no caso em que a é par. A linha vertical vermelha separa as regioes
interna e externa ao horizonte de eventos, enquanto a linha vertical tracejada indica

um minimo da fungao. Os valores dos pardmetros utilizados nestes graficos foram:
k=2, h=4eL=1.

Caso impar

Caso a seja fmpar, a regiao externa do BNF ¢é do tipo R enquanto a interna é do
tipo T com uma singularidade do tipo espaco, atingida em um tempo finito por qualquer
particula que percorra uma geodésica do tipo tempo nesta solucao. Dessa forma, a es-
trutura causal, incluindo o diagrama de Carter-Penrose, se torna similar a Schwarzschild

(diagrama 3.6).
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Figura 4.3.: Cones de Luz na solucao de anti-Fisher para a = 2. Os valores dos pardmetros
utilizados nestes gréficos foram: k=1e h =2
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Figura 4.4.: Graficos do potencial efetivo para geodésicas nulas (esquerda) e do tipo tempo
(direita), no caso em que a é impar. A linha vertical vermelha separa as regioes
interna e externa ao horizonte de eventos, enquanto a linha vertical tracejada indica
um minimo da fung¢ao. Os valores dos parametros utilizados nestes graficos foram:
k=2 h=6elL=1.

4.4.2 Buraco de Minhoca

Outro caso independente das solugoes de anti-Fisher é para k& < 0, descrito pela

métrica (4.37). Apoés passar para coordenada quasi-global, a métrica é reescrita como

ds® = e7?Mdt* — &M [dp® + (p* + k*)dQ?] (4.50)
onde temos
1 2
u= arctan (g) ) % =k +h e ¢p= %arctan (g) . (4.51)
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Figura 4.5.: Cones de Luz na solucao de anti-Fisher para a = 3. Os valores dos pardmetros
utilizados nestes gréficos foram: k=1e h =3

Esta solucao descreve um buraco de minhoca e a coordenada radial esta definida no limite

—o0 < p < 00. O escalar de Kretschmann desta solugao é escrito como

Th* 4+ 3k* 4+ 16h3p — 8hk?p — 2h*(k* — 6p?)]

—4% arctan( 2 [
IC=4e "k (%) 25 )

(4.52)
Este escalar é regular em todo o limite da coordenada p, logo a solugao é regular e nao
possui nenhuma singularidade. A garganta desse buraco de minhoca se encontra em

p = —h e possui o tamanho
r(h) = ek 2etan(i) /BT 1 2. (4.53)

Note que esta solug¢ao nao é simétrica, uma vez que a garganta se encontra deslocada do
centro da coordenada. Além disso, a solucao é atrativa para particulas testes de um lado
(p > —h) e repulsiva de outro (p < —h). Na figura 4.6 temos os gréaficos de algumas
fungoes importantes para a interpretacao dessa solucao. Desses graficos temos que esta

solugao permite Orbitas circulares instaveis tanto de fétons quanto de matéria na regiao

proxima a garganta, e a densidade de energia e pressao sao negativos em toda a solucao,

sendo mais negativos proximo a garganta.
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Figura 4.6.: Graficos de algumas fung¢oes métricas de (4.50). Os dois graficos mais acima sao

das funges métricas €2 (esquerda) e €2 (direita). Os dois graficos ao centro sao
do potencial efetivo para geodésicas nulas (esquerdo) e do tipo espago (direito). A
baixo temos as densidades de energia e pressao proximo a garganta (esquerda) e o
comportamento do campo escalar (direita). A linha pontilhada, em todos os casos,
indica a posi¢ao da garganta do buraco de minhoca.
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Solucoes estaticas e
esfericamente simétricas
na teoria de
Einstein-Maxwell na
presenca de campo

escalar

Neste capitulo vamos identificar e analisar as solug¢oes de buraco negro e buraco
de minhoca da teoria de Einstein-Maxwell na presenca de campo escalar, que descreve
a geometria de um espaco-tempo na presenca de um campo escalar sem massa e um
campo elétrico. As solugoes apresentadas aqui sao obtidas no referencial de Einstein,
onde o campo escalar, assim como o campo elétrico, se encontram minimamente acopla-
dos & geometria. Tais solu¢oes podem ser mapeadas na teoria escalar tensorial geral de
Bergmann-Wagoner-Nordtvedt, definida no referencial de Jordan, utilizando da transfor-
macao conforme. O resultado do estudo das soluc¢oes desta teoria foram publicados em

22].

5.1 Equacoes de Campo e Solucao Geral

A acao da teoria de Einstein-Maxwell na presenga de campo escalar é escrita como
o escalar de Ricci mais as lagrangianas de um campo escalar sem massa e um campo
eletromagnético,

S = /d4:c\/_—g(R — eV, dVD + F, ). (5.1)

A acao acima é construida no referencial de Einstein, sendo ambos os campos minima-
mente acoplados a gravidade. A constante ¢ = +1 é introduzida para indicar a possibili-

dade do campo escalar possuir tanto energia cinética positiva quanto negativa. Esta acao
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estd descrevendo a interacao entre gravidade e campo escalar sem massa na presenca de
um campo eletromagnético em quatro dimensoes. As equagoes de campo geradas pela

variacao desta acao sao:

1
R,, = ¢V, 0V, 0 — <2FMF3 - 5g#,,EwFaﬂ> : (5.2)
VoF* =0,  VF, =0, (5.3)
VoV = 0. (5.4)

No caso estatico e esfericamente simétrico as funcgoes métricas sao todas dependentes
apenas da coordenada radial e a métrica assume a forma (3.1). Os termos nao nulos do

tensor de Ricci para esta métrica se escrevem

Roo = ey + ( — o +28')7), (5.5)
Rll — _'7// . 26// + (26/ 4 7/)()/ o 2(6/)2 o (,7/)2’ (56)
Ry =14 e ™ [(a’ =y —28)5' = B"]. (5.7)

O campo elétrico gerado por uma carga pontual em um espago-tempo descrito pela
métrica (3.1) possui apenas uma componente na dire¢ao radial, logo, os termos nao nulos

do tensor de Maxwell sao os termos que representam esta componente, sendo
Fio=—Fy = FE = E(u). (5.8)
E a equacao de Maxwell nos forneceréa
E+(+~-28)E=0 = FEu)=Qe ™% (5.9)

onde () ¢ uma constante de integracao que pode ser interpretada como a carga elétrica. Da
mesma forma, podemos assumir que o campo escalar é uma fungao apenas da coordenada

radial u (® = ®(u)), portanto

"+ (o -9 =280 =0 = @ =Ce (5.10)

5.1 Equagoes de Campo e Solucao Geral
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com (' sendo uma constante de integracao, que representa uma carga escalar. Combinando
os resultados acima para os campos com os termos nao nulos do tensor de Ricci obtemos

as seguintes equacoes

7// + (fy/ — o + 25/>7/ — QQ 6204—4/617 (5‘11)
,)/// + 25// . (25/ + 7/)&/ + 25/2 + 7/2 — —602 62a72'yf4,3 + QQ 620‘74’8, (5'12)
"o (a// . '7, . 25/)6/ — eZa—QB _ QQ 6204—4,8. (513)

Como vimos, o sistema de coordenadas harmoénicas geralmente é o mais conveniente para

resolver os sistemas de equacoes quando temos a presenca de um campo escalar. Portanto,

trabalhando nesta coordenada, onde a(u) = (u) + 26(u), ficamos com as seguintes
equacoes:
v = Q%e™, (5.14)
1
B —pB*—28+ = —5602, (5.15)
v+ B = P (5.16)

Note como este sistema de equagao é bastante similar ao caso sem carga, (4.18-4.20), a ndo
ser pela equagao para vy, que apresenta agora um termo devido & carga elétrica. Portanto,
a métrica aqui terd o mesmo formato que (4.24), dessa forma, podemos identificar ja que
em u = 0 temos um infinito espacial. A solugao para vy é obtida a partir da integracao da
equagao (5.14), que fornece

7% =Q*e® £ )7, (5.17)

aqui A é mais uma constante de integracdo. Reescrevendo esta equagao usando vy(u) =
— In[h(u)], ficamos com

n? = Q* £ \* % (5.18)

Comparando esta equacao com (4.22) obtemos a relacao h(u) = Qs(\,u + ug), onde é
introduzido uma constante uy devido a escolha do zero da coordenada quando obtemos a

solucdo s(k,u). Finalmente, a solugao geral da métrica sera

ds2———Q

Q~2dt? 5 82 (\, u + ug) du?
82\ u+ ) s2(k,u)

+ dQ2> : (5.19)

5.1 Equagoes de Campo e Solucao Geral
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A fungao s(\,u + ug) é definida similarmente a s(k,u), (4.23). Com a solugdo acima

podemos escrever oS calnpos Como

1

O(u) =Cu, e E(u)= 00 u T )

(5.20)

E usando a equagao (5.15) obtemos a seguinte relagao entre as constantes de integragao:

2
+E2F N\ = % (5.21)

Os sinais na relagao acima sao escolhidos conforme o possivel valor para a constante, sendo
+ para k > 0 e — para k < 0. Sem perda de generalidade podemos normalizar a funcao

métrica ggo = 1 no assimptotico u = 0 impondo que

SO\, ) = é. (5.22)

Dessa forma podemos reescrevendo a solugao geral apenas em fungao de s(.,.), como

2(\, ug)dt? $2 (N, u+ up) du?
g2 = S A to)dt” 4T o 402 ) . 5.23
° 2N u4ug)  s2(A ug)s?(k,u) \ s2(k,u) * (5:23)

sendo:

Ficamos entao com quatro constantes de integracao: A, k, @@ and C. outra importante
constante ¢ a massa geométrica m da configuragao, que podemos obter ao comparar (5.23)

com a métrica de Schwarzschild, (4.27), logo

s' (A, u + ug) o 5’()\,u0)' (5.24)

v () = - s(A, u+ ugp) = s(A, up)

Agora usando a equagao (5.18) no assimptotico u — 0, as relagdes (5.21,5.24) e a condigao
(5.22), podemos escrever a seguinte relagdo entre todos os pardmetros que temos nessa
teoria,
2 2 2 ,  €C?
A solugao (5.23) apresenta diversas configuragoes de espago-tempo, a depender do
valor das constantes A e k, e da natureza do campo escalar, ¢ = +1. Note que para
u — 0 temos que s(k,0) — 0 para todos os valores de k, assim podemos identificar duas

superficies de interesse para a métrica (5.23). A primeira superficie é em u = —ug, 0s

termos da métrica se comportam como

e 500, €50, e ¥ 0,

5.1 Equagoes de Campo e Solucao Geral
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caracterizando uma singularidade central. A segunda superficie é em u = 0, onde
e 51, 500 e - oo,

identificado uma superficie assimptoticamente plana nas coordenadas harménicas. Nas
coordenadas quasi-globais (« = —v) a regido assimptoticamente plana é identificada por
e’ — 1, 2 - 1 e €2 — o0, no entanto, quando trabalhamos nas coordenadas harmo-

2o 5 0o, uma vez que o = v + 2. Portanto, a solugao geral (5.23)

nicas temos que e
ird conter pelo menos uma regiao assimptotica e uma singularidade central. A estrutura
do espago-tempo também pode conter um ou mais horizontes de evento, ou até nenhum
horizonte. De todos os casos possiveis, queremos analisar as solu¢oes de buraco negro e

buraco de minhoca.

5.1.1 Limites para solugoes conhecidas

A partir da métrica (5.23), podemos reduzi-la para outras solugdes que conhecemos.
O primeiro caso é no limite em que C' — 0, onde recuperamos a solucao de Reissner-
Nordstrom da relatividade geral. Neste limite ficamos com A = k, tendo trés possiveis

casos: A=k >0, A\=k=0and A\ =k <0, e com a relagao
m? — Q* = £\? = +k% (5.26)

Estes casos correspondem a solugao RN nao extremo (m > @), extremo (m = @) e a
singularidade nua (m < @), respectivamente. Em cada caso, a forma familiar da métrica

de RN ¢ obtida usando a transformacao

s(k,u —+ ug)
= 2
s(k,ug)s(k,u) (5:27)
Segundo a defini¢ao da funcao s(k, u), podemos escrever
s(k,u+ug) = s(k,u)s' (k,ug) + 8" (k,u)s(k, up), (5.28)
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sendo que o sinal depende do valor de k, sendo + para k > 0 e — para k < 0. Usando as
definigoes da massa geométrica e da carga elétrica, (5.24 e 5.22), e a equacao (4.22), na

relagdo entre as coordenadas (5.27) ficamos com

"k d 2
pemay S e du - (5.29)
3(]{],71,) S(k,u)
e também temos que
s'(k,u)? 1 5 5
= +m” — Q°. 5.30
b’ sy 9 o0
Logo, podemos escrever
1
koul=—— 5.31
s(k,u) r2 —2m + Q%' (5:31)

e assim usando os resultados acima na métrica geral (5.23) é recuperado a métrica de RN,

(3.44). A partir daqui, para obter a solugdo de Schwarzschild basta fazer @ — 0.

Outro limite interessante ¢ () — 0, que reduz as configuracoes do espago-tempo
para vacuo escalar sem carga, descritas pelas solugdes de Fisher e anti-Fisher, (4.25). Este

limite deve ser tomado preservando a condi¢ao de contorno (5.22). Isto implica que

A>0 e u—oo0 = s(\utuy) — e (5.32)
recuperando a solugao de vacuo escalar. Portanto, a solugao geral de vacuo escalar carre-
gado, nos limites corretos, recupera as solugoes vacuo, sem carga e carregado, descritos
pelas solucoes de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, e as solugoes de vacuo escalar,

descritos pelas solucoes de Fisher e anti-Fisher.

5.2 Classificando as Solucoes

A métrica (5.23) possui diferentes formatos dependendo do valor das constantes de
integracao A e k. Cada combinacao de valores para estas constantes fornece uma relacao,
de acordo com (5.25). Todas as possiveis relagdes estao listadas nas tabelas em 5.1. As
caracteristicas de cada caso depende, crucialmente, se o campo escalar é canénico (e = +1)

ou fantasma (e = —1).

Assumindo que todas as constantes devem assumir valores reais, dessa forma, as

relacoes entre constantes que fornecem valores complexos para estas constantes sao ex-

5.2 C(lassificando as Solugoes

80



€=+ Hk:O k>0 k<0

A=0 C=0 2= ¢ %12 — _C
A>0 [N = =G RPN = | RRR 4N
A <0 2= R =C | 2 p2=<

e=— k=0 k>0 k<0
_ — *x1.2 _ _ C? 2 _ C?
A=0 |[[C=0 K=-C =g
2 _C? 2 2 _C? 2 2 _ C?
A>0 [N=2 N-i2=C [+ N=Z
*\2 _ _C? *7.2 2 _ _C? 2 2 _ C?
<0 N=-C [N =2 2=C
Tabela 5.1.: Possiveis relagoes entre constantes no setor candnico, € = +1, e fantasma, e = —1.

O x indica os casos em que temos constantes com valores complexos.

[ [ e=v1 ] [ =1 ]
1+ | A>0ek>0 [1-] | A>0ek >0
2+ | A<0ek>0 [2-] | A>0ek=0
B+] || A<0ek=0 B-] | A>0ek <0
4+ || A <0ek<0 [4-] | A<0ek<0
B[ A=0ek>0 5] [A=0ek<0

Tabela 5.2.: Possiveis casos que representam solucdes independentes.

cluidas.Logo, ficamos com as solugoes independentes listadas em 5.2. Analisando cada

solugao independente em cada referencial:

e [1+]: usando as fungdes adequadas, a métrica neste caso assume a seguinte forma

4t A% sinh? (Aug ) dt? k2 sinh®[\ (u 4 )] ( k2 du?

- +d0?) . (533
sinh®[ A(u +ug)]  A2sinh®(Aug) sinh?(ku) \ sinh?(ku) ) (5.33)

onde a coordenada u pode assumir valores em toda reta real, e as constantes sao
relacionadas por
02
m?—Q* =\ =k — —. (5.34)
2
Analisando as fungoes métricas deste caso podemos notar que para u — +0o temos
e’ — 0, que pode caracterizar um horizonte de eventos nessas regioes. No entanto,

a funcao radial nestes limites é aproximada por

28 o ARl
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e conforme a relagao entre constantes, temos que k > A, logo

lim e*® =, (5.35)

u—+oo
=

caracterizando tais superficies como sendo singulares. Portante, a métrica (5.33)

descreve apenas singularidades nuas.

[2-H]: neste ramo a métrica é escrita como

5 — '81212()\71,0)(#2 B {{;2251112[)\(1'1 +2u0)] < 'kQ;luQ +d92), (5.36)
sin“[A(u +up)]  sin®(Aug) sinh”(ku) \ sinh”(ku)
sendo
2 2 2,2 C
mt - QF = N =k (5.37)

Como a fungao seno é definida em um intervalo finito, e é uma funcao periodica,
nao existe nenhuma superficie em que € — 0, para a métrica acima, logo nao ha

horizonte. No entanto, o primeiro termo da métrica é singular nos pontos

Unp = :l:%—uo, n=01,23... (5.38)

nestas superficies a funcao radial é nula, caracterizando uma singularidade central.

Outra superficie de interesse é em u — +00, onde temos

lim e*® =, (5.39)

u—to00

descrevendo mais uma regiao singular. Portanto, teremos apenas singularidades

nuas neste ramo.

[3+]: o formato da métrica neste caso é

e 'si?Q(Auo)dtz B 8111,2[2)\(” +up)] ((du? Laa?) (5.40)
sin[A(u + ug)] sin”(Aug)u? u?
e as constantes se relacionam por
2
Q*—m? =\ = % (5.41)

Este caso é similar ao [2+], tendo as mesmas superficies singulares e nenhum hori-

zonte de eventos, portanto descreve apenas singularidades nuas.
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e [4+]: neste caso a métrica pode ser escrita como

gt = SOt K swputuwo)]l (K o) (5.42)
sin®[A(u + wg)]  sin®(Aug) sin®(ku) \ sin®(ku)
com a seguinte relagao entre constantes
02
Q*-mP=XN=k+ - (5.43)

Novamente o primeiro termo da métrica e*” ¢ o mesmo que o do [2+], logo possui as
mesmas superficies singulares uy ,, porém agora a fun¢ao radial possui duas fungoes

seno, o que nos permite definir as superficies

uk,n:i%, n=0123... (5.44)
onde
lim e* — oo, (5.45)
U= UL, n

indicando um infinito espacial, regiao assimptotica. Da relagao entre constantes,
temos que |k| < |\|, entdo o intervalo entre as regides assimptoticas ug, € Uy pi1 €

maior que o intervalo entre as superficies singulares uy , € uy 41, Ou seja,

|unnt1 = Unn| < |Uknir — Ul (5.46)

Dessa forma sempre teremos uma singularidade entre regioes assimptoticas. Logo,

esta solucao também descreve apenas singularidades nuas.

[5-+]: a métrica neste caso é escrita como

2 7,2 2 2 272
g5t = ol Flutuw) ( Fdu +d92), (5.47)
(u+up)?  u2sinh®(ku) \ sinh”(ku)
com as constantes relacionadas por
02
m? —Q* =k* — - =0 (5.48)

Aqui podemos identificar que o primeiro termo da métrica se comporta como €” — 0
na superficie u = + 28 0. Conf
perficie u = =00, no entanto, neste mesmo ponto temos e“” — (. Conlorme

os critérios de selegao de buraco negro, o horizonte de evento deve ter uma area
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superficial positiva e maior que zero, logo, a superficie © — 0o nao satisfaz esse
critério, caracterizando-a como um horizonte singular. Neste caso temos apenas

configuragoes de singularidade nua.

[1-]: escrevendo a métrica neste caso temos

o sinh®Qug)dt® K sinh®[A(u + )] < k2du?

= +dQ* |, 5.49
sinh? [ A(u + up)]  sinh?(A\ug) sinh?(ku) \ sinh?(ku) ) (5.49)

com a seguinte relagao ,
C
m?—Q* =N =K+ - (5.50)

Observe que a métrica possui o mesmo formato do caso [1+], entdo para u — Foo

teremos e” — 0, enquanto a funcao radial se comporta como

028 oy @20—h)u

A principal diferenca para este caso e seu correspondente no setor canoénico é a
relacao entre constantes, que no caso anterior nao permite a existéncia de horizontes,
porém neste caso temos A\ > k, e assim no limite u — oo ficamos com % — oo,
caracterizando um horizonte com area superficial infinita. Entao, trabalhando no
intervalo —up < u < 00, esta solugao de fato representa uma solugao de buraco

negro.

[2-]: & métrica neste ramo tem o seguinte formato

sinh?[\(u 4 uo)] sinh? (Aug )u? u?
onde
02
m2 o Q2 — )\2 — 7 (552)

No limite u — 400, temos que e*¥ — 0 e e? — oo. Portanto, usando o mesmo
intervalo que o caso anterior para a coordenada wu, esta solugao ird representar um

buraco negro frio.

e [3-]: a métrica aqui se escreve

ds® = .Smf(m)dtz - k.2 Sif h2[A<U.+QUO)] < .’id“z +d92)a (5.53)
sinh®[A(u +ug)]  sinh”(Aug) sin®(ku) \ sin®(ku)
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com
02
m2 — Q2 = )\2 = —k2 + 7 (554)

A presenca da funcdo seno no denominador da funcéo radial e®, nos permite identi-
ficar diversas regioes assimptoticas para u = %%, sendo n = 0,1,2,..., enquanto a
fungao temporal €” se anula somente em u — co. Tal configuragao de espago-tempo
pode representar um buraco de minhoca, a depender da escolha do intervalo da

coordenada u.

[4-]: neste caso temos

2 2 2 2 272
Js? — '81121 (Aug)dt* k sln [/\(u—i;uo)] .deu L) (5.55)
sin“[A(u +up)]  sin®(Aug) sin®(ku) \ sin®(ku)
sendo
02
Q*—mP =N =k — - (5.56)

Esta soluc¢ao possui as mesmas regioes assimptoticas que no caso anterior, [3-], no

entanto, a fungao temporal, €7, ¢ singular em u = “F — up. Segundo a relagao

entre constantes deste caso, temos |k| > |A|, logo a funcio e’ oscila mais rapido
que e?, o que implica que sempre podemos escolher um intervalo com duas regioes
nm

assimptoticas sem a presenca da regiao singular em u = %% — ug. Tal configuragao

satisfaz os critérios de um buraco de minhoca.

[5-]: a ultima solu¢ao independente que temos é escrita como

2dt? E*(u+wup)? [ k*du?
ds? = —02 40> 5.57
° (u+up)?  ulsin®(ku) (sinQ(k:u) * ) ’ (5:57)
sendo a relacao de constantes
02
Q*—m*=k*— - =0 (5.58)

Novamente a fungao seno nos permite identificar as mesmas regioes assimptoticas
presentes em [3-] e [4-]. E assim como nesses casos, a escolha apropriada do intervalo

da coordenada w identifica esta solu¢ao com um buraco de minhoca.
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5.3 Buracos Negros frios carregados

5.3.1 Primeira Solucao de Buraco Negro

Na secao anterior verificamos que o caso de vacuo escalar carregado, no setor
fantasma, possui duas possiveis solugoes de buraco negro, descritas como [1-] (5.49) e [2-]
(5.51). Vamos chamar a solugao [1-] de primeira solugao de buraco negro. Nesta solugao,
verificamos a existéncia de pelo menos um horizonte de eventos em u — 0o, no entanto,
para saber se é possivel uma extensao analitica para além dele, precisamos usar o sistema
de coordenadas quasi-global. A transformagao que leva a métrica (5.49) para este sistema

de coordenada é
2k B

p

Esta transformacao nos permite escreve a métrica em um formato mais familiar,

672ku =1

P(p). (5.59)

dp*  P(p) 5,

ds® = f(p)dt® — 70 mp dQ”, (5.60)
sendo
_ AN*P(p)” a:i e m2_0%=)\2 =2 0_2
f(p) = Gt N = (m— NPT - QP =N=k+— (561

A massa geométrica neste caso € m = Acoth(Aug), e a condi¢ao de que ela seja positiva

implica que ug > 0. A métrica é assimptoticamente plana para p — oc.

A transformagao de coordenadas (5.59) muda o carater exponencial da métrica
para a forma de lei de poténcia. Esta transformacao nos permite descrever a regiao
interior do buraco negro. Porém, ela também permite poténcias fracionéarias de nimeros
negativos, violando a analiticidade da solugao ao atravessar o horizonte. De modo a evitar

esta perda de analiticidade, a constante a deve assumir valores inteiros positivos,

a=23405,... (5.62)

Sendo o caso a = 1 correspondente a solu¢ao nao extrema de RN, uma vez que ela implica
em A = k logo C' = 0. Esta “condi¢ao quantizada” nos conduz a uma parametrizagao

discreta de solugoes de buraco negro, e também esté presente no caso sem carga (buraco
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negro frio de anti-Fisher) e no referencial de Jordan [7]. As solugbes para os campos

escalar e elétrico neste sistema de coordenadas sao

C

O(p) = —5 Wm[P(p)] and  E(p) = Qf(p)- (5.63)

Agora com a métrica e os campos escritos em coordenadas quasi-globais, podemos
verificar a existéncia de horizontes em f(ps,;) = 0. O primeiro horizonte de eventos é
facilmente identificado em pp 1 = 2k, onde sua area superficial é infinita. Outra superficie

de interesse ¢ p — pp2 = 0, onde P(pp2) — —00, neste limite temos que

flpn2) = P~ = f(pna) = 0. (5.64)

Portanto esta superficie pode ser identificada como outro horizonte de eventos. Analisando

a funcao radial proximo do horizonte temos que ele se comporta como

P\ /2
r(p) =p (7> ~ pPet, (5.65)

Note que esta fungao é real apenas para a impar, pois quando a é par teremos uma
raiz de um numero negativo. As singularidades desta solugao apresentam um comporta-
mento similar. Podemos identificar as singularidades como sendo onde f(ps) — +o0, logo

podemos identifica-las usando a equacao

P(p)" = (1 _ %) _ (m—“) | (5.66)

Ps m— A\

O lado direito da equagao acima ¢é positivo definido, uma vez que por definicao m > .
Entretanto, a fungao P(p) admite valores positivos e negativos, e dependendo do valor de
a, se for par ou impar, temos uma ou duas singularidades dividindo esta solu¢ao em dois
casos, assim como na solugao sem carga. Em ambos casos as singularidades sao do tipo

tempo, ou seja, f(ps) — +o0, esta é uma caracteristica de buracos negros carregados.
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Caso par

Se assumirmos que a seja um namero par, a = 2,4,6,..., ao tomarmos a aésima

raiz da equagao (5.66) ficamos com

2%k A\ Ve 2%
1—-— ==+ (m+ ) —)ps’i:—l/a, (567)
P Am 1+ (28)

onde o sinal £+ ¢ devido P(p) poder assumir tanto valores negativos quanto positivos.

Neste sentido, a solugao possui duas singularidades centrais, uma em p = p,_ < 0 e
outra em p = ps 4+, sendo 0 < ps + < 2k. Analisando o comportamento dos invariantes de
curvatura, descrito pelo escalar de Kretschmann cujo gréafico esta na esquerdo da figura
5.2, em todo o intervalo possivel, notamos que ele diverge para p — p,+, ou seja, nas
singularidades. O mesmo acontece para o potencial efetivo, cujo grafico é apresentado

na direita da figura 5.2. Portanto, a extensao entre os dois intervalos, deste caso, nao é

possivel, e assim, cada intervalo possuird uma estrutura diferente.

O primeiro intervalo, p € (ps —,0]U [0, ps ), temos duas singularidades conectadas
por um horizonte, o que nao nos interessa. No segundo intervalo, onde p € (ps 1, 2k| U
[2k,00), temos uma singularidade central ps limitada por um horizonte 2k, com uma
area superficial infinta, e uma regiao assimptoticamente plana, descrevendo um buraco
negro frio, que de fato nos interessa. Neste intervalo a solugao possui uma estrutura causal

semelhante a RN extremo, logo o diagrama CP dessas solugoes sao semelhantes, 3.10.

Como a funcao temporal é positiva em todo o intervalo, ambas regioes, sao do tipo
R e a estrutura de toda solucao se torna similar & RN extremo. O comportamento do
potencial permite, dependendo da energia, uma particula pode ter uma orbita instavel na

regiao externa, p > 2k, ou pode transitar entre as diferentes regioes do buraco negro.

Em 5.1 temos o gréafico dos campos escalar e elétrico. O campo escalar é finito na
origem e diverge no horizonte, enquanto o campo elétrico diverge na origem e se anula no

horizonte.
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Figura 5.1.: Grafico dos campos escalar e elétrico para a = 2. As linhas verticais vermelhas indi-
cam a singularidade enquanto as escuras os horizontes. Os valores dos parametros
utilizados foram: A =2, k=1em = 3.

500 0.008 ——— ——
400 - ]
[ 0.006 - B
300} ]
q
x [ % 0.004 f
200 r -
[ 0.002 7
100 ]
ok ‘ ‘ . 1 0.000k , , ,,
-1 0 1 2 3 4 0 2 4 6 8
P P

Figura 5.2.: Grafico do escalar de Kretschmann (esquerda) e do potencial efetivo (direita) para
a primeira solugao de buraco negro (5.60) com a = 2. As linhas verticais vermelhas
indicam as singularidades enquanto as linhas mais escura os horizontes. Os valores
usados para os pardmetros foram: A=2, k=1, m=3,£=0e¢ L = 1.
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Figura 5.3.: Cones de Luz na primeira solugdo de buraco negro da teoria de Einstein-Maxwell
na presenga de um campo escalar para a = 2 (caso par). Os valores dos parametros
utilizados nestes gréficos foram: k=1e A =2

Caso impar

Agora, para a impar ao tomarmos a aésima raiz de (5.66) ficamos com

2k A\ 2k
1__:(m+ ) = py= (5.68)
Ps m— A 1 — (m+>\)

Neste caso temos apenas uma singularidade, localizada em p = ps < 0. O tnico intervalo
permitido para a coordenada radial é p : (ps, 0]U[0, 2k]U[2k, 00), descrevendo trés regides,
a mais interna onde temos uma singularidade central, a regiao entre os dois horizontes, em
p=0ep=2k, e aregiao externa que é assimptoticamente plana. Ambos os horizontes

possuem area superficial é infinita, logo neste caso também temos um buraco negro frio.

Chamando de I a regiao externa (2k < p < 00), I a regido entre os horizontes (0 <
p < 2k) e III a regidao da singularidade central (ps < p < 0) temos que I e III sao do tipo R
enquanto II é do tipo T, devido a funcao f(p) trocar de sinal nesta regiao. Analisando os
graficos em (5.5), temos que, o escalar de Kretschmann ¢é regular em todo espago-tempo
exceto na singularidade e o potencial efetivo diverge para +o0o na singularidade, o que
concorda com o fato que singularidades do tipo tempo sao repulsivas para particulas testes.
Na regiao II temos um poco de potencial que permite orbitas estaveis de fétons. Toda a

estrutura causal é similar & solugao de RN nao extremo, 3.9.
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Figura 5.4.: Grafico dos campos escalar e elétrico para a = 3. A linha vertical vermelha indica
a posi¢ao da singularidade, enquanto a escura indica o horizonte de eventos. Os
valores dos parametros utilizados foram: A =3, k=1em =4.
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Figura 5.5.: Grafico do escalar de Kretschmann (esquerda) e do potencial efetivo (direita) para

a primeira solugao de buraco negro (5.60) com a = 3. As linhas verticais vermelhas
indicam as singularidades enquanto as linhas mais escura os horizontes. Os valores
usados para os parametros foram: A\=3, k=1, m=4,E=0e L =1.
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Figura 5.6.: Cones de Luz na primeira solugdo de buraco negro da teoria de Einstein-Maxwell
na presenga de um campo escalar para a = 3 (caso par). Os valores dos parametros
utilizados nestes gréficos foram: k=1e A =3

5.3.2 Segunda Solucao de Buraco Negro

A segunda solugao de buraco negro no setor fantasma é descrita pela métrica (5.51),
e a transformacao adequada que leva esta solucao para as coordenadas quasi-globais é

xr = %, dessa forma, a métrica obtém o seguinte formato

dz? x?
9 o ax” I o
ds® = h(x)dt h($) h(:(:) 2=, (5.69)
em que
2 —22 2
h(z) = e s Iy (5.70)
[(m+ X)) — (m— ) e ?z)? 2

Sendo a massa geométrica, m = Acosh(Aug), definida da mesma forma que a primeira
solugdo de buraco negro, caso [1-]. O comportamento dos campos para este espago-tempo
sao

O(z)=" e E(z)=Qhx) (5.71)

A solugao neste caso possui um parametro a menos, isto porque é fixado k = 0. A
transformacao usada para obter a métrica acima nos permite estender a solucao para além
do horizonte, mantendo a natureza exponencial das func¢oes métricas, dessa forma, uma

“condicao de quantizagao” nao é mais necessaria para garantir a extensao da solugao.

5.3 Buracos Negros frios carregados
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0.5+

0.0

Figura 5.7.: Grafico dos campos escalar e elétrico para a solugao (5.69). A linha vertical ver-
melha indica a posicao da singularidade, enquanto a escura indica o horizonte de
eventos. Os valores dos pardmetros utilizados foram: A =3, k=1e m =4.

Neste sistema de coordenadas podemos notar que a solugao é assimptoticamente
plana conforme x — oo, enquanto temos um horizonte em x = 0. A singularidade esta

localizada em x = x,, sendo x, a solucao da equacao

_9x m—+ A —2A
?35:—:> s = T/ v 572
BRTE S Y =Y e

Usando a defini¢ao da massa geométrica, m = X coth(Aug), podemos reescrever o resultado
acima como

Ty =——, (5.73)

U
e como ug > 0, temos que x, < 0. Entao o intervalo permitido para a coordenada
quasi-global neste caso é x : (x,0] U [0,00). Esta solu¢do possui uma estrutura similar
a primeira solugdo de buraco negro ([1-]), no caso onde a é par, tendo duas regides do
tipo R conectadas por um horizonte. A estrutura causal e as possiveis geodésicas neste
espago-tempo sao similares a da primeira solugao de buraco negro frio, ou seja, semelhante

a RN extremo.

5.3 Buracos Negros frios carregados
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Figura 5.8.: Gréfico do escalar de

Kretschmann (esquerda) e do potencial efetivo (direita)
para a segunda solucao de buraco negro. As linhas verticais vermelhas indicam as

singularidades.
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Figura 5.9.: Cones de Luz na segunda solugdo de buraco negro da teoria de Einstein-Maxwell

na presenca de um campo escalar.

graficos foram: A\=1em =2

5.4 Buracos de Minhoca

Os valores dos pardmetros utilizados nestes

No setor fantasma, além de duas solugoes de buraco negro, temos trés possiveis

solugbes que apresentam uma estrutura de buraco de minhoca que sao os casos [3-], [4-]

e [5-]. As métricas dessas solugoes podem ser escritas de uma forma unificada usando a

transformacao

1
u = — arccot |ky|.

k

(5.74)

5.4 Buracos de Minhoca
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As métricas sao escritas como

dy?

ds? = A, (y)dt* —
) An(y)

—rn(y)2d92 com rn(y)2: , (5.75)

onde o indice n correspondendo a cada solugao de buraco de minhoca. Os campos, escalar

e eletromagnético, neste caso sao escritos como

d(y) = %arccot ky, and FE(y) = QA.(y). (5.76)

O comportamento do campo elétrico depende da fungao A, (y) de cada solugao, enquanto
o campo escalar possui o mesmo comportamento em todos os casos, conforme exposto em
5.10. O campo ®(y) é finito em todo o intervalo para a coordenada y, méximo em y = 0

e nulo nas regioes assimptoticas.

1.0 r————————— ————————
0.8}
0.6}
0.4:—

0.2 .

-10 -5 0 5 10
y

Figura 5.10.: Grafico do campo escalar para as solugdes de buraco de minhoca. Os valores dos
pardmetros utilizados foram: C =1¢e k = 2.

A métrica (5.75) admite uma extensao analitica de forma que a coordenada radial
é definida no limite y € (—o0, +00), correspondendo a duas regides assimptoticamente
planas conectadas por uma garganta, um minimo da funcao radial. Para cada solucao de
buraco de minhoca a fungao A, (y) assume uma forma diferente, analisaremos cada uma

dessas solugoes:

5.4 Buracos de Minhoca
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e BM1(5.53): A primeira solugao de buraco de minhoca ¢ descrito pela métrica (5.75)

A1yl

K1

com n = 1, onde a fun¢do métrica A;(y) é definida da seguinte forma

A
4)\2 872E arccot ky

A, _ . ’ 5.77
(y) [(A T m) N ()\ _ m) o—22 arccotky]Q ( )

e as constantes sao relacionadas por

2
2 2 2 C 2
0.6 16—
05F
14+
04
12
03f =
RRTS
0.2}
sl
01
ook 6L,
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
y y
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Figura 5.11.: Grafico das fun¢oes temporal, radial, campo escalar, campo elétrico para a se-

gunda solucdo de buraco negro. As linhas verticais vermelhas indicam as singula-
ridades.

Analisando a funcao radial, em 5.11, podemos observar um ponto de minimo local
em cada lado do buraco de minhoca, e um maximo local no centro da solucao, y = 0,

onde a func¢ao radial assume o seguinte valor

(A+m) + (A —m)e 23

r1(0) =
10) I\e ok

(5.79)

Devido a complexidade da solugao nao é possivel identificar as gargantas do buraco

de minhoca analiticamente, apenas numericamente. O potencial efetivo possui um

5.4 Buracos de Minhoca
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poco entre as gargantas, em y = 0, que pode aprisionar fétons que nao tenham
energia suficiente para atravessar o buraco de minhoca. Nas regioes externas a

garganta o potencial possui méximos que permitem orbitas instaveis de fotons.

(— ) — py) — Pr(y)]

0.04 - -

0.02- 4

0.00

-0.02- B

~0.04 1 . . . . L . . . . . . . . I . . . . I
-2 -1 0 1 2

Figura 5.12.: Gréafico da densidade de energia €(y), da densidade de matéria, p(y), e da pressao

radial P.(y) para a primeira solugdo de buraco de minhoca. A linha tracejada
indica a posicao das gargantas.

No limite em que  — 0, que corresponde a A — m, a fungdo (5.77) assume a
seguinte forma

Ai(y) — exp(—Z% arccot |k:y|), (5.80)

e a métrica se escreve como
ds? = e 2mugt? — e2mudy® — oM (y2 4 1)d02, (5.81)

Esta métrica ja foi identificada como a solu¢ao de buraco de minhoca de anti-Fisher,

[5]. Aplicando o limite m — 0 na métrica acima ficamos com o buraco de minhoca

de Ellis |21].
BM2 (5.55): A segunda solugao de buraco de minhoca é identificada pelo indice
n = 2, e a fungao métrica neste caso é definida como

A2sin(a arccot ky) >

A = 5.82
2(v) [m + A cot(a arccot ky)]?’ (582)
onde as constantes sao relacionadas por
2 2 2 , €7 A

5.4 Buracos de Minhoca
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Analisando as fungoes em 5.13, podemos observar que esté solu¢ao também possui
duas gargantas, que so sao identificadas numericamente. Em y = 0, a fungao radial

possui um maximo local, onde temos

O potencial efetivo é similar ao caso anterior. Com ele obtemos as particulas podem
ficar aprisionada entre as gargantas, e que na regiao externa possivel termos uma

orbita instavel de fétons.

-1 0
y

Grafico das fungGes temporal, radial, campo escalar, campo elétrico para a se-
gunda solugao de buraco negro. As linhas verticais vermelhas indicam as singula-

ridades.
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Figura 5.14.: Gréfico da densidade de energia €(y), da densidade de matéria, p(y), e da pressao
radial P,(y) para a segunda solugdo de buraco de minhoca. A linha tracejada
indica a posicao das gargantas.

e BM3 (5.57): A terceira solugao de buraco de minhoca, para n = 3, e descrita pela

funcao
kQ
A = , 5.85
3(v) [k + m arccot ky|? (5.85)
com a seguinte relagao entre constantes
02
Q*—m*=k*— - =0 (5.86)
A regiao central, y = 0, é cercada por duas gargantas e possui um raio de
mm
0)=1+4 —. 5.87
r3(0) T3 2 (5.87)

O potencial efetivo neste caso também permite orbitas instaveis de fétons proximo
as gargantas e possui um poc¢o em y = 0, como podemos ver em 5.15. A estrutura
causal dessa solucao é similar aos casos anteriores, a diferenca estd no grafico das
densidades de energia, 5.16. A métrica neste caso também recupera o buraco de

minhoca de Bronnikov e Ellis, no limite em que m — 0.
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Figura 5.16.: Grafico da densidade de energia, matéria e a pressao radial para a terceira solucao
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Gréafico das fungoes temporal, radial, campo escalar, campo elétrico para a se-
gunda solugao de buraco negro. As linhas verticais vermelhas indicam as singula-
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Conclusoes

Este trabalho tinha como objetivo estudar solugoes estéticas e esfericamente si-
métricas em teorias escalares tensoriais. Em tais teorias temos duas formas de escrever
suas equagoes, sendo o campo escalar acoplado & geometria e/ou & matéria, e assim é
dito que, quando estamos trabalhando com o campo acoplado a geometria, estamos no
referencial de Jordan, enquanto no caso onde o acoplamento é com a matéria dizemos
estar no referencial de Einstein. Os dois referenciais nao sao independentes, no sentido
que podemos mapear um referencial no outro, e este mapa é chamado de transformacao
conforme. Quando buscamos por alguma solu¢ao de uma teoria escalar tensorial com
acoplamento nao minimo (referencial de Jordan) ¢ mais simples buscar as solugoes no re-
ferencial de Einstein e mapea-las no referencial de Jordan. O campo escalar pode possuir
uma energia cinética positiva ou negativa, dessa forma dizemos que o campo escalar é
canonico quando possui energia positiva e fantasma caso negativa. Neste sentido, foram
estudadas solugoes estaticas e esfericamente simétricas da teoria de Einstein-Maxwell na
presenca de campo escalar, em que temos uma configuracao de espago-tempo com um
campo eletromagnético e um campo escalar sem massa e minimamente acoplado, visando
comparar as solugoes obtidas com as solugoes ja estudadas no referencial de Jordan, [7],
em especial realizar uma analise mais completa das solugoes de interesse, como buracos

negros e buracos de minhoca.

Dois casos interessantes sao ignorados, sendo o caso de campo escalar massivo, ou
seja, com um termo de alto interagdo do campo representado por um potencial V(®) na
acao, e o caso de acoplamento nao minimo entre o campo escalar e o campo eletromagné-
tico. Descartamos a possibilidade de um potencial para o campo escalar por dois motivos,
o primeiro é para manter contato com o estudo feito em [7], em que é feito uma analise
similar no contexto da teoria de Brans-Dicke, o qual tradicionalmente nao possui termo
potencial, e o segundo motivo é a presenca de um potencial, mesmo em sua forma mais
simples, prejudica a possibilidade de se ter solugoes analiticas, sendo necessario um tra-
tamento numérico bastante sofisticado, uma abordagem que foge do objetivo do presente
trabalho. No entanto, ressaltamos as importantes conexoes possiveis que o caso com um
potencial V' (®) tem, por exemplo, com as teorias f(R), que podem ser reformuladas em
uma teoria do tipo Brans-Dicke com um potencial adequado, [16]. Outro caso interes-

sante, nao adotado neste trabalho, é o acoplamento nao minimo entre campo escalar e
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campo eletromagnético, ja extensivamente estudado em [11, 12; 26, 27]. Esses estudos
exploraram todas as solugdes possiveis (sempre em a auséncia de um termo potencial),

assintoticamente planas e nao planas, no referencial de Einstein.

Na teoria escalar de Einstein-Maxwell temos um sistema de vacuo escalar car-
regado, ou seja, além do campo escalar sem massa, também ¢é considerado um campo
eletromagnético, isto no referencial de Einstein. Comparado com o caso sem carga (solu-
¢oes de Fisher e anti-Fisher), este caso é mais rico, no sentido de ter um nimero maior
de solucoes independentes, cinco no setor candonico e mais cinco no setor fantasmo, lis-
tadas nas tabelas 5.1 e 5.2. Assim como vacuo escalar, no setor canénico é encontrado
apenas solucoes de singularidades nuas, enquanto no fantasma temos buracos negros e de
minhoca. Usando a transformacao conforme adequada, estas dez solu¢oes independentes
sao mapeadas nas oito solugoes da teoria de Brans-Dicke com campo eletromagnético no
referencial de Jordan [7]. O namero de solugdes independentes diminui de um referencial
para outro, isto é devido a uma constante de integracao, introduzida quando passamos de
um referencial para outro, que faz com que mais de uma solucao do referencial Einstein

seja classificada em um mesmo caso no referencial de Jordan.

As solucoes da teoria escalar de Einstein-Maxwell foram classificadas em dez ramos
independentes, no entanto, cinco desses ramos apresentam uma estrutura de singularidade
nua, ou seja, uma singularidade sem a presenga de um horizonte. Os outros cinco ramos,
em que se encontram duas solu¢oes de buraco negro frio e trés de buraco de minhoca, sao
do setor fantasma. A primeira solu¢ao de buraco negro frio é a [1-] e apresenta uma condi-
¢ao de quantizagao para as constantes de integracao, que se faz necessaria para a extensao
analitica da solucao por além do horizonte, além disso, a solucao se divide em dois casos,
similares as solugoes de Reissner-Nordstrom nao extremo e extremo. A segunda solugao de
buraco negro frio é a [2-], e sua estrutura causal ¢ similar & Reissner-Nordstrém extremo.
Em ambos buracos negros a singularidade é do tipo tempo (caracteristica normalmente
presente em solugoes com carga), com o campo escalar fantasma divergente nos horizon-
tes, o que pode ser considerado o motivo da area superficial do horizonte ser infinito,
e o campo elétrico divergente na singularidade. As solugoes [3-], [4-] e [5-] descrevem
solucoes de buracos de minhocas que possuem duas gargantas, ou seja, duas regioes de
minimo da fungao g9, que conectam uma regiao central com dois assimptoticos. Fazendo
um tratamento de fluido dessas solucoes, foi possivel construir um grafico da densidade
de energia, matéria e pressao para tais solugoes, sendo encontrado que em todos os ca-

sos a densidade de energia e pressao sao negativas em toda a solugao, porém em [3-] a

102



densidade de matéria ¢ positiva em toda solugao enquanto em [4-] e [5-] a densidade de

matéria s6 é negativa proximo as gargantas das solugoes.

As solugoes de buraco negro no sistema de vacuo-escalar carregado no referencial
de Einstein sao classificados como frios devido sua area superficial infinita que acaba impli-
cando em uma temperatura Hawking nula, entretanto a termodinamica de buracos negros
usada ¢ um tratamento semi-classico de campos quanticos em tal espaco-tempo, o que nao
¢ bem definido quando o campo escalar é acoplado & geometria, mesmo que minimamente,
dessa forma nao é explicito se é possivel definir as quantidades termodindmicas neste caso

assim como nos outros casos.

Os estudos do problema de estabilidade para as solugoes encontradas neste trabalho
sao um novo passo necessario. Para uma analise adequada do problema, é necessaria a
utilizagao das grandezas invariantes de calibre, bem como a determinacao da estabilidade
do modelo. A partir dos resultados anteriores obtidos na literatura para configuracoes
semelhantes [9, 10, 28|, podemos esperar que as solugoes sao instéaveis. Observamos que
os BNs encontrados aqui tém algumas semelhancas com os buracos negros de Reissner-
Nordstrém para os quais estudos anteriores revelaram a presenga de instabilidades [18,
19] principalmente no horizonte de Cauchy (horizonte mais interna nas solugoes com dois
horizontes). No entanto, a estabilidade de objetos como buracos negros e buracos de
minhoca devem ser estudados caso a caso. A andlise de estabilidade implica escrever
uma equacao do tipo Schrodinger com um potencial efetivo. FEste potencial efetivo é
geralmente singular no minimo da funcdo de area e?’. Isso implica que uma anéalise

numeérica é necessaria para completar o estudo de estabilidade.
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Apéndices

A.1 Método de Construcao do Diagrama de

Carter-Penrose

A construgao do diagrama de Carter-Penrose para espagos-tempos mais gerais pode
ser usado no intuito de compreender melhor a estrutura causal e obter correspondéncias
entre o comportamento das funcoes métricas. Neste apéndice é apresentado um método

mais simples de construir este diagrama. O que segue pode se encontrar no livro [8].

Tome a métrica de um espago-tempo estatico e esfericamente simétrico,
ds? = P W% — 20 g2, (A1)

restringindo a apenas o subespago (t,u). Seja u = uy, a superficie que satisfaga todos os
critérios de um horizonte, ou seja e?'“») = 0, introduzindo as coordenadas tartaruga e

quasi-global,
x = :I:/ea(“)”(“)du e p= j:/ea(“)J”(“)du, (A.2)

respectivamente. Sendo a < p < b o limite da coordenada na reta real (sendo finito ou

infinito) e escrevendo a se¢ao bidimensional da métrica como

dp?

ds* = f(p)dt T

(A.3)

Dessa forma, podemos justapor os pontos a, b e p; (os zeros de f(p)) com as seguintes

imagens:

Figura A.1.: Imagens formadas no limite p — a,b e para |z| < oo, sendo as duas da esquerda
para f > 0 e as da direita para f < 0.
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Figura A.2.: Imagens formadas no limite p — a, b, p; e para |z| — oo, sendo as duas da esquerda
para f > 0 e as da direita para f < 0.

O processo de construcao do diagrama usando as imagens A.1 e A.2 comeca a
partir de um dos limites da coordenada (a ou b), e segue até o outro limite. Em cada
intervalo onde a fun¢do f(p) possui o mesmo sinal, corresponde a regiao interna entre
as linhas. Os horizontes p = p; correspondem ao encontro de duas linhas. A forma de

adicionar uma linha depende do sinal da fun¢ao f(p) no intervalo.

Os conceitos de regiao tipo R e tipo T se fazem bastante til aqui. Esse conceito é
usado para formular as regras de como ir adicionando as linhas. Quando temos a transi¢ao
entre regides de diferentes tipos, como de tipo T para R (TR) ou de R para T (RT), as
linhas sao desenhadas formam uma figura em X. Quando temos transicoes entre regioes
de mesmo tipo, RR ou TT, é formado uma figura em “zigzag”. Exemplos desses tipos de

transi¢oes ¢ mostrado na figura A.3.

Figura A.3.: Exemplos de formas de adicionar as linhas, que representara as transi¢coes entre
horizontes. As linhas que encostam em outras representaram os horizontes e as
setas indicam as dire¢oes das transigoes. A letra R indica as regioes onde f(p) > 0
(do tipo R) e a letra T as regides com f(p) < 0 (do tipo T).

A.1 Método de Construcao do Diagrama de Carter-Penrose
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A.2 Condicao de Energia

Considere o tensor de energia momento de um fluido perfeito, a formal mais geral

para este tensor no caso estatico e esfericamente simétrico é

T“V = dlag(p7 —Pr, —P1, _pL)7 <A4)

onde p, p, e p, sao a densidade e as componentes radial e perpendicular da pressao,
respectivamente. Usando as coordenadas quasi-globais a métrica (3.1) pode ser escrita

como
du?

A(u)

e assim os critérios de selegao de solugao de buraco de minhoca impoe que, na garganta

ds* = A(u)dt* —

_ r(u)2d92, (A.5)

(u = wy), [8], temos que: A >0, r >0,r =0er” > 0. Agora, das equagoes de campo

de Einstein obtemos as seguintes relacoes

1

.
R —RY=k(T%—-T") = —2A7 =r(p+pr), (A.6)

1
Gl =kTY = r_2<_1 + Alrr’ + Ar'?) = kp,. (A.7)

Analisando as equagbes acima no limite em que u — wuy,, ou seja, na regiao proxima a

garganta, para a métrica (A.5) ser um buraco de minhoca temos as seguintes condigoes

p+pr<0 e pr<0. (A.8)

Note nao haver restri¢ao no sinal da densidade p e as condi¢oes acima sao de natureza local,
e nao depende de nenhuma suposi¢ao para o espaco-tempo ou para as propriedades da
matéria longe da garganta. Podemos ainda verificar que a primeira desigualdade acima
viola uma das mais importantes condigoes satisfeita por maior parte da matéria que
conhecemos, a condi¢ao de energia nula. No caso geral, esta condi¢cao pode ser expressa
pela desigualdade

T,€"" 20, Ve : 7, =0, (A.9)

A.2 Condigao de Energia
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onde &* é um vetor de Killing nulo. Para a métrica (A.5) este vetor tem o seguinte formato

gH = <A(u)_1/2,A(u)l/2,O,0) que fornece
Too&’6" + Tn&'€ >0 = p+p, > 0. (A.10)

Repare que a condi¢ao de energia nula ¢ violada na garganta de um buraco de minhoca,
ou seja, tais tipos de solugoes requerem uma matéria exética para existirem. Este reque-

rimento é uma caracteristica geral de buracos de minhoca.

A.3 Termodindmica de Buracos Negros

Pela sua definicao, buracos negros sao regioes do espago-tempo, delimitadas pelos
horizontes de eventos, da onde nenhuma particula seria capaz escapar. Portanto, um
buraco negro nao conseguiria emitir nada (pelo menos conforme a fisica classica). No en-
tanto, tais objetos de fato satisfazem relacoes idénticas a algumas relagoes bem conhecidas
da termodinamica, conforme mostrado em [2|. Dessa forma, podemos atribuir algumas

caracteristicas termodinamicas a esses objetos, como temperatura e entropia.

Considerando os efeitos de flutuacoes quanticas proximo de horizontes de eventos,
Hawking [31] sugeriu que BN poderiam absorver anti-particulas criadas préoximo ao hori-
zonte, assim emitindo radiagao de corpos negros com uma certa temperatura e evaporando
(diminuindo a &rea superficial de seu horizonte). Ele também derivou uma relagao exata
entre entropia e a area do horizonte de eventos do buraco negro. Apos identificar tais
pontes entre buracos negros e relagoes termodinamicas, foi formulada as quatro leis da

termodinamica de buracos negros [29]. Elas sao:

e Lei Zero: A gravidade superficial de um BN é a mesma em toda superficie do

horizonte de eventos.

A gravidade superficial é definida como a aceleracao de queda livre medida no hori-

zonte de eventos. Podemos escrever uma equagao para ela como sendo

K= ,/—%vagbwgb, (A.11)

A.3 Termodindmica de Buracos Negros
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onde £ é um vetor de Killing do espago-tempo. Para uma métrica estética e esferi-

camente simétrica como (3.1) a gravidade superficial se torna
k(u) = ey (A.12)

Para as solugoes de Schwazschild e Reissner-Nordstrom (nao extremo) a gravidade
superficial em seus respectivos horizontes é

L1 QR

= — e /{;* =
" 4m RN (m +\/m? — Q?)3

Note que nas equagoes acima temos apenas parametros dos buracos negros, confir-

mando a lei zero.

Primeira Lei: Considere a area superficial do horizonte de eventos do buraco

negro de RN (néo extremo),
Ap =dnry, ro=m+/m?2— Q2 (A.14)
Diferenciando a érea do horizonte ficamos obtemos que

/q/*
dm = “EN A — E*dQ. (A.15)
8T
onde E* é o campo elétrico avaliado no horizonte. Note que a equacao acima é
similar & primeira lei da termodinadmica, dU = T'dS + dW. Comparando as duas
equacoes podemos identificar:

TH = S e SBH = I, (A16)

sendo Ty a temperatura Hawking e Sy a entropia do buraco negro. Temos também
que o ultimo termo de (A.15) representa o trabalho necessario para remover uma
certa quantidade de carga elétrica do buraco negro. A equagao (A.15) é chamada

de primeira lei da termodinamica de buracos negros.

Segunda Lei: Nao existem processos fisicos que podem diminuir a drea do BN, que

implica que a entropia do BN nao pode diminuir.

No entanto, apés Hawking propor que BN poderiam evaporar a partir do processo
de radiacao Hawking, esta lei teve que ser generalizada.

A.3 Termodinamica de Buracos Negros

112



e Segunda Lei generalizada: A soma da entropia do BN mais a entropia dos

campos na regiao externa do BN nunca diminuem.

e Terceira Lei: Nao é possivel reduzir a temperatura de um BN a zero por uma

sequéncia finita de operacoes.

De forma geral, para uma solugao de buraco negro com &rea superficial finita, a

temperatura Hawking é definida como

Ty = Tim Y r(u) € ey, (A.17)

u—uy 2w

sendo uy, a superficie do horizonte. Teremos também que a entropia desse BN seré dire-
tamente proporcional a area superficial do horizonte de eventos. Tais defini¢oes s6 sao
possiveis para buracos negros com area superficial finita, caso contréario toda construcao
da primeira lei da termodinamica para BN (A.15) ndo faz sentido. Logo, nestes casos ¢
necessaria outra construcao para uma equacgao equivalente a primeira lei da termodina-

mica.

A.4 Classificacao das solucoes carregadas da

teoria de Brans-Dicke

Neste trabalho é estudado as solugoes da teoria de Einstein-Maxwell na presenca
de campo escalar, em que temos um sistema de vicuo com um campo escalar sem massa
e um campo eletromagnético, ambos minimamente acoplados a geometria, ou seja, no
referencial de Einstein. Vimos que as solugoes definidas no referencial de Einstein podem
ser mapeados para o referencial de Jordan, onde os campos podem estar nao minimamente
acoplados a geometria, por uma transformagao conforme, que nao altera a estrutura das
solucoes. Neste contexto, é feita uma classificagdo das soluc¢oes escritas no referencial
de Jordan da teoria de Brans-Dicke, com o intuito de mostrar como tais solugoes sao

mapeadas.

A.4 Classificacao das solucoes carregadas da teoria de Brans-Dicke
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A teoria de Brans-Dicke é uma teoria escalar tensorial definida no referencial de

Jordan, com sua agao escrita da seguinte forma:
Spp — / J—=gd'z [(I)R . %vaw% n FaﬁFaﬁ] , (A.18)
J

com w sendo uma constante de acoplamento adimensional. A transformacao conforme

que mapeia esta teoria no referencial de Einstein é definida como, (4.11),

1
dsJZEdsE e d=c?" 20=C/\|w+3/2. (A.19)

Portanto, usando a solu¢ao geral no referencial de Einstein, escrita como (5.23), a solugao

geral da teoria de Brans-Dicke é escrita como

1 s2(\, ug)dt? s* (A, u~+ u) du?
d 2:—d 2 _ L20u ’ — ’ dQ2 A.20
Ve T S R0t S )| (4

com as seguintes relacoes entre as constantes

20 = __¢ e £ =4k (w+3/2)0% (A.21)

V]w +3/2]

Outra constante de interesse é a massa geométrica, definida como

/
, s (A, u+ up)
_ _ o) _ A 22
~'(0) m=m SOvu+ o) o, ( )

portanto, podemos escrever uma equagao que relacione todas as constantes como

(m+0)*—Q* =4+N\ = +k* — (w+3/2)0”. (A.23)

Note que o fator conforme nao remove as regides assimptoética e singular, em u = 0
e u = —uy respectivamente, presentes no referencial de Einstein. O fator €, que definia se
o campo escalar era candnico ou fantasma, é substituido pela constante de acoplamento w,
que pode valer w > —3/2, descrevendo um campo canonico, ou w < —3/2, descrevendo
um campo fantasma. Para w = —3/2 a transformagao conforme perde sua analiticidade,
tendo nenhum significado fisico. Todos possiveis casos da solucao carregada de Brans-

Dicke estao listados na tabela A.1.

A.4 C(Classificacao das solugoes carregadas da teoria de Brans-Dicke
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k=0

k>0

k<0

A=0

(W +3/2)0° =0

K2 = (w + 3/2)0°

K= —(w+3/2)0°

A>0 || A =—(w+3/2)0?

2=\ = (wt3/2)0°

k*+ X% = —(w + 3/2)0”

A<0 | M= (w+3/2)0"

K+ A = (w+3/2)0”

E*— X\ = —(w+3/2)0

Tabela A.1.: Possiveis relagoes entre constantes no referencial de Jordan.

Al[A>0ek=0 w< —3/2
A2 | A <0ek=0 w > —3/2
Bl [[A=0ek>0 w > —3/2
B2 A>0ek>0| w>-3/2ek> ouw—<3/2eA>k
B3||A<0ek>0 w > —3/2
Cl||A=0ek<0 w < —3/2
C2{|A>0ek<0 w < —3/2
C3||A<0ek<0|w>-=3/2¢e]|A>|klouw<3/2e|k]>|

Tabela A.2.: Solugoes independentes no referencial de Jordan.

Como a solugao (A.20) ainda possui a singularidade (v = —uyg) e a regido assimpto-
tica (u = 0) assim como no referencial de Einstein, nos resta apenas identificar quais casos
possuem candidatos a horizontes de eventos (caracterizando um possivel buraco negro) e
quais casos possuem mais de uma regiao assimptoética na auséncia de horizontes e singula-

ridades entre elas (caracterizando um buraco de minhoca). No que segue é realizada uma

breve anélise das solugoes carregadas independentes da teoria de Brans-Dicke:

e A1: neste caso as fungoes métricas sao escritas como

com

A solugao é real somente para w < —3/2 e para ug > 0 o dominio da coordenada
radial é definido como —uy < u < 00, sendo u = —uy uma singularidade central.
No limite do dominio da coordenada radial u, em que u — 00, as fungoes possuem

0 seguinte comportamento:

2y _

27 sinh®(Aug)

 sinh®[A(u 4 ug)]

A.4 Classificacao das solucoes carregadas da teoria de Brans-Dicke
4 14 fe)

e ~ el

28—

27 sinh® [\ (u + ug)]

sinh®(\ug)u?

M= —(w+ D)o,

oc—A)u

)

e” ~

2

el
u

o+A)u
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Portanto, para —\ < o < A a superficie u — oo descreve um horizonte com area

superficial infinita, ou seja, esta solu¢ao é um possivel buraco negro frio.

e A2: as funcgoes métricas deste caso sao escritas como

20U 32 20U 31n2
o2V — ci 3 sin”(Auo) , 26 _ ¢ SH; Mo + o) (A.27)
sin”[A(u + ug)] sin®(Aug)u?
sendo

Para solugao ser real devemos ter w > —3/2. A fungao seno define o dominio da

. 1 .. L.
coordenada radial como sendo “F —ug < u < w — ug. No limite do dominio,

o comportamento das fungoes métricas descrevem regioes singulares. Esta solugao

possui horizontes somente para u — co.

e B1: neste caso temos

oy eQU“ug 28 eQUu(u + u0)2k2 A.20
e =—0, =—— , (A.29)
(u+ ug) ud sinh” (ku)
com a relagao
k= (w+3/2)0”. (A.30)

Para uma solugao real devemos ter w > —3/2, com o dominio da coordenada radial,
considerando ug > 0, sendo —uy < u < oo. No limite u — oo, as fun¢oes métricas

se comportam como
e’ ~ e’/ (u+up), ¥ ~ el (y ), (A.31)

Logo, se o0 < 0, temos um horizonte singular com area superficial infinita. Por outro
lado, para o > 0, a superficie u — oo é uma singularidade com area zero, para
o < k, ou area infinita, para ¢ > k. Como nao temos candidato para horizonte

regular neste caso, ele pode apenas representar uma singularidade nua.
e B2: aqui as fungoes sao escritas como

2 %7 sinh®(Aug) 26 _ 27 sinh? [\ (u + )] (A.32)
sinh?[\(u + ug)]’ sinh?(Aug) sinh?(ku)’ .
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sendo

k> — X\ = (w+3/2)0% (A.33)

Neste caso podemos ter w < —3/2, sendo A > k, ou w > —3/2, para k > \. O
dominio da coordenada radial é —uy < u < co. No limite da coordenada, u — oo,
temos que

oc—\)u
)

7 ~ e ef ~ elotAh (A.34)

Para u© — oo ser um candidato a horizonte devemos ter ¢ < A, por outro lado,
para este horizonte possuir uma area positiva nao nula temos que o > k — A, essas
condigoes impoem que A > o > k — A. No entanto, essas condi¢oes nao garan-
tem a regularidade da solu¢ao em todo seu dominio. Analisando os escalares de

Kretschmann, em especial o termo K7, temos que no limite u — o0,
Ky ~ 2k Ao (A.35)

Logo, para a solugao ser regular temos que A\ > o > 2k — A\, que implica em
A > k, ou seja, s6 temos candidato a horizonte regular quando o campo apresentar

comportamento fantasma, w < —3/2.

B3 (A <0 and k > 0): a forma das fun¢oes métricas agora sao

P e sin®(Aug) 25 _ e sin®[A(u + up)] (A.36)
sin?[A\(u + ug)]’ sin?(\ug) sinh?(ku)’ '
com
k? 4+ 2 = (w+3/2)0% (A.37)

Nesta solugao o campo escalar apresenta um comportamento normal, com energia
positiva w > —3/2. Assim como na solu¢gdo A2 a fung¢ao seno introduz infinitas
nm

singularidades, para u = “F — ug, sendo n = 0,1,2,3,.... Portanto, este caso

podera descrever apenas singularidades nuas.

C1,C2 and C3 (k < 0): Estas trés solugoes possuem uma estrutura semelhante,

em que as fungoes métricas podem ser escritas como

e = A, (u), =" (A.38)
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send n = 1,2, 3, correspondente & cada solugao. Em cada caso temos

Y :L“ug ) = e~ sinh?(Au) ) e~ sin? (Aug)
S U T TR AR

k= —(w+3/2)0”, K+ =—(w+3/2)0°, kK —I=—(w+3/2)0? (A.40)

respectivamente. Note que as solugoes C1 e C2 s6 sao reais para w < —3/2, ou
seja, para o campo escalar candnico, enquanto a solugao C3 o campo pode ser tanto
canonico quanto fantasma. O dominio da coordenada radial em todos os casos é
T<u< @ Neste dominio, os casos C1 e C2, descrevem duas ou mais regioes
assimptoticas conectadas por gargantas. No caso C3 para w > —3/2 temos |A| > |k,
dessa forma, o perfodo do seno na funcio As(u) serd maior que o seno na fungao e,
indicando uma singularidade entre as regioes assimptoticas. Por outro lado, para
w < —3/2 temos |k| > |\|, 0 que permite escolher um dominio (valor de n) contendo

apenas assimptoticos. As trés solugoes sao candidatas a buracos de minhoca.

Podemos observar que, as solugoes com campo escalar candnico, energia positiva,
descrevem singularidades nuas (nos casos A2, B1, B2, B3 e C3), enquanto, na presenca
de campo escalar fantasmas as solugoes possuem estruturas mais ricas, como buracos
negros frios e buracos de minhoca (nas solugoes A1, B2, C1, C2 e C3). As solugoes Al
e B2, descrevem uma familia de solucoes de buracos negros frios, podendo conter um ou
dois horizontes com area superficial infinita. As solugoes C1, C2 e C3 possuem estruturas
de buracos de minhoca, contendo assimptoticos conectados por uma regiao de minimo de
e?, chamado de garganta. Podemos mapear estas solucoes, definidas no referencial de
Jordan, nas solugoes analisadas na se¢ao 5.2, definidas no referencial de Einstein, ou seja,
as solugoes de buraco negro e buraco de minhoca, encontradas no referencial de Einstein,
também estao presentes no referencial de Jordan, porém com um fator conforme. O mapa
de caso a caso dos dois referenciais é mostrado na tabela A.3. Uma analise mais completa

das solugdes expostas aqui pode ser encontrado em |7, 8].
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Al [2-] B3 [2+]

A2 3] | C1| [

Bl| [51] | C2| B

B2 [ L[ | C3 | [ ][]

Tabela A.3.: Mapa das solugbes no referencial de Jordan para as solugbes no referencial de
FEinstein
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