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Resumo

As diferentes propostas para gravitagdo quantica, quase em sua totalidade, conduzem
a existéncia de um comprimento minimo. A introdu¢do de um comprimento minimo
provoca mudangas radicais na descrigdo matemadtica, bem como, dos conceitos fisicos
envolvidos em uma teoria. Em uma teoria quantica a implementa¢do de um cendrio de
comprimento minimo pode ser alcangada impondo uma incerteza minima na posigdo,
obtida através de uma generalizacdo do principio de incerteza de Heisenberg (GUP).
Existem diferentes propostas de GUPs. Como resultado da incerteza minima na posigéo,
os autoestados do operador ndo sdo estados fisicos, o que torna o uso da representagdo do
espago de posigdo inadequado. A alternativa mais natural é usar a representacdo do espago
dos momentos. Entretanto, para se recuperar as informagdes sobre a posi¢do usa-se a
representacdo de quase-posicao obtida pela projecao do vetor de estado sobre os estados de
maxima localiza¢do. O objetivo deste trabalho €, entdo, fazer uma anélise funcional desses
espacos de representacdo para as principais propostas de GUPs, em especial determinar as

representacdes dos operadores posicdo e momento no espago de quase-posicao.

Palavras-chave: Comprimento Minimo, Principio de Incerteza Generalizado (GUP),
Representacdo no Espaco dos Momentos, Representacdo no Espaco de Quase Posicéo.
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Abstract

The different proposals for quantum gravity, almost in their entirety, lead to the
existence of a minimum length. The introduction of a minimum length causes radical
changes in the mathematical description, as well as the physical concepts involved in
a theory. In a quantum theory the implementation of a minimum length scenario can
be achieved by imposing a minimum uncertainty on the position, obtained through a
generalization of the Heisenberg uncertainty principle (GUP). There are different proposals
for GUPs. As a result of the minimal uncertainty in position, the operator’s eigenstates are
not physical states, which makes the use of position space representation inappropriate. The
most natural alternative is to use the moment-space representation. However, to retrieve
the information about the position, the quasi-position representation obtained by projecting
the state vector onto the states of maximum location is used. The objective of this work is,
then, to make a functional analysis of these representation spaces for the main proposals of
GUPs, in particular to determine the representations of the position and moment operators

in the quasi-position space.

Keywords: Minimum Length, Generalized Uncertainty Principle (GUP), Moment
Space Representation, Quasi Position Space Representation.
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Capitulo 1

Introducao

OModelo Padrédo das particulas elementares ¢ uma das maiores realiza¢des do intelecto
humano [1,2]. Para muitos é considerada a teoria sobre a natureza da matéria que tem o
melhor embasamento experimental, e a deteccdo de um béson de Higgs com massa préxima
a 125 GeV, em julho de 2012, no LHC, coroou o modelo [3,4]. Conforme citado pelo
fisico teérico Gordon Kane! [6] “O Modelo Padrio é, na histdria, a mais sofisticada teoria
matemadtica sobre a natureza. Apesar da palavra “modelo” em seu nome, o Modelo Padrdo
é uma teoria abrangente que identifica as particulas bésicas e especifica como interagem.
Tudo o que acontece em nosso mundo (exceto os efeitos da gravidade) resulta das particulas
do Modelo Padréo interagindo de acordo com suas regras e equagoes.”

Como citado, a teoria busca entender os constituintes fundamentais da matéria e como
eles interagem. Em suma, o Modelo Padrdo argumenta que ha dois tipos de particulas
elementares: os quarks e os Iéptons, que ndo possuem estrutura interna®. Também h4 os
hddrons®, que surgem da unido de quarks e antiquarks*. Essas particulas formam a matéria.
Elas interagem entre si através das particulas mediadoras ou virtuais, que sdo conhecidas
como bésons vetoriais. E como se os férmions trocassem particulas entre si. Para cada tipo de
interagdo, a eletromagnética, fraca, forte e gravitacional, hd um béson correspondente5 [7].
As particulas mediadoras sdo os quanta dos campos gerados por cada particula fundamental
e elas sdo vistas como excitagdes desses campos®. Os campos do Modelo Padrao podem

IKane é um fisico teérico de renome mundial que pesquisa maneiras de testar, estender e fortalecer o Modelo
Padrao. Particularmente com relagdo a extensao supersimétrica do modelo e métodos para melhor compreender
o setor de Higgs. Recentemente trabalhou com a unido da Cosmologia com a Fisica de Particulas através de
teorias supersimétricas e na conexao da Teoria de Cordas com o mundo real [5].

2No Modelo Padrao ha dois tipos diferentes de particulas elementares de matéria: os quarks que interagem
fortemente e ndo sdo encontrados livres na natureza (confinamento) e os léptons que ndo interagem fortemente
e sdo encotrados livres na natureza, por exemplo, o elétron.

3Podem ser divididos em mésons e bdrions. Os prétons e os néutrons sdo os hiddrons mais conhecidos.

* Antiquarks sdo as antiparticulas dos quarks, ou seja, sdo particulas simétricas, com mesma massa, mas de
cargas opostas.

5Para a interagdo eletromagnética o béson é o féton, para a forte é o gltion, para a fraca sdo as particulas W*
e Z°, e para a gravitacional é o graviton, tinica particula que nédo foi detectada experimentalmente.

éCampos podem ser definidos como objetos continuos distribuidos no espago-tempo, que detém um ntimero
infinito de graus de liberdade.
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ser descritos pelo método da quantizagdo’, arcabouco matematico vindo da chamada Teoria
Quaéntica de Campos (TQC), teoria condizente tanto com a Relatividade Especial de Einstein
quanto com a Mecanica Quantica de Planck e outros [8].

O problema do Modelo Padrao, que tentou descrever e explicar todas as quatro in-
teragdes fundamentais, é que a teoria sé funciona para trés delas: as particulas virtuais
gravitons, associadas a forga gravitacional, até o presente trabalho ndo foram detectadas
experimentalmente e além disso, quando é feita a tentativa de quantizar a gravidade, da
mesma maneira que é feita nas forcas eletromagnética, nuclear forte e fraca, surgem diversos
problemas técnicos. A ndo linearidade da gravitacdo causa divergéncias no ultravioleta:
para curar as quantidades infinitas geradas, é preciso infinitos contra-termos para cancelar
essas divergéncias, o que impede a possibilidade de renormalizar a teoria. Uma teoria ndo
renormalizdvel inviabiliza predi¢des [9]. Portanto, aplicar os conceitos de uma TQC na
Relatividade Geral implica numa teoria sem previsao tedrica. Esse problema trouxe a neces-
sidade de desenvolver outras teorias que quantizassem a gravidade, as chamadas Teorias
de Gravitagdo Quantica.

A premissa da Gravitacdo Quantica é a unificagdo da Relatividade Geral com a Meca-
nica Quantica, tendo como objetivo a descrigao de sistemas quanticos considerando os efeitos
gravitacionais ao sondar pequenas distancias a altas energias. Os exemplos da natureza que
mais anseiam da validade dessa teoria sdo os Buracos Negros e o estudo do Universo Pri-
mordial, j4 que o nivel da tecnologia atual torna impossivel qualquer recriagdo experimental
desses casos. O conceito base das mais diversas teorias de Gravidade Quéntica, sendo as
mais conhecidas a Teoria das Cordas® e a Gravidade Quantica em Loop?, é que o espago
é quantizado. Outro aspecto em comum é que cada uma delas prediz a existéncia de um
comprimento minimo observéavel na escala de Planck, que estd na ordem de 1073%m [10].

O comprimento minimo é um limite nas resoluc¢des espaciais, na qual pensar em
qualquer medida abaixo da sua escala implica na perda da prépria no¢do de comprimento.
Esse argumento pode ser defendido pelo Principio de Incerteza de Heisenberg: a gravidade
amplifica a incerteza da posicdo, entdo ao fazer a tentativa de investigar distancias menores
que o comprimento de Planck, o aumento da energia perturba o espaco-tempo, e a incerteza
espacial também aumenta. Isso torna impossivel chegar a distdncias menores [11]. Ha vérias
formas de introduzir um cendrio tedrico de comprimento minimo: a modificagdo da Rela¢do
de Dispersdo, a deformagdo da Relatividade Especial e a generalizagdo do Principio de
Incerteza de Heinsenberg, sendo a tiltima a de interesse deste trabalho. Portanto, toda andlise
tera uma abordagem quantica, baseada no estudo dos Principios de Incerteza Generalizados

70O método da quantizagdo consiste em escrever observaveis em termos de operadores de criagdo e aniqui-
lagdo que alteram o ntiimero dos quantas de excitacao.

8Com a finalidade de ser uma Teoria de Tudo, a Teoria das Cordas tem como base o conceito de que as
particulas constituintes da matérias ndo sdo objetos pontuais, mas sim filamentos de energia, as cordas. Cada
particulas corresponde a um diferente modo de vibragdo dessa corda, que por ser indetectdvel, presume-se que
estd na escala de Planck.

“Nessa teoria, ndo é feita a tentativa de unificar as quatro forgas fundamentais, mas sim quantizar a gravidade
separadamente. O conceito base da Gravidade Quantica em Loop é que o espago ndo é continuo, mas é feito de
pequenos nds conectados. Os loops sdo quantas de espago e toda essa rede estd na escala de Planck. Outro ponto
importante é que a nivel dos processos elementares, a ideia de tempo absoluto é perdida.
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(GUPs). O comprimento minimo nessa abordagem surge como uma incerteza minima da
posicdo AXj diferente de zero.

A generalizagdo do Principio de Heisenberg para o observaveis posigdo e momento im-
plica em toda uma reformulagdo do arcabougo matemético da Mecanica Quantica Ordindria,
desde a modificagdo das relagdes de comutagédo até a construgdo do espago de Hilbert no ce-
nério de comprimento minimo. A relagdo de incerteza generalizada, unidimensionalmente,

pode ter o aspecto comum

AXAP >

NSt

(1+a(AR)? + BAPY +7), (1.1)

na qual a e f sdo varidveis positivas e independentes. As incertezas da posicio AX e do
momento AP podem depender dos valores esperados dos operadores posigio X e momento
P. O ultimo termo é definido como y = a(X)? + ﬁ<p>2. Porém, essa relacdao de incerteza
considera ndo s6 uma incerteza minima da posicdo como também uma incerteza minima
do momento ndo nula, um caso mais geral que impede tanto a representa¢do no espago das
posi¢des como no espago dos momentos, e ndo tem tanto apelo fisico para ser trabalhado [12].
Em razdo disso, a dependéncia com relagdo a incerteza da posicdo é desconsiderada, entdo
ainda existe uma representacdo do espago dos momentos e torna mais simples o estudo das
implicacdes da presenga de um comprimento minimo. As informagdes sobre a posigdo sdo
recuperadas ao usar a representacdo de quase-posicao.

Essa dissertacdo tem como objetivo a realizagdo de uma andlise funcional desses es-
pacos de representacdo para as principais propostas de GUPs: GUP-KMM, GUP-Nouicer,
GUP-ADV e GUP-Pedram. E em especial, determinar as representa¢des dos operadores
posicdo e momento no espaco de quase-posigdo para cada um. Note que o trabalho em si
ndo tenta argumentar a favor da existéncia desse comprimento minimo, mas considera a
possibilidade e estuda as implicagdes desse cendrio.

No capitulo 2, é feita uma breve revisdo dos topicos mais importantes da chamada
Mecénica Quantica Ordindria que terdo uso no restante desta dissertagdo. Sao revisados
o Principio de Incerteza de Heisenberg e a relacdo de comutagdo associada. O estudo dos
espagos de representacdo é detalhado e por dltimo, a determinacdo da funcdo de onda
Gaussiana.

No capitulo 3, a modificagdo da Mecanica Quantica Ordindria para a Mecédnica Quan-
ticano cenario de Comprimento Minimo é apresentada através da generaliza¢do do principio
de Incerteza de Heisenberg para o GUP-KMM. E escrita a relacao de comutagao modificada
associada e a reformulagdo do espago de Hilbert para esse GUP. A presenga de uma incerteza
de posi¢do ndo nula implica em autoestados de posi¢do formais, entdo a descrigdo escolhida
é a representagdo no espaco dos momentos. Logo em seguida, sdo definidos os estados de
maxima localizagdo, para que estados quaisquer sejam projetados neles e a informacgado da
posigdo seja recuperada na representacdo do espago de quase posigéo.

Nos capitulos 4, 5 e 6 é feita a mesma construcao realizada no capitulo 3, para respecti-
vamente, GUP-Nouicer, GUP-ADV e GUP-Pedram. Cada um desses Principios de Incerteza
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Generalizados tem as suas particularidades, que serdo enfatizadas em cada capitulo.
No capitulo 7, é feito um breve resumo de todos os resultados obtidos pelas quatro
analises funcionais e a conclusdo atingida com o estudo da teoria quantica no cendrio de

comprimento minimo.




Capitulo 2

Revisdao de Topicos da Mecanica
Quantica Ordindaria

A capacidade de descrigdo dos mais diversos fendmenos fisicos conhecidos até o final
do século XIX concedeu um enorme sucesso para a Fisica Classica. Ela era sustentada pelos
trés pilares cldssicos: a Mecanica Classica, o Eletromagnetismo e a Termodinamica. Esses
trés ramos buscavam explicar a dindmica da matéria, a radiagdo e como ambas interagiam,
respectivamente. Um ponto importante a ser destacado é que a matéria era descrita por
particulas, enquanto a radiagdo era descrita por ondas. Todo esse arcabougo tedrico condizia
de forma muito satisfatéria com os dados experimentais e ficou a sensagdo que seria a teoria
fisica final.

Porém, com o inicio do século XX, foram desenvolvidas novas tecnologias experi-
mentais, e a sondagem do mundo microscépico mostrou que a Fisica Classica ndo tinha
capacidade de descrever fendmenos atdomicos e subatomicos, ela se limitava ao mundo ma-
croscopico. Além disso, com o desenvolvimento da Teoria da Relatividade de Einstein, foi
visto que os conceitos cldssicos se limitavam ao dominio de baixas velocidades, ou seja, bem
abaixo da velocidade da luz . Portanto, com o impacto dessas duas novas frentes, foi preciso
o desenvolvimento de uma nova teoria fisica para descrever fendmenos microscopicos: a
Mecénica Quéntica.

Considerado o pai da Mecanica Quantica, Max Planck foi o primeiro a introduzir aideia
de quantizagdo: a energia ndo era emitida de forma continua, ela era composta por pacotes
discretos, os quanta. Posteriormente, ela foi consolidada por Einstein ao explicar o efeito
fotoelétrico. Bohr também defendeu essa ideia ao estudar o modelo do 4&tomo de hidrogénio.
Foi de Broglie que introduziu um novo conceito: a radiacdo se comporta como particula e
corpos também podem se comportar como onda, quebrando mais um tépico importante
da Fisica Classica. Todos esses fisicos chegaram a resultados surpreendentes, mas foram
Heisenberg e Schrodinger que buscaram uma teoria concreta para explicar os experimentos
e Born que desenvolveu uma interpretagdo probabilistica da Mecanica Quantica [13].

Segue nas proximas se¢des os conceitos chaves da Mecanica Quantica Ordindria que
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serdo essenciais para o desenvolvimento desta dissertagao.

2.1 Principio de Incerteza de Heisenberg e Relacdes de Comutacao

A Mecanica Quantica violou um dos principais pilares da Fisica Cldssica: a capacidade
de determinacdo. A base dessa fisica que descreve o mundo microscépico nado é determinis-
tica e foi postulada pelo fisico Werner Heisenberg. A ideia de ter grandezas, como posicdo e
momento, bem definidas deu lugar a observaveis que s6 poderiam ser descritos em termos
probabilisticos. Essa incerteza envolvendo pares de observéaveis, inerente a teoria quantica, é
conhecida como Principio de Incerteza de Heisenberg. Esse principio diz que ndo é possivel
medir posi¢do e momento simultaneamente com precisdo arbitraria, ou seja, para aumentar a
precisdo da medida da posigdo de alguma particula teste, é preciso perturbé-la, aumentando
a incerteza do momento. A velocidade da particula também nao poderia ter uma medida
mais precisa sem perder a localidade dela. Matematicamente, para os observéaveis posigdo £
e momento p, o Principio de Incerteza de Heisenberg tem a forma

ARAP >

NSt

2.1)

Essa relagdo pode ser melhor observada ao plotar um grafico de A% dependente de Ap. Anali-

[=]

Figura 2.1. Principio de Incerteza de Heisenberg.

sando o grafico da figura 2.1, é possivel perceber que se for preciso fazer uma medida precisa
de algum dos observéaveis, diminuindo a incerteza, para o outro observével, a incerteza vai
tender ao infinito, o que mostra como ambas estdo intimamente ligadas.

De forma generalizada, a relacdo de incerteza para dois observaveis quaisquer A e B,
¢ dada por!

, (2.2)

LA relagdo de incerteza (2.2) é conhecida como Relagdo de Incerteza de Robertson, a qual segue da mais geral
Relago de Incerteza de Schrodinger: (AAX(ABY? > [HA, B) — (AYB)[ + | (A, BD)[', onde {4, B) := AB+BA ¢ 0
anticomutador.
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na qual a relagdo de incerteza de um operador A é definida como AA := \/((A - (A))2> e
[A, B] é a relagdo de comutagéo entre dois operadores quaisquer.
O comutador de dois observéaveis A e B é definido como

[A,B] := AB - BA. (2.3)
Esses dois operadores comutam se o comutador de ambos for nulo,
[A4,B] = 0. (2.4)

Outro ponto é que qualquer operador comuta consigo mesmo, ou seja, [A,A] = 0. Uma
propriedade importante dos comutadores, que serd utilizada nos préximos capitulos, é a

distributiva,
[4,BC] =[4,BIC + B[A, €. (2.5)

Para os operadores posi¢do e momento, a relagdo de comutagdo, definida de forma a ser
condizente com a relagdo de incerteza (2.1), ndo é nula. Em razado disto, é dito que os

operadores posi¢cdo e momento ndo comutam entre si e a relagdo de comutagdo é dada por
[, p] = in. (2.6)

Para mostrar que ela é condizente com a relacdo de incerteza, basta substituir o comutador

na equagao (2.2),
ornw Llre A 1. 1. &
ARAp 2 5 (IR, D] = 5 i)l = 5 lifl > 3, 2.7)

0 que mostra que ambas as rela¢des estdo associadas.

2.2 Representacdes nos Espacos de Posicao e Momento

Na Mecénica Quantica, as grandezas fisicas sdo representadas por operadores que

atuam em funcdes de onda de quadrado integraveis?

. Essas fungdes de quadrado inte-
graveis sdo representantes de vetores de um espago de Hilbert® H complexo. Para extrair
informacdes fisicas dessas fun¢des de onda, antes de tudo é preciso determinar a agdo desses
operadores, mais especificamente do operador posi¢do e momento, nos espagos de repre-

sentagdes. O foco deste capitulo é o estudo nos espacos das posi¢des e dos momentos.

ZUma fungéo é definida como de quadrado integravel se existir a integral: f_ o:o dx [Y(x)?.
$Um Espaco de Hilbert é um espago vetorial munido de um produto interno e completo.
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A relagdo dos operadores posi¢do e momento com seus autoestados é dada por

x|x), (2.8)
rip), (2.9)

Xlx)

plp)

sendo x e p os autovalores, respectivamente, dos operadores % e p.

O autovalor x representa a exata posigdo da particula quando a incerteza da posigado
A% é nula, dos chamados “estados préprios”. Analogamente, 0 mesmo para o autovalor do
momento. O ponto é que os autoestados |x) e [p) ndo pertencem ao espaco de Hilbert por
ndo serem normalizdveis. A forma de contornar essa questdo é escrever os autovetores dos
operadores posi¢cdo e momento como uma sequéncia de estados fisicos [i,;) com incertezas

da posi¢cdo e momento tendendo a zero,

lim A%y, = 0, (2.10)
nll_I};}o APWM) = O' (2'11)

Assim, nesse limite os estados sdo ortogonais e consequentemente podem ser normalizados.

Com esses pontos em mente, é iniciado o estudo do formalismo dos espagos das
representa¢des. O produto interno de fungdes na representagdo de posi¢do no espago de
Hilbert é definido como

Wlp) = f_ dx P (X)Pp(x). (2.12)

A relagao de totalidade é definida a partir do produto interno,

woy = [ awwow= [ ax
- OMszdxMXﬂb¢) 213)
Logo,
f : dx o(x] =1, (2.14)

na qual I é a matriz identidade.

A relagdo de ortonormalizagdo é definida a partir da relagdo de totalidade,

e mw:uqnwvwﬂw:[cwmwww>

Iw ax"(x|x" yp(x'). (2.15)
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A Delta de Dirac pode ser definida como

Y(x) = f dx o(x — x")ip(x'). (2.16)
A equivaléncia de ambas equagdes permite encontrar a relacdo de ortonormalizacao,
(x|x"y = 6(x — x'). (2.17)

Para escrever a representacdo de operadores no espaco de posicdo, é preciso de funcdes
dependentes da posi¢do x. Para que isso ocorra, um autoestado arbitrario [¢) é projetado

num autoestado de posicao,

[Py — (x|Y) = P(x), ¥ x. (2.18)

Na representacdo no espago dos momentos, as autofungdes sdo escritas de forma anéloga,

lY) — (plYy = P(p), ¥ p. (2.19)

O objetivo é passar o autoestado |{’) na representagdo do espago das posi¢des para a repre-

sentacdo do espaco dos momentos,

P(x) — P(p), (2.20)

na qual a fungdo 1) é escrita dessa forma por ela atuar de forma diferente de 1.
Utilizando a relacdo de totalidade (2.14) no espago dos momentos,

f dp IpXpl =1, (2.21)

na equagdo (2.18) e levando em conta a fun¢do de onda no espago das posi¢des em (2.19),

chega-se em

(oe] (o]

WMﬂW@W>=J1dPQWMﬁm (2.22)

¢m=mw:mjj@mww:f

na qual (x[p) sdo os autoestados do operador momento na representagdo de posigao.
Fazendo analogamente essa construcgdo para a autofungéo do momento, encontra-se

00

Mm=mw=m1iwwmw=j‘wwmmw=j‘w@mwm (2.23)

na qual (p|x) sdo os autoestados do operador posi¢do na representagdo de momento.
Para determinar a acdo dos operadores posicdo e momento no espago das posicoes,
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sdo utilizadas as transformadas ndo normalizadas determinadas anteriormente,

P(x) [ dp (xlpyd(p), (2.24)

[0e]

) f dx (PP (0. (2.25)

E preciso escrever esses vetores de estado como uma proje¢do nas bases de £ e p. Primeiro

com relac¢do ao operador posicdo, utilizando a relagdo de totalidade, encontra-se

= [ avbowiv) = [ dvycom. (226)

Assim,

(x|®[p) f dx’ x||x" W' [y) = f dx’x" (x|x" Wx' [1)

f dx'x"6 (X' — x) P(x') = x(x), (2.27)
desde que a equacdo de autovalor (2.8) dos autoestados do operador £ seja vélida.

Logo, conclui-se que a agdo do operador posi¢do na representagdo do espago das
posicoes é

% P(x) = xP(x). (2.28)

A

A partir da representacdo do operador %, a representagdo do operador p ja estd pré-
determinada. E preciso satisfazer a relacdo de comutacdo da mecanica quantica ordiné-
ria dada na equagdo (2.6). Uma maneira dessa relagdo de comutagdo ser cumprida é se o

operador momento atuar da forma

p-(x) = —ihdyyp(x). (2.29)

Para comprovar que essa escolha é valida, é feita uma construgdo de forma andloga da

realizada em (2.27),

iy = (xdp f dx P(lx) = f dx Y xfpl) = f dx () (~iid) xfx)

(o8]

—ifi Im dx o P(x) = p - P(x), (2.30)

(ee]

e essa relagdo é valida desde que a equagdo de autovalor (2.9) dos autoestados do operador
p seja valida.

Logo, conclui-se que a a¢do do operador momento na representacdo do espago de
posicdo é

p-(x) = —ihdy (). (2.31)
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A verificagdo de que os operadores obedecem a relagdo de comutagao (2.1) é feita ao substituir
a acdo de ambos ao atuar o comutador numa autofungdo arbitraria ¢ (x),

(%, 7] ¢(x) Xp - p(x) = px - P(x) = (xXZPlY) — (xpRl)

= (xpEIY)) — xIRPRY)) = xlp(xly)) — (xI2 (—ihdx) [¢))
= (xlx(Pl)) — xl (=i (2[))) = (xlx (—iidx|y)) — (x| (—ifidx(x]Y)))
= —ilxd(x|Y) + ilidy (x(x[1)) = ifi (Ix (x1P(x)) — xIxY(x)). (2.32)

Utilizando a relagdo envolvendo a derivada de um produto no termo entre parénteses,
Ix (xP(x)) = xI,YP(x) + P(x)dxx = I (xP(x)) — xIxP(x) = P(x), (2.33)
o resultado obtido é
(2,71 ¢(x) = ilp(x) = [%,p] = if, (2.34)

e a relagdo de comutagdo é cumprida.
E também preciso determinar os autoestados do operador momento na representagao
do espaco das posi¢des. Para tal, utiliza-se os autoestados de momento na representagao de

posicao,
(xplp) = (xlplp) = plxlp) = —ihdxpy(x), (2.35)

na qual foi escrito (x[p) = 1,(x) como uma fungao do autoestado de p dependente de x.
A equagdo diferencial toma a forma

pYp(x) = —ifid y(x). (2.36)

Reorganizando seus termos e integrando em ambos os lados, a sua solugéo é

dp(x) i inx .
yb:(x) - %fdx — Ingy() = % = Pp(x) = e (2.37)
Logo,
py = e, 2.38)
(lp)y = (pl) = 70, (2.39)

Substituindo as rela¢des acima nas transformadas (2.24) e (2.25),

P(x) f dp "M (p), (2.40)

o(p) = f ey, (2.41)

(o]
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A partir dessas transformadas, determina-se a representagdo dos operadores posi¢do e mo-
mento no espago dos momentos. Ainda na representacdo de posigdo, € feita a substituicao

de (2.40) na equagdo de autovalor do operador posicao (2.28),
2 =ap) = [ dpeP i) (2.42)

Na representacdo do espaco dos momentos é preciso que a equagao tenha a forma equivalente

ao lado direito da equagédo logo acima. Portanto,

£-P@p) = (pla?h#):f dp(plx)xgl}(x):f dp e Py (x). (2.43)

Entdo, o operador posigdo £ deve atuar como um operador diferencial sobre a transformada
(2.41) para que surja um termo de posi¢do ordindria x. Logo, a agdo do operador posi¢do na

representacdo do espaco dos momentos é

2 - P(p) = NI, P(p). (2.44)

Analogamente, para o operador momento tem-se que

p-(x) = —ilidyP(x) = —i f ) dp dveP* M (p). (2.45)

—00

Também é necessario que a equagao logo abaixo seja equivalente a equacéo (2.45),

)

(o]

—if f dp 9, (p) = —in f dp (%)ei‘”‘m@(r))

f_ dp ey i(p). (2.46)

[o¢]

Para que surja o termo de momento p, o operador momento precisa ser um operador mul-
tiplicativo. Logo, a agdo do operador momento na representacdo do espaco dos momento
é

p-P(p) = pP(p). (2.47)

Para mostrar que ambas representagdes sdo condizentes com a relagdo de comutagao (2.1),

basta fazer a mesma demonstragdo feita na equagéo (2.32),

[£,7]- ¢(p) 2p - (p) - PR - Y(p) = (pIRpIY) — (plpRlY)
= (pIpER[PY) = (pIR@IY)) = (plp(ihdyl) — (plx (plP))
= (plihd,(PlY)) — (plp(Rl)) = (plifidy, (pl)) — (plp(ifidy )

= hdp(p{ply)) = ilipdp(plp) = iy (py(p)) = popi(p)) = ilp(p),  (2.48)
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retornando a relagdo de comutagdo de Heisenberg.
A representacdo do espago dos momentos é extremamente ttil para o estudo de um
cendrio de comprimento minimo, como serd visto nos préximos capitulos, devido a incerteza

minima da posigdo ser ndo nula.

2.3 Soluc¢ao de Onda Plana

E importante determinar os estados para os quais a relagdo de incerteza é minima, isto

é, satisfeita na igualdade. Para tal, parte-se da positividade da norma,

([%,pD
2(Ap)?

>0; AZAP > |<[x,2p iy (2.49)

H (x -+ #- <ﬁ>)) )
O interesse de estudo dessa revisdao envolve as fun¢oes de onda do espago dos momentos.
Entdo, considerando a igualdade da norma, a equagao acima é projetada nos autoestados do

operador momento,

([%,pD
2(Apy?

(pl (x -+ ® - <ﬁ>)) lp) = 0. (2.50)

Substituindo relagdo de comutag¢do da Mecanica Quantica Ordindria e a acdo dos operadores

posi¢do e momento na representa¢do dos momentos,

) N 17} R
(zh8p — &)+ 2&—}%2 (p- (p))) (ply) = 0. (2.51)
Reorganizando os termos,
'hd T = (6 il ) - 559
l@@b(p)— X+2(A—ﬁ)2(v—p) P (p). (2.52)
Chega-se na equacao diferencial
dtﬁ(p):(@ 1 )d 553
T o\ e (P> —p)|dp. (2.53)
Integrando em ambos lados,
d&(m:(@ P )fd‘ P fd )54
o Vi Tawer)) P e ) PP 29

resultando em

In(p) = ( i 2pr )P T 20228
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Aplicando exponencial em ambos os lados,

D(p) = Ne P exp [% (p - %pz)] : (2.56)
A fungdo acima representa, entdo, os estados para os quais a relacdo de incerteza é satisfeita
na igualdade. Essa fun¢do de onda é conhecida como func¢do de onda Gaussiana.

Para Ap tendendo ao infinito, a segunda exponencial se torna igual a 1 e é possivel
determinar o posi¢do propria de uma particula teste, ou seja, aquela para qual a incerteza da
posigdo é nula (os estados para os quais a localizagdo é maxima). Nessas condigdes, (%) = x.
Logo,

P(p) = Ne 2P/1, (2.57)

Essa funcdo de onda ndo pertence ao espaco de Hilbert por ndo ser de quadrado integravel,
entdo ela ndo representa um estado fisico real, ¢ uma autofungdo formal.

Note que a fung¢do da equacgdo (2.57) é idéntica a autofunc¢do do operador posicdo £ na
representacdo do espaco dos momentos, pois ambas representam os estados para os quais a
localizagdo da particula é exata, isto é, ndo ha incerteza na medida da posi¢do da particula

nesses estados* (A% = 0).

*E claro que se (A%)un > 0, os estados que satisfazem a relagdo de incerteza na igualdade com a méaxima
localizacdo possivel (isto é, com A% = (AZ),,;,) ndo serdo mais 0os mesmos, visto que os autoestados do operador
posicdo representam estados com A% = 0, cuja localizagdo é exata.



Capitulo 3

Andlise Funcional dos Espacos de
Representacoes para o KMM-GUP

No ano de 1995, foi publicado o artigo “Representacdo do espago de Hilbert da relagéo
de incerteza de comprimento minimo” em tradugao livre, escrito pelos fisicos Achim Kempf!,
Gianpiero Mangano? e Robert B. Mann 2 [12], onde eles trabalham com a hip6tese da
existéncia de um comprimento minimo mensuravel, sugerida pelas teorias de gravidade
quantica. Muito antes dessa publicacdo ja eram citados os efeitos de um comprimento
minimo na Teoria Quéntica de Campos, mas esse artigo foi o primeiro a desenvolver a base
matemadtica da mecanica quantica que leva em conta um comprimento minimo na escala de
Planck [17].

No artigo, o comprimento minimo surge como uma incerteza minima da posigdo e o
aparecimentos de um (AX)pin > 0, gera a necessidade de modificagdo de todo arcabougo
fisico e matemdtico da Mecanica Quéntica Ordindria para um cendrio de comprimento
minimo. Para inserir o comprimento minimo na Mecénica Quantica, é preciso generalizar
o Principio de Incerteza de Heisenberg (HUP) para um Principio de Incerteza Generalizado
(GUP). Nesse cendrio, A. Kempf et al. propuseram o GUP mais trivial, aquele que ndo
depende de uma incerteza minima do momento, e que origina o aparecimento de um
comprimento minimo, conhecido como GUP-KMM. Esse GUP considera apenas o termo de
primeira ordem do pardmetro f, que esta associado a existéncia do comprimento minimo.
O GUP tem a forma

AXAP > g (1+ APy +7y), (3.1)

IKempf é um fisico matematico, atualmente professor no Departamento de Matemética Aplicada na Uni-
versidade de Waterloo, no Canadd. Seus interesses de pesquisa variam da Teoria Cldssica da Amostragem a
Teoria da Informagao Quantica, Gravidade Quéantica e Cosmologia Inflaciondria [14].

ZMangano é pesquisador sénior do Instituto Nacional de Fisica Nuclear, na Itdlia. Estd envolvido principal-
mente em pesquisas de Fisica de Neutrinos e Cosmologia. E autor de mais de 120 publicagdes cientificas [15].

$Mann também é professor na Universidade de Waterloo e tem um grupo de pesquisa que trabalha em cima
de questdes fundamentais da fisica, especialmente aquelas que podem ser testadas experimentalmente. Tem
como foco trabalhos envolvendo Gravitacéo, Fisica Quéantica e a unido entre esses dois assuntos [16].

15
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sendo o ultimo termo y do GUP-KMM definido como dependente do valor médio de P,
y = B(P)2. O parametro B é positivo e seu valor nao depende das incertezas minimas de
posigao AX e momento AP, mas pode depender dos valor médio do operador momento (P).
O parametro GUP B pode ser definido em termos de outras grandezas quando inserido no
contexto da Cosmologia. Ele toma a forma = fo/ (/\/(plc)2 = Bo/ L;lhz, sendo M, a massa
de Planck, £, o comprimento de Planck e fy ¢ uma constante adimensional [10]. Note que
para o interesse de estudo dessa dissertacdo, essa aproximagao néo é feita.

Em altas energias, espera-se que a fisica da escala de Planck tenha influéncia gravita-
cional em seus efeitos quanticos. Em energias muito abaixo da energia de Planck, que é da
ordem & ~ 10YGeV, o parametro GUP passa a ndo ter relevancia por seus efeitos gravita-
cionais ndo mais perturbarem de forma significativa a estrutura do espago-tempo, entdo o
segundo termo da equacdo (3.1) é desconsiderado e o Principio de Incerteza de Heisenberg
da Mecénica Quantica Ordindria, estudado no capitulo 2, é recuperado [10].

3.1 Relacdo de Incerteza num Cenario de Comprimento Minimo

Num cendrio de comprimento minimo, o HUP é generalizado para um GUP, portanto,
para que uma relacdo de comutagéo esteja associada ao GUD, é preciso mudé-la também. A

relacdo de comutagao modificada correspondente ao GUP-KMM ¢é dada por
[X,P]=ih(1+pP?). 3.2)

A confirmacdo dessa associacdo é feita ao utilizar a relacdo de comutacdo acima na relagao

de incerteza para os observaveis X e P

AXAD

v

= 3G s = 3+ 06

' (I%, P
(1 + B(P?) ) (3.3)

v

1
2
h
2

A relagao de incerteza de um operador qualquer A ao quadrado é igual a (AA)? = (A%)—(A)>.
Para o operador momento, ¢ possivel reescrever o valor médio de P? utilizando a relagao de
incerteza na forma

AXAP > = (1 +B(AP) + B(PY?). (3.4)

N St

garantindo que a relagdo de comutacdo modificada (3.2) é coerente com o GUP-KMM (3.1).

O gréfico da equacéo (3.4) gera a curva da incerteza minima, ilustrada na figura 3.1. A
curva tem um ponto de minimo na incerteza da posigao, que é o comprimento minimo AXp.
Esse valor funciona como um limite ao tentar obter uma precisdo maior da posicdo de uma
particula teste, ja que ao tentar sondar com exatiddo onde essa particula se encontra, o espaco-
tempo sofre uma perturbagdo devido a influéncia gravitacional, aumentando a incerteza

da posigdo, como observado a partir do comprimento minimo. Assim, por construgdo
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verifica-se o aparecimento de um comprimento minimo e a auséncia de uma incerteza
minima do momento para o GUP-KMM. Os pontos acima da curva do grafico compdem
a chamada regido permitida, ou seja, a regido em que seus pontos satisfazem a relagdo de
incerteza generalizada (3.1). Outro ponto a ser destacado é como a presenca do AXp mudar

o comportamento assintético observado no grafico do HUP, na figura 2.1.

0 L L L ! 1 Ap
a 1 2 3 &

Figura 3.1. Principio de Incerteza Generalizado que implica em um comprimento mi-
nimo AXy > 0.

O valor dessa incerteza minima pode ser determinado através da equagéo (3.4)*, que
ao isolar AX,

. h(1+p(DY2 )
AX > - | ———— + BAP|, 3.5
5 ( o (35)
a incerteza da posi¢do pode ser escrita como uma fungdo f(k) dependente da incerteza do
momento

Flk) = g(% + bk); a=1+p(PYb =B k= AP. (3.6)

Para encontrar o ponto de extremo da fungdo f(k), basta efetuar a derivada primeira dessa
funcao
d

2 (ak! + bK) = ﬁ(—i ; b), 3.7)

Fo=3x 272

NSt

e iguala-la a zero quando valorada no ponto critico ko,

, A a a a
f(kg):i(—%+b):0—>k—Z:b:>k0:J_r\/; (3.8)

0

O ponto critico que minimiza a fungéo é ko positivo’ e é para esse valor que as incertezas

*Ha4 outra forma de determinar o comprimento minimo, basta reorganizar os termos e a equagdo toma a
forma de uma equagdo de segundo grau para AP, que é resolvida impondo que a incerteza do momento é um
valor real.

5Isso pode ser conferido ao efetuar a derivada segunda da fungdo para o ponto ko, de forma que o resultado
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ficam dentro da regido permitida, observada no gréfico anterior. A partir do kg da equagdo

(3.8), encontra-se a incerteza do momento AP,

AP = 4 f%@z (3.9)

ou seja, aquela que é correspondente a incerteza minima da posigao (AX)yin,

o o h(1+pP) ) ) 1+ B(PY
AR)in > 2( 5+ AP (1+pP) 1+5<P>2 \/

[\/ﬁ (1+BeD2) + B (1 + BB j > 1B (1+ (). (3.10)

\%

No limite da regido permitida, é imposto que o valor médio do operador momento seja nulo,
(P) = 0, para que a incerteza seja a menor possivel. Com essa obrigatoriedade, tém-se que

(AX) yin equivale ao comprimento minimo AXo,
AXo = liA[B. (3.11)

A partir da equacdo (3.9), tém-se a incerteza critica do momento, aquela para o qual ocorre

o comprimento minimo, sendo igual a
(AP), = —. (3.12)

Desses resultados é notado que a incerteza da posi¢do ndo pode ser arbitrariamente pequena
como ocorre na Mecanica Quéantica Ordindria. Se a escolha for aumentar AP diminuindo

AX, o termo B(AP)? cresceria mais rapidamente.

3.2 Representacao no Espaco de Hilbert

E preciso uma representagio para os vetores de estado nesse cendrio, porém a repre-
sentagdo no espago das posi¢des ndo é vidvel pela presenca do comprimento minimo. A
incerteza da posigdo ndo podendo ser nula AX > 0 faz com que os autoestados de posicao
gerados sejam ndo fisicos, j& que ndo é mais possivel aproximar os autoestados do opera-
dor posigdo como uma sequéncia de estados fisicos com a incerteza tendendo a zero, como
discutido no capitulo 2. Portanto, é mais conveniente utilizar a representagdo do espacgo
dos momentos, ja que ndo hd incerteza minima para o momento, de forma que AP é ad-
missivel ser nulo e sendo possivel obter sentido fisico nesses autoestados. A construgdo do

espaco de Hilbert H é feita na representagdo dos momentos, entdo a fungdo de onda nessa

é positivo, ou seja, a fungdo é minimizada.
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representacdo é dada ao projetar os vetores de estado |) sobre os autovetores de momento,

plpy = Y(p). (3.13)

Entdo, a representagdo do vetor de estado é feita por todos os possiveis valores que a fungado
de onda no espaco dos momentos ¢ recebe para cada p diferente. No espago de Hilbert
das fung¢des de onda de momento, Y(p) € H, é preciso escolher a atuagdo dos operadores
de posicdo e momento de forma a satisfazer a relacdo de comutagdo modificada (3.2). No
espaco dos momentos, a nova representac¢ao para os operadores na presenga do comprimento
minimo terd o operador momento modificado P atuando como operador multiplicativo e o

operador posi¢io modificado X como operador diferencial,

»)
»)

py(p), (3.14)
if (1 + Bp?) 3, (p)- (3.15)

Py
Xy

Para verificar se a escolha dessa representacdo é condizente com a relagdo de comutacdo
modificada, basta atuar a relacdo de comutagdo numa fungdo de onda qualquer e substituir

as ac¢Oes dos operadores posi¢do e momento das duas equagdes acima,

XP - ¢(p) - PX - (p) = (xIXPly) — (xIPXIy)

= (P (R1y)) = (xIX (Ply)) = (xIP (i1 + Bp2)Iply)) = (xIX (pl))

= (xlif(1 + pp*)d, (Ply)) — (xlp (R1))

= (i1 + BpP)Ip(pl)) — Cxlp (i1 + Bp2)Ip 1))

= i1+ Bp*)dp (py(p)) — (1 + Bp*)pdpi(p)

= (1 + Bp?) (9 (pe(p)) — PApY(p)) = (1 + Bp*)e(p)

= i (1+BP?) ¥(p), (3.16)

[X,P1- ¢(p)

na qual na pentltima linha foi utilizada a regra do produto de uma derivada. Desse modo,
a relagdo de comutagdo é satisfeita e a escolha da representagao é valida.

Os operadores posigdo e momento tém a condigao de serem simétricos®

imposta, pois
seus autovalores precisam ser reais para que seja possivel obter alguma informagcéo fisica.

Entéo, por definicao,

WIPlp), P'=D; (3.17)
WXlpy, X=X (3.18)

WIP"Ip)
WX Ip)

O fato de X e P serem simétricos implica em como o produto interno é definido nesse cendrio

de comprimento minimo. A simetria do operador momento é simples de ser vista. O lado

®Note que a imposi¢do é apenas que os operadores sejam simétricos, nada foi dito sobre serem auto-adjuntos
ou ndo. Em realidade, apenas o operador momento é essencialmente auto-adjunto, o operador posi¢do muda
num cendrio de comprimento minimo, sendo apenas simétrico.
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direito da equagdo (3.17) é escrito como

(o]

Witto) = wibgy = [ dp vipw o), (3.19)

sendo dpV(p) o elemento de volume a ser determinado.
O momento p pertencendo aos ntimeros reais, p € R, implica nele ser igual ao seu

conjugado complexo, p = p*. Isso torna possivel escrever a equagdo acima como

(WiPlo) = f dp V() [0 6(p) = WPl = (WP, (3.20)

comprovando a simetria do operador momento.
A simetria do operador posi¢do ndo é tdo direta, mas é a partir dela que o elemento de

volume do produto interno é determinado. O lado direito da equacao (3.18) é igual a

Wik = Wiko) = [ dp VoG [in + 0, ] o

ih £ dp V(p)y(p) (1 + pp*)dpp (p)- (3.21)

Utilizando a regra do produto na integral acima, chega-se num termo de derivada total e

mais trés termos envolvendo derivadas de ¢*(p), ¢(p) e V(p),

WIRIp)y = if f dp 3, [Vp)w*(0) (1 + BpP)(p)| — i f dp V(p)(1 + pp)p(p)dpy (p)

- i I dpy* (p)(1 + Pp*)p(p)d, V(p) — i f dpV(p)y" (p)p(p)dy(1 + p?). (3.22)

—00

O termo com a derivada total tem a condi¢do de contorno de ser nula no infinito para que a
integral seja de quadrado integravel. O segundo termo é escrito em termos do operador X*
atuando na func¢do de onda 1(p) e os dois tltimos termos sdo unidos numa integral s6. Em

razdo disto, a equagdo (3.22) toma a forma

witior = [ apvip)[in + pA0,00)] o)
— i [ dplas o,V + 260V 0 0 (323)

Para que tenha simetria do operador posicdo, a segunda integral da equacdo acima deve
ser nula. Como as fung¢des de onda ¢*(p) e ¢(p) ndo sdo nulas, o integrando envolvendo o

elemento de volume precisa ser nulo,

(1 +Br2)9,V(p) + 28pV (p)] = 0. (3.24)



3. ANALIsE FuncioNaL pos Esracos DE REPRESENTACOES PARA 0 KMM-GUP 21

Reorganizando os termos, chega-se numa equagao diferencial

dvip) ___ 2Pp
V(p) (1+Bp?)

(1+pp?) V(P) —2ppV(p) (3.25)

Integrando em ambos os lados de 0 a p, utilizando o método da substituicdo w = 1 + fp?,
dw = 2ppdp,

P 4V d 4 g
[T == [% — w(52) =i =+ 2y =g, G20

Aplicando exponencial em ambos os lados,

Vo
3.27
VO = (327)
Tomando a constante Vy como igual a 1, o elemento de volume é igual
V() = —2P (3.28)
PE = W ) '

Portanto, a equagdo (3.23) toma a forma

A ©d * N A
WIXIg) = f ﬁ [in1 + pr)a,0 ()] d) = WRIp) = WIKTIe), (3.29)

0 que mostra a simetria no operador posicdo.
Como resultado da construgdo envolvendo a simetria dos operadores posi¢do e mo-
mento, a defini¢do do produto interno num cendrio de comprimento minimo com a elabo-

ragdo do espago de Hilbert a partir da relagdo de comutagdo modificada é igual a

© g
Wl = I ﬁw*@ww)- (3.30)

Note que no GUP de A. Kempf et al. ndo ha nenhum limite maximo com relagdo ao momento,
por isso a regido de integra¢do do produto interno é ilimitada.

Continuando a reformulagdo da representagdo no espago dos momentos para o GUP-
KMM, a partir do produto interno definido em (3.30), é possivel determinar a relacdo de
totalidade para os autoestados do operador momento,

fm W )o) = fm Pyl
d+ppr)” DOV d+p2) PP

WYl [ I . (1+—ﬁpz)lp><zﬂl] ). (3.31)

W)



3. ANALIsE FuncioNaL pos Esracos DE REPRESENTACOES PARA 0 KMM-GUP 22

Logo,

f . pXpl =1, (3.32)
—eo (14 Bp?)

na qual I é a matriz identidade.

A relagdo de ortonormaliza¢do pode ser obtida utilizando a relagdo de totalidade,

(o0} dp/ 00 dp/
) = >=<|f [P Xp| >=f Pl P Y)
v(p Pwr=wl | Gy PP = | iy PP
00 dp/
= Pl P (). 3.33)
A Delta de Dirac pode ser escrita como
ve) = [ dootp =) (334
Para que as equacoes (3.33) e (3.34) sejam equivalente, igualé-se seus integrandos,
plp")
op-p)=—>5, (3.35)
PP e
e a relagdo de ortonormalizacdo é dada por
(plp'y = (1 + Bp*)d(p = p"). (3.36)

Finalizando a modificagdo do espago de Hilbert de acordo o GUP-KMM.

3.3 Anailise Funcional do Operador Posicao

Com o estudo de como os autoestados se comportam no Espago de Hilbert na presencga
do comprimento minimo, sabe-se que uma representacdo no espaco de posigdo é formal
(ndo fisica), entdo é essencial saber como sdo as autofung¢des formais do operador posigao
no espago dos momentos para em seguida efetuar uma transformacao para algum espaco
que traga informagdes fisicas no que diz respeito a posi¢do (posteriormente sera visto que
a transformacgdo é para o espago de quase posicdo). Para tal, é necessdrio o uso de uma
Transformada de Fourier generalizada. Toda essa elaboragdo é iniciada com uma andlise
funcional para um operador arbitrario A, a fim de estudar em seguida o comportamento do
operador posigdo. Primeiro serd preciso encontrar as autofungdes de Ana representacdo dos

momentos, entdo A é atuado na fun¢do de onda

A-yr(p) = \a(p), (3.37)

ao qual (p|Yy) = Ya(p).
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Como ainda néo foi definida a dependéncia funcional da fungdo de onda no espago
dos momentos, ela é escrita como

S “  dp 3 < dp
=0 [ G = [ s (3:38)

Portanto, a Transformada de Fourier generalizada que passa da representacdo dos espagos

dos momentos para a representagdao do operador A é

- < dp
0= [ s, (.39

ao qual {(A|p) é o nidcleo da transformada.
Por consequéncia, é preciso determinar o nticleo da transformada. Ele pode ser escrito
como

Alp) = (pl))’, (3.40)

e as autofun¢des do operador A na representacdo dos momentos sdo

Pplpar) = Pap). (3.41)

Entdo, Y, (p) é solugdo da equagido de autovalor

A-yr(p) = AYa(p), (3.42)

sendo A o autovalor.
Para o operador posi¢do agindo em uma funcdo de onda qualquer no espago dos

momentos, a equagdo de autovalor passa a ter a forma

R-pa(p) = Walp) — (L +Bp*)dpa(p) = Aa(p). (343)
Reescrevendo a equacgéo diferencial,

dr(p) A
o)~ L+ )

(1 + ﬁﬁ%%@) N (3.44)

Integrando em ambos os lados,

Palp) _f i (1+PBp?) = Inyalp) = i f(1 T pR) (3.45)

A integragdo ¢é feita pelo método da substituicdo, u = /[Bp, du = +/Bdp,

() = \/_ f A1) = arctan(u) +C= % arctan( \/_p) +C, (3.46)
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e a equacgdo (3.45) toma a forma

Iny;(p) = ﬁ % arctan(yBp) + C. (3.47)

Aplicando exponencial em ambos os lados,

_'/\
()= Ne [L arctan( )) exp(C), (3.48)
Palp st VBp) [exp

na qual e = N.
Para determinar o fator de normalizagdo, é feito produto interno (3.30) da fungao de

onda consigo mesma. A condigdo para ser normalizavel é que o resultado seja iguala 1,

00 dp .
f —(1 . ﬁ z)abA(p)sbA(p)
iA
—— arctan( p))N ex [— arctan P))
( VB Pl (VB

Walpa)

o (T ﬁ;ﬂ) h B
- T [sz) - (3.49)
A integral j4 foi calculada em (3.46), assim
RN N2% wetan(f)|_
- 1:’/_; [ plggo arctan(+/Bp) — pLir_nm arctan( \/Bp)]
() e

ao qual N € R. O fator de normalizagéo é, entdo, dado por
N? VB

—71:1—>N2:£=>N= —_—. (3.51)

\/E i T

Substituindo em (3.48), a fun¢do de onda torna-se

B \/E —iA
Yalp) = \/ 7 &P (h VB

e tém-se as autofungdes formais do operador posigdo na representacdo do espago dos mo-

arctan( \/Ep)] , (3.52)

mentos.

O estudo sobre a energia desses autoestados formais de posicado é feito efetuando o
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valor médio da energia cinética,

P2 VAP
Wilgo = [ G0 E

NP1 dp i i
ex arctan( ex arctan
el BT p[ ™ \/_p))p p[wﬁ (\/—p)
VB P’
= % . dp (1 n ﬁpz) (353)
Integrando por partes,
u = p*, du=2pdp; (3.54)
1 1
dv = ————dp, v=——arctan ; 3.55
tém-se
(Iy) = —=p? arctan( \/Ep) dp p arctan( \/Ep). (3.56)
7 7
Integrando por partes novamente a integral do segundo termo,
u = p, dv=dp; (3.57)
VB
dv = arctan dp, = —: 3.58
(VBp)p T 5 (3.58)

obtém-se

_ Py 1
(15) (1 +ﬁpz) \/_f(l +ﬁp2) (1 +5P2) - \/B(% arctan( \/Ep)]

= a :_/—ﬁr;z) — arctan( \/Ep). (3.59)

A equacdo (3.56) passa a ter o formato

(I4) —p 2 arctan( \/_ p) — \/—P — arctan( \/,Ep)l

2\/‘[(1+/3P2)

—p 2 arctan( \/_ p) — 20+ ﬁ}? ) + 2T/Earctan( \/Bp), (3.60)

«/ﬁ
«/B

e por fim, a equacdo (3.53) chega na forma

\/E

[o¢]

—p 2 arctan( \/_ p) — (3.61)

1
2(1 +ﬁ AW R VP )]

«/E

—00
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Analisando cada termo tendendo a +oo, tém-se que o limite do primeiro termo diverge
devido a0 momento ao quadrado p? no numerador. O segundo termo tende a zero pelo p?
no denominador e o ultimo termo resulta na constante 7t/ \/E Portanto, o valor médio da
energia cinética para os autoestados formais do operador posicdo diverge, de forma que a

energia é infinita,

132
<1/J/\|%|¢/\> = diverge. (3.62)

Para finalizar a andlise funcional do autoestado formal de posigdo, é feito um estudo da

ortogonalizagdo desses estados formais de posigdo [i)) através do produto interno entre si,

L
f m%f PYap)
\/— f T ﬁp { /\\/E arctan( \/— Bp J (h_\i/% arctan( \/Ep)]
\/_ f i+ ﬁP (_I(Q\JBA,) arctan( \/Bp)). (3.63)

E feita uma integragdo por partes f udv = uv — f vdu, na qual

Walyga)

u = exp (—% arctan( \/Bp)) , (3.64)
LiA=A) 1 —i(A = A") .
au nyp 1+ pp?) ( n\B arctan( Vfp )]’
dv = d—p v= = arctan( \/Ep); (3.65)

(1+pp?) VB

de modo que

[s¢]

1 (A -7
(I) l— arctan( ) ex ( arctan( ]]
2 7 VBp) exp VBp)

i\
L A /\)f i ﬁz) arctan(+/Bp)

—00

X

exp [_1(2—\;;) arctan( \/Ep)) . (3.66)

A integral do segundo termo é resolvida pelo método da substituicdo w = arctan( \/Bp),

dw = [Bdp/(1 + pp?),

(I3) = f i (— Ah\/A_ ) \/_f dwwexp( Z(Ah\//l_)w]. (3.67)
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Integrando por partes novamente,

w, du=dw, (3.68)

A = A)w
exp |- "

wexp [—
exp [—

Voltando para a varidvel original,

u

P

i -

z()\ Aw |

ThE

do

(3.69)

o)

i\ — A )yw

B
i = A )w

P

iA=A)w
] - wf diex [ )

]+ 1B exp(_z(/\ /\)w]'
B

(/\ _ /\/)2 # \/B
i(A =N arctan( \/BP) exp (—i(; i/g/) arctan( \/EP)J
2
P exp (_

+ A= 12 ) arctan( \/Ep)] ,
a integral (3.66) passa a ter o aspecto de
{L
VB
i(A=A")
hp
n*p
(A= A7)?

de modo que
VB
i(A=A)

P

A"

(I5)

(3.70)

() = -

i =N

P

3.71)

—i(A = A")

(I2)
2 h\/ﬁ

arctan( \/‘Ep) exp [

h
[ T :/i,) arctan( \/Bp) exp [—

exp (— i(; :/ﬂ_;\/) arctan( \/Ep)] }

arctan( \/Bp)]

i(; :/_ﬁA,) arctan( \/[_Sp))

[o¢]

—00

[L
VB
B
ih
A=)
il
A=)
il
A=)

arctan( \/Bp) exp (

arctan( \/Bp) exp [—

i(A = 1)
P
i(A = 1)

P

A-M)mn

nyB 2

p[
p[
il

sendo que lim,_, . arctan( \/Ep) = =+71/2.

—i(A -
B
i(A -
B

arctan( \/Bp)) ]
arctan( \/Bp)]

) arctan( \/Ep)]
arctan( \/Bp))

[o¢]

A)

—00
(o]

—0o0

A=A~

N

(3.72)

el Sl
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Finalmente, o produto interno é dado por
VB in A=A m A -7
wten = o am o Tg 2) P g 2

7_(()\_A,)[exp( h\/‘E 2] exp( h\/ﬁ ZJ} (3.73)

As exponenciais complexas podem ser reescritas em termos de uma fungdo seno pela relagdo

sin(0) = (¢ — e79)/2i. Assim, a equacdo acima toma a forma

ih /B (A -)m
<l7b/\l|lp/\> = m\-2151ﬂ(w)]

2B ((/\—/\’)n]
sin ,
21 /B

(A = A)
0 que mostra que os autoestados formais de posi¢do ndo mais sio mutuamente ortogonais.

(3.74)

Os estados formais de posi¢do foram determinados, mas como eles sdo nao fisicos pela
incerteza ndo nula da posigdo, ndo é possivel garantir a posi¢do de uma particula teste para
tal estado. Mas a particula ainda se encontra presente em algum ponto do espago, entdo para

recuperar a informacdo da posigdo, define-se os chamados estados de maxima localizagdo.

3.4 Estados de Maxima Localizacao

A informagao sobre a posicdo da particula se encontra ainda no operador posicio X,
isto é, nos elementos de matriz da representacdo do operador X. Contudo, a determinacao
desses elementos de matriz através do uso da base das autofun¢des de posi¢do ndo fornece
qualquer informagao fisica da posi¢do. Assim, é necessdrio buscar uma forma de recuperar
a informagio sobre a posicdo contida no operador posicio X. Porém, como vimos, nao é
possivel obter uma localizagdo exata da particula, isto €, com incerteza nula (a qual somente
seria obtida com o uso das autofung¢des de posi¢do, como ocorre na mecanica quantica
ordindria). Portanto, devemos encontrar uma "base"de fun¢des que permitam a mais precisa
localizagdo da particula neste cendrio de comprimento minimo, isto é, aqueles estados cuja
a incerteza na medida da posicdo é a menor possivel, o comprimento minimo. Os estados
que seguem essa exigéncia sdo chamados de Estados de Maxima Localizagao (t,bgﬂl}?ll,béﬂ),
definidos como aqueles que fornecem a méxima localizagdo em torno da posigdo &. Assim,

@YXty = &, (3.75)
com

(A)A()WML> = AXo. (3.76)
&
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Os estados de maxima localizacdo tém como incerteza da posicdo o comprimento minimo,
entao eles sucedem quando o valor médio do operador P é nulo e a incerteza do momento é a
critica (AP).. E fundamental a determinacéo da funcio de onda l,bg“ (p) que representa esses
estados maximamente localizados, ao passo que eles serdo obtidos partindo da positividade

da norma

o on (KPD o e
Il(x-<x>+ TV (P—<P>)) )| >0; AXAP > . (3.77)

Um estado [i) estara no limite da regido fisicamente permitida se considerarmos apenas a

igualdade

2Py (13 - <P>)) ) = 0. (3.78)

Dado que Igbé“) ¢ um vetor de estado, é conveniente escolher um espago para resolvé-lo.

Esse espaco serd o dos momentos, entdo a relacdo acima é projetada no autoestado de P,

YA Y <[X/p]> D _ /D _
<p|(x S+ ape <P>))|¢>—o. (3.79)

Substituindo a relagdo de comutag¢do modificada (3.4) escrita em termos da incerteza do

momento,

ifi (1 + B(ADY? + /3<15>2)
2(ADP)?

(pl (X —(X)+ (P- <f>>)] ) = 0. (3.80)

Substituindo a acdo dos operadores momento e posicdo dadas nas equagdes (3.14) e (3.15),

respectivamente,
. L i1+ BAPY + p(PY?) )
[zh<1+ﬁpz>ap—<><>+ I (p—®)|plp) = 0. (3.81)
Reorganizando os termos,
' i) (oo M(LHBAPE+BP?)
in(1 + pp )W = [(X) + 20FP (<P =p) [, (3.82)
chega-se na equagéo diferencial
dpp) 1 [ TBAPP KPR ]
Y(p) 1+ pp?) [ i 2(AD)? (P =p)|dp- (3.83)
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Integrando em ambos os lados,

dip(p) dp (_KX> A)_ p
¢(p) _f Arp\ T TP e f W T3 gy (3.84)

ao qual a fim de deixar a notagdo mais limpa, renomeou-se os termos na configuragao
a=(1+B(AP)? + BPYH)/2(Ap)>.

Cada termo seré calculado separadamente. Comegando pelo primeiro, a integral ja foi

resolvida anteriormente pelo método da substituicdo em (3.46), assim

(I) = —= arctan(+/Bp) + C1. (3.85)

x/ﬁ

O segundo termo é calculado efetuando uma integragdo por parte

u = p, du=dp; (3.86)
dv = d—p, v= = arctan( \/Bp), (3.87)
(1 +Bp?) VB

de maneira que

P arctan(+/Bp) — dp arctan(+/Bp)

VP 7

p 1 1 1 2
tan( )___{__ tan(+/fp) — s In|1 + +C
\/Barc an(+/Bp N \/B(\/Eparc an(+/Bp 5 n| Bp |) 2

= ln 1+ pp?| + Ca. (3.88)

(I7)

Substituindo (3.85) e (3.88) na equagdo (3.84), tem-se

Iny(p) = ﬁ arctan(+/Bp) (—@ + (P)) - —In[1+pp*|+C (3.89)

na qual C = C; + Co.
Aplicando exponencial em ambos os lados,

Y(p)

Nexp [% arctan( \/‘Ep) (—% + a(f))) exp (ln |1 + 5p2|—u/2ﬁ)

N1 + ﬁPZ)—a/Zﬁ exp {% arctan( \/Bp) (—% + a(p>) , (3.90)

ao qual foi aplicada a propriedade de potenciagdo de um logaritmo.
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Voltando para os termos renomeados como 4,

)—(1+ﬁ(AP)2+ﬁ(P>2) JAB(AP)?

Yip) = N(1+pp?

o 52 o prpy2
X exp [% arctan(+/Bp) (—li() M ﬁ(i(PA)p; HE) (@)}- (3.91)

Impondo as condig¢des para a ocorréncia dos estados de maxima localizagéo: (Py=0,(X)=¢&
e AP = (AP). =1/ B,

l’béﬂ(p) N(1+ ﬁP )" (L+(1/B))/4p(11P) exp [% arctan( \/_p)( ic )}

N(1+ lgpz)—l/z exp [— \Z/éh arctan( \/,Ep)) (3.92)

Para determinar o fator de normalizacdo N utiliza-se a condi¢do de normalizagio

MMy = 1,

ML, ,ML _ * ML=+ ML
Wit = | e

= I: (1 :ll;pz)N*(l + Bp?) 2 exp [h \E/E arctan( \/—p )

- f/[_ﬂ arctan \/_ p))

o [ dp
NIWW—L (3.93)

Para resolver essa integral, primeiro é utilizado o método da substituigdo u = \/Bp, du =

VBip,

X

N(1 + pp?)” 1/Zexp(

(Is) = (3.94)

1 du
B f (1+u2p’

e em seguida é feita a substituicdo trigonométrica u = tan(v), du = sec?(v)do,
f _ sec*(v) f sec?(v)

\/_ 1 + tan? (v) \/_ sec’(0)

— |dv——=— | d 2

\/_ f v secz ©) \/_ f v cos”(v)

\/_ fdv = (1 + cos(2v)) = \/E (U + %sm(Zv)) (3.95)

(Is)
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Voltando para a varidvel original,

(Is)

e —
- () b))

T
= —. (3.96)
25
Enfim, o produto interno (3.93) tem como resultado
T
WYYty = N> —, (3.97)
2B
e o fator de normalizagdo é igual a
2
N = —‘/B (3.98)

Tt

Portanto, o estado de méxima localizagdo normalizado é

YU ) = #(l +p?) 2 exp [— hijﬁ arctan( «/EP)] : (3:99)

Essa é a funcdo de onda generalizada no espaco dos momentos que descreve a maxima

localizagdo de uma particula teste. Os estados de méxima localizagado |1,b2/IL> sdo os estados
em um cendrio de comprimento minimo que mais se aproximam fisicamente dos autoes-
tados do operador posi¢do da Mecanica Quantica Ordindria, j4 que eles sdo estados fisicos
verdadeiros’.

Para mostrar a relevancia desses estados, é calculada a energia cinética
p? < dp p?
ML MLy _ ML v P ML
e R TR GT Tl

C2\B1 [ dp 2\-1/2 ic 2
= S L e e aran B

x (1+BpH)Y?e (_—igarctan( p)]
By P\ gp VB
NG

= p— dp W (3100)

"No limite 8 = 0 os estados de maxima localizacdo se tornam estados de onda plana.
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Primeiro é aplicado o método da substituigdo, u = \/Ep, du = \/Edp,

du u?
I : 3.101
CN S e R A K T 10
e em seguida feita uma substitui¢do trigonométrica u = tan(0), du = sec?(0)do,
tan?(6
(Iy) = f 40 sec?(0)—20) (3.102)
\/_ (1 + tan (6))

e utilizadas algumas identidades trigonométricas,

(0 tanz(Q)
\/_ f (secz(Q))
_ tan2(9) 2 2
= ﬁ\/_f 5e2(0) ﬁ\/— fd@ cos“(6) tan“(6)

. (1 — cos(20)) 1 sin(20)
= —— | dOsin*(0) = — | d6 = (e - ) (3.103)
BB f BB f 2 28B 2

Voltando para a varidvel inicial,

(Io)

(Iy) [arctan(u) — % sin (2 arctan(u))]

1
28 +/B
1
288

sendo que esses limites de integracao ja foram calculados em (3.96).

[e¢]

[arctan( \/Ep) - %sin (2 arctan( \/,Ep))] ‘_ = 2 \/E’ (3.104)

Substituindo o resultado da integral na equagdo (3.100),

VB mo o1
—rr \/B_ o (3.105)

<¢2ﬂ|—|¢ by =

Portanto, os estados de mdaxima localizacdo sdo verdadeiramente fisicos, j4 que possuem
energia finita.
Por udltimo, serd verificada a ortogonalidade desses estados através de um produto

interno

ML ML\ _ © dp ML+
ity = [ (Hﬁpz)w PY-p)

_ 248 i€
= — Im a +ﬁp ﬁp )12 exp(h\/ﬁarctan( \/—p)]

X

1+ pp?) M exp (h j‘g arctan( \/_p)) (3.106)
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Entdo, a equagdo a ser calculada é

2VB [ __dp (& - &)
Wty = — f LTy exp(—z o~ arctan(«/ﬁp)]- (3.107)

Pelo método da substituicao, 6 = arctan( \/ﬁp) — tan(0) = \/Bp, do = \/Edp/ (1 + pp?),

4o ea@ ea@

1
% (1 + tan2(9)) - % fdGSGCz(Q) -

(Io) =

1
— | dOcos?(6)e", (3.108)
VB J

na qual para facilitar as contas definiu-se a constante a = —i(& — &')/h \/E
Efetuando uma integragdo por partes,

u = cos?(6), du=-2sin(20)d6; (3.109)
dv = €96, v= %e‘l@; (3.110)
a integral é dada por
1 1 2 a6 2 : a0
(Ip) = % _cos (6)e™ + - dO sin(20)e™ |. (3.111)

Sera feita novamente uma integragdo por partes na integral do segundo termo da equacao

acima
u = sin(20), du =2cos(20)d0; (3.112)
dv = €96, v= %eag; (3.113)
assim,
1. a6 2 a6
(In) = - sin(20)e™” — - d6 cos(20)e". (3.114)

Fazendo a dltima integracdo por partes,

u

cos(20), du = -2sin(20)d6; (3.115)

dv = €"%46, U:%e’w; (3.116)

tém-se integrais se repetindo

(I12)

1 2
- cos(26)e™ + - fd@ sin(26)e*?

1 2
- cos(26)e™ + ~(In). (3.117)
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Voltando para a equagdo (3.114),

1 271 2
I = sin(2 a9——|— 20)e + =(I ]
(I11) —sin(20)e™ — — | — cos(20)e™ + —(I1)

(In) + %(In) = %sin(26)e”9 - 32 cos(26)e?
a a
4\ 7 2
) = (1+—2) e [s1n(26)——cos(29)], (3.118)
a a a

e substituindo a equagdo acima em (3.111),

(I10)

ﬁ cos?(0)e" + — \/_ {( 4 )_1 Lo [sm(Z@) - = COS(ZQ)]}

= —— cos?(0)e" + (1 + i)_1 > \/_

a \/_ a?
1

= ﬁ cos? (n)e"”/2 + (1 + 4 ) 2 \/_ e"/? [sin(rc) - scos(n)]
-1

- ﬁ COSZ( 7—c)e_’m/z - (1 + 4 ) 2 \/_ e /2 [sin(—T() - %cos(—n)]

-1 -1
(1 + i) Lean/Z _ (1 + 4 ) ie—un/Z

/2

e [sin(ZQ) - %cos(ZQ)]

—-1/2

a2 a3 \/B a2 a3 \/B
4\ 4 —an an i 4 —an an
- _(1+a_2) a:s\/g(e e /2):_(a2a+4)a3\/ﬁ(e - el
1 (B+4a\" )
- _% ( " ) (e 2 _ e /2). (3.119)

Substituindo a constante a definida anteriormente,
Hm)_ iE-&n
2 71 \/B 2

o = 05 )
-t (2 el 1
_ _% % <eh\/§>) 2[<5h\/§>)] . (;j) J (3120)

Por fim, o produto interno (3.106) tem o resultado,

2;/’\}_[ [(5 5) 1 } Zh\/_
-¢&)

-5 [%Jl! s5) o

WoHYh =




3. ANALIsE FuncioNaL pos Esracos DE REPRESENTACOES PARA 0 KMM-GUP 36

Portanto, os estados de méxima localizagdo ndo sdo mutuamente ortogonais. Mesmo que
sejam estados fisicamente aceitaveis, a imprecisdo na localidade do espaco impede a ortogo-
nalidade.

Os estados de maxima localizagao formam, entdo, uma base supercompletas. Portanto,
é possivel usar esses estados para representar um vetor de estado qualquer [)) na represen-
tagcdo de quase posigdo, isto é, realizar a projegdo de um vetor de estado qualquer |i) sobre
os vetores de estado de méxima localizacao (lpgm |¢). Na proxima segdo serd discutida essa

construcgdo.

3.5 Representacdo do Espaco de Quase Posicao

Os estados de maxima localizagdo recuperaram a informagéo fisica sobre a posigéo,
porém, como ja visto, eles sdo ndo ortogonais entre si. Contudo, ainda é plausivel projetar
estados quaisquer [i) nos estados de maxima localizagdo II,DQAL), obtendo assim a melhor
medida possivel da posigdo através da probabilidade de uma particula teste estar localizada
em torno de um ponto & no espago . Por consequéncia, é criada a chamada fun¢do de onda

na representacdo de quase posicao,

Pp(E) == W), (3.122)

Através de uma Transformada de Fourier generalizada, é véalido escrever a transformacao
de uma fungdo de onda na representagao do espago dos momentos para uma func¢do de onda

na representacdo do espago de quase posi¢do na forma

< d
Pap(8) = Iw ﬁ‘l’éﬂ*(l’)ﬁb(@

JRE i€
KD Lo (1+pp2p2 P ( hB arctan( \/EP)J P (p). (3.123)

A transformacao inversa é dada por

Y(p) = ; foo dé(l + ﬁpz)l/2 exp [—% arctan( \/Bp)] Pap(&). (3.124)

\/87 \/[_Sh >

E essencial determinar como os operadores de posi¢do e momento atuam no espaco de

quase-posicdo. Para isso, é preciso que cada operador atuando num estado qualquer seja

8Em uma base supercompleta, o ntimero de vetores da base é maior que a dimensédo do espago de vetores, e
assim a representagdo de um vetor ndo é uma tinica combinagao dos vetores dessa base.



3. ANALIsE FuncioNaL pos Esracos DE REPRESENTACOES PARA 0 KMM-GUP 37

projetado nos estados de quase posigdo. Partindo do operador momento,

FYTAYSIR ML+
WP = [ e o)

wfz‘/ﬁ v dp ic
m Lo (1+ pp2)32 exp(h \/Eafctan( \/BP)]pyb(p)- (3.125)

Note que a diferenca entre as equagoes (3.123) e (3.125) é o momento p. E preciso de algum

P gp()

mecanismo que faga com que aparega o p na func¢do de onda de quase posicdo, e através dele
tém-se a acdo do operador momento. E intuitivo iniciar uma derivagdo com relacdo a £ na

funcdo de quase posicao,

i

P

i

P

i
P

e eliminando os termos extras,

ds exp ( arctan( \/Bp)] = arctan( \/Ep) exp ( arctan( \/Bp)] , (3.126)

—ih \/Bag exp (% arctan( \/Ep)] = arctan( \/Ep) exp (% arctan( \/Ep)]

= % tan [—ih \/Bag exp (hl\é/ﬁ arctan( \/Ep)]l =pexp (% arctan( \/Ep)] (3.127)

Portanto, a agdo do operador momento no espago de quase posigao é

P& = % tan (—ifi /B ) Ygp(£). (3.128)

Para determinar a acdo do operador posi¢do no espago de quase posicao, é feito o processo

analogo ao realizado para o operador momento,

A 0 d
iRy = [ T 0 i+ )

i f dp YM () p)

X (&)

if I : dp |9, (V¥ @) - )Y ()|

[0e]
—00

i (t/Jé“*(p)w(p))’ —~ il f " dp Y)Y (). (3.129)
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E esperado que as fun¢des de onda no limite +oo vdo a zero para que as fungdes sejam

quadrado integraveis, entdo o primeiro termo é desconsiderado,

X g(8) <¢?L|X|¢)=—ihf dp ¥ (p) plpML*(p)

= —ihf: dp Y(p)d, \fT\/E(l + 5p2)—1/2 exp (% arctan( \/Ep))

o 2
- _mI dp (p) T\/B[ 1(1+ﬁp)3/2(2ﬁp)eXP(h

X (1+pp?)” 1/2h1\5/_(1 J:/Ep ] Xp(hlf/g arctan( \/Bp)]]

= i f dpmb(p)\/ ‘/E(l +ﬁp)3/2e><p(hjﬁarctan(\/ﬁp))

Ef dp Y(p) \ { ﬁ(1 + ,3;9 )~3/2 exp(h f/ﬁ arctan( \/_p)] (3.130)

A fim de ter melhor visualizac¢do, a equagdo acima serd escrita em termos das fungdes de

\é/ﬁ arctan(+/B, p)J

—+

onda de quase posigéo,

) o g
X&) = inp I a f;), ~pY(p)P™ (p)

” d ML»
5f 1+ﬁ YV P)
thp f i+ ﬁpz)pw)w?“(p)+s¢qp<5>. (3.131)

+

O primeiro termo da equagdo acima tem um momento p. Para que esse termo surja na fungao
de onda de quase posigdo, basta usar a derivagdo construida em (3.127). Portanto, é possivel
substituir o primeiro termo por um estado de quase posicao (<),

o . 1 ,
X Ygp(&) = inp {— tan(—lh \/Eag)} Pap(&) + EPgp(8), (3.132)
VB
e finalmente, a acdo do operador posigdo é definida como

R gp(&) = [if B tan (=i \/BI: ) + &] gp(&). (3.133)

Finalizada a andlise funcional dos espagos de representagdes para o GUP-KMM, na préxima

secdo é feita uma proposta de modificacdo de uma das representagdes desse GUP.
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3.6 Outra Representacao para os Operadores Posicio e Momento

Até esse momento foi feita a andlise funcional da representagdo dos operadores posicdo
e momento no espago dos momentos e no espago de quase posi¢do proposto por A. Kempf,
G. Mangano e R. B. Mann. Quando é realizado o estudo da representagdo de quase posicao,
nota-se que o operador posigdo é representado em (3.133) como uma combinagdo da agdo do
operadores ordindrios £ e p, e essa configuracdo tem como complicagdo na sua aplicabilidade
uma Equacdo de Schrodinger generalizada de alta ordem que torna dificil determinar suas
solucdes [10]. Portanto, a fim de trabalhar em cima de problemas fisicos no cendrio de
comprimento minimo, como da particula livre e do oscilador harmonico, e contornar esse
impedimento foi proposto pelo fisico Pouria Pedram uma nova representa¢do no espaco dos
momentos para os operadores posigdo e momento para o GUP-KMM,

X %, (3.134)
p L tan(+/Bp), (3.135)

VB

na qual £ e p sdo os operadores posicao e momento ordindrios, de forma que [£,7] = ih.

Pode-se interpretar P como o operador momento para altas energias e o  como operador
para baixas energias.

A agdo desses operadores sobre uma func¢do de onda qualquer no espago dos momentos

é dada por
R-plpo) = 2 Plpo) = My b(py), (3.136)
Poype) = —= tan(yBp)- ¥(po) = —— tan(yBpo)(po). (3.137)

VB VB

O formalismo dessa nova representagdo é equivalente aquele proposto por A. Kempf, G.
Mangano e R. B. Mann também prediz a mesma fisica, porém ela se mostra mais simples em
alguns pontos da anélise funcional, facilitando os calculos. Além disso, origina naturalmente

um momento candnico méximo, como serd visto mais adiante.

3.6.1 Relacao de Incerteza Modificada na Representacao de P. Pedram

A representacdo de P. Pedram para o GUP-KMM satisfaz a relacdo de comutagdo
(3.2), porém antes de mostrar essa correla¢do, a agdo do operador momento no espago dos
momentos serd escrita apenas para primeira ordem do parametro 5, enquanto o operador

posigdo continua sendo escrito para todas ordens. Para tal, é feita primeira uma expansao
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em séries de Taylor’ em torno de zero da fungéo f(z) = tan(p),

tan(p) = tan(0)+ secz(p)| (p 0) + 2sec2(p) tan(p)| (- 0)2
1 2
+ 3'[ —4sec®(p) + 6sect(p )] (p 0)° +
~ 04+ 1 . L2 2 1 sm(O) A2 1 -4 N 6 3
¥ T 02200 T 1 c0s2(0) cos(0)) T 6\ cos2(0) T cost(0)
~ PO+ 2207 ~ p+ 1153, (3.138)

para entdo escrever f(z) = tan( \/ﬁﬁ) / \/— como

1
— tan(/p) =
=

Logo, a representagdo utilizada nessa prova serd

( JBp+ BB As] ,;,+§;93. (3.139)

X =

=>

, (3.140)

P = p+p° (3.141)

W™

Para mostrar como essa representa¢do cumpre a relagdo de comutacdo modificada, é neces-
sério a seguinte propriedade de comutadores: dados operadores quaisquer A, B e C, é valido
escrever a relacio de comutacio entre eles na forma [A, BC] = B[A, C]+[A, B]C. Sendo assim,

B[t |5 8|~ 1o Sue
(oL o1+ 1o p1p?) = i+ £ (9 1 1 + 15,19 + 15, ﬁ]ﬁz)
; :

i+ = (p (if1) + p(in)p + (in)p?) = il + g( 3ihp?) = in(1 + pp? (3.142)

[X,P]

I I
S =>
+ =
+

W

De acordo com a aproximagdo em primeira ordem, o operador momento na representacao

do P. Pedram ao quadrado tem a forma

52 . 4 5A32 2, 200 B o 24 2
P* =~ p+§p P +§ﬁp +§p P +§ﬁp + O(B). (3.143)
Substituindo na relacdo de comutacdo modificada,

[X, P] = ik(1 + BP?) ~ ifi + ilB (;92 + %5,@4 + 0(52)) ~ i (1+ Bp? + O(F?)). (3.144)

“Uma funcéo qualquer f(z) escrita como uma expansdo em séries de Taylor em torno de um ponto z, toma
aforma: f(z) = L9 4 L £/(z0)(z — z0) + 4 7/ (20)(z = 20)* + & f"(20)(z — 20)° +
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Assim, de forma aproximada, as rela¢des de comutagdo (3.142) e (3.144) sdo equivalentes,

[X, P] = ifi(1 + BP?) ~ if(1 + Bp?), (3.145)
e é provado que a representagdo do P. Pedram a satisfaz.

3.6.2 Espaco de Hilbert na Representacao de P. Pedram

Essa nova representagdo para os operadores de posicdo e momento trazem algumas
mudangas técnicas ao abordar o Espaco de Hilbert. Esses operadores continuam sendo

simétricos por definicdo,

WPy, P'=D; (3.146)
WXy, X'=X (3.147)

WIP"Ip)
WX Ip)

garantindo que todos os autovalores associados a seus autoestados sejam reais e determinam
qual a defini¢do do produto interno.
Iniciando o estudo pela simetria do operador posigdo, de forma a determinar o ele-

mento de volume V(py), o lado direito da equagdo (3.147) é igual a

1/24/p
X = Xy = d *|iho
Wik) = witor= [ g VRt i,

= ih " ﬁd V *(po)d 3.148
— i | P ) (.14

Pela regra do produto, chega-se a novos termos

X i n/zﬁd P | V(po)y* i H/Z\/Ed 1% Opo "
WIXlpy = i In/Z\/E P0 o [ V()¢ (o) (po)| — i [n/ZVE o V(po)p(po)dp,¥" (po)

T " ﬂd ! IV 3.149
S [ RO V) 3.149)

O termo com a derivada total tem a condigdo ser nula nos limites de integracdo para que a
integral seja de quadrado integravel. O segundo termo é escrito em termos do operador X*

atuando na fungao de onda (pg). Assim, a equagdo toma a forma

A o~ *
witier = [ 5 Voo o] 9o

/2

n/Z\/E
~ i f dpod* (P0)b(p0)dr, V(p0). (3.150)
—Tz/Z\/E

A simetria do operador posicdo esta presente se a segunda integral da equagao acima deve
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for nula. Como as fung¢des de onda y*(pg) e ¢(po) ndo sdo nulas, o integrando envolvendo o

elemento de volume precisa ser nulo,
Ip, V(po) = 0. (3.151)
A integragdo desta equagdo diferencial resulta numa constante
V(po) = constante. (3.152)

Para poder fixar essa constante, é feito o estudo da simetria do operador momento. O lado
direito da equagao (3.146), utilizando a representacdo do operador momento para todas as
ordens de 5 (3.137), é dado por

/2 \/E 1

7 tan( \/Bpo)] o (po)- (3.153)

(YIPIp) = (YIPP) = f dpo V(po)y™(po) [

-1t/24/p

Para p real, é possivel escrever

1
VB

mostrando a simetria do operador momento e que V(pp) constante pode ser qualquer um,

i : o
YIPlp) = f_ \fdpo V(Po)[l,b(po) tan(\/ﬁpo)l P(po) = (YPIp) = (WIPYp),  (3.154)

/24/p

entdo é feita a escolha mais simples
V(po) =1, (3.155)

e o produto interno na representa¢do de P. Pedram para o GUP-KMM ¢é entdo definido como

n/2/p
WlP) := f dpo ¥ (po)P(po).- (3.156)
—1/2 \/E
Note que regido de integracdo é modificada pela presenca de um momento canénico maximo
Pmax = T/2 \/E, que surge como um limite para o momento da particula uma vez que
tan(+/Bpo) ndo existe quando po = EPyax-
Continuando o tratamento analogo ao feito nas se¢des anteriores, a relagao de totali-

dade é determinada a partir do produto interno (3.156),

7-(/2\/3 n/Z\/E
Wio) f dpo ¥ (po)b(po) = f 7 i)

n/Z\/[_% -n/

n/Z\//_%
¥l [ I ” \/Edpo |P0>(Po|] ). (3.157)
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Desse modo,

fn/z \/E
dpo |poX{pol = L. (3.158)
—1/2 \/E
A partir da relagdo de totalidade, define-se a relagdo de ortonormalizagéo,
/2 \/E /2 \/E
P(po) = (pol) = {pol f dpy IpgXpol) = f dpq <polppXpol)
-m/2 \/B -7/2 \/E
/2 /P
= f dpy {polpy) ¢ (pg), (3.159)
-711/2 \/E

e para que a equacdo acima equivalha a outra definicao da Delta de Dirac,

/2 /P
W(po) = f P00 =P, (3.160)

/2

os integrandos precisam ser iguais,
{polpg) = d(po — pp)- (3.161)
Encontrando a relacdo de ortonormalizagdo e finalizando a construgdo do espago de Hilbert.

3.6.3 Estados Formais do Operador Posicao na Representacao do P. Pedram

Continua ser fundamental a defini¢do das autofungdes do operador posi¢do no espago
dos momentos, entdo o operador posi¢do na representagdo de P. Pedram (3.136) é substituido
na equagao de autovalor (3.42),

X a(po) = AYa(po) — 2~ Walpo) = APa(po), (3.162)

e resolvendo-a, tem-se a equagao diferencial

iy diprlpo) _ A
fi— =A = ——dpo. 3.163
e Pa(po) = Aa(po) — U2 (0) 7 po (3.163)
Integrando em ambos os lados,
iA
Inya(po) = —gpot C. (3.164)

Ao aplicar exponencial em ambos os lados, encontra-se as autofun¢des ndo normalizadas

Ya(p) = Ne7 /7, (3.165)
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na qual e© = N. Note que o calculo das autofungdes foi bem mais simples com o uso da
representacdo do P. Pedram.

O fator N é determinado pela condi¢do de normalizagdo (Y ,|¢)) =1,

/2B /2B ' ‘
f dpo ¥’ (po)a(po) = f dpy N*eiMPo/liNeiApo/

Walay =
l/)/\ lp/\ n/Z\/E n/Z\/E
n/Z\/[_%
- N'N dpy = N2 po[ >V = ~1. 3.166
—n/24/B 7o p| 2B \/B ( )
Assim sendo,
N2 = g — N-= ﬁ (3.167)

e as autofungdes formais do operador posigdo normalizadas do GUP-KMM na representacado

Va(po) = \/ VB e A/l (3.168)

O estudo da energia desses estados é feita da seguinte maneira,

de P. Pedram tém a forma

A2 7'[/2\/_
Wil = [ 00z et By

/2 \/_
G
iAp —iApo
n 2mp —n/2\/_dp o e tan*(Ypo)e™ ", (3.169)
resultando em
1 /2 \JB
<%| llm ot 2(VBpo). (3.170)

2mm B J-n/2fB

Essa integral é resolvida pelo método da substituicdo, u = \/Bpo, du = \/deo,

(In) = % fdu (—1 + secz(u)) = % (—u + tan(u))

5 (VB )| o

- R
7[ n+tan(")_tan(g)]. (3.171)



3. ANALIsE FuncioNaL pos Esracos DE REPRESENTACOES PARA 0 KMM-GUP 45
Nao existe tangente para pp = +7/2, assim a integral acima diverge,
P2
(¢A|2—|1/JA) = diverge (3.172)
m
Consequentemente, a energia é infinita, como ja é esperado em razdo de as autofungdes de

posicdo 1) (po) ndo serem fisicas.
Para finalizar o estudo dos estados formais de posicdo, é analisada a sua ortogonalidade

/2 B (2VF o '
f dpo Y, (Po)¥a(po) = % f dpy eV 'Polfigitpol

Walgry = o i
7/24/B H SV
_ B exp -4 0m)
TC _n/Q\/E h
_ ﬁ[_ o 1A= s
w | id—A) P 7 o

_ B [exp (_i(/\ - /V)n) ~exp (i(/\ - A’)n)]

A—A) 2n 2n
B [ L (A=-)m)] | 2B ((A-A)m

Portanto, esses estados sdo mutuamente nao ortogonais.

3.6.4 Estados de Maxima Localizacdo para a Representacao do P. Pedram

E preciso também recuperar a informagao acerca da posicao para a representacao do P.
Pedram, j& que os estados do operador posi¢do no espago dos momentos sdo formais. Logo,
define-se os estados de méaxima localizacdo da mesma maneira, partindo da positividade da

norma projetada num autoestado do operador momento no limite da regido permitida,

o (1 pAPZ Y
<P0|[X—<X>+ 2P (P— )|y = 0
‘ i1+ BAPYR + BPY?) (1 )
[zhap0—<x>+ N (%tan(\/gpo)—(m] Y(po) = 0. (3.174)

Reorganizando os termos, chega-se na equacéo diferencial,

dppo) _[(R)  L+PAPP+EPY( o 1
Y (po) _[ n 2(APY? [<P> \/Btan( \/EPO)H dpo. (3.175)
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Integrando em ambos os lados,

fdp (—% + a(P)) —~ fdp a% tan(+/Bpo)

- (_% + a(P>) po - % [% In [sec( \/BP0)|l tC

Iny(po)

_iX) . a S 1+ B(AP)? + B(P)?
( ; + u<P>) po + 8 In ’cos( \/Bp0)| +C, a= (AP .(3.176)
Aplicando exponencial em ambos os lados,
(X X a
Y(po) = Nexp [(—% + a(P)) po] exp [ln |cos( \/BP0)| /ﬁ]
= Ncos( \/Epo)(1+ﬁ(AP)zﬁ<P>z )/2B(APY?
(X) 1+ B(AP)2 + p(P)*
‘e [(_xh ), 1+ ﬁ(z( A>P)+2 B >) po]. 617

Impondo a condigéo que a incerteza minima da posigdo seja 0 comprimento minimo (AXo)

para a ocorréncia dos estados de maxima localizagdo, por consequéncia tém-se também que

(Xy=¢,(P)=0eAP=1//B,

i&
PMLpg) = N cos( yBpo)I+HAANP) exp(_%po)

= Ncos( \/Bpo)e_i‘fpf)/h. (3.178)

A normalizac¢do dos estados de méxima localiza¢do se d4 pela condigédo,

n/Z\/‘E
W = [ dp gyl

n/Z\/_
/2 'B i< i
= f dpo N* cos( \/Epo)elgp/hN cos( \/Bpo)e_l"m/h =1, (3.179)
-n/24/p
resultando na relacdo
Ly,;,ML /2P 2
Wy =N'N f dpo cos*(/Bpo) = 1. (3.180)

Pelo método da substituicao, u = \/[_Spo, du = \/deg,

\/_ fdu cos?(u) = \/_ fdp 1+ cos(2u)) = \/B (u + %sm(Zu))

n/Z\/_
\/_Po + = sm(Z \/_PO)) i = ﬁ

(I12)

(3.181)

(i
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Assim, a equagdo (3.179) toma a forma

G = N2 21— N = 2B (3.182)

2B T

O estado de méaxima localizagdo normalizado é, entdo, dado por

2 i
Y (po) = \/Tﬁ%a VBpoje<lm. (3.183)

Para mostrar que esses estados sdo fisicos, € feita uma andlise da energia associada a eles,

<¢ML| |¢24L>

f H/Z\/Edpo ¢I§AL* (po) tan?(/Bro) M- (po)
—7t/2 \/E © ﬁ ¢

2 /2B
T\/Bﬁ dpo cos(+/Bpo)e’r’" tan?( /Bpo) cos(/Bpo)e P/

—n/Z\/_

1 7'(/2\/—

mm B J-r/2+/B
1 7'(/2‘\/_

i JB J-n/2fB

dpo cos? \/_ po)tanz( \/_ Po)

dpo sm2( \/_ Bro)

1 1 /2B
nm\/_ [2\/_(\/_;70 - Esm(Z\/_Po )l o
1 1 . 1 . 1
2momp (7‘( -3 sin(m) + > sm(n)) = M (3.184)

Portanto, os estados de maxima localizagdo apresentam energia finita. Porém, esses estados

nao sdo mutuamente ortogonais, como é mostrado abaixo

W)

/2

2 7'(/2\/_ - )
= 2F dpo cos(+/Bpo)e’ P/ cos(+/Bpo)e o/
n —n/Z\/B

/2 e o
= M \/_dpo C052( \/_PO) exp (—Z((S hé )PO)'

71 —n/Z\/E

n/Z\/B
- f P )

(3.185)

Pelo método da substituicdo 6 = \/Epo, do = \/deo,

i(E—£&60

— d 2 d 2 a6
(I13) \/_f w cos (Q)exp( \/_ ) \/_f w cos“(0)e™, (3.186)
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naquala = —i(& - ¢&')/n \/E
Realizando uma sequéncia de integragdo por partes, tém-se o resultado ja calculado

anteriormente na equacao (3.125). Logo,

1 (a®+4a\”"
(I1a)=——(a i a) (e‘“”/z—e“”/Z). (3.187)

\/‘[—3 4

Substituindo a constante 4, o resultado ja foi encontrado anteriormente em (3.126),

37-1
€-=4N)_11E=¢) . [€=&)
e I[g[ P ]_5[ P ) - [ ) R

211 /B
e o produto interno tem o resultado final visto em (3.127),

31
MLy, ML (E-¢&) €-¢") &-&)
Wl = {[ Zh\/_) [2;1\/3” sin [2;1\/‘ ] (3.189)

Logo, os estados de maxima localizagdo ndo sdo mutuamente ortogonais.

3.6.5 Representacao de Quase Posicao

Através dos estados de méxima localizagdo é possivel determinar a fun¢do de onda no
espago de quase posigdo, obtendo assim a melhor medida aproximada da posi¢do de uma
particula. Dessa maneira, a fun¢do de onda na representagdo de quase posigdo é dada por

71/2\/3
P& = f oA G0

2 /2
T\/E I m\fdpo cos(+/Bpo)e’P M (po). (3.190)

A determinagdo da agdo dos operadores posicdo e momento no espaco de quase posicdo

é feita da seguinte forma: cada operador atuando num estado [¢) é projetado nos estado
ML : S . ~ .

™), para em seguida comparar com gy(&), @ medida que sdo efetuadas derivadas com

relagdo a & para que surjam termos equivalentes entre ambas equagdes. Comecando pelo

operador momento,

R n/Z\/_
P 1hgp(&) = f o vE dpo ¥¥™* (po) \—Fﬁtam VBro)Y(po)

fz B /2B i .
%Inﬂ\/ﬁ[ﬂ?o cos( \/Bpo)e cEpo/ﬁ%tan( \/Epo)gbqp(po). (3.191)

WY™MPlY)
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Para que surja o termo tan( \/Bpo) / \/E na fung¢do de quase posigdo, tétm-se que
dg exp (ép) —po exp( épg) —ifids exp (i—épg) Po exp( gpo)
EP\RT) T h h P\ T
= tan[ inds exp( hg po)] = tan(po) exp ( hé po)
= tan [—ih \/Bag exp ( Tfpo)] = tan \/_po) exp( hgpo)

= % tan [—ih \Bos exp (%po)] =L tan( +/Bpo) exp (%Po) - (3.192)

VB

Logo, a agdo do operador momento no espago de quase posicao é
Pgp(é) = 7 tan( il \[BO ) qp(£) (3.193)

Analogamente, para o operador posicéo,

A . n/2 B
R = Xovg©@ = [ dpo e} oo g
—7'(/2\/[_3
n/Z\/E
= ik d ML= ML+
1 ﬁ w2 Po [ Po (%D (pow(po)) oYy (po)gb(po)]
77/2\/_ n/Z\/E
= ih dvo 0 ML« ) MLx )
i j_‘n/z\/' Po I, (% (Po)‘l’(Po)) In/Z\/E Po Ipoc " (Po)y(po)
* o *
= (M o) INVELE I Dpo UM (po)p(po).  (3.194)
O primeiro termo vai a zero, j4 que os termos de cosseno se anulam quando py = +7/2 \/B,
assim
i B
X gp(&) = —in I o \/_dPO I ¥ (P0) Y (po)

= —ih\/@ f ” ﬁdpo (p0)9py (cos(/Bpo)e ")

= W f - ﬁdpo (o)~ VBsin(VBpo)e /" + = cos(\Bpoje |
= B @ f: :/z Zdr’o Y(po) sin( y/Bpo)e’ /"

+ 5@ I :i:idpo ¥(po) cos(+/Bpo)e’o/m. (3.195)
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Multiplicando o primeiro termo da equagdo acima por \/Bcos( \/Bpo) / \/_ cos( \/Bpo) para
que surja o autovalor de P na representagao de P. Pedram,

"/2NF 1 -
Xt = I dp0 4p0)— tanC ) cos VB

/2 ﬂ/2\f .
VP f , ﬁdpo ¥(po) cos(+/Bpo)e’ro/m. (3.196)

Escrevendo a equagdo em termos da fun¢do de quase posigdo,

. 2 n/24/p
X -%p(é)=ihﬁ\/7‘/ﬁ I n/Z\/_d 0 Y(p - (\‘//__p fro) cos(y/Bpo)e’ P/ + Egy(E),  (3.197)

o primeiro termo é escrito como uma fungdo de quase posicao se a agdo do operador momento

for aquela construida em (3.192),

X (&) = B {% tan(—ih \/[—395)} Pap(&) + EPgp(&). (3.198)

Portanto, a agdo do operador posi¢do no espago de quase posicdo é

R gp(&) = [if B tan (=ifi BI: ) + £] gp(&). (3.199)

Como dito no inicio da secdo, as representagdes de A. Kempf et al. e de P. Pedram sdo

equivalentes em sua esséncia, entdo podem ser correlacionados pelas transformagdes

R % arctan(BD), (3.200)
X — [1 + arctan® ( \/BIAJ)] X, (3.201)

de forma que a fisica que ambas tratam é a mesma. Isso pode ser observado comparando
as energias associadas aos estados formais de posigdo para a representacdo de A. Kempf
et al. e da representacdo de P. Pedram em (3.62) e (3.165), respectivamente, e também as
energias associadas aos estados de maxima localizacdo em cada representagdo respectiva
em (3.105) e (3.172), ao qual em ambos 0s casos as energias sdo as mesmas. As agdes dos
operadores posi¢do e momento no espago de quase posigdo também sdo idénticas nas duas

representacoes.



Capitulo 4

Andlise Funcional dos Espacos de
Representacoes para o Noucier-GUP

No capfitulo 3, o estudo sobre o comprimento minimo foi feito através da generalizagado
do principio de incerteza, proposto por A. Kempf etal. O GUP-KMM tem como caracteristica
considerar apenas a primeira ordem do pardmetro  que estd associado a existéncia do
comprimento minimo. Em 2007, o fisico Khireddine Nouicer! propés um novo GUP para
todas as ordens do pardmetro f§ e que também prevé a existéncia de uma incerteza minima da
posigdo [19]. Este GUP concorda em primeira ordem com o GUP-KMM e resolvia algumas
limitagdes que o GUP de A. Kempf et al. possui por desconsiderar termos extras. Conhecido

como GUP-Nouicer, o GUP exponencial é escrito como
A A~ A0
ARAP 2 5 exp (BAP)y +7y), (4.1)

sendo o Gltimo termo equivalente a y = B(P)2.

A'ideia por trds de um GUP exponencial surge de alguns resultados obtidos em artigos
publicados anteriormente no cenario de uma Teoria de Campos, na qual a existéncia de um
comprimento minimo no plano ndo comutativo deveria se manifestar no propagador de

Feynmann para o caso de uma particula livre exibindo um corte UV exponencial [20].

4.1 Relacao de Incerteza para Todas as Ordens

A relagdo de comuta¢do modificada associada ao GUP-Nouicer, que engloba todas as

ordens do parametro f3, é igual a

[X, P] = ifief” 4.2)

!Nouicer é um fisico teérico, atualmente professor do Departamento de Fisica da Universidade de Jijel, na
Argélia. Suas dreas de interesse englobam Teoria da Fisica de Altas Energias, Teoria Quantica de Campos e Cos-
mologia. Seu trabalho atual envolve o estudo de varios aspectos do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral (TEGR) em Cosmologia [18].

51
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A confirmagdo que ambos sdo correspondentes é feita ao substituir a relagdo de comutagdo

(4.2) na equacdo abaixo
AXAP > L | (X, P )| |<zh exp (ﬁP2)>| > E |ih exp (ﬁ(fﬂ))'. (4.3)

2 2

A Desigualdade de ]ensen garante que para uma funcao real convexa qualquer ¢, é valido

escrever (p(A)) > p((A)) [21]. Assim, com base nessa desigualdade a exponencial do valor

médio do operador momento ao quadrado pode ser escrita como
NN - -
ARAP 2 2 exp (BAPY + p(P)y?), (4.4)

como regressou ao GUP-Nouicer, tém-se a garantia da associagdo da relacdo de comutagdo
com o GUP.
O valor dessa incerteza minima pode ser determinado ao isolar AX na relagio de

incerteza,

AX >

(4.5)

N |

1 ((exp (B(APY + B(P)?)
AP ’
a incerteza da posigdo pode ser escrita como uma funcdo f(k) dependente da incerteza do

momento,

fi [ exp (bk* —a

J ; b=p,a=p(P)Y k=AP. (4.6)

Para encontrar o ponto de extremo da fungdo f(k), basta efetuar a derivada primeira da

funcao,

2

(4.7)

) hdlexp (bk2 - a) i ( 20k exp (bk2 - a) —exp (bk2 - a)
AT = 2 '

e iguald-la a zero quando valorada no ponto critico ko,

Qb3 —1)=0. (4.8)

N e LB
0 0

Se ko # 0 para que a fragdo seja determinada e a exponencial ndo se aluna, o termo nulo é

1 1
2 _ 2
(Zbko — 1) =0 — kO % il k() % (4:9)
O ponto critico que minimiza a fungdo é ko positivo e é para esse valor que as incertezas

ficam dentro da regido permitida. A partir do kg da equacao (4.9), encontra-se a incerteza do



4. ANAL1sE FuncioNAL pos Espacos DE REPRESENTAGOES PARA 0 Noucier-GUP 53

momento AP’, que é a incerteza critica do momento, dada por

AP = (AD), = L, (4.10)
V7
ou seja, aquela que é correspondente a incerteza minima da posigao (AX)in,
S - i ((exp (BAP'Y + B(P")?) Cnfew (B1/28) + B(PY) Wi
S| IV - BN R '

No limite da regido permitida, € imposto que o valor médio do operador momento seja nulo,
(Py = 0, para que a incerteza seja a menor possivel. Com essa obrigatoriedade, tém-se que
(AX) in equivale ao comprimento minimo AXo,

=22 |-t e -nyE
Axo_z((l/@))_zmxf_h R (4.12)

Portanto, o valor de comprimento minimo AXo=h \ep/2 ocorre para o valor da incerteza
critica do momento (AP), = 1/ V2B.

4.2 Representacao no Espaco de Hilbert

Toda construgdo do espago de Hilbert é feita na representagdo do espago dos momentos
devido a incerteza minima da posigao ser o comprimento minimo AX, > 0. A defini¢ao da
acdo dos operadores posicdo e momento na representagdo do espago dos momentos, que
corresponde ao GUP-Nouicer, é dada por

P-y(p)
X-9(p)

py(p), (4.13)
ihef” 9,1 (p). (4.14)

Para mostrar que essa representagdo satisfaz a relacdo de comutagdo modificada (4.2), calcula-
se [X, P] atuando em uma autofungdo arbitraria do operador momento,

[X,P1-v(p) = XP-v(p)-PX-v(p) = (pIXPIY) — (pIPXI)
= (PP (R19)) — IR (Ply)) = (pIP (ine” 9,1)) — pIR (plp))
= (pline®” ,) (Plg)) - ¢plp (K1)
= (pline® ,|(ply)) — (plp (e 1))
= ihef”a, (piplg)) — e pay(ply)
el (3, (p(p)) — pAyY(p)) = ihef y(p) = ihef” y(p), (4.15)

e a relacdo de comutacdo é retornada.

E necessério toda uma reformulagio da representagio do espaco de Hilbert para o
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GUP-Nouicer. Iniciando a construgdo, os operadores posi¢do e momento sdo definidos
como simétricos,

WIPlp), PP =D; (4.16)
WIXlpy, X'=X. 4.17)

(WIPYp)
WIX )

Entdo, seus autovalores sdo reais, e essa imposicdo é essencial para ser possivel obter alguma
informacao fisica dos observaveis. Trabalhando com a simetria de cada operador, primeiro

é estudado operador posi¢do sendo simétrico,

(WIXIg)

i%o) = [ o Vo [inea,] o =i | do Ve a,00)

ih[ dp 3, [Vp)y' (p)e o(p)] - in f dp V()P p(p)dpy* (p)

in I dp V' (p)ef”” o (p)a, V (p) — i I dp V(oYU' (P)p(p)dpe”. (4.18)

(o]

O primeiro termo com a derivada total é condicionado como sendo nulo no infinito para que
a integral seja de quadrado integravel. O segundo termo é escrito em termos da agdo de um

operador X' e os dois dltimos termos sdo unidos numa integral s6. Assim,

00

WIRIp) = f dp V(p) [ime? 0,9 ()| p(p) — in f dp [9,V(p) + 260V ()| ¥* (0)b(p). (4.19)

Para que tenha simetria do operador posi¢do, a segunda integral da equagdo acima deve ser

nula, de forma que o seu integrando envolvendo o elemento de volume é nulo,

2,V (p) + 28pV(p)] = 0. (4.20)

Reorganizando os termos, chega-se na equacédo diferencial

d dv
T,V 0) ==26pV(p) — = = ~2ppdp. 4.21)
p P
Integrando em ambos os lados,

1% 2
1n(70) - —2ﬁ(%) - g 4.22)

Aplicando exponencial em ambos os lados, o elemento de volume é determinado,
dpV(p) = Voe P dp, (4.23)

sendo que a constante V( pode ser fixada como igual a 1 sem influenciar na simetria dos

operadores.
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A equagdo (4.19) toma a forma

00

WIKip) = f dpV (p) i1 9, (p)] 6(p) = (WRIp) = WIXTIP), (4.24)

mostrando a simetria do operador momento e determinando o elemento de volume da
integral que representa o produto interno. A simetria do operador momento é simples de

ser vista,

WIPe) = f dp &P (ppod(p)

(o]

(WIPle)

I dp e P [W(p)p]” d(p) = (WPO) = (WIPTIp), (4.25)

[oe]

para p pertencente ao conjunto dos nimeros reais, entdo p* = p e a simetria do operador
momento é mostrada.

Assim, a partir da simetria desses dois operadores define-se o produto interno num
cendrio de comprimento minimo na constru¢do do espago de Hilbert correlacionado ao

GUP-Nouicer como

Wl = f dpe 9 (D) (p). (4.26)

[o¢]

A relagdo de totalidade é definida a partir desse produto interno,

W = [ are w00 = [ de wipipo)
= (Yl [ f :dpe‘ﬂﬁpxm] ). (4.27)
Assim,
ﬁ : dpe P Ip)p| = 1, (4.28)

na qual I é a matriz identidade.

A relagdo de ortonormalizacado é definida a partir da relagdo de totalidade,

Py = @l f dp’ e P 1" yp' 1y = f dp’e " (plp’ Yp' 1)

—00

Y(p)

f dp'e P plp (). (4.29)

(o]

A Delta de Dirac pode ser escrita como

00

Wip) = f dp 5(p - P YY), (4.30)
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para que ambas sejam iguais,
5(p =) = (plp e = (plp) = ¥ 5(p ~ p). (431)

Finalizando entdo o espaco de Hilbert do GUP exponencial.

4.3 Autoestados Formais do Operador Posicao

A presenca de uma incerteza minima da posi¢do ndo nula, o comprimento minimo,
implica que os autoestados do operador posicdo ndo sdo estados fisicamente aceitdveis.
Porém, é essencial determinar as autofung¢des formais do operador posigdo para continuar o
estudo para outro espago que dé a informacao fisica da posicao.

As autofungdes sdo as solugdes da equagdo de valor para o operador posigdo. Entéo,
o operador posi¢do atuando nos autoestados do espaco de momento resulta na equagéo de
autovalor,

R-a(p) = Woalp) — e 9,0 (p) = Apa(p). (4.32)

Reescrevendo a equagdo diferencial,

g d dprlp) A _gp
ihef” —pa(p) = A e 433
dpll’A(P) alp) — ) e (4.33)
Integrando em ambos os lados,
dipr(p) AP —i/\f g2
= | —ePdp = In =— | dpe . 4.34
) > P Yalp) = —— | dp (4.34)

A integragdo ¢é feita pelo método da substituicdo, u = /[Bp, du = +/Bdp,

L (e = (L) = Yoy
() = \/Efdue = \/B( 5 ef(u))+C—2\/Ee f(+/Bp) + C, (4.35)

sendo erf(u) a fungdo erro de Gauss ou também conhecida como integral gaussiana. Mais
informagdes no apéndice 1.

Substituindo na equacdo (4.34),

Iny(p) = erf(+/Bp) + erf( VBp) +C. (4.36)

\/’ _2\/_h

aplicando exponencial,

B —iyrmA
Y(p) = Nexp[ 5 \/Bh erf( \/ﬁp)l . (4.37)
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Normalizando a fung¢do pela condi¢do de normalizagdo (YY) =1,

[ dp 9 (DA )

N*Nf dp e P exp [

sz dpe_ﬁpz.

Walr)

Se)es| 3

)

(4.38)

A integral ja foi resolvida em (4.35), entdo a integral nos limites de integragdo é

—ier =—0-( \/_
(L) N (\/_p)‘ \/E( (-1) = N

e o fator de normalizagdo é, entdo, dado por

2 VT _ _ |
N\/E—lzN N

Finalmente, obtém-se os autovetores formais de posicdo

Pap) = \/ﬁe [ N Mp)]

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Sera feita um estudo com relacdo a energia para esses autoestados formais de posicao,

f dp e %(p)—%()
‘/— 1 - -ﬁp { }
f dp e exp \/_ erf(y/Bp)

P2
Wil 1)

\/_Zm

VB
2+/rtm

Efetuando uma integragdo por partes,

dp e_ﬁpzpz.

u = pz, du = 2pdp;

e‘ﬁ”zdp, v= ﬁerf( \Bp),

25

do

a integral acima toma a forma

() = p ef \/_p) dp perf( \/_p).

27 7

[ ) er(«/_rf)l

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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A integral do segundo termo é resolvida ao fazer uma nova integragdo por partes,

u = p, du=dp; (4.46)
-8 2
do = erf(\Bp), v=perf \/Bp)+‘i/—niﬁ, (4.47)
e a integral resulta em

p a2 e_ﬁpz

(l5) = e - dp[perf( ﬁp)+—l

: O K B 7
= prerf(\Bp) + \/Z_ﬁe-ﬁpz - f dp perf(\Bp) + —— f dpe . (4.48)

O terceiro termo é a prépria integral (I3) e a integral do quarto termo ja foi calculada
anteriormente em (4.39). Logo,

(I3)

2 P b _ 1 (N
perf(\/ﬁp)+ \/n_ﬁe Pm—(I3) + \/n_ﬁ[Z\/Eerf(\/Bp))

2(I3) p*erf(+/Bp) + \/’;_ﬁ e P 4 Zierf( \Bp)

2
%erf( \/Ep)+ P e P+ —erf( \/_ p). (4.49)

\2mB

Voltando para a equagao (4.45), tem-se

(I3)

P2
_ p _
() = \/_ \/_P) \/_ [ 5 erf( \/ﬁp)+ \/Z?ﬁe PPt 4 —erf( \/—p
—% e P + 1 \/Berf(\/ﬁp)‘_m- (4.50)

Analisando os limites no infinito para cada termo, tem-se que o primeiro termo é aplicado a
regra de L'Hospital e a parte pe‘ﬁf’2 se torna um denominador, que quando tende a +oo, zera
a fracdo. A funcdo erro de Gauss do segundo termo quando p — oo, tende a 1 e quando
p — —oo, é usada a propriedade da fungdo erro que garante que erf(—z) = —erf(z), entdo a

fungdo erro tende a —1. Portanto, a equagdo toma a forma

VT VT

() = ——(O) + 1+1)= . (4.51)
TN 26 \B
A equagdo (4.42) chega ao resultado,
P2 B ( Vm 1
<¢A|%|¢/\> = (25 \/_) yrrt (4.52)
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Seré feita um estudo sobre a ortogonalizacdo desses autoestados de posigao. Efetuando

o produto interno entre os autoestados (4.41),

ﬁ R —i V(A ~
WYarlya) ﬁf_wdpe exp \/—h erf \/_p)
7@ I: dp e—ﬁp2eaerf( \/Ep)’ 4= =i \/_(A A )

W

Integrando por partes,

U = euerf( \/Ep)’ du = 2 \/Ba e—ﬁpzeaerf( \/Ep)dp;
N

v .
; \/ﬁerf( VBp);

dv = e_ﬁpzdp, V=

chega-se em

(14) — ﬁerf( \/Ep)eaerf( \/Ep) \/—a \/_ _ﬁPZeaerf( \/ﬁp)erf( \/Bp)

27

E utilizado o método da substituic¢do, w = erf( \/Ep), dw =2 \/Be_ﬁpzdp /T,

(Is) = f (%du)]we“w: % f o ™

Realizando uma integracdo por partes,

VR 24

u = w, du=dw;

1
dv = €e"™dp, v=_er,

e a integral toma a forma

w 1 w 1/1 w 1
(16) Zew _ = dw ™ = Zeiv _ = (_euw) = Zet _ _Zeaw
a a a a\a a

%erf( \/_p aerf( \/_p) aerf( \/_p)
Voltando para a equagdo (4.57),

(I5) = erf( yBp)er VB _ — greri(V p))

5
2p \a

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)
(4.59)

(4.60)

(4.61)
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Substituindo a equagdo acima em (4.56), chega-se em

ﬁ aerf( \/ﬁp) _ ﬁ aerf( \/Bp) _ ﬁ aerf( \/ﬁp)
(I3) 5 ﬁerf( \/Ep)e a —2 \/Eaerf( \/Ep)e ——¢

\/— 2\/,3512
_ \m aerf(x/ﬁm‘ - v (e —e™). (4.62)

2\/Eae —o0 2\/@1

Voltando para a equagdo (4.53) e substituindo a defini¢do da constante a,
B ﬁ(—i\/ﬁ/\]_l N —iﬁ(/\—/\’))_ex [iﬁ(A—A’)
Vi |28\ 2\/Bh Pl 2y Pl 2y

_ VB _in [—Zisin((/;_)v) \/E]l

Walyga)

VR =) Bh
CoamNB (A=)
= NI sm( 5 \/‘Eh \/EJ, (4.63)

mostrando que os autoestados ndo sdo ortogonais.

4.4 Estados de Maxima Localizagao

Os estados de méxima localizagdo |¢24L) estdo definidos em torno de um ponto & no
espago. Pelo formalismo quantico, (gbéﬂlf(wgm) = ¢, sendo & a melhor posigdo possivel para
uma incerteza minima da posi¢do maior que zero. Para calculé-los, parte-se da positividade
da norma no limite da regido permitida, sendo projetada no autoestado do operador P.

Substitui-se a relacdo comutacdo modificada (4.2) na norma,

T 1 A la
<p|(X—<X>+ PR (P—<P>)}|¢>=0. (4.64)

Substituindo agao dos operadores posi¢do e momento atuando na fun¢do de onda (p),

) o in (PP .
[zheﬁ” 9y —(X) + PP (p—<P>)J¢(p)=o. (4.65)

Reorganizando os termos da equagdo acima, tem-se uma equagdo diferencial,

) (4.66)

dpp) e [(R) | PODHEEY
e PP [?+W(<P>—p) dp

Integrando em ambos os lados,

dy(p) _ f —pp? (_@ R )_ f _pp _ oBAPP+p(PY
o) dpe p +a(Py|—a | dpePPp, a= —Z(AP)Z . (4.67)



4. ANAL1sE FuncioNAL pos Espacos DE REPRESENTAGOES PARA 0 Noucier-GUP 61

As integrais sdo calculadas separadamente. A integral do primeiro termo j4 foi determinada
em (4.35), entdo

N
1) = Y erf(+/Bp). (4.68)
bW \Br

A integral do segundo termo é calculada pelo método da substituicdo, w = p?, dw = 2fpdp,

dw —w _ ]. —w _ 1 _ﬁPZ
(Is) = f(zg) =55 = (4.69)
Substituindo os resultados (4.68) e (4.69) na equagao principal (4.67), tem-se

Iny(p) = (—% + (P)) Terf (+/Bp) + —e . (4.70)

Aplicando exponencial nos dois lados da equagao,

Y(p) = Nexp |ﬁ( %)

27

Substituindo a constante a novamente,

Vi [ iX)  eBAPPRE? 1 eBAP?+p(PY
- + = P) |erf D —
AR 2(AP)? (P) |erf(VBp) + 28 2(AP)

Para a ocorréncia dos estados de maxima localizagdo, é preciso cumprir as condi¢des de
existéncia: (P) = 0, (X) = £e AP = (AP). =1/ /28,

+ a(P)) erf(~/Bp) + —5e By } (4.71)

Y(p) = Nexp l e_ﬁpz} . (472)

ML R 1 eP/2P) P
W) = New|s [(——e tf(yBy >) TRy

zx/_é Ve _gp
EN e A pl

Nexp _27;/\/_; erf( \/Bp) + TV_e—ﬁrﬂl . (4.73)

O fator de normalizagdo N é encontrado pela condigdo de normalizagdo <¢15\4L|¢15\/IL> =1,

N exp

Wiy = [ ety

foo dp e PN exp {;/f/;erf( \Bp) + %e_ﬁpzl

Nexp [_2;\/\7; erf(/Bp) + %e‘ﬁ”z, (4.74)

X
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e a integral a ser calculada é
0 g2
Ay = N2 [ dpeterEe 1, @.75)

Nao foi possivel exibir uma solucdo analitica para essa integral, entdo para ser possivel
realizar cdlculo numérico, primeiro é feita a aproximagao até a primeira ordem do pardmetro

p da exponencial da exponencial, e P~ (1 - Bp?). Assim,

(Io) = f ) dp e e Ve f ) dp e PP e Ve (4.76)

Para facilitar o célculo, a integral é escrita de forma adimensional através da substitui¢ao

w= \/Ep, dw = \/Edp, encontrando

(lo) = Lf dw e e Vel-?) = Le‘/E T~ > 66353. (4.77)
VB ) RGN

O produto interno é entdo dado por

gty = NP2 (4.78)
| VB
e o fator de normalizagdo igual a
N = i = 0.4202p%4. (4.79)

5,66353

Os estados de médxima localizagdo normalizados sdo, entdo, dados por

YL (p) ~ 042026 exp [ \/\_/gerf( VBp) + = Vet l (4.80)

Continuando a anélise dos estados de mdaxima localizagdo, é feito o estudo da energia

associada aos estados de maxima localizagao,

f_ dp e P’ I]DML*(p) l,b L)
- 5 6\2;53% ‘[ dp e exp[l;i/\_/ﬁerf( VBp) + — —ﬁP lp
X exp [ 'h\/_erf(\/—p)+— —ﬁﬂ

\/B 1 0 _ﬁ 2 —gp2
— o p 2 \/Ee Br
566353 2m j:oodpe pe . (4.81)

ML E ML
Py
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Para resolver a integral numericamente, novamente ¢ feita aproximacdo da exponencial, e a

mesma construgado para que ela seja adimensional,

(In) = f I C U B Y v 32 ~ O (4.82)
BB BVB 20+ NP pE
Assim, a energia associada é
( ML|E| MLy \/E i1,06911 _ 1,00911 i 0,94385 (4.83)
Ve lglve = 5,603532m g /B T 11,32706 mB ~ 10mp '
Por altimo, o estudo sobre a ortogonalidade desses estados,
W = [ e eut)
- ‘/— ” e PP’ —ﬁp
566353 | dp exp[ \/_erf( \/_p l
i\mé _
X exp|-— erf + e P
|G e }
= 5e6058 ) FC erf(\Bp) + Vee
\/B 00
= —Y pp* pp*
566353 ). dpe exp [aerf( \/_p) + Vee™ ] (4.84)

na qual a = —i V(& — &) /271 /B
E feito o mesmo passo a passo anterior, com a aproximacdo em primeira ordem e a

transformagdo em uma integral adimensional,

(Ip) = f dp e PP’ exp [aerf( \/,Ep) + Ve(l - ﬁp2)] # 0. (4.85)

e a equagdo (4.84) toma a forma,

WYty 0, (4.86)

para todo 4, o que mostra que os estados de maxima localizagdo néo sdo ortogonais?.

4.5 Representacdo do Espaco de Quase Posicao

As informagdes sobre a posicdo podem ser recuperadas projetando-se um vetor de
estado qualquer [¢) sobre os vetores de estado de méxima localizagdo |lP]5VIL>, sendo ela

IN4o foi possivel determinar a integral I, para um a qualquer usando o Mathematica. Entdo, foi verificado
que os estados Iwéﬂ) e |lj)§/ﬂ‘> sdo néo ortogonais calculando a I para valores de a iguais a 1.0, 2.3, 3.0, 5.7 e 68.4,
para os quais os resultados foram todos diferente de 0.
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denominada de representagdo no espago de quase posigdo. A fun¢do de onda nesse espago
de representagdo é denominada fun¢do de quase posigdo e é definida como (gbéﬂlgb) = Ygp(p).
Através de uma Transformada de Fourier generalizada, a fun¢do de onda na representagao

do espaco de quase posicao é escrita na forma

Ygp(E) f dp e P ML (p)y(p)

0.42028/* f dp e P’ exp[ \/_erf( VBp) + Ve Y(p).  (4.87)
Para determinar a acdo dos operadores posi¢do e momento no espaco de quase posigdo,
é preciso escrever cada operador atuando numa fungdo de quase posigdo. Partindo do

operador momento,

Py = [ dpet )

iVmg
21\

A diferenga entre a equacdo acima e a equagdo da fungdo de quase posi¢do é o momento p.

0.4202p1/4 f dp e exp[ erf( \/_ p)+ _ﬁp } py(p). (4.88)

Para fazer com que ela surja em 1),,(&), basta deriva-la com relagdo a &,

Vré
\/_ o \/_ \/Eerf( \/Ep)), (4.89)

sendo considerada nessa equagdo apenas a parte da exponencial que tenha a varidvel &.

acexp[ erf(~/Bp) ) er (x/_r)ep(

Para que tenha apenas o termo de momento, é preciso eliminar os demais,

—21\/3
75
1 1 i\/‘ga

ﬁ%err[\f‘i [f

sendo erf ! a inversa da funcao erro.

ef(\/_P]—erf(\/_p)eXP[
(«/_p))l

\/;;erf( \/Bm]

i\mé
erf(\/Bp)|, (4.90)

( 21/
Portanto, a agdo do operador momento na representacdo do espago de quase posigao é

N —2i
P-ygp(&) = [_erf_l (%85)1 Pap(E). (4.91)

Para determinar a agdo do operador posi¢do no espago de quase posigdo, é feito o processo
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analogo ao realizado para o operador momento,

X Yop(p) f dp &P ) [0 9, | (o)

4 f" dp 9y [V () (p)| - in f dp P(p)I, P ()

oo - [ drpae @92)

E esperado que as fun¢des de onda nos limites +co vao a zero para que as fung¢des sejam de

quadrado integraveis, entdo o primeiro termo é desconsiderado,

X Pgp(&) _ihj: dp ED(P)aP‘PéAL*(P)

= —0.420251/4ihf dp 9y explZ\/E5

Ve g2
_ n ﬁerﬂﬁw?e ﬁ”lw)

_ 1/4; iVre 2B o B e P
0.42028 zhLo p [277\/_ V= b ( 2pp)e
X XP{ h\/—eff( VBp) + —e’ﬁ” lw(P)
_ iyng _
— 1/4 pp? NCo-pp
0.4202p gf dp e exp[ \/_erf( \/—p)+ }gb(p)

+

0.420284i1p Ve I dp pexp [2;/\_/[_3

Essa equagdo é entdo escrita em termos das fung¢des de onda de quase posigdo. O primeiro

erf(Bp) + Te—ﬁpzl Wp). (4.93)

termo da equagdo acima também tem um momento p. Ele surge em 1,,(&) ao usar a derivada

construida em (4.90). Portanto,

N (2B
X Pgp(&) = EPgp(&) + i e [ \/Eerf ( ﬁ‘/_ag)]%p(g). (4.94)

Finalmente, a agdo do operador posigdo na representagdo do espago de quase posigao é

N —2i
X (&) = {5 +ili Ve \[perf™! ( \z/%/[_iaé]l Pyp(E). (4.95)

Assim, a andlise funcional dos espagos de representacdes para o GUP-Nouicer é fina-
lizada.



Capitulo 5

Andlise Funcional dos Espacos de
Representacoes para o ADV-GUP

O estudo das Teorias da Relatividade Duplamente Especiais tem como principal ob-
jetivo a descri¢do do regime de curta distancia/elevado momento, regime esse na escala de
Planck. Nessa escala de comprimento a descricdo através da Relatividade Restrita ja ndo
é mais adequada, entdo uma das propostas feitas é a mudanca dos postulados da relativi-
dade: a introducdo de uma nova escala absoluta independente dos observadores. Entao,
essas teorias relativisticas sdo tais que as transformagoes (boosts) entre observadores inerciais
sdo caracterizados por duas grandezas independentes do observador: a velocidade da luz
¢, ja conhecida da Relatividade Restrita e comprimento de Planck £, que ¢é relevante no
estudo da Gravitacdo Quantica [22]. A estrutura do espago-tempo na escala de Planck da
Relatividade Duplamente Especial sugere a existéncia de um comprimento minimo e de um
momento maximo [23].

Em 2009, os fisicos Ahmed Farag Ali!, Saurya Das? e Elias C. Vagenas® publicaram um
artigo propondo um novo GUP que é condizente com as Teorias da Relatividade Duplamente
Especiais [27]. Esse GUP contém um comprimento minimo na incerteza minima da posi¢ao
e contém um momento MAaXimo Py, um limite superior para as flutuagdes de momento.
Conhecido como GUP-ADYV, esse GUP linear tem a forma

AXAP >

NSt

(1 —2a(P) + 4a*(AD)? + 1]), (5.1)

sendo o termo 1 dependente do valor médio do operador momento, 1) = 4a(P)?. O parametro

1Ali é um fisico tedrico, professor da faculdade Essex County College, Estados Unidos. Tem como foco de
pesquisa modelos de gravidade quantica com interesses particulares em problemas abertos em Buracos Negros,
Cosmologia, Fenomenologia da Gravidade Quantica [24].

2Das é um fisico tedrico, professor do Departamento de Fisica e Astronomia da Universidade de Lethbridge,
Canadd. Suas dreas de interesse de pesquisa incluem gravidade cldssica e quantica, cosmologia e informagao
quantica [25].

3Vagenas é um fisico tedrico, professor do Departamento de Fisica da Universidade Kuwait, Kuwait. Seu
foco de pesquisa é com fisica gravitacional, no entanto, trabalha em varios outros problemas em Fisica Teérica,
como Relatividade Geral, Buracos Negros, Cosmologia Teoria das Cordas, entre outros [26].

66
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a é o parametro GUP na presenga de comprimento minimo e momento maximo. No contexto
da cosmologia, esse parémetro4a pode ser definido como a = ap/ /\/(p;c2 = apLy /M. My éa
massa de Planck, M,;c ~ 10”GeV ¢ a energia de Planck, £, o comprimento de Planck e ag
é um parametro adimensional ao qual para certos casos assume-se que tem um valor muito
proximo da unidade.

Entdo, os termos dependentes de o s6 sdo importantes quando o regime das energias
(momento) é compardvel com a energia de Planck (momento médximo) e os comprimentos
com o comprimento de Planck. O termo extra de primeira ordem no momento da particula da
equagdo acima tem sua origem na existéncia do momento méximo e é ele que iré diferenciar
a andlise funcional do GUP-ADV para o GUP-KMM e do GUP-Nouicer [28].

5.1 Relacao de Incerteza Associada a um Comprimento Minimo e

a um Momento Maximo

A relagdo de comutacdo modificada associada ao GUP-ADV ¢é dada por
[X,P] = ifi(1 - 2aP + 4a?P?). (5.2)

Para mostrar que a relacdo de comutagdo modificada corresponde ao principio de incerteza
generalizado proposto, basta utilizar a relacdo de comutagdo na relagdo de incerteza para os

operadores posi¢do e momento,

AXAP

v

(1%, p1)| > Kih (1-2aP +40?P2))| > % i1 (1 = 2a(B) + 4a2(P%))|

\%

1
2
Z (1 - 20¢Py + 4a(P?)). (5.3)

A relacdo de incerteza para o operador P ao quadrado é igual a (AP)? = (P?) — (P)2. Assim,

é possivel reescrever o valor médio do operador momento a partir desse resultado,

A

AXAP

I\JIN‘

> = (1 - 20(P) + 40X (APY? + 4aX(P)?), (5.4)

comprovando a associagao.
Para obter a incerteza minima da posic¢do e a incerteza maxima do momento, o estudo
da equacdo da relagdo de incerteza (5.4) é feito de uma forma uma pouco diferente da

realizada nos dois capitulos anteriores. Primeiro é feito uma expansao em primeira ordem

40O parametro & do GUP-ADV esta relacionado com o parametro g do GUP-KMM, GUP-Nouicer e do
GUP-Pedram (que serd estudado no dltimo capitulo) por andlise adimensional: [¢?] = [B].
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do valor médio do operador momento, escrito em termos da incerteza do momento,

(Py = [(P?)—(AP) = \/ <152>(1 - (fpl?;) ~ <152>(1 - (2?11)32)?)
~ <152>——(AP22 . (5.5)
2+/(P?)

Substituindo esse resultado na equagao (5.4),
N 5 5 APy 5
ARAD > g(l — 2aJ(P2) + 4a2(APY? + a¥ + 4a2<P>2]. (5.6)
2
A equagio acima é escrita em termos de um AX como uma fungio dependente de AP,

AX >

h {1 — 20 (D2) + 4a?(P)? .\ [
2

/ 40 + —2_|AD|. (5.7)
AP

V(P?)
Entdo, define-se a funcio f(k) := AX e sua variavel independente k := AP,

(04

N

P2y

Para determinar o minimo da fungéo, é preciso encontrar o ponto de extremo da fungdo

fk) = g(z + bk); a=1-2a~(P?) +4a*(P?),b = 40® +

. (5.8)

antes. Para tal, é feita a derivada primeira da fungao f(k),

para depois a derivada ser igualada a zero para um certo valor de ko,

f(ko):g[ a+b]z0—>}%:b:>k0:i\/%. (5.10)

2
ks 0

Entédo, tomando o valor positivo de kg para estar na regido permitida, encontra-se a incerteza

do momento AP,

., 1 —2a V(P)? + 4a2(P)?
AP" = = . (5.11)
4a? + af \(P)?
que é correspondente a incerteza minima da posigao AXi,
o |1 -2a+(P2) +4a*(P)? R
ARpin > = a VA7) + 40P g2y & |ap], (5.12)
2 AP’ 1/(152)
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resultando na relagéo,

= ~ -1/2
. fi - <o\ [ 1=2a(P)? + 4a%(P)?
ARpin = =|[1=2a+/(P2) + 4a2<P)2)[ )
2 [( 402 + a/ (P)?

+ (4a2 L ](1 —2a V(P> + 40&2(15)2]1/2]
\V(P?) 402 + af \J(P)?

\/1 20 +/(P2) + 4a2(P)2 \/[4a2 + )
l V(P2)

No limite da regido permitida, o valor médio do operador momento seja nulo, (Py=0,e

v

(5.13)

encontra-se o comprimento minimo AXj,

AXo > \/1 2a+/(P?) \/ 4a? + (5.14)
(P2
O primeiro termo dentro da raiz quadrada precisar ser maior ou igual a zero,
- R 1 . . 1
1=2a(P2) >0 — (P?) < (—) s (APR + (PY < (—) , (5.15)
2« 2a
como (P) = 0, encontra-se a incerteza méxima do momento,
(AD)pax < 1 (5.16)
max — za' .

O comprimento minimo é determinado sem utilizar a aproximacao do valor médio do opera-
dor momento. Voltando para a equagéo (5.4), escrevendo AX como uma funcio dependente
de AD,

1—2a(P) + 40(2(P)2
AP

AX > ;21 ( 2AP) (5.17)

z

ela é minimizada quando AP’ é a incerteza maxima do momento, encontrada na equagao
(5.16),

. fi (1= 2a(P) + 4a?(P)? N
AX)min 2 5 ( N +4a*AP
1 (1-2a(P) + 4a?(P)? ) 1
> = +4a 1
-2 ( 1/2a 2a (.18)
Para incerteza da posicéo ser a menor possivel, é preciso impor que (P) = 0,
o _h( 1 h
> —|—— > — .
A 0_2(1/2a+20¢)_2(2a+2a), (5.19)
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e o comprimento minimo é dado por
AXy > 2afi. (5.20)

Assim, o comprimento minimo ocorre quando a incerteza do momento é maximizada.

5.2 Representacao no espaco de Hilbert

A construgdo do espaco de Hilbert é feita no espaco dos momentos devido a incerteza
do momento poder se anular, enquanto a incerteza da posi¢do é maior que zero. Em razao
disso, os autoestados de posi¢do sdo formais.

A representagdo dos operadores posicdo e momento no espago dos momentos que
correspondem ao GUP-ADV é dada por

P ¥(p), (5.21)
i (1 - 2ap + 4a%p*) g (p). (5.22)

(v)

by
X-¢(p)

Paramostrar que essa representagdo satisfaz a relagdo de comutagdo modificada (5.2), calcula-
se [X, 15] atuando em uma autofuncao arbitrdria do operador momento,

[X,P1-9(p) = XP-y(p) - PX-(p) = (pIXPlY) - (plPXIy)
= (plP (X)) - (pIX (Ply))
= (pIP(ih(1 - 2ap + 40°p?)) 3, 1)) — (IR (ply))
= (plif(1 - 2ap + 4ap*)3,| (Plg)) - (plp (X1))
= (plif (1~ 2ap + 40%)) Dpl(pl)) — (plp (iR(1 ~ 2ap + 407p?) 9, 1))
= (1l -2ap+ 4a2p2)8p (p¢ply) — il (1 — 2ap + 4a2p2)pap<p|¢>
= ili(1 - 2ap + 4a*p*)(3,(py (p)) - pIU(p))
in(1 — 2ap +4a’p)P(p) = in (1 - 2aP + 40°D%) Y(p), (5.23)

e arelagdo de comutacdo é retornada, mostrando que essa escolha de representacao é vélida.
E necessario toda uma reformulagio da representagio do espaco de Hilbert para o
GUP-ADV. Iniciando a construgdo, os operadores posicdo e momento sdo definidos como

simétricos, assim

WPlpy, P'=D; (5.24)
WXy, X'=X (5.25)

WIP"Ip)
WX Ip)

de forma que seus autovalores pertencam ao conjunto dos ntimeros reais. Para definir o

produto interno correspondente ao GUP-ADV, é trabalhada a simetria de cada operador
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separadamente. Iniciando pelo operador posicdo, o lado direito da equagdo (5.25) é

1/2a
Wit = wiker= [ o A VOO [0 ~20p + 1027790
1/2a
= i I R dp V(p)Y(p) (1 = 2ap + 4a°p*)9pd(p)- (5.26)

Substituindo a regra do produto,

1/2c
WIRlpy = ih I P [V (p)(1 - 2ap + 4’p*)p(p)

1/2a
in I 1 dp V(p)(1 - 2ap + 42°p*)p(p)dpy" (p)

1/2a
i [ dp g - 2ap + 43P0,V

1/2a

1/2a

- i f o VO RIOPI(1 - 20p + 4a’p?). (5.27)
- a

A derivada total integrada é definida como nula nos limites de integracdo para que a integral

seja de quadrado integravel. O segundo termo mostra o operador X' atuando na funcao de

onda. Em razdo disto, a equagdo (5.27) é escrita de forma mais simples,

1/2a *
WIRip) = I dp V(p) [il(1 - 2ap + 4a®p")I, 0 ()| H(p)

1/2a

1/2a
— ih I . dp [(1 —2ap + 4a%p*), V(p) + (—2a + 8ap)V(p)] V' (p)p(p). (5.28)

A simetria do operador posigdo ocorre quando a segunda integral da equagao anterior for
nula. As fung¢des de onda ndo sdo nulas, entdo s6 resta ao integrando envolvendo V(p) ser

nulo,
(@ - 2ap + 40P, V(p) + (20 + 8aPp)V(p)] = 0. (5.29)

Os termos reorganizados resultam numa equagdo diferencial,

N B ) avVip)  (Qa - 8a%p)
(1-2ap+4ap )@V(p) = (2a-8a'p)V(p) — Vo) - (- 2ap+ 4a2p2)dp' (5.30)

Integrando em ambos os lados, utilizando o método da substituigdo w = 1 — 2ap + 4a?p?,
dw = —(2a — 8a?p)dp,

PdV(p) dw (V) _ o s
fo V(p) “f w 1“( vo)‘ In(w) = In(l = 2ap + 4o’y (5:31)
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Aplicando exponencial em ambos os lados,

Vo

V(p) = . 5.32
2 (1 - 2ap + 4a2p?) (5:32)
A constante V) é fixada como igual a 1, entdo o elemento de volume é igual
AoV (p) = ap (5.33)
PYaR) = (1-2ap +4a2p?)’ '
Portanto, a equagdo (5.25) toma a forma
o 12 dp 2.2 *
X = hi(l -2 4
W) = [ g s [0 20+ 1020,00] 6
= (PX|p) = (YIX|P), (5.34)

e a simetria no operador posi¢do é mostrada.
Para a simetria do operador posigdo, o lado direito da equacéo (5.24) é dado por

1/2a dP .
dp (1= 2ap + 42 pz)w PP (p)- (5.35)

WIPIG) = (YIPe) = f

-1/2a

O momento p sendo real implica nele ser igual ao seu conjugado complexo, p = p*. A equagao

acima é entdo escrita como

1/2a dp
Plg) = d “o(p) = (YPIP) = (YIPY|), 5.36
WP = [ dp g ORI 00) = WP = WPk, (539
comprovando a simetria do operador momento e mostrando que fixar a constante Vo como
sendo igual a 1 ndo impede a ocorréncia da simetria dos operadores.

Pela simetria dos operadores, o elemento de volume é determinado e o produto interno

num cendrio de comprimento minimo e momento méximo é igual a

1/2a dP
= i . 5.37
W= [ g VO00) 637
Note que para o GUP-ADV existe um limite maximo para o momento, devido o termo
linear ap e ele modifica a regido de integracdo, ja que ha uma restri¢io para o momento
das particulas. Logo, as integrais sdo calculadas entre o intervalo —Pj;x € =Py, sendo

Continuando as modificagdes no espago dos momentos, a relagdo de totalidade é
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determinada a partir do produto interno (5.37),

1/2a dp * 1/2a dp
Il/z“ (1= 2ap + 40‘2P2)¢ Wi = Il/Za (1 - 2ap + 4a2p?) Wippie)

1/2a dP
vl [[1/2,1 (1 - 2ap + 4a%p?) |P)(p|] ). (5.38)

Wlep)

O termo entre colchetes é a relagao de totalidade

1/2a dp
-t 5.39
Il/za (1-2ap+ 4052}92) lpX<pl ( |

sendo I é a matriz identidade.

Pela relacdo de totalidade, define-se a relacdo de ortonormalizagdo

1/2a
ply =l f e (12 2ap a2 ,z)lp Xp'ly)

1/2a P
I1/2a (1-2ap’ +4a 2 /2) <P|P ><P )

Y(p)

1/2a dp'
Il/Za (1-2ap’ +4a2p™?) Pl 9 "), (5.40)

A Delta de Dirac pode ser escrita como
1/2a
w= [ o=y 641

Para que as equagdes (5.40) e (5.41) sejam equivalentes, o niicleo das transformadas devem

ser iguais,

, plp”)
op—p') = 42
¥ =) (1 - 2ap + 4a2p?)’ (5.42)
e a relagdo de ortonormalizagdo toma a forma
(plp’y = (1 - 2ap + 4a’p*)S(p — P'). (5.43)

O espaco de Hilbert para o GUP-ADV é entdo construido, com as representagdes dos opera-
dores, o produto interno, a relagdo de totalidade e ortonormalizacéo.

5.3 Autoestados Formais do Operador Posicao

A determinacdo das autofungdes formais do operador posi¢do é necessaria para que
seja feita posteriormente a transformacao da fun¢do de onda do espago dos momentos para

0 espago de quase posigdo através de uma Transformada de Fourier Generalizada. Entéo,
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para encontrar essas autofungdes nao fisicas, o operador posic¢do é atuado nos autoestados
do espaco de momento, resultando na equacdo de autovalor para X,

X-ap) = APalp) — (1 - 2ap + 4a®p)dpa(p) = A (p), (5.44)

onde ¢, (p) = (ply) é um autoestado de posigdo formal.
A equagdo diferencial tem seus termos reorganizados para poder ser resolvida,

dpr(p) _ A ]
‘P/\(P) B lh(l — 20(p + 4a2p2) p.

ih(1 - 2ap + 4a2p2)%¢A(p) = APa(p) — (5.45)

Integrando em ambos os lados,

dalp) _ ([ —iA dp il dp
Pap) _f T (1-2ap+dap?) Inpa(p) = — f 020y + 22 (5.46)

Dada a integral

_ dp
() = f 0= 2ap + 10277’ (5.47)

ela serd calculada utilizando uma expansdo em fragdes parciais. Como o grau do deno-
minador é maior que do numerador, o quociente na integral pode ser expandido na soma
de fragOes parciais e cada fragdo é integrada separadamente de forma mais facilitada. O
denominador por ser escrito na forma

1-2ap +4a’p* = (p—p1) (p - p2), (5.48)

onde p; e p; sdo as raizes desse termo. Entdo, o primeiro passo é determinar as raizes reais
(ou complexas) do denominador,

1-2ap +4a?p? =0 — 4a° (pz - % + 1) =0. (5.49)

As solugdes dessa equacdo de segundo grau sdo

s R (115)) (5.50)

N —
=
Q
N
=
Q
N
S
Q
o
Q

_ 1,
p1’2_40c_

O denominador entdo é escrito como a soma de duas fra¢des parciais, ja que o grau do

denominador é 2,

1 1 1 [ A B ]: 1 A(p—p2) +B(p —p1)

122 —ppa+l) 42 |p-p) G-p)| 22 G-pp-p) (-5

Pela igualdade, o denominado do terceiro termo acima deve ser igual a 1. Entdo, para
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determinar as constantes A e B, sdo feitas duas suposi¢des: se p = p1,

1
(1 —p2)

B(pl_Pl):O/ A(Pl—pz)zl — A=

esep =po,

1 -1

Alp2—p2)=0, B(pa—p1)=1 = B=

Substituindo as fragdes parciais na integral (5.47), tém-se

1 A B
(@) @fdp[(r)—m) +(p—Pz)]
1 [ 1 11 1 ]
42 ) (-2 p-p1) (p1—p2) (p—p2)

11 [ dp _f dp ]
402 (p1 — p2) (r—r) (p—p2)

1
@ (Pl _ PZ) [ln(p - pl) - ln(p - pZ)]

11 ln[(P_Pl)]
42 (pr—p2) |[(p-p2)|

Substituindo os valores da raizes encontrados em (5.50),

P2—p)  (pr—-p2)

402

1 (1 _ 1 AU - +iV3)/4a
1) —(@(1“\/5)—5(1—1\/3)) 1n[p_(1_i\/§)/4a

1 (z’2\/§)_1 [(4a—1)—ix/§ 4o ]
- —(2¥)
4o

402 4o (4a—1)+iV3
_ i 1n[(4a—1)—i\/§]
2V3a  l(@da-1)+iV3]

Pela tabela de integragdo presente no apéndice 2, a integral pode ser escrita como

(4ap - 1)
arctan|——— |+ C,

1

2\/§a

e equagdo (5.46) toma a forma

dap -1

== Ne )]: v

2i arctan
erctn -

(4ap -1 )]
arctan +C.

Iny,(p) = —%[ 1 7

V3a

Aplicando a exponencial em ambos os lados,

Yi(p) = Nexp [— iA arctan (4047 _ 1)] .
V3ha V3

|

75

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)
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Serd feita o produto interno do autoestado com ele mesmo para determinar o fator de

normalizacgdo,

1/2a d
Walgr) f: P YL (p)Yalp)

120 (1 = 2ap + 4a2p?)

1/20[ dp l
f 5N exp[
~1/2a (1 = 2ap + 4a°p?) \3ha
iA dap -1 )]
Nexp |- arctan
P [ \3hia ( V3

1/2a dp
= N*N. 5.59
j:l/Za (1 - 2ap + 4a?p?) (5:59)

X

A integral ja foi resolvida anteriormente em (5.56), logo

- 1 dap — 1] |1/
i = NN|arean (V2|
2
_ N [ardan(‘l_ai _ L) _ arctan(‘l_aﬂ _ L)]
V3a V32a 3 V320 43

f/\; [arctan (%) — arctan (__\/g)] . (5.60)

O resultado de cada arco tangente é determinado para o intervalo 0 € (-nt/2, 1t/2),

N? (n  (-m) N?
Walpary = (— - ) = =. (5.61)
vl =5 \6 T3 )T Va2
O fator de normalizacdo é dado por
2 2
]\f2 = \/§a — N = \/50(’ (562)
T i
e finalmente, obtém-se os autovetores formais de posi¢do normalizados,
2V3 iA dap —1
Yalp) = V3a exp [— : arctan( P )] . (5.63)
m V3ha V3

Esse é o autoestado de espaco de momento generalizado do operador posicdo na presenga
de um comprimento minimo e um momento maximo.

Agora sera feita um estudo sobre a ortogonalizacdo desses autoestados de posigdo.
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Efetuando o produto interno entre os autoestados (5.37),

1/2a dp *
Il/2a (1 — Zap + 4a2p2)¢}\’ (P)‘PA(P)

_ 2V3a f /2 dp ex [ X arctan(4ap _ 1)]
T Jojoa (1= 2ap + 4a2p?) P \3ha \3
« [ iA . (40(;9 -1 )]
ex - arctan
Pl™ Voha V3

2V3a 12 dp i(A - M) 4ap — 1
= 7o OXP |~ arctan .
T Jo1p0 (1= 2ap + 4a%p?) \3hia V3

Walyga)

(5.64)

Utilizando o método da substitui¢do para resolver a integral, tém-se que w = arctan[(4ap —

1)/ V3], dw = V3a/(1 - 2ap + 4a?p?),

2V3a i(A -1 2 i(A-\)
- @exp[ N ] p f dwexp[ N ] (5.65)

Novamente por substitui¢do, z = —i(A — A")w/ V3ha, dz = —i(A — A)dw/ V3ha,

B 23i
Wulpr) = (l/\\/_(jv)dzexp(z)— (/\\/_Z/\’) exp(2). (5.66)

Walpay =

Voltando para a varidvel original,

Wl = 2V3ih exp [_ i(A — Al)w] _ 2 \3il exp [_ -1 (4049 - 1)] 1/2a
(A = A’) \3ha (A = A) \3ha V3 “1/2a
- 2O o[ (2 L L]
A=\ P VEna V32 3

- exp [— -1 arcta (4_0(@ - L)] }
V3ha V3 2a 3
= 2\/_—31h {exp [—Z(A — ) arctan(i) —] —exp |— i@ -1 arctan (_—3)]}
(A = A’) V3iha V3 V3ha V3

23ih {ex [ i(A — /\)Tc] o [_i(A—A')@]} (5.67)
AT OR S IRV Rl VR | |
chega-se no resultado final
. 23in i(A = A)m i(A = A)m
Wylpa) =- =) |x ( 3 ) exp( 5 Vaan )] (5.68)

O que mostra que os autoestados ndo sdo ortogonais.
Para encerrar a se¢ao, sera feito um estudo com relagdo a energia para esses autoestados
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formais de posicao,

1’52 1/2a dp
(%lﬁl#ﬂ) Il/Za 0= 2ap + 422 )%(P) #JA(P)

1/2a
= 2 \/ga i f dp pz eXp [

T 2m J_ g5 (1 - 2ap + 4a2p?)

N [ il . (4049 -1 )]
exp |- arctan
P V3ha V3
. V3a f 1/2a dp 2

m ) 100 (1 - 2ap + 40z2p2)P

iA
\V3ha

(5.69)
Utilizando o método da substituicdo, w = 2ap, dw = 2adp, a integral toma a forma

dw 1 w? 1 w?
() = fﬂ(l—w+w2) (@):@fdw(l—w+wz)' (5.70)

Efetuando uma manipulacdo algébrica para facilitar a integracdo, é possivel reescrever o

integrando como

1 (w-1) 3 (w-1)
(L) = 53 dw[1+(1 e [fdw+fdw T—
_ 1 (w—-1)
iy w+fdw—(1—w+w2)]' (5.71)

Essaintegral vai ser resolvida por integracdo por fragdes parciais, comoja feito anteriormente.
O denominador é escrito em termos de suas raizes,

1-—w+w? = w—w)(w—w), (5.72)
que sdo determinadas ao resolver a equacdo de segunda ordem,
w—w+1=0. (5.73)

Assim, encontra-se as raizes complexas

1 1 1
Wiy = Eiz\/l—ﬁlz E(1iix/§), (5.74)
na qual esse resultado serd guardado para ser usado mais a frente.

O denominador entdo pode ser reescrito como a soma de duas fragdes parciais,

1 _ C D _ C(w —w2) + D(w — wn)
Q-w+w?) (W-w) @-w)  (w~-w)(w-w)

(5.75)

As constantes podem ser determinadas supondo um valor para w e igualando o numerador
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a1, devido a igualdade acima,

1 .
(wq —wy)’
-1

w=w, : Clwi—w2)+Dw—w)=1= C=
w=wy; : Cwy—w2)+Dwr—wy)=1 = D=
Assim, a integral é escrita na forma

w dw
(IS):fdw(l—w+w2)_f(1—w+w2)'

que serdo calculadas separadamente.

(w1 —wy)’

79

(5.76)

(5.77)

(5.78)

Iniciando pela segunda integral por ser a mais simples, e substituindo os valores das

constantes encontrados em (5.76) e (5.77),

dw C D
‘[G—W+w%:j}whw—m)+w—Wﬂ]

(Is)

(w —w)

w — W)

1
= mln(w—W])—

1 (w—wl)
In .
(w1 —wz)  \w—wp

E a primeira integral, realizando uma manipulagao algébrica, é dada por

m ln(w - ZUQ)

(Is)

B lfd 2w-1 f
2 (1- w+w2) (1- w+w2

1 2w —1
B Efdw(l—w+w2)+§(14)'

cf 4w +Df(d—w:Cln(w—w1)+Dln(w—w2)

fdwﬁ:fai—ﬁzm[l(zw‘”*ﬂ

(5.79)

(5.80)

Realizando o método da substituigdo, z = 1 — w + w?, dz = 2w — 1)dw, a primeira integral é

dada por

L (g2t Lz Lo i - w ot w?) 2
([6)_2fdw( = Z—2ln(z)—hr1(l w+w) e

1-w+w?) 2

Voltando para a integral (I3), substitui-se nela as equagdes (5.79), (5.80) e (5.81),

() = In-w+wA)? + 300 - 1)

1 w—w
In(1 - w + w))/? - (2=
n(l —w + w*) 2wy — ) n —

(5.81)

(5.82)
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e substituindo as raizes encontradas em (5.74),

(I2)

Inl-w+w

B p L1 s 1 T Jw=(1+iV3)/2
In(1 — w + w?)'/? 2[ (1 z\/g) (1 z\/g)] ln[w—(l—i\/g)/z]
INT R (Qw 1)—1\/_]
) 2/3i [(Zw D+iV3 (5.83)

Voltando para a equagdo (5.71), substituindo a equagdo acima e voltando para a variavel p,

(I2)

1
83 ¥

1
Sa3

{204) +In(1 - 2ap + 4a?p?)'/2 +

+In(1 —w + w?)/? -

1 ln[(zw—n—i\@]}
2V3i lQw-1)+iV3

i (4ap 1)—ivV3
243 [(4049 1)+iV3

l

1 i, dap -1
—{2ap +In(1 = 2ap + 4a*pH)V? + — [21 arctan( )]}, 5.84
3 { p +In( p ) = NG (5.84)

ao qual foi substituido a tabela do apéndice 1 na segunda linha no termo de logaritmo

natural. Finalmente, a equacao (5.69) é calculada

P2
Wil 1)

4 -1 1/2a

\/_a 13 2ap +In(1 - 2ap+4a2p2)1/2—iarctan( ' )]
m 8a \/§ \/§ -1/2a
V3 1 1 1 1 1\/2 1 11
—— 20— + = In(1 - 2a=— + 4a? ) - —
8n azm[ “22 "2 ( “20 " g2 \/‘amtan( N \/5)

1 1 11\"2 1 4a (-1) 1
ZOC(ZQ)—EID(l'anﬁ +4a E) +7arctan(7g—%)]
V3 1| 1 1 1 -3
— —— |1 +1In(1)"? - — arctan | — | + 1 — In(3)"/? + — arctan | —
8m a’m | \3 \3 \3 \V3
V3 1| W2 1n 1=
AL 2+ln( ) R
87 a2m | 3 \/_6 \/_3
V3 1 1\ =
— 2 —1 In{=|-—]|. .
87 am |~ 3 \/- 16n az i n(3) 3 (5.85)

5.4 Algumas Anailises sobre Estados de Maxima Localizacao

A presenca do comprimento minimo (AX)y = 2a%i impede que seja admissivel deter-

minar a posi¢do propriamente dita de uma particula teste, entdo é necessario introduzir os

chamados estados de maxima localizagdo, como ja discutido nos capitulos anteriores. Serdo

esses estados que dardo a melhor posigao possivel da particula.

Os estados de méxima localizagado beg/m) estdo definidos em torno de um ponto cldssico

& no espago, entdo matematicamente eles sdo escritos na forma (gbéALlegbéAL) = &. Para

calcula-los, parte-se da positividade da norma, que estd projetada no autoestado do operador

P. Considerando apenas o limite da regido permitida, substitui-se a relacdo de comutacao
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modificada (5.2),
o in(1-20(D) + 403 (APY + 4aX(P?))
pIX—(X) + (AP P - (P>)} Yy = 0
' - (1= 2a(P) + 40X (AD)? + 40%(P?))
[mu — 2ap + 4a%p*)d, — (X) + 2GPP (- <P>)} Y@p) = 0.
(5.86)

Reorganizando os termos, chega-se numa equacao diferencial

_i(%) (1= 2(P) + 403 (APY + 402(P?))
h 2(AP)2

dp(p) dp
(p) (1 -2ap +4a%p?)

Py - p)] - (587)

Para simplificar as contas, define-se

(1 - 20(P) + 402(APY? + 40%(P2))
a = = ; (5.88)
2(AP)2
—2 4 ). (5.89)

Assim, a equagdo (5.87) ao ser integrada e aplicada exponencial, toma a forma

v(p) - f (1I-2ap+ 4C¥2p2) (—ap + b)

dp _
) = - [ g - D= -0

Y(p) = Ne @), (5.90)

na qual N é o fator de normalizagao.
Para dar formato a esse estado, a integral (I7) é calculada utilizando integracdo por

fragdes parciais,

_ 4 _ dp = () —
(I7)=a f dp(l o 125 b f 2+ 45 = a(Ig) — b(lo). (5.91)

A integral (Iy) ja foi resolvida anteriormente e seu resultado é encontrado na equagéao (5.56).

A integral (Ig) serd resolvida primeiro realizando uma manipulagao algébrica,

(Is) fd P = f ap [i(zm “1)+ i]
8 PA—2ap+4a2p?) ~ ) (1-2ap +4a?p?) l2a" 7 1

E P N -
a0 ) VA 2ap+4a?p?) " da ) (1-2ap + 4a2p?)
1 (dap - 1) 1

— —(lo). 5.92
) Pi<zapraay) t 1™ (5:92)
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A integral serd calculada utilizando o método da substituigdo, w = 1 — 2ap + 4a?p?, dw =

2a(4ap — 1)dp,

1 dw 1 1 2 9
(Io) = o o = 7 In(w) = o In(1 - 2ap + 4a°p?). (5.93)
Assim,
1 1 dap —1
Io) = — In(1 — 2ap + 4a%p?) + ——— arctan( ), (5.94)
)= g In = 2ap 40y V3
€,

(I7)

4ap -1 dap -1
% In(1 - 2ap + 40(2P2) + 2 arctan( i ) b arctan (ﬂ) .
a

4\Be2 V3 | VBa V3
4ap -1
= % In(1 - 2ap + 4a’p?) + ﬁ (a — 4ba) arctan( “’f/g ) . (5.95)
Voltando para a equagédo (5.90) e substituindo as defini¢des (5.88) e (5.89),
Jp) = Nex [_ 1 (1 =2a(P) + 4a’(AP)* + 4a*(P?)) In(l - 2ap + 4a2?)
P Pl ™ 322 2(AD)? preay
1 (4ap -1 ) ((1 —2a(P)y + 4a%(AP)? + 4a%(P?))  4ia(X)
— arctan ~ +
4+3a2 V3 2(ADP)? i
(1 - 20(Py + 402(APY? + 42%(P?))
- 4da . <P>)] (5.96)
2(AP)?

Cumprindo as condi¢des para a ocorréncia dos estados de maxima localizagdo: Py =0,
(X) = & e (AP). = 1/2a, define-se

1 (1 + 4a2(1/4a?)

ML _ _ 3 2.2
Yeop) = Nexp[ S 2(1/da?)? In(1 - 2ap + 4a°p?)

~ 1 arctan(4ap -1 ) ((1 + 4a%(1/4a?) . 4iné )]
4302 \3 2(1/4a2)? fi
= Nexp [ - $4a2 In(1 - 2ap + 4a’p?) - W—j arctan (401;\9/; ! ) (4052 + L%)]
= Nexp [ln(l — 2ap + 4a®p?) 712 — (% + ;—i) arctan(4ai)/§_ 1)]
= N1 -2ap+ 40(2;92)_1/2 exp [—% (1 + %) arctan (46”1/?: ! )] . (5.97)
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Para finalizar, basta normalizar os estados de méxima localizagdo pela condigdo,

<¢ML|¢ML> — fl/za dp #}ML*( )IPML( )
£ e 120 (1= 2ap +4a2p?) "¢ Pve P
1 dp 2. 2\-1/2
= N‘(1-2 4 -
]:1/2a (1 - 2ap +4a?p?) ( ap +aay)
1 ( i& ) (404}9 - 1)] 2.2\=1/2
X exp|——=|1—- —|arctan N@1 - 2ap + 4a°p°)
P[ 3 uli 3 P p
1 ( i& ) (4ap - 1)]
X exp|—-——=|1+ — |arctan
p[ V3L V3
1/2a dp 2 dap -1
= sz ex [—— arctan( )] =1. (5.98)
-1/2a (1 — Zap + 40(2p2)2 P \/§ \/g
Pelo método da substituigdo, w = arctan[(4ap — 1)/ V3], dw = V3a/(1 - 2ap + 4a?p?),
e [ dw 1
I;7) = N 20/ V3, 5.99
() In/?)( \/501) (1—2ap + 4a2p?) 599
ao qual o termo ainda com a variavel p é escrita como
4ap — 1 16ap® -8 1
tan(w) = i — tan?(w) = il P
\V3 3
16a%p* — 8ap + 1
—  sec’(w) = all 3 ap T +1 — @ = g(l - 2ap +4a2p2)
! 4 cos?(w); (5.100)

e a equacgdo (5.99) toma a forma

/6 2 /6
N2 f ( duw )(%l COSZ(w))e_Zw/ Vi AN f dw cos?(w)e 2/ V3

(I11)

/3 \ V3a 3V3a J-n/3
4N2 (I 2
= f dw cos’>(w)e™, a=-—. (5.101)
3 \/50( -n/3 \/§
A integral é resolvida comecando por uma integracao por partes
u = cos*(w), du=-sinQw)dw; (5.102)
dv = edw, v= %e“w, (5.103)
resultando em
1 1 (¢
(I12) = = cos?(w)e™ + = f dw sin(Qw)e™™. (5.104)
a aJ-n/3
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Novamente uma integragao por partes,

u = sin(Rw), du = 2cosQQw)dw;
1
dv = e"dw, v= Ee‘”";
tem-se
1 2 (T
(li3) = = sinQw)e™ — = f dw cos(2w)e™.
a aJ-ns3

A terceira e ultima integracdo por partes,

u = cos(Qw), du=-2sinRw)dw;
dv = e"“dw, v= Ee“w,
resulta em
1 2 (e
(hy) = =cosRw)e™ + = f dw sin(Qw)e"™
a aJ-ns3

1 2
- 2w)e™ + —(I13).
— cos(2w)e™ + (1)

Substituindo o resultado acima em (5.107),

1 . 2/(1 2
(I13) - sin(2Qw)e™ — - (E cos(Rw)e"™ + 5(113))

1 2
o sin(w)e"™ — — cos(2w)e™

4
(L) + —(5s) =

4\7111 2
(I3) = (1 + ;) [E sin(2w)e™ — 3 cos(Zw)e”w] ,

e substituindo na equagao (5.104),

(I12)

1, 1 4\ 2
~cos (w)e™ + - {(1 + a_z) [E sin(w)e"™ — e cos(Zw)e”w]}

/6

r -1

= _% cos?(w) + (1 + %) (alz sin(2Qw) — u%cos(2w))] e
- ) .

= l(ﬁ) +(1+i) (lﬁ_gl)]eﬂn/é

al\ 2 a? a’ 2 ad?2

- RO 2 (D)2 )

-1t/3

r -1 -1
- i+(1+i) ﬁ_l eﬂn/6_l+(1+i) _£+_
| 4a a? 2a2 a3 4a a? 2a2 a3

84

(5.105)
(5.106)

(5.107)

(5.108)
(5.109)

(5.110)

(5.111)

o

(5.112)
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Substituindo a constante a = -2/ V3, a integral tem como resultado

(Ip) = [

8 4\ 8 8 8 4 8
_ (23Y3,3V8) _asva_ (N3 _3V3) s

8 16 8 16
_ _3\/§e—n/3\/§+5‘/§e2n/3\/§

16 16 '

Substituindo esse resultado na equagdo (5.101),

(I1) AN (——3 \/ge‘“/w5 + AL \'/§e2“/3‘/g

3v3a | 16 16
N2[1 5

_ N asva, O 2n/3\/§)
o ( 2¢ 12 /

e finalmente,

N? _ 5
(ML gLy = » (—e /33 §e2n/3\/§) ~1

O fator de normalizacédo é

-1/2
N= z\/a(-e—mﬁ + §ezﬂ/m) c
3

Os estados de maxima localizagdo normalizados sdo

_3;5+1(3;5+3;5)]e-n/3v5_[£+ L (_3;5_

ﬂ)] e21/3V3
8

(5.113)

(5.114)
(5.115)

(5.116)

-12
YEp) = 2Na (e 2 ) (- 2ap a2

X ex [_L (1 + i_é)arctan(4ap _ 1)] (5.117)
p NG 7 7 . .
Para estudar a ortogonaliza¢do desses estados, é feito o produto interno,
MLy ML 12 dp ML ML
We'lve = j:l/Za (1-2ap+ 40‘2172)%’ e )
— 1/2a
= 4da (—e_”/i’“/§ + Eezﬂ/ii \/5) ! f / dp
3 -1/2a (1 - 20(p + 4a2p2)
_ 1 i&’ 4ap -1
X (1-2ap +4a%p?) 2 ex [—— (1 — —)arctan( )]
P 4 p 3 ol V3
_ 1 i& 4ap -1
X (1-2ap +4a’p?)?ex [——(1+—)arctan(
P 4 P V3 ofi V3
— 1/2a
_ 4a(_e—n/3\/§+ §ezn/3\/§) 1f/ dp
3 -1/2a (1 - 20(’9 + 40(2]02)2
(& - & dap -1
X exp —i 1+ iE-£) arctan 2 . (5.118)
V3 ah V3
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Reescrevendo a equagdo acima definindo a constante da exponencial como 4,

<¢ML|1,DML> = 4o (_e—TL/3\/§ " §e2n/3 \/5)_1 fl/Za dp
& 3 3 —1/2a (1 — 2ap + 40¢2P2)2
4049—1)] ( i(& - g))
X exp |aarctan ) -1, o
p[ ( ¥8 V3 \3Bhia ( )

essa integral ja foi resolvida anteriormente, utilizando o método da substitui¢do em (5.99) e

sucessivas integragdes por partes na equagao que resultaram na equagéo (5.112). Assim,

-1 -1
MLy MLy _ o33 D 2n/33 4 [13 AN (VB 1N s
W™y = 40c( e " +3e” ) 3\/30({[4a+ 1+a2 YR e
1 AONB 1] g
- |@+(1+a—z) (‘7*?)] "
_ 16 (_e—n/S\/§+§e2n/3\/§)_1 [l (3eun/6_e—un/3)
343 3 4a
2 (V31 /6 o —an/3
+ (a*+4) (7—5)(&“ +e )| (5.120)

Substituindo a constante 4,

W) = (e e ) 1{ ( ( 1e - 5)))
R o e L R el o )
o2 9422

SR e B H R e e B

assim, os estados de méxima localiza¢do ndo sdo ortogonais.

X

+

Para finalizar a andlise dos estados maximamente localizados, é feito o estudo da

energia associada a esses estados,

<¢ML| |¢ML> = f - R L
_1/20 (12ap + 4a?p?) "¢ om7e P

- 1/2
4a(_e—n/3\/§+§e2n/3\/§) 1Lf 2 dp
3 2m -1/2a (1 - 20(p + 40(2p2)2

p? exp [—% arctan (4051\’/; ! )] . (5.122)

Essa integral, tirando o termo de momento pz, ja foi resolvida anteriormente. Assim,

X

segundo o mesmo calculo feito a partir da equagdo (5.99), pelo método da substituigdo:
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w = arctan[(4ap — 1)/ V3], dw = V3a/(1 - 2ap + 4a?p?),

/6
(115) _ f: ( dw ) (g COSZ(T/U)) (( ‘/gtan(ZU) + 1)2)e_2w/\/§

/3 \/50( 160(2
1 77/6
= f dw cos?(w) (3 tan?(w) + 2 V3 tan(w) + 1) e 20/ V3
12V3a3 J-ns3
1 17/6 /6
= [3 f dw sin?(w)e™ + V3 dw sin(Qw)e™
12 \/30(3 -71t/3 -1/3
/6 )
+ f dw cosz(w)e“w], a=—. (5.123)
—n/3 V3

Resolvendo as integrais separadamente, a terceira ja foi resolvida anteriormente e seu resul-

tado é dado pela equagdo (5.113). A primeira integral toma a forma
/6 /6 /6
(Ig) = f dw (1 - cosz(w)) e = f dw e™ — f dw cos®(w)e™. (5.124)
-n/3 -n/3 -1/3

A segunda integral da equagdo (5.124) tem seu resultado ja calculado em (5.113), e substi-

tuindo a constante a tem-se,

(Iiy) = —ﬁe‘zw/‘/§ e + 3_‘/§e—n/3\/§ 5 \/gezn/3x/§
2 -1/3 16 16
= ﬁ (e‘”/3‘/§ _ eZn/B\/§) + 3 \/ge_n/wg 5 \/§e2”/3‘/§
2 16 16
= ‘i—fe—n/w@ N 31‘236271/3\/5_ 5.125)

A segunda integral da equagdo (5.123) ja foi calculada anteriormente e tem seu resultado
dada pela equacao (5.111), que ao substituir a constante 4, toma a forma

/6
(Iig) = 31 [—? sin(2Qw) — gcos(Zw)] e 2w/ V3
-1t/3
_ [L3(B) %(1) Vi [ V3 V3) %(_1) 2033
8 2 8\2 8 2 8\ 2
_ g (e—n/3«/§ 4+ e21/3 VE) (5.126)
A equagdo (5.123) é dada por
(Ii5) = L 3 = \'/ge_”/s‘/§ + %em/m@
124/3a3 16 16
N \/3[_% (e—n/3\/§ N ezn/3x/§)] B %e—n/i’)\ﬁ N ¥e2n/3\/§}

1 (_3 V3 v, ﬁezn/m) _ 1 (_3e—n/w§+e2n/3V5).(5.127)

1233\ 2 2 2403
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Finalmente, a energia associada aos estados de méaxima localiza¢do é dada por

p? 2a 5 -1
v P7oomny 20 _n3a3 0 277/3\/5) [ (_ _n/33 2n/3\/§)]
W |2m|l’b5 ) m( ¢ +3e 2403 3e e

-1
_ 1231 2(_e_n/3\r3 +§em/3\/§) (_3e—n/3v5 +eZn/3\@). (5.128)
04

5.5 Representacao do Espaco de Quase Posicao

Projetar estados quaisquer nos estados de maxima localizacdo Il,bé/IL} ocasiona a obten-
¢do da posigdo mais precisa possivel. Para determinar o ponto na qual a medida da posi¢ao
vai flutuar, é definida uma fungdo de onda na representacdo de quase posigao Ygy(&). A
transformagdo de uma fungdo de onda na representacdo do espago de quase posig¢do para
uma fungdo de onda na representagdo no espago dos momentos 4,(p) pode ser escrita na

forma

1/2a dp X
w® = [ G Oue)

-1/2 pl)2a d
_ _—m3V3 O 2n/3\/§) f p
2 \/a( ¢ * 3e -1/2a (1 - 20(p + 40(2p2)3/2
' 4ap -1
X exp [—% (1 - ;—i)arctan( ai)/g )] Y(p). (5.129)

Para determinar a acdo dos operadores posi¢cdo e momento na representagdo do espago de
quase posicdo, é preciso que cada operador atue na fungdo (&) e seja feita a comparagado
com a prépria fun¢do de onda de quase posicao (5.129). Os termos a mais entre ambas surgem
ao efetuar derivadas com relacdo a &, o que mostra que ambos operadores sdao operadores
diferenciais. Por ser o mais simples de se determinar, primeiro € feita a andlise do operador

momento,

. _ 1/2a dl? ML
Ptgg(e) = f_ e A= 2ap + 4azp2)¢g Pp(p)

-1/
2@(—e_”/3‘/§+ gezn/3\/§) 1 Zf
1 1 dap -1
exp [_ﬁ (1 - ;—i)arctan( a}j/g )] pY(p). (5.130)

A diferenca entre essa equagdo e a funcdo de onda de quase posigdo é apenas o aparecimento

1/2a dp

1720 (1 = 2ap + 4a2p?)3/2

X

de um momento p. Para que surja p em 5,(&), basta efetuar uma derivagdo com relagdo a &

na fungdo de quase posicdo, entdo levando em conta apenas o termo com & na exponencial,
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tem-se

Jds ex [ 8 arctan(4ap_1)] = i arctan( P
R N V3 Vaha V3

X exp [ arctan (40(3; L )] . (5.131)

i&
V3ah

Para surgir apenas o termo de momento, é preciso eliminar os demais,

alid [ i& . (401;7—1)] . (4ozp—1)
—iahids exp |— arctan = arctan
“P Ban V5 V3
exp [ \/I_i arctan (404\9/; ! )] — V3tan {—iahag exp [ \/%éah arctan (404\9/; ! )]}

arctan (4“’;; ! )]

e e I}

[ € arct (404’ _1)] (5.132)
= ex arctan . .
PP Ban V3

Portanto, a agdo do operador momento no espago de quase posigao é

= (4ap- 1exp[\/_
3ah

= ﬁ {1 + V3 tan {—iah(?g exp [

B hy(E) = { [1+ V3 tan (~iahdg) ]} (&) (5.133)

Para determinar a acdo do operador posigdo é seguido 0 mesmo passo a passo,

o /2 dp ML/ oy [ ; 2.2
X gp(&) = j:l/Za (1= 2ap + 4a2p? )41 (») [lh(l —2ap +4a‘p )8p] U(p)

1/2a 1/2a
. ML % o ML+
n [ o] - | | VO

1/2a 1/2a
[ o] f ~in f dp PRI () (5.134)

1/2a -1/2a

E esperado que as fungdes de onda nos extremos +1/2a vao a zero para que as fungdes sejam
de quadrado integraveis. Portanto, o primeiro termo é nulo e na integral do segundo termo
é substituida os estados de maxima localizacdo do GUP-ADYV,

1/2a
X&) = ~in f dPEU(P)apbeL*(p):—ihZ\/E( /33

-1/2«a

2n/3 «/’)
3

X

1/2a
f dp l,b(p)ap{(l — 2ap + 4a’p*) V2
-1/2a

1 i 4ap -1
exp [—% (1 - &)arctan( 7 )] } (5.135)

X
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e é feita a derivagdo desses estados,

o , L3NG L D ongavE) /2 1 2
R = —im2Va (—e +2e ) f o, 0p) = 520 8%
-1/2a

! -5 V3a

(1-2ap +4a?p?)32 3 ha) (1 -2ap + 4a?p?)
1 i& 4ap -1

X exp [—% (1 - &)arctan( 75 )]

5 -1/2 1/2a (_a +40(2p)
o (_ v 2n/3\/§) f F
ih2\a|—e +3e P IP(P)(l —2ap + 4a2p?)P2

(1-2ap + 4a2p2)—1/2]

X ex [—L (1 — Z‘—E)arctan(zjta(p _ 1)
PTG V3
15 1/2a dp
X (1 - oﬁ) L 120 (1= 2ap + 4a2p2)3/21’b(p )

X exp [—% (1 - %)aretan(4ar\)/; 1)] . (5.136)

Com o proposito de visualizar melhor a acdo do operador posicdo, a equagdo acima sera

-1/2
+in2 Va (—e_”/g"/g +2e2m3 vg) /
3

escrita em termos das fungdes de onda de quase posicao,

1/2a dp
120 (1 = 2ap + 4a?p?)3/2

-1/2
X&) = —iagy(&) +4iha’2 \/a(_e—n/m N gezn/g @) f

X U(p)p ex _ L (1 - E)arc:tan dap —1 + ihic (1 - E) (&) (5.137)
vpep =2 (1- 4 7 o) V() :
Osegundo termo da equagdo acima tem um momento p na integral. Comparando novamente
com a fungdo de quase posicdo, esse momento surge se for feita derivagdo construida na

equagcdo (5.132). Portanto, é possivel escrever toda equagdo acima em termos de 4,(S),

. L .1 . . j
—ihayg, (&) + 41?10425 [1 + V3tan (—zahag)] Ygp(&) + il (1 - %) Pap(S)
—ifiopgp(&) + ihiec [1+ V3tan (=iahid) | 1gp(E) + ifiatpgy(E) + Egp(£). (5.138)

X (&)

Portanto, a agdo do operador posi¢do na representagdo do espago de quase posicdo é dada
por

X gp(&) = {ifia [1 + VBtan (~iahide)| + &} p(E). (5.139)

Finalizando, entdo, a anélise funcional dos espagos de representa¢cdes do GUP-ADV.



Capitulo 6

Andlise Funcional dos Espacos de
Representacdes para o Pedram-GUP

No capitulo 3, foi feito o estudo sobre o comprimento minimo e como ele surge como
uma incerteza minima da posicdo. Toda sua andlise funcional foi realizada a partir do GUP-
KMM, proposto pelos fisicos A. Kempf, G. Mangano e R. B. Mann. Na dltima se¢do do
capitulo, foi estudada uma representacdo proposta por Pouria Pedram! a fim de contornar
algumas complicagdes da representacdo de A. Kempf et al. Em 2012, esse mesmo fisico
propds um novo GUP em todas as ordens do parametro do comprimento minimo g [30],
que concorda com a fisica do GUP-KMM e do GUP-Nouicer (estudado no capitulo 4) para a
ordem principal do pardmetro f§ e também resolve alguns problemas do GUP-ADV (estudado
no capitulo 5).

Esse novo GUP é o mais simples possivel em que é implementado um momento

candnico méximo de uma particula teste. O GUP-Pedram tem como aspecto

~ ~ h 1
AXAP > = - , (6.1)
2((1—ﬁ<AP>2—w)]

sendo ¥ = B(P)2. Sucederd, entdo, nas préximas secdes a andlise funcional do GUP com

momento maximo.

6.1 Relacdo de Incerteza Modificada

A relacdo de comutagdo modificada que estéd associada ao GUP-Pedram tem a forma
il
(1-6P2)
Pedram é um fisico teérico, atualmente professor do Departamento de Fisica, Ciéncia e Ramo de Pesquisa

na Universidade Islamica Azad, Ira. Suas areas de interesse sdo Gravidade Quantica, Cosmologia Quantica e
Informacgées Quanticas [29].

[X,P] = (6.2)

91
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A confirmagdo da correspondéncia entre essa relacdo de comutagdo e 0 GUP-Pedram é vista

através da equacao

AXAP

\%

\%

h 1
. 6.3
2[<1—ﬂ<ﬁz>>] )

O GUP-Pedram pode ser escrito em termos da incerteza do momento, basta substituir o
termo do valor médio de um operador ao quadrado pela soma da incerteza do momento ao

quadrado com o valor médio ao quadrado do operador momento,

N oA N 1
AXAP > - - —|. (6.4)
2 ((1 — B(APY - ﬁ<P>2)]

A equagdo acima tem uma incerteza minima da posi¢do que corresponde ao valor do com-

primento minimo para esse GUP. Para determind-lo, primeiro é preciso isolar a incerteza da

posigdo da equagdo (6.4),

AXZTZ — Al — _I — 1A — 1. (6.5)
2| (AP - p(aPy - p(P2AP) ) 2 |[(1 - BP2) AP - p(APY]
Escrevendo AX como uma fungéo f dependente de AP,
f(k)—ﬁ;- a=1-pPY>% b=gk=AP (6.6)
~2\(@k-bk3)) Y b =P le= AP '
O ponto de extremo é encontrado ao efetuar a derivada primeira,
© =T oy = k= k)2 — 3| = | B e
f'(k) = 2dk(ak bk’)™" = 2[ (ak — bk>)™*(a — 3bk )] =2 | @k - |’ (6.7)
e ela ser igualada a zero para um k = ky,
3bk2 —a
;22 [O—k“} = (6.8)
(ako — bK)

Para que a fungdo seja definida o denominador ndo pode ser nulo, entdo (ako — bkg)2 #0eso
é possivel que o numerador seja igual a zero,
a

3bk§—u:0—>ké=§=>ko:i o (6.9)
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O ponto critico que minimiza a fungdo é o ky positivo da equa¢do acima. Logo, a incerteza
do momento que atenua a incerteza da posigao é

s [1-BD)
AP’ = ,/T, (6.10)

que corresponde a

(2 Z»[(1—.3<15>2)A115’—5(AI5’)3]_
> ;2—1_(1—5@)2)@_5 \/@JB -1
- Vw42
SR eI é)ll ” 2[5 (1= peP) | _1
) ; 2(1 —3ﬁ(f3>2) \/% = 3:1/5 hyB 0 _ﬁ;)z)g,/, (6.11)

Fazendo o estudo no limite da regido permitida, tém-se que (P) = 0. Entdo, a incerteza
minima da posi¢do corresponde ao comprimento minimo AXy, que é igual a

AXo > 34—\/571 VB (6.12)

e estd associado a incerteza critica do momento

(AP). = ——. (6.13)

V3P
6.2 Representacao no Espaco dos Momentos

Como visto, a incerteza minima da posi¢do é maior do que zero, entdo os estados de
posigdo sdo ndo fisicos, tornando impraticdvel o estudo no espago das posigdes. A construgdo
do espago de Hilbert é entdo feita no espago dos momentos, ja que ndo ha incerteza minima do
momento. E necessério a escolha de uma representacéo que cumpra a relagio de comutacao
modificada associada ao GUP-Pedram dada na equacéo (6.2). Os operadores momento e

posigdo na representacdo do espago dos momentos, atuando numa fungdo de onda é dada
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por

o

“Y(p)
X-y(p)

mb(p) (6.14)
a-pd Y (p)- (6.15)

(1/3

A verificagdo dessa escolha é feita ao atuar a relagdo de comutag¢do modificada entre o

operador posi¢do e momento numa funcdo de onda arbitraria,

XP-y(p) - PX - ¢(p) = (pIXPly) - <p|PX|¢>
(p|P (X|¢>) — (pIX (Ply)) = <p|P( J |¢>) PIX (ply)

[X,P1-9(p)

1-pp?)"
———=9,l (1)) - (plp (1))

M- ﬁ )"
= (1 ﬁZ) Iy (pl)) - <plri((1 = pleb))
= TP ﬁ 9p(peIv) - 52) POl
= - ﬁ (p<p¢<p>>—pap¢<p>) - ﬁpz)wp)

e a escolha da representacdo é condizente com a relagdo de comutagdo.

Os operadores posigdo e momento sdo simétricos por definigdo, assim

(YlPlpy, P'=P; (6.17)

YXlpy, X'=X (6.18)

WIPTp)
WIX )

Além da simetria desses operadores gerar autovalores reais, a definicdo do produto interno
se d4 pela andlise dessas simetrias, especificamente pela do operador posigdo, ja é a partir
dela que o elemento de volume do produto interno é definido. Iniciando pela simetria da
posigdo, o lado direito da equagdo (6.18) é igual a

A o
WIS = (WX = f At p)[ ]cp(p)

a-pp» "

500 () (6.19)

(YR o1
i [ A
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Utilizando a regra do produto na integral acima,

A W
WIXlpy = in f y \/_dpap[V(P)Eb (p) - ﬁpz)qb(p)
G i,
_ ZLM A 52)¢<p> U (p)
o ]
- Zh‘£1\/' YO = OV
1//p
- i [ Ve eend, . (620)
-1/+/B (1-pBp%)

A derivada total precisa ser nula nos limites de integragdo para que a integral seja de
quadrado integravel. O segundo termo é a agao do operador X atuando em ¥(p). Assim

sendo, a equagdo (6.20) toma a forma

A w
wie) = [ w;dpwm[(l o) otp)

' 1//B 1 26p *
) th—‘l/\/_ [(1 Bp?) HV(p) + (1-pp 2)V(P)]E[’(P)¢(P)- (6.21)

A simetria do operador surge se o integrando envolvendo o elemento de volume for nulo,

1 28p
[map‘/(}?) T ()] (6.22)

Reorganizando os termos, chega-se na equagao diferencial,

dvip) ___ 2Pp
V(p) (1-pp?)

1 2pp
- ﬁZ)dp Y=gy

Vip) — (6.23)

Integrando em ambos os lados, utilizando o método da substituicio w = 1-pp?, dw = —2Bpdp,

PdV(p) _ (du Vp)\ o
fo V(p) _f w ln(To)_ln(”)‘ln(l Br?).- (6.24)

Aplicando exponencial em ambos os lados,

V(p) = Vo(1 - Bp). (6.25)

Tomando a constante V como igual a 1, o elemento de volume é igual

dpV(p) = (1 - pp*)dp. (6.26)
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Portanto, a equagdo (6.21) toma a forma

\ 1/ VB ' : , ,
WIKIg) = f i (1—ﬁpz)[#9p¢(p)] o) = WRIp) = WX, (627)

0 que mostra a simetria no operador posicao.

A simetria do operador momento é bem simples de ser vista e mostrara que nao ha
restrigdes para a escolha da constante ser unitaria. O lado direito da equagéo (6.17) é escrito
como

(oe]

WIPI) = (WIP) = f dp VO Opd(r), (6.28)

sendo dpV(p) o elemento de volume determinado em (6.26).
Se o momento ordindrio p € R, implica nele ser igual ao seu conjugado complexo.

Entéo, é possivel escrever a equagao acima como

5 VB 2 * 5 At
(WIPlp) = I N \/Edp (1= Bp°) [WIr] d(p) = (YPIP) = (YIP"|), (6.29)

comprovando a simetria do operador momento e como a escolha da constante ndo impede
a ocorréncia de simetria.

O produto interno correspondente ao GUP-Pedram é entdo definido como

1//B
W) = f P AP ) (6.30)

Note que ha uma descontinuidade para p = +1/ \/E, de forma que o momento ndo pode
ultrapassar esse limite.
Utilizando a defini¢do do produto interno, serd definida a relagdo de totalidade,

1/+/B 1/ B
wier = | o OB ) = [ o O BP0
1/ B
= f {dpa—ﬁpznpxm ). (6.31)
_1/\//§
Logo,
1//B
f dp (1 - Bp)lpXpl =1, (6.32)
_1/\/3

sendo I a matriz identidade.
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Por dltimo, a relagdo de ortonormalizagdo é obtida relacionando a equagado abaixo

1//p )
W) = Gl = f e T

1/+/B
I ; dp’ (1 - Bp"*Xplp’ }p' 1)

1//B

fl/\/ﬁd/(l_ 72 / / 6.33
S p Br “Kplp ¢ (p’), (6.33)

1/+/B

com uma outra defini¢do da Delta de Dirac,

1/+/
R ) (634)
-1/ \/E

Assim, ambas equagdes sdo iguais se os integrando também forem iguais. Portanto,

o(p—p)
(1-pp?)

e a relagdo de ortonormalizagdo associada ao GUP-Pedram é determinada e o espago de

Stp—p') =l Y1+ pp?) = (lp’y = (6.35)

Hilbert construido.

6.3 Estados Formais do Operador Posicao

A anadlise funcional dos estados formais do operador posi¢do no espago dos momentos
se inicia com a determinagdo deles. A partir da equagdo de autovalor, sua solucao gera as

autofungdes de posigdo. Assim, substituindo a agdo (6.15) na equagdo de autovalor abaixo

X-9a(p) = Apap), (6.36)
e reorganizando os termos da equagdo, encontra-se uma equagao diferencial

in ~ da(p)  (1-pp?)
(1_—{;792)%%—/\%(10) BT Mt Adp. (6.37)

Integrando de ambos os lados,

p

. B B
Yalp) _ —id f dp (1= pp?) —> Inya(p) = % (p - §p3) +C (6.38)

Yap)  h

Aplicando a exponencial,

o) =exp| 2 (o= ) | ~mewp| 2 (p- 5| (639)
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na qual e© = N.
Pela condicdo de normalizagdo, o fator N é determinado ao efetuar o produto interno

da func¢do de onda com ela prépria,

1//p
Wil = [ @A)
_1/\/5
1//p 1 i
= f:1/\/' p(1- ﬁp)N exp[;\(p §P3) Nexp[%(r,_gp:%)]
1//B B 1//p
_ A _ a2y = N2 P03
= NNf_l/\/EdP(l Br°) N(P 319)_1/\/5
_ Nz[L_EL_(_L)A(_L}
VB 3B U B Ve
Nz(i_zﬁ 1 )_Nz[L_L) = (6.40)
AN 7 O AN BN
O fator é dado por
3
N2_¥ = N= 2\/5, (6.41)

3B W
Pa(p) = —5—exp [% (p - §p3)]- (6.42)

As autofungdes formais foram determinadas, agora basta fazer a andlise da energia associada

a elas e sobre sua ortogonalidade. Iniciando pela energia,

1/\/3
f_ ap (1~ B ()L w )

1/+/B

P2
Wil 1)

3 1/4/p il
= Z/_z}nf \[dp(l Bp)eXP[h(p—gp )]p eXp[ 7 (p—ép )]
BBV e e 3B (1 B[V
= Bm —1/\/l§dp(p ) =3, (3 P)_l/\/g

3B 28 \_3(2 2\_3(4)\__1 643
8m \3g B 562 B 8M(@_@) %(@)_M' (64




6. ANALISE FuncioNAL pos Espacos DE REPRESENTAGOES PARA 0 PEDRAM-GUP 99

E por dltimo o estudo sobre a ortogonalizacao,

1//p
f \fdp (1= BP )Y (PYa(p)

3 1/ .B /\/ —iA

_ 3 f dp (1= p?) exp | = (P—gp )]exp[%(p—ézﬁ)]
3I1W =il =AY (B

= TL/\/,;dp (1-pp?)exp _T(p‘é”s)]

_3\B UV [ B _ i(A=X)
= Tf_vl/\/gdp(l—ﬁpz)expha(p—§p3)], A== (6.44)

Para resolver essa integral, basta utilizar o0 método da substituigdo, w = p — p°/3, dw =
1/+/B

(1= pp*)dp,
Jawer =g = Lewlolp-57)
a -1/ \/E
1 1 B H}
- _— —a|—-——1]}. (6.45)
ﬂ{ H%’%Iﬂ [[J’%ﬁ
Substituindo novamente a constante 4,
h iA=A) 2 Z(A -A) 2
T |PPl T 3vB) W
h . A=A 2h (20 =)
A=) [215 ( h\/_ )l A= sm[ 37%\/3 ) (6.46)

Substituindo o resultado da integral na equagao (6.44),

3B [ 2h Sm(zm - A’)H

Walga)

(I)

(I)

Wyl = 1

(A=A) 3n /B
3n /B (A=A
= e n( T ] (6.47)

Portanto, as autofuncdes formais do operador posi¢do ndo sdo ortogonais.

6.4 Os estados de maxima localizagao

Para obter a informagdo fisica da posigao, sdo definidos os estados de méaxima localiza-
¢do, aqueles que proporcionardo a melhor posi¢do possivel considerando que a sua incerteza
da posicdo seja o comprimento minimo. Portanto, por ndo ter um AX nulo, ndo é possivel

determinar com total exatiddo a localiza¢do de uma particula, apenas as flutuagdes em torno
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de um ponto qualquer &. A definicdo matemdtica desses estados maximamente localizados
é (QD?LIX Igbévm) = . Para determinar sua forma, é utilizada a positividade da norma no limite

da regido permitida, sendo projetada no autoestado do operador momento,

(X, P])
2(AP)?

@l (X— (%) + (P - <P>>) ) = 0. (6.48)
Na relacdo de comutacdo, serd utilizada a relagdo aproximada [X,P] ~ in(1 + ﬁ(AIA’)2 +
ﬁ(f’)2), por [X, P] depender de (P)Y4, (P)®, entre outros, e essas quantidades ndo puderem ser
calculadas antes de especificar [). Logo,

. N\2 N\2
( i 28]{]_<X>+ih(1 +ﬁ(AP)A+/3<P>
1-pp 2(AP)?

Reorganizando os termos,

)(P-(p»)%b(l?) = 0. (6.49)

dWp) L, [@ 1+BAL? +p(PY ]
) A=pp) |7+ 20D (P - p)|dp. (6.50)
Integrando de ambos os lados,
dy(p) _ NN o
) f dp (1-pp )( s a<P>) a f dp (1= pp°)p, (6.51)
naquala = (1+ ﬁ(AP)2 + ﬁ(P)2)/2(A13)2.
O resultado da integragao é
X R 1
Iny(p) ~ (% + a<P)) (P - gpS) —a (Epz -~ §p4) +C. (6.52)

Aplicando exponencial de ambos os lados,

e N

L D)2 P\2
Nexp |(_1<X> , L+ BAP)? + KP) <p>) (p _ §P3)]

1

Y(p)

12

h 2(ADP)?
1+ B(AP)? + B(P)? (1 B
* e [_ 2AD) (5 - ZP4)]' (53

Os estados de méxima localizagdo sdo definidos para as condi¢des Py=0,(Xy=¢&e que a
incerteza critica do momento seja a critica AP = 1/ /36,

i 1 1/3p) (1
vor 5 -5 orl s (7 )

Nexp [—% (p - §P3) - (pz - gﬁ)] : (6.54)

1

¥ (p)

1
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Efetuando um produto interno de 1,02“ (p) consigo, encontra-se o fator de normalizagdo N,

1/+/B
Wity = [ o (=P )Y )

1//p

1/+/B
Nexp [—% (P - gpS) o (P2 - §p2)

X

1/+/p
2 _ p2 _hp2 o 2.4
NL/@dpa Br*) exp (-2pp> + Bp*).

1//p .
I dp (1= Bp")N" exp [% (P - §P3) -8 (P2 -

)

(6.55)

Essa integral s6 pode ser resolvida numericamente. Para deixd-la adimensional e facilitar

o calculo numérico, é feita a substituicdo w = \/Bp, dw = \/de. Assim, a integral toma a

forma

1,01234

5

(L) = % fj dw (1 — w?) exp (—sz + w4) ~

que estd de acordo com o resultado da referéncia [30].
Substituindo na equagéo (6.55),

N2 101234

VB

WYYy ~ 1.

O fator de normalizagdo é entdo igual a

~ / VB
N~ 1,01234°

O estado de maxima localizagdo normalizado, aproximadamente, é

) = \/@ exp [_% (,, _ gps) 5 (Pz £ pz)] |

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)
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Iniciando o estudo da energia associada aos estados de maxima localizagdo, tem-se que

p2 1//B
@iy = [ a2 )

1/+/B
1 (VB
B 1,0\{53 f o ap (1 - ﬁPZ)eXP[;f (P—§P3)—ﬁ (PZ—gpz)]pZ
-
VB 1 YV
~ 1,012342m f y \/Edp (1 - pp*)pr* exp (-2pp* + Bp*). (6.60)
Tornando a integral acima adimensional como feita com a integral (6.56),
0, 14871
(1) = dw (1 - w’)w? exp (~2w” + w* (6.61)
B wl, 2t e) =T

Substituindo esse resultado em (6.60),

VB 10,14871 0,14871 1 _ 0,73449
1,01232m g.Jg ~ 2,02468 Bm ~ 10mp ’

<¢2“| |¢ML> (6.62)

que também condiz com o resultado da referéncia [30].

Analisando a ortogonalizagdo desses estados,

1//B
f_ dp (1 - B2y (p)g M (p)

1/+/B

1//B
= 1,8/;23 VA ﬁP)eXP[i(P—éjP) ﬁ(pz—gz?Z)]

oot ¥

1/\/_ e
= 1,8/?23 dp (1 - pp?) eXp[ (éhé)(zﬂ—gzﬂz’)—ﬂ(2p2—ﬁpz)]

W™t

\/_
1//B
- 1,8@3 Ve )eXP[ (p—§p3)—ﬁ(2p2—ﬁpz)], (6.63)

na quala = —i(& - &')/h.
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A integral é resolvida numericamente resultando em?,

1//B B,
(I3) = I 1/\/de (1-Bp?)exp |a( - 3P ) /3(2p2 - ﬁpz)] £0, (6.64)

para todo a. O que mostra que os estados de médxima localizagdo ndo sdo mutuamente
ortogonais.

6.5 Representacao dos Operadores no Espaco de Quase Posicao

Para determinar a acdo dos operadores posi¢do e momento no espaco de quase posi-
¢do, basta atua cada operador num estado qualquer de quase posi¢do. Primeiro é preciso

determinar a fun¢do de onda na representacdo de quase posicéo,

1/+/B
Pep(&) = f dp (1= B )™ (p)y(p)

1//B .
\]1 01234 f dp (1= pp*) exp [% (P - §p3) —ﬁ(p2 - épz)] (p). (6.65)

Agora, basta atuar o momento na fungdo de quase posicao,

A VR
Pplt) = f p (L= BN Py (p)
1/ .3
V101234f A (1= )
X eXp[h(p p) ﬁ(p e )]ptp(iv) (6.66)

Para que surja um termo de momento na fungao de onda cima, basta derivar a exponencial

com relagdo a &, e na conta serd considerado apenas o expoente contendo essa varidvel.

cenfSl- |- eolS-)

= —ilids exp [% (p - ng)] = (p - gp?’) exp [% (p - §p3)] . (6.67)

2Da mesma forma como ocorreu para a integral (4.85), ndo foi possivel obter a integral para qualquer valor
a usando o Mathematica, entdo é possivel mostrar que (6.64) é diferente de zero para os valores de 4 iguais a 1.0,
20e3.1.

Portanto,
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Para que seja possivel aparecer um tempo linear do momento, é preciso adicionar mais um

termo de derivada terceira com relacdo a &,
soafé-f el S
7 |ilp= )] == 5o -5
(p gp ) - (P §p3)eXP [%
5ol -2 )] il 5 e 5 -5
{(p - §p3) + ih3 [—% (p3 - §3p5 + %23;97 gip )]} exp [% (p - g;ﬁ)] : (6.68)
Desconsiderando termos de ordem 2 para cima,
—ilids exp [% (p - §p3)] +i°9% exp [ 7§ (p - ép )]
= (P—§P3+P3—5P )eXp[if(P—gp )]
—  —ild: exp [% (p - é;ﬁ) + %592 exp [% (p - gp?’)]

2 . .
> (P izﬁ §P3 ’ P5)e><p [% (P— ézﬁ)] =Pe><p[% (P— §P3)]- (6.69)

Portanto, a agdo do operador momento no espago de quase-posigdo é

+
Sk~

+
SH| o~

ih0: [

P pgp(é) = (lhag+ ﬁ93)¢qp() (6.70)

Para o operador posicao,

A U \/E
X Pgp(©) ﬁ dp (1—pp )EbML*(P)l ﬁ 5 P(p)

1/+/B
1//B
i dp Y™ (p)o
i I JAF p v (p)dpi(p)

1/\/'
in [ 5 P ) = v o)

' 1/\/5 . ' 1/\/5 *
in I y \/_dp& p (V" )y (p) — i f \fdp Y)Y (p).  (6.71)
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Para a integral ser de quadrado integravel, a derivada total da primeira equagao precisa se

anular nos limites. Logo,
Lg© = -in | zfdmb(p)apwm* ®)
- o [ s el - )l )
- \/@ Lo o[ (1- ) - 2o - 269
< oft-5) -
= ¢ \/1,017?34 ﬁ Zﬁdp (1—ﬁpz)w(p)e><p|%g (p—§p3)—ﬁ(192—§v2)]
+ 2iph \/@ [ zﬁdp (1= B (p)p exp [% (P - §p3) -B (pz - §p2)] :

(6.72)

Comparando a equagdo acima com a fungdo de onda no espago de quase posicao, ela surge

no primeiro termo da equagdo acima,

. 1B
Xy = swqp<é>+ziﬁh\/% | BN
x eXp[é(rJ [;P) 5(P2—§P2)]- (6.73)

Para que seja possivel escrever a segunda parte da equagdo em termos de 14,(&), € preciso
que surja um momento ordindrio na fun¢do de onda no espago de quase-posigdo. Essa conta

jé foi realizada anteriormente em (6.69). Entao,

X Pap(&) :&pqp(cf)+2i,8h( ihdse" 4+ 1 5(93)%,9(5) (6.74)

Portanto, a agdo do operador posi¢do no espago de quase-posicdo é

i3
X (&) = [g + 2iph (—ih&gea + %532)] Yap(&). (6.75)

Assim, a analise funcional dos espagos de representac¢des para o GUP-Pedram é finalizada.



Capitulo 7

Conclusao

Nesta dissertagdo foi realizada a andlise funcional dos espagos de representa¢des para
diferentes GUPs, introduzindo um cendrio de comprimento minimo, que tem fortes im-
plicagdes tanto para a Teoria Quéntica de Campos como para a Cosmologia. O interesse
pelo estudo de teorias na escala de comprimento minimo teve acentuado aumento com o
advento de modelos de grandes dimensdes extras, que elevou consideravelmente a escala de
comprimento minimo, permitindo a busca por evidéncias experimentais de sua existéncia
através de tecnologias atuais. O valor de 125 GeV encontrado para a massa de um béson de
Higgs é muito especial, pois nesse valor as auto intera¢des de Higgs permanecem constantes
quando se vai a escalas muito pequenas. Isso pode indicar a existéncia de uma nova escala
entre a escala de TeV (107'¥m), a escala que a tecnologia atual tem capacidade de sondar, e a
escala de Planck, 101 TeV (10-%m).

A introducao do estudo do comprimento minimo foi feito a partir do Principio de In-
certeza Generalizado (GUP), com quatro propostas diferentes para esses GUPs. Através do
GUP-KMM, o primeiro a ser proposto, é feita uma andlise funcional detalhada, realizando
uma comparac¢do das modificagdes com relacdo a Mecanica Quantica Ordindria. Prosse-
guindo para o GUP-Nouicer, GUP-ADV e por tdltimo o GUP-Pedram. Para cada um deles
foram escritas as relagdes de comutacdo modificadas associadas, construido o espago de
Hilbert através da representacdo do espaco dos momentos, j4 que a presenca de um com-
primento minimo AXp > 0 torna inviavel a representa¢do no espago das posi¢des. Foram
definidos o produto interno, relacdo de totalidade e relacdo de ortogonalizagdo para cada
GUP. A analise formal de posi¢do também foi feita, calculando as autofunc¢des e depois
definidos os estados de médxima localizagdo. Para ambas foi feito o estudo da energia e
ortogonalidade. Por tltimo, a representacdo do espago de quase posigao é feita projetando
vetores de estado nos estados de médxima localizagdo para recuperar a informacéao da posigéo.
Portanto, foi realizada uma descric¢do clara e objetiva da andlise funcional das representa¢des
para cada GUP proposto. Isso permitird que outros pesquisadores utilizem os resultados
desta dissertagdo em futuros trabalhos.

Uma forma de expandir essa pesquisa seria, agora que a andlise funcional dos quatro
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GUPs estd completa, aplicar cada um deles a diferentes problemas fisicos e comparar os
resultados finais. Outro ponto importante seria uma anélise considerando além da incerteza
minima da posi¢gdo também uma incerteza minima do momento, que para tal seria neces-
sdrio recorrer a uma representacdo espacial generalizada de Bargmann-Fock, que nem uma

representa¢do do espago das posigdes nem dos momentos seria vidvel.
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Apéndice A
Funcao Erro de Gauss

A funcéo erro ou funcgéo erro de Gauss, é uma fun¢do complexa definida como

erf(z) := 2 fz dte " (A.1)
0

Tt

A fungdo erro é uma funcdo impar, entdo

erf(—z) = —erf(z). (A.2)
Sua derivada é dada por

d 2 2

Eerf(z) = ﬁe . (A.3)

e a sua integral é igual a

»2

f dz erf(z) = zerf(z) — — + C. (A4)
T
Sua funcdo inversa é definida na forma
erflerf (2)) := z. (A.5)
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Apéndice B
Tabela de Integral

A integral abaixo é tabelada na forma

f dx —iarctan(zax-‘_b)— 1 1n(2ax+b—\/—A)
(ax? + bx + ¢) Va VA V-A 2ax + b+ V-A ’

para A <0.

Assim, a integral

oy p—
() = (1 - 2ap + 4a2p?)’

tem como solucgéo

1 8ap — 2 1 8a%p + —2a — 2ai V-3
(I) = arctan = In ,
av3 20iV3 ) 2aV-3 |8a2p+ —2a+2aiV-3
e, finalmente,
, dap -1 (4a—1)-iV3
2iarctan =ln|————|.
aV3 (da—1)+iV3
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