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Resumo

Neste trabalho, abordamos a versao integral das equagoes de Yang-Mills e a utilizamos
para resolver um problema em aberto em teorias nao abelianas desde 1954: a definicao
de uma carga conservada e invariante de calibre. Nesse processo, formulamos também as
equacoes integrais invariantes de Lorentz para o eletromagnetismo no vacuo e em meios
materiais, além de provar o teorema de Stokes, fundamental para conectar a versao integral
e a diferencial. Apresentamos uma nova perspectiva sobre a conservacao da carga elétrica
no eletromagnetismo, como consequéncia de uma simetria oculta no chamado loop space.
Essa mesma simetria emerge na teoria nao abeliana, resultando na conservacao da carga,

que também sera invariante de calibre.

Palavras-chave: Teoria de Yang-Mills. Formulacao integral de teorias de calibre. Cargas

conservadas.






Abstract

In this work, we investigate the integral version of Yang-Mills equations and employ them
to solve an open problem in non-abelian gauge theories since 1954: the definition of a gauge-
invariante conserved charge. Throughout this process, we formulate the Lorentz-invariant
integral equations of eletromagnetism in vacuum and material media. Additionally, we
prove the Stokes theorem, which is fundamental in the connection between integral and
differencial versions. We present a new perspective about the conservation of electric charge
in electromagnetism as a consequence of a hidden symmetry at the so called loop space.
The same symmetry emerges in non-abelian theory and implies in the gauge-invariant

conserved charge.

Keywords: Yang-Mills theory. Integral formulation of gauge theories. Conserved charges.
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Introducao

Simetrias estao no cerne de toda teoria fisica que busca desvendar a estrutura oculta
da natureza. Elas permeiam desde o palco em que a Fisica se desenrola, o espaco-tempo,
até os atores responsaveis pelo mundo que conhecemos, os campos. As simetrias sdo mais
do que apenas belas, elas sao ingredientes essenciais em qualquer modelo teérico de Teoria

de Campos.

Nesse contexto, a simetria de calibre ¢ particularmente interessante, pois governa
trés das quatro interagoes fundamentais. Apesar de ser conhecida desde o desenvolvimento
das equagoes da eletrodindmica por Maxwell (MAXWELL, 1865), inicialmente ela foi con-
siderada apenas uma conveniéncia matematica para simplificar cdlculos na eletrodinamica.
Foi Weyl (WEYL, 1918) que propés o principio de calibre como um principio fundamental

da natureza na tentativa de unificar a Relatividade Geral e o Eletromagnetismo.

Originalmente, as equagoes de Maxwell foram formuladas em sua versao integral,
tratando campos elétricos e magnéticos separadamente. Posteriormente, esses campos
foram interpretados como componentes de um tinico campo eletromagnético. Nesse pro-
cesso, incorpora-se a Relatividade Restrita nas equagoes de Maxwell e formula-se a versao
diferencial covariante de Lorentz para o eletromagnetismo. Além disso, a eletrodinamica
foi entendida como uma teoria de calibre com grupo de simetria U(1). No entanto, nao era
conhecida uma versao integral que acomodasse a Relatividade Restrita até 2006 (KOO,
2006).

Em 1954, Yang e Mills (YANG; MILLS, 1954) propuseram uma extensao para o
eletromagnetismo para grupos de calibre nao abelianos revolucionando todo o entendimento
da fisica de particulas e inspirando outras areas como, por exemplo, a Fisica da Matéria
Condensada. Essa teoria foi formulada originalmente em sua versao diferencial e também
nao era conhecida a versao integral até 2012 (FERREIRA; LUCHINI, 2012b). Essa versao
surge como essencial para resolver um problema em aberto desde sua formulagdo: as cargas

conservadas.

Sabemos que simetrias continuas sao intrinsecamente relacionadas as cargas conser-
vadas, conforme demonstrado nos teoremas de Noether (NOETHER, 1918). Aplicando
esse teorema a simetria de calibre no eletromagnetismo, obtém-se como consequéncia
direta a conservacao da carga elétrica, que é derivada facilmente das equagoes covariantes
de Maxwell:

O™ =¥ = 0,j* = 0.

Entretanto, na teoria de Yang-Mills nao é possivel definir a conservac¢ao da corrente de
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matéria, apenas sua conservacao covariante:
D, F" = j° = D,j" = 0.

Isso implica que, mesmo que a corrente seja conservada em um calibre, ela ndo necessaria-
mente sera conservada em outro, levando a uma ambiguidade no significado intrinseco do
que conhecemos como carga. Essa ¢ a pergunta central que tentaremos responder neste
trabalho: como definir uma carga que seja conservada e invariante de calibre em teorias

nao abelianas?

Neste trabalho, comecaremos a responder a essa pergunta analisando exatamente
o que ela significa. No primeiro capitulo, apresentaremos uma visao geral do eletromag-
netismo como uma teoria de calibre e da teoria de Yang-Mills. Calcularemos as cargas
conservadas tanto para o eletromagnetismo quanto para a teoria de Yang-Mills usando o
teorema de Noether, além de discutir duas propostas existentes para resolver o problema

das cargas conservadas.

No segundo capitulo, abordaremos o conceito de holonomias e como o calculo
das cargas conservadas em teorias integraveis pode contribuir para a nossa compreensao
do problema. Calcularemos em detalhes a solucao da equacao de transporte paralelo e

investigaremos as chamadas holonomias generalizadas.

No capitulo subsequente, postulamos as equagoes integrais do eletromagnetismo
seguindo um caminho ligeiramente diferente do encontrado na literatura. Demonstraremos
o teorema de Stokes, fundamental para estabelecer a relacao entre as versoes integral e
diferencial das equacoes, e forneceremos uma nova interpretacao da conservagao da carga
elétrica como uma simetria oculta no chamado espago dos loops (LUCHINI; ZACHE,
2022).

Por fim, no capitulo 4, abordaremos a versao integral das equacdes de Yang-Mills.
Descreveremos a teoria de Yang-Mills em termos do fluxo do campo conjugado com a
holonomia e demonstraremos o teorema de Stokes para o campo conjugado. Também
mostraremos como as equagoes diferenciais podem ser recuperadas a partir das equagoes
integrais. Na tultima secao desse capitulo, descreveremos o calculo das cargas que surge

novamente a partir da simetria oculta no espago dos loops.

Nos apéndices, sao deixadas revisdes sobre aspectos importantes para a compreensao
do trabalho, bem como algumas discussoes particularmente interessantes que poderiam

interferir no fluxo principal do texto.

Durante todo este trabalho adotaremos a assinatura da métrica para um espaco-
tempo 1+D-dimensional como (4, —, ..., —). Os indices gregos sao indices no espago-tempo
e os indices latinos sdo indices no espago euclidiano ou no espago interno (seré especificado
pelo contexto). Também seguiremos a convengdo de Einstein para somatérios e o sistema

de unidades natural com ¢ = h = 1.
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1 Introducao as teorias de calibre

Neste capitulo, sao apresentadas aspectos gerais das teorias de Calibre abelianas
e nao abelianas. Comecando pela abordagem histérica no eletromagnetismo classico em
Mecanica Quantica, ilustramos o principio de calibre nas ideias originais de Weyl. Em
seguida, introduzimos a abordagem usual de Teoria de Campos através da acao. Nesse
ponto, mostramos como a simetria de calibre leva a conservacao da carga elétrica através do
teorema de Noether. Por fim, abordamos as teorias de calibre nao abelianas de Yang-Mills.
Nela, mostramos que existe um problema na defini¢do da carga conservada que também

seja invariante de calibre.

1.1 Weyl, eletromagnetismo e simetria de calibre

Durante a formulacdo do eletromagnetismo, ja se sabia da existéncia de uma
simetria na determinacao dos campos fisicos; ha uma liberdade intrinseca aos potenciais
que determinam os campos elétrico e magnético. Essa simetria, chamada de simetria de
calibre e extremamente 1til na simplificacdo matematica das equagoes, originalmente era
tratada como acidental. Durante muito tempo seu verdadeiro significado permaneceu
obscuro até que Weyl (WEYL, 1918) a pensou como ingrediente fundamental na interagao

entre particulas na natureza.’

A histéria comega com a relatividade de Einstein. Na Relatividade Restrita, sempre
é possivel encontrar um referencial inercial (global) para descrever um sistema desde que
o mesmo nao esteja na influéncia de um campo gravitacional. Quando o campo esta
presente, so é possivel que esse referencial seja local e, para conectar dois referenciais locais,
¢é necessario introduzir um novo objeto matematico chamado de conexao. De maneira
extremamente simplificada, essa é a ideia geral da Relatividade Geral: no espago-tempo s6

é possivel determinar uma régua (ou um referencial) de maneira local.

A proposta de Weyl era introduzir uma fun¢ao escala na eletrodindmica que mudaria
no espaco-tempo junto com as quantidade fisicas. As magnitudes dessas quantidades se
alterariam ponto a ponto com a escala. Segundo Weyl, o que seria fisico e ndao mudaria de
um ponto a outro é a norma do produto da escala com a quantidade fisica tratada; essa

seria a invariancia de escala, ou de calibre.

Por exemplo, seja S(z) a escala e ¢(z) a quantidade fisica. Uma mudanga na

1" Uma parte das discussdes desta segdo sdo inspiradas em (MORIYASU, 1983).
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coordenada por x — x + dx afeta esses entes por

V() — w(x+0z) = P(x) + d0(x)dzt + O(52?);
S(z) — S(z+dx) =1+09,5(x)dz" + O(52?),

onde assumimos que no ponto original a escala é unitaria. Desconsiderando os termos de

segunda ordem em dx e incorporando a escala na quantidade fisica, tem-se
S(z)(x) = S(x+ 0x)(x + dx) = (z) + [0,5(x) + O ) (x)dz".
A mudanca total preservada de um ponto a outro é?

AY(x) = [0,5(z) + 0u)Y(x)oat = D,p(x)oxt = 0.

Repare que 0,5 é responsavel pela conexao entre os pontos x e z 4 dx e uma

segunda transformacao apenas mudaria a escala:

S'(x) — S'(x+0z) =1+ 0,5 (x)sz";
§'(@)S(@)p(z) — P(x) +[0.8'(x) + 0,8 () + Il ().

Lembrando do eletromagnetismo, uma transformacao de calibre é dada por A, —
A, — 0,0. Logo, naturalmente comparamos d,S com —0d,0 e a ideia de Weyl parece ser

identificavel com a eletrodinamica.

Entretanto, pouco tempo apds sua proposicao, surgiram incompatibilidades entre
a fisica quantica e os postulados originais de Weyl. Apesar da reviravolta, a ideia da

localidade permaneceu e, na mesma teoria quantica, se ressignificou como veremos a seguir.

A descricao quantica de um sistema se da através de uma funcao complexa,
chamada de fungao de onda, cuja dindmica é governada pela equagao de Schrédinger que,

na representacao de coordenadas e em unidades naturais, é dada por

<—Qinv2 FV(E)) 0t %) = i00(t,%). (1.1)

Na interpretagao mais comum da Mecanica Quantica (interpretacao de Copenhague), a
funcao de onda nao é fisica, pois corresponde a amplitude de probabilidade do sistema; o
fisico sera seu médulo quadrado. Portanto, existe uma simetria global descrita pelo grupo
U(1):

Y efp, g=e? cU).

Porém, promovendo a simetria de global para local, a equacao de Schrodinger perde sua

invariancia.

2 Observe que essa equacdo corresponde ao transporte paralelo de v ao longo de um caminho no

espago-tempo.
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Isso se torna mais evidente se analisarmos, ainda na representacao de coordenadas,
o momento e energia de uma particula, que sdo identificados, respectivamente, como os
operadores derivada espacial e temporal no procedimento de primeira quantizacao. Essas
quantidades sdo associadas a simetrias no espago-tempo de translagio espacial (momento)
e translacdo temporal (energia). Por outro lado, quando consideramos um boost, ou seja,
uma transformacao do tipo x — x — vt, a funcao de onda no novo referencial deve ter sua
fase transformada localmente por
m|lv[*t"

Yt x") = Xt x), com (', x') = 5

mv - X. (1.2)
Tomemos, por exemplo, o caso de uma particula de carga ¢ em uma regiao ausente

de campos eletromagnéticos externos. Nesse caso,
~ L 92yt 2) = it @) (1.3)
2m
com (t, z) a fungdo de onda “livre”. Em uma outra regido na presenca do campo, que é

determinado pelos potenciais vetor A e escalar ¢, a mesma particula serd descrita por

L9 - AP+ ad] wlt0) = 0 2)

m

onde ¥(t,z) é a funcdo de onda na presenga do campo. Ou, em uma nota¢ado mais

conveniente:

1
—%|D!2¢ =iDyp, (1.4)

onde definimos D; = 0; — igA; e Dy = 0; + iqp como a derivadas covariante. Esse
procedimento de mudanca das derivadas usuais para a derivada covariante aparecera com
frequéncia neste texto em momentos diferentes. No atual contexto, ele surge a partir do
procedimento de acoplamento minimo que, de maneira simplista, corresponde a troca do
momento classico da particula por p — p + ¢A e da energia classica por F — E — qo,
impactando diretamente o caso quantico no processo de primeira quantizagao. Por outro
lado, é interessante notar que (1.4) também seria obtido caso transforméssemos a fungao

de onda livre por

Yo > p = e PG, (1.5)

onde

o(x) = / it — / A = A A, da*

e v é o caminho escolhido para levar a particula da auséncia para a presenca do campo.

Na auséncia do campo, a fase da funcao de onda pode assumir um valor arbitrério e,

na sua presenca, ela deve tomar um valor definido que depende da trajetéria da particula.
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Repare que a fase da funcao de onda satisfaz o necessario para ser uma variavel local.
Logo, reinterpretamos a invariancia de calibre como uma invariancia sobre a fase na fungao
de onda devido a arbitrariedade no potencial escalar e vetor responsaveis pela interacao
eletromagnética. Dessa forma, o eletromagnetismo surge como uma teoria de calibre no

contexto da Mecanica Quantica.

Por fim, concluindo a abordagem histoérica, ¢ no minimo curioso pensar que, dentre
as quatro interacgoes fundamentais da natureza, justamente a gravitacao seja a tinica nao
governada por um principio de calibre, pois foi em suas ideias principais sobre referenciais

que Weyl se inspirou para pensar na simetria de calibre.

Na abordagem usual do eletromagnetismo em Teoria de Campos, ele é descrito

através do campo eletromagnético, F'*¥, cuja agdo, no vacuo, ¢é

1
B L v i
S /Qd x( 4FWF + Auj ) : (1.6)

onde j* é a quadri-corrente de matéria e €2 é um volume quadridimensional no espago-tempo.
As componentes do campo eletromagnético sao definidas em termos dos campos elétrico e
magnético, E e B, como Fy; = E; e F;; = —¢;;,By,. Por sua vez, a fonte serd j* = (p, j*)
com j a corrente elétrica e ep a densidade de carga elétrica. A variavel dindmica, A*, é
o campo de calibre, que leva ao tensor dos campos por F),, = 9,4, — 0,4, e ¢é definida

como A" = (¢, A") com ¢ e A o potencial escalar e o potencial vetor, respectivamente.

A condicao de estacionaridade da acao por variacoes arbitrarias no campo devolve

as equagoes de movimento com fonte:
0, F" = j¥. (1.7)

Essas equagoes, no espaco euclidiano, sao as versoes nao covariantes de Lorentz para a
equagao de Gauss para o campo elétrico e a equagao de Ampere-Maxwell. As outras duas

- Gauss para o campo magnético e Faraday - sdo obtidas a partir da identidade de Bianchi
9, F" =0, (1.8)
onde Fr = 5P F,5 6 0 dual do tensor dos campos.

O eletromagnetismo é uma das trés interacoes fundamentais definidas pelo principio
de calibre. Para um dado o campo de calibre, existe uma arbitrariedade na sua definicao,

pois, sendo 0(z) uma func¢do do espago-tempo, uma transformacao
A, — A, —0,0. (1.9)

nao altera o tensor dos campos. Transformacoes desse tipo sao ditas transformacoes de
calibre locais®. Na préxima secdo, calcularemos a carga conservada devido a essa simetria

e discutiremos as diferencas ao impor a simetria como local ou global.
3

Essas transformagoes também sao chamadas de transformagoes de calibre do segundo tipo, sendo as
transformagdes do primeiro tipo as globais.



1.2. Carga de Noether associada da simetria de calibre do eletromagnetismo 23

Em Teorias de Calibre, postula-se a invariancia de calibre das quantidades fisicas
para que exista a simetria. Afirmamos que existe uma arbitrariedade na definicdo do campo,
mas, em nenhum momento, analisamos como a fonte é afetada por uma transformacao de
calibre. Suponha que nao é conhecida a maneira com que j* se transforma; nesse caso o

segundo termo da acao (1.6) seria
Augh = At = A" = 0,05 = At — 005" — 0,(05™).

O tltimo termo serd descartado, pois a acao é sempre definida a menos de uma derivada
total e, para que a teoria seja invariante de calibre, é necessario que j* = j* e 9,5* = 0,
ou seja, que a corrente seja invariante de calibre e a equacgdo da continuidade seja satisfeita.
Essa tultima condicao é paradoxal, pois segue pelo lado oposto do teorema de Noether. Ela
diz que uma carga é conservada (neste caso, a carga elétrica) para existir uma simetria
(calibre local), ou seja, uma carga conservada implica em uma simetria. Porém, como F"”
é antissimétrico, j* é conservado trivialmente desde que as equacoes de movimento sejam

validas,
0,0,F" =0=0,j5". (1.10)
Nao é necessario exigir a conservacao da carga; ela aparece naturalmente.

Resta analisar a invariancia de calibre da corrente. Contorna-se essa situacao
acoplando minimamente a parte cinética da lagrangeana de Maxwell com um campo
escalar complexo ¢. Nesse caso, a densidade de lagrangeana ¢ a chamada densidade de

lagrangeana de Maxwell-Higgs?

1
L = —ZFWF‘“’ + (Dup) Dty — m2<p<p* (1.11)

onde D,y = 0,0 — teA,p ¢ a derivada covariante e m é a massa do campo escalar. As

equacgoes dindmicas para Maxwell-Higgs sao

O F" = ji, (1.12)
D, D" +m*p = 0; (1.13)
(DuD*g)" +m?g" =0, (1.14)

com j* = ie(p(DHp)* — @* DHp). Note que o campo escalar se transforma por ¢ +— e~

assim a corrente é, por construcao, invariante de calibre.

1.2 Carga de Noether associada a simetria de calibre do eletromag-

netismo

Em 1918, Emmy Noether (NOETHER, 1918) estabeleceu a ponte entre simetrias

e cargas conservadas através de dois teoremas, um para simetrias globais e outro para
4

De maneira geral, ndo é necessirio escrever o potencial como U(|p|) = m?2|p|?, apenas que ele dependa
do médulo do campo escalar, mas o faremos a fim de simplificar a proxima segao.
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simetrias locais. A toda simetria continua de um sistema fisico existe uma quantidade
conservada associada®, denominada carga de Noether, cuja lei de conservacao aparece na

~ . . . -/_L . ~/,L /7
forma de uma equacao de continuidade: 0,7 petner = 0, ONde Jiyoeiner ¢ @ chamada corrente
de Noether".

A esséncia da carga é rotular uma classe de equivaléncia de solu¢des dinamicas
em sistemas fisicos diferentes, portanto a carga deve ser invariante de calibre. Para
o caso tratado aqui (simetria de calibre), ela rotula uma classe de campos de calibre

correspondentes a uma mesma configuragao de campo fisico.

No modelo de Maxwell-Higgs, descrito pela densidade de lagrangeana (1.11), nao é

dificil obter a lei de conservacao. Partindo da equagao de movimento com fonte,
OuF™ = .
basta contrair o indice livre e usar a antissimetria do tensor dos campos,
0,0, F" =0=0,7". (1.15)
A corrente de Noether serd a propria corrente de matéria, i.e. jX oner = J°, que natural-

mente é invariante de calibre.

No caso da simetria de calibre global, s6 é possivel obter a corrente de Noether
impondo condig¢oes on shell, i.e. com as equagoes dinamicas sendo validas. Porém, como
apontado por (BRADING; BROWN, 2000), para a simetria de calibre local, as equagbes de
movimento sao condic¢oes suficientes, mas nao necessarias, para se obter a lei de conservacao,
portanto, é possivel deriva-las off shell quando tratamos as equagoes dindmicas como

vinculos. E o que discutiremos agora.

Primeiro, considere variagoes arbitrarias em (1.11) e integre por partes. O resultado

[©N

0L = e,0p" + 0 + €0A, + 0, K", (1.16)
onde definimos os vinculos e K* por
e, =—D, D'y — m2go; ( )
epr = —(D,D'o)* — mPp*; (1.18)
€4 = 0" =37 (1.19)
(1.20)

Kt = —F"§A, + DPpde* + (D*p)"dep.

No apéndice E, revisitamos o teorema de Noether, mas com foco na simetria de calibre.

De agora em diante, a corrente conservada pelo teorema de Noether serd denotada por jnoether- Em
contrapartida, a corrente de matéria (ou corrente externa) obtida pelas equacoes de movimento serd
apenas j.
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Analisaremos inicialmente o caso da simetria de calibre global. As varia¢oes nos
campos sao obtidas com as transformagoes de calibre global (0,6 = 0) infinitesimais,

dA, =0e dp = —iebfyp, logo, com (1.16), a variacao da acdo serd

58 = /ﬂd‘lx 5L = e/ﬂd%; lie(e 0 — €p0") + D).
Repare que 0 é global e, por isso, é fatorado da integral.

Neste ponto, utilizaremos de fato o teorema de Noether: uma determinada trans-

formacao é simetria apenas se a variagao da acao correspondente for nula. Assim:
0S8 =0 = 0" —erp = =0, 3" (1.21)
A tnica forma de obter a conservagao da corrente é impor condi¢oes on shell:
Ep =€ =0 = 5" =0.

Portanto, transformagoes de calibre globais geram cargas conservadas apenas quando as

equagdes de movimento sao satisfeitas e as cargas obtidas sdo invariantes de calibre.

Agora estudaremos o caso da simetria de calibre local (0,6 # 0). Substituindo as
transformagoes locais infinitesimais, 04, = —0,0 e d¢ = —iefp, em (1.16) e reorganizando,

a variacao da agao sera
5S = /Q A (—ieb( 0" — epep) — £18,0) + /Q d'v 9,K".
Integrando por partes e usando o teorema do divergente podemos escrever
58 = /Q 'z 0[0," — ie(e 0" — e 0)] + /a REW D

Note que, sendo 6 uma funcao arbitraria, podemos exigir que na borda do espaco-tempo,
denotado por 052, ela e sua derivada sejam nulas, levando ao descarte do segundo termo.

Portanto, a condicao de simetria é
0S =0 <= 0,y —ie(e,p" —epp) = 0. (1.22)
Assim, a equacgao encontrada a partir do teorema de Noether é
Oy —ie(e ™ —epp) = 0. (1.23)

Com um pouco de algebrismo e as defini¢oes de €, e €.+, manipula-se o segundo termo de
l.Lh.s. obtendo

—ie(e " — ) = Oug".
Dessa forma, (1.23) serd

0, (0, F"" — ji 4 ji) = 0 = 0,(8,F") =0 (1.24)
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de onde derivamos a corrente de Noether, que também ¢é invariante de calibre, como

ijoether = aVFVH' (125)

Por um lado, com as condigoes off shell, a carga conservada é o préprio fluxo do
campo elétrico,

e = [ Br S = / Pr O F° = [ ds, FO, 1.26
QN th /QS T JNoether Qs T 00 ( )

onde g é a parte espacial de ) (essa defini¢ao sera usada durante todo o texto). Por
outro, a condi¢do de conserva¢ao ¢ que o modulo de ji, ..., diminua suficientemente

rapido conforme o raio, R, de {)g aumente, i.e.

d )
o . .q 2
%QNoether =0<+= ]%grolo |jNoether‘R =0.
Apenas ao impor a validade das equagoes de movimento a corrente de Noether serd
identificada como a prépria corrente de matéria. Entretanto, como dito no inicio da secéo,

as equagoes dinamicas nao sao condicoes necessarias para derivar a lei de conservagao.

Existem entao dois tipos de leis de conservag¢ao. Seguindo a nomenclatura dada
por Noether (NOETHER, 1918), o primeiro tipo sao as chamadas leis de conservacoes
proprias e sao obtidas quando as equagoes dinamicas sao satisfeitas. O outro, sao as leis de
conservacao improprias e nao necessitam das equacoes dinamicas. Enquanto a conservagao
obtida pela simetria de calibre global é prépria, a obtida pela simetria de calibre local é

impropria.

1.3 Teorias de Calibre nao abelianas

Anteriormente, descrevemos a primeira teoria de calibre vista nos cursos de gra-
duacao: o eletromagnetismo. Afirmamos que o grupo de calibre do eletromagnetismo ¢é o
grupo U(1). Porém, ele pode ser estendido para um grupo nao abeliano através da teoria
de Yang-Mills (YANG; MILLS, 1954) e é o que iremos tratar agora.

Antes de descrever a teoria de Yang-Mills a partir da acao, pretendemos introduzi-la
seguindo uma abordagem um pouco mais pedagobgica e natural seguindo, a menos de

algumas modificagbes, a discussao em (BOOZER, 2011).

1.3.1 Da eletrodinamica usual a eletrodinamica de cor

O eletromagnetismo é invariante por transformagoes de calibre do tipo U(1), i.e.
A, — A,—0,\, com A uma funcao no espago-tempo (propositalmente mudamos a notacao

da transformacao de calibre de § — X e a razdo ficard clara adiante) deixa o tensor dos
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campos e, por consequéncia, as equagoes dinamicas invariantes. Para o eletromagnetismo,

a simetria de calibre é abeliana e local.

Queremos nesta secao propor uma generaliza¢gdo para essa teoria através de um

exemplo simples: uma particula carregada em movimento. Suponha essa particula com

o~ . 1] ’
carga g e massa m, estando na posicao z#(7) com velocidade w# = % em que 7 é o tempo

proprio da particula. A particula serd fonte de um campo eletromagnético, pois gera uma

corrente dada por

7 =a [ W)@ = (7)) (1.27)
70
Por outro lado, a dinamica da particula é regida pela equagao
dpH
A T (1.28)
dr

onde pt = mw* sao as componentes do quadrimomento e w, as componentes da quadrive-

locidade.

Generalizaremos o eletromagnetismo propondo uma nova teoria a qual chamaremos
de eletrodinamica de cor. Imagine que, ao invés de uma tunica carga ¢, existam trés tipos
de carga: ¢, ¢, € ¢.. A fim de simplificar a teoria de cor, introduz-se um espago interno
chamado, com grande criatividade, de espago de cor. Dessa forma, a carga de cor é um

vetor no espaco de cor’

,ie. ¢ = (qs,9y,¢.). Como no eletromagnetismo, a forca entre
duas cargas pontuais depende do sinal do produto das cargas, mas agora o produto é o
escalar no espaco de cor. Por exemplo, entre duas cargas ¢; e ¢, se ¢; - ¢ > 0 a forca é

repulsiva e se ¢; - ¢o < 0 a forga é atrativa.

Nessa nova eletrodinamica, existem trés campos de calibre, um para cada compo-
nente da carga de cor. Logo, tanto o potencial, quanto o tensor de Faraday sao vetores de
cor:

—

M= (AL AL AD); (1.29)
B, =0,4,-0,A, (1.30)

J& as equacoes dindmicas para F' sao andlogas as equagoes do eletromagnetismo:
ouy v
O = 5%, (1.31)
Repare que essa ¢ a descricao de “trés eletromagnetismos” desacoplados entre si.

Isso leva a equacoes de campo ainda lineares e o principio da superposicao ainda véalido.

Nessa teoria, uma particula com carga de cor ¢ na posi¢ao z*(7) e que tenha

velocidade w*(7) gera a seguinte corrente:

j¥ = (j'/T: w“(7’)5(4)(ar — 2(7")dr’ (1.32)

7 Setas indicam vetores no espaco de cor. Porém, essa notacdo nio continuard nas préximas secdes.
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e tem equacgao de movimento

dp* 4
% = Frvy,, (1.33)

Ainda existe simetria de calibre local nessa eletrodinamica, mas agora a fungao \ é

um vetor no espaco de cor além de funcao no espago-tempo,

A, A, — 9N (1.34)

Além dessa, surge uma simetria extra que nao aparecia no eletromagnetismo: a
teoria é invariante por rotagoes globais® no espaco de cor. Por exemplo, em (1.31), tanto

F' quanto j se transformam levando a equagdo como um todo a permanecer invariante.

1.3.2  Um protétipo de teoria de Yang-Mills para SU(2)

O que aconteceria caso a simetria extra da eletrodindmica de cor fosse local, ou
seja, se a rotacao no espaco interno também dependesse do ponto no espago-tempo? Nesta
subsec¢ao, incorporaremos essa dependéncia na matriz de rotacao e, em seguida, veremos
quais modificagoes precisam ser feitas a fim de preservar as transformagoes gerais (calibre

+ rotagoes no espago de cor).

Inicialmente, tome as rotagoes como infinitesimais na transformacao geral:

— —

(

(
A, A, 460 x A, — 9\ (1.37
Fo Fu 4060 x F,,, (
onde 66 é o angulo infinitesimal de rotacao e a notacgao 86 x ¥ indica o produto vetorial

no espago de cor. Por um lado, pensando 80 como 567(x), o tensor dos campos antigo se

transforma por:
FOw— F,,=F9+60x F9 40,00 x A, — 0,60 x A, (1.39)

com F, 59 = 8M/YV — 8V/YM (repare que ele nao se transforma de maneira homogénea). Por
outro lado, analisando a transformacio do termo F' /S},) = gffu x A, (g é uma constante de

acoplamento):

F’;E,lj) — ﬁ;(j) = ﬁ,ﬁ,? + 66 x g( Hﬂ x A,) —|—g(9ux X O\ — g@ux x A, — gffu X O\
— (60 - DN A, + g(60 - DN A, — gD - A, — DX - A,)d0,

Por global, entende-se transformacoes que ndo dependem do ponto no espago-tempo no qual os campos
sao calculados.
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onde desprezamos os termos de ordem O(§6?). Perceba que definindo X = %5 e novamente
desprezando os termos de ordem O(86?),
FO) = FQ) 460 x F) — 9,60 x A, + 0,60 x A, (1.40)

cancela-se os termos problematicos na transformacao. Por esse motivo, defini-se o novo
tensor dos campos como £, = F ;52) + F ﬁ) a fim de gerar um objeto que se transforme de

maneira homogénea:

Fo = 0,A, —8,A,+ gA, x A, (1.41)
Fo Fo 4060 X F,,. (1.42)

Portanto, a transformacao no campo de calibre que deixa a teoria invariante para o novo

tensor dos campos é
— — — — 1 —
A, — A, +00 x A, — —0,00. (1.43)
g
Entretanto, ainda é necessario lidar com as equacoes de movimento, pois se U se
transforma como @ +— ¥+ 60 x U, sua derivada nao se transforma de maneira adequada:
OuU = 0,V + 00 x 0,7+ 0,00 x U.
Entretanto, redefinindo também a derivada para
D,v=0,U—gA, xv (1.44)
esse problema é resolvido, pois ela se transformara como

D7+ D7 = 9,7 — A, x T+ 60 x (9,7 — A, x 0) + O(36?)
= D, 7+ 60 x D, (1.45)

Essa é a chamada derivada covariante. Ela atua em vetores no espago de cor como em

(1.44). Portanto, as equagoes de campo serao
D, F" =", (1.46)

Note que essas equacoes sao nao-lineares devido a auto-interagao do campo de calibre.

Existe uma propriedade extra nessas equagoes de movimento que é analoga a
equacao da continuidade para o eletromagnetismo. Atuando uma derivada covariante

contraida em ambos lados da equagao anterior ficamos com
D,D,F*" = D,j".
Como D, D,, é simétrico e ['*” & antissimétrico, temos

D,j’ =0 (1.47)
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identicamente. Essa equacao seria o analogo a equacgao da continuidade para o caso em
que o campo de calibre possui auto-interacao. Exploraremos essa “conservacao covariante”

da corrente na secao 1.4.

Por fim, voltemos no exemplo da particula pontual. Suponha que a carga de cor

possa variar e dependa do tempo proprio. Se a corrente associada a particula é

7= [ )00 - (e ar (1.48)
70
e (1.47) é valida, temos que

— T d_) —
D, j* :/ <dq + gA, x q@“(f)) 5@ (x —2(7))dr" =0
T0 T

dq -
_— ch +gA, x g = 0. (1.49)
T

Essa equacao nos diz que a magnitude do vetor no espago de cor é constante, pois

d|q1? dq -
= 2‘) - = —2 7 A Tt - .
I a7 9 G- (A, xqw')=0

Ou seja, o vetor ¢ pode apenas precessionar no espago de cor. Ja a equagdo dindmica para

a particula permanece (1.33) e é invariante pelas transformagoes gerais locais.

Completamos entdo um prototipo para a teoria de Yang-Mills. Comecamos com
o eletromagnetismo e definimos uma teoria a qual demos o nome de eletromagnetismo
de cor que nada mais era que trés eletromagnetismos desacoplados. Nessa teoria, ainda
estavamos munidos de simetria de calibre, mas surgiram graus de liberdade extra: rotagoes
globais no espaco de cor. Ao promover a simetria geral de global para local, ela deixa de
ser abeliana e passa a ser nao-abeliana, pois o campo de calibre se transforma de maneira
nao homogénea. Com isso, é necessario modificar o tensor dos campos e a derivada para
que eles se transformem de maneira homogénea. Essa teoria com transformagoes de calibre
locais ¢é a teoria de Yang-Mills. Na verdade, sendo mais rigoroso, construimos Yang-Mills

para o grupo de simetria SU(2).

1.3.3 Teoria de Yang-Mills in a nutshell

Na subsec¢ao anterior, introduzimos a teoria de Yang-Mills estendendo o grupo de
simetria do eletromagnetismo. Agora, iremos formalizé-la seguindo (MORIYASU, 1983;
FRAMPTON, 2008; RUBAKOV, 2009) e, principalmente, o apéndice de (BLASCHKE et
al., 2016).

Considere GG um grupo de Lie compacto com algebra G associada cujos elementos
de base sao {T,, a = 1,2,....dimG} em que dimG é a dimensdao da &lgebra. FKEsses
elementos relacionam-se entre si através da relacao de comutacao [Ty, Ty] = i fupeTe com

fape as constantes de estrutura. Assumiremos também que G é semi-simples, pois assim as
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constantes de estrutura sao totalmente antissimétricas. Além disso, os elementos da base

sao hermitianos e tém tracgo nulo.

Por ser um grupo de Lie, o elemento do grupo, denotado por ¢, depende de um
namero dimG de parametros reais, 6,. Nas proximidades da identidade do grupo, tal

elemento ¢é escrito como uma exponenciacao dos elementos da algebra:
g=e" ~T—ieh com 0 = 0,T,, (1.50)
onde e é a constante de acoplamento.

O campo de matéria serd considerado como um multipleto relativistico e complexo
com numero de componentes igual a dimensao do grupo. Esse campo assume valores na
algebra de Lie, ¢ = ,T,, e se transforma de acordo com uma representacao matricial
unitaria do grupo:

Y = ge; (1.51)
o = olg7! (1.52)
Para transformacoes ditas locais, os parametros € sao func¢oes no espago-tempo.

A fim de construir a acdo para uma certo modelo em teoria de campos com simetria
de calibre nao abeliana, sao necessarias as derivadas do campo escalar. No entanto, a
dindmica de ¢ com a derivada usual nao ¢ invariante de calibre, pois 9, nao se transforma

de maneira covariante:

Outp = Ou(gy) = Ougyp + g0up.

Por esse motivo, inclui-se um campo real na agdo, o campo de calibre, que é denotado por
A,(z) = A, .(x)T, e que também assume valores na algebra. Com esse campo, a derivada

covariante é dada por:

D,y = 0,p —ieA,p; (1.53)
D' = (D)’ = 0,0 +iep’ A, (1.54)

Ou, em termos dos indices da algebra:

Du(pa = OuPa + e.fabcAu bPe-

Por defini¢ao D, ¢ — gD, logo a derivada covariante se transforma por D,

gD,g™" e o campo de calibre por
Dyup = (Dup) = 0u(gp) — ie A, (g¢)
= glg™O0ugp + Oup —ieg™ AL (99)]
L (.
= 90, —ie(g ALg + —g 7' Dug)lp

_ [/ _
— A, =949 =099 (1.55)
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O comutador dessas derivadas determina o tensor dos campos:
[D,,D,|p = —ie(0,A, —0,A, —ie[A,, A)])p
= [D,,D,] = —ieF,, (1.56)
que se transforma homogeneamente com a representacao adjunta:
F. — gF.g " (1.57)
Além disso, ele também obedece a identidade de Bianchi:
D,F,»+ D,Fy\, + D\F,, = 0. (1.58)

Definindo o dual do tensor dos campos como F, w = %E,W xs = F* essa identidade pode

também ser escrita de forma simplificada por

D,F" = 0. (1.59)

Escolheremos a base da algebra de tal maneira que a sua forma de trago seja
Tr(T,Ty) = 045 Assim, a dindmica de uma teoria de Yang-Mills pura serda dada por
F,,F*
SYM:/d4JZTT<— = >
Q 4

Essa teoria é invariante por transformagoes de calibre (1.57).

1
-2 /Q d'z F,, F1. (1.60)

Uma teoria simples com simetria de calibre que dita a dindmica de ¢ é

Su = [ d'z (D' Do~ Ullp))). (1.61)
Nesse modelo, o campo de calibre é mero espectador, sem dindmica propria. Construiremos
uma teoria mais interessante para descrever uma interagdo combinando (1.60) e (1.61),

pois assim ambos campos tém dinamica e esta, por sua vez, é acoplada. Essa teoria sera

chamada de Yang-Mills-Higgs:

o P
§= [ d {Tr (— o >+DM¢TD“¢—L{(\¢|)}. (1.62)

O primeiro termo representa a contribuicao de Yang-Mills com o tensor dos campos
ditando a evolugao do campo de calibre. O segundo termo descreve a cinética do campo de
matéria, que se acopla com o campo de calibre através da derivada covariante. O tltimo

termo é potencial que restringe o comportamento do campo de matéria.

Por simplicidade, tomaremos o potencial como em (1.11), ou seja, U = m2plp.

Considere variagdes arbitrdrias na a¢ao’ (1.62):
4 Fiu 0 FH ipn 15D o — m25ot 2,1
5S:/de Tr -5 +0D,p"D" o+ D,p'6 D" o —m=dp'e —m=p'op ;.

(1.63)

9 Neste ponto, vale lembrar que estamos lidando com representacdes matriciais e, entre as muitas

propriedades do trago, hd duas em particular que usaremos frequentemente ao longo do texto. A primeira
é a simétrica, Tr(AB) = Tr(BA), e a segunda é a ciclica, Tr(A[B,C]) = Tr(B|[C, A]) = Tr(C[A, B]),
onde A, B e C sao matrizes.



1.4. O problema da carga em teorias ndo abelianas 33

O primeiro termo pode ser reorganizado como
F, 0F*
Tr (—“2> =Tr{=0,(F"0A,)+ D,F"0A,}. (1.64)

O segundo e terceiro serao:

3D, D = 0,(8¢" D) — 6" D, D" —ie(D* ) o' A,; (1.65)
D,'6D" o = 0,(D"¢'5p) — D, D"p'5p + iep(DFoN)SA,,. (1.66)

Substituindo (1.64), (1.65) e (1.66) em (1.63):
5S = /Q d'e {01+ e 6A, o — Sole, — e, (1.67)

onde definimos

K" = —Tr(F"5§A,) + 0¢' Do + D"l §ip; (1.68)
ji = ie(p'T,D"p — D" T,p); (1.69)
e, = D, D" +mPy; (1.70)
ot = D, D"oT + m2oT; (1.71)
€4 o = Duba" = Ja- (1.72)

Sendo as variacoes arbitrarias, o termo com 9, K* se anula nas bordas. Além disso,

pelo principio da agao estacionaria, as equagoes de movimento sao

Dy FM™ = 2 (1.73)
D, D"p +m*p = 0; (1.74)
D, D"o" + m?pt = 0. (1.75)

Em conjunto com a identidade de Bianchi, equagao (1.59), descrevemos completamente do

campo de calibre e o campo de matéria na teoria de Yang-Mills-Higgs.

1.4 O problema da carga em teorias nao abelianas

A conservacao da carga surge naturalmente através de uma equacao da continuidade,
conforme estabelecido pelo teorema de Noether, ou diretamente das equac¢oes de movimento
na eletrodinamica (ver se¢ao 1.2). Entretanto, existe um problema em aberto desde o
surgimento da teoria de Yang-Mills em 1954 (YANG; MILLS, 1954) que ¢é a dificuldade
em se definir uma carga conservada e invariante de calibre, uma vez que as equacoes de

movimento permitem apenas a conservagao covariante da corrente externa:
v v 1 v . 1 v
D,j* = D,D,F" = —i[DM,DV]F“ = zeE[FW,F“ =0

— D,j’ =0. (1.76)
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onde usamos a relagao (1.56) na terceira passagem.

No entanto, ¢ possivel reorganizar a equagao de movimento da seguinte maneira:
O F" = 3" +ie[A,, F'"| = J", (1.77)

definindo uma nova corrente (SCHLIEDER, 1981; LAI; OH, 1984; WEIJUN, 2017) como
J" = j¥ +ie[A,, F*], que serd chamada de corrente total. Assim, é possivel escrever uma

equacgao da continuidade:

8,J" = 0. (1.78)

Essa abordagem nos levaria ingenuamente a crer na solugao do problema de carga
na teoria de Yang-Mills: basta considerar a corrente como tendo uma contribuicao externa,
j”, e uma contribuigdo do préprio campo, ie[A4,, F*"]. Propagando este erro, a carga
poderia ser definida de maneira andloga a (1.26):

Q= | dzJ" = dr® + de | &Pz [A,F) (1.79)
Qg Qg Qs

contribuigdo da fonte contribuicdo do campo

onde Qg é a parte espacial de €). A condicao de conservagao seria entao

d o N
—Q=- dS;J'=0 — lim R*(J-7)=0. 1.80
dtQ o0s Jrees ( T) (1.80)

O equivoco estda em desconsiderar que, além de conservada, a carga precisa ser
invariante de calibre, garantindo que a conservagao em um certo calibre continue valida

em todos os outros.

m teorias nao abelianas, além dos campos se transformarem, a corrente também
Em t ao abelianas, além d t formarem, a te tamb
o fara, pois assume valores na algebra. Deduzir a forma com que a corrente muda nao é

dificil, basta lembrar das transformagoes de calibre da se¢ao anterior:

Euv gFuwg™ (1.81)
_ 7 _

A, gAug !t — 099 b (1.82)

D, gD,g " (1.83)

Substituindo diretamente na equagdo dindmica (1.73), obtém-se:
D;F/ - j/ v
gDMFuugfl — j/ v
e j/ v — gjl/gil_ (184)

Com a transformagao da corrente em maos, considere-a na possivel carga (1.79):

Qo @ = [ dwg@) g7 @)+ [ ' g(@)lg™ @)og(@). POl ). (185)
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Observe que a carga nao se transforma de maneira homogénea e, portanto, seu trago nao é
invariante de calibre. Além disso, nem sequer é possivel garantir que a carga se conserve

nesse novo calibre!’, pois
T I = g(a) g™ (@) + g(@)lg™ ()9 (x), F*']g™ (), (1.86)
ou seja, (1.80) nao é necessariamente satisfeita. Portanto, o problema persiste.

Vale ressaltar que ao promover a simetria de local para global, ou seja, considerando
g tal que 9, = 0, a carga se transforma de maneira homogénea e seu traco ¢ invariante

de calibre, pois
Q—gQah (1.87)
J—gJ gt (1.88)
Portanto, o problema da carga ¢ exclusivo para a simetria local.

Poderiamos cogitar abordar esse problema através do teorema de Noether assim
como na sec¢ao 1.2. No entanto, é necessario precaucao, pois poderiamos concluir que a
promocao da simetria de global para local aumenta o niimero de graus de liberdade levando
a correntes extras (KARATAS; KOWALSKI, 1990). A utilizacao correta do teorema de
Noether, implica na corrente conservada como a prépria corrente total (AL-KUWARI;
TAHA, 1991), definida pela equacao (1.77).

No trabalho de Al-Kuwari e Taha, eles utilizam as equacgoes dinamicas ao aplicar o
teorema de Noether. Entretanto, elas nao sao necessarias, como discutido anteriormente
no caso abeliano (segdo 1.2). Para ilustrar esse ponto também no caso nao abeliano,
consideraremos a a¢ao do modelo de Yang-Mills-Higgs, dada em (1.62). A variagao da
acao é dada em (1.67) e usando as transformagdes infinitesimais de calibre, do = —ifp,
dpt =ip'h e §A, = —D,0, obtemos:

5S = /Qd“;p {0,K" — &y .D,0, —iep'le, + iec,t0p}. (1.89)
Reorganizando essa expressao, temos:
38 = [ dte (0,(K* — 0, )} + [ d'n 10D,k , + iehu(ep Tup — #1Tec, )} (190

Apés um pouco de trabalho algébrico, com auxilio das equagoes (1.69) a (1.72), chegamos

em
ie(epiTap — 9'Tugyp)} = Dyjh.
Assim, (1.90) serd
68 = [ d'e {0,(K¥ — 0 )} + [ d'x {Bu(DUDLF — i) + D))

— / d'z {0, (K" — 0" )} + / d'z {0, D,D,F"™}. (1.91)
Q Q

10 No apéndice H, ilustramos esse fato com um exemplo explicito interessante.



36 Capitulo 1. Introducdo ds teorias de calibre

A primeira integral serd nula ao exigir # como zero nas bordas do espago-tempo. Portanto,
o teorema de Noether para a simetria de calibre em uma teoria nao abeliana fornece a

seguinte expressao:
0§=0 < D,D,F"" =0. (1.92)
Dessa forma, a corrente de Noether serd
INocther = Dy F"™. (1.93)

Note a nao necessidade das condigoes on-shell na dedugao da corrente conservada. No
entanto, essa corrente sera identificada como a a corrente de matéria somente ao exigir a
validade das equagoes de movimento. Portanto, até mesmo quando aplicamos o teorema

de Noether, nao conseguimos definir a equagao de continuidade para a corrente de matéria.

Como ultima observacgao, note que se impuséssemos as equacoes dinamicas ainda

na variacdo da acao, equacao (1.89), teriamos:
0S = / d'z 9, K", (1.94)
Q
O integrando dessa expressao pode ser reorganizado como

O, K" = 0,(F"™D,0, +ief,0 T, D" p — ief, D" o' T,p)
=—0,J! 0, + (D, F' — ) 0,0, + F!" 0,0,0,
= —0,J 0,.
Esse resultado é comumente chamado de teorema de Noether na literatura, mas ele nao
¢ verdadeiramente o proposto por Noether em 1918 (NOETHER, 1918). Apesar dessa

diferenca, seu resultado ainda assim é a conservacao da corrente total e nao da corrente de

matéria e, portanto, ainda é problematico.

1.5 Propostas para a carga conservada e invariante de calibre

Diversas propostas foram feitas na tentativa de solucionar o problema das cargas
em Yang-Mills. Na secao 4, exploraremos a proposta de L.A. Ferreira e G. Luchini em 2012
(FERREIRA; LUCHINI, 2012b). Antes disso, na presente segao, apresentaremos duas
outras. Uma das quais envolve restri¢oes das transformagoes na borda do espago-tempo,
enquanto a outra introduz um campo escalar extra para definir uma corrente invariante

de calibre.

Primeira proposta: restringir as transformacdes de calibre

A carga total se transforma segundo (1.85):

Qo @ = [ dwg@) g7 @)+ [ e g(a)lg” (@)0g(). FUlg™ @),
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Suponha uma restrigdo nas transformagoes de calibre!! por g(x¢, z;) — g(x¢) na borda,

i.e. quando r — oo. O segundo termo se anula, restando apenas
Q= @ =glao) ([ & 1) g7 (@0) = glao) Q g7 (a0). (1.95)
S

Portanto, a carga fica covariante. Porém, a corrente ainda se transforma como

J = J" = g(x0)J g (x0) + 9(20)[97 " (20)og(x0), F*]g™ " (x0) (1.96)
e a derivada temporal da carga por

dcg/ = g(zo) Cigcf 9~ (xo) + g(xo) /QS d*x[g™ (20)dog(x0), I g~ (z0) - (1.97)

termo problematico

Logo, ainda nao ¢é possivel garantir a conservacao da carga como independente do calibre.

Introduzindo, entao, condi¢ées de contorno ainda mais restritivas,
r—oo g(x) =g,

onde g é uma constante, tem-se a conservac¢ao da carga em todos os calibres (desde que

eles satisfacam essa condi¢ao) pois

Q = §Q5" (1.98)
J o gJigTh (1.99)
dQ aQ  _dQ__,

% — gt =, 1.100
dt = a  Tar? (1.100)

Por fim, basta construir a carga invariante de calibre através de

Q= \/ Qo Qo = \/ZZW (1101)

Entretanto, descartar parte das transformacoes de calibre nao parece natural. Além
disso, essa restricdo compactifica a parte espacial do espaco-tempo de R? para S, nao

permitindo solugoes de monopolos magnéticos, como apontado por (JACKIW, 1980).

Segunda proposta: corrente total invariante de calibre

Discutiremos agora uma alternativa adicional para a carga invariante de calibre

sem impor condi¢oes de contorno restritivas sobre o grupo de calibre. Nesta subsecao,
referencia-se (BO-YU, 1982; LAI; OH, 1984; WEIJUN, 2017).

11 Embora ndo tenhamos uma atribuicdo especifica a esta abordagem, deixa-se como referéncia (JACKIW,
1980; LAT; OH, 1984; WELJUN, 2017).
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O problema na defini¢ao da carga estd na transformacao nao homogénea de A,
pois ela leva J* a se transformar também de maneira ndo homogénea, ver equagoes (1.85)
e (1.86), como

Ry sy ég[gflayg, Fig !, (1.102)

A fim de tornar J¥ invariante de calibre, vamos postulé-lo diretamente a partir de
um tensor dos campos também invariante de calibre. Isso serd alcancado escolhendo uma

dire¢ao no espago interno através de um campo escalar n(x), que é unitario na élgebra:

n(x) = ny(x)T,; (1.103)
Nalla = TT(T]z) =1 (1.104)
n— gng L. (1.105)

Entao o novo tensor dos campos, que também ¢é um escalar na algebra, sera
FH = Fiy,. (1.106)
Atuando uma derivada usual nesse novo campo, tem-se:
O F" = 0,F!"'n, + FI'"0,n,
= June +ie[Aq, FY]on, + F0,m,
= jine + Dyn. FL. (1.107)
Portanto, define-se a corrente invariante como
T’ = 0, F" = jona + Dung FY”. (1.108)

Observe que o primeiro termo ¢é a contribuicdo da corrente externa e o segundo é a

contribui¢ao da auto-interacdo do campo. Dessa forma, a corrente satisfaz
D, F" =9, F" = J", (1.109)

pois J¥ é um escalar na algebra, logo o comutador —ie[A,, F**| se anula. Isso implica

que a equacao da continuidade e a equacao da conservacao covariante sao satisfeitas:

0,T" = 0,0,F" =0 (1.110)
D,J" = D,D,F" =0, (1.111)

Apesar de construirmos a corrente requerida, precisamos garantir que de fato ela
seja invariante de calibre e, por esse motivo, é necessario determinar como suas componentes
no espaco interno se transformam. Para isso, imaginemos que exista uma conexao, digamos

h, tal que a direcao do vetor 7 seja preservada em qualquer ponto no espacgo-tempo, i.e.

DMy = 0, + [hy,n] = 0. (1.112)
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Além disso, queremos que esse transporte paralelo seja preservado em qualquer calibre.

Nesse caso, a conexao h se transforma por

DPp=0 D"y =0
Aulgng™) + [P, gng™'1 =0
Augng™" — gng 099" + 90,9 + [, gng '] =0
1 9n9™] = ([ ) + (1,9 Dugl)g ™"
[ 9ng ™) = lghug ™" — 999~ gng ']
h, = gh.g™ ' — 0,997 (1.113)

Suponha também que é possivel resolver o campo de calibre em duas partes'®: A, = h,+k,,,
onde h, ¢ a ja mencionada conexao responsavel por transportar 7 paralelamente. E fcil

deduzir qual a lei de transformacao de &, ja conhecendo aquela de h, e A,. Vejamos:

Al =gAg ! — .99

hL + k; = ghug_1 + gk‘ug_l — 0,99~
h, +k, =N, + gk.g~!
— k), = gkug". (1.114)

1

Substituindo essa nova forma de decompor A, na corrente invariante (1.108):

TV = jina + Dun.Fr
= Janla + Ouna By + [hy + Ky, mla B
= N0 + D + [k, F*™ ],
= (Jo + [k, F*]a) N
= J. = ju + [ku, F"],. (1.115)

Agora, fica evidente que as componentes de J” se transformam de maneira covariante,
Te v TY =5 K,
= g(j + [k, F"]a)g™

= T =9J.9, (1.116)

levando a J" se transformar de maneira invariante, pois n também ¢é covariante.
A carga invariante total serd definida a partir da corrente invariante conservada

por

Q= d&rJ%) =] droF°= ds; F°. (1.117)
Qs Qs Ng

12 Essa decomposi¢do da conexdo é chamada de decomposi¢do de Cho. Ver (DEHGHAN; DELDAR,
2019).
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Novamente, essa carga é conservada se J* se anula rapido o suficiente para r — oo,

dQ .
== ds; J°. 1.118
dt 0s J ( )

Também ¢é possivel decompor a carga em partes que provém ou da fonte externa
ou do campo. Por (1.115) e (1.117):

0= [ ' jomat [ d [k, PO .
Qs Qg
EQfo’n,te Ean/mpo

Q = Qfonte + Qcampo- (1119)

Como observagoes finais, ¢ importante ressaltar novamente que, por construcao, a
lei de conservacgao e a carga sao invariantes sem a necessidade de impor restri¢oes sobre
as transformagoes de calibre. Entretanto, é necessario estabelecer uma direcao inicial no
espaco interno e garantir que essa escolha seja preservada. Por esse motivo, definimos uma

conexao h, que faz parte da decomposigao de A, como h, + k,.

Note ainda que, de acordo com (1.119), a conexdo h, nao contribui para a dindmica
do campo como uma “carga”, apenas a conexao k, o faz. Efetivamente, estamos decom-
pondo o campo A, em uma parte que preserva a direcao de n e outra parte que contribui

para a dindmica do tensor dos campos.
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?2 Holonomias

No capitulo anterior, apresentamos as teorias de calibre abelianas (eletromagne-
tismo) e nao abelianas (Yang-Mills). Discutimos como derivar a conservacao da carga
elétrica no eletromagnetismo a partir do teorema de Noether e destacamos o problema
intrinseco nas teorias nao abelianas ao definir a conservagao da carga. Para abordar
esse problema, é necessario formular as teorias de Yang-Mills na versao integral, e um
conceito-chave nesse processo sao as holonomias generalizadas. Nesse capitulo, preten-
demos descrever a equacao da holonomia', escrever detalhadamente como solucioné-la e

discutir as holonomias generalizadas fornecendo também sua solugao.

2.1 Transporte paralelo

Um campo é um objeto matematico que leva pontos do espago-tempo para a
variedade dos campos (BAEZ; MUNIAIN, 1994). Introduzimos, no capitulo anterior,
apesar de nao mencionar diretamente, as teorias de calibre assumindo que cada ponto na
variedade alvo possuia graus de liberdade extras. Podemos estender essa ideia assumindo
que esses pontos suportam um espacgo vetorial associada. Essa estrutura, descrita sem
rigor matematico, e conhecida como feixe e cada espaco vetorial na variedade dos campos

e chamada de fibra (ver apéndice C).

Em Fisica, interessa-nos o comportamento do campo quando mudamos a coordenada
do espago-tempo em que calculamos o valor do campo. A anélise dessa variacao é feita
através do conceito de derivada; nela tomamos a diferenca do valor do campo em dois
pontos diferentes e depois fazemos a diferenca ser infinitesimal. Contudo, devido aos
novos graus de liberdade na variedade alvo, o campo levard pontos do espaco-tempo de
Minkowski em vetores em espacos vetoriais diferentes e nao existe maneira trivial e tnica
de subtrair vetores em espacos vetoriais diferentes. O problema é resolvido ampliando o
conceito de derivada para a chamada derivada covariante. Esse operador leva o campo
em um ponto sobre a variedade alvo em outro e se transforma de maneira covariante
com o grupo de calibre. Nesse processo, introduzimos um campo extra que funciona
como conexao?, assumindo valores na algebra do grupo de simetria e se transformando de

maneira nao homogénea com o grupo.

Sendo possivel comparar campos em espagos vetoriais diferentes, surge mais um

L A holonomia é o operador transporte paralelo sobre caminhos fechados. Neste trabalho, também nos

referiremos ao operador transporte paralelo sobre um caminho aberto (comumente chamado de linha
de Wilson) como holonomia.

Na literatura de feixes e fibrados, esse campo é chamado de potencial e a derivada covariante que é a
conexao. Entretanto, adotaremos o jargao de fisicos.
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~ 7
'Uﬂ}, q ’U,Yf

Figura 1 — Transporte paralelo em uma esfera por diferentes caminhos.

problema: transportar o valor do campo entre pontos na variedade alvo. Isso ¢ feito
através do transporte paralelo e é possivel mostrar que tal procedimento é tinico para um
certo caminho. Repare que o transporte do vetor sobre o caminho nao precisaria, a priori,
ser paralelo, entretanto a fim de preservar o vetor e, consequentemente, a informagcao fisica
contida no mesmo, impomos que a direcao do vetor seja preservada. Essa frase lembra
a ideia original de Weyl (se¢ao 1.1) e um exemplo simples é o transporte paralelo entre
vetores sobre a superficie da esfera S?. Dados dois caminhos como na figura 1, o resultado
do transporte do vetor u depende da escolha de v; ou 79, mas, definido o caminho, a
translagao desse vetor é tnica. Outro exemplo mais trivial é o espacgo euclidiano que,

devido a curvatura nula, independente do caminho escolhido o resultado é o mesmo.

Nesta secao, queremos introduzir o conceito de transporte paralelo e, para isso,
partimos do simples ao usar a equacao que define o transporte paralelo. Dados um vetor
parametrizado por o € [0, 27|, denotado por u(c), um caminho também parametrizado
por o, chamado de (o), e a tangente a esse caminho, 7/(¢), a equagdo de transporte
paralelo de u por v sobre uma certa variedade, munida com espacos vetoriais em cada

ponto, é
DW/(J)U(O') = 0.

Explicitamente:
du(o)
do
onde A ¢é a conexao (campo de calibre).

+ A (0))ulo) =0,

- ’ . . . m
E comum, e serd usado daqui por diante, escrever a tangente ao caminho como dd%

e a conexao A em termos de suas componentes. Também introduziremos a constante de
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acoplamento —ie por razoes fisicas®. Assim

du(e) . dzt B
i Z@A#%u(a) = 0. (2.1)

Uma outra forma de enxergar o transporte paralelo de um certo vetor por um

caminho é definindo um operador W tal que
u(2m) = W(y, D)u(0) (2.2)

seja o resultado do transporte do vetor u do ponto inicial para o ponto final do caminho.
Como a equagao diferencial de transporte é linear, esse operador também ¢ linear. Além

disso, ele possui as seguintes propriedades:

1. W(y,D) =W (v, D).. W (v, D)..W (71, D), onde ~; : [t;, tis1] > Mel<i<n;
2. W(y™,D)=W~'(y,D) ;

3. W(t, D) =1 set éo caminho “pontual”,

onde M ¢é a variedade dos campos sobre a qual W realiza o transporte. Denominaremos
W (v, D) como o operador holonomia, apesar de, rigorosamente, a holonomia é o operador

de transporte paralelo quando o caminho é fechado, i.e. um loop.

Note que as propriedades acima definem W como elemento de um grupo®*. Tal
grupo é G, o grupo de calibre da teoria. Isso é evidente se pensarmos que o transporte -

ou transformacao - age sobre os vetores da 4lgebra’.

Podemos escrever a equagao da holonomia (2.1) em termos de W usando (2.2) e
a propriedade 1, que nos permite compor os caminhos (ver figura 2). O vetor u(o) em
um ponto qualquer o € [0,27] do caminho pode ser obtido a partir de u(0) através da

atuacao do operador W:
u(o) = W(o)u(0). (2.3)

Observe que W(vy(o), D) seria a forma mais correta de se escrever a holonomia ja que
W depende do caminho e o calibre de A na derivada covariante, mas adotaremos uma

notagao simplificada. Voltando na equagao (2.1), ficamos com

aw(e) . . da* B
pra ZGAMEW(O-) =0, (2.4)

que é a equacao que define o operador transporte paralelo® entre pontos sobre a variedade

alvo.

3 A,, assume valores na representacao de um grupo de calibre. No caso do SU(N), esse fator faz com

que A, seja hermitiano. A constante de carga fundamental e da a “magnitude da interacdo”.
Faltaria escrever a associatividade, mas ela é trivial se pensarmos na propriedade (i).

No formalismo de feixes e fibrados, a variedade alvo do campo é um G-feixe e cada espago vetorial
sobre o grupo forma uma algebra sobre aquele ponto.

Para uma discussao sobre derivadas da holonomia, ver apéndice D.
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Figura 2 — Vetor u(o) em 7.

2.1.1 Solucdo da equacdo de transporte paralelo

Prosseguiremos determinando a solugao dessa equagao (LUCHINI, 2013). O método
a ser utilizado ¢ integracao direta com aplicacao de recursividade, ou seja, integraremos
diretamente a equagao (2.4) e substituiremos a solu¢do na prépria solucao indefinidamente.

Os detalhes das integracoes serao apresentados no decorrer dos calculos.

Integrando (2.4), o resultado é

dxt

W(o) = W(0 —i—ze/ Aplo0) G

W (oy)doy. (2.5)

Note que enquanto o € [0, 27| a varidvel oy € [0, o], ou seja, o papel de W (o) é transportar

o vetor a partir de 0 até o.

Se essa solugao é valida para W (o), podemos escrever também uma anédloga para

W (o1) cuja solugdo é andloga a (2.5). Substituindo tal solu¢do para W (o) em (2.5):

o duh o da
Wia) =W(O) +ie [ (o) (W(O0) +ie [ Aplo2) W (aa)ders ) don
0 doy 0 dos
[ dxt dxtt dxh?
= W(O) +Z€/O AMI(Ul) d W d0'1 + 26 / / m 01 12 O'Q)W(O'Q) do‘l d0'2 O'QdO'l
Novamente, se (2.5) é vélido para W(o) e W(oy) também serd para W(os), que é o
operador que transporta o vetor de 0 a oy, e teremos
dxtt dxMt daxt2
W(o) = W(0) +ze/ Ay (o) ’ W(0)do, + (ie) / / w1 (1) A, (02)W(0) i oodoy
d dO'l dO'Q

dxtv dxt? dahs
Apy (01) Ay (02) Ay (03)W(0) oy dog dos dosdoydo,

o [
o1 03 dzt dab? dxHs dah4
Gt [ A

M2 OQ)AH3(03)AM4(O'4)W(O'4) dO’l d0'2 d0'3 d04 d04d0'3d0'2d01
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O oo O-n cee 0-3 0-2 0-1 O- 27T
@ & ]

[ @ \ 4 o

Figura 3 — Ordenamento em o.

Evidentemente, repetindo o processo algumas vezes a tltima integral sera

1 75— 'y dztt dzh
W (o) ——...=—do,...do.
Gy [ [ [ A (o) Ay (03) W 3) oo

Repedindo indefinidamente:

dajll/l dxMQ

dO’l dO'Q

dz™
d W dUl + Ze / / Q1 Ul o UQ)W(O)

] dxPt dxh? doats
+ (ie)? /0 /0 /O A (00) A1y (0) Ay (o)W (0) " oo

oodo

W(o) =W(0 +2€/ Ay, (01)

o o o1 (o2 fos Azt dahe dghs dgha
+ (ie)® /0 /0 /O /0 A (00) Ay (02) Ay (03) Ay (02) W (0) =T dordorydordon
] . o o1 o dxﬂl dx“j
+..(Ze)3/0/() /0 A (1) Ay, (0)W (O) . Ty (2.6)

Nessa expressao, estd implicito que o; > 041, pois estamos tomando a integracao
de zero até o; < 0. Portanto, percebe-se que existe um ordenamento especifico para A,
a ser respeitado (ver figura 3). Serd ttil introduzirmos o produto de caminho ordenado,
ou simplesmente produto ordenado”. A fim de ilustrar sua funcionalidade, tomemos o
terceiro termo de (2.6):

da;wul dx,“Q
w0 doydo .
L Ao Ao W ()G dovdon

O produto ordenado nos potenciais funciona como

A,ul (0’1)14“2(0'2),86 o1 > 09
Ay, (09)A,, (01),8€ 09 > 04

P(AMI (01)7AM2 (02» = {
Na integral:
o o1 dxul xlm d:ﬂ“ dx/m
P A (@) Ao W (O0) 5= dondor = [ [ 4,,(00) Aun (02 W (0) 5= T~ doder

doy d<72 doy doy
7 A2 A ()W (0)

dmﬂ? dx,u‘l
d0'2 dO’l
(2.7)

0'1d0'2.

7 Repare que, se o grupo G fosse abeliano ndo seria necessario o produto ordenado.
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Ambos termos em r.h.s. sdo equivalentes, pois compartilham o que chamaremos
aqui de simetria simplexa. Em matematica, um n-simplexo é um objeto que generaliza
triangulos. Exemplos desse objetos sao um 0-simplexo, que é uma reta, um 1-simplexo,
que é um triangulo, e um 2-simplexo, que é um tetraedro. Descreveremos a funcionalidade

dessa “simetria” a seguir.

Antes de introduzir o ordenamento (ver figura 4), a regido de integragao era
R ={0<0y<01; 0< 0y <o},

ou seja, um tridngulo (1-simplexo) retdngulo isésceles de catetos o. Apds o ordenamento, a

regiao de integragao passa a ser um quadrado de lados o cuja regiao pode ser descrita por
Rso = {0 < 09,090 < 0}.

Repare que o tridangulo superior é simétrico ao inferior (ver figura 4) e representa a regiao

de integracao
Ry ={0<o0; <09 0< 09 <0},

que é a segunda integral em (2.7) e satisfaz R3o = Ry U Ry, i.e. a unido de dois 1-simplexos
idénticos. Essa é a simetria simplexa e ela nos diz que ambas as integrais sdo equivalentes.

Com isso, podemos reescrever (2.7) como

dx:ul dx:u‘Q

dO’l dUg

dx.u‘l dx/-’&

d
dUl d0'2 72091

L [ AuenAuie)wo) dowdor = 5P by Al A (o)

g

1 o dxht 2
=P (/0 A (o) d(;l) W(0), (2.8)

onde a ultima passagem ¢ possivel devido a integral entre parénteses ser analoga a de oy e

02. Entretanto, ela é apenas uma definicdo que ilustra tal propriedade.

o) 02

o o]

o 7 o

Figura 4 — Simetria simplexa para o terceiro termo de (2.6).
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o o >
01

Figura 5 — Simetria simplexa para o segundo termo de (2.6).

Para prosseguir, precisamos voltar nosso olhar para o segundo termo da soma em
(2.6). Sua regido de integragao ¢ uma reta (ver figura 5), ou melhor um 0-simplexo. Como

sO existe um ordenamento possivel para essa regiao, ela é trivial. Sendo assim:

dzH dxzt

/OU d01Au1(01)TﬁW(O) =P (/Og dalAM(Ul)d(ﬁ) 1 W (0) (2.9)

Agora, repetiremos o processo para o quarto termo de (2.6). O produto ordenado

sera
A, (01)A,(02)A,,(03), se o1 > 09 > 03
Aul (0'1)14#3(0'3)14”2<0'2>, Se 01 > 03 > 09
A, (02)A,(03)A, (01), se 09 > 03 >0
Py (71), Ay(72) Ay () = {02\ 72) sl 00 (00), e 022 032 4
Ay (02) Ay (01)AL,(03), se o9 > 01 > 03
AH3<U3)AH1(01)A#2<O_2)7 Se o3 > 01 > 09
AM3<U3)A#2(02)AN1 (O’l), se o3 > 09 > 01

Estamos simplesmente fazendo a permutacao de 3 elementos e, por isso, existirao 3!

integrais:

dlwul dx/"‘? dlnu{’;

(o o1 g2
73/0 /0 /0 A, (01)A,,(02)A,,(03)W(0) o dos dos dosdoydoy
dzh dxh2? daHs

o ro1 ro2
:/0/0 /0 Am(al)Auz(UZ)Aus(US)W(O) do doy dos dosdoydo

dlﬂul dx,u'?) dxAU'Z

o o1 [o3
+/0/0 /0 AM(Jl)AM3(03)AM2(U2)W(O) doydosdo

d0'1 d0'3 d0'2

+ permutacoes (2.10)

Essas integrais, devido a simetria simplexa, serdo equivalentes. A regiao de integracao

antes do ordenamento correspondia a um tetraedro (2-simplexo). Como, por exemplo
Ri={0<03<09; 0<0y,<01; 0< 01 <03}

Apéds o ordenamento, a regido de integracao passa a ser um cubo com arestas o (ver figura

6),

Ry ={0 < 0y,09,03 < 0}.
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Esse cubo pode ser construido através de 6 tetraedros iguais® (ver figura 6). Tais tetraedros
nao sao quaisquer, eles correspondem as regides de integracao das integrais em r.h.s. de
(2.10). A equivaléncia das integrais devido a simetria simplexa nos permite escrever o

quarto termo de (2.6) como

dm;u'l dx,U‘Q dl'NB

/O/O /0 Api(01) Ay (02) Ay (03) W (0) dosdosdoy

d0'1 dO’Q d0'3

1 T [or [z drtt dgte dets
- 57)/0 /0 /0 A’”(al)AN2(02)Au3(a3)W(O) doy doy dos dosdosdoy
1 o drH 3
=3P (/0 Au1<Ul)Tﬁd01) w(0) (2.11)

Na tltima passagem, usamos a mesma ideia descrita para (2.8).

a3 O3

a1

Figura 6 — Simetria simplexa para o quarto termo de (2.6).

Generalizando essa construgao para o (j + 1)-ésimo termo. A regiao de integragao
antes do ordenamento é um j-simplexo. Apods o ordenamento, a regiao de integragao é
um hipervolume que pode ser dividido em j!’s regides equivalentes ao j-simplexo antes do

ordenamento, mas com as coordenadas permutadas. Explicitamente:

o gj-1 dxtr  dxt
/0 /0 A (0)- Ay, (03) W (O) G
1 o ] dxtt  dxti
:ﬁp/o /0 A (1) Ay (03) W (0) G
1 o dz J

8 3

Enquanto o volume do cubo é o3, o volume dos tetraedros é o2 /6.
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Voltando na expressao da holonomia:

d:c“l

W(o) = W(0) + P ( [ At

(/ A, (o) d’” d01>2 W(0)

d 1 J
TR (/ Ay (01) d01> W) + ..

d01> W(

Organizando esses termos em uma série:

W(a):<_0 < (/ A (o d:’:md 1>n> W(0).

Portanto, a solu¢ao da equacao de transporte paralelo é, formalmente, uma exponenciacao:

dx.“l

W(o) =Pexp (ie /OJ A, (o1)—— o d01> W(0).

Essa ¢é a solugao que procuravamos.

Adiante serd necessario introduzir produtos ordenados para novos parametros
além de o e, por isso, renomearemos P — P, para indicar o produto ordenado em o.
Também definiremos a holonomia calculada no ponto inicial como W (0) = Wx. Com essas

defini¢oes, temos

o dx™
W(O') = PU exp <l€/0 Aﬂl (0‘1) dx . d0'1> WR (213)

2.1.2 Teorema de Stokes exponenciado n3o abeliano padrao

Na secao anterior, mostramos como calcular a holonomia em um certo caminho que
liga espagos vetoriais em pontos diferentes da variedade alvo. Queremos agora entender a
dependéncia da holonomia com o caminho escolhido para ligar esses pontos. Para isso,

olharemos para a equacgao que define a holonomia sobre o caminho ~:

dW(U) dx#
ieA,—
do " do W) =0.

Tomemos entao deformagoes do caminho (ALVAREZ; FERREIRA; GUILLEN, 1998;
FERREIRA; LUCHINI, 2012a; LUCHINI, 2013) através de variagoes x — x + dx direta-

mente sobre essa equacgao. Tais variagoes podem ser separadas em duas classes: variagoes

. ~ M . ~ . N . . ~
tangentes (na direcao de %) e variagoes perpendiculares a v. Em particular, as variagoes
tangentes correspondem a reparametrizagoes, z(o') = z(¢’(0)), e ndo geram novos cami-
nhos. Além disso, é facil de perceber que seu papel ¢ de apenas alterar a “velocidade” do

transporte introduzindo um fator multiplicativo 92 na equacio da holonomia fazendo com

do
que, de fato, W nao mude. Por outro lado, as variagdes perpendiculares sao as que geram
novos caminhos e, por isso, introduzimos um novo pardmetro 7 € [0, 27| responsavel por

as rotular durante a variacao’. Agora, o vetor normal a curva é dado por ‘ZL

9 Naturalmente, para 7 = 0 estamos sobre o caminho original.
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Ao invés de simplesmente fixar as extremidades do caminho, inicialmente, apenas
o faremos para o ponto inicial, p = x g, ao qual nos referiremos como ponto de referéncia.

Sua importancia se dard quando generalizarmos o conceito de holonomia.

Variando a equacao que define o operador W:
aw dzt dz#
d—— —ied | A, ieA,——0oW =
o e ( o ) W — o W =0
d

do

m
(W=LW) = ieW =15 (A ‘?) W,

onde multiplicamos pela esquerda por W ™! e reorganizamos o resultado. Integrando e

lembrando que o ponto de referéncia é fixo tem-se

SW (o) = ieW / Twis (A4, o
B 0 " do’ '
Integrando por partes, substituindo a equac¢ao que define a holonomia nos termos C;W e
usando que 04, = 9, A,0x", teremos
dx#
W(o) = —zeW/ W= 1FWWd ~0x"do’ 4 ie A, Wox", (2.14)

onde F,, = 0,A, —0,A, —ie[A,, A,]. Parametrizando a variagao em 7 como ja discutido:

dw
== —@eW/ W, WEs

oxt ox” , . oxt

o' Or P or

(2.15)

Caso o ponto final do caminho (o = 27) seja fixo, os resultados anteriores levam a

2T
W (o) = —ieW W= 1FWW(?5ar”da (2.16)
0
e
aw 2 Ozt Oz
— F 2.1
7T —l—zeW W F,W—— % O (2.17)

A tltima equagao estabelece como a holonomia muda de um loop para o outro. Definindo
o loop final (7 = 27) = 03, a partir dessa equagdo obtemos uma outra forma de calcular
a holonomia sobre esse loop que difere de (2.13): basta integrar sobre a area 3 cuja borda
é o loop 0%. Essa integracao é semelhante a feita anteriormente e a seguir ilustraremos os

passos principais.

Definindo por simplicidade

ox* dx¥
'r., 2.1
/ e (2.18)
ficamos com
dw
— +ieWA=0. (2.19)

dr
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Integrando iterativamente:
W(r) = W(0) — ie /0 dr W (1) A(m).

Enquanto 7 estd definido de 0 a 27, 71 estd de 0 a 7. Se (2.19) continua véalido para 7y,

teremos
W(r) = W(0) — i /0 " dnW(0)A(ry) + (—ie)? /0 ' /0 " dridrW (1) A(r) A(T1)
Repetindo indefinidamente:
W(r) =W (0) — ie / " dn W (0)A(ry) + (—ie)? / ’ / " drdrs W (0) A(rs) A(m)
je) / / / o dT W (0)A(T) - A + ... (2.20)

Novamente existe um ordenamento que deve ser respeitado, mas agora para as
integracoes em 7. Introduzindo o produto ordenado em 7 e aproveitando da simetria

simplexa, o termo geral sera

[T [ dnedm W ©) A Alr) = P / [ [ drdr W (0) A AR
= W(0 (/ dri A m)J. (2.21)

Assim, para 7 = 2w, podemos reescrever (2.20) como

oo (s \Nn 2 n
W(Qﬂ') = Wag = WR Z ( ::) 7)7— ( 0 dTlA(T1>)
n=0 :

2

= WgrP; exp <—ze dTA(T)) , (2.22)

0
onde definimos Wr = W (0).

Temos entdao duas formas diferentes de calcular a holonomia sobre o loop 0.
Integrando diretamente sobre o loop com (2.13), ou sobre a drea englobada por esse loop

com (2.22). Explicitamente:
P, exp <iej{ Audx“> Wr = WrP-exp (—ie/ W_IFWde“dx”> ) (2.23)
o s

Essa ¢ a esséncia do teorema de Stokes e, por esse motivo, nos referiremos a (2.23) como o

teorema de Stokes nao abeliano exponenciado padrao.

2.1.3 Curvatura nula, cargas conservadas e integrabilidade

Segundo o teorema de Liouville (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002), um
sistema classico 2N dimensional é dito integravel se for possivel associar ao mesmo um

nimero N de quantidades conservadas (integrabilidade de Liouville). Dessa forma, é
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possivel transformar canonicamente as coordenadas e momentos em novos com coordenadas
ciclicas e, por isso, as equagoes dinamicas serao facilmente integradas levando a solucoes

que sao mantidas estaveis devido ao niimero consideravel de cargas conservadas.

Em tais sistemas sistemas, geralmente é possivel, embora nao simples, determinar
uma representagao de curvatura nula (ZAKHAROV; SHABAT, 1974; ZAKHAROV;
SHABAT, 1979) equivalente as equagdes dinamicas. Sendo C), uma conexao assumindo
valores em uma certa algebra de Lie'® e que acomode os campos envolvidos e suas derivadas,

a equacao de curvatura nula sera

G =08,C, — 9,C, +[C,, C,] = 0. (2.24)

A partir da conexao, define-se um operador holonomia através de uma equacao de

transporte paralelo andloga a (2.4),

aw . dx*
% - @eC’M%W = 07

cuja solugao é também andloga a (2.13). Naturalmente, é possivel variar o caminho em

que W esta contido e reobter os resultados das se¢oes passadas em termos de C),.

Por (2.23), sabemos que é possivel calcular a holonomia sobre o loop final 9% que
engloba a area X de duas formas diferentes. Suponha que para uma certa regiao > na
variedade, W seja independente do caminho, i.e. variagdes perpendiculares ao caminho
que mantenham as suas bordas fixas levam a W = 0. Isso sé serd possivel se existir
uma condigdo de curvatura nula para C,, como em (2.24). Com o teorema de Stokes, tal

condigao se traduz em

P, exp (@'e% C’udx“> =1, (2.25)
Y
onde I é a identidade.

A construcao das cargas conservadas é feita a partir dessa condi¢do. Como, nessa
regiao, a curvatura da conexao é nula, podemos escolher quaisquer caminhos entre dois

pontos na variedade alvo. Tomaremos dois caminhos que formam um loop como na figura

7
0y = F,LoFtoFllLoFal. (2.26)

Esses caminhos sao tais que I'y e I'; sdo puramente espaciais, mas em instantes de tempo
diferentes, e I'_;, e I';, s@o puramente temporais, mas em pontos no espaco diferentes.
Substituindo em (2.25):

d 7 y A
0 T _ ,Paezefpo i

i

dx
—L

ie [ Ao O e[ A da ie [ Ao| da®
r r
Pse L P,e t =0 Poe “To "l |

10 No caso de algebras infinitas, existirdo infinitas cargas conservadas que, por exemplo, sdo as responsaveis
pela estabilidade de solugoes solitonicas.
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\5’70
Ft ct N _
/
r, Iy
N
N xl
/ /
L T, L

Figura 7 — Caminho fechado que separa o espago-tempo em espaco e tempo por 9% =
Toolpo(Ty) Lo (T_r)™t

Impondo a condi¢ao de contorno AO‘_L = Ag

L ficaremos com

Qt) =u(t) Q0) U (t) (2.27)

Qt) = Pye Jeotl s, (2.28)

L (2.29)

Note que, devido a evolugao isoespectral, os autovalores do operador de carga, i.e.
os fluxos da conexao sobre uma hipersuperficie (um caminho), devem ser preservados.
Construimos portanto as cargas conservadas a partir desse operador e a lei de conservacao
como (2.27).

Além disso, essas cargas sao invariantes de calibre. Verifica-se essa propriedade a

partir da transformacao do operador holonomia',

W () = W'(7) = g(x)W(7)g™ " (zr), (2.30)
a qual, para um loop, dependera apenas do ponto de referéncia,
W'(y) = g(zr)W(7)g~" (zr). (2.31)

Portanto, o traco das poténcias do operador de carga é invariante de calibre se estiver

calculada sobre um caminho fechado,

Tr(W'™) =Tr(W"). (2.32)

11 Basta considerar uma transformaco de calibre diretamente na equacio (2.4). A constante g~ !(zr)
serd fixada fracionando o caminho v e compondo as holonomias resultantes.
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2.2 Holonomias generalizadas

O operador holonomia é o responsavel pelo transporte de vetores sobre caminhos
fechados na variedade alvo. Quando a curvatura da conexao é nula, existe uma simetria
escondida na variedade alvo devido a independéncia do caminho desse operador. Isso
permite determinar as cargas conservadas a partir da evolucao isoespectral de W. Esse
processo ja ¢ bem compreendido para teorias em espagos-tempo 141 dimensionais desde a
década de 70, mas este nao era o caso para outras dimensoes de espaco-tempo até 1998
(ALVAREZ; FERREIRA; GUILLEN, 1998). Seguindo este trabalho, além de (LUCHINI,
2013), descreveremos como obter as cargas conservadas em espagos-tempos de dimensoes

maiores.

Para isso, introduziremos o transporte paralelo entre caminhos fechados e superficies
fechadas. A pista inicial para definir o que chamaremos de 2-holonomia'? j4 foi dada pela
equagao (2.19). A ideia sera generalizar a conexao, que antes era uma 1-forma, para uma

2-forma como em (2.18), mas niao necessariamente exata '

Denotando por V' a 2-holonomia, a equacao que a define sera postulada como

av w OxH Ox”
i + zeV GW % D7

(2.33)

onde G}y, = W~'G,,,W com W a holonomia obtida por (2.4) e G, as componentes de
uma 2-forma G = %G’Wda:“ A dzx”. Integrando iterativamente assim como ilustrado nas

secoes passadas, ficamos com um operador definido sobre a area varrida pelos loops

V(1) = VgP, exp <—7je /OTC(T/)dT/) (2.34)

com C(1) = QWG;%%“”:% do.

Naturalmente nos indagamos com a relagao entre a 2-holonomia e a superficie sobre
a qual esse operador esta definido. Fazendo variagoes do tipo x — x + dx extrairemos
essa informacdo. Entretanto, apenas deformacgoes perpendiculares a superficie serao
significativas (ver figura 8) e, por isso, a parametrizaremos por ¢ € [0,27], assim x =
x(o,7,¢). Enquanto o localiza o ponto sobre o loop, 7 identifica o loop sobre a superficie

e ¢ a superficie dentro do volume.

Variando (2.33):

dci- (0V) +iedVC +ieVoC =0
ddT((svv Y +ieVéCV =0, (2.35)

120 nome vem do grau da forma usada como potencial. A holonomia definida anteriormente era
responsavel pelo transporte paralelo entre pontos em um loop, sendo assim, serd chamada a partir de
agora de 1-holonomia.

13 Note que A era exato por construcio.
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20

Figura 8 — Deformagoes sobre a superficie 3 partindo de (7 = 0) = ¥y até X(r = 27) =
Yior.

onde multiplicamos pela direita por V! e reorganizamos. Integrando em 7 de 0 & 27:

2m %
SVV = —je dTv{ ( / doGl Ot O )v 1}
0

2r r2m ozt 51‘ 00zt Oz oxz* 00z
_ w w wZr -1
— e / / { <5G S ae TG 5 T )v }deT.

(2.36)

Calcularemos cada termos separadamente. Para o primeiro:

—ie /QW /QW uw W tsW)+W— 1(9,\GWW5$ )

Ozt O —— b dodr

Do Or
2 27 ozt Ox¥
—ze/ / [ i ze/ 0‘58 /5$ﬁd ]V ! 5o Br (2.37)

Integrando por partes o segundo:

' 27 27 0 W Na Y ) 2 27w aGE[I// 1 “8
—Ze/o V{/O (G ox )dJ}VdT—i—ze/o ; V V=ox 5 dodt

— e /2”/ viv- (DAG,“,)WV !

o or oo
foRtind
0o0T

2 27
e [T [T VGV oS dodr
0 0

onde usamos que V' = V(7). Reorganizando e por (2.4) ficamos com

2m 2w dW ox oz
. W o1 1 e
—He/o /0 % {[G 1% ] + W oNG W —— } V—ox 57 —dodt

we do do
2m 2w Ox* Ox”
= +i D,\G, Yoot —— 2.
e /0 VW DG WY e S (2.38)
Por ultimo, o terceiro termo de (2.36) sera
2r 27 o 27 27w P
—ie/o /0 (367 (VGEI/,V_I%B5x”> deT—I—ie/ ; ZZGWV_ 88 ox’dodr
2r 2 8GW L0 , 2 271' wdV ozt
e [© [T vy sl O 5 dodr + e | [ ven S dodr
2 27 8

. & %74 v
—l—ze/o ; VGWV 187_805:10 dodr
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Usando (2.15) e (2.33):

) 2m 27 W N 82 5 2 27 1 8x>‘ al’ ,
e /0 e aa&” dodr + ie /0 VW DG WY S S b dadr
27 27r a 1
— ze/ / W, %&Wdach‘
27 27 . 27 ax 8xﬁ ]_8':6 ”
ie [ ] [ e | F S5 S do! | VT S 6 dadr

(2.39)

Substituindo (2.37), (2.38) e (2.39) em (2.36) e parametrizando as variagoes por ¢ € [0, 27]:

av
VR +iekV =0, (2.40)

onde definimos

2m 27r o v A
K= // { DGy + DyGion + DGy )W 202 077

do Or OC

w 0z OxP Ox Oz - wO0r®oxP | Oxt Ox¥ _1
(l W’/ o ac % ] do Or [GW’/ 3 9 oy V0 ] do ag)}v (7)dodr.

(2.41)

Novamente, podemos integrar (2.40) iterativamente. Definindo V(( =0)=Vz e

introduzindo o produto ordenado em (, a solucao ¢
¢
V(¢) = Pcexp (—z’e/ K(C')d(’) Vg. (2.42)
0

Assim como para a 1-holonomia, existem duas abordagens distintas para calcular
a 2-holonomia de uma superficie fechada 09Q: através de (2.34), que esté avaliada sobre
a superficie, ou por (2.42), que esté avaliada sobre o volume englobado por essa area.

Explicitamente:

2m
Vr P exp (—z’e %39 CdT) = Pcexp (—ie/o lCd() V. (2.43)

Esse ¢é o teorema de Stokes exponenciado nao abeliano para a 2-holonomia.

Observe que (2.40) é o que chamaremos de 3-holonomia, pois sua conexao é uma
3-forma. Apesar de ser viavel construir o teorema de Stokes também para esse objeto, ele

nao sera necessario para os propositos deste trabalho.

E possivel generalizar essa construc¢ao para p-holonomias seguindo a abordagem
desta se¢ao. Basta comegar com (2.40) e seguir o caminho natural ja fornecido. Porém,

para os nossos propositos, vamos nos contentar com 1,2 e 3-holonomias.
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2.3 Loop space, independéncia de caminho e leis de conservacao

Para o caso de d-holonomias, primeiro introduziremos o chamado loop space
LM@Y (ALVAREZ; FERREIRA; SANCHEZ-GUILLEN, 2009). Suponha M como uma
variedade d + 1-dimensional com uma certa métrica. LM@Y serd construido a partir da
imagem do mapeamento de hiper-esferas (d — 1)-dimensionais definidas em M, onde tais

esferas compartilham um ponto em comum, xz sobre a borda de M. Em outras palavras,
LMD =T /T:8 5 M /T(0)=2r € OM}.

Dessa forma, um hiper-volume entre duas hiper-superficies serd um caminho no loop
space. Por exemplo, para d = 2 o espaco-tempo M tem dimensao 3, ao varrer esse
espaco com esferas S' (loops), que compartilham um ponto em comum, teremos uma rea
bidimensional em M cuja imagem em LMY serd um caminho (ver figura 9). J4 para
d = 3 o espaco ¢ varrido com esferas fechadas S?, também com um ponto em comum, e
o volume formado pela sobreposi¢ao dessas esferas sera o caminho no espago dos loops.
Observe também que no caso d = 1 os loops no espago-tempo sao pontos e, portanto, o

mapeamento é trivial.

Esse mapeamento é exatamente o que fazemos no teorema de Stokes estendido
(2.43). O lado direito define um caminho'* sobre o loop space cujas bordas sdo a esfera
infinitesimal sobre xr e a esfera na borda 0. Note que €2 é tridimensional, enquanto
M serd quadridimensional. Assim, no caso de {2 um volume fechado em M, ou seja, um

caminho fechado sobre o espago dos loops, ficamos com

27
Pe exp (—ie / ICdC) Ve =1L (2.44)
0
Essa condicao diz que a d-holonomia é independente do caminho no loop space.

A estrutura de obtencao das cargas conservadas para teorias integraveis é andloga.
Para uma representacao de curvatura nula da conexao, a holonomia ¢ independente do
caminho e o escolheremos de tal forma que separe o espaco-tempo conforme a figura 7. A
condicao de conservacao aparecera como a evolucao isoespectral do operador holonomia.
Portanto, as cargas conservadas construidas nessa estrutura sao consequéncia de uma

simetria oculta no espago dos loops.

Temos entao uma maneira de obter cargas em teorias integraveis. Pretendemos
generalizar essa formulagao para o caso de teorias de calibre e faremos isso escrevendo a
conexao através dos campos de calibre. No entanto, repare que o operador de carga sera
dado por um fluxo do campo de calibre e, por esse motivo, serda necessario também escrever
a versao integral das teorias de calibre invariantes de Lorentz. Essa é serda abordagem dos

proximos capitulos.

14 Repare que uma mudanca na varredura do volume §) corresponde a uma mudanca no caminho do loop
space.
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(o = 27)
r
TN
v
(o =0)
r
TN
TR 5

Figura 9 — Na primeira figura, representamos o loop space LM® que é o mapeamento de
pontos em pontos. Na segunda, esta LMY que representa caminhos fechados
sobre uma superficie sendo levados em pontos. J4 na terceira temos LM o
mapeamento é de superficies fechadas para pontos.



99

3 Equacoes integrais invariantes de Lorentz

para o eletromagnetismo

Neste capitulo, postulamos as equacoes integrais do eletromagnetismo no vacuo e
em meios materiais. Demonstramos o teorema de Stokes para uma 2-forma e descrevemos
como ele é a ponte entre a versao integral e diferencial. Apesar da conservacao da carga
ser problematica apenas em teorias nao abelianas, mostramos como as equagoes integrais
fornecem uma reinterpretacao da conservacao da carga elétrica como consequéncia da

independéncia do caminho do operador holonomia no loop space.

3.1 Equacoes integrais no vacuo e teorema de Stokes

Baseado no conceito de linhas de for¢a de Faraday, as equagoes do eletromagnetismo
foram formuladas originalmente na versao integral, descrevendo fluxos e circuitagdes sobre
superficies e caminhos espaciais. Em 1865, Maxwell introduziu o conceito matematico
de campo e descreveu o eletromagnetismo por meio de um conjunto de equacoes parciais
lineares (MAXWELL, 1865). Embora ambas formulagoes pare¢cam distintas, elas estao
conectadas através do teorema do divergente e rotacional, ou simplesmente teorema de
Stokes. Com ele, as equagoes diferenciais emergem como uma condi¢ao de consisténcia
para os campos (LUCHINI; ZACHE; BATTISTI, ).

A partir da versao diferencial das equagoes de Maxwell, a versao diferencial cova-
riante de Lorentz é obtida diretamente no tratamento dos campos elétrico e magnético
como componentes do campo eletromagnético. No entanto, a versao integral invariante
de Lorentz descreve fluxos sobre superficies espaco-temporais, nao mais se restringindo
apenas a superficies puramente espaciais. Nao parece natural, do ponto de vista dos
autores deste texto, escrevé-las diretamente a partir da versao integral nao invariante,
como feito inicialmente por (KOO, 2006; JIMENEZ; MONSIVAIS, 2021). Da mesma
forma, comegar com versao diferencial covariante também nao parece adequado, pois as
equagoes integrais descrevem quantidades globais (fluxos) e comegar com a versao local
pode levar a perda de informacao global. Portanto, adotaremos o caminho histérico das
equacgoes do eletromagnetismo e postular as equacoes integrais invariantes de Lorentz. Em
seguida, mostraremos que as equagoes diferenciais covariantes manifestam-se a partir da
versao integral com o teorema de Stokes para uma 2-forma diferencial (LUCHINI; ZACHE,
2022).

Antes de postular as equacdes do eletromagnetismo é necessario estabelecer o

conceito de fluxo. O campo eletromagnético, F'*, sao as componentes de uma 2-forma
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definida sobre uma variedade com métrica lorentziana. Portanto, defini-se naturalmente
seu fluxo e de seu dual sobre uma superficie bidimensional, >, que nao é necessariamente

puramente espacial, como!

ozt oz” ox* 0x”
OF, ¥ = / IO s d OF, %) = / VIO s d 1
" oo or oar ¢ " 9o Or oar. (3.1)

Com essa defini¢ao de fluxo, postulamos que as equagoes integrais invariantes de

Lorentz do eletromagnetismo sao

onde 2 é um volume tridimensional no espago-tempo quadridimensional e

= /Q jdv, (3.4)

dz” Oz Dz
do Ot OC

¢ a fonte de campo com dV,, = €,y dodrd( o elemento de volume em trés

dimensoes. Explicitando as integrais:

ozt dx¥
Fu 5o Br ——dodr =0 (3.5)
~ Jzt Oz” ozt Ox¥ O
ngF# S dodr = / Fewn' g g ge dodrdC (3.6)

A versao diferencial surge ao relacionar o fluxo do campo com o interior do volume
Q) e, para isso, é necessario o teorema de Stokes. Uma prova® desse teorema é obtida ao
considerar deformagoes continuas em uma superficie ¥y parametrizada por o, 7 € [0, 27]
mantendo suas bordas fixas (ver figura 10). Denotando B, como um tensor de rank 2

genérico, que pode ser tanto F),, quanto F,,, a variacdo do fluxo ao deformar a superficie ¢

nz
ozt Oz 0ozt Ox” ox* ddx”
5% = / OB dodr + / B oo o o dodr
ozt 0x” d oz d ozt 5
= .08y 5t /zda<BWaT> R d“dT‘/ZCh(BWa) b dodr
ozt Oz” ox Ox¥ oxt Ox
_ B, A / B, / B,, d
/28’\ " ag O Z(%\ was ar 28)‘ w o aT(Sx odr,

onde integramos por partes, descartamos os termos calculados sobre a borda e usamos a
comutatividade das derivadas segundas em o e 7 (teorema de Clairaut-Schwarz). Renome-

ando os indices, reescrevemos essa expressao como

b = / (07By + 0,Bun + 0,By,) ‘9; 8;7 5a dodr. (3.7)

1
2

De maneira geral, o fluxo de uma p-forma é sua integracdo sobre uma hipersuperficie p-dimensional.
Para matematicos, essa ndo é uma prova real e formal. No entanto, seguiremos o jargao de fisicos.
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n

Figura 10 — Deformagoes continuas na superficie geram variagoes no fluxo. Nesta figura,
representa-se a superficie inicial, 3({ = 0) = Xy, e a superficie final (¢ =
21) = Yo,

As deformagdes podem ser parametrizadas por ¢ € [0,27n] de forma que ¢ = 0
corresponde a Yy e ( = 27 corresponde a Y,. Dessa maneira, a expressao para variacao

do fluxo sera uma equagao diferencial

dd Ozt Ox¥ O
dC /(@\ uv + 5’ BU)\ + 3 B)\#) a Ea—c dodr (38)
cuja solucao é
oz* 9z O
O(B, ar) — B(B, %) = /Q (O3Buw + 0uBr +0,By) -5 dodrdc. (39)

Usando a defini¢cao do fluxo e invertendo a orientacao de ¥y, o L.h.s. sera escrito
como o fluxo sobre a borda de €2, pois 9Q = X5 U y,. Com isso, tem-se o teorema de

Stokes para uma 2-forma?:

oxt Ox¥ Ox™

ozt dx¥
}{B 5o 97 gc Todrdc. (3.10)

o s dordr = / (03B + 0, B + 0,B5,)

Portanto, o fluxo nas equagoes integrais invariantes se relaciona com o interior da

superficie fechada com

/Q (OnFou + 8, Fy + 0, Fy) a;“ a; aam( dodrd¢ = 0; (3.11)
[ (@3Bt 0,5+ 0,,) 200 86‘2 S 852 do dr dC.
(3.12)
Dessa forma, tem-se a identidade de Bianchi escrita em termos de F*,
O\Fu + 0, F )+ 0,F\, =0, (3.13)
e as equagoes com fonte em termos de }NW’“’,
INFuy + 0, F )+ 0,F\, = €y’ (3.14)

3 No apéndice B, mostramos como derivar o teorema de Stokes para uma p-forma a partir de uma

construgdo andloga.
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Para escrevé-las como em (1.7) e (1.8), basta usar F* = St Fy,

Concluimos entao que as equacoes diferenciais covariantes sdo consequéncia das
equagdes de fluxo de F** e F* sobre uma superficie fechada, uma vez que o fluxo pode
ser escrito em termos da derivada exterior sobre o volume envolvido por essa borda. Essas
equagoOes sao invariantes sobre transformacoes de Lorentz e podem também ser escritas
em meios materiais, conforme estudaremos na se¢ao 3.4. Antes disso, mostraremos como

obter as equagdes integrais usuais de Maxwell, i.e. nao invariantes de Lorentz, a partir de

(3.2) e (3.3).

3.2 Equacoes de Maxwell n3o invariantes de Lorentz

A equagoes de Maxwell em sua versao integral nao invariante de Lorentz sao
consequéncia de uma escolha particular na natureza® do volume 2. Quando Q é puramente
espacial, teremos as leis de Gauss para o campo elétrico e magnético. Por outro lado,
quando ) possui uma componente temporal, ficamos com as leis de Faraday e Ampere-

Maxwell.

() puramente espacial

Comegando por (3.5), sendo €2 um volume espacial 3-dimensional, todos os indices

rotulam apenas direcoes espaciais e o l.h.s. sera

ozt Ox” oxt Oxd oxt OxJ
VIO ied 7{ 2 iedr = — & Bre 28 dod
729 o or T faas Yae or 0T 0. g a7 74T
—_¢ B-ds,
90

J . s
onde usamos dSy = e”k%ﬁ %"; dodT, levando a lei de Gauss para o campo magnético

B dS =0. (3.15)
s

A ideia é anédloga para (3.6). Por um lado, o 1.h.s. dd o fluxo do campo elétrico:

~ Ozt Ox” ozt 0x? oz’ 0l
F —— dodr = Fi— " dodr = — EFep; —dodr = — E - dS.
j{ o or 00T 00s Y 0o Or oar 00 *iog or 7T 9%

Por outro, o r.h.s. devolve a fonte do campo:

dz* Ox¥ O o0z 07 Oz
-y o 3
/Qj €y 90 Or ac ——dodrd( = / J ewko % - ac ——dodrd( = / pd’x

Logo, a equagdo (3.3) para €2 espacial serd a lei de Gauss para o campo elétrico,

74 E-dS:/ p Pa. (3.16)
BQS QS

Essa forma de obter a teoria ndo invariante por Lorentz, pode ser usada também para reinterpretar a
equagao da continuidade como uma equacao de fluxo. Para mais detalhes, ver apéndice G.

4
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() espaco-temporal

Consideraremos €2 como um volume espaco-temporal na forma de um cilindro
Q =D? xR (ver figura 11). O eixo de simetria do cilindro serd a dire¢do espacial de forma
que esse volume possa ser gerado por um “disco espacial” evoluindo no tempo. Também
iremos adotar a tampa inferior, D2, como uma superficie a tempo fixo ¢t = 0 e a superior,
D?, a tempo fixo t > 0. Com isso, o fluxo nas equagodes integrais serd calculado sobre a
superficie orientédvel 9Q = (D)~ UD? U (S! x R), que é a borda do cilindro.

* 2
D¢
/"f \
\ -
Cyl
---------------------------------------------------------------- 2!
— J

Figura 11 — Cilindro espago-temporal = D? X R cuja borda é 90 = (D2)"'UD?U(S* xR).

Comegando por (3.5), o L.h.s. serd

oz 0" oxt Ox?

Ox' 027 ozt dx¥
) F, S dadr = - ]f Py o (S dodr+ B, dodr.

T dodr + }z{ F,
sixe " 9o Or
As duas primeiras integrais representam o fluxo do campo magnético em instantes de

tempo diferentes. Na terceira integral, tomaremos ¢ como um parametro da borda a

tempo constante e 7 como o parametro do tempo:

M t 2 At
75 Fu, Ot 0" e — / 29 goar.
S1xR 0 JO

Y 9o OT do
Para um intervalo de tempo infinitesimal, teremos
ozt dx¥
F ——dodr = —A®(B,D?) — At E- -dx=
wos ar T ( ) - D2 x=0,

onde A®(B, ]D)Z) é diferenga de fluxo magnético nas superficies D2 e D?. Fazendo t — 0,
recuperamos a lei de Faraday

d<I>(B,]D2)
_ E dx=0. 3.17
dt * D2 X ( )

Agora para a equacao (3.6). O Lh.s. serd andlogo ao anterior e o resultado serd

F,

% ~ Ozt ox”
" oo Or

t 2w . i
——dodr = @(E,Dg)—@(E,D§)+// Bla—xdadt’.
0 Jo do
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O r.h.s. (fonte do fluxo), por sua vez, fica

" J J
/ leumy S0 02 o drdc — / j %Okax ) a8 | e — / / e O a‘” S-dodrt.
Q

do Or ¢ do Ot ¢
Para um intervalo de tempo infinitesimal:
AD(E,D?)
e el B - dx = ®(j,D?).
E com t — 0 recuperamos a lei de Ampere-Maxwell
do(E,D?)
- B dx = ®(j,D?). 3.18
T B dx = 0, D) (315)

3.3 Simetrias escondidas e cargas conservadas no eletromagnetismo

As equagoes integrais do eletromagnetismo oferecem uma nova perspectiva sobre a
conservagao da carga elétrica. A construcao da carga conservada é baseada na generalizacao

da obtencao das cargas de teorias integraveis descrita no capitulo anterior.

O teorema de Noether garante que a toda simetria continua da acdo existe uma
carga conservada. Para a simetria de calibre local, vimos na sec¢ao 1.2 que a carga
conservada é a elétrica. Entretanto, como estudado em 2.1.3, existe uma outra maneira de
se obter cargas conservadas que ¢ independente da construc¢ao de Noether. Vimos que
nessa construcao € necessario varrer o espaco-tempo por loops e utilizar as holonomias

generalizadas.

Nesta secao, o caso de interesse é o espago-tempo quadridimensional para o ele-
tromagnetismo, logo as holonomias sao abelianas. No apéndice F, deixamos os casos de
espaco-tempos bidimensionais e tridimensionais e, no capitulo 4, discutimos o caso de

teorias de calibre nao abelianas.

O espago-tempo 3 4+ 1-dimensional sera escaneado por superficies fechadas com
um ponto em comum, Tg, ou seja, o loop space é o L& (M). Além disso, ele mapeia
tais superficies em pontos de forma que um volume no espaco-tempo corresponde a um
caminho no loop space. Nesse espaco, a conexao A é escrita em termos de uma 3-forma

exata, H = dB, portanto, por construcao, possui curvatura nula, 6.4 = 0.

A 2-holonomia serd avaliada sobre uma superficie fechada e calculada a partir da

seguinte equacgao de transporte paralelo:
oxt Ox”
+ze<]§BW v >U=O, (3.19)

onde B, sao as componentes de uma 2-forma. A solucdo dessa equagao é dada por (2.34),

mas ao invés de B}f,f tem-se apenas B, pois a teoria é abeliana. Consequentemente:

ns

ozt 9a¥

UE e 26562 B'U‘V do o1 do dTU (320)
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Observe que a 2-holonomia nao é necessariamente avaliada sobre uma superficie fechada,

mas a tomamos como tal neste contexto.

A 2-holonomia sobre uma superficie fechada pode ser relacionada com o volume
interior a essa superficie segundo o teorema de Stokes exponenciado (2.43). Basta considerar

variagoes perpendiculares na superficie ¥ por x — = + dz, que levam a

n
= —1e <7{ H;w)\ax ax AdddT) U, (321)

onde H,,x = 0,B,\ + 0,B\, + 0\B,, Parametrizando as deformacoes por ¢ € [0, 27,

tem-se a equacao definidora da 3-holonomia (2.40) no contexto abeliano:

Oxt Oz¥ Ox
- —|— 1€ (}[ H/“,)\ 9o aTangdT> U=0. (322)
Sua solugao é
Uy = e Jo oo 5555 Sicdordry (3.23)

onde () é um volume tridimensional imerso no espago-tempo.

Definiremos as componentes de B, em termos de uma combinacao do tensor

eletromagnético e seu dual:
Bp,u - &FMV + ﬁ iz (324)

onde « e (8 sao constantes arbitrarias. Desse modo, usando as equagoes de movimento
(1.7) e (1.8):

H,ul/)\ = a}\B,LLV + a,uBz//\ + a)\B;w
= (a)\Fw, + (‘LFM + a)\F#V) + ﬁe#,,MapF’”
= BEHV)\V‘]'W. (325)

Isso implica na conexao sendo escrita em termos da corrente como

ozt Oz Ox oz* 9z O
A= 7{ W Gy ar ac I =P 7{ “wnd’ 5 a7 ae 04T (3:26)

Agora, o teorema de Stokes (2.43) devolvera

i B Uam# _ Ve, ozt 9x¥ oz dodrd
UBQ = e Ze§8(2 KV 55 oT d dr — UQ = e Zeﬂfﬂ'] Curvdy 55 do Ot 0C oar C’ (327)

onde 02 é a borda de 2 e definimos o operador calculado no ponto de referéncia Ugr como
a identidade.
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O ponto chave na obtencao das cargas é a curvatura nula da conexao, pois ela
serd equivalente a equacao da continuidade no loop space. Isso é evidente se variarmos o

caminho definido pela mesma no loop space, mantendo as bordas fixas:

I n
5/Ad§ /5 Pt Out Ou” Ba™ d7d§+/ M@éas Ou” 0a™ drd¢

9o 01 OC do Ot OC
+ / W%ﬁ 823: 8;( dodrdc + / HW%‘C“ %”' agf dodrdc
_ / 9y W%x“‘?%’z sa’dodrd¢ — / 0o H W%xe aa“’ %"”C SatdodrdC
_ / 0y W%ﬂ%ﬁ%ﬂémwadmg / 0 “ngu(zpaaijﬁdadrdg

+ (termos de superficie),

onde na segunda passagem integramos por partes e cancelamos os termos de derivada
segunda usando a comutatividade das derivadas ordem superior. Os termos de superficies
sao nulos, pois os extremos do caminho sao mantidos fixos. Assim, reorganizando os

indices, resta:

ozt Ox¥ Oz 0
/ Ad¢ = / w0 G g e 2 dodrdC. (3.28)

onde definimos Kluw\g OpH % auH,,)\g + aVH)\gu — 8)\H9w,. Agora, substituindo (325)
em K,uzz)\@u
KMV}\G = B(EMVAHanH - Eu)\Gnaujn + 6)\9/“681/].’{ - eeuuma)\jﬁ)a
e contraindo os indices com ¢*?, teremos:
EuVAGKyV)\G = B(e,uu)\naejn - eu)\Gﬁa,ujH + 6)\9#581/]% - Ee,uuna/\jn)

= B(6 6% 0pj" + 6 0" 0,5" +6 8% 0,5 + 6 5 ")

=243 0.j". (3.29)
Portanto, devido a curvatura nula da conexao, (3.28) sera

5 /7 Ad¢ = 3 /Q B, j d"z = 0. (3.30)

As holonomias obtidas a partir dessa conexao sao independentes do caminho. Logo,
existe uma liberdade na escolha dos caminhos para a varredura do volume ). Optaremos

por dois que dividem o espago-tempo em e espaco e tempo, conforme a figura 12.

O caminho, I' = I'y, o I'g, é composto por I'y, que comeca em Y, e termina em
0, e por I', que comega em 0€)y e termina em 0€2;. A holonomia para I' é dada por

Uq = Uq, . Ug, em que
. . T 17 T
Uy = ¢ Jng o B SR o, (3.31)

. . 92" 9zJ 529 t
—ie €;i0k] ‘ —J—T—dad'rd( ,- :
Uo, — e Jo, < b 5 % i€ [, @lj.000dt (3.32)
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sendo ®[7, 0] é o fluxo de corrente por 92 e Q(t = 0) é carga total inicial.

0
AL

Q,

A

=l

N
7 7/

o

Figura 12 — Caminhos para o calculo da holonomia.

O caminho alternativo, IV = I"; o I'; ., é composto por I',., que comeca em Y, e

TR TR

termina em Y, e por 'y, que comeca em Yy e termina em 0€);. A holonomia associada é

U, = Ug, . Ug,, onde

. . 2zt §ad Ozk
—ieB [ €iir0j° ’ 9x- 9e= 94 dodrd( »
UQt —e th J 150 90 9T ¢ —e zeBQ(t); (333)
; s dz' 929 920
—ie €i0k] ‘ gL 2 _dodrd( o LI
UQR —e fQR ij0k >0 09 07 ¢ —e zeﬂfo @[j,E]dt‘ (334)

O operador de carga®, Q = Ug,, serd a holonomia calculada sobre a parte espacial

do caminho no loop space a tempo constante e evolui de maneira isoespectral:
Q(t) =U(t) Q) U (t) com U(t) = e Py P>t (3.35)

Portanto, os autovalores de O sao preservados. Essa preservacao é evidente se tomarmos a
carga como localizada, ou seja, quando |j| ~ r~(+e) ¢ >0, para r — 00, e a holonomia

sobre Y3 como a identidade quando ¥ é infinitesimal. Assim, temos
Q(t) = Q(0) — ARl T — (1) = Q(0), (3.36)
que ¢ a conservacao da carga elétrica.

Repare que além de conservada, a carga ¢ invariante de calibre devido a trans-

formagao global do operador holonomia, ver (2.31).

Em resumo, ao examinarmos as holonomias generalizadas no espaco de loops, pode-
mos obter uma perspectiva alternativa sobre a conservacao da carga elétrica. Esse operador
¢é independente do caminho nesse espago e essa propriedade revela uma simetria oculta
que desempenha um papel fundamental na preservagao da carga. Essa abordagem fornece

uma compreensao mais profunda da conservacao da carga elétrica no eletromagnetismo.
5

Apesar de, na falta de uma notacdo mais apropriada, empregarmos a mesma letra para definir o
operador de carga, Q(t), e a carga, Q[F, (], é fundamental ressaltar que elas sdo discerniveis no
contexto em que sao empregadas.
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3.4 Equagoes integrais em meios materiais lineares

Nas secoes anteriores, exploramos a formulagao integral do eletromagnetismo a fim
de obter a conservagao da carga elétrica. Entretanto, restringimos a discussao considerando
apenas campos no vacuo. Mostraremos agora® que é possivel estender as equacoes integrais
para meios materiais levando em consideragao a polarizacao e magnetizagao do meio. Nessa
extensao, a carga conservada sera escrita em termos dessas grandezas caracteristicas do
meio, conforme o esperado. O discutido nesta secao, até onde sabemos, nao é encontrado

na literatura.

Na eletrodinamica classica, descrevemos os fenéomenos eletromagnéticos através de
dois campos vetoriais’, E e B, cuja dindmica é dada pelas equacoes de Maxwell. Essas

equagoes no vacuo sao

d-B=0; dxE+ 9,B = 0; (3.37)
J-E=p; dxB—0E=j. (3.38)

Para meios materiais lineares, computamos o estimulo do campo através das relagoes

constitutivas,
p=—0-P ¢ j=0P+ dxM, (3.39)
que permitem definir a densidade de campo elétrico e o campo magnético como

D=E+P; (3.40)
H=B-M. (3.41)

Assim, as equacoes diferenciais de Maxwell para meios lineares serdao

J-B=0; I x E+ 9B =0; (3.42)
J-D=0; JxH- 9D =0; (3.43)
D=E+P; H=B-M. (3.44)

No caso das equagoes de Maxwell covariantes em meios materiais, precisamos definir

o tensor das polarizacoes e magnetizacoes, L,,, e o tensor dos campos materiais, G,

Esses tensores sao antissimétricos e tém como componentes Lo, = —F; e L;; = €, M, e
Goi = —D; e G;j = —¢€;j,Hy,. Com as relagoes constitutivas, a corrente é escrita por
§¥ = —O\LM. (3.45)

Esta secdo foi resultado de valiosas discussdes com Dr. Rodrigo A. Muniz.

Iremos nos referir a E como campo elétrico e B como densidade de campo magnético quando precisarmos
diferencia-los de D e H, que serdo a densidade de campo elétrico e o campo magnético, respectivamente.
Para os casos em que o meio é o vacuo, E = D e B = H, nao fazendo sentido diferencia-los, logo
apenas os chamaremos de campo elétrico e magnético.

7
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Assim, a equacao de Maxwell covariante com fonte, (1.7), fica
0" = —0\ L = 0,G" = 0.
Entao, as equagoes de Maxwell covariantes para meios materiais lineares serao

9,G" =0 (3.46)
9, F" = 0; (3.47)

Repare que a identidade de Bianchi permanece inalterada e, assim como existe liberdade

de calibre para F),, também existe para L,,, pois existe um conjunto de funcoes no

nvs
espacgo-tempo que deixam a corrente invariante

J § = 0. + P 0aws) = ¥ + PO, 00w = 5.

Anteriormente, na se¢ao 3.1, postulamos as equagoes integrais como a relagdo entre
fluxos e cargas. Além de invariantes de Lorentz, esses objetos também sao invariantes de
calibre. Estenderemos essas equacoes para o caso de meios materiais lineares mantendo

essa esséncia. Para isso, substituiremos (3.45) diretamente em (3.4). Assim

ozt Ox” dx™ ox* Ox” Ox™
v dodrd / a0 LT
/EﬂﬁjaaagUTC e PR T
Sendo LW o tensor dual de L, definido por LW = GW,\QL’\O‘, podemos reescrever o r.h.s.

da equacao anterior em termos do fluxo de LW sobre 0€) através do teorema de Stokes

para 2-formas (equagao (3.10))

ozt dx¥ Ox® oz* 9z Oz
O L dodrd /a » + OuLos + OnL dodrd
/96“5 Do or o¢ todrde= | Ol + a0 kw) 5 or g dodrde
~ Ozt ox¥
= L, —dod
% " 9o Or T
Portanto, (3.3) serd escrita em termos do fluxo do dual do tensor dos campos materiais
como
~ Oz OxV
» dodr = 4
]{GMaaaTaro (3.48)
As equagoes integrais continuam dadas em termos de fluxos, mas agora ambas nao possuem
fonte:
~  OxM Ox¥
f G —dodr = 0; (3.49)
ozt ox”
v —dodr = 0. 3.50
}{99 " oe or T (3:50)
Outra maneira de interpretar essas equagoes ¢ nao definindo G/, explicitamente,
~  OxM Ox” ozt Ox”
F,,——dodr = — L dod
j{ " oo or T “6067‘07

Dessa forma, evidenciamos o fluxo do campo Fm, como uma resposta ao fluxo do dual

campo das polarizagoes e magnetizagoes do meio.
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3.4.1 Equacoes de Maxwell nao invariantes de Lorentz em meios materiais

As escolhas na natureza de €2 sdo as mesmas que na se¢ao 3.2. Novamente, teremos

dois casos: €2 puramente espacial ou {2 espago-temporal.

(i) 2 puramente espacial

Comegando por (3.49):

~  Ox* Ox¥ ~ Ox' Oxd ozt 0x?
G 9T dod G, dd—ja{ e DFCE O 15d
7{ " oo Or oar = 90 190 Ot oar 0g Cigh Jo Ot oar
— D-dS=0. (3.51)
0Ng
Agora para (3.50):
ozt Ox” ozt Ox? ozt Ox?
P Sdodr = § By dodr - f Bre, . 28 dod
Voo or T T a0 ar 04T T “Ukoe ar 0T
= B-dS=0. (3.52)
0Ng

(ii) €2 espago-temporal

Novamente faremos 2 como um cilindro €2 = D? x R com componentes no espaco

e tempo assim como na figura 11.

Comegando por (3.50):

~  OxH Ox¥ ~ Ozt Oxd - 0zt O
j{ G B0 By ——dodt = / GU@ 5, ——dodr + / G”@ 57 ——dodr

~ 0x' 00

sw U090 a7 00T

dx' O’ o Ozt Ox
= /]D% Ez’jk’ _Ogﬁdad'r /H))? eijkD ’t>0%§dad7—

i 9.0

H; a—IaidadT

sixk  Odo OT
= ®(D,D?) — &(D,D?) +/ /

:A<I>(D,]D>2)+/ H . dr df,
0 JoD2

onde denotamos o fluxo de D pela superficie D? por (D, D?). Considerando um intervalo

de tempo infinitesimal:

A®(D,D?)
7 H.dr =0.
At * o2 r=0
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Correspondendo a equagao de Ampere-Maxwell quando At — 0:

2
deD.D°) [ — o
dt oD?

A construcao é anédloga para (3.50):

ozt 0x”
y—————dodr = —AD(B,D?) — At E-d
fém o ar ( )= D2 *

dd (B, D?)
—

E - dr =0.
dt D2 r

3.4.2 Conservacado da carga via simetria no loop space

A construcgao para obtencao das cargas pode ser repetida para o caso de meios

materiais, mas agora utilizando as equagoes integrais (3.49) e (3.50).

O tensor B, ¢ definido de maneira andloga ao caso do vacuo, pelo tensor eletro-

magnético e seu dual,. A conexao serd expressa como

Ozt Oz¥ _
A= § Hup S-S oa dodr, (3.53)
onde
Huu)\ = 6 euu)\'ij = _6 EuukvaaLa’y~ (354)

A curvatura nula da conexao serd novamente equivalente a uma equacao da
continuidade. Porém, ha um detalhe extra: ela é trivialmente satisfeita. Isso ocorre, pois

a corrente € escrita em termos das relagoes constitutivas e o tensor L, ¢ antissimétrico,

SA=0 = 248 0,j" =0 = —248 9,0,L" = 0. (3.55)

Ao calcular as holonomias para os mesmos caminhos da figura 12, tem-se para I’

Ur = Urg, - Urg,

s 02" 929 9a . L. BL(?IJ azP
—e waL 035 7 ‘a¢ dodrdl e_wfgo ijk 5o o7 oc 40 deC

(3.56)
Note que as integrais sao
ox' 0x° 07 2m 2w ox' 0x?
/Q Hiogy e dodrdc = / / (00 P+ e M)y - - dordCal
:—/O ?gzw(at,P+aAM)-ndz dt
t
:—/ Oy P -7 X dt’
[5) 3088
Oxt Ox? Oz*
/ 54 gy g ge dodrdC = /Qoa Pl_do=—f Peaf_as
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Portanto, (3.56) sera escrita como

dx

o™, (3.57)

. t A , . P4
Up = ezefo 3%200 OyP-n dx dt’ 62€§aﬂ n

Analogamente para I":

dx

o X , P
Up = ezefo $os., P dS dt elefagp P (3.58)

Devido a simetria no loop space (independéncia dos caminhos), tem-se Ur = Ur

eie j?m Pa| dY

>0 evolui de maneira

e, por consequéncia, o operador de carga, Q(t) =

isoespectral:

Q) = U(t) Q0) U (t) com U(t) = e o Fase PP = dt (3.59)

—2—e

A conservagio é explicita impondo® que |P| ~ r ,mas a carga conservada é o fluxo da

polarizacao,

Up = Up = fP-ﬁ

A= ]{ P.a| 4y (3.60)

t>0

Por fim, repare que, como a densidade de carga é dada por p = —9-P, ndo reobtemos
nenhuma “fisica nova”, pois ainda temos a conservacao da carga elétrica. Demonstramos

apenas que as equacgoes integrais sao consistentes com as relagoes constitutivas.

8 Lembre que a corrente elétrica no espaco euclidiano é dada por j = 0,P + JAM.
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4 Equacoes integrais em Teorias de Calibre

nao abelianas

As equagoes de Yang-Mills surgiram inicialmente em sua versao diferencial como
uma generalizacao do eletromagnetismo para uma teoria de calibre ndao abeliana. No
entanto, nao era conhecida sua versao integral até 2012 (FERREIRA; LUCHINI, 2012a).
Nesse ano, elas foram formuladas na versao integral, revelando sua utilidade para solucionar

o problema de definicdo das cargas em Yang-Mills.

Neste capitulo, pretendemos expor uma visao alternativa sobre as equagoes integrais,
diferente da proposta original. Iniciamos o capitulo redefinindo o fluxo e demonstrando o
teorema de Stokes para o que chamaremos de campo conjugado. Em seguida, mostraremos
como podemos reobter as equacoes diferenciais de Yang-Mills a partir da versao integral.
Por fim, construiremos abstratamente as cargas a partir da simetria escondida no loop

space.

4.1 Equagoes integrais de Yang-Mills e teorema de Stokes estendido

No capitulo anterior, estabelecemos a noc¢ao de fluxo a partir da integral de um

2-forma sobre uma superficie bidimensional por

ox* dx¥
O[F. % :/FV——d dr.
[ ] v " oo Or oar

Em teorias abelianas, essa definicao ¢ til, pois, ao mudar o calibre, o tensor dos campos
nao se transforma e, consequentemente, o fluxo também nao. Porém, em teorias nao
abelinas, o tensor dos campos se transforma localmente por F,,(z) — g(z) F,.(z) g7'(z)
e, portanto, definir o fluxo dessa maneira nao é mais adequado, pois o fluxo é uma

quantidade global e deve se transformar como tal.

A solucao para este problema é reconstruir a nogao de fluxo a partir da conjugacao
do campo com a 1-holonomia!. Chamaremos este novo fluxo de fluro do campo conjugado,

ou simplesmente fluxo conjugado:

oz 0x”
O[F" 5 :/EFleaT?dadT (4.1)

1O tensor dos campos conjugado com a holonomia aparece naturalmente quando consideramos que

teorias de calibre sdo representacoes de um homomorfismo entre grupos de loops e o grupo de calibre.
Porém, esse caso difere ligeiramente do que consideramos aqui, pois a holonomia esta associada ao
homomorfismo e uma mudanca de calibre seréd relacionada a uma mudanca de caminho no grupo
de loops. Para uma discussao mais detalhada, ver, por exemplo, o primeiro capitulo de (GAMBINTI;
PULLIN, 2000).
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onde W é a 1-holonomia definida a partir do campo de calibre e a notacdo “B"” serd ado-
tada daqui por diante para representar a conjugacao de qualquer objeto com a holonomia,

ou seja, BV = W-1BW.

Para o calculo do fluxo, a superficie fechada 3 sera percorrida por loops conectados
por um ponto em comum, denotado por zr. Essa superficie serd deformada homotopi-
camente a fim de varrer um certo volume no espaco-tempo (imagine a inflacdo de um
baldao). Cada ponto nesse volume espago-temporal é caracterizado por trés parametros:
o,7,¢ € [0,27], ou seja, x# (o, T, (). Enquanto o identifica o ponto sobre o loop, o pardmetro
7 identifica o loop sobre a superficie e ( rotula a superficie sobre o volume no espago-tempo

(ver figura 13).

Figura 13 — Representagao dos loops percorrendo a superficie ¥ e a deformacgao homotépica
da superficie para varrer o volume no espago-tempo.

Estabelecido o escaneamento do volume, repare que a 1-holonomia W esta definida
sobre cada loop sobre a esfera. Portanto, de certa forma, ela leva o campo do ponto de
referéncia até o ponto sobre o loop no qual avaliaremos o valor do campo e depois o devolve
para o ponto de referéncia. Nesse sentido, como a holonomia é um objeto nao local, pois
a priori depende do caminho a qual esta definida, o campo conjugado e o fluxo também

serao nao locais.

Apesar de ser um objeto nao local, o fluxo do campo conjugado se transforma glo-
balmente por transformacoes de calibre. Essa propriedade nao é dificil de ser demonstrada.

Por (2.30), a holonomia se transforma como
W = g(z)W(z)g~" (R).
Logo, o campo conjugado se transforma de maneira global,

Fiy(z) — FY'(x)= g ar)W (2)g  (z) g(z)Fu(z)g " () g(z)W (2x)g(zr)
=g Y(zr)F), (x)g(zR), (4.2)
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ST TR

Figura 14 — As setas em vermelho mostram o campo antes da transformacao e, as setas
em azul, o campo apdés a transformacao. A esquerda, a representacao da
transformacao de calibre para o fluxo do campo nao conjugado. A direita, a

representacao da transformacao de calibre para o fluxo do campo conjugado

e o fluxo também,

O[FY. 3] = g7 (ag) O[FY, ] g(ap). (4.3)

Uma forma de visualizar o que estamos fazendo esta ilustrada na figura 14. Apesar
do fluxo nao poder mais ser relacionado com “setas” atravessando uma superficie, adota-
remos essa representacao apenas para fins pedagogicos. Na figura a esquerda de 14, ao
tomar um transformacao de calibre, cada ponto sobre a superficie sofre uma mudanca
local. Por outro lado, ao considerar o fluxo conjugado, todos os pontos sobre a superficie
se transformam da mesma maneira, como representado a direita na figura 14. Dessa forma,
é possivel relacionar o campo calculado sobre cada ponto na superficie com uma “base
comum” e, assim, sobre uma transformagao de calibre, o campo conjugado calculado sobre
todos os pontos da superficie se transforma de maneira univoca, ao contrario do campo

nao conjugado, que se transforma de maneira local sobre os pontos da superficie.

Além de se transformar de maneira global, o campo conjugado possui uma outra
propriedade importante no que diz respeito a sua derivada usual. A fim de descrevé-la,

considere a derivada? de um campo conjugado BZ‘;:
0,(W'B"W)=-W1o,W W' B* W +W~9,B"W + W~ 'B"9,W.

Agora, use a equacao (2.4), aquela que define a holonomia, sem parametrizar a curva em
o,ie. W —ieA,W = 0:

0,B" " = —ieW A, B*"W +W~'9,B"W +ieW ' B" A,W
=W~Y0,B" —ie[A,, B"™))W
=W~™'D,B"W. (4.4)

Logo, a divergéncia usual de um campo conjugado ¢ igual a conjugacao com a holonomia
da sua divergéncia covariante. Essa propriedade é particularmente interessante quando

identificamos BZ‘; como o tensor dos campos, F ZZ , ou o seu dual, F Zl‘f , € usamos as

2 Para uma discussio sobre derivadas da holonomia, ver apéndice D.
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equacoes dinamicas, pois, assim, teremos duas equacoes diferenciais para o tensor dos

campos conjugado:

9, FV » — WD, FW = Wl W

= 9, F" =" (4.5)
O FY ' =W ID, FMW =0
— 9,F" =, (4.6)

onde definimos a corrente conjugada como 7%V ¥ = W~1*WW. Portanto, é possivel escrever
equagoes diferenciais até mesmo para o campo conjugado, mas a fonte, assim como o campo,
sera nao local. Repare também que as equacoes diferenciais para o campo conjugado nao

possuem contribuicao da auto-interacao do campo como uma fonte adicional.

A partir da corrente conjugada seria natural pensar em definir a carga a partir da
componente 0 dessa corrente, mas nao é possivel seguir a construgao em (1.26) e escrevé-la
a partir do fluxo do campo elétrico nao abeliano conjugado:

QW = [ &z o, (W LFOW) # / dS; W-LFOW. (4.7)

Qs 00
Isso se deve ao fato do campo conjugado nao obedecer o teorema de Stokes usual, como
demonstraremos nos paragrafos subsequentes. Portanto, apenas tomar o campo F"' como

“fundamental” nao é suficiente para resolver o problema da carga.

Definido o campo conjugado e o fluxo conjugado, postularemos as equagoes integrais

de Yang-Mills como

onde € é um volume tridimensional no espago-tempo cuja borda é 0 e as fontes, Q[F, (]

e Q[ﬁ,j, 1] sao dadas por

QIF" Q] = /V do’ gggx a;; F ]%ﬁ%ﬁydadrdg

_w/l do’ gggx O;j F;Z] %ﬁ%ﬁ : (4.10)
QIFY V. Q) = / euij“%f%f%’?dadrdg

e | l/ do’ gggi, a;z F’Wl %f%iydadmg

([ ]

Note a diferenga com o caso abeliano, equagoes (3.2) e (3.3), tanto o tensor dos campos

quanto o seu dual tem uma carga nao local devido a auto-interagdo do campo. Também
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nao existe mais versao integral para a identidade de Bianchi como na equagao (3.2). Além

disso, a fonte externa, j”, aparece conjugada com a holonomia.

Neste ponto, é importante fazer um paralelo com a abordagem original em (FER-
REIRA; LUCHINI, 2012a) e a tratada neste texto. Originalmente, os autores conceberam
as equagoes integrais como uma série que formalmente era escrita como uma exponencial

ordenada da seguinte forma:

Paq exp {/m W (aF,, + Bﬁw)dm“dw”} = Pqexp {ﬁ/ﬂjdocﬁd(} ,

onde Py e Pq sao os ordenamentos na superficie e volume, respectivamente, e 7 é dado

por

« yo] o «@ m v
(zel/ do'F, W@az Ou FW] ax@x—ze[/ do'F, Wax 0" FZZ] 0;68:1:)

B 9o’ ¢ M| 9o or ¥ 9o’ Or do OC
, 0zt Ox¥ Oz Waxa ox® ~ | Oz+ dz”
*5(EW a0 or oc V S r=re F] 0 or
0z 0z~ | Ox* Ox”
- v g iy
"el/ o F s g o7 W] o ag)

Ferreira e Luchini consideraram o teorema de Stokes nao abeliano exponenciado generali-
zado e identificaram o campo no lado do fluxo como B, = aF},, + BE w- Bm seguida,
as equacoes diferenciais foram impostas para obter a fonte do campo. A abordagem do
presente texto difere ligeiramente da original, pois postulamos as equagoes integrais e, a
partir delas, obtemos as equacoes diferenciais. As razoes sao o préprio caminho histérico
da descri¢ao do eletromagnetismo e, de acordo com o julgamento dos autores deste texto, a
forma mais natural de as conectar a versao diferencial. Como ja mencionado em capitulos
anteriores, inicialmente o eletromagnetismo foi descrito a partir de fluxos de campo; parece
mais intuitivo postular as equagoes de Yang-Mills como também uma conexao direta entre
fluxo e carga. Sobre a segunda razao, a conexao entre a versao diferencial e a versao
integral, trataremo-na mais adiante. No entanto, ambas as abordagens sao validas e levam
a mesma descricao para as teorias de calibre. A escolha entre uma ou outra perspectiva,

apenas enriquece a discussao.

O teorema de Stokes desempenha um papel fundamental na conexao entre a versao
integral e a versao diferencial das equagoes. Ele fornece a pista crucial para relacionar o
fluxo do campo sobre uma borda com a fonte de campo em seu interior. No entanto, nao
podemos aplicar diretamente o teorema de Stokes (3.10) porque ele é valido apenas para o
campo nao conjugado; precisamos demonstrar o teorema de Stokes para a nova defini¢ao
de fluxo. O processo de demonstracao é semelhante ao caso abeliano em que consideramos
o fluxo sobre uma superficie e variamos essa superficie (ver figura 10). Porém, nesse “novo”
teorema, o campo € nao local, o que significa contribuicdes adicionais nao locais durante a

variagao.
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Tomemos um campo conjugado nao abeliano como BW, podendo ser tanto F’ Z‘lf
quanto F:f; ou algum outro campo que é as componentes de uma 2-forma conjugada com

a holonomia de seu campo de calibre. O fluxo é entao dado por

ozt OxY
/E S dodr. (4.12)

Comegamos variando perpendicularmente o fluxo conjugado sobre uma superficie >:

5O — /53 oxt Ox¥ /2 w 00x 8x /BW ozt dox”

" 9o Or " O do Ot dodr. (4.13)

Analisaremos cada termo separadamente. O primeiro deles pode ser reescrito como

ozt OxY ozt Ox”
BW / 1 BW 1 B 5 lB .
/25 S do (=W W B + W 3B Woa* + W B aW) S =
/W (—OWW B, + O\ Bds + B, oW w1y 2292
- pr T OAB O By do Or
Substituindo (2.14):
oxt Ox" oxt Ox”
/ W w —1 A
—ie | ( | doEE S5 )BW e ONB W 0’ dordr

o p
—ie/ (/ do'F, aﬂ )835 oc” dodr — ze/ w- 1A,\BWWax oc” Adodr
30

Jo Ot Jo Ot
+ie / WiB,, a;“ax Nodr
= [w- IDABWW%% 5;; Mdodr +ie [ [/ do 'Fgga 60 BW] aai 8;;
(4.14)
O segundo termo sera
/2 Wagi o / 80 Bw)éx“aa VdadT—/ Bﬁéaz“gz&TdadT—i-termo de borda
/ <W 1—BW W 1c‘w_f3lwv1/653A —w- 1BW‘ZV> 5#850;
-/ BY sl — aTdadT
= —/ W= ID,\BWW%:E“ 8;7_ /BW(Sx“gU 7_dadT (4.15)

onde anulamos o termo de borda. O terceiro termo sera

)
/ v ; P iy — — / ;(BV‘;)(S —dadT— / BY 52 dad7+termo de borda
by g T
oz or
/ (W 1—BW WO\ W S = W 1BW >a(5:c”dad7'
g

—/BW5 V@@ dodr,
TO0
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onde novamente anulamos os termos de borda. Substituindo (2.15) na expressao anterior:

— _ie / ( / 4o’ 7 0 02 )Bwax&c”dadr— / W0y B 220 s v dar

P90’ 0T 0 do Ot
o Ox® 927\ Ozt Oxt O
- w I W v 1 v
—|—1e/EBW </0 do'F ;s 507 87) 80 ox dad7’+w/ W A\B,W—— o Or ox"dodr
/BW535 dUdT—ZG/ w'B, A W%aiéz”doch‘
0100 W be or
ozt Oz Oz OxP Ozt
—_ lD B bl o 7 - /FW el BW il 7
[ W DAB, WSS b dodr — e | V do aﬁaa/ ., ] da” dodr
_ W, v
/B oz 67‘80d0dT (4.16)
Agora, combinando os termos (4.14), (4.15) e (4.16) em (4.13):
Ozt Oz
_ -1 A
5P _/EW (DB + DuBay + Dy B )W 582 dodr
Ozt Oz

: a0 0T 50 , B},

+ie | V 55 W] do or

Ox® 9zP Ozt

- ! W v

ze/ U Ao’y s o B ] oda” dodr. (4.17)

Variagoes tangentes ao caminho, nas dire¢oes o e 7, nao afetam o fluxo, pois elas correspon-
dem apenas a reparametrizagoes nessas direcoes. No entanto, é necessario introduzir um
novo pardmetro, que denotaremos por ¢ € [0, 27|, para rotular as variagoes perpendiculares,
essas sao as que realmente afetam o fluxo. Dessa forma, temos uma equacao diferencial

facilmente resolvivel:

Ozt Ox” 0
a® _ /Z WY(DxBy, + DBy, + Dy By )W ax ;T;édadr
o Ox® 02 Ozt Oz
. 1 W w
%—ze/E [/0 do FO‘B(? ac BW} % O dodr
o Ox® Oz” Oxt Oz¥
o ! W w
ze/Z l/o do Faﬂa 5. BW] 9o ¢ dodr. (4.18)

Repare que cada ¢ rotula uma superficie na variacao. Integrando sobre todas as superficies,

o lado direito serd um volume, denotado por €:

ozt Ox¥ Ox™

O[BY, 2,.] — B[BY, %] = /Q W (DaBy, + DuBa, + Dy Bu)W 5= e dodrdc
o Ox® OxP oxt Ox”
. ! W w
+ze/QVO Ao 0 o BW] S dodrdC
ox® OxP oxt Ox”
— "W .B" 4.1
ze/ V do' 5 . W] 5o ac dodrc, (419)

onde Xy = X(¢ = 0) e Xy, = 3(¢ = 2m). Reorientando a superficie ¥, e usando a definigao

do fluxo conjugado, temos uma relacdo entre o fluxo na borda e uma quantidade no
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interior:
ozt dx” ozt Ox¥ Oz
BW = ~Y(D\B,, + D,B», + D, B
W 9g OT /QW ( A uu+ [TEEPN + M)\)Wa or 8Cd deC
Oz® 0P oxt ox”
- W w
+Ze/ l/ 0 F o G o BW] 9o or
Oz® 0z ozt Ox”
o W w
ie / l / do' )l = Bﬂyl T e . (4.20)

Esse é o teorema de Stokes para o campo conjugado.

Comparando (4.20) com as equagoes integrais de Yang-Mills, (4.8) e (4.9), percebe-
mos que ao usar as equagoes diferenciais no primeiro termo do r.h.s. do teorema de Stokes,
obtém-se ou o dual da corrente conjugada (no caso de BY = FW), ou esse termo como
nulo (no caso de BY = FW). Os termos seguintes sdo as contribui¢des nao locais para as

cargas das equagoes integrais.

As equagoes diferenciais seguem das integrais ao considerar €2 infinitesimal que,
por simplicidade, sera considerado como um cubo com arestas dx, dy e 6z. O ponto de
referéncia estd indicado em uma das arestas do cubo como mostra a figura 15. A holonomia
e o tensor dos campos infinitesimais, usando a expansao de Taylor ao redor de zg, serao

dados por

W(zg + dx) = 1+ ieA,(zg)oxt; (4.21)
B, (xg + dz) = B (xRr) + 8ABW(3:R)53:’\. (4.22)

As superficies do cubo serdo escaneadas por um unico loop devido a natureza infinitesimal
de ). Para as superficies que estao em contato com xp, tanto 4 quando Sa0 positivos.

di positivo e dj; negativo, pois o escaneamento comeca da

As demais superficies tém
borda e termina no ponto de referéncia. Iremos decompor 9€2 como as faces do cubo,
o =%, U%, UX,, UX UX UX

zZx)

de forma que as faces indicadas sem linha contém
o ponto de referéncia e as faces sem linha nao contém o ponto de referéncia. Por exemplo,

o célculo para as faces X, e 3 devolve o seguinte fluxo:

o[BY,%,,] =

v =B
TR

oxtoy”

v
HwR

®[BY, X! | = —B dx"6y”

TRr+0z

= —(I — ieAa02*) (B, + OrB,02) (1 + ieAﬁézﬁ)‘ dztoy”

=-B dztéx” — DB,

B T Fe
TR

v
NIR
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Para as outras superficies:

®[BY,%,.] = B,

oytoz"
TR

o[BY, 3. =—Bu

0ytoz" — DB,
TR

N S oyt

®[BY,%..] = B,

ozMox”
TR

®[BY, % 1= —B,,

dz''0x” — DrB,,

Sxl Syt
TR

TR
Portanto, o fluxo total sera
®[BY,00] = —(D, B, + D,Bx, + DxB,,) dx"6y" 62>
Em termos de FV e F W escreveremo-o como
®[FY,00] = —(D,F,»+ D,F\, + D\F,,) 6z"5y" 52> (4.23)
O[FV 09 = —(D,F,\ + D,Fy\, + D\E,,) 62"8y" 62" (4.24)
Por outro lado, as cargas calculadas nesse volume ) sdo
QIFY, 0] =0 (4.25)
QIFY i Q) = €nai® 02t dy” 627, (4.26)
Os termos de comutador nao locais sdo nulos, pois aparecerdo termos de ordem mais alta.
Dessa forma, ficamos com
D,F,»+ D,Fy\, + Dy\F,, =0 (4.27)
DuFyy + DyFy, 4 DyFy = €uunai® (4.28)

Pela definicao do tensor dual, reobteremos as equacgoes de Yang-Mills na versao diferencial
como em (1.59) e (1.73).

EI

xy
/]
0z
oy Emy
TR ox

Figura 15 — O volume 2 é tomado como um cubo infinitesimal de arestas dx, 0y e dz. As
faces inferior e superior destacadas correspondem a 3., e X' | respectivamente.

Yy’

E interessante destacar que nos restringimos apenas a analise em primeira ordem.
Ao considerar termos de ordem mais alta na expansao as equagoes diferenciais de Yang-
Mills terao modificacoes significativas, potencialmente gerando novos resultados fisicos a

serem explorados e compreendidos.
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4.2 Cargas conservadas em teorias nao abelianas

Descreveremos nesta secao o procedimento para o calculo das cargas em teorias
de calibre nao abelianas, nao calculando exemplos especificos. Alguns desses (instantons,
monopolos, dyons etc) podem ser encontrados em (FERREIRA; LUCHINI, 2012b).

Na construgao das cargas, assim como no caso abeliano, consideraremos o loop space
LZ (M), ou seja, o mapeamento de superficies fechadas topologicamente equivalentes a
esferas S? em pontos (ver figura 9). Sobre cada superficie fechada, definimos um operador

2-holonomia, denotada por V', que satisfaz a seguinte equacao

d
dV +ieVB =0, (4.29)

sendo B uma conexao dada por

ox* Oz
BW
b= 0 M 0o OT

(4.30)
De acordo com o que foi discutido no capitulo 2, a solu¢ao dessa equacao esta definida
sobre uma superficie Y2, que tomaremos como fechada, e é dada por

BW dzH dz¥ do dT

VZ — VR PTe_iefz‘ wv 9o o1 (431)

No contexto da teoria de Yang-Mills, definiremos o campo B,,, como B, = af),, + BFW
em que « e 3 sao parametros independentes. Dessa forma, a 2-holonomia anterior fica

avaliada através do fluxo de F); el u”lf , resultando em

Vs = Vi Prexp {—ie(a®[FY, 3] + BO[FY, 5))}. (4.32)

Deformagoes perpendiculares em Y, permitem definir a 3-holonomia que é denotada

por U e satisfaz a seguinte equacao:

fl[g —ieAU =0 (4.33)
cuja solucao é
je [27 Ad
Ug = PeeJo” A% U, (4.34)

sendo a conexao 4 dada por

027 02+ 01"
Jdo Ot OC

ox® 0P oxH Oz” o Ox® OzP ox* 0"
W / BW / W / -1 .
([ W’/ 0 o’ D¢ d"] do or [ w Jo T8 gt ar d”] do a<>}v (r)dodr

(4.35)

2r 27
A E/O /0 V(T){W_I(DABW + D, B, + D, By, )W
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Q, S%

A4

0 0,

g

S% " ’

Figura 16 — Caminhos I'y = g, 0 g, e 'y =g o Tg, que ligam as esferas S3, e S%.

Usando as equagoes integrais (4.8) e (4.9), a 3-holonomia é expressa como
Uq = Pexp {—ic(aQ[F, Q) + BOIF, j,Q))} Un. (4.36)

Esse operador sera independente do caminho se a conexao A possuir curvatura nula,

0A+ AN A =0, ou, de maneira equivalente, se
U(T) = V(ar), (4.37)

onde I' é o caminho no loop space equivalente ao volume €2 e JI' é a borda do caminho
equivalente a borda do volume, ¥ = 0). A equacao anterior corresponde ao teorema de
Stokes que de fato é valido, pois a 3-holonomia foi construida a partir da 2-holonomia.
Portanto, por construgao, a conexao tem curvatura nula no loop space e a 3-holonomia é

independente do caminho.

Para mostrar a conservacao da carga como consequéncia dessa simetria, considera-
remos duas superficies: uma de raio infinitesimal sobre o ponto xx e denotada por S% e
outra denotada por S2 . Deformando homotopicamente S% até S2 , varremos um volume
no espaco-tempo que corresponde a um caminho no loop space. Como a 3-holonomia é
independente do caminho, escolheremos dois caminhos particulares, I'; e I's, esquematiza-
dos na figura 16. O primeiro caminho, I'y = I'g, o I'q_, é tal que I'g, evolui a superficie
S% no espago até S2, a tempo constante e igual a zero, enquanto g, evolui S% no tempo
até ¢ > 0 sem mudar sua parte espacial. O segundo caminho, I'y = I'q_ o I'g,, é tal
que T'g_ evolui S% no tempo sem mudar sua parte espacial até um tempo t > 0, ja T,
evolui no espaco a superficie S% a tempo constante ¢ > 0 até a superficie S2.. Devido a

independéncia do caminho, as holonomias se relacionam por

Ua, . Uy = Us, . Ug._. (4.38)

Os caminhos I'g_ e I'g, podem ser descritos topologicamente como cilindros SZ xR

e 52 x R, respectivamente. Ressalta-se que cada superficie em que a conexio A é calculada
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é escaneada por loops e essa varredura nio ¢ qualquer. Para o cilindro S% x R, ela é feita
da seguinte maneira: primeiro escaneamos a esfera S% com loops, em seguida a movemos
um instante posterior no tempo, a escaneamos novamente e retornamos para o ponto
inicial pelo mesmo caminho que a movemos no tempo, depois repetimos o processo até o
instante ¢t > 0. O procedimento é andlogo para S2 X R e ilustramos essa varredura na
figura 17. Dessa forma, cada escaneamento pode ser dividido em trés etapas: um caminho
que comega em Tx e termina em zt, (ponto xr no instante ), a varredura da esfera nesse
instante de tempo, podendo ser tanto S% quanto S% (depende do cilindro a que nos
referimos), e o retorno de x%; & xp. Essas etapas permitem separar, respectivamente, a
conexdao A em trés partes: A = A + A, + A;. Repare que os sinais de 2= em A; e A,
sao opostos e os integrando sao os mesmo, logo elas sempre se cancelam. Também note
que, se A, corresponde ao escaneamento sobre S%, ele nao contribui para a conexao, pois
sera sempre calculada sobre a superficie de raio infinitesimal. Portanto, a conexao para o
caminho I'o_ ¢ nula e a holonomia ¢ constante. No caso do caminho I'g_, resta apenas a

conexao A,. Essa conexao sera nula escolhendo adequadamente as condi¢oes de contorno

sobre a corrente e o tensor dos campos como j, ~ R=(%9) ¢ F, ~ R*(%“), onde R é o
“raio espacial” e € > (. Portanto, temos
Ug_ = UQ+ = UCt67 (439)

onde U, é a holonomia constante, pois a conexao sobre esses dois caminhos é nula. Assim,
até agora (4.38) fica
-1
Uqg, = Uete - Ug, - U (4.40)
Entretanto, na equacgao anterior, toda a expressao esta calculada sobre o ponto xg
no tempo ¢t = 0. E necessario ainda encontrar uma forma de calcular cada “fatia espacial”

separadamente. Isso sera feito ao notar que a conexao no tempo ¢t = 0, denotada aqui por

A, ., se relaciona com aquela em ¢ > 0, Ax%, por
Am% = W<:U§%7 $R)AIRW<xR7 x%{)a (441)

onde W (%, zg) é a holonomia que comeca em x% e termina em zr e W(xg,z%) é a
holonomia que comega em g e termina em x4, logo W(xh, ) = W (xR, z%). Dessa
forma, movemos o ponto de referéncia de z para z’; e a holonomia U, , aquela cujo ponto

de referéncia estd em %, se relaciona com Ug,, aquela cujo ponto de referéncia estd em

TR, por
Ug, = W (2, xr) Ua, W (2}, 2R). (4.42)

[lustramos a movimentacao do ponto de referéncia na figura 18.
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Figura 17 — Representac¢io do escaneamento do cilindro S% x R. Na primeira etapa,
escaneamos S% a tempo ¢t = 0. Em seguida, na segunda, movemos para um
instante posterior e repetimos o escaneamento, até retornar para xg.

Figura 18 — Movimentacao do ponto de referéncia de zp para z%.

Portanto, substituindo (4.42) em (4.40), ficamos com

Wzl xg) . Uh, . W(ah, 2g) = Use . Ug, . Uge
— Uét = W(a'y, 2g).Use . Ug, (W(x%,xR).Ucte)*l. (4.43)

Definindo o operador evolugao como U(t) = W (xg, 2%).Uye ¢ 0 operador de carga® como

Q(t) = Uy, temos a evolugao isoespectral de Q(t),

Qt) =U)Q0)U (), (4.44)

3 Assim como no caso abeliano, na falta de uma notacdo melhor, usamos a mesma letra para definir o
operador de carga, Q(t), e as cargas, Q[FW, Q] e Q[FW iV Q], é importante destacar que elas sdo
novamente discerniveis pelo contexto em que sao utilizadas.
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logo seus autovalores, dados por Tr[Q(t)]V, sdo preservados. Esses autovalores serdo as

cargas conservadas na teoria de Yang-Mills.

Repare que por (4.36) as cargas conservadas sao dadas em termos das fontes no
r.h.s. das equagoes integrais de Yang-Mills. Essas cargas, pelo teorema de Stokes (4.37),
podem ser calculadas também através do fluxo do campo conjugado e seu dual, equacao
(4.32). Além disso, por construgao, essas cargas sao também invariantes de calibre, pois as
holonomias W e V se transformam como g(z) W g~*(zg) e g(z) V g '(xr). Por outro
" g(zr),
FV s g Yag) FV g(xg) e FV — g Yxg) FV g(xr). Logo, as cargas Q[F" Q] e

Q[FW W Q)] transformam-se globalmente como

lado, a corrente e os campos conjugados se transformam por ;W — g71(xg) j

Q[FW’Q] = g_l(*rR) Q[FW>Q] g(xR)
@[FW7]W7Q] = g_1<xR) Q[FW7.]W7Q] g<$R) (445)

Portanto, o operador de carga se transforma também globalmente:

Qt) — g '(zr) Q) g(wr). (4.46)

Concluimos entao que a construcao das cargas em teorias nao abelianas segue,
com algumas modificagoes, as ideias apresentadas em teorias abelianas. As cargas sao
conservadas e invariantes de calibre. Além disso, elas sao consequéncia da formulagao

integral e da simetria de independéncia do caminho, que esta oculta no loop space.
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Nem todo progresso em ciéncia requer uma completa ruptura com as ideias prede-
cessoras. Muitas vezes, uma simples mudanca de perspectiva abre o caminho para novas
descobertas. Neste trabalho, ndo propomos revolugoes, mas sim mudancas de perspectiva

que nos permitam explorar novos cenarios fisicos.

Entre as muitas lacunas a serem preenchidas nas teorias de calibre nao abelianas,
exploramos aquela que diz respeito ao problema da definicdo da carga conservada e
invariante de calibre. Enquanto no eletromagnetismo a carga conservada (carga elétrica)
pode ser obtida através do teorema de Noether, como visto no capitulo 1, na teoria de
Yang-Mills nao é possivel derivar uma equacao de continuidade para a corrente de matéria
a partir desse teorema. Portanto, o teorema de Noether por si s6 nao garante que a
carga conservada em um calibre seja conservada em todos os outros, o que compromete a
principal caracteristica que uma carga deve possuir: rotular uma classe de equivaléncia de

solugoes dindmicas para um mesmo fendmeno fisico.

Abordamos esse problema por uma perspectiva diferente e independente do teorema
de Noether. Importamos da integrabilidade a definicao de um operador da carga cujos
autovalores correspondem as cargas conservadas. Nesse processo, estudamos a generalizagao
da holonomia para o transporte paralelo entre superficies fechadas e mostramos como
construir o operador de carga para o eletromagnetismo e a teoria de Yang-Mills. Devido
a uma simetria oculta no loop space, independéncia do caminho, o operador de carga
evolui isoespectralmente no tempo e, portanto, seus autovalores sao conservados. No
caso do eletromagnetismo, essa construcao resulta na conservacao da carga elétrica, como

esperavamos. Por outro lado, para a teoria de Yang-Mills, as cargas conservadas sao (4.10)
e (4.11).

Outra mudanca de perspectiva tratada neste trabalho estd em considerar, a priori,
as equacoes do eletromagnetismo como relacoes entre fluxo e carga, inclusive na versao
invariante de Lorentz. Embora essa mudanca seja simples, sua profundidade é significativa,
pois segue o tratamento historico do eletromagnetismo. Além disso, provamos o teorema
de Stokes de uma forma alternativa a encontrada na literatura que aumenta a intuicao
sobre o seu significado. Nesse ponto, também apresentamos a versao integral invariante de
Lorentz para meios materiais que, até onde sabemos, nao sao encontradas na literatura.
Demonstramos sua compatibilidade com a versao nao invariante de Lorentz e constatamos

que a carga conservada ¢ o proprio fluxo da polarizacao, conforme o esperado.

Inspirados pela versao integral do eletromagnetismo, olhamos para o caso de Yang-

Mills. Postulamos as equacoes integrais de maneira diferente a sua concepcao original, no
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formato nao exponenciado. Nesse processo, voltamos nossa atengiao para o fluxo conjugado
com a holonomia. Essa abordagem, segundo a opiniao dos autores, representa uma espécie
de “novo principio de calibre” para as equagoes integrais. Além disso, seguindo o processo
de deformagoes de superficies, provamos o teorema de Stokes para o campo conjugado
que também nao é encontrado na literatura, segundo o nosso conhecimento. Mostramos
em detalhes que a versao diferencial de Yang-Mills é compativel com a versao integral ao

considerar um volume infinitesimal e expansoes até primeira ordem.

As equacoes integrais fornecem uma nova perspectiva sobre os fendmenos fisicos
e apresentam uma solucao efetiva para o problema da carga conservada e invariante de
calibre em Yang-Mills. No entanto, também levantam novas perguntas que agugam nossa
curiosidade. Por exemplo, como construir uma versao quantica das equagoes integrais?
Quais modificacoes nas equagoes diferenciais de Yang-Mills surgem ao considerar termos
de ordem mais elevada na expansao das equacoes integrais? Ou ainda, como as equagoes
de Yang-Mills integrais sao expressas em termos dos campos elétrico e magnético nao
abelianos? Embora ainda nao tenhamos condi¢oes de fornecer respostas definitivas para

essas perguntas, estamos ansiosos para nos dedicar a sua busca.
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APENDICE A - Introducio a formas

diferenciais

Neste apéndice, pretendemos introduzir o conceito de formas diferenciais com foco
no eletromagnetismo cléssico. Toda a discussao é baseado nas referéncias (FUMERON;
BERCHE; MORAES, 2020; BAEZ; MUNTAIN, 1994).

A.1 Conceitos iniciais: p-formas, produto wedge, derivada exterior

e dual de Hodge

Uma maneira simplista de definir uma forma diferencial de grau p, sem rigor
matematico, é como algo que sera integrado p vezes a fim de se obter um escalar sobre
uma certa regiao p-dimensional. No entanto, seguiremos outro caminho e as definiremos a
partir de diferenciais exatos de uma funcao escalar F' no espaco euclidiano tridimensional
em um sistema de coordenadas cartesiano,

dF = a—Fdacl (A.1)

ox’
Nessa definicao, uma transformacao na funcao F afeta apenas as derivadas parciais e,
por esse e outros motivos, podemos tratar {dz’,7 = 1,2 ou 3} como uma base. Qualquer
objeto desse tipo sera chamado de 1-forma e o espago vetorial de todas elas nessa base

serd denotado por A'(R?). Esse espago ¢ cotangente, ou dual, ao espago de vetores em R3.

A partir das 1-formas, construiremos objetos de classe mais alta (2-formas, por

exemplo) com o produto wedge, que é definido a partir do produto tensorial antissimetrizado
dr® @ da’ — da’ @ da® = da® A da®. (A.2)

Assim, o espago das 2-formas' em R? serd gerado por {dz' A dx?,dx? A dz® e dx® A dz'}

cujas componentes sao tensores antissimétricos de rank (0, 2)
1 . .
W= S Wi dx' A dax’. (A.3)

Podemos interpretar vetores em R? como pertencendo a um espaco tangente e
para isso usaremos a ideia de derivada direcional. Sendo f uma funcao suave em R3,
associaremos sua derivada direcional na dire¢ao v como um operador um a um da seguinte

maneira:

Vf-v=00f=uvf. (A.4)

1 De maneira geral, uma p-forma serd gerada por dz™ A ... A dz® .
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Repare que v’ sdo as componentes desse operador na base {9;}.

Como as fungoes estao calculadas sobre um certo ponto, digamos x, diremos que
o espago gerado por {9;} no ponto x é o espaco tangente a R® no ponto z, T,R3. Assim
como no caso de 1-formas, construiremos p-vetores com o operador wedge.

Apesar dessa exposicao inicial ter sido feita em um caso particular - espaco euclidiano
- podemos generaliza-la naturalmente para uma variedade de dimensao n, digamos M.

Sendo {z' com i = 1,...,n} um sistema de coordenadas, as bases para 1-vetores serdo {0;}

e para 1-formas serdao {dr’}, onde ambas sao duais uma da outra, i.e.

O produto wedge também pode ser estendido para ligar duas formas de graus
diferentes. Sendo duas m-formas, u e v, uma p-forma, w, e uma ¢-forma, z, o produto

wedge satisfaz as seguintes propriedades

1. Supercomutatividade: u A w = (—=1)P9w A u ;
2. Associatividade: u A (w A z) = (u Aw) A z;

3. Linearidade: (au + fv) Aw = au Aw + v A w.

Note que partindo de duas formas diferenciais de graus diferentes, o produto wedge devolve

uma forma com grau igual a soma das outras duas envolvidas.

Uma outra maneira de aumentar o grau da forma é com o que chamaremos de

derivada exterior, que é um operador tal que

d: AP(M) — APTH(M), (A.6)
e definido formalmente como
dw = idxi Aw (A.7)
— \ ozt '

Dadas duas formas v e u (ndo necessariamente de mesmo grau), duas fungoes f e g em M

e um escalar «, a derivada exterior obedece as seguintes propriedades:

1. d(v+u) = dv + du;

2. d(av) = adv;

3. (f+9)dv= fdv+ gdu;

4. dlu Av) =du v+ (=1)Pv A du;

5. d(du) = 0.
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A partir da ultima propriedade, chamada de nilpoténcia, definimos o que chamamos
de formas exatas e formas fechadas. Formas diferenciais exatas sao tais que w = du e
formas fechadas sao tais que dw = 0, w é uma p-forma e v uma (p — 1)-forma. Toda forma
exata é necessariamente fechada, mas nem toda forma fechada é exata. Essa simples frase
tem implicagoes importantes para teorias de calibre, pois o tensor dos campos, F', é exato
e escrito em termos do campo de calibre, A, como F = dA e, por isso, a identidade de
Bianchi, dF' = 0, ¢é vélida levando a nao existéncia de monopolos magnéticos e a liberdade
de calibre. Se dw = 0 implicar que w é também exata, temos o que chamamos de lema
de Poincare. Esse lema ¢ valido apenas localmente em M, pois depende da topologia da

variedade.

O operador derivada exterior se manifesta no espaco euclidiano R? como os ope-
radores gradiente, divergente e rotacional dependendo do grau da forma em que atua.
Vejamos: sendo f uma fungao (0-forma), w = w;dz’ (1-forma) e u = udz? A da® + uadz® A

dzt + uzdx' A dz? (2-forma), teremos que

df = 0;fdz" (gradiente)
dw = (O1uy — Oouy )dx* A dx® + (pus — Osug)da® A da® + (Osuy — Oyus)da® A dx'  (“rotacional”)
du = Opu’ dx* A dx® A dz®  (divergente).

As aspas no rotacional sdo necessarias, pois para definir o rotacional precisamos escolher
uma orientacao para a base, i.e. impor a “regra da mao direita” para o produto vetorial.
Faremos isso através do operador dual de Hodge.

Antes de falar do dual de Hodge, introduziremos a noc¢ao de distancia em M

2

através da métrica. Definimos” a métrica em um certo espaco vetorial V' como o mapa

bilinear simétrico nao-degenerado:
g:VxV =R (A.8)

Porém, é necessario fazé-la a cada ponto de M, ou seja, a métrica estd no espago tangente

de M.

Estaremos interessados em variedades com a mesma assinatura em todos os pontos.
Nesse caso, temos duas possibilidades: se g tem assinatura (n,0) com n = dimM, a
métrica serd chamada de riemanniana e se g tem assinatura (1,n — 1), ela serd chamada

de métrica lorentziana.

A métrica também é usada para ligar objetos de um espago vetorial (contravariantes)
em outros objetos no espago vetorial dual (covariantes). Portanto, existe um isomorfismo
invertivel entre vetores e 1-formas. Um exemplo da aplicacao desse isomorfismo é quando

utilizamos a métrica para “elevar” ou “baixar” indices no calculo tensorial.

2 Também é possivel definir a métrica como um tensor simétrico de rank (0,2) tal que g(u,v) =

gi; dz'(u) ® da? (v) e gapg®® = 6¢.
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Com a métrica e uma orientacdo na variedade, definimos um mapa invertivel que

conecta p-formas em (n — p)-formas, onde n é a dimensao da variedade, ou seja,
*: AP(M) = A"P(M). (A.9)

Esse operador atua em uma p-forma como

al...a
wt-ar

*W = 7] ‘detgab’ eal--‘ap d$ap+l VARVAN dxana (AlO)

(n—p)
onde €,,..q, € W = Wa,...a, AT A ... A dx?.

Por ltimo, mas nao menos importante, dissemos inicialmente que formas dife-
renciais podem ser integradas. De maneira geral, uma p-forma ¢ integrada sobre uma
hipersuperficie (subvariedade), digamos ¥, de dimensdo p imersa na variedade M de

dimensao n (n > p)

/ W= / Way...ay AT N .o N\ dz®™. (A.11)
> >

Quando a variedade M ¢ simplesmente conexa e a subvariedade é uma borda de uma outra
variedade €2 imersa em M, ou seja > = 01, e caso w seja uma p-forma exata, podemos

relacionar a borda com o seu interior através do teorema de Stokes®
/ dw = 7{ w. (A.12)
0 a0

A.2 Eletromagnetismo nao covariante de Lorentz e formas diferen-
ciais
Iremos obter as equacoes de Maxwell em um meio linear livre partindo do pressu-
posto que a carga elétrica é quantificavel, i.e. dado uma certa regido, digamos €2, compacta

em R? sempre ¢ possivel contar a quantidade de carga e obter a carga total que serd dada

por

Q= /Q P; (A.13)

onde p é a densidade de carga em €2, que é uma 3-forma.

Como p é uma 3-forma em R3, teremos que
dp=0 (A.14)
e, ao menos localmente, pelo lema de Poincare, existe uma 2-forma D tal que

dD = p. (A.15)

3 Para uma prova, ver apéndice B.
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Identificamos D como a densidade de campo elétrico e, portanto, obtemos a lei de Gauss.

Agora, tomemos a derivada temporal de (A.14). Pelo teorema de Schwarz, d e 0,

podem ser intercambiados e teremos
d(0p) = 0. (A.16)

Logo, 0;p também é fechado e, novamente usando o lema de Poincare, definimos uma

2-forma —j tal que

Essa é a equacao da continuidade. Combinando a equa¢ao da continuidade com a lei de

Gauss:
0(dD)+dj =0=d(0,D + j) = 0. (A.18)
Mais uma vez usando o lema de Poincare, definimos uma 1-forma H tal que
oD+ j=dH (A.19)

e obtemos a lei de Ampere-Maxwell com H sendo o campo magnético. Portanto, nesta
construcao, D e H sao formas diferenciais associadas as fontes p e j, que foram introduzidas

por razoes topologicas e assumindo que a carga ¢ quantificavel.

As outras equagoes sao baseadas na auséncia de monopolos magnéticos
Qm=0= / Prm- (A.20)
Q
Se p, ¢ uma 3-forma nula em R3, entdo
dB = p,, =0, (A.21)

onde B é uma 2-forma que serd chamada de densidade de campo magnético. Pelo teorema

de Schwarz, teremos a lei de Faraday,
d(O,B) =0 = 0,B = —dF, (A.22)

onde definimos uma 1-forma E que serd o campo elétrico.

Até agora as equacgoes de Maxwell sao

dD = p; dB = 0; (A.23)
dH — 0,D = j; dE + 0,B = 0. (A.24)

Note que falta ainda relacionar as densidades de campo elétrico e magnético com os campos

elétrico e magnético, respectivamente. Por uma lado, D e B sao 2-fomas, e £ e H sado
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1-formas, nao podemos relacioné-las diretamente. Por outro, 2-formas e 1-formas sao
naturalmente mapeadas umas nas outras em uma variedade tridimensional através do

operador dual de Hodge. Portanto, tomaremos as relagoes constitutivas como
E=xD e B=xH. (A.25)

Com isso, completamos as equacoes de Maxwell.

A construcao desta secao é uma forma elegante de se obter as equagoes de Maxwell
nao covariantes de Lorentz de um ponto de vista de formas diferenciais. Repare que
as quatro equagoes de Maxwell sdo construidas sem mencao a métrica, que s6 é usada
nas relacgoes constitutivas para mostrar como o meio se conecta com a geometria através
da dualidade de Hodge e relacionar objetos distintos (F e D, e B e H) que carregam

informagoes diferentes.

A.3 Eletromagnetismo covariante de Lorentz e formas diferenciais

Na secao anterior, a variedade em que as formas eram definidas era euclidiana
e tridimensional. Nesta, iremos tomar uma variedade quadridimensional com métrica
de assinatura lorentziana denotada por M*!. Essa variedade ¢ o que chamaremos de

espaco-tempo de Minkowski e pode ser pensada como M3! = R3 x R.

Definiremos o campo eletromagnético como uma 2-forma, F, em M>! que acomoda

E e B por
1
F=B+dEANdt = §F,Wd$“ A dx”, (A.26)

onde a base para M*! serd {dt, dz, dy, e dz} e F,, sdo as componentes do tensor dos

campos. Com isso, as equagoes de Maxwell sem fonte (identidade de Bianchi) sao
dF = 0. (A.27)

Como qualquer forma diferencial em M?! pode ser decomposta em suas partes espacial e

temporais, i.e
dw = Oywrdx" N dx”
= dsw + dt A\ Oy,

onde dg é o operador derivada exterior no espaco euclidiano, recuperamos as equagoes

nao-covariantes:

dF = dsB+dt NO,B + (dsE + dt AN O,E) N dt
=dsB+ (dsE+ 0,B) Adt =0
— dsB=0 e dsE+0,B=0. (A.28)
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O outro par de equacoes de Maxwell possui fonte e a definiremos como uma

3-forma?, J, tal que
J=p—jAdt (A.29)

Também ¢é necessario o campo dual ao campo eletromagnético que serd escrito a partir do

dual de Hodge de F"
G=xF=D— HAdt. (A.30)
Com isso, as equagoes com fonte serao

4G = J. (A.31)

Reobteremos as equacoes nao covariantes através de

dG = dD — d(H A dt)
=dsD + (0,D — dsH) N dt
=p—7JAdt
— dsD=p e dsH —09,D=j. (A.32)

Note que as equagoes covariantes diferenciais do eletromagnetismo sao obtidas facilmente
a partir das nao covariantes na linguagem de formas diferenciais. Portanto, apesar de
parecer pouco intuitivo trabalhar com formas diferenciais ao invés do calculo vetorial usual,
ganhamos generalidade e aprofundamos o entendimento da relagao da geometria com o

eletromagnetismo.

4 Em alguns livros, como, por exemplo, (BAEZ; MUNIAIN, 1994) é comum definir a fonte como uma

1-forma J = j — pdt. Nessa outra definicdo, estamos tratando p como uma funcgdo e, portanto, uma
0-forma.
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APENDICE B - Teorema de Stokes para

p-formas diferenciais

Neste apéndice, mostraremos como demonstrar o teorema de Stokes com ferramentas
de célculo variacional e o formalismo de formas diferenciais (LUCHINI; ZACHE; BATTISTI,
). A construcao serd andloga aquela feita na se¢do 3.1 para tensores antissimétricos de

rank 2, que sdo as componentes de uma 2-forma'.

De maneira geral, o fluxo de uma p-forma, denotada por w, sobre uma hiper-

superficie orientada p-dimensional, ¥, imersa em uma variedade D-dimensional (D > p),
M, é definido por

1 oxtt v
d = /2 me_,,#p dett A - A detr = /Ewm...upaal B0, doy . ..doy, (B.1)

onde z*, ..., x"P sao coordenadas sobre .

Deformando a superficie de maneira ortogonal por z — x + dx, mantendo as bordas

fixas, o fluxo mudard por

A 8])“1 81‘/‘17

60'1 aO'p

d oxh? Oxtr
“/Qckn<w”L*@<amz"' )(&ﬂ“dalu.dop<+.“+

doy ...do,

5@:/ 5
g O\Wpy ...y O

do,
d oxHt OxHn=1 Qghntt oxH»
- — oxtrdoy ... d
/2 do,, <w’”"'“p 0oy 00,1 00,41 do, ) v Tp ot
d oxH2 Oxtr=1
- | — . oxtrdoy ... d B.2
s doy, <w“1"'“” 0oy Jop—1 > AN Tp (B-2)

onde ja integramos por partes e descartamos os termos calculados sobre as bordas, pois
ox = 0.

I Lembrando que as componentes de uma p-forma podem ser definidas a partir de tensores de rank p

antissimétricos.



102 APENDICE B. Teorema de Stokes para p-formas diferenciais

O termo geral sera

HL-te Oy 00,_1 0041 do,
Ozt OQxtn=1 Oz Oxkntt  Oxtw
= /Zakwm..-up

doy Do,y Doy, Doy oy

d M1 Hn—1 Hnt1 Hp
by

> (SI’undO'l R dO'p

Q% Qxtn—1 Qgtntr  Jxtw

+ Wy - -
s\ 96,00 00p_1 Oopyiy do,
orHt O2pHn—1 Jghnt1 Oxtr

+ Wiy - -
b " oy 00,01 0011 doy

) dxtmdoy ... do, + ...

) dztdoy ... do, + ...

axﬂl axﬂnfl 8214‘714*1 63:1“17
+ Wiy o L
o " 0oy 00,1 00,0011 doy,
ax“l axﬂnfl 8x,un+1 azx.u‘P
+ w ... -
[ pt
o " 0oy 00,1 00,41 00,00,

) dztndoy .. .do, + ...

) dztmdoy ... doy.

Lembrando que o wy, .., ¢ antissimétrico, podemos renomear os indices de forma a cancelar

todas as derivas de segunda ordem em (B.2). O que resta é

oxt oxt»

5P = (—1)p/2(6wm...u,,+-..) Sor

Sxrdoy ... do,. (B.3)

Repare que o termo entre parénteses é um tensor antissimétrico de rank p + 1 que sera

identificado como as componentes de uma p + 1-forma em uma certa base.

Parametrizando a varia¢do do fluxo por s € [0,27], ficamos com uma equacao

diferencial

dd oxH Oxtr Ox*
oy
7 (—1) /2 (8,\wmmup .. ) dor " Do, Os doy ...do,

(—1)?
- /Z m (a’\wﬂl--#p e ) dac)‘ ANdxP*r A - AN dxP
que sera integrada de s =0 a s = 27

(=1)” A
O(s=2m) —P(s=0) = /2 N (8,\(,‘)“1__.“? . ) dx® Ndx! N - A daP. (B.4)

O Lh.s. representa a diferenca do fluxo para as superficies calculadas em s =0 e
s = 2m. Com a defini¢ao do fluxo (B.1) e invertendo a orientagdo da superficie s = 0, as
bordas entre essa superficies desaparecem e elas podem ser mescladas, X(s = 27) U X(s =
0)~! = 09, formando a borda de um hiper-volume  p + 1-dimensional. Assim, temos o

teorema de Stokes para uma p-forma

j{mw - (—1)P/de, (B.5)

onde o sinal negativo para as formas de grau impar pode ser absorvido mudando a

orientacao da superficie.
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Para o caso de M ser o espaco euclidiano R3, teremos formas diferenciais, nao
nulas, para os graus p = 0,1,2 ou 3. Nesse caso, o teorema de Stokes para 0-formas,
1-formas e 2-formas sera, respectivamente, o teorema fundamental do célculo, o teorema
do rotacional e o teorema do divergente. Ja para o caso de 3-formas, o teorema de Stokes
é trivial, pois a borda é o préprio volume R? e a derivada exterior sobre a forma seré

sempre nula.
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APENDICE C - Introducao a feixes e

conexoes

As discussoes deste apéndice sao baseadas no livro (BAEZ; MUNIAIN, 1994).

C.1 Introducao a feixes

Um feixe, nao necessariamente vetorial, é uma estrutura envolvendo duas variedades
- £ e M - e um mapa entre essas variedades, 7 : £ — M. A variedade £ sera chamada de
espaco total, a variedade M sera chamada de espaco base, o mapa as vezes é chamado de
projecao e denotaremos as fibras de £ como &,, onde p é um ponto de M. As fibras sao

espagos contidos em & que satisfazem a relagao
e=Je,
p

Em fisica, estaremos interessados em feixes de vetores. A definicdo continua
valida, mas agora &, sao espacos vetoriais. Também faremos M ser o espago-tempo. Um
exemplo de feixe vetorial é o chamado feixe tangente de M. Neste, o mapa projetivo é
m:TM — M, onde T,M é o espaco tangente de M em p. Ou seja, o feixe tangente

mapeia cada vetor no espaco tangente de M em p em um ponto p € M.

Note que em nenhum momento impomos que as fibras do espaco total tenham a
mesma estrutura ou sejam espaco iguais. Ainda pensando no contexto fisico, seria interes-
sante introduzir tal caracteristica aos feixes que trataremos. Para isso, introduziremos o

feixe trivial de M com fibra padrao F, de forma que

E=MxF
(p,f)e M x F

T &> M=n7n(p,f)=0p
E =pxF.

Podemos definir também o inverso do mapa projetivo: a se¢ao de um feixe (ver
figura 19), s : M — &, para cada p € M tal que s(p) € &,. Note que som = 1. Resumindo,
uma sec¢ao leva um ponto do espago base em um vetor na fibra correspondente aquele

ponto.
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Figura 19 — Representacao de uma se¢ao em um feixe trivial.

Geralmente, tomamos & = M x F como o feixe trivial com fibra padrao F. Nesses

casos, a secdo nao ¢ nada mais que uma funcao' de M em &:

s(p) = (p, f(p)) € &

Pensando no contexto fisico (mais uma vez) a se¢do é quem faz o papel do campo. Tal

objeto também sera ttil se desejarmos trabalhar com feixes nao triviais, o que nao faremos.

A pergunta que fica é onde entram as teorias de calibre nessa histéria? Pulando
boa parte (na verdade, quase toda) construcao formal, tomaremos os feixes como G-feixes,
que sao feixes sobre o grupo de Lie correspondente a interacao fundamental que estamos
tratando. Cada fibra do G-feixe serd um espago vetorial V' com representacao p que fara
o papel da transformacao linear da fibra V = &, em V = &,, ou seja, atuando com o

elemento do grupo em um vetor da fibra, teremos um outro vetor na mesma fibra.

J& as transformagoes de calibre entram na histéria quando consideramos trans-
formacgoes lineares das fibras V' do G-feixe. Tais transformagoes sdo endomorfismos e
tomaremos o espaco de todos os endomorfismos de V' como End(V). Vale ressaltar que

End(V) forma uma algebra? (linear):

(@T)(v) = a(T'(v));
(S +T)(v) = S(v) + T(v);
(ST)(v) = S(T(v))-

Definindo o dual do espago V' como V, podemos generalizar os endomorfismos de
V para endomorfismos de £ ao tomar o feixe £ ® € como End(E). Note que uma fibra de
End(&) sobre um ponto p € M é o mesmo que End(&,), ou seja, que os endomorfismos

de &,. Cada secdo T' de End(€) define um mapa de &£ para € ja que manda um v € 5\/

1
2

Note a estrutura de grafico da secdo com relacdo a uma funcao f: M — &,.
As duas primeiras propriedades mostram a linearidade da transformacéo, enquanto a tltima é o produto
da algebra.
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para T,v € £,. Com isso, cada segdo 1" de End(€) atua ponto a ponto em uma segao s de

& dando uma nova sec¢ao 1T's em &:

(T's)(p) = T(p)s(p)-

Resumindo. 7" é uma fungao do tipo 7' : I'(§) — ['(€), onde I'(€) é o espago das segoes de
£.

Ressalta-se que , para um G-feixe, T' € End(E), se T(p) estd em G para todo

p € M, entao T serd a transformacgao de calibre que procuramos.

Portanto, em teorias de calibre, os campos sao se¢oes de G-feixes e as leis fisicas
(equagoes diferenciais) sdo tais que, se s € I'(£) é solugao, entdo gs com g € G também ¢é

solucao. Essas equagoes sao ditas invariantes de calibre.

C.2 Introducado conexoes

Sabemos dos cursos introdutérios de Céalculo que uma derivacao compara funcoes,
ou vetores, em pontos diferentes. Em fisica, também precisaremos comparar campos em
pontos diferentes. Entretanto, para comparar secoes em pontos diferentes de feixes a
tarefa fica mais complicada, pois cada se¢ao leva um ponto do espago base para uma fibra
referente aquele ponto. Nao existe uma maneira trivial e inica de se subtrair vetores de

fibras diferentes.

Definimos uma conexdo em M como uma identificacdo de campos de vetores v em

M em fungdes D, : I'(E) — T'(£), que satisfazem:

D,(as) = aD,(s);
Dy(s+t) = Dy(s) + D,(t);
Dy(fs) = v(f)s+ fDu(s);
Dyiw(8) = Dy(8) + Dy(s);
Dyy(s) = fDyl(s),

onde v,w € Vect(M), s,t € I'(E), f € C®°(M) e a é um escalar. Chamaremos D, de

derivada covariante.

Tomando uma base de segdes de & sobre U ("parte de £7):

A
Dg,ej = A, jei.
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Identificaremos os coeficientes AL ; como o vetor potencial. Seguindo:

Dy(s) = Dyua, (s'ej)
=v"Dy,(s"¢;)
= v"(0,8"e; + 57 Dy, (€5))
— b Je. i e,
= v"(0us’e; + A, ;57e;)
— gk i PR
= v"(0us" + A, ;57ei)e;
Definindo Dy, = D,,:
D,(s) = (Dys)'e;.
Tratamos o potencial apenas como coeficientes da derivada covariante atuando
na base, agora diremos seu significado geométrico. Analisemos AL jsj e;. Esse termo é
linear em s e v para fungoes, entao olharemos para ele como um objeto que toma campos

de vetores e secoes, e devolve uma nova se¢ao. Diremos que tal objeto é uma 1-forma

End(€)-valuada, ou seja, uma sec¢ao do feixe End(E ‘U) ® T*U e escrito como
A=Al e;®e ® da,
Atuando em um campos de vetores:

A(v) = Aﬂ € ®e' @ dr*(v)
= Ai we; @ e @ dat(9,)

— A e, i
= A, e @ e’
Agora, atuando em uma secao de &:

Av)s = Ai (e ® e")(s)
— Ai iv“sk(ej ® e')(er)

— AT i,
= A, vts'e;

Um ponto importante é que nao existe uma unica conexao D em um feixe. Mesmo

que a conexao nao seja unica, sempre podemos ligar duas conexdes usando um potencial,
D =D+ A,
e escolheremos D° como uma trivializacao local de &:
DY(s) = v(s)e;.

Essa ¢ a conexao chata padrao.
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Voltando para o caso de G-feixes. Afirmaremos que D é uma G-conexao se, em
componentes locais, A, € End(£) estd em G (dlgebra de (). Vale ressaltar que fazendo

uma mudanca de coordenadas z — 2’

s Ox*

v 8;1:”’ (2]
continua na algebra.

As G-conexodes também sao afetadas por transformacoes de calibre:
Di(gs) = gDu(s) = D), = gDug™".
Se fazemos D = DY + A, o potencial se transforma como

Dy(s) = gDy(97"s)
=9(Dy(g~"s) + A(v)(g7"s)
= g(0u(g"s")es + Ai g tsle;)
- g@ug_lsiei + 99_1au5i€i + gAﬂ iU”g_lsiej
=0,s'e; + (gaug_lsi + gAL jv“g_lsj)ei

— A =g0,97 " +9Aug"

Por tltimo, diremos que duas conexoes D e D' sdo calibre-equivalentes se estao

ligadas por uma transformacao de calibre.

C.3 Aplicando para o eletromagnetismo

Tomando o grupo de simetria como o U(1) e construindo o U(1)-feixe com £ um

feixe trivial sobre M, ou seja, & = M x C. Agora, cada fibra &, ¢é igual a C.

A conexao D é descrita pelo potencial A, que serda simplesmente uma 1-forma
complexa, pois End(C) = C (lembrando que os endomorfismos de C é C). Se essa conexao

¢ uma U(1)—conexao, as componentes A, estdo na algebra u(1),
u(l) = {iz : x € R}.
Com isso, obtemos que as componentes de A, sdo fung¢des puramente imaginarias:
A = iAg,

onde Ag representa a classe de 1-formas reais.

Fazendo uma transformacao de calibre no potencial:

A:t = AM + gaug_l,
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pois o grupo U(1) é abeliano. Escrevendo o elemento do grupo em termos do elemento da

algebra g = e7:
A=A, +i0,f
— A = A+df.

Justamente a transformacao usual do potencial vetor A que aprendemos nos cursos de

eletromagnetismo.

C.4 Introducao a holonomia

Dissemos que, ao contrario do conceito usual de derivada, ndo existe forma tnica e
trivial de se comparar vetores em fibras diferentes de um feixe. Por essa comparagao nao
ser trivial, introduzimos uma conexao ao feixe, que nao é tnica, e dissemos que podemos
relacionar duas conexoes diferentes através de um potencial. Porém, quando escolhemos
um caminho v que liga as fibras de interesse, digamos p e ¢, a translacao dos vetores

através desse caminho é tnica.

A fim de ilustrar essa ideia, tomemos o feixe T'S?, ou seja, o feixe cujo espaco base
¢ a superficie da esfera, as fibras sao os espacos tangentes a essa esfera e o mapa projetivo
ém:TS? — 52 Um vetor em T,5? serd transportado até T,5? por v de forma que ele
fique sempre paralelo a superficie da esfera (ver figura 1). Fagamos agora o transporte
do vetor por 7/ de forma semelhante a dita anteriormente. Repare que o vetor que chega
em ¢ por « é diferente daquele que chega por «'. Isso ilustra o que haviamos afirmado: o

transporte do vetor depende do caminho escolhido.

Definimos a holonomia da conexao ao redor de um loop como o transporte paralelo
do vetor de uma fibra para uma mesma fibra. Poderemos calcular explicitamente a
holonomia usando que a projecao da derivada covariante no vetor tangente ao caminho é

zero. Matematicamente:
Dv/(a)u(a) = 0, (Cl)

onde tomamos um feixe de vetores sobre M com conexao D, um caminho v : [0, 27] - M

de p a ¢ e u(o) um vetor na fibra de £ sobre 7.

Explicitamente, essa equagao fica:
du(o)
do
Como observacao. Talvez o leitor esteja estranhando a falta de um comutador entre os

+ A(+/(0))u(o) = 0. (C.2)

termos A e u ja que ambos estao na algebra. O comutador aparece quando escolhemos
trabalhar com A na representacao adjunta. Nao tratamos o potencial em representacao
alguma. Ele seria algo como um “operador”, apesar desse termo nao parecer o mais correto

para essa situacao.
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APENDICE D — A derivada da holonomia

Sobre uma certa curva 7y parametrizada por ¢ define-se a holonomia a partir da

equacgao de transporte paralelo dada por

aw . dx
E — ZeAME = O7 (Dl)

onde A, é a chamada conex@o que, no contexto de teoria de campos, assume o papel de
campo de calibre.
Considere uma perturbacao na curva em um unico ponto z em uma certa direcao
e (ver figura 20):
W( o) =W(y)+ €0, W. (D.2)

Essa perturbacgdo contrasta com as variagoes discutidas no capitulo 2, pois, anteriormente,

as variagoes mudavam a curva como um todo.

Suponha que exista um operador (GAMBINI; PULLIN, 2000), denotado por
U(e*, z) e chamado por operador translagdo, que é responsavel por alterar a curva dessa

W(T ov) =U(e", )W (7). (D.3)

Esse operador por si s é uma holonomia, mas para um caminho infinitesimal, pois conecta
as holonomias W (), definida em ~, e W(I" o ), definida em +’. Dessa forma, podemos

escrevé-lo como

U(e',x) =1+ ieA, €". (D.4)

TR

Figura 20 — Perturbagao da curva 7 em um tnico ponto z em uma direcao €.
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Assim, por (D.3), temos
W(l o) =W(y) +iee" A, W (7). (D.5)

Note a consisténcia dessa constru¢ao ao combinar (D.2) e (D.5), pois, assim, reobtemos a

equagao da holonomia:

W( o) —W(y) =ieA,e'W(y) = W(y)e*0, W (v)
— 0, W — ieA, W = 0.

Considere agora duas translagoes sucessivas que levam de uma holonomia que
contém o ponto x, digamos W (~) até outra que contém o ponto z’ conforme ilustrado na
figura 21. Nesse processo, tomamos dois caminhos possiveis que diferem pela ordem dos
deslocamentos. O primeiro deles, I'y =I', o T, parte de = deslocando dx até chegar em

"

x1. Em seguida, parte de 2’ deslocando dy para enfim chegar em 2. O segundo caminho,

I'y=T,0TI,, parte de « deslocando dy primeiro para chegar em z”. Depois, parte de z”

"

deslocando dz para chegar em z””’. Calculando a holonomia para I'y:

W(T'y o) = U(dy, ') U(bx,x) W(y)

I+ieA,(z")oy*)(I +ieA,(z)dx" )W (¥)

I+ ieA,0y" + iedrA, 02 5y") (1 + ieA, 52" )W (v)

= [[+ieA, 02" +ieA,éy" + ie(0,A, + A A,)6x"6y" )W (7). (D.6)

= (
= (

Agora para ['s:

W(Ty07) = U(dx,2") U(dy,x) W(v)
= (I +ieA,(z")ox") (I + ieA, (x)oy" )W (¥)
= (I +ieA, 02" + ied\A,02"5y™) (1 + ieA,dy" )W ()
= [[+ieA,ox" +ieA,0y” + ie(0, A, + A A)ox!oy”)|[W (7). (D.7)

onde desconsideramos os termos de ordem quadratica em dx ou dy. Com isso:

W(yoy)—W(y07) =1tie(d,A, —0,A, —ie[A,, A ])W (v)dz"dy”
= ieF,, W (y)éxtdy". (D.8)

Por outro lado, essas holonomias sao calculadas também através de (D.2):

W(I'y o) = 0y"0,(02"0,W) = 0,0,W ()dx" oy* (D.9)
W(ly07) = 02"0,(6y"0,W) = 0,0,W (7)dxtdy". (D.10)

Levando a

W(Ty07) = W(Ts07) = —[0,, ] (7)da"y". (D.11)
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Portanto, por (D.8) e (D.11), temos que

[au’ au]W(’y) = _Z.eF;LVW<7)' (D12)

A derivada direcional da holonomia esta relacionada com o operador translacao.
Além disso, a mudancga de caminho permitida pelo operador translagdo, quando é tal que

varre uma certa area no espaco, relaciona-se com o tensor de curvatura.

IR

Figura 21 — Representagao das translagoes sucessivas através dos caminhos I'y =1, o'y e
FQ = Fy @) F:v
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APENDICE E — Teorema de Noether e

simetria de calibre

Neste apéndice, revisitamos o teorema de Noether para o caso de simetrias globais
e locais com foco nas simetrias de calibre. Toda a discussao segue, principalmente,
(BRADING; BROWN, 2000). No entanto, outras fontes também foram consultadas como,
por exemplo, (NOETHER, 1918; LODATO, 2010).

E.1 O problema variacional de Noether

O trabalho original de Emmy Noether pode ser resumido, de forma simplista, em

um problema de célculo variacional:

Quais condig¢oes devem ser vdlidas para que uma dada transformacao das varidveis
independentes e dependentes, que obedeca um certo grupo, deire a acao invariante, i.e.

0S8 =0, onde a varia¢do da ag¢dao contenha o termo de borda?

Esse problema é ligeiramente diferente do principio de Hamilton, pois este, por
sua vez, diz que para um determinado campo extremizar a agao (0S = 0) por variacgoes
arbitrarias que se anulem nas bordas, as equagoes de Euler-Lagrange devem ser satisfeitas.
Em outras palavras, dada uma lagrangeana que dependa de N campos independentes, ¢,

(a=1,2,...,N), suas derivadas, 0,¢,, € de pontos dos espago-tempo, z,,,

§= [ d'e Ll pu ). (B1)

devemos ter N equagoes do tipo:

oL oL
58 =0 <— [900,] = 87 — 8u (m) =0. (E2)
a n¥a

Resolveremos o problema variacional de Noether (PVN) genericamente variando a
acao (E.1):

oL
4 M
5S = /d [ Sopa + 8%%%@%+@LM], (E.3)

onde dp, = 0pq+0up.07", ou seja, estamos decompondo as variacoes do campo em partes

dependentes e independentes do espago-tempo. Integrando por partes e reorganizando:

oL oL
4 H
is = ot {57~ (g )| o0 (g e+ 250

_ /Q d*z ([a] Soa + 0,B"), (E.4)
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onde definimos B* = -2&

= m%@a + Lox*. Portanto, o PVN se resume em

0§ =0 <= [p4) dopa = —0,B". (E.5)

Interessa-nos o caso de transformagoes de calibre e, nessa restricao d¢, = dppq-

Com isso, o PVN sera

[pa] 0p0 = —0,C* (E.6)
com CF = aaa‘fo -0p,. Geralmente ainda é imposta uma condigao extra: a validade
das equagdes de movimento. Quando isso ocorre, [¢,] = 0 e temos uma equagao da
continuidade:

0,C" = 0. (E.7)

Por esse motivo, é comum se referir a C* como corrente conservada ou corrente de Noether.

E.2 O primeiro teorema de Noether
Considere a ag¢ao invariante por um grupo continuo finito, ou seja, a simetria ¢é
global e depende de n pardmetros w, (o =1,2,...,n). Nesse caso:

00,
 0Aw,

0a AW, (E.8)

em que Aw, € o infinitesimal de w,, e a equacdao que emerge do PVN sera

oL Dopa
00,pa 0w, )

[0a] 9o,
79 Aw,

Aw, = —0, ( (E.9)

Como Af), nao é fungao do espaco-tempo, ele pode ser fatorado da derivada e obtemos

o D20 __y (O£ 0,
P 0Aw. P\ 00,0, 0Aw,

= 0,,j". (E.10)

- M«

Apenas ao impor condigoes on-shell, obtemos uma lei de conservacao para o caso

global, pois assim
oujt = 0. (E.11)
Levando a um nimero de « cargas conservadas definidas como

0, = /QS &z 0. (E.12)

Um exemplo esta discutido na se¢ao 1.2 para o caso do modelo de Maxwell-Higgs.
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E.3 O segundo teorema de Noether

Considere agora que a ac¢ao seja invariante por um grupo continuo infinito, ou seja,

a simetria é local e depende de n parametros p,(z,) (v = 1,2,...,n). Para esse caso, temos

0¢a = ba o(Pas Opuas Tpu) Apa(y) + ¢y o(Pas Oupa, ) Opu(Apalzy) ), (E.13)
onde Ap,(x,) é o infinitesimal de p,. Nesse caso:

oL

A “ Apy) = =0, | =
[@a](ba a Pa + Ca a ap, poz) a,u aa‘u(pa

(ba o Apa + ¢4, 0,ADL)| - (E.14)

Podemos escolher dp, e 0,0p, como nulos nas bordas. Dessa forma, integrando por partes,

ficamos com

[Palba o = Oullpalcy o)- (E.15)

Essa é a relagao que o segundo teorema de Noether impoe que exista para que o grupo

seja simetria.

E importante destacar que os termos presentes no interior do PVN devem ser nulos
independentemente dos termos de borda. Isso é exatamente o que é observado no exemplo
da se¢ao 1.2: as equacdes de movimento sao condi¢oes suficientes, mas nao necessarias.
Portanto, apesar de geralmente as derivacoes da corrente de Noether exigirem a validade

das equacoes dinamicas, elas nao sao indispensaveis.
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APENDICE F - Equacoes integrais para o

eletromagnetismo em outras dimensoes

Neste apéndice, abordaremos as equacoes integrais invariantes de Lorentz do
eletromagnetismo em 1+1 e 142 dimensoes. Além disso, também calcularemos a carga

conservada via representacao de curvatura nula. A discussao se baseia em (LUCHINT,;
ZACHE, 2022).

F.1 Equacgdes integrais em 1+1-dimensoes

Em 141-dimensoes, temos apenas uma equagao integral que relaciona o fluxo de
uma 0-forma sobre uma superficie 0 dimensional com uma fonte. O fluxo de uma 0-forma

¢é dado por

O[f, x] = f(x), (F.1)

ou seja, o fluxo serd uma funcao avaliada sobre um ponto.

Variando o ponto, x — x + dx, formamos um caminho e o fluxo passa a ser!

@[ f, x] = 0, fox. (F.2)

Parametrizando o caminho por o € [0, 27]

dd dzt
g - F.
e integrando
27 dx/’b
Af(@)= [ 0.fdo, (F.4)

onde Af = ®[f, z(27)] — D[f, x(0)], temos o teorema de Stokes para uma 0-forma (teorema

fundamental do calculo).

Postulamos que a equacao integral sera
AE — / € " di?, (F.5)
v

onde E(z) é o campo elétrico, v é um caminho no espago-tempo e j* = (p, j) é a corrente.

Para obter as equagoes de Maxwell covariantes

Q™ = 5. (F.6)

L Os indices gregos representam u = 0, 1.
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onde Fy; = E, devemos usar o teorema de Stokes e que €, " = E. Assim

21 dxﬂ 21 @xlt
AE:/ 0,8 d :/ iy
o " do 7 0 “url do o
de onde obtemos que
OLE =€,j" = 0,F" = j". (F.7)

A escolha na natureza de v define qual equacao de Maxwell nao covariante obteremos

(ver figura 22).

Comecando considerando  puramente espacial em um tempo constante t:

x dxt x
E(t,x) — E(t,zg) = 2/ elojoida = 2/ pdx’ (F.8)
TR dO’ TR

que é a lei de Gauss.

Agora, quando v for puramente temporal em uma posicao rg:

t dz? ¢
E(t,z) — E(0,z) = 2/ 01 do = —2/ jdt! (F.9)
0 do 0

tem-se a lei de Ampere-Maxwell.

Repare que essas sao as unicas equagoes para o espago-tempo bidimensional, pois

nao existe identidade de Bianchi.

0
/1 .'ITU /N L

7/ 1;12 Y4

° > .
TR X

Figura 22 — A esquerda, o caminho puramente espacial. A direita, o caminho puramente
temporal.

F.1.1 Conservacao da carga elétrica em 1+1-dimensoes

Neste caso, o loop space ¢é trivial, pois mapeia pontos em pontos, E(O)(M). A

conexao é dada por

dx*

./4 == Au%dg, (FlO)
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onde A, sao as componentes de uma 1-forma exata, A = df. A O-forma f ¢ escrita em

termos dos campos fisicos como

f= ge””FW, (F.11)

onde [ é uma constante arbitraria.

Pelas equagoes de movimento, a conexao ¢ expressa através da corrente de matéria

como
,dxt
A =20€,,j Eda. (F.12)
Sua curvatura nula é equivalente a equacao da continuidade:
0A=0 = J,5" =0. (F.13)
A partir dessa conexao, defini-se um operador holonomia, W, calculada através da

equacgao de transporte paralelo sobre uma curva 7:

aw dxt
cuja solugao é
W, = e Jo Anlirdoyy,. (F.15)

Considerando dois caminhos ilustrados pela figura 23 que ligam xp e x. O primeiro
deles, v = v, 0 79, pode ser conectado ao segundo, 7' = 7; o Vg, através de deformagoes
continuas,  — x + dx. Nesse caso, tomando as variagoes sobre (F.14), a holonomia muda
por

27 dx* 5
SW = /0 (Ouy = 0,A) 0" do. (F.16)

Como A ¢ exato, d,A, — 0,A, = 0 e a holonomia ¢ independente do caminho. Portanto,

podemos escrever

Wy, =Wy = W, - W, =W, - W,. (F.17)

TR

Por (F.12) e (F.15), a equagao (F.17) serd

t
2eB (5| dt' _, i ; b floma pdt’
e s oo™ oi26BQli=0 _ ,~i2eBQli>0 5128 [ fla=cpt , (F.18)

onde () é a carga.
O operador de carga, Q(t) = e~2¢#Ql>0  evolui de maneira isoespectral,
Q) =U(t) Q) U (t) com U(t) = ¢i2eB o dlo=spdt’ (F.19)

Portanto, os seus autovalores sao preservados. Isso ¢ evidente assumindo j(¢,z) — 0 no

limite que x e x;, tendem a infinito, pois, neste caso,

Q(t) = Q(0) == ¢ U0 = 72eBRl=0 —  Q(t) = Q(0). (F.20)
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0
AT

f)/t N\ ct

f}/;r,n

> >
TR ’YO L

Figura 23 — Escolha dos caminhos em 14-1-dimensdes.

F.2 Equacgoes integrais em 142-dimensoes

Em (1 + 2)-dimensoes, as equagdes integrais ditam o fluxo de uma 1-forma sobre

uma superficie 1-dimensional, ou seja, sobre um caminho fechado. Definimos o fluxo de

uma 1-forma?, C' = C,dz", como

O[C, ] = LCde“.

(F.21)

Variando o caminho mantendo suas bordas fixas e parametrizando as variagdes por

7 € [0, 27] ficamos com
— = — / (0,0, — )—(M”da
do
Integrando essa expressao e invertendo a orientagao do caminho em o = 0:

Cda = — / G dztda”,
>

ox

onde 0% = v(oc = 0) Uy (o = 2m) é a borda de uma superficie ¥ e G, = 9,C,

Esse ¢é o teorema de Stokes para uma 1-forma.

Postularemos que as equacoes integrais sao

ozt 0x”
7{ oy aTdadT—O

~ dz* Ozt Oz
Fdo =~ [ e
j{?z “dada 26“)“7 o Or

onde F),, € o tensor eletromagnético cujas componentes sao Fy, = F;, Fj; =

(F.22)

(F.23)

~9,C,.

(F.24)

(F.25)

—EijB. O

tensor dual, F),, é se relaciona com o tensor eletromagnético por F), = %e,w,\F vA A corrente

serd definida como j* = (p, j1, j2)-

2 Qs indices gregos sdo = 0,1, 2.
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Para obter as equacdes covariantes diferenciais®, basta usar o teorema de Stokes
(F.23):

0, F" = 25", (F.26)
0, F" = 0. (F.27)

Novamente, a escolha na natureza de ¥ determina as equagbes ndo invariantes. As
trés equacgoes de Maxwell serao encontradas quando impomos ¥ puramente espacial, >
como uma superficie espaco-temporal aberta que evolui no tempo ou como uma superficie

espago-temporal fechada com forma de um cilindro (ver figura 24).

Considere a superficie puramente espacial em (F.25). O Lh.s serd

~ da* ~ dx’ dx’
0= ¢ F%%q :]{ B de=—4 E-ddr F .28
}({92 o 0T B e 0T Jos 0 e 4 e AT ( )

onde na ultima passagem definimos 0% as n; dr = eijdxj como a direcao normal a curva

0X. Para o r.h.s., temos

\ Ozt Oz 835 ox?
—2/ EWU B or 2/ €ij0] a——dadT
J
= —2/ Peii 5 o' 895 dUdT = —2/ p ds, (F.29)

onde dS = €;; %’; 92 dodr 6 o elemento de drea. Portanto, com (F.28) e (F.29), temos a lei

de Gauss em 1—1—2—d1mensoes

E-ﬁdr:Q/pdS. (F.30)
ox o

Para a lei de Ampere-Maxwell, considere (F.25) para a superficie a esquerda na

figura 24. Por um lado, L.h.s. sera
= da I i i 0 = i =
]{Fu—da—/Fi dm+/F0]dx—/m dm—/Fo
ox do 0 t=0 T b e t>0 Ya a
-/ 6By du —/%B\bdt—/% By dr + [ Bludt

Bluo-todr— [ Bl -adr— ([ Bhdt— [ Blat). (F31)
v =0 Vo Ya

dx°

Tt

Por outro lado, r.h.s. sera

—2/ €vr] 8;# 3; —2/ / €i0jJ g:ff O —Z/Ot /abj-ﬁ drdt’. (F.32)

Na verdade, com o teorema de Stokes, obtemos as segulntes equacoes 8H13V — ayﬁu = 26W>\j>‘ e

3

OFu + 0, F )\ + 0,Fy, = 0. Porém, ao usar F = e,“,AF” tem-se as formas dessas equacoes
comumente encontradas na literatura.
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Figura 24 — A esquerda, tem-se a superficie aberta usada para reaver a equagdo de Ampere-
Maxwell. A superficie a direita, que é usada para reaver a lei de Faraday,
corresponde a um cilindro espago-temporal com tampas a tempos fixos.

Considerando um intervalo de tempo infinitesimal, (F.31) e (F.32) implicarao na lei de

Ampere-Maxwell em 2+1-dimensoes:

a

d b b
B| - B :%/E-ﬁderQ/j-ﬁdr. (F.33)

A lei de Faraday sera consequéncia da escolha de superficie como a direita da
figura 24 na equacao integral (F.24). A superficie ¥ serd decomposta em trés partes:
Y=3%p U (0% xR) U X; com ¥ e ¥, as tampas inferior e superior, respectivamente, e

0, x R a lateral do cilindro. Dessa forma, temos

oxt Ox¥ ox' Oxd ozt 0x°
F,,——dodr = F.——dod Fyy——dod
j{z“&f@TUT o J808707+820xk OaaarUT
ozt 0x?
F 2% dodr = 0.
+/Et i 5 87_aladT 0

Substituindo as defini¢des do tensor dos campos e reorganizando:

t X
~[ B dS—f / E,»dt’dx%t/ B| ds=o.
PO t=0 8% J0 b t>0

Para um intervalo de tempo infinitesimal, obtemos a lei de Faraday em 1+42-dimensoes:

d
E-dr=—— BdS. F.34
%0 g dt Js, ( )
F.2.1 Conservacdo da carga elétrica em 14-2-dimensoes

O loop space mapeia caminhos fechados em pontos, E(l)(/\/l), e a conexao é dada

por

m v
A= 7{ G 20 4 (F.35)
il

" 9o Or

onde G, sao as componentes de uma 2-forma exata, G = dC'.
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A 1-forma C = O}, dz* é escrita em termos dos campos fisicos como
C,=A,+BF, (F.36)
com (3 uma constante arbitraria. Pelas equac¢oes dinamicas, obtemos GG como
G = Flu + 2Beunj” (F.37)

e, consequentemente, a conexao (F.35) serd

ox* ox” ozt oz”
A= j{ y— da+2 j{e y ——da F.38
Essa conexao possui curvatura nula no loop space que tem como consequéncia a

conservagao da carga:

oxt Ox¥ Ox™
do O OC

A = j{ (ONG + 0, G + 8,Gn) o= E 2 dgdr = 23 / 0, J" d*z =0.  (F.39)
As cargas conservadas sao obtidas a partir dos autovalores da holonomia generali-
zada responsavel pelo transporte paralelo de loops em uma superficie.. A equagao que

define essa holonomia é

av 2m oxt Ox”
G —do |V =0 F.40
dr (/0 "o Ot U) ( )
cuja solucao ¢ dada por
Vi = el G G dodr 7 (F.41)

onde Y é um superficie no espago-tempo escaneada por loops com um ponto em comum,

TR, € Vg é a holonomia calculada sobre esse ponto.

O escaneamento dessa superficie define um caminho sobre o loop space, I'. Por ser
independente do caminho, podemos considerar quaisquer caminho ligando dois pontos no
loop space que suas holonomias serao equivalentes. Escolheremos os caminhos como na
figura 25. O primeiro deles serd I', o I'g, onde I'y comega com um loop infinitesimal sobre
TR e termina em 0%, que serd um loop sobre a borda de ¥ a tempo ¢t = 0. A holonomia

sobre esse caminho sera

oz’ 9z~ 9z’ 9zl
Ve W :efE)ZOXRG‘O 5; 2 —dodr fz G”%Ld odr
L 0

_ effE-drdt+25f§j-ﬁ drdt "~ onBL:O

Assumindo a corrente como localizada e que o campo elétrica caia suficientemente rapido

conforme r — 00, temos

—fz B‘ ds 2,3@‘
0 ht=0 e t=0

Ve, -V =e (F.42)



126 APENDICE F. Equacgoes integrais para o eletromagnetismo em outras dimensoes

0
AN
Y o)
7
F(L'R FL
N
T
* > 7
TR F(J 820

Figura 25 — Escolha dos caminhos em 14-2-dimensdes.

O segundo caminho serd I', o I'; ., onde I';,, evolui o loop infinitesimal até ¢ > 0

TR

e I'; leva esse loop, em um tempo constante ¢t > 0, até d%;. A holonomia, de maneira

analoga a anterior, sera

ds 28Q
t>0 . e t>

0. (F.43)

A independéncia do caminho novamente implica no operador de carga, Q(t) = Vr,,
evoluindo isoespectralmente e as condigoes de contorno listadas levarao a Vp, = V1, .

Assim:
Q(t) =U(t) QO) U (t) com U(t)=Vp, =Vr, . (F.44)

Logo, os autovalores de Q sao preservados no tempo. Esses autovalores serdao a carga

elétrica e o fluxo de campo magnético sobre a superficie espacial:

I (F.45)

VFt = 6_ fzo ’

Repare que no espago-tempo tridimensional essa construcao devolve uma condi¢ao
de conservacao sobre o fluxo de campo magnético, o que nao ocorre nos espagos-tempo de

dimensao par.
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APENDICE G - Equacao da continuidade

integral invariante de Lorentz

O teorema de Stokes para uma 3-forma definida sobre uma subvariedade 4-
dimensional imersa em uma variedade D-dimensional simplesmente conexa (ver apéndice
B) diz que

j{ ozt Ox¥ Ox™ ozt dx¥ Oz Oz
A 90 o1 9C do Or 9 00

onde 2 ¢ um volume 4-dimensional e 9€) sua borda. J& H,,\, s@o as componentes da

O lodrd¢ = — / Hovra dodrdcdo, (G.1)

4-forma exata, H = dG, tais que

H;w/\a = a,uGV/\a - auG/\a,u + a)\Ga,uz/ - aaGm/)\' (G2)

Suponha que G\ = €,10J i.e. as componentes de G como o dual da corrente
total de Noether na teoria de Yang-Mills, definida na equagao (1.77):
D, F*" = j" = J" = j" +ie[A,, F"].

Nesse caso, o L.h.s. da equagao (G.1) fica

dz* dx¥ Ox* , Ot dz” Oz
jf Gy g g Tl = ]{ Cunad 5 e dodTC (G.3)
(§
H,uu)\a = EuAaﬁa,uJB - eAapﬁ8VJ5 + Ea,uzzﬁa)\!]ﬁ - E,Lw)\ﬁaajﬁ' (G4)

Sabemos que é possivel escrever a equacao de Yang-Mills com fonte em termos do dual da

corrente (basta usar a definigao do tensor dual). O resultado é
O Fpy + 0y Fg + 0gFyy = €00,J". (G.5)
Com isso, H é nulo e agora sabemos que, além de exata, essa 4-forma é também fechada:
Hyre =0u(0y Fra + OxFray + 0uFn) — 0y (OxFaps + O Fiun + 0, Frg)

+ ak(aaﬁuu + a,uﬁuoz + auﬁau) - aa(a,uﬁy)\ + 8Vﬁ1)\u + a)\ﬁ:uz/>
— H#,,)\a =0. (G6)

Portanto, voltando no teorema de Stokes, escrevemos a versao integral invariante de
Lorentz da equacao da continuidade como o fluxo do dual da corrente sobre uma superficie

fechada quadri-dimensional no espago tempo:

Ox* Oz O
B
?f@mewmj 5o 9 oc dodrdc="0. (G.7)
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Para escrevé-la, apenas utilizamos o teorema de Stokes para uma 4-forma e as equacoes
de movimento. Usualmente, ¢ comum apresentar a equagao da continuidade como con-
sequéncia da antissimetria do tensor dos campos e, portanto, ela seria conservada trivial-
mente. Com a construgao apresentada, evidenciamos sua formulagao integral a partir de

uma forma diferencial exata.

A equacgao da continuidade na versao usual nao invariante de Lorentz, emerge
da escolha da superficie assim como as equagoes de Maxwell na se¢ao 3.2. Basta tomar
o espaco-tempo como um cilindro quadridimensional tal que suas bordas sao 0§ =
(Vo) ' U (R x V) U V;. Neste cilindro, as tampas inferior e superior representam volumes
espaciais tridimensionais e a lateral é a evolu¢ao da borda desse volume no tempo. Dessa

forma, temos que

5Ozt Oz O Oﬁxi Ox! Ox*
7({)9 vy e e dodrdc =0= /V €0 T dodrdC

0 97 0w 0
+ / 1m0 ; o 852 dodrd( + / esionT" ; . ;c dodrdC.

Identificando os elementos de volume, dV = ezjk%”ff %’f 852 dodrd(, e de area, dSye; 83”; %xg dod(,

no espaco euclidiano, ficamos com

JOdV — J“dV— / / JEdS, dt’
Vi

Qt) — Q(0) = — /0 /6 syt (G.8)

Agora, fazendo a altura do cilindro ser infinitesimal, ou seja, o intervalo de tempo ser

infinitesimal, obtemos a equacgao da continuidade:

dq)
— == J - d3. G.9
dt v (G.9)
Note que, em coordenadas esféricas, definindo o “raio espacial” do cilindro como R,
a condi¢ao de conservagao da carga ¢

2T -
lim / J, R2d0de = 0 (G.10)
0 ™

R—oo
com J, a componente radial da corrente total.

Essa derivacao ainda é valida para a teoria abeliana, mas com a corrente sendo
Jj enao J. O céalculo para mostrar que H,,, = 0 ¢ similar, se nao for igual, aquele que
mostra a conexao 4 como chata para as equagoes integrais invariantes de Lorentz na teoria

abeliana.
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APENDICE H - Solucao tipo Coulomb para
a teoria de Yang-Mills

Afirmamos no decorrer do texto que a conservagao da carga na teoria de Yang-Mills
é problematica. Mesmo que a carga seja conservada em um certo calibre, nao é possivel
garantir que ela também o seja em um outro calibre qualquer. Neste apéndice, iremos

ilustrar esse fato através de um exemplo especifico retirado de (SCHLIEDER, 1981).

Suponha que o grupo de calibre seja o SU(2). Nesse caso, os geradores da algebra

satisfazem a seguinte relacao de comutacao:
[Ta’ Tb] = ieabcTc (Hl)

com €4 0 simbolo de Levi-Civita e a,b,c = 1,2 ou 3. Tome também uma solucao de

campo estético e esfericamente simétrica do tipo Coulomb:!

gz’
TS

E'=""Ty e B'=0. (H.2)

Repare que o campo esta fixo em uma direcao da algebra que escolhemos como T5.

Pela definigao usual de carga da equagao (1.79), tem-se que

Q= [ &xJ2)=| dr0FE = dS; E' = qTs, (H.3)

Qs Qs s

ou seja, a carga e o campo elétrico estdo na mesma direcao da algebra. E evidente que

para esse calibre - denotado por (1) - a carga nao muda, pois o campo elétrico é estatico:

QW (0)=QW(t > 0). (H.4)
Portanto, as componentes espaciais da corrente total sao nulas:

JW = gypW % — 9, p1) T =, (H.5)

Porém, facamos uma transformacao do tipo g(z) = €™ para um novo calibre,
denotado por (2). Como o campo se transforma de maneira homogénea, i.e. F,,
g F., g7, a carga nesse calibre serd

Q(Q) _ b dsS; g Eig—l _ eithQ(l)e—itTg‘ (H.6)
S

L Ver (IKEDA; MIYACHI, 1962; MIYACHI; IKEDA; MAEKAWA, 1982) para ma discussio interessante
sobre solugdes estaticas e esfericamente simétricas em Yang-Mills. Até mesmo no caso homogéneo é
possivel obter uma solugdo de campo esférica.
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Note que, para t = 0, a carga nos dois calibres é igual e para t > 0 ela é diferente. Portanto,

ela evolui de maneira diferente nos calibres.

Segundo a equacao da continuidade,

dQ .
i 2 ds; Jt, H.7
dt s (H.7)

a condicao de conservacao da carga (ja em coordenadas esféricas) é

2 7
lim / / J,R? ddé — 0. (H.8)
0 0

R—o0

Calculemos, entéo, as componentes espaciais da corrente total no calibre (2):

JP i g E®i— 8t(eitT2 0K e—itTg)

— (eitTQ [T% qgéng] e—itTg)
r

— J@ 1= it T %. (H.9)

Substituindo em (H.8):

27w . .
lim / J,R* d0d¢ = —qe™™> Ty e7"™ = ¢ (cost T —isint T3) # 0, (H.10)
o Jo

R—o0
onde na ultima passagem usamos que e‘la Ty e=#Ta = cost I + iegpesint 7.

Repare que a corrente transfere parte da carga para o infinito espacial. Portanto,
apesar de ser conservada no calibre (1), a carga nao é conservada no calibre (2), pois a

condicao de conservacao nao ¢é satisfeita independente do valor de ¢ no calibre (2).
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