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Resumo

Este trabalho tem como objetivo 0 estudo comparativo do desempenho, a nivel da
variancia relativa do ruido na saida, em funcdo da largura da banda passante (ou de
rejeicdo), para algumas estruturas de segunda ordem, no espaco de estados, utilizadas na
implementacéo de filtros digitais passa-baixas, passa-altas, passa-banda e rejeita-banda. Tal
estudo complementa o trabalho realizado em [23], que aborda apenas o caso de filtros
passa-baixas. Em ambos o0s estudos, somente estruturas no espaco de estados sé&o
consideradas, por se tratar de implementacéo de filtros digitais de banda estreita, casos em
gue a literatura aponta o bom desempenho de tais estruturas.

A fim de efetuar tal avaliacdo para todos os espectros, novas transformacoes
espectrais, derivadas das transformacdes de Constantinides, sdo obtidas, permitindo variar a
largura da banda passante (ou de rejeicdo) de um filtro digital prototipo, implementado na
forma paralela, que € o Unico Unico caso aqui abordado.

Todo este esforco se justifica pela importancia de se conhecer o comportamento das
estruturas mais adequadas para uma dada aplicacdo, o que contribui de forma bastante
significativa para o projeto de filtros digitais.



Abstract

This work is a comparative study of the relative output roundoff noise variance
performance for some second-order state-space structures, as a function of the filter
bandwidth. The addressed second-order structures are used as building blocks for realizing
lowpass, highpass, bandpass and bandreject digital filters. In this sense, this study
complements a recent one, which just investigated the lowpass filter case. In both studies
only narrow-band digital filters are discussed, regarding the well known good performance
of the state-space structures in those cases.

In order to compare the output roundoff noise performance for all spectra, new first-
order spectral transformations, derived from the well known transformations due to
Constantinides, are developed, for varying the filter bandwidth of a parallel-form prototype
filter.

All this effort is justified by the importance of knowing the performance of the
structures which are suitable for a desired application, what represents a significative
contribution to the problem of designing digital filters.



Capitulo 1

O Trabalho Desenvolvido

Nos ultimos anos, um significativo progresso tem ocorrido na area de processamento
digital de sinais, com o avanco da tecnologia digita. Com o0 uso extensivo dos
computadores digitais de uso genérico e de processadores digitais de uso especifico, tornou-
se possivel realizar funcdes de transferéncia equivalentes as realizadas pelos sistemas
analégicos, efetivando-se a implementacdo de sistemas discretos no tempo. Tal
implementacéo tem vantagem de evitar alguns problemas pertinentes a implementacdo dos
sistemas analdgicos, tais como confiabilidade, reprodutividade, etc.

Seguindo esta linha de pesquisa, a importante classe de algoritmos denominada
filtros digitais teve grande impulso. A implementacao desses filtros, principalmente quando
de ordem elevada (grande complexidade), normalmente € feita através das realizacdes em
forma paralela ou cascata de blocos de ordem dois. Dentre tais estruturas, tem se
sobressaido aquelas em que as estruturas de segunda ordem sao descritas no espaco de
estados, principalmente por seu desempenho nos casos de filtros de banda estreita,
significativamente superior ao de outras estruturas. Assim, muitos vém sendo os trabalhos
publicados [2], [4], [8], [23] que apresentam estruturas de segunda ordem particulares para
a implementacdo de filtros digitais, com vantagens como reducdo da complexidade
computacional, melhoria do desempenho a nivel de ruido na saida e imunidade a ciclos
limite.

Diante do conhecimento destas estruturas, e da possibilidade de surgimento de
outras, torna-se de grande interesse determinar, para um projeto especifico de um filtro
digital, a estrutura que apresenta melhor desempenho a nivel de ruido na saida, dentro da
faixa de frequéncias requerida.

Dentro dessa Otica, o presente trabalho realiza uma analise comparativa do nivel de
ruido na saida de filtros digitais na forma paralela, para qualquer tipo de espectro, com
banda passante de largura variavel, usando quatro importantes estruturas de segunda ordem.
O objetivo principal € comparar o desempenho das estruturas de segunda ordem em si,
razao pela qual apenas a estrutura na forma paralela é utilizada. Um primeiro trabalho neste
sentido [23] foi recentemente apresentado, no qual a avaliacdo limitou-se ao caso de
espectros passa-baixas, visto que a variacdo da largura da banda passante era feita via as
transformacdes espectrais de Constantinides [6], aplicaveis apenas a filtros protoétipos
passa-baixas. Tal avaliacdo € agora estendida aos demais espectros (passa-altas, passa-
banda e rejeita-banda), e sdo usadas novas transformacdes espectrais, aplicaveis a filtros
protétipos quaisquer, também aqui desenvolvidas. Desta forma, dado um filtro especifico, o
objetivo é variar a largura da sua banda passante, através de transformacdes espectrais
adequadas, e entdo determinar a variancia relativa do ruido na saida do filtro, para cada



caso, com vistas a determinar faixas de frequéncia em que cada uma das estruturas de
segunda ordem avaliadas € mais adequada.

Com o propésito de se alcancar uma melhor compreensdo deste estudo, sera aqui
apresentada uma breve abordagem dos filtros digitais, no que diz respeito a sua
conceituacao, suas propriedades béasicas, sua estabilidade, sua descri¢do, sua classificacdo e
sua realizacdo. Por fim, os demais itens deste Capitulo 1 procuram descrever sucintamente
o conteudo dos capitulos seguintes.

1.1- CONCEITUACAO DE FILTROS DIGITAIS [22]

Um filtro digital € um sistema digital que atua sobre uma sequéncia de amostras do
sinal de entradau[n], gerando uma sequéncia de amostras de spfdp sendo
caracterizado por

y[n] = H{n] (1.1)

ou seja, um filtro digital € caracterizado por um mapeamento da sequéncia de amostras de
entrada numa sequéncia de amostras de saida.

1.2- PROPRIEDADES BASICAS DE FILTROS DIGITAIS [22]
Algumas propriedades basicas dos filtros digitais sédo a seguir caracterizadas.
1.2.1- LINEARIDADE
Um filtro digital é linear se suas respostas
y,[n] = F[ Xl[n]] (1.2a)
H x[n]] (1.2b)

YZ[n]

a duas sequiéncias de entraga] e x,[n] quaisquer séo tais que

Flax[n] + bx[rl] = a{x[ 4] +bFA [} =dd + by (1.3)
Caso contrério, o filtro digital € dito néo linear.
1.2.2- CAUSALIDADE

Um filtro digital € causal quando sua resposta a sequéncia de exﬁtr]a@m um

instante qualquer independe de valores subsequentes desta mesma resposta e da propria
entrada. Matematicamente, o filtro digital é causal se, e somente se, para todo par
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x,[n] = %[n] para n< N (1.4a)
x,[n] # x,[n] para n [ON (1.4b)
sua resposta é tal que
Fx[n]] = Ax[n]]para n< N (1.5)
Caso contrario, o filtro é dito ndo causal.

1.2.3- INVARIANCIA AO DESLOCAMENTO

Um filtro digital é invariante ao deslocamento quando sua resgostaa uma
sequéncia de entrad{in] qualquer é tal que se a entrada for atrasada de k amostras a saida
sera

Fx[n - K]] = y[n- K (1.6)

ou seja, também serd atrasada de k amostras. Caso contrario, o filtro digital € dito variante
ao deslocamento.

1.3- ESTABILIDADE DE FILTROS DIGITAIS [22]

Na maior parte dos casos, os filtros digitais séo lineares, invariantes ao deslocamento
e causais. Assim sendo, sua respghtd a uma excitacagr[n] pode ser escrita como

yln]=F ﬁz x[k] B[ - k]ﬁ (1.7)

tal que

Il =3[k O n- § (L8)

KE=

sendo
{n] = AL 1.9)
a resposta ao impulso unitario.

Dessa forma, um sistema linear e invariante ao deslocamento € complementamente
caracterizado por sua respoi;l[en] ao impulso unitario, através da equacéao (1.8), que é

chamada de somatério convolucgéo, e que também pode ser escrita como
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[

yin] = Y x[n - K OKK] (1.10)

k= -

através de uma transformacao de variaveis adequada.

Nesse ponto, o importante conceito de estabilidade pode ser abordado: um sistema é
dito estavel, no sentido BIBO (Bounded Input, Bounded Output), se para toda entrada
limitada o sinal resultante na saida é limitado.

Para o filtro digital linear e invariante ao deslocamento pode-se afirmar que

y[n] < Z X[n - K] OJHK] (1.12)

= —00

Se a entradd n] for limitada, isto é
X[n]| € Xy 0w On (1.12)

resulta que uma condicdo suficiente para que o filtro digital seja estavel, no sentido BIBO, é
dada por

00

> |[h[k]| O (1.13)

k= -0

ja que ela torng[n] limitado. Por outro lado, a condi¢do (1.13) também é necesséria, uma

vez que se 0 somatorio nela contido for infinito € sempre possivel achar uma entrada finita
da qual resultaria uma saida infinita. Por exemplo, se a entrada for tal que

Xx[n - k] = +1para h[n] =2 0 (1.14a)

Xx[n - k] = -1para h[n] OO (1.14b)

resulta que

vinl = Mol = 5 14 (119

e, nesse caso, a saida s6 sera limitada, para a entrada limitada, se (1.13) for satisfeita. A
conclusdo, portanto, € que a equacgdo (1.13) é condi¢cdo necessaria e suficiente para a
estabilidade do filtro digital.

1.4- DESCRICAO DOS FILTROS DIGITAIS [22]
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Uma descricdo detalhada do filtro digital, em termos da transformacao F incluida em
(1.1), pode ser feita de varias maneiras, mas a mais comum de todas € a descri¢cdo através
de equacdo a diferencas. Isso se deve ao fato de que os filtros assim descritos sao
suficientemente poderosos para atender a maior parte das aplicacdes praticas. Tal descricdo
relaciona a entrada e a saida de um filtro digital através de uma equacéao do tipo

ii‘%’[“‘ 1- 3 ofn-1 =0 (1.16)

I'=0

que € analogo a equacao diferencial que descreve o0s sistemas continuos. Assim como
ocorre com as equacdes diferenciais, uma equacdo a diferencas tem uma infinidade de
solugdes para a sal’d@ﬁn], ja que qualquer uma de suas solugbes particulares somada a

solucdo da equacéo diferenca homogénea também € uma solucdo. Por sua vez, tal solugao
da equacdo diferenca homogénea s6 € completamente determinada se forem dadas as
condi¢des auxiliares, ou seja, os valoreg[dg], y[n, - 1], ...,y[n, = N], onden, é um

instante particular em que a condi¢éo auxiliar é especificada.

Para que um filtro digital descrito por uma equacdo a diferencas seja linear é
necessario que as condi¢des auxiliares sejam nulas, pois se isso ndo ocorrer o filtro terd, por
exemplo, resposta ndo nula a uma excitagao nula, caracterizando-se a nao linearidade. Por
outro lado, para garantir a causalidade, o filtro digital deve estar inicialmente relaxado. I1sso
quer dizer que se

x[n] =0 para n < n, (1.17a)
entao

y[n] = 0 para n < n, (1.17b)

Na prética, apenas a soluqﬁn]da equacao a diferengas, caracterizada em (1.16),

que corresponde ao filtro digital causal e linear é de interesse, o que equivale a considerar o
sistema inicialmente relaxado. Nesse caso, pode-se mostrar que a referida solugdo também
€ invariante ao deslocamento.

Dessa forma, o filtro digital pode ser descrito pela equacao a diferencas
N ] M
y[n] = —Za,.y[n— ] +Zb>{n— | (1.18)
i=1 I'=0

ondea, = 1, sem perda de generalidade. Por sua vez, usando-se o recurso da transformada
z, a expressao (1.18) pode ser dada, no dominio da variavel complexa z, por
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i

H(Z)_ X(Z):l_l_i a12“

(1.19)

com a regiao de convergéncia da transformada z convenientemente escolhida. A expresséo
H(z) assim obtida é referida como a fungdo de transferéncia do filtro. Tal fungdo de

transferéncia € uma funcéo racional de z, e se caracteriza por seus polos e zeros, termos
estes que tém a mesma conotagdo associada aos sistemas continuos. Em funcéo dos polos e
zeros,H (z) pode ainda ser descrita como

H(z)z%zHozN‘M E (1.20)
[]

ondez, representa o |-ésimo zerago i-ésimo pélo deH (z).
1.5- ELEMENTOS BASICOS DE UM FILTRO DIGITAL [22]

Os filtros digitais sé@o realizados a partir de trés elementos basicos: o atraso, o
multiplicador e o somador, vistos nas Figuras 1.1a, 1.1b e 1.1c, respectivamente.

x[n] xn - 1]

o T 0

Figural.la: O atraso

m
O
x[n] /}\ mx[n]
—>(X) A
Figural.lb: O multiplicador
OXWM
xln] X ] .+ xln]
—>(F) 4

Figural.lc: O somador

17



Uma outra alternativa € a representacdo dos mesmos em forma de grafo, conforme as
Figuras 1.2a, 1.2b e 1.2c.

x@] ’ x[nu 1]

Figural.2a: O atraso

x[n] m mx[n]

Figural.2b: O multiplicador

Figural.2c: O somador

O elemento quantizador, visto na Figura 1.3, representa a operacao nao-linear de
quantizacdo, responsavel por acomodar os resultados de soma e multiplicagdo em um
namero finito de bits. Tal elemento também é fundamental na realizag&o do filtro digital, e
constitui o quarto elemento, basico para a sua realizacdo. A operacédo de quantizacdo pode
ser realizada por truncamento, arredondamento ou truncamento em magnitude. Tais
técnicas serdo posteriormente abordadas, na Sec¢éo 2.1 do Capitulo 2.

x[n] r o7 [x[n]]
o) LQJ o} d

Figural.3: O quantizador

1.6- CLASSIFICACAO DOS FILTROS DIGITAIS [22]

Basicamente, os filtros digitais se subdividem em dois grandes grupos, em termos do
comportamento de sua respolsiam] ao impulso unitario.

Os filtros de resposta ao impulso finita, ou filtros FIR, sdo aqueles cujos coeficientes
a;, i =1,2,..N, em (1.18) e (1.19) s&o nulos, o que equivale a dizer que a ré$ppsla
filtro ao impulso unitario se caracteriza por um numero finito de amostras, como se pode
concluir de (1.18). Por outro lado, eles também se caracterizar®(adr z", como se

pode concluir de (1.20), o que equivale a dizer que todos o0s polos estao na origem do plano
complexo z.
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Jé& os filtros de resposta ao impulso infinita, ou filtros IIR, sédo aqueles para os quais
os coeficientes,, i = 1,2,...N, em (1.18) e (1.19) s&o tais que pelo menos um deles € ndo

nulo. Isso faz com qu@(z) seja um polinbmio com raizes em qualquer parte do plano

complexo z. Para tais filtros, é estabelecida uma relacdo de recursividade entre a amostra
atual da saida e algumas amostras anteriores da mesma, caracterizando a néo limitacdo do
namero dessas amostras, razéo pela qual o filtro IR é necessariamente um filtro recursivo.

Para os filtros IIR, a condicdo adicional de estabilidade tem que ser imposta, como
pré-condicdo para a realizacdo do filtro, o que equivale a restringir seus polos a se
localizarem dentro do circulo de raio unitario, no plano complexo z , sempre que se tratar
de filtros causais [20].

Ja em termos dos filtros FIR, ndo ha necessidade de nenhuma restricdo adicional,
pois eles sdo sempre estaveis, visto que seus polos estdo todos na origem do circulo
unitario.

Outras caracteristicas diferenciam os filtros FIR dos filtros IIR, mas ndo serdo aqui
abordadas, visto que apenas os filtros IR serdo considerados neste trabalho. A favor destes,
no entanto, deve ser dito que a ordem da funcéo de transferé(migé bem mais reduzida

gue no caso dos filtros FIR, pelo menos nos casos usuais de aproximacéao de filtros, o que
explica sua larga utilizacao.

1.7- REALIZACAO DOS FILTROS DIGITAIS

A partir do momento em que um filtro digital IIR linear, invariante ao deslocamento,
causal e estavel tenha sido definido, sua transferéh@id € conhecida. Dai em diante, o

projetista de filtros digitais esta diante de um novo passo do problema, que é a realizacdo do
referido filtro, que consiste em definir a estrutura adequada para computa-lo, ou seja,
calcular as amostras de sajfia] uma vez dadas as amostras da entpula

A classe das estruturas digitais no espaco de estados, como sera visto na Secao 3.1
do Capitulo 3, tem merecido destaque na literatura pelo seu baixo ruido, notadamente nos
casos de filtros de banda estreita [22]. Entretanto, dada sua grande complexidade
computacional, € normalmente usada uma solu¢cdo de compromisso, implementando-se
estruturas na forma cascata ou paralela com blocos de segunda ordem, sendo o bom
desempenho a nivel do ruido de quantizacdo na saida o fator determinante da utilizacao de
um dado bloco de segunda ordem. Por outro lado, a implementacao de filtros digitais com
palavra de comprimento finito também possibilita 0 surgimento de oscilacdes parasitas, 0s
ciclos limite, absolutamente indesejaveis. Torna-se, entdo, bastante importante eliminar tais
oscilacbes que tanto prejudicam o comportamento do filtro digital. Tendo em vista este
objetivo, o Capitulo 2 apresenta a descricdo das estruturas no espaco de estados, além de
uma abordagem sobre a conceituacéo e a classificacdo de ciclos limite, culminando com a
apresentacao de técnicas que possibilitam a sua eliminacao.
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Os filtros digitais analisados neste trabalho sdo implementados utilizando-se quatro
importantes estruturas de segunda ordem no espaco de estados, descritas com detalhes no
Capitulo 3, que se utilizam das técnicas de eliminagédo de ciclos limite a entrada zero, a
entrada constante e devidos a "overflow" vistas nas Segfes 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3,
respectivamente, do Capitulo 2. A primeira estrutura a ser usada na implementacdo dos
filtros sob andlise € a chamada estrutura 6tima ou estrutura de minimo ruido [11]. Suas
propriedades particulares séo discutidas com detalhes, assim como sua sintese, na Se¢éo 3.2
do Capitulo 3. A nivel deste trabalho, as propriedades que merecem destaque séo a baixa
variancia relativa do ruido na sua saida, assim como sua imunidade a ciclos limite nos casos
de entrada zero [26] e de "overflow" [12], quando se utiliza a saturacéo aritmética [5] e a
quantizacdo por truncamento em magnitude nas variaveis de estado, que € a situacdo aqui
abordada.

As trés outras estruturas adotadas diferem da primeira por serem também imunes a
ciclos limite no caso de entrada constante. A comparacdo do nivel de ruido destas trés
Gltimas estruturas constitui o objetivo maior deste trabalho, enquanto a estrutura 6tima
representa um padrdo de comparacéo, devido a sua caracteristica de minimo ruido. Sob o
aspecto da complexidade computacional, o Capitulo 3 também discute o "hardware"
necessario para implementar um filtro paralelo (Gnica forma abordada neste trabalho), de
ordem 2N, usando as quatro estruturas abordadas.

1.8- O TRABALHO DESENVOLVIDO

Conhecidas entdo as estruturas, o projetista frequentemente se depara com a
necessidade de selecionar, dentre um grupo de blocos basicos de segunda ordem, aquele
que sera utilizado na implementacdo do filtro cascata ou paralelo, para um projeto
especifico. Em tal situacéo, o ruido de quantizacéo na saida do filtro € um critério essencial
para tal sele¢éo, o que confere grande importancia a ferramentas que permitam simular o
desempenho do filtro, para diversos blocos basicos. Desta forma, deseja-se obter uma
comparacdo a nivel da variancia relativa do ruido na saida para as quatro estruturas
abordadas no Capitulo 3, determinando assim as faixas de frequéncia em que as estruturas
livres de ciclos limite sdo mais adequadas, lembrando-se que a estrutura Otima é aqui
adotada como referéncia, para fins comparativos.

1.8.1- AS NOVAS TRANSFORMAGCOES ESPECTRAIS

A fim de se obter tal avaliagdo para todos os possiveis espectros (passa-baixas,
passa-altas, passa-banda e rejeita-banda), torna-se necesséario o desenvolvimento de novas
transformacdes espectrais, que mantenham o espectro original, a0 mesmo tempo que variem
a largura da banda passante. Para isto, é realizado um estudo bastante detalhado, no
Capitulo 4, das transformacdes espectrais em protétipos passa-baixas (de Constantinides)
[6], possibilitando, a partir destes resultados j& consolidados na literatura, obter
transformacdes espectrais que podem ser aplicadas a quaisquer protétipos de filtros.
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Uma grande vantagem inerente a estas novas transformacgdes é o fato de serem todas
de primeira ordem, o que faz com que cada bloco quadratico de uma Hu('z)éma forma

cascata ou paralela de blocos continue sendo quadratico, quando se usa a transformacéo
necessdria para variar a largura da banda passante. Ao contrario, o uso das transformacées
de segunda ordem de Constantinides, no caso de filtro transformado com espectro passa-
banda ou rejeita-banda, faz com que cada bloco quadratico torne-se um bloco de quarta
ordem. Isto demandaria a fatoracdo do novo bloco em dois blocos quadréaticos, o que
tornaria necessario resolver um sistema de equag¢des nao lineares, para cada valor de banda
passante, como é sugerido no Capitulo 5. Desta forma, o uso das novas transformacdes
propostas no Capitulo 4 se traduz em significativa reducdo do esforco computacional para a
sintese do filtro transformado. Infelizmente, porém, tais transformacfes apresentam o
inconveniente de ndo manter fixa a frequéncia central da banda passante (ou de rejeicao)
do filtro sob estudo.

1.8.2- ANALISE COMPARATIVA

De posse desta transformacao espectral genérica, pode-se entdo avaliar, o que € feito
no Capitulo 5, o desempenho das estruturas digitais descritas no Capitulo 3, em termos do
nivel de ruido na saida para diversas larguras da banda passante. Assim sendo, tais
estruturas de segunda ordem foram utilizadas na implementagé&o de filtros digitais de oitava
ordem na forma paralela, com frequiéncia de amostragem de 10KHz, escalamento em norma
quadrética e quantizacdo feita por truncamento em magnitude e saturagdo aritmética nas
varidveis de estado, nos casos de espectros passa-baixas, passa-altas, passa-banda e rejeita-
banda.

Assim, para cada banda passante, e para cada uma das quatro estruturas, o filtro é
sintetizado e a variancia relativa do ruido na saida é calculada, gerando-se os graficos
comparativos vistos na Secéo 5.1 do Capitulo 5. Neste Capitulo 5 € também realizada uma
abordagem simplificada da transformacdo de Constantinides para o caso passa-baixas
passa-banda e passa-baixas rejeita-banda, levando a filtros passa-banda e rejeita-banda
centrados emm/ 2. Este estudo, abordado na Secé&o 5.2, confirma os resultados encontrados
na Secao 5.1.

21



Capitulo 2

Ciclos Limite em Filtros Digitais

A implementacao de filtros digitais é feita via software em computador de uso geral
ou via hardware especifico. As operacdes necessarias sdo as somas e multiplicacdes, cujos
resultados devem ser armazenados em memdaria, através de registradores de comprimento
de palavra finito. A utilizacdo destes registradores acarreta efeitos tais como [14]:

- mudancas nas caracteristicas de entrada/saida do filtro devido a quantizacdo dos
coeficientes;

- ruido causado pela conversao analdgico/digital quando o sinal original € um sinal
analdgico;

- ruido causado pela quantizacdo dos resultados dos produtos ou somas durante a
computacao;

- oscilacdes de overflow devido a faixa dinamica insuficiente;

- ciclos limite devido aos efeitos néo lineares de quantizacao.

Por quantizacdo entenda-se a operacao de reduzir um namero representado em uma
certa quantidade de bits a outro niumero, agora representado em uma quantidade menor de
bits.

Pelo fato dos ciclos limite serem bastante prejudiciais ao desempenho dos filtros
digitais, a estratégia que normalmente se adota é garantir, através da selecdo adequada da
estrutura algoritmica para a computacéao do filtro, que tais ciclos limite ndo ocorrerdo [22].
Dentro dessa oOtica, o presente capitulo tem como objetivo apresentar técnicas que
possibilitem a eliminacdo de ciclos limite em filtros digitais, especificamente no caso de
estruturas digitais descritas no espaco de estados [8], [13], [26], as quais sdo as Unicas
abordadas neste trabalho. Para uma discusséo sobre ciclos limite em outras estruturas, ver
[14] e [15].

2.1 - REPRESENTACAO NUMERICA

A fim de possibilitar uma melhor compreensdo de comentéarios futuros, esta secéo
abordara as diversas formas de representacdo numérica binaria, com namero finito de bits,
antes de se entrar na abordagem de ciclos limite propriamente dita.
2.1.1- REPRESENTAQAO NUMERICA EM PONTO FIXO

Em processamento digital de sinais os numeros, quando processados em aritmética
de ponto fixo, sdo geralmente representados na forma sinal magnitude, mais eficiente na
realizacdo de produtos, ou nas formas complemento a um e complemento a dois, estas mais

eficientes na realizacédo de adicoes.

Assim, s&80 as seguintes as principais representacdes numéricas:



a) SINAL MAGNITUDE

Consiste de um bit de sinébo) e um namero em binarifio, b, ...b, ) caracterizando
0 modulo do numero representado. Assim,

X = b, bbb .. h (2.1)

onde para numeros positivog & 0 e para nUmeros negativog b 1, sendon + 1 0
namero de bits usado na representacao.

b) COMPLEMENTO A UM
Aqui tem-se que

X ,seb, =0

X, = 2.2
' 52—2‘“—|x| ,seb, =1 @2)

onde X € como em (2.1) e n + 1 é o numero de bits adotado para a representacao.
c) COMPLEMENTO A DOIS
Aqui,

,seb,=0

X, = 2.3
? E@—|X| ,seb,=1 (2:3)

onde X é novamente como em (2.1).
Nota-se, assim, que as representacdes em complemento a um e complemento a dois
diferem da representacdo em sinal magnitude apenas no tratamento de nimeros negativos.

2.1.2 - REPRESENTACAO NUMERICA EM PONTO FLUTUANTE
Em caso de aritmética de ponto flutuante, o nimero pode ser representado por

X =X,2° (2.4)

onde X é a mantissa e c € o expoente do numero, széndo |X,| O1.

A utilizacdo de ponto flutuante requer que a mantissa seja quantizada no caso de
soma e multiplicacdo, enquanto que em ponto fixo a quantizacdo somente é necessaria em
caso de multiplicagcdo. Em compensacéo, a faixa dinamica dos numeros em ponto flutuante
€ maior que em ponto fixo. Na maioria da vezes, entretanto, a representacéo em ponto fixo
€ usada, escalando-se o filtro tal que se possa maximizar a faixa dinamica [22]. No presente
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trabalho, apenas o caso de representacdo em ponto fixo e complemento a dois sera
considerado.

2.1.3 - ERROS DEVIDO A PALAVRA DE COMPRIMENTO FINITO

O erro entre 0 numero real r e sua representacdo quantizadanr um certo
namero de bits, dada por (2.1), (2.2) ou (2.3), vale

e(n)=r-r, (2.5)

sendo [ € um mudltiplo inteiro do passo de quantizaggacujo menor valor é q = 2,

onde b + 1 € o ndmero de bits usado na quantizagéo.

Os métodos de arredondamento, truncamento e truncamento em magnitude podem
ser usados para quantizar os resultados dos produtos realizados na computacao do filtro
digital, sendo que cada um desses métodos se caracteriza por um valor esperado e uma
variancia particulares [21]. Tais valores sé&o apresentados a seguir, a partir das definicdes do
valor esperado

E(x)= 3 X, PX,) (2:6)
e da variancia
v(x)=€e(x?)-[EX)F (2.7)

considerando uma variavel estocastica X com distribuicdo que se aproxima daquela do
ruido branco [9], [21].

Para o caso de arredondamento tem-se que
Ele(n)]=0 (2.8)

(2.9)

enquanto que para o caso de truncamento tem-se que
Ele(n)] = _% (2.10)

gz = 2% (2.11)
¢ 12

e, finalmente, para o caso de truncamento em magnitude tem-se que

24



Ele(n)]=0 (2.12)

-2b
2 - 2 (2.13)

ondee(n) é dado em (2.5).

A Figura 2.1 apresenta a caracteristica de quantizacdo, o erro de quantizacéo e a
distribuicao estatistica deste erro, para cada um dos métodos de quantizacdo acima.

x)
A Q ®
Qrm )
X X
X
er (9
ep® e ™
T+
T+q b T+a
X X X
+-q - q T-a
f A () fr () frap
1/q 1/q
1/(2q)
|
Tq/2 q/2 X “q X T q 7

Figura 2.1: Caracteristica de quantizacdo, erro de quantizacédo e distribuicdo estatistica do
erro para os casos de arredondamento, truncamento e truncamento em magnitude.

2.2 - CICLOS LIMITE

Os ciclos limite sdo oscilacdes parasitas que surgem na saida do filtro digital, e que
se sustentam mesmo que a excitacdo seja retirada. Tais ciclos limite estdo associados a
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realimentacao existente nos filtros de resposta ao impulso infinita ou recursivos, e sdo um
dos maiores problemas a serem enfrentados quando de sua realizacdo. Quanto a origem,
eles se classificam em ciclos limite granulares e ciclos limite devidos a "overflow".

2.2.1- CICLOS LIMITE GRANULARES

Ocorrem em virtude do fato de que a implementacéo do filtro digital em aritmética
de precisdo finita exige a presenca de quantizadores, 0 que ndo permite que sua resposta
seja assintoticamente decrescente a partir do instante em que a entrada se torna nula. Com
isso, sdo gerados sinais de ruido que se auto-correlacionam, originando oscilacdes
autbnomas denominadas ciclos limite granulares. Estes ciclos limite, de acordo com a
entrada, podem ser ciclos limite granulares a entrada zero ou ciclos limite granulares a
entrada constante e, sdo provenientes da quantizagcdo nos bits menos significativos dos
sinais [9], [14].

2.2.2- CICLOS LIMITE DEVIDOS A "OVERFLOW"

Ocorrem quando os moédulos dos sinais internos excedem a faixa dindmica dos
registros disponiveis, o que, se ocorrer frequentemente em um curto periodo de tempo, pode
acarretar severas distor¢cdes no sinal de saida do filtro, iniciando oscila¢des auto sustentadas
denominadas ciclos limite devidos a "overflow". E interessante mencionar que o fato
preocupante ndo é a ocorréncia do "overflow", e sim a garantia de que o tempo de
recuperacao seja menor que o tempo entre a ocorréncia de dois "overflows" [9], [14].

Ao contrario dos ciclos limite granulares, as ndo-linearidades de "overflow"
influenciam os bits mais significativos da representacdo numérica em ponto fixo.

2.3- TECNICAS DE ELIMINACAO DE CICLOS LIMITE

Em muitas aplicacdes a presenca de ciclos limite pode ser um sério problema, sendo
tatica comum garantir-se a sua eliminagdo. As formas de se garantir tal eliminacdo serao
aqui abordadas, considerando-se filtros digitais caracterizados no espaco de estados, e

representacdo numérica em ponto fixo [8], [13], [26].
Seja entao o filtro digital recursivo descrito no espacgo de estados por

X[n+1] = AX[n] +bU[ A (2.14)
Y[n] = cX[n] +dU[n] (2.15)
ondeA, b, ced sédo matrizes de dimensdes N x N, Nx 1, 1 x N e 1 x 1, respectivamente,

enquantoX[n] é o vetor das N varidveis de estadfn] a entrada &/[n] a saida, estes
escalares.
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2.3.1- ELIMINACAO DE CICLOS LIMITE A ENTRADA ZERO  [26]

A Figura 2.2 abaixo mostra um modelo mais realista do filtro digital, incluindo os
quantizadores, que sdo colocados nas variaveis de estado. Estes quantizadores séo tais que
cada variavel de estado é quantizada independentemente das outras.

>§f\< = o

Un]=0

X[n + 1]

NS

x[n]
W[n + 1]

Figura 2.2: Filtro digital representado no espaco de estados.
Para que a estrutura acima seja livre de ciclos limite a entrada zero, quando a nao-
linearidade Q[X] realiza truncamento em magnitude, casado com a representacao
complemento a dois para "overflow", é suficiente que

A'GA < G (2.16)

onde aA e G sdo matrizes N x N corA correspondente a um sistema estavel em precisao
infinita e G € uma matriz diagonal definida positiva.

Demonstracao:
No caso de entrada zero tem-se tifia] = Oe
W [n +1]= AX [n] (2.17)

Além disso, considerando-se a néo linearidade represnetada por Q na Figura 2.2,
vem que

X[n+1]=Qwn+1] (2.18)
Seja a norma de um vetogenérico dada por
Iv[* = vTGy (2.19)

sendoG uma matriz diagonal definida positiva, como acima. Como o quantizador realiza
truncamento em magnitude vem gug[n + 1| < |w[n + 1 para 1< k<N, e desde
queG € uma matriz diagonal de elemengps positivos, tem-se que
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[X[n + 14| < |w[n + 1] On (2.20)

Assim, de (2.16) tem-se que

XT[nJATGAX[n] < X T[nBX [ 1] (2.21)
resultando em

win + 1] = [x[n] 222)
o que leva a

Ix[n + 4] < X[ 229

Agora, considere-se N iteragOes consecutivas de (2.17) e (2.18),weoiando de
n,an + N- 1Caso ocorra uma quantizacdo neste periodo, tem-se que

IX[n + 4" < win + 9" -« (2.24)

para algum n na faixa citada, orad@ um ndamero positivo fixo, dependendo somenteésde
e do tipo do quantizador . Assim,

IX[n+ 4" < [x[n]]" - (2.25)
isto é, a norma decresce quando ocorre a quantizacao.
Por outro lado, caso ndo haja quantizacao durante este periodo, entédo
W[n, + N] = A"X[n,] (2.26)
[W[n, + NJF =X [nJA™ ) A X[n,] OX[nJex[ng] = [X[no ] 2.27)

Dado que o quantizador permite somente valores discretos da norma, eventualmente
tem-se

IX[ne + NJ|* < [X[n]] -« (2.28)

0 gque garante que durante um intervalo igual a N unidades de tempo, a||m(ni]\a

necessariamente decresce, a0 menos por uma quantgafi®aAssim, um numero finito

de amostras ap0s a entrada se tornar zero, a energia interna vai para zero, ndo sendo
possivel a sustentacdo de uma oscilacdo, o que comprova a eliminacao de ciclo limite no
caso de entrada zero.
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Note-se que a exigéncia@eser uma matriz diagonal justifica-se pelo processo de
guantizagcao extremamente complicado que resultafiars@o fosse desta forma.

A seguir é apresentado o significado da condicdo de eliminacdo de ciclo limite a
entrada zero para estruturas de segunda ordem [8], [16], por serem estas de particular
interesse como blocos basicos nas realizacdes das formas paralela e cascata. Desta forma, a
condicdo em (2.16), par@ diagonal definida positiva, é satisfeita se e somente se 0s
elementos dé satisfazem [16]

a,a, =2 0 (2.29)
ou

Bbizazl (D

e (2.30)

%aﬂ - a,,|+defA)<1

Observa-se que tal condicdo é de facil verificacdo, ja que se relaciona diretamente
aos elementos da matiz

2.3.2 - ELIMINACAO DE CICLOS LIMITE A ENTRADA CONSTANTE  [13]

Os filtros digitais livres de ciclos limite sob condicbes de entrada zero ndo sao
garantidamente livres de ciclos limite sob condi¢cdes de entrada constante. A razao € que 0s
efeitos de quantizacao do filtro sob condi¢cdes de entrada contante sdo em geral diferentes
daqueles do filtro sob condi¢cdes de entrada zero. Sob este ponto de vista, a condi¢cdo para
auséncia de ciclos limite a entrada constante sera obtida por meio de uma equivaléncia dos
efeitos de quantizacao de filtros com entrada constante com filtros sob condicdes de entrada
zero.

Seja entdd[n] = U,, que é uma entrada constante. Assim, o estado de equilibrio

X, no filtro digital ideal € dado por

X, =(I -A)*bU, (2.31)
donde pode-se obter
b=(-A)P (2.32)
0 que implica em
P=(-A)"b (2.33)

sendoP uma matriz de dimensédo N x 1 pertencente aoccBnP # 0. Desta forma
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X, = PU, (2.34)

Substituindo a equacdo (2.32) na formulacdo de variaveis de estado em (2.14),
verifica-se que

X[n+1]= AX[n]+ (1 -A)PU[n] = A(X[n]-PU[n])+PU[n] (2.35)
0 que equivale ao sistema representado na Figura 2.3, que € uma versado modificada daquele

representado na Figura 2.2, modificacdo esta correspondente a redefinicdo das variaveis de
estado, como se nota a partir de (2.35).

~

SR

\ X[n + 1]
-1
p VA
x[n]
WI[n + 1] Win]

A

u[n] -P

Figura 2.3: Modificacéo do filtro digital para eliminac&o de ciclos limite no caso de
entrada constante.

A partir de (2.35), tomando-se 0 novo vetor de variaveis de estado como sendo
W[n] = X[n] - PU, (2.36)
pode-se escrever
Wn + 1 =AW[ 1 (2.37)

gue equivale a condicdo de entrada zero para o filtro descrito pelas novas variaveis de
estado.

Assim, obtida esta equivaléncia, a sintese de filtros digitais livres de ciclos limite sob
condicGes de entrada constante se reduz a modificacdo de um filtro digital livre de ciclos
limite no caso de entrada zero, com base em (2.33) e na Figura 2.3.

Outra forma de eliminac&o de ciclo limite a entrada constante em filtros digitais de

segunda ordem é aqui apresentada [8]. Trata-se de um caso bem particular, em que o vetor
P genérico dado pela equacao (2.33) assume valores inteiros, em virtude da restricao
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imposta aPU ,, que é a de ser representavel no comprimento de palavra da maquina (isto &,
calculado exatamente). Assim sendo, o vetor coRipde assumir as seguintes formas,
tal quePU, seja representavel exatamente

Casol: P=[+1,( (2.38a)
Casoll: P=[0, 7 (2.38b)
Casolll: P = [+1, 1" (2.38c)

onde, para cada cado, pode ser escolhido de forma a assegurar a eliminacdo de ciclos
limite & entrada constante, através da equacao (2.32). Assim

rige D= g 2.39
20 [T 8n 1-a,,0#.0

fornece os seguintes valores parabb,

Caso I b=+(-a,),b,=Fa, (2.40a)
Caso II: b,=+a,,b,=+(1- a,,) (2.40b)
Casolll: b=+@1-a,)Fa,,b=Fa,+(1-a,) (2.40c)

A introducdo do vetd? conforme a Figura 2.3 gera diversas estruturas livres de
ciclos limite a entrada constante, as quais serdo detalhadas no Capitulo 3.

2.3.3 - ELIMINACAO DE CICLOS LIMITE DEVIDOS A "OVERFLOW"  [5], [9]

Uma técnica utilizada para reduzir a probabilidade de ocorréncia de "overflow" a um
nivel aceitavel nos filtros digitais € o procedimento de escalamento dos sinais internos [20].
Desta forma, calcula-se um limite superior da magnitude do xiv[na]| para todas as
possiveis entrada@[n] no filtro, 0 que permite prevenir o aumento no comprimento de
palavra dos filtros digitais. Isto é realizado atraves da introducédo de operacdes néo lineares
nos sinais, denominadas néo linearidades de "overflow".

O esquema de escalamento do sinal interno € representado através da Figura 2.4.

Aqui, deseja-se escalar o sinal de entrada tal que a probabilidade de ocorrer um "overflow"
no sinalx; [n] seja reduzida.
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Figura 2.4: Escalamento em filtros digitais.

Considerando-se, entdo, condi¢des iniciais nulas, tem-se [20]
= Yi[KUn-K  On (2.41)
o
e seU[n] for limitado em magnitude pd#,, para todo n, chega-se a
x[n] < U, kijfi[k]|. (2.42)

Assim, para;[n] limitado por U, para todos os tipos de sequéncias de entrada, o
escalamento devera assegurar que

§| [k] < (2.43)

A equacdo (2.43) € uma condicdo necessaria e suficiente para a eliminacéo
definitiva do "overflow" [12]. Porém, por ser uma condi¢éo de escalamento excessivamente
restritiva, provoca excessiva reducdo no sinal depois do multiplickgdoo que é
inconveniente [9], [12], [20] . Assim, adota-se a estratégia de garantir ndo a eliminagdo do
"overflow", mas sim uma resposta forcada estével [5].

Um filtro digital & considerado livre de ciclos limite devidos a "overflow", ou dito ter
resposta forcada estavel, se o erro que é introduzido ap6s a ocorréncia de um overflow
decresce com o tempo, de tal maneira que a saida do filtro ndo linear converge para a saida
do filtro linear ideal [5], [9], ou seja

lim k] =[0..9 (2.44)
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A partir da literatura, tem-se que uma condi¢cao suficiente para garantir a estabilidade
da resposta forcada, quando ocorre "overflow", em filtros livres de ciclos limite a entrada
zero com quantizagdo granular aplicada as variaveis de estado, é executar a quantizagédo
conforme mostra a Figura 2.5 abaixo [5], [9], [12].

Ay
4™
| | | | /
-3M' -2M -M' Y "\\2M ''3M ¢
/
T-m

Figura 2.5: Tratamento de "overflow" para garantia de resposta forcada estavel.

A forma mais simples de tratamento de "overflow'que garante estabilidade da
resposta forcada € a saturacdo aritmética [9], [12]. Através dela, quando o "overflow" &
detectado, o valor maximo substitui o valor do resultado de "overflow", com o sinal
apropriado. Isso esta ilustrado pelas linhas horizontais, a partirde y = M ey da M
Figura 2.5.

Assim sendo, usa-se um valopara o qual a probabilidade de ocorrer "overflow"
seja baixa, porém ndo nula, o que exige o tratamento adicional do sinal sob condicdo de
"overflow". A selecao do valor de é tal que o valor da norma pde cada uma das funcdes
de transferéncia da entrada para os pontos em que pode haver "overflow" seja menor que
um, ou seja

)\imax S”F_ eljw | (2.45)
! P
ou entao
), = 240

onde F,(z) e F,(z) sdo como indicado na Figura 2.5. Os valores mais comumente usados

para p sdo dados por 2« Sep = o, tem-se 0 escalamento em norma infinita [9], [12],
[20], que garante a auséncia de "overflow", mas tem a amplitude do sinal por demais
reduzida, podendo-se ter problemas na relacéo sinal/ruido [9]. Quanto ao escalamento em
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norma quadrética, o "overflow" podera ocorrer, porém, com baixa probabilidade, mesmo
sob a condicéo da equacéo (2.46).

Finalmente, é importante mencionar que a utilizagdo de sistemas tais como
complemento a um e a dois estabelecem caracteristicas particulares interessantes com
relacdo ao "overflow". Quanto a multiplicacdo, € possivel a ocorréncia de "overflow"
apenas nas saidas dos nos que sdo entradas de multiplicadores. Dai, a preocupagdo com
"overflow" se restringe as entradas dos multiplicadores. Quanto a soma, € permitida a
ocorréncia de "overflow" nas saidas dos nds que correspondem a uma soma parcial, desde

que a soma total ndo exceda os limites da faixa dinamica [20].
2.4 - CONCLUSOES

Neste capitulo foram inicialmente apontados os efeitos danosos provocados pelo uso
de registradores de comprimento de palavra finito na computacdo do filtro digital, e um
estudo das formas de representacdo binaria dos numeros, e do erro que ocorre em cada
representacao, foi apresentado.

Posteriormente, um dos principais problemas devidos a utilizagdo de tais
registradores, os ciclos limite, foram abordados, desde sua origem até as técnicas para sua
eliminacao, permitindo a implementacao de estruturas para filtros digitais que s&o imunes a
sua ocorréncia. Destaque-se que esta é a estratégia mais comumente usada, quando do
projeto de filtros digitais. Algumas estruturas, que adotam tal estratégia, serdo abordadas no
Capitulo 3, as quais pertencem ao grupo particular das estruturas no espaco de estados [9],
[12].
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Capitulo 3

Estruturas Digitais no Espaco de Estados de
Segunda Ordem Livres de Ciclos Limite

A implementacdo de filtros digitais de ordem elevada € normalmente feita através
das realizacdes em forma cascata ou paralela de blocos basicos de ordem dois. As principais
vantagens sdo a reducédo da sensibilidade da rede, assim como do ruido em sua saida [9],
[20]. Entretanto, nos casos de filtros digitais com banda passante estreita, o ruido na saida
dos filtros implementados na forma cascata ou paralela de secdes diretas de ordem dois é
ainda elevado [10]. Em tal situac&do, destacam-se os filtros digitais implementados sob a
forma de estruturas no espaco de estados, para 0s quais pode-se sintetizar uma estrutura em
gue a variancia relativa do ruido na saida ndo s6 é minima como também é invariante com
relacdo a largura da banda passante [18]-[19]. Porém, dada a grande quantidade de produtos
necessarios para computar tal estrutura, usa-se estruturas na forma cascata ou paralela em
gue cada bloco de ordem dois € uma estrutura no espaco de estados de minimo ruido [11],
obtendo-se um bom compromisso entre complexidade computacional e baixo ruido [18].

Sob esta Otica, tem-se desenvolvido grande esforco de pesquisa no sentido da
propositura de estruturas de segunda ordem descritas no espaco de estados, que apresentem
bom desempenho a nivel de ruido na sua saida, além de outras caracteristicas de interesse,
como imunidade a ciclos limite [1], [2], [4], [8], [11], [23].

Neste capitulo, a estrutura de segunda ordem de minimo ruido [11], a estrutura quase
Otima imune a ciclos limite [23] e duas estruturas de segunda ordem imunes a ciclos limite
[8] serdo descritas, destacando-se sua sintese e sua imunidade a ciclos limite, com vistas a
subsidiar o estudo comparativo do seu desempenho, que € feito no Capitulo 5.

Por outro lado, embora a estrutra 6tima [11] seja imune apenas a ciclos limite nos
casos de entrada zero e "overflow", ao contrario das outras trés, que sdo também imunes a
ciclos limite no caso de entrada constante [8], [23], sua abordagem se justifica por se tratar
de uma estrutura usada como padréo de comparacéao, pelo seu baixo ruido.
3.1- DESCRIC}AO DAS ESTRUTURAS NO ESPACO DE ESTADOS

A descricao de filtros digitais de segunda ordem por variaveis de estado é dada por

X[n +1]=AX[n]+bU[n] (3.1)

Y[n] = cX[n] + dy[n| (3.2)



ondeX'[n] = [x[n] x[n]] é o vetor de estadokl[n] ¢ a entrada escalar¥§n] € a
saida escalar, enquang be ¢ sdo matrizes 2 x 2, 2 x 1 e 1 x 2, respectivamente, e d €

um escalar, representando os coeficientes multiplicadores das estruturas, caracterizados na
Figura 3.1.

a1

>&(n+1)

vava

Xz<n+1) xz(n)

D2
Figura 3.1: Estrutura no espaco de estados de ordem 2.
A funcéo de transferéncia correspondente, de ordem 2, é
H(z)=c'[2 -A]"b +d, (3.3)

que, desenvolvida, resulta em

H (Z): dz* + [b101 +b,c, - d(an *a, )]Z +b, (Czam — Cla22) +b, (Cla:I.Z — Czan) + d(aua“zz — a21atl.2)
s (a:u tay, )Z + (anazz - a21a12)

(3.4)

Comparandd (z) acima com a expressao da funcdo de transferéncia genérica para
um filtro digital de ordem 2, dada por

2
H(Z): YoZ tViZ1Y,
Z’+a,z+a,

(3.5)

obtém-se que

I
o

Yo (3.6a)
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y, =b,c +b,c, - d(an + azz) (3.6b)

Y, = b1 (Czazl - Cla22) + bz (C1a12 - Czan) + d(ailazz - a21a12) (3-6C)

a,=-(a,+a,,) (3.6d)
e
o, =a,a,, - aa, (3.6e)
Agora, reescrevendd(z) na formaH (z)=d+H'(z) tem-se que
H (2)= —Zzﬁlz’z?% (3.7)
sendo que
B, =Y, —Y,a,=bc, +Dbgc, (3.8a)
e
Bo =V, = Vo, =by(C8, — Caz,) + b, (G, — coay,) (3.8b)
A Figura 3.1 ilustra a referida estrutura, onde os coeficientes-al, 2, j = 1, 2

caracterizam a matria, os coeficientes,bi = 1, 2, definem o vetds e os coeficientes
c,i =1, 2, definem o vetar.

3.2 - AESTRUTURA DE SEGUNDA ORDEM DE MINIMO RUIDO [11]

Seja a estrutura no espaco de estados de segunda ordem dada pela Figura 3.2, a qual
inclui as operacfes de quantizacao, realizadas nas variaveis de estado e na saida.
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by 32 ¢
u(n) d - Y(n)
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%2
Figura 3.2: A estrutura de minimo ruido.
A descricdo no espaco de estados é agora dada por
X[n+ 1 =AX[n] +bU[ ] +[ (3.9)
Y[n] = cX[n] + dyn] + g[n] (3.10)
en] =[e[n] e[n]]' (3.11)

A variancia do ruido na saida da estrutura é dada por

ol=0"

”M"’

;@)

J

O escalamento é realizado de forma tal que

sendo os erros de quantiza(;ér{)n], j = 1,2,3 gerados nos pontos de quantizacdo, nao
correlacionados em termos de i.e

(3.12)

ondec? é a variancia do ruido gerado em cada operacéo de quanti@f-;léﬁ))é a funcao
de transferéncia (escalada)ej¢n] paraY[n] e|.|, denota a norma,.
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IF (), =1. (3.13)

onde Fi'(z) € a funcdo de transferéncia (escaladal)J[JIﬂ parax; [n] sendo mais comuns

0s escalamentos com p = 2 (norma quadratica ou escalamgntiu lp = (norma
infinita ou escalamentd ). Vale ressaltar que o procedimento para obter a estrutura de
minimo ruido s6 é valido para escalamehtg embora as redes resultantes possam ser
prontamente re-escaladas em escalamentosendo que os resultados assim obtidos,
embora ndo 6timos, sdo satisfatorios [8], [11].

Dada a realizagd@,b,c,d) do filtro ndo escalado e com vetores de fungdes de
transferéncia

F(2)=[R(2) R.(2)] (3.142)
da entrada para os estadofn] e x,[n], e
G(z)=[6.(2) G.(=] (3.14b)

dos estadog,[n + 1] ex,[n + 1] para a saida, obtém-se a classe de realizagdes escaladas
do filtro, definida por

(A b'c.d)=(T"AT,T,cT,d) (3.15)
sendo al' uma matriz ndo singular dada por

R, 0O
T= O (3.16)
g0 |Rl,H
que define uma transformacao de similaridade que faz o escalamesdiltro.
Segue-se que 0s novos vetores de fungdes de transferéncia intermediarias tornam-se
F(2)=[z-ATb =T () (3.17)
G'(2)= [zl ~(a) ]_l(c')T =T'G(2) (3.18)

Particularizando-se os resultados em [18] para o caso de ordem N = 2 obtém-se
que as condigdes necessarias e suficientes para que a variancia do} ro@saida do
filtro sujeito ao escalamento, lseja minima séo
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W' =DKD (3.19a)

e

K w= KW 0ij=12 (3.19b)
onde

K'=5 (a%)(a* ) (3.20)
e N

w=Yy [ a ) (cra¥) (3.21)

k=
sendoD uma matriz diagonal 2 x 2.

As definicdes acima podem ser expressas no dominio da frequéncia como

K =fFRF (z")z" dz (3.22)

W'=§G'(2)G"(z")z" dz (3.23)
e, assim, a restricdo de escalamento em (3.13), considerando norma quadrética, implica que
Ki=[F@;=1 O (3.24)
Portanto, de (3.19), tem-se que
We W 0 i, ] (3.25a)
ou seja
SO0 MERY (3.25)

Logo, a rede Otima se caracteriza por ter igual contribuicdo de ruido na saida para
cada fonte de erro localizada nas variaveis de estado.

As equacbes (3.24) e (3.25a) mostram que (3.19) é satisfeita se, e somente se,
D = 4l resultando na condi¢éo alternativa
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W' = 9%K’ (3.26)

Como o filtro é de segunda ordem, observa-se que (3.26) ndo € modificada quando
escrita como

W =9*M K M (3.27)
onde
1
M = 0 E (3.28)
4 oH

pois K e W 'sdo matrizes simétricas com elementos iguais na diagonal [11], [18]. De

(3.20) e (3.21) é prontamente mostrado que (3.27), e assim (3.26), sdo satisfeitas por uma
rede em que

AT = MAM (3.29a)

c' = oMb (3.29b)

0 que, em termos dos elementos da realiz&56',c ,d), resulta em

B = a (3.30a)

b, _ ¢y (3.30b)
b, '

1

No que se refere a sintese da estrutura de minimo ruido, a equacédo (3.30),
juntamente com as equacoes (3.6d) e (3.6e), permite obter os valores

Q

Q; = & =~ 71 (3-31)
e
a, = —4d, - Tl =~ 8y (3.32)

enguanto que a equacao (3.30) juntamente com as equacodes (3.8a) e (3.8b) permite obter

\

b, = \/(\/BZZ ~B.Ba, + Blzaz + B, + 311.31)

2a,,

(3.33)
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b, = BL (3.34)

LG Db, (3.35)
,C= b (3.36)
com d dado a partir da equacao (3.6a).

Com relacdo a ocorréncia de ciclos limite no caso de entrada zero, os resultados em
[16] e [26] permitem verificar rapidamente que a estrutura de minimo ruido € imune a tais
ciclos limite, para quantizagdo por truncamento em magnitude realizada nas variaveis de
estado. No que se refere a ocorréncia de ciclos limite no caso de "overflow", o0s resultados
em [5] permitem verificar rapidamente que se o tratamento de "overflow" for feito por
saturacdo aritmética, que é o tratamento mais comumente adotado, a estrutura de minimo
ruido também é imune a tais ciclos limite.

Agora, ja conhecidos os elementos das matizés C e o escalar d, as equagdes
que estabelecem as fung¢des de transferéncia internas a rede podem ser obtidas. Assim, as
fungdes de transferéncha(z)do né de entradal[n] para as variaveis de estaddn] séo

dadas por

)=y D12t 2o ~Di2o) (3.37)
v (all + azz)z +a,,8y, ~ a8y

F, (Z) - b,z + (b1a21 — bZall) (3.38)
z° - (au tay, )Z 8,8, ~ a8,

permitindo o escalamento do filtro de acordo com as equacdes (3.15) e (3.16). J& as funcbes
de transferéncia dos noi$[n + 1] para a saida da se¢éo sao dadas por

G, (Z) - Gz+ (azlcz — azzcl) (3.39)
Z - (au +ay, )Z +tay,8,, ~ 8,8,

_ c,2+ (a6 —ac,)
G,(2)= 2 2 (3.40)
2( ) z’ - (au + azz)z + 81,85, ~ A,

e a partir delas pode-se calcular a densidade espectral relativa do ruido na saida da secdao,
assim como a sua variancia relativa, dadas, respectivamente, por

RPSOw)= i G ) +1 (3.41)
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(3.42)

2 ) 2
ot =1+3 Jo/E)

=1 2
considerando que a quantizacdo é feita nas variaveis de estado e apds o somador na saida da
rede.

No caso da forma paralela de m secdes, Unico caso abordado no presente trabalho, a
densidade espectral relativa de poténcia do ruido na saida do filtro, usando como secbes a
estrutura de minimo ruido, é dada por

RPSD (w)=1+Y

m
=1

i G; (e,-wlz (3.43)

enquanto a variancia relativa do ruido é dada por

2

gZ=1+ le Zl ”G., (ejwmz (3.44)

O valor da variancia relativa do ruido na saida do filtro na forma paralela, dado pela
equacao (3.44), é um excelente indicador para um estudo comparativo do desempenho das
estruturas de segunda ordem, e serd utilizado para tal fim no Capitulo 5.

3.3- ESTRUTURAS LIVRES DE CICLOS LIMITE

Como visto no Capitulo 2, uma estrutura digital imune a ciclos limite nos casos de
entrada zero e de "overflow" pode ser ligeiramente modificada, na forma em que o sinal de
entrada € injetado, tal que ela se torna imune também a ciclos limite no caso de entrada
constante [8], [23]. Isso permite que estruturas imunes a ciclos limite em qualquer
circunstancia sejam sintetizadas, o que é um excelente ponto de partida. Quatro estruturas
recentemente propostas, e que apresentam tal caracteristica sdo a seguir apresentadas,
diferindo entre si apenas pelo valor do veRoutilizado (ver equacgdes (2.33) e (2.42)), o
gue acarreta diferencas no niumero de multiplicadores por se¢édo de segunda ordem, além de
diferencas no que se refere ao ruido na saida do filtro.

3.3.1 - AESTRUTURA QUASE OTIMA [23]
Trata-se de uma estrutura digital derivada da rede 6tima, porém imune também a

ciclos limite devidos a entrada constante. Seja entédo a estrutura 6tima da Figura 3.2 onde a
descricdo no espaco de estados, incluindo os quantizadores, € caracterizada por

X[n + 1 = dAX[n] +b,Un] (3.45)
Y[n] = Jc,X[n] + d,U[n]] (3.46)
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ondeA,, , b, ,c, € d, representam a realizagdo da estrutura de minimo ruido, e séo
calculados conforme visto na Secgéo 3.2.

Agora, conforme mostrado no Capitulo 2, aplicando a técnica de eliminacdo de
ciclos limite no caso de entrada constante a estrutura da Figura 3.2, chega-se a estrutura

mostrada na Figura 3.3, onde é utilizado o vétogenérico dado poP = [p, pZ]T.

Observe-se que, novamente, os quantizadores realizam truncamento em magnitude e
saturacdo aritmética nas variaveis de estado, o que permite a imunidade a ciclos limite nos
casos de entrada zero e "overflow" (ver Capitulo 2).

a110p

1
[q 5 % ()

1 1

32

1Q

Sl
19 2-1/ % (M)

a220p
Figura 3.3: Estrutura sem ciclos limite genérica.

Observando-se a Figura 3.3, verifica-se que a estrutura € descrita por

X[n+1=Q|a, X[n]+( -A,)QPU[n]] (3.47)

Y[n] = e, X[n] +d,un] - c,, JPY ] (3.48)

0 que faz com que a funcao de transferélht(a) obtida a partir de tal figura seja a mesma
obtida a partir da Figura 3.2, no caso de precisao infinita, quando se impde que

P=(-A,)"b, (3.49)
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d=d,_ -c P (3.50)

Logo, a estrutura da Figura 3.3 pode ser vista como sendo uma versao imune a ciclos
limite devidos a entrada constante da rede 6tima de segunda ordem. Entretanto, a Figura 3.3
sera ligeiramente modificada, a fim de evitar a necessidade de correcao do coeficiente que
estabelece a ligagéo direta entrada / saida, tal que, agora

X[n+1]=QlA,X[n]+ (I - A, )Q[PU[n]] (3.51)
Y [n]=Qle,,X[n]+d,,u[nl| (3.52)

correspondendo & estrutura mostrada na Figura 3.4.

a110p

a220p
Figura 3.4: A estrutura quase o6tima.

Para realizar a sintese da estrutura da Figura 3.4, dada a rede da Figura 3.2, apenas €&
necessario calculd®, além de escalar a rede tal que ndo haja overflow nos nés de soma
correspondentes #—Aop)Q[PU [n]] Para tanto, usam-se as equacodes (3.15) e (3.16),

agora considerando as funcées de transferéncia da ettfadlgpara os referidos nés de

soma. Daqui para a frente, portanto, a estrutura da Figura 3.4, e ndo mais a da Figura 3.3,
sera considerada, pela sua maior similaridade com a estrutura da Figura 3.2.

Dado que a estrutura recursiva da Figura 3.4 é a mesma da Figura 3.2, a menos de
escalamento, a sua imunidade a ciclos limite, no caso de entrada zero, esta garantida pela
imunidade a ciclos limite no caso de entrada zero da rede 6tima [26]. A mesma afirmacao
vale para o caso de ciclos limite devidos a "overflow" [5].
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No que se refere ao caso de entrada constantg[sgja= U, , tal que
X[n+1=qQ[A, X[n]+ (I -A,,)Q[PU,]| (3.53)
Dai obtém-se que

X[n+1 = dAX[d -A,QPU,] +QPU,]] (3549
e finalmente que
X[n+1]-Q[Pu,]=Q|A,,(X[n]-PU,) (3.55)

gue corresponde a estrutura 6tima, com entrada zero, em que 0s novos estados sdo dados
por

V[n] =X[n] - dPU,] (3.56)

para guem a imunidade a ciclos limite esta garantida. Assim sendo, a estrutura proposta na
Figura 3.4 é imune a todo tipo de ciclos limite, além de se aproximar bastante da rede 6tima
proposta em [11], o que justifica que se espere que a mesma apresente bom desempenho,
em termos de ruido de quantizacdo na saida.

Finalmente, observa-se que a presen¢a do quantizador logo ap6s oRuwd|i®

necessaria para garantir a passagem da equacao (3.54) para a equacao (3.55), e equivale a
exigéncia de quéU seja representado exatamente, no caso das estruturas propostas em

[8].

Em termos de projeto de filtros na forma paralela, usando a estrutura quase 6tima, 0s
seguintes passos devem ser adotados:

1) fagca a sintese da estrutura 6tima da Figura 3.2, devidamente escalada, como
realizado na Secao 3.2 para cada bloco da estrutura paralela;

2) calcule o vetd® através da equacao (3.49), introduzindo-o na estrutura, como na
Figura 3.4, para cada bloco da estrutura paralela;

3) re-escale a estrutura resultante através da transformacdo de similaridade descrita
pela matriZT dada por

0
O (3.57)
&
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onde F,(z) e F,(z) sdo as transferéncias da entrada da rede para os nés correspondentes a

x,[n] - Q[ pu n]] ex,[n] - Q[ P U n]] respectivamente, para cada bloco da estrutura
paralela.

As transferéncias referidas no passo 3 acima séao dadas por

-p,22 + [p(1 + a&,) - pa,|z + pa, - pa,
2

F.(2)
z - (a11 + azz)z T a8, T Gay,

(3.58a)

-p,2> + [p,(1 + &) - pa,)z + pa, - pa,

F(2) =
’ Zz_(ail+a22)Z+Q1§2_alzg1

(3.58b)

e sua norma quadratica pode ser calculada através do método proposto em [17], quando for
0 caso de escalamento em norma p = 2. Ja para 0 caso de escalamento gm=nesma

o célculo da norma infinita dE, (z) e F,(z) pode ser feito usando os resultados expressos
em [24].

Finalmente, para determinar o ruido de quantizacdo na saida do filtro na forma
paralela, as transferéncias necessariasGsén) e G,(z), definidas como as transferéncias
dos nés correspondentesdn +1)e x,(n+1) para a saida da rede, além das transferéncias
L,(z) e L,(z) dos nés de saida dos multiplicadomgse p, para a saida da rede. Tais
transferéncias séo dadas por

Gl(Z) . C,Z + Ga, — Ga,

z - (an + a22)2 T a3, - &3

(3.59a)

GZ(Z) = — C,z + CGa, - Ga,

(3.59h)
22 - (a, +a,)z + a3, - 2a,

Z(C2a21 - Ga, + Ci( ;8 - & 821)) + 9(1 B ?1) - fay
2

z - (all + azz)z AR, T 3y

L,(2) (3.60a)

Aca, - qa, +olaga, - a,a)) +dl- a) - ca,
2

22 + (&, + a,)z + 3.3, - &y

L,(z) (3.60b)

A densidade espectral relativa do ruido na saida do filtro é, entdo, dada por
m 2
_ O jw Y2 iw Y2
RPSD(w)= 1+ sz Z o, <) + L) ] (3.61)
sendo m o numero de sec¢des de ordem 2, enquanto a variancia relativa € dada por
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> ﬁk3u(ZXE +”Lu(ZXE] (3.62)

2
=1

a§:1+i

J=11
onde as normas quadraticas sdo novamente calculadas como em [17].
3.3.2 - OUTRAS ESTRUTURAS IMUNES A CICLOS LIMITE [8]

A matrizA correspondente a um filtro digital de segunda ordem escalado, descrito
no espaco de estados, € definida como

_¢0
A:% GB (3.63)
f0  ap
e corresponde a um par de polos complexos conjugados dadgspoap E, i = 1,2.

Observa-se que a constante remls0 depende do escalamento, e €, portanto, usada para a
finalidade de reducéo do ruido na saida da estrutura.

Entdo, utilizando a condicédo de otimalidade (3.30a) e as equacdes (3.6d) e (3.6e), 0s
seguintes multiplicadores sdo obtidos

a, =a, =a (3.64)

a, = —% (3.65)

A= 08 (3.66)
onde

a:—E% (3.67)

_ g, ol
£= %@ 4E (3.68)

e o sera determinado posteriormente.

Dada a matriA na equacao (3.63), € facil verificar que ela é imune a ciclos limite
no caso de entrada zero, assim como no caso de "overflow", sob condicdo de saturacéo
aritmética. Assim, ela pode ter seu vedbomodificado, de acordo com a equacao (2.32),
onde o valor do vetoP a ser usado esta na equacao (2.42). Assim, sdo obtidas as trés
estruturas das Figuras 3.5, 3.6 e 3.7.
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un) 1

Figura 3.5: Estrutura de segunda ordem sem ciclos limite tipo |.

Y1
-1
Q] ¥ (n)
¢
un) 1 d 1 Y(n)
O Q]9_O
©
1
% (n)
1

%2

Figura 3.6: Estrutura de segunda ordem sem ciclos limite tipo II.
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un) 1

Figura 3.7: Estrutura de segunda ordem sem ciclos limitdiitipo

Os valores de para tais estruturas sdo dados por

Estrutural: b =+(1-a,) , b,=Fa, (3.69a)
Estrutura ll: b=%a, , b, :i(l—azz) (3.69b)
Estrutura lll: b, =+ (1-a,,)Fa, , b,=Fa,*(1-a,) (3.69c)

onde se observa que os coeficierttese b, sdo formados sem a necessidade de novos
multiplicadores e, como consequéncia, as estruturas geradas sao computacionalmente
menos complexas que a rede de minimo ruido.

A seguir, o procedimento de sintese das estruturas tipo | e Ill dasFigerd.7

sera abordado (a estrutura tipo Il é idéntica a estrutura tipo 1), ja considerando as equacgdes
(3.63) até (3.68), que sao validas para todos 0s casos.

A) AESTRUTURA DE SEGUNDA ORDEM SEM CICLOS LIMITE TIPO |

Conhecidos os valores lee b,, pode-se, entéo, obter os coeficientes do wetor

dados por

¢, = P *PBs (3.70)
1 +a, +a,
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Cc. = ~ (@, +2a,)B,+ (2+0,)B, (3.72)
2 20 (L+a, +a,)

A fim de eliminar também a possibilidade de "overflow", seja o sinal de entrada
escalado pelo multiplicador de escalamentmonforme mostra a Figura 3.8.

Figura 3.8: Rede sem ciclos limite tipo | escalada.

Pode-se agora determinar o paranmeti@ravés da equalizacdo dos maximos niveis
de sinal na entrada dos multiplicadores, a fim de aumentar a faixa dinamica e,

consequentemente, a relacdo sinal-ruido (observe-se||l€111(1;:]|p:||F2(z]|p é uma

condicdo para a reducéao do ruido [8], [11]).

Assim, as fungdes de transferéncia do né de entfddapara os nés das variaveis
de estado; [k] sdo prontamente obtidas, sendo

F(z)= (1—a)z+(52_a+az) 3.72)
. 72 —2az+a +&? '

F,(z)=oF,(z) (3.73)

onde
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(= —&z+<
Fz(z)_ 72 —2az+ a2 +€2 (3.74)

corresponde & estrutura ndo escakadal).

Da mesma forma, as fungdes de transferéncia dos nés das variaveis de lgstadd)
para a saida da rede sdo dadas por

6.(2)= c(z-a)+céo (3.75)
! 7? -2az+a’ + &2 '

¢

CZ(Z—a)—ClE

7’ -2az+a’ +é&?

G,(2) (3.76)

O maximo nivel de sinal na entrada dos quantizadores pode ser equalizado fazendo

IF.(2)], = ||0F2' (zX|P (3.77)
Assim sendo, pode-se obter
_RG).
O = g——F— (3.78)
HON

Para completar a sintese da estrutura, deve-se calcular o valor do paradeetro
escalamento, o qual é dado por

A= (3.79)

ondeF, (z) é a transferéncia da entrada da rede para o n6 correspondg[nl]eal[n].

O préximo passo é verificar a otimalidade da estrutura com relagéo ao ruido, o que €
feito a partir da verificacdo da equacao (3.30b). Assim,

b, _-(@+a,) (3.80)
b, 20¢
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C, - (al + Zaz)ﬁl + (2 + al)ﬁZ (3.81)

c, 20¢ (B, + B,)
resultando em
B, a, + 2
— = 3.82
Bz a, - 1 ( )

Esta condicdo € normalmente violada, mostrando que os filtros imunes a ciclos
limite no caso de entrada constante ndo sdo 6timos em termos de ruido. Porém, para filtros
com zeros deH (z) localizados em z = 1, como filtros Butterworth, Chebyshev e Bessel

passa-altas, os valores 8lee 3, sdo dados por
Bi=-vo(2+a,) (3.83a)

B.=vo(l-a,) (3.83b)
assegurando gque, nesses casos, a estrutura tipo | é 6tima com respeito ao ruido na saida. Em
outros casos, porém, o ruido se aproxima daquele da estrutura 6tima, embora nao seja o

valor 6timo.

No caso do projeto de filtros na forma paralela usando como sec¢des as estruturas da
Figura 3.8, adota-se a seguinte sistematica, para a sintese do filtro:

1) expresse a funcéo de transferéncia do filtro como

T(z)=d + Z H (z) (3.84)

onde cadH (z) é da forma dada por (3.7);
2) compute a& para cadeH, (z) usando (3.67) e (3.68);

3) compute para cada secao de acordo com (3.78). Se o escalamento for em norma
quadratica tome

g = (2"‘(11)2 (1+az)(1+ l.lz)—zall,l (3 85)
&*(L+a, +a,) '
onde
1
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Se 0 escalamento for em norma infinita tome

_2+a, [1+f?+2f cosw, (3.87)

o 2¢ \/ 2(1—cosw0)

ondey, € a frequéncia do par de polos e

fo Lo, 28 (3.88)
2

4) computd e C para cada sec¢ao usando as equacdes (3.64), (3.65), (3.66), (3.70) e
(3.71);

5) compute a constante de escalamgrara cada se¢cdo, como na equacao (3.79).
Sep = 2, entéo

A= \/(l_al ;;225)2(1_02) (3.89)

e se = o, entdo

(3.90)

yoLlor it r? — 2r cos2w,
oé 2(1- cosw, )

onde r € o raio do par de poélos.

6) a fim de restaurar o nivel do sinal na saida de cada sec¢&o, substitu@ar ¢
e c,, respectivamente, onde

c, = ¢/A (3.91a)

C, = C,/A (3.91b)

Finalmente, no que se refere ao calculo da densidade espectral relativa da poténcia
do ruido na saida do filtro, e da sua variancia relativa, sempre considerando um filtro digital
na forma paralela, pode-se escrever, para 0s quantizadores nas variaveis de estado,

RPSCw)=1+ ié‘i G, () +|H'j(eiw}2/)\2§ (3.92)
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m 2 . 0
oj=1+3 EZ o, @) + i@ (3.93)

onde m & o numero de se¢Ges de segunda ordem, &Gfuncdo de transferéncia do no
x;,[n + 1 para a saida da rede Hz}(z) €¢ a funcdo de transferéncia da saida do
multiplicadorA da j-ésima sec¢do para a sua saida.

B) AESTRUTURA DE SEGUNDA ORDEM SEM CICLOS LIMITE TIPO 11l

Da mesma forma, conhecidos os valoredbde b,, pode-se, entdo, obter os
coeficientes do vetar, dados por

B.(280 + 2a, + a,) - B,(2 + a, - 2&0)

c, = (3.94)
2(1 +0a, + a2)§0 + i@
¢, = 81(22 - 200, - 0(10) + [32(20 + 0,0 + 2&) (3.95)

20(1 + 0, + 0(2)%0 + i@

Conhecidos tais coeficientes, pode-se, entdo, dizer que esta estrutura é um caso
particular da estrutura quase 6tima, em que o \Rtatilizado para modificar o sinal de
entrada possui o valor pré-estabelecido ple= 1 e p, = 1. Desta forma, seu
procedimento de sintese, escalamento e analise de ruido de quantizacdo s&o obtidos
conforme visto na Segéo 3.3.1, particularizando-se os valoneselp, |a utilizados para
p, = lep = 1.

3.4 - COMPARACAO DA COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

A complexidade computacional inerente as estruturas de segunda ordem de minimo
ruido, quase oOtima e sem ciclos limite dos tipos llle aqui abordada, para fins
comparativos.

Do ponto de vista de "hardware", a estrutura da Figura 3.4 difere daquela da Figura
3.2 pela necessidade de dois quantizadores para o pRidfutd. Isso aumenta o ruido na
saida da rede, como caracterizado pg(rz) e Lz(z) nas equacoes (3.61) e (3.62). Ja
guando comparada com as estruturas das Figuras 3.5 e 3.7, a estrutura da Figura 3.4 tem os
dois quantizadores na saida dos multiplicadorese pp, a mais, além desses dois
multiplicadores. Embora as estruturas das Figuras 3.5 e 3.7 tenham o multiplicador
genéricoA , e consequentemente um quantizador para o pradil[um], guando tais blocos

sdo usados como secdes de uma estrutura paralela umAlUmpicde ser usado, tal que
prevalece o numero de sete multiplicadores genéricos por cada se¢cdo como as das Figuras

55



3.5 e 3.7, e nove por cada secao como as das Figuras 3.2 e 3.4. O "hardware" necessario
para implementar uma estrutura paralela de N blocos como os das Figuras 3.2, 3.4, 3.5 e

3.7 é indicado na Tabela 3.1.

TABELA 3.1: Implementacéo de um filtro paralelo de N blocos.

Bloco da figura Somadores de dyas Multiplicadores | Quantizadores
entradas genericos
3.2 6N 8N +1 2N +1
3.4 10N 8N +1 4N + 1
3.5 7N 6N + 2 2N + 2
3.7 10N 6N + 2 2N + 2

3.5 - CONCLUSOES

Neste capitulo foram apresentadas algumas estruturas de segunda ordem importantes
para a implementacédo de filtros digitais, devido as suas boas caracteristicas com relacao a
ruido e a sua imunidade a ciclos limite. Tais estruturas sdo a estrutura 6tima [11], a
estrutura quase 6tima [23] e as estruturas livres de ciclos limite tiph$d]e

Vistas as particularidades de cada estrutura, o procedimento para sua sintese foi
descrito, assim como o calculo da densidade espectral relativa de ruido (RPSD) e da
variancia relativa do ruido na saida, para um filtro na forma paralela de N blocos de
segunda ordem. Também foi apresentada uma comparacdo da complexidade computacional
exigida por cada uma das estruturas abordadas, em se tratando do filtro na forma paralela de
N blocos.
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Capitulo 4

TransformacOes Espectrais para Filtros Digitais

As transformacdes espectrais para filtros digitais no dominio da frequéncia mais
utilizadas séo transformacoes aplicadas sobre um protétipo passa-baixas, levando a outros
tipos de espectro com caracteristicas passa-baixas, passa-altas, passa-banda ou rejeita-banda
[6], [25]. Tais transformacfes sdo normalmente utilizadas na etapa de aproximacédo das
caracteristicas desejadas do filtro que se quer projetar. Através delas, a funcdo de
transferénciaH (z) do protétipo passa-baixas é transformadaltéfa) do filtro desejado

através do mapeameni' — G(z‘l) [6], [25].

No presente capitulo, ao contrario, transformacdes espectrais serdo aplicadas sobre
um filtro potdtipo com espectro qualquer, com 0 objetivo de transforma-lo em um filtro
com as mesmas caracterisiticas espectrais, porém com banda passante de larguras diversas,
no intuito de estudar o desempenho de diversas estruturas usadas para a implementacéao de
filtros digitais, a nivel da variancia do ruido na sua saida [23]. Desta forma, as
transformacdes espectrais propostas por Constantinides [6] serdo estudadas, principalmente
em termos da sua composicao atraves de transformacdes parciais, com 0 objetivo encontrar
novas transformacdes que possibilitem partir de um filtro digital de caracteristica qualquer
e, variando apenas sua largura de banda, obter outro filtro com mesma caracteristica.
Assim, deseja-se encontrar transformacdes passa-altas para passa-altas, passa-banda para
passa-banda e rejeita-banda para rejeita-banda, além da transformacao passa-baixas para
passa-baixas ja proposta na literatura [6].

4.1 - AS TRANSFORMACOES ESPECTRAIS SOBRE PROTOTIPOS PASSA-
BAIXAS [6]

Estas transformacdes consistem em um mapeamento d:ﬁltip(G(z‘l) em que

as regioes de estabilidade e instabilidade sé&o preservadas, ou seja, o interior e o exterior do
circulo unitario sdo mapeados, respectivamente, no interior e no exterior do circulo unitario

de um novo plano complexo caracterizado por uma nova variavel complexa. Para

z' = €/ tem-se

G(z?)=Plw)e’ 4.1)

onde P(w) é a amplitude e(w) é a fase deG(z‘l). Como as regides de estabilidade séo
preservadas, tem-se que

o> 0 ezt >1 (4.2a)



|z‘1| <1 O |G(z‘ll <1 (4.2b)

e, consequentementé’,(w):l, 0 que significa que o circulo unitario € mapeado sobre ele
préprio.

Dada a fungdo de transferéncia inicial, real e racional gdezum filtro digital
passa-baixas, uma funcdo de transferéncia resultante, real e racional’egé ofatida
guando aplicado o seguinte mapeamento

4\ e N Zh-a,
o= I igrqn “3

caracterizado por uma funcdo passa-tudo, também real e racional &m onde
la;| 01 ea;’ é o complexo conjugado dg. Além do mais, a condig&o c(é(z‘l) real faz
cCom que 0S zeros; ocorram em pares complexos conjugados, e @;qéj@):il :

implicando em que o angulé de rotacdo sobre o circulo unitario seja multiplorde
Entretanto, para filtros digitais com coeficientes complexos, tais restricbescsobre
séo eliminadas [7].

A transformagéo espectral para filtros digitais com coeficientes reais, em sua forma
geral, é dada por

-1 -1 u|
G(z‘l)—+ noozl-a, L zZ7-aq
= Ij _ 01 _ 1

121 1-a;z° 1-a;z

(4.4)

onde a ordem € agora 2n, eop$180 S0 necessariamente todos complexos.

Vistas todas estas condi¢cdes, as seguintes transformacbes, que preservam a
caracteristica de amplitude do filtro digital original, s&o apresentadas: passa-baixas passa-
baixas, passa-baixas passa-altas, passa-baixas passa-banda e passa-baixas rejeita-banda.

4.1.1 - TRANSFORMACAO PASSA-BAIXAS [0 PASSA-BAIXAS

Para este tipo de transformacéo, o circulo unitario € mapeado nele proprio, em uma
correspondéncia um a um, com os powios 0 ew = 1 da Figura 4.1 invariantes.
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Modulo de HO(z» [dbl w [radl

o.00 ] T T T T 1
oLOo0 0.63 1.26 1.88 2.951 3.14

-13.33 T

Figura 4.1: (a) Prot6tipo passa-baixas.




Madulo de H{(z>» [dbl w [radl
o.00 ] T L T T 1
oLoo 0.63 1.26 1.88 2.91 3.14

-13.33 T

Figura 4.1: (b) Filtro passa-baixas obtido pela transformacéo daquele em (a).
Assim, pare = 0 vem que
G(zY)=6(e")=c@) =e® =e " =1 (4.5)

e paraw = Tt

oquelevad® = Oe

G(z1)= 12__;_;1 4.7)

o que equivale a equagéo (4.3) coml, [a| 01 ea real.

Para uma frequéncia de corte do filtro protétipo passa-baifhgatkanos e a do
filtro passa-baixas resultante de radianos obtém-se
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gl = —  — 4.8
1-ael (4-8)
0 que resulta em
sen’ (8- ,)
a=—2_ (4.9)
sen_ (B +w,)

A Figura 4.1 ilustra tal transformagao, usafgde 0.02rt radianos ew, = 0.5t
radianos.

4.1.2 - TRANSFORMACAO PASSA-BAIXAS 0 PASSA-ALTAS
Para este tipo de transformacédo, o pante O da Figura 4.1(a) é levado para o

pontow = Tt da Figura 4.2 abaixo, enquanto o pante= 11 da figura 4.1(a) € levado ao
pontow = 0 da Figura 4.2.

Modulo de H<z> [dbl w [radl

o.00 T T T T i
oLoo0 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

-12.33 7

Figura 4.2: Filtro passa-altas obtido a partir do protétipo passa-baixas da Figura 4.1(a).
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Desta forma, para uma correspondéncia um a um entre o filtro original passa-baixas
e o filtro passa-altas resultante, torna-se necessario um angulo de éotad®¢, o que
leva a

G(z?)= - 12:;20_’1 (4.10)

Para a frequéncia de corte do filtro protétipo passa-baifhsadianos e a do filtro
passa-altas resultante de radianos obtém-se

| e’ +a
[ — —_
et = - S (4.11)

0 que resulta em

cost (B-w,)
q=—_—_2" (4.12)

cos_ (B +@,)

A Figura 4.2 ilustra tal transformacéo, usghde 0.02r radianos ey, = 0.98t
radianos.

4.1.3 - TRANSFORMACAO PASSA-BAIXAS 0 PASSA-BANDA

Para este tipo de transformacao, o filtro passa-baixas original da Figura 4.1(a) €
transformado naquele da Figura 4.3 abaixo.
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Madulo de H<{z} [db]

o0.00 T T - 1 = 1
oL0o0 0.63 1.26 1.88 2.51 3.14

w [radl

-13.33 |

-26.67 |

-53.33 |

Figura 4.3: Filtro passa-banda obtido a partir do protétipo passa-baixas da Figura 4.1(a).

Assim, pode-se estabelecer a Tabela 4.1, que d& as caracteristicas principais do
mapeamento do filtro protétipo passa-baixas para um filtro passa-banda, [$ando
frequéncia de corte do filtro prototipo passa-baixas, & w, as frequéncias de corte do
filtro passa-banda resultante. Nela, radianos corresponde a metade da frequéncia de
amostragem.

TABELA 4.1: Mapeamento da transformacgéo passa-baixas passa-banda.

Prot6tipo Passa-Baixas Filtro Passa-Banda
Frequéncia (rad) Variavel 7' Frequéncia (rad) | Nova Variavel z*
0 e!®=1 Wy g’

-B g CiB) = giB W, el @
B gl P W, gl @
T -1 n -1

0 +1

Como o filtro passa-banda tem duas frequéncias de corte, que limitam sua banda
passante, a fungé@(z‘l) é de segunda ordem, e é dada por
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Z7+y, 2 +y,

Glz*)=¢"° 4.13
)=t =t (4.13)
Considerando-se a Tabela 4.1, tem-se que
G()=-1 (4.14)
donde € = -1, ou seja® = 1, 0 que equivale a dizer que o angulo de rotacédo pode
tomar qualquer valor multiplo impar de
Ainda da Tabela 4.1, obtem-se G{e‘j%):l, ou seja
—j2wy s
_ & Vi€ Y, g (4.15)
y, €% 4y, € + 1
e dai
(v, +) i+ e )+ 2,677 = 0 (4.16)
ou seja,
(v, +1)cosw, +y, = 0 (4.17)
Fazendax = cosw,vem que
vi=—a(@+y,), (4.18)
e finalmente
o) - 2o brletey,
y2 Z—2 -a (1+ yz)z—l +1 (419)
Seja, agoray, =y, 0 que leva a
JHz7 -a E
z = +y
G(z1)= - —az (4.20)
14zt 27t -a
-az™

_1 _
e, Comoa = COSw,, |0(| < 1,logo z* %H% é também uma funcdo passa-tudo.
-az

Além do maisly| < 1, ja que esta quantidade representa o produto de dois zeros da fungéo
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-1

. ~ . . , s + , P
passa-tudo, os quais estdo no interior do circulo unitario. Lo%,f—_{%e também
tyz

uma funcéo passa-tudo. Se estas funcdes passa-tudo forem nomeadas como

-1

E, = % (4.21)
vz
e
_l _
E, =z & E (4.22)
—Qaz
pode-se escrever que
G(z?)=E, (€,) ) (4.23)

Fazendo agora

(1+E,)L+y) (4.24)

1+G(z?) 1+ETEE2+V @-E,)a-y
O +)E,
e substituindo o valor de,Eem-se que
1—G(z‘1):1+y E;‘Z -2az7' +1 (4.25)
1+Gz*) 1-vy 1-z72

Desenvolvendo a equacdo acima em termos das frequéncias de corte do filtro passa-baixas
original B e —3 , e suas respectivas frequéncias correspondentes do filtro passa-banda,
vistas na Tabela 4.1, encontra-se que, @ara — 3

1-6eP _ 1 +y De"'z“’1 - 20€' + 1
1+e' 1-vy 1 - e’

(4.26)

Multiplicando o primeiro membro de tal igualdade @dt?/e’®* e o segundo
membro pore™:/€“ chega-se a:

e‘J'B/2 - éB/z B 1 +y De‘jwl - 20+ é‘*’l
e_jB/z + e'B/Z - 1 —_ y ej(*)l — e_jwl

(4.27)

Escrevendo, agora, tal equacdo em termos das identidades trigonométricas
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A _ A
senA = € - €
2]
e
A + A
CoOs A = € ©
2
tem-se que
_jsen(B/2) _1+y £osw, —a
cos(8/2) 1-y jsenw,
ou seja

1 fosw, —a
1 senw,

-tg(B/2)=§t

Usando-se a equacéo (4.25) agorawom 3 vem que

1-¢eP _1+y De‘jz"’z - o€ +1
1+e’®  1-y 1 - e

e, desenvolvendo-se de forma semelhante aquelaypara— 3, chega-se a

_y+1 Eposa)z—or
t 2)=
9(8/2) 1 sena,

Igualando a equacdes (4.30) e (4.32) obtém-se que

CosSw;, — O _ COSw, — O

senw, senw,

de onde se tira

sen (, +w,)
senw, + Ssei,

A partir dai, usando-se as identidades trigopnométricas

se@2 = 26en 6cos

(4.28a)

(4.28b)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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senA +senB = Zsen% (A+ B)Dcos% (A¥B)

obtém-se que

Zsen%(w2 + wl) Dcos%(a)2 + wl)

a =

2 sen % (w, + w,) Ocos % (w, - w,)

ou, finalmente,

1
cos ~ (w, +w,)
a = f = COsw,
cos;E(a)2 -w,)

O valor dg é encontrado adotando-se

e levando tal valor na equacéo (4.30), para se obter

senw,
cosw, —a

K=tg(B/2)

ou seja

K =t 0) (SeNW, * senw,
9(8/2) COS W, — COS W,

Usando as identidades trigonométricas em (4.36) e
1 1
COSA ~cosB = 2senz (B+ A)senE (B-A)
obtém-se que
1
K = cotg (w, ~@,) Dtg (8/2)

Assimy é calculado a partir da equacgédo (4.39) como

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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ea transformagéﬁ‘a(z‘l) € reescrita como

oo - B e B

G(Z_l)z _ K +1Q K +1 (445)
K10, _ p2ak [,
K +1EIZ K +1EIZ w1

A Figura 4.3 ilustra tal transformacéo, usafde 0.02r radianos,w, = 0.65t
radianosw, = 0.5tradianos ey, = 0.8t radianos.

A transformagé@(z‘l) pode tomar diferentes formas dependendo dos valomes de
e K. Sejam, entdo, os seguintes casos:

Casol:K =1

Neste caso, a transformacéo em (4.45) reduz-se a

Glz*)=- %Z'a) (4.46)

w, - w =P (4.47)

0 que torna a aplicacdo @(z'l) restrita, visto que a largura da banda passante do filtro
passa-banda resultante é sempre igual a frequéncia de3cduefiltro protétipo passa-
baixas.

Caso2a = 0eK =1

Neste caso, a transformacéo em (4.45) reduz-se a

G(z)=-22 (4.48)
e
m B
W = — - = 4.49a
LTS5 T ( )
T B
w, = — + — 449b
2= 5 3 ( )
com
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W, = ’_ZT (4.49c)

0 que torna a aplicagéo @(z‘l) muito particular, visto que resulta em um filtro digital

passa-banda com caracteristicas de amplitude simétricas em relacdo a frequéncia central

dada pony/2 radianos.

4.1.4 - TRANSFORMACAO PASSA-BAIXAS O REJEITA-BANDA

Para este tipo de transformacéo, o filtro passa-baixas original da Figura 4.1(a) é

transformado no filtro rejeita-banda da Figura 4.4.

Mcdulo de H{z» [db] w [radl
o.00 T T _ 1.26 1.88 2.51 " 5lia
-13.33 |
—-26.67 7|
—40.00 |
-53.33 |
—-65.67 |
-80.00 —
Figura 4.4: Filtro rejeita-banda obtido a partir do protétipo passa-baixas da Figura 4.1(a).

A Tabela 4.2 ilustra tal mapeamento, sgh@alianos a frequéncia de corte do filtro
prototipo passa-baixas), radianos aw,radianos as frequéncias de corte do filtro rejeita-
banda, enquanta radianos corresponde a metade da frequéncia de amostragem.
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TABELA 4.2: Mapeamento da transformacao passa-baixas rejeita-banda.

Prot6tipo Passa-Baixas Filtro Rejeita-Banda
Frequéncia (rad) Variavel 7' Frequéncia (rad) | Nova Variavel z*
0 el =1 0 +1

Tt -1
—B e_(_lﬁ) e ejﬁ wz e_J Wy
B el P 0, gl @
T -1 Wy gl @

Um estudo similar aquele realizado para a transformacao passa-baixas passa-banda
leva a

-1) = Z_Z_G(l"'yz)z_l"'yz
o) .27 —a(l+y,)z7 +1 (4.50)
0 que, tomando-sg, = y, conduz a
LHzt -a E
z %_1 +y
6(z*)= —az (4.51)
-1
1+yz™" e
-az™t
ou seja
G(z*)=E,(E,) (4.52)
ondeE, e E, sdo fungbes passa-tudo dadas por
zt +y
= £ ¥ 4.53
E, Ly (4.53)
e
E, = 2 %fi‘a% (4.54)
—-az
De forma similar ao desenvolvimento da Secéo 4.1.3, obtém-se que
cos (w, +w,)
a = 2 = COoSw, (4.55)

1
cos) (w, -w,)
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1
K =197 (w, ~a;) g (B/2) (4.56)
comy calculado como
1-K
= 4.57
Y 1+ K ( )

ea transformagé@(z‘l) reescrita como

LH LY
+K [ O

L
MH 2a 29 v
M+K O O

(4.58)

G(z'l)

A Figura 4.4 ilustra tal transformacéo, usarffic= 0.02rt radianos,w, = 0.651
radianosw, = 0.5t radianos e, = 0.8 radianos.

Aqui também, a transformaga(z‘l) pode tomar diferentes formas dependendo
dos valores de e K, conforme os casos abaixo:

Casol:K =1

Neste caso, a transformagéo em (4.58) se reduz a

2\ z (z‘l—a)
SHE e (4.59)
com
w, —w =mT-fB (4.60)

0 que torna a aplicacao @(z‘l) restrita ao caso particular em que a largura da banda de
rejeicao do filtro rejeita-banda resultante tem necessariamente o valor dado na equacao

(4.60).
Caso 2.0 =0eK =1

Neste caso, a transformagéo em (4.58) se reduz a

G(z‘l): z7? (4.61)
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w, = B (4.62a)
2
, = "-§ (4.62b)
com
W, = ’—ZT (4.62¢)

0 que também torna a aplicacao G@‘l) restrita ao caso particular de um filtro digital
rejeita-banda com caracteristicas de amplitude simétricas em relacéo a frequéncia central de
/2 radianos.

Como um resumo, todas as transformacfes espectrais aplicadas a prototipos passa-
baixas de frequéncia de cofiesdo agrupadas na Tabela 4.3. Observe-se que o estudo aqui
realizado de tais transformacgfes, ja consolidadas na literatura, é importante pelo
entendimento da composigcao dz‘l , NOS casos passa-banda e rejeita-banda, usando
transformacdes espectrais parciais, como fica claro nas equagbes (4.20), (4.21), (4.22),
(4.51) e (4.52). A importancia de tal composi¢cdo surgird no desenvolvimento das
transformacdes espectrais da proxima secao.
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TABELA 4.3: Transformacgfes Espectrais em Prototipos Passa-Baixas de

Frequéncia de cortef [6].

Tipo de Filtro Resultante Transformacao Parametros
Passa-Baixas 1 1
6(zt) =4 sen” (8- w,)
l1-az a= 2—
1
sen5 (B + wc)
Passa-Altas 1 1
G(z1)= -H2 +CLE cos> (B -w,)
taz a=- 2
cos_ (B+w.)
Passa-Banda 2 _PKEa  K-T cost (e, + )
G(z‘l): K+10 K+10 a= % =Cosw,
B<—_1 . El% 4y cosa(a)2 -w)

K =cotg J (. ~)rig(B/2)

Rejeita-Banda

z? —Bﬁg’l + EKH

_ O+KQO O+KO
A8 _E2 sy
d+KnO A+K O

1
cos = (w, + w,)
a=—2 "~ = cosw,

cos % (0, - w,)

K =tg %(w2 - w,)g(B/2)
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4.2 - TRANSFORMACOES ESPECTRAIS EM PROTOTIPOS QUAISQUER

A partir do conhecimento mais detalhado das transformacgdes de Constantinides [6],
sao desenvolvidas novas transformagfes espectrais, a saber, transformacdes passa-altas
passa-altas, passa-banda passa-banda e rejeita-banda rejeita-banda.

Como forma de obté-las, o seguinte procedimento, que se utiliza dos resultados ja
conhecidos para filtros protétipos passa-baixas, € adotado:

Passo 1:Desmembrar as transformacfes encontradas para prototipos passa-baixas
em duas,Gl(z‘l) e G, (z‘l), que possibilitem controlar a largura de banda e modificar o

tipo de espectro do filtro, respectivamente. As transformacfes em prototipos passa-baixas
sdo dadas por uma composicdo destas duas transformagOes parciais, da forma

6(z*)=a.(e,(zY).

Passo 2: Alterar a ordem das duas transformacdes obtidas acima, ou seja,
primeiramente aplicar a transformag@g(z‘l)responsével por modificar o tipo de espectro

do filtro, seguida de uma transformagézg(z'l) responsavel por controlar a largura da

banda passante. Assim, as novas transformacgdes poderiam ser dadas pela composicao
destas duas transformagdes, da fo{z")= G, (G,(z™*)).

Passo 3:Comparar Gl(Gz(z'l)) com Gz(Gs(z'l)), de forma a obter as
transformacgdes espectraiy (z'l) aplicaveis em prototipos quaisquer.

A seguir, cada uma das transformacfes acima € abordada, seguindo-se tal
procedimento.

4.2.1 - TRANSFORMACAO PASSA-ALTAS PASSA-ALTAS

Seguindo o passo 1 acima, a transformacdo passa-baixas passa-altas caracterizada
pelas equacoes

B} 2t +a
ole)=-rg A (4.63
PA

cos’ (B-w,)
Opp = — — 2 (4.64)
1
cos_ (B +w,)
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pode ser desmembrada em duas transforma@f(e§) e G,(z*), tal queGl(z‘l) realiza

uma transformagao passa-baixas passa—bab@;(zél) realiza uma transformagéo passa-
baixas passa-altas, como indicado no diagrama da Figura 4.5.

Passa-baixas Passa-baixas Passa-altas

@ L L
G, (z‘l) G, (z'l)
Figura 4.5: Etapas da transformacéo passa-baixas passa-altas [6].

Portanto, a transformacéo

-1

_ Z —Qa
ale)= 1 (4.65)
PB

com

sent (8- w,)
Qog = — o (4.66)
1
sen_ (B+a,)

ajusta a largura de banda passante do filtro passa-baixas e
G, (z‘l) =-z" (4.67)

leva ao espectro passa-altas. Desta forma, a transformacgéo genérica passa-baixas passa-altas
pode ser interpretada como

6(6,(z7) = - 1_ (4.68)

A aplicacdo do passo 2 acima, por sua vez, corresponde a alterar a ordem das
transformacgdes parciais, da maneira indicada no diagrama da Figura 4.6.

Passa-baixas Passa-altas Passa-altas

G, (Z_l) G, (Z_l)

Figura 4.6: Nova concepcéao da transformacéo passa-baixas passa-altas.
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Isto equivale a us&s, (z‘l), dada por (4.67), para modificar o tipo de espectro do
filtro e uma transformacao passa-altas passa-@lgiz‘l) para variar a largura da banda
passante, dada por

B} z7' +a
GS(Z l) = ﬁ (469)
3

ou seja, uma funcao passa-tudo de ordem 1, gerando-se a transformacao passa-baixas passa-
altas global dada por

6,06,() = - 2 *2 (4.70)

l+a,z™

Aplicando o passo 3 acimepmpara-se agorac,(G,(z*)) com g, (G,(z)).
concluindo-se que

;8= Opg (4.71)

ou seja, a transformacéo passa-altas passa-altas é dada por:

) zt +a
G,(z?) = e 4.72)
PB

Este resultado encontrado paaa significa que o mesmo é calculado em termos de

frequéncias para filtros passa-baixas, como sendo

a, =2 (4.73)

onde B e w, sao frequéncias de corte dos filtros passa-baixas original e desejado,
respectivamente, em uma transformacédo passa-baixas passa-baixas. Assim, precisa-se
encontrar uma analogia entg € 3, w, e w, , ondew, e w, sdo as frequéncias de corte

dos filtros passa-altas original e desejado, respectivamente. Com isso, pode-se usar apenas
G,(z*), partindo-se de um protétipo passa-altas.

Tal relagéo é dada por

P =n-w, (4.74)
(W, =TT~ W,

gue introduzida na equacéo (4.73) leva a
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sen;(wl' - w,)
a,= —2 (4.75)
senz(wl' + wl)

Consequentemente, a transformacéo espectral necessaria para levar um filtro passa-
altas de frequéncia de cottga outro passa-altas de frequéncia de aorted

-1
cle*)=Z ;Z“l (4.76)
com
sen; (w1 —wl)
a= —L —— (4.77)
senE (a)i +w1)

A Figura 4.7 mostra o resultado da aplicacdo de tal transformacéo ao filtro protétipo
passa-altas eliptico, de oitava ordem, com frequéncia de corte inicial em 4900 Hz , que é
transformado num outro filtro passa-altas, agora com frequéncia de corte de 2500 Hz, com
frequéncia de amostragem de 10 KHz.
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Modulo de HO(z» [dbl

o.00 T T T T
oLoo0 0.63 1.26 1.88 2.951 3.14

w [radl
1

-13.33 T

Figura 4.7: Aplicacédo da transformacéo espectral passa-altas passa-altas.
4.2.2 - TRANSFORMAQAO PASSA-BANDA PASSA-BANDA

Novamente busca-se o desdobramento da transformacdo passa-baixas passa-banda,
dada por

G(Z—l): _ s 2_ O pgha (1+ y) z"+ y

YZ° = Qpgq, (1+ y) 27 +1

(4.78)
com

1
cos = (w, +w,)
Opgga = 12 = COSW, (4.79)
cos (w, -w)

sendo w, radianos ew, radianos as frequéncias de corteeradianos a frequéncia central
da banda passante, em duas transformagdes do tipo pass@i(u()“t) e Gz(z'l). o)
diagrama da Figura 4.8 ilustra tal desmembramento.
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Passa-baixas Passa-baixas Passa-banda

(31(2_1) (32(2_1)

Figura 4.8: A transformacéo passa-baixas passa-banda original [6].

Aqui, é facil ver que, novamente

-1

_ Z -
6let)= 8 (4.80)
PB

com

sen” (5 - w,)

Upg =

(4.81)
sen— (8 +@,)

€ uma transformacao passa-baixas passa-baixas para ajustar a largura da banda passante do
filtro protétipo, e que, como ocorre alteragdo na ordem do fiGix, z‘l)é de ordem 2. Por

outro lado,G, (z‘l) € uma transformacao passa-baixas passa-banda sem alteracdo da banda

passante, ou seja [6], [25]
( ) zt-a
G,\z')= -2 %Pwa 4.82
? - aPBdaz_l E ( )

Dai vem que

-2 -1
_Z—1HZ _aPBda? E - Opg
oo ) — e

-2 -1
HZ -a V4
1 + apB PBda E

E‘ 1- aPBdaZ_l

-2 -1
z _aPBda(1+aPB)Z T 0pg

) Upg z* _aPBda(1+aPB)Z_l +1 (4.83)

de forma queGl(G2 (z‘l)) expressa a transformacao passa-baixas passa-banda.
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A aplicacdo do passo 2, ou seja, a alteracdo da ordem das transformacdes parciais, é
indicada no diagrama da Figura 4.9.

Passa-baixas Passa-banda Passa-banda

G, (Z_l) G, (Z_l)

Figura 4.9: Nova transformagé&o passa-baixas passa-banda.

Em tal figuraG, (z‘l) € usada para modificar o tipo de espectro do fiItrGBg(z'l)
para variar a largura da banda passante, s@;(k)'l) como acima. AgoraGs(z‘l) é uma
fungéo passa-tudo de ordem 1, visto @éz'l) ja é de ordem 2, dada por

_ z' +a
Gilz')= = (4.84)
3

Observe-se, neste ponto, que partindo-se de um filtro protétipo passa-banda pode-se
obter um outro filtro passa-banda através da transforrrﬁg@ils) mostrada na equacéao

(4.84), a qual difere da transformagao passa-baixas passa-banda tradicional, mostrada na
equacao (4.78), pelo fato de ser de primeira ordem. Como vantagem, uma fﬂ(m)éo
descrita na forma cascata ou paralela de blocos quadraticos se transformaria, através de
Gs(z'l), em outra fungad (z) ainda na forma cascata ou paralela de blocos de ordem 2,

enquanto que cada bloco de ordem 2 se transformaria em um bloco de ordem 4, no caso da
transformacdo usual da equacdo (4.78), o que tornaria imprescindivel o uso de um
procedimento computacional para fatorar cada bloco de quarta ordem em dois de segunda
ordem. Observe-se que tal procedimento prejudicaria em demasia a analise do desempenho
do filtro passa-banda obtido a partir de um protétipo passa-baixas, pois demandaria uma
fatoracao para cada valor de largura da banda passante analisado.

Assim sendo, € interessante efetuar uma andlise detalhada do mapeamento de
frequéncias para a transformacdo passa-banda passa-banda, possibilitando definir
completamente a transformacao em (4.84). Seja, entdo, a Tabela 4.4, que da o0 mapeamento
passa-banda passa-banda desejado.
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TABELA 4.4: Mapeamento de frequéncias para a transformacao passa-banda passa-

banda.
FILTRO PROTOTIPO FILTRO DESEJADO
Frequéncia (rad) Variavel z* Frequéncia (rad) Variavel z™*

0 e_j =1 0 e_j 0=1
T el"=-1 T gln=-1
Wy [ Wy [
W, el o w, gl @
W, gl W, el

Aplicando a transformacao genér@;(z‘l), necessdria para mapear as frequéncias

da coluna 1 nas frequéncias da coluna 3 da Tabela 4.4, as seguintes equivaléncias sao
obtidas

0-0 1ra _ (4.85a)
—i0 _io - — .
G(e’):eJ:1 1+ 45
a qual ocorre para qualquer valor de a
I=wi —
N . 1ra _ (4.85b)
G(eJ ):e‘ 1- g
que também ocorre para qualquer valoage
w, —» W, ~i0% )
SN L O (4.85¢)
G(e—lwo): e_on 1 + %e J[5)
além de
w — I _j(*);l
Lo SO (4.85d)
G(e—lwl): e @ 1 + ase—Joh
e de
W, - W, - ,
TN I T (4.85€)
G(e_la’z):e_”‘)z 1 + a3 e_J(‘\)Z

Da equivaléncia em (4.85c) obtém-se que

81



a7 -1)=0 (4.86)
que leva a
o = 1 (4.87)

pois & # 0, uma vez que para,a= 0 ndo haveria transformagéo, como se pode concluir
a partir de (4.84). Desenvolvendd®® = 1 tem-se a solucdo

R = 2k (4.88)
ou seja
w, = kt para k = 0,1,2,... (4.89)

0 que permite concluir que a frequéncia central do filtro passa-banda somente € mapeada
nela mesma, como desejado, quando a transformacdo passa-banda passa-banda recai nas
transformacdes particulares passa-baixas passa—t(aig<as’2nrr, paran inteiro) Oou passa-

altas passa-altaw, = (2n+1)mT, paraninteiro). Consequentemente, a transformag&o
espectral passa-banda passa-banda obtida caracteriza-se por ser um mapeamento que nao

preserva a frequéncia central, isto €, um filtro passa-banda com frequéncia @gntral
radianos é mapeado em outro passa-banda, porém com frequéncia wgntdlanos,

diferente daw,.

Tal transformacéo passa-banda passa-banda pode, agora, ser perfeitamente definida,
a partir de (4.85d), donde se obtéma partir dow, desejado. Desenvolvendo tal equagéo,
chega-se a

74 — gl =g i) (4.90)
e dai
——=a,[e -e 0 4.91
el g g
ou seja,
foimo) _(ei-w) 0ra) o)
e 2 -e 2?2 =g 2 -e 2 [ (4.92)
= =

Usando a identidade trigopnométrica vista em (4.28a) tem-se entao
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a,=————— (4.93)
se 1 + wl E
2
Analogomente, a equacéo (4.85e€) leva a
se , T W, E
2
Q= (4.94)
se 2 +w2 E
2

Agora, igualando as equacoes (4.93) e (4.94) e usando as identidades trigonométricas
em (4.36), chega-se a

(1)1 wl w‘Z (‘02 — (*)ll W 1 W 2 w'Z
sen7 Dcos7 DSGH? O cosE = seﬂi DcosE O seﬂz— O cos—2 (4.95)

0 que permite obter

Htgogl [ﬂga;2 E

,=2 4,

w, arctojé'tg—w1D (4.96)
H 72 [

e consequentemente, a nova largura da banda passante pode ser obtida através de

Bw, - W (4.97)

Conclui-se assim que a transformacdo passa-banda passa-banda € definida pela
equacao (4.93), sendo, a frequéncia de corte inferior do filtro originatee a frequéncia

de corte inferior desejada para o novo filtro, sendo a nova largura da banda passante dada
pela equacao (4.97).

A Figura 4.10 comprova tal resultado para o filtro protétipo passa-banda eliptico de
oitava ordem com frequéncias de corte inferior e superior em 2500 Hz e 4000 Hz,
respectivamente, levado a outro filtro passa-banda com frequéncia de corte inferior em 500
Hz.
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Modulo de HO(z» [dbl

0.00
000 0.63

w [radl

-13.33 ™

Figura 4.10: Aplicacéo da transformacéo espectral passa-banda passa-banda.
4.2.3 - TRANSFORMACAO REJEITA-BANDA REJEITA-BANDA

Novamente busca-se o desdobramento da transformacéo passa-baixas rejeita-banda,
dada por

B} Z? = Opgga (L +y) Z' +
G(zY) = _ reda ( y) _ Y
YZ© ~ Opggge (1 1Y) 72 + 1

(4.98)

com

1
cos 7 (w, +w,)
Oppga = 12 = COSw, (4.99)
cosE (w, —w,)

sendo w, radianos ew, radianos as frequéncias de corteeradianos a frequéncia central
da banda de rejeicdo, em duas transformacfes do tipo pass@i(lz()‘t) e Gz(z‘l). O
diagrama da Figura 4.11 ilustra tal desmembramento.
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Passa-baixas Passa-baixas Rejeita-banda

G, (Z_l) G, (Z_l)

Figura 4.11: A transformacéo passa-baixas rejeita-banda original.

Aqui, pode-se ver que
G (2—1) = ﬂ (4.100)
! 1-apyz™
com

seny (B - w,)

Upg =

< (4.101)
sen;, (B + o)

€ uma transformacéo passa-baixas passa-baixas para ajustar a largura de banda passante do
filtro passa-baixas, e que, como ocorre alteragéo na ordem do(ﬁpﬁp‘}) é de ordem 2.

Por outro lado,G, (z'l) € uma transformagéo passa-baixas rejeita-banda sem alteragéo da
largura da banda de rejeicédo [6], [25], ou seja,

-1 _
G,(z*) = z* HE (4.102)
RBda

Dai vem que

-2 -1
- -a z
le:JZ RBda E - Opg

1-aqn.2"
G, (G2 (2—1)) — H RBd:az e
1 - aPB l:JZ RBda_l E
H 1-0gpeaZ
— z? - aRBda(l - GPB) z' - U pg

) ~Upg A O rgaa (1 = O pp) zZ + 1 (4.103)

de forma ques, (62 (z‘l)) expressa a transformacao passa-baixas rejeita-banda.

A aplicacdo do passo 2, ou seja, a alteracdo da ordem das transformacdes parciais, é
indicada no diagrama da Figura 4.12.
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Figura 4.12: Nova transformagéo passa-baixas rejeita-banda.

Em tal figuraG, (z'l) é usada para modificar o tipo de espectro do filtrasg(z'l)
para variar a largura da banda de rejeicao, segtﬂzo‘l) como em (4.102). Agord&s, (z‘l)
€ uma funcéo passa-tudo de ordem 1, visto@g(e‘l) ja € de ordem 2, dada por

_ z*' +a
G,(z7) = s (4.104)
3

Observe-se, neste ponto, que partindo-se de um filtro protétipo rejeita-banda pode-se
obter um outro filtro rejeita-banda através da transform ') mostrada na equacio
(4.104), a qual difere da transformacé&o passa-baixas rejeita-banda tradicional [6], [25],
mostrada na equacgao (4.98) pelo fato de ser de primeira ordem. Tem-se, portanto, a mesma
vantagem vista para a transformacdo passa-banda passa-banda, isto é, umgl @)1(;510
descrita na forma cascata ou paralela de blocos quadraticos se transformaria, através de
G, (z'l), em outra funcdd (z), ainda na forma cascata ou paralela de blocos de ordem 2,
enquanto que cada bloco de ordem 2 se transformaria em um bloco de ordem 4 no caso da
transformacao usual da equacédo (4.98), o que também tornaria imprescindivel 0 uso de um
procedimento computacional para fatorar cada bloco de quarta ordem em dois de segunda
ordem.

Torna-se interessante mencionar que a transformacao rejeita-banda rejeita-banda,
assim como a transformacgéo passa-banda passa-banda, € também caracterizada por ser um
mapeamento que ndo preserva a frequéncia central, isto é, um filtro rejeita-banda com
frequéncia centralv, radianos é mapeado em outro rejeita-banda, porém com frequéncia
central w, radianos, diferente de,. Desta forma, a frequéncia central do filtro rejeita-
banda somente é mapeada nela mesma, como desejado, quando a transformacao rejeita-
banda rejeita-banda recai nas transformacdes particulares passa-baixas passa-baixas ou
passa-altas passa-altas da mesma forma que no caso passa-banda.

Conclui-se, assim, que a transformacéo rejeita-banda rejeita-banda, em virtude de se
desejar o mesmo mapeamento mostrado na Tabela 4.4, também tem o par@metro a
definido pela equacao (4.93), sendpa frequéncia de corte inferior do filtro originadve
a frequéncia de corte inferior do filtro transformado, cuja largura da banda de rejeicao
também é definida pelas equacdes (4.94) e (4.95).

86



A Figura 4.13 comprova tal resultado para o filtro prot6tipo rejeita-banda eliptico de
oitava ordem com frequéncias de corte inferior e superior em 2500 Hz e 4000 Hz,
respectivamente, levado a outro filtro rejeita-banda com frequéncia de corte inferior em 500
Hz, sempre com frequéncia de amostragem de 10 KHz.

Modulo de HO(z» [dbl

0.00 -1 T T T T 1
000 0.63 1.26 1.838 =.91 3.14

w [radl

-13.33 T

Figura 4.13: Aplicacdo da transformacéao espectral rejeita-banda rejeita-banda.

Em resumo, pode-se dizer que todas a transformacdes espectrais aplicadas a
protétipos quaisquer sdo dadas por

L4\ 27 +a
()= o (4.105)

com

1/ .
sen_ (a)l - a)l)
a= 2"~ 7 (4.106)

sen; (wl +w1)
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ondew, e w, sdo as frequéncias de corte do filtro original e desejado, respectivamente,
sabendo-se que nos casos passa-banda e rejeita-banda estas sao frequéncias de corte
inferior, e que nestes casos a frequéncia de corte superior é calculada como

. Btgﬁ[ﬂg&E
“%:Zwa%%—;zerB (4.107)
W
H 92 F

sendow, a frequéncia de corte superior do filtro prototipo original.
4.3 - CONCLUSOES

Inicialmente, na Secdo 4.1, foram desenvolvidas as transformacfes espectrais
aplicadas em protétipos passa-baixas, ja consolidadas na literatura [6], [25], permitindo
obter outros filtros de caracteristicas passa-baixas, passa-altas, passa-banda ou rejeita-
banda.

Na Secédo 4.2 procurou-se encontrar novas transformacgdes espectrais que, aplicadas
sobre protoétipos quaisquer, pudessem gerar filtros resultantes de mesmas caracteristicas.
Tais transformacdes foram encontradas, apresentando grande vantagem por serem de
primeira ordem. A vantagem inerente de tais transformag6es esta no fato de que cada bloco
quadratico de uma funcad (z) na forma cascata ou paralela de blocos continua sendo um

bloco quadratico quando se usa tais transformacdes para variar a largura da banda passante
(ou de rejeicao). Isto se traduz em significativa reducdo do esforco computacional para a
sintese do filtro transformado, quando se deseja avaliar o desempenho de uma dada
estrutura digital quando a banda passante varia, como é objetivo deste trabalho. Porém, tais
transformagdes tém o inconveniente de ndo manter a frequéncia central do filtro original,
exceto para as transformacdes passa-baixas passa-baixas e passa-altas passa-altas.
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Capitulo 5

Analise Comparativa da Variancia Relativa de
Ruido na Saida do Filtro Digital

Apoés a descricdo, no Capitulo 3, das estruturas de segunda ordem utilizadas na
implementacdo do filtro digital na forma paralela, e apds a definicdo, no Capitulo 4, das
novas transformacgdes espectrais adotadas, pode-se finalmente alcancar o objetivo deste
trabalho, ou seja, a avaliacdo do comportamento da variancia relativa do ruido na saida de
filtros digitais para o0s espectros passa-baixas, passa-altas, passa-banda e rejeita-banda, para
uma larga faixa de frequéncias, selecionando-se assim a estrutura de desempenho mais
adequado para uma certa aplicagéo.

5.1- ANALISE COMPARATIVA DA VARIANCIA RELATIVA DO RUIDO

O estudo aqui efetuado complementa aquele realizado em [23], que aborda apenas o
caso de espectro passa-baixas, no sentido de que ele abrange os demais espectros.
Adicionalmente, é acrescentada a estrutura de segunda ordem sem ciclos limitdlklo tipo
proposta em [8]. Em todos os casos, 0 interesse maior € por filtros de banda estreita, caso
em que as estruturas no espaco de estados sdo mais adequadas.

5.1.1- O CASO PASSA-BAIXAS

Seja um filtro protétipo passa-baixas eliptico, de oitava ordem, com maxima
atenuacao na banda passante de 0.25 dB, com largura de banda passante 100 Hz, inicio da
banda de rejeicdo em 120 Hz e frequéncia de amostragem 10000 Hz, transformado
sucessivamente em varios outros filtros passa-baixas, até aquele com frequéncia de corte de
2500 Hz, com variacédo de 100Hz em 100 Hz.

Para este exemplo, a Figura 5.1 apresenta uma comparac¢do do nivel de ruido em
funcdo da largura da banda passante, quando o filtro € implementado através das estruturas
de segunda ordem de minimo ruido, vista na Figura 3.2, estrutura quase 6tima, da Figura
3.4, e as estruturas sem ciclos limite tipodlll, elas Figuras3.5 e 3.7, respectivamente.



Uarifncia RAelativa do RBuido na faida do Filtro Passa—-Baixas
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Figura 5.1: Variancia relativa do ruido versus largura da banda passante para o exemplo
passa-baixas.

Por este exemplo, verifica-se um desempenho muito préximo, para as estruturas das
Figuras 3.4 e 3.7, o qual € bem superior ao da estrutura da Figura 3.5. Entretanto, a estrutura
da Figura 3.7 € mais vantajosa, devido a sua menor complexidade computacional (ver
Tabela 3.1). Destague-se também, que todas as estruturas imunes a ciclos limite também no
caso de entrada constante sdo mais ruidosas, 0 que é caracteristica do procedimento de
eliminacdo de ciclos limite no caso de entrada constante [22], [23]. Sob este aspecto,
observe-se que a estrutura da Figura 3.2 é usada apenas como referéncia para comparacao,
ja que ao contrario das demais, ndo € imune a ciclos limite no caso de entrada constante.

5.1.2- O CASO PASSA-ALTAS
Seja agora um filtro prototipo passa-altas, de oitava ordem, com frequéncia de corte
inicial em 4900 Hz e frequéncia de amostragem 10000 Hz, transformado em outros filtros

passa-altas, até a frequéncia de corte de 2500 Hz. Aqui também tem-se a maxima atenuacao
na banda passante de 0.25 dB.
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A andlise da variancia relativa do ruido na saida € realizada para os filtros do tipo
eliptico e Chebyschev, através das Figura 5.2 e 5.3, respectivamente.

UVarifncia Relativa do RBuido na faida do Filtro Passa-Altas
Estrutura da Figura 3.2 ______ Estrutura da Figura 3.5
Uariancia [dAB1 Estrutura da Figura 3.4 ,,....auEstrutura da Figura 2.7
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Figura 5.2: Variancia relativa do ruido versus largura da banda passante para o caso do
filtro passa-altas tipo Chebyschev.
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UVarifncia Relativa do RBuido na faida do Filtro Passa-Altas
Estrutura da Figura 3.2 ______ Estrutura da Figura 3.5
Uariancia [dAB1 Estrutura da Figura 3.4 ,,....auEstrutura da Figura 2.7
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Figura 5.3: Variancia relativa do ruido versus largura da banda passante para o caso do
filtro passa-altas eliptico.

Analisando a Figura 5.2 nota-se o melhor desempenho da estrutura da Figura 3.5,
seguida da estrutura da Figura 3.7, o que j& era esperado, a partir dos resultados em [8], que
garantem a otimalidade da estrutura da Figura 3.5. No que se refere a Figura 5.3, os
resultados também sao similares, salientando-se, novamente, o excelente desempenho da
estrutura da Figura 3.5.

5.1.3- O CASO PASSA-BANDA

De forma anéloga, seja um filtro protétipo passa-banda eliptico de oitava ordem, de
méxima atenua¢do na banda passante 0.25 dB, com frequéncias de corte inferior e superior
de 2500 Hz e 4000 Hz, respectivamente, e frequéncia de amostragem 10000 Hz. Tal filtro é
sucessivamente transformado em outros filtros passa-banda, até o valor da frequéncia de
corte inferior de 500 Hz, o que provoca estreitamento da banda passante, através do
deslocamento dos seus pélos em direcdo ao angulo zero graus. Tal deslocamento é
consequéncia da transformacéo passa-banda passa-banda do Capitulo 4.

Seu comportamento a nivel de ruido na saida do filtro, para tal caso, é apresentado

na Figura 5.4, na qual também se verifica 0 excelente desempenho da estrutura da Figura
3.4, quando os polos do filtro se aproximam zile , olque também é seguido bem
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proximamente pela estrutura da Figura 3.7, para a qual tem-se uma menor complexidade
computacional.

UVarifncia HRelativa do RBuido na faida do Filtro Passa—Banda

Estrutura da Figura 3.2 Estrutura da Figura 3.5

Uariancia [dB1] Estrutura da Figura 3.4 ,,....auEstrutura da Figura 2.7
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Figura 5.4: Variancia relativa do ruido versus largura da banda passante para o caso do
filtro passa-banda eliptico.

5.1.4- O CASO REJEITA-BANDA

Para esta analise, é utilizado um filtro protétipo rejeita-banda eliptico, com maxima
atenuacao nas bandas passantes de 0.25 dB, de oitava ordem, com frequéncias de corte
inferior e superior 2500 Hz e 4000 Hz, respectivamente, e frequéncia de amostragem 10000
Hz. Tal filtro também é sucessivamente transformado em outros filtros rejeita-banda, até o
valor da frequéncia de corte inferior de 500 Hz, o que provoca o estreitamento da banda de
rejeicdo, a medida que os pdlos se deslocam em direcdo a « EMBED Equation « ¢ , em
decorréncia da transformacgéo rejeita-banda rejeita-banda do Capitulo 4. O resultado da
simulacdo da variancia relativa do ruido na saida do filtro esta na Figura 5.5, onde
novamente se destacam os excelentes desempenhos das estruturas das Figuras 3.4 e 3.7,
neste caso coincidentes.
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Uarifncia Relatiwva do RBuido na faida do Filtro Rejeita-Banda

Estrutura da Figura 3.2 Estrutura da Figura 3.5
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Figura 5.5: Variancia relativa do ruido versus largura da banda de rejeicdo para o caso do
filtro rejeita-banda tipo eliptico.

Entretanto, dado que as transformacdes espectrais aplicadas aos espepctros passa-
banda e rejeita-banda ndo conservam a frequéncia central da banda passante e de rejeicéo
do filtro, respectivamente, surgiu a dlvida se os resultados se manteriam numa situacdo em
que a frequéncia centra), fosse mantida constante. Assim, é realizado, na Se¢édo 5.2 um

estudo comparativo das mesmas estruturas de segunda ordem descritas no Capitulo 3,
porém, agora, através da variagcdo da largura da banda do filtro pelas ja consolidadas

transformacdes espectrais de Constantinides do tipo passa-baixas passa-banda e passa-
baixas rejeita-banda, com, constante, nos dois casos.

5.2- ANALISE COMPARATIVA DA VARIANCIA RELATIVA DE RUIDO
SEGUNDO AS TRANSFORMACOES ESPECTRAIS DE CONSTANTINIDES

No Capitulo 4, novas transformacdes espectrais de primeira ordem foram
desenvolvidas, a fim de evitar a dificuldade imposta pelas transformacfes de Constantinides
[6], nos casos passa-baixas passa-banda e passa-baixas rejeita-banda. Como visto, dada
uma funcdo de transferéncia de segunda ordem, a aplicacdo das transformacdes de
Constantinides, de segunda ordem, eleva para quatro a ordem da funcédo de transferéncia
transformada, implicando em um maior nivel de complexidade computacional para a
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fatoracdo em novos blocos de segunda ordem, principalmente se for considerado o fato de
gue tal fatoracdo € necessaria para cada transformacéo realizada. Assim, apenas as versées
simplificadas das transformacdes de Constantinides para os casos passa-baixas passa-banda

e passa-baixas rejeita-banda, dadas @@ ™) =-z7 e G(z) =z?, respectivamente,

serdo aqui adotadas. Elas levam a frequéncia central para o valor &b)ée:dé, conforme
2

pode ser verificado através das equacdes (4.49) e (4.62).

Seja, entdo, a funcao de transferéncia do tipo passa-baixas dada por

Nl+a,zt +a,z”
H(z)=k ! 2 51
( ) H 1+b,z" +b,z7? S

A aplicacdoG(z™) = -z na equacéo (5.1) resulta na funcéo de transferéncia passa-banda
transformada

z' — & z’ + ay

5.2
24_b1i22+b2i 52)

HT(z):klﬁ

Reescrevendo a equacéo (5.2), em termos de blocos de segunda ordem, tem-se

N (2* +a,z+ay,).(2* +a,z+ay,)

A=K b,z ) (2 +by 2t

(5.3)

a qual, trabalhada e por fim comparada com a equacéo (5.1), permite adotar como solugéo
para os coeficientes dé, (z )

a, =a, =/a, (5.4a)
a, =+/24/a, +a, (5.4b)
a, = -ay (5.4¢)
b, =b, = /b, (5.4d)
b, =+/2yb, +b, (5.4e)
by =-by (5.41)

e assim, realizar a operacdo de expansédo em fracBes parciais. O procedimento seguinte é
analogo aos ja realizados anteriormente, isto €, a sintese e escalamento das redes e o calculo
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da variancia relativa do ruido, para a andalise das estruturas, exceto pelo fato de que agora se
trabalha com o dobro do niumero de sec¢des, comparado com a ordem do filtro protétipo
passa-baixas. Desta forma, tomando-se o mesmo filtro protétipo passa-baixas descrito na
Secdo 5.1 e usando os resultados em (5.4), obtém-se o grafico da variancia relativa de ruido

visto na Figura 5.6.

UVarifncia HRelativa do RBuido na faida do Filtro Passa—Banda
Estrutura da Figura 3.2 ______ Estrutura da Figura 3.5
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Figura 5.6: Variancia relativa do ruido versus largura da banda passante para o filtro passa-

banda.

Aqui, o gréfico de variancia relativa do ruido versus largura de banda passante,
permite concluir que a estrutura mais adequada é aquela da Figura 3.5, para os caso de
poélos distantes de = .XQuando os polos se aproximam e , a& estruturas das Figura
3.4 e 3.7 tornam-se as mais adequadas, o que esta de acordo com os resultados da Secao

5.1.

De forma andloga, para o caso da transformagcdo passa-baixas rejeita-banda a

aplicacdo da equacéo (4.62) em (5.1) leva aos coeficientes

Ay = Ay =4/
aIi =4 2ay; —ay;

(5.5a)

(5.5b)
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a; = —ay

b, = b} = /b,
b, = y24by - by,
by =-by

(5.5¢)

(5.5d)

(5.5€)

(5.5f)

adotados como uma solucdo #e (z , de tal forma que também se pode expandir em
fracbes parciais e, em seguida, adotar 0 mesmo procedimento para sintese e escalamento
das estruturas, e calculo da variancia relativa do ruido. O gréfico resultante pode ser
observado na Figura 5.7, considerando, ainda, o protétipo passa-baixas da Secao 5.1.

Uarincia Relatiwva do Ruido na Eaida do Filtro Rejeita-Banda
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Figura 5.7: Variancia relativa do ruido versus largura da banda de rejeicéo para o filtro

5.1.

rejeita-banda.

Aqui, o grafico de variancia relativa do ruido versus largura de banda de rejeicao
mostra mais uma vez, que as estruturas das Figuras 3.4 e 3.7 sédo as de melhor desempenho,
guando os polos se aproximam de , olgue esta de acordo com os resultados da Secao

97



O estudo comparativo destas estruturas de segunda ordem para os casos de filtros
passa-banda e rejeita-banda, quando a frequéncia central da banda passante ou de rejei¢éao €
um quarto da frequéncia de amostragem, mostra resultados idénticos aqueles obtidos com a
utilizacdo das transformacdes espectrais de primeira ordem desenvolvidas no Capitulo 4,
validando assim sua utilizacao.

5.3- CONCLUSAO

Neste Capitulo foram mostrados exemplos de filtros passa-baixas, passa-altas, passa-
banda e rejeita-banda onde se pode analisar o desempenho do filtro em termos da variancia
relativa do ruido na sua saida, de forma a complementar o trabalho anteriormente
apresentado em [23], que apenas considera espectros passa-baixas. Tal complementacéo se
deu através da analise a nivel do ruido na saida para qualquer tipo de espectro, assim como
pela introducdo de mais uma estrutura para avaliacdo de desempenho.

Este estudo se tornou viavel em virtude do estabelecimento das novas
transformacdes espectrais, as quais evitaram a maior complexidade computacional antes
exigida para as transformacdes de Constantinides. Além do mais, qualquer que seja o
protétipo, pode-se agora analisar seu comportamento, hdo necessitando realizar a operagao

inversa, isto €, do filtro desejado retornar ao espectro passa-baixas e, assim, aplicar as
transformacdes de Constantinides.

Como principal conclusdo deste estudo comparativo do desempenho em termos da
variancia relativa do ruido na saida do filtro, tem-se que as estruturas das Figuras 3.4 e 3.7
sao as de melhor desempenho. Merece destaque, também, o fato de que tais estruturas tém
simetria estrutural, traduzida através de caminhos similares desde a entrada de sinal na rede
até os estados, o que ndo ocorre com a estrutura da Figura 3.5. Adicionalmente, deve-se
mencionar que a estrutura da Figura 3.7, apesar de ligeiramente mais ruidosa, tem a
vantagem de ser menos complexa, computacionalmente falando, que aquela da Figura 3.4.
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Capitulo 6

Conclusao

Algumas estruturas de segunda ordem, no espaco de estados, tém sido sugeridas
para a implementacéo de filtros digitais, conforme se observa em [2], [4], [8], [11], [18] e
[23], sendo necessério, portanto, uma avaliagcdo do desempenho das mesmas e, assim, saber
qual estrutura € mais adequada em uma dada aplicagcdo. Um primeiro trabalho, neste
sentido, foi realizado em [23], onde compara-se o comportamento a nivel da variancia
relativa de ruido na saida versus largura de banda passante, para uma larga faixa de
frequéncias, para as estruturas das Figuras 3.2, 3.4 e 3.5 descritas no Capitulo 3.

Entretanto, o resultado encontrado em [23] ndo € suficiente: torna-se importante
conhecer o desempenho de tais estruturas para os demais tipos de espectro. Diante disto,
algumas dificuldades iniciais surgem. As transformacdes espectrais, consolidadas na
literatura, sdo somente aplicadas em filtros protétipos passa-baixas, fazendo-se necessario o
estabelecimento de novas transformacodes espectrais, as quais possam ser também aplicadas
em filtros prototipos passa-altas, passa-banda e rejeita-banda. Um estudo detalhado das
transformacdes de Constantinides é realizado, permitindo descrever as novas
transformacdes, de primeira ordem, conforme visto na Secéo 4.2 do Capitulo 4.

Validadas estas novas transformacdes, verifica-se tedrica e graficamente o
inconveniente da variacdo da frequéncia central, juntamente com a variacao da largura da
banda passante ou de rejeicdo, nos casos passa-banda ou rejeita-banda, respectivamente. A
principio, a ndo aceitacdo deste fato fez com que se buscassem outras possiveis
transformacdes que mantivessem a frequéncia central fixa, sendo um esforco em vao.
Diante de tal confirmacéo, retornou-se a meta deste estudo, ou seja, a avaliacdo de
desempenho das estruturas a nivel de ruido para todos 0s espectros, inicialmente para as
estruturas de segunda ordem das Figuras 3.2, 3.4 e 3.5. Complementado o trabalho em [23],
inicia-se um processo de investigagdo do desempenho da estrutura da Figura 3.7. A
preocupacado com esta estrutura surge diante do fato de que ela é um caso particular da
estrutura da Figura 3.4, onde o vdode modificacdo do sinal de entrada para eliminacéo
de ciclos limite a entrada constante assume o {&ld.

No Capitulo 5 € analisado o desempenho a nivel de ruido para o filtro digital na
forma paralela, implementado com as estruturas de segunda ordem das Figuras 3.2, 3.4, 3.5
e 3.7, usando-se varios exemplos, os quais evidenciam a superioridade das estruturas das
Figuras 3.4 e 3.7, para os filtros de banda estreita, nos diversos espectros, exceto para o
espectro passa-altas, no qual a estrutura da Figura 3.5 quando do tipo passa-altas
Chebyschev apresenta melhores resultados, como ja era esperado a partir dos resultados em

[8].



Verifica-se que o desempenho da estrutura da Figura 3.7 é, em algumas situacoes,
bem proximo ao da estrutura da Figura 3.4, 0 que pode vir a trazer significativas vantagens
em certas aplicacdes, em virtude de sua menor complexidade computacional exigida,
conforme retrata a Tabela 3.1 no Capitulo 3.

Posteriormente, ainda ndo esclarecidas todas as indagacdes a respeito da veracidade
de tais resultados, retornam-se as transformacdes espectrais de Constantinides, agora para
um estudo comparativo do nivel de ruido para as estruturas de segunda ordem mencionadas,
através da aplicacdo de tais transformacdes para geracao de filtros passa-banda e rejeita-
banda. Este novo estudo é realizado, principalmente, para verificar se os resultados obtidos
nos casos passa-banda e rejeita-banda, em que a frequéncia central varia com a largura da
banda pasante ou de rejeicdo, sGo 0S mesmos para 0s casos em que a frequéncia central se
mantém fixa. Diante da dificuldade encontrada na utilizacdo destas transformacdes, ja que a
ordem da funcdo de transferéncia é elevada e com isso também a complexidade
computacional, utilizam-se as transformacdes espectrais reduzidas passa-baixas passa-
banda e passa-baixas rejeita-banda, conforme visto na secdo 5.2 do Capitulo 5, para a
confirmacdo dos resultados. Observe-se que os resultados obtidos estdo em acordo com
agueles obtidos com as novas transformacodes espectrais do Capitulo 4.

Como concluséo final deste trabalho, foi apontado o bom desempenho, dentre as
estruturas de segunda ordem no espaco de estados imunes a ciclos limite, daquelas
estruturas da Figuras 3.4 e 3.7. Nesse aspecto, € necessario chamar a atencao para o fato de
que tais estruturas se caracterizam por uma simetria estrutural, no que se refere aos
caminhos entre a entrada de sinal e os estados de tais estruturas. Outro aspecto a ser
realcado é o fato de que a estrutura da Figura 3.7, embora ligeiramente mais ruidosa, é bem
menos complexa, computacionalmente falando, que aquela da estrutura da Figura 3.4, o0 que
justifica, dado o seu desempenho, dedicar-lhe maior atencao.
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