
������������ 	�����
 �� ������� �����

������ �����
�����

�������� �� ������������� �� ���������� �
������

��
�� ���������

������������� �� ������ �� �����
����� �� ������
� ��


���������� �� �������� �
���� � ��� ��������

���� �����	
��� �
������

�������

����



����� ���������

���	�
��
��� �� ��	��� �� �
��
�
���� �� ���	���� ��

���
������� �� �����	�� ������ � ��� ������	�

���� �����	
��� �����
��

���� ����������� �	 
�	����� �� 
����������	 ��

���������� �������� �	 �����	 ����	����	 �� ���������

���� ������� �	 �������	 ����	� �	�	 �� �����	 �������

���� 	!�����	 �	 ���� �� "	��	� �� ����������

��������#

$�������	�% 
�	&# "�# '	�� "���� ����	

�
	��
�

����



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dados Internacionais de Catalogação-na-publicação (CIP) 
(Biblioteca Central da Universidade Federal do Espírito Santo, ES, Brasil) 

 
  
 Cavazzana, Erlon, 1979 - 
C377c Contribuições ao estudo da viabilidade de controle de 

laminadores de produtos planos : uma proposta Gain Scheduling 
clássica / Erlon Cavazzana. – 2012. 

 128 f. : il. 
  
 Orientador: José Denti Filho. 
 Tese (Doutorado em Engenharia Elétrica) – Universidade 

Federal do Espírito Santo, Centro Tecnológico. 
  
 1. Automação industrial. 2. Laminação (Metalurgia). Sistemas 

de controle ajustável. I. Denti Filho, José. II. Universidade Federal 
do Espírito Santo. Centro Tecnológico. III. Título. 
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���� �� 
��� h1- ��������� �� ��	�� ��
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��� ������� w� " ���
� �� ����������
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�������� �� ����	��� vL� �� �����	��� �	��� � �������� � ����	�� � �� ���������

� ���� ��� �������� ��� �������	��� � �������
���	�� ��� ���� �������
���	�� � ���	��

f � �������
���	�� � �� b� ���� ��� ��� ����

f =
h(φ)

h2

· cosφn − 1 ���� 

b = 1− h(φ)

h1

· cosφn ���! 

�� �����"�� ��� �#���� ��� #��� 	� ��	���	��� � ������ �� ��	
� � ���� �

��	����$ �� ��%��

v1 · h1 = v(φ) · h(φ) = v2 · h2 ���& 

' ����
���	�� � ���� ������ ���� �� �������� 	�� �� �� �� �� (	��� ���	� �

����������

����� ����� �	 
�������

� ���
� � ����	���� P � � ������� ���	������ ���� ������� � ���� ���	�� �

����	����� ��� � �#���$ ����)������	��$ ���� �)��������

P = S̄ · w ·
√
R ·∆h ∼= *$*++ · Ȳ · w ·

√
R ·∆h ���, 

-�
�	� '��.�	$ ���/�� �	������� �� ����� ���� �����	��� �� ������� � ������$

���	�	�/��

P = *$�0 · S̄ · w ·
√
R ·∆h ∼= *$1&� · Ȳ · w ·

√
R ·∆h ���*0 

2���� � �)���3	��� � �	
��� 	����� �������� ����� ������ � ������ ������� 	� ����

� ��	����$ �3�/�� ��
�"�� � 4�)� ������	
�� 	� ��������$ ����� �������$ 	� ���� �

��	����$ ��� �����#����� � �����"�� 	� ����� � ��� ����	� � �������$ ��� � �����

�5���� ������� 	� 6�
��� *��
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� ����� � ��������
 �
� ��� 
���� �
�
 � �������

P = w ·
∫

p(x).dx = w ·
∫ φm

0

R.p(φ).dφ ������

P = w ·R ·
[∫ φn

0

p+(φ).dφ+

∫ φm

φn

p−(φ).dφ
]

������


�� p+ � p− � � ������
 ����� �
�����
�����  � ������� � ��!� � � ������ � ����"

��������#������� $���� ������� ��
 ���������� �
� �
��
� ��%���
��

����� �� �����	
�� 	� �������

�� �������� ����#
�#��� �� ��������
 ������ ��
#
��� ��
�����
 �
� ������
��

&����
 '���(�
�) *+,-" 
 ���
 � �
����
 ��
���
 �
������ �������� �� � ����������


� �������� �
� ��!������ . ���
 ��
���
 � ����
 �
 �
��

Rd = R ·
(
1− c.P

δh.w

)
onde c =

16. (1− υc)
2

π.Ec

����,�

.�
����" �����������" ��/� ���
� � ��
������� �
� ������
� � ��������
" 0����

��1��� 2�3�
" ��(�������
� � ��4��(�����
�

.� �����#�����
� 
 ���5� 
 ������
� ��
 �(���
� � �
�
��" 0�� ��
 ��������

�
�
 ������
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� ����� ����
��� ������ ���� �����
��	�� �� �
�
	��� ����	�� � �������

� ����� 
������ ������
�� 	� ����
����� ���� �����	�� � ����� �	���
����

����� ������	
� � ������	 
	 �	���	���

� ��	������ �� ���
	����� �� ����� ����
�	��
�� � ���� ���� ������� �� �����

�
�������	�
�� � ��
�� ���� �
��	�
� �� �� ��	�� �� ���
����� �� ������� �� �
!� ��

�
�
	����

"� ������� 
���
#���� �� ��	������ ���� �� ����
���� ���� ���
	�� �!������

Tq = P.λ.
√
Rd.∆h $%�&'(

�	�� λ )��� ����!
������	�� *�+ ���� � ���
	���� � ���	�� � *�'+ ���� � ���
	���� �

��
��

, ���-	�
� ��	��
�� ��� ���� �
�
	��� � ���� ����

Pot = Tq.ωL $%�&+(

����� ������ 
� ����	����

� ������� �� ��	�� �� ������	�� �� �����
�� � �
����	�� ���	�� � ����� �� ���
�

	���� � ��
� �� ���
	���� � ���	���

.� ���
	���� � ��
�� � ��	�� �� ������	�� � 
������	�� ��� ��	��� �� ��������

��� � � �!���� �����

S = S0 +B.en = A+B.

[
ln

(
h1

h(φ)

)]n
$%�&/(

�	���

S0 : 0 � ��	�� �� ������	�� 
	
�
���

A,B, n : 1�� )����� �!���
��	��
�

e : 0 � ���������� ����
�� )������
���

�������� �� 	��
���



��� ������ ��	�
�	�� �� ��
������ ��

�� ��������� � 	
���� � ������ �� ���������� � 
�� �
���� �������� �� ����������

�� �����������

S = f(e, ė, θ̄) ������

����� e � ���������� �������� ���������� � ė � ���������� �� ���������� �������� �����

����

e = ln

(
h1

h(φ)

)
������

ė =
2.vL.senφ

h(φ)
���� �

����� � ����	� �� �
���

! ������ �� "��#�� ���� � ����
�� �� ������$
���� ��� �����%�� �� ���&� �� ���� ��

������� � ����������� � ���� &���� � ������� 
�� ��' 	
� ��� � ����� ���(
�� ��������)

��� ���������� ��� �
�����%�� ������*�������� +�&
��� ���� ������ �� ������$
��%�� ��

�����%�� ������� p+ � p− 	
� �� ��������� ���%�� , �(��� ��� ������������ �� ��&
����

������

p+

S
=

(
1− t2

S2

)
· h

h2

· exp(µ.H) ����-�

�

p−

S
=

(
1− t1

S1

)
· h

h1

· exp (µ.(H1 −H)) ������

��� 	
��� �� ������� �� S1 � �� S2 �������)�� , ������ �� ���������� ��� ��&�%�� �� �������

� ��.�� �� ���� ����������������

"� ������� �� H � h ��� �
��%�� �� /�&
�� φ �������� ��&
��

H = 2 ·
√√√√Rd

h2

· arctg
(√

Rd

h2

φ

)
������



��� ������ ��	�
�	�� �� ��
������ ��

h = h1 + 2.Rd. (1− cosφ) ������

� ���	�

�� � ��	��� � ���������� ��� ���� �� ���
��	���� � ���	����� �


�����	�
 � �
 ���
��
 �������
 �� ��	�� � ���	����� ���� ������� �����

Tq = w.R.Rd.

(∫ α

0

φ.p(φ)dφ+
t1.h1 − t2.h2

2.Rd

)
������

����� � ����	�
��

� �������	 ���	�� 
� ���
��������� ���� ! ��	"� � ���������� #��� ELM �

�$��� � 	�"��% � �������	 � eLM � �
��	������ 
��	�� ��	 ���� � ��

&��� �
�	���	'

P = ELM · eLM ����(�

#��� g � �)�	��	� ������� ���	� �
 �����	�
 ������ � �
��

�	� � 
�&� � ��	� � ��

��	'

h2 = g + eLM = g +
P

ELM

����*�

�� 
�����
�����'

P = ELM · (h2 − g) ����+�

��� ELM � ���
����� ��	� ��� �� ��	"�	� � ��	��

� ,�)��� - ��
�	� �
 �����
 � ���� �
 �	�������
 ��	�.���
 ��������
 ��

�	���

�� /� 0��&���� �� 
�	�� ��	�
�����
 �
 ����	�
 �
 ���
�����
 �
 �����
�

,�)��� -' 1���� � ���� �
 �	�������
 ��	�.���
 ��������
 �� �	���

� � ���������

P 2/3 ELM 2/4�3 Tq 2/��3 h1 5 h2 2�3
eLM 2�3 t1 5 t2 2/4�23 g 2�3 vL 2�4
3
ωL 2	�4
3 φ 2	�3 α 2	�3 θ 2o03
D 2�3 w 2�3 R 5 Rd 2�3 S 2/4�23
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	 �	����� �� ��� �	���
���� �	��	��� �	� �� �	�	� 
�

�	����� �	���� ��	���
	 � �� ������� 
� �������� �
���� ��� ���	� �� �	�	 �	���

�
	� 
� ���	 ����	 r1 � ���	 �����	 r2� �� ������� ���������
	 
� �	���
���� � �

�	��������	 
	� ���	��� �	
�� ��� ����	� � ������ ��� � ��
�
	� �����	��� ���	 ��
�

	 ���	 
� �	���� 	 ���!����	 ��
� ��� ���	��
�
� ������� � 	 ����!����	 
� �	���	

��
� � "	��� ������
� � ����� #���� � "	��� F �	������ � ����� ������� �� ����� �

���	��
�
� �������� 
� ���� v �	����� $%&� �'� %�(�

������ ��) *������ ���������
	 
� �	���
���� � �	��������	 
	� ���	���

� ��	������	 
���� ������� �	� � ��
���� 
� �������	 	�	��� ���	 ���+����	 ,���

��	 - "����. t2 � ��
���� /� 0���� � �	��� F 
	 ���������� 
� �	������	 �������

�� ����� ���� ���+����	 
	 �����
	�� *��� "	��� 
� ������	 ���� �	������ 	� 
���1��

��	� 
� ��	����	  ����2	�� �	� ������� �	��� �3�4��� �	��� 	 �	�	����	 � ����	 
	�

����
�	� 
� �������	 �� �	������������ �	��� � "	��� 
� �����
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� ��� ��� ����������

�
������



��� �������	
� �	 �����
	��� ��

� ��������� ��	
 ����
���� �
 ������� �� ��������� ����������� ��� ��������� ��

�
�� � �� ����
 �
��� ��������� �� ����� ���� � �����

����� ����� �� 	����
�� 	�
��
�

 ������ ���!
����� �����
�������� � ���
����
�� ���	���� " �!
����� ��� 	� ��#

��� �� !������� !���$�	�� �� ��	�%&�� 	��������
� �� 	� �����   � �� �'!
��%(�


����������� �(� ���!�
��� ����� )�	�%&�� *�+ � *�,� ���� ea = kvω1 � T = ktia ���� ����

Vta = ea + Laq
dia

dt
+Raia -*�+.

J1
dω1

dt
= T − Tc1 − Bω1 -*�,.

Vta " � ����(� ���
!��� �� ������ ea " � ��%� !�����#����������
�� Laq� Ra � ia �(� �


��	�/�!
�� ���
��0�!
� � !������� �� �����	��� �����!�
1������2 J1 " � ������� �� 
�"�!
�

�� ������ ω1 " � 1���!
���� ���	��� �� ������ T " � ����	� ����������"�
!� �����1��1
���

Tc1 " � ����	� �� !���� �� �
'� �� ����� � B " � !��3!
���� �� ����	� �� ���
�� 1
�!����

����� ����
����

4�
!
���� � ��������� ���� 
�"�!
� �� ���
��� ���� ���� ��� ���
�� ���� ��	�%(�

���
'�� ���� M " � ����� �� ���� ���
����� � J2 " � ��	 ������� �� 
�"�!
��

J2 =
M

2

(
r1

2 + r2
2
)

-*�*.

5�� 1�� �	� � �!
�������� �!���� ��� ��
� �� 	� �
����� �� ����������� 
����� �6

	� ��
�� �� ���	%(� �� 
�"�!
� J2 �� ���� ���
������ ���
�7

J1e = J1 +

(
ω2

ω1

)2

J2 -*��.

8���� J1e � ������� �� 
�"�!
� ���
1� �� �
'� �� ������ ω2 � 1���!
���� ���	��� ��

���� ���
����� � ω1 � 1���!
���� ���	��� �� ����� � J2 " ���� ���� )�	�%(� *�*�

9� ��!����� �� ���!���� �� ���
�������� � �!:�	�� �� �����
�� �� ���
����
�� ���#

1�!� 	� �	����� �� ��
� �� ���
����
��� )��� �	����� �� ��
� ���� ��� ��������

��������� �������	




��� �������	
� �	 �����
	��� ��

�������� �����	
� �	 ��	��� ����

r(t) =

∫ t

0

ω2e

2π
dt. �����

��� �	 ���� � 	����� 
� �	�� 
� �	����	� �����	
� ������	 � 	����� 
� ������	

� 
	 �	��	 �� ����� �������� 
������� �	� ��	���� ��� � �� � ���������	������

J2(t) =
M

2

(
r1

2 + (r2 + r(t))2
)

�����

M(t) = m+
(
2πr2r(t) + πr(t)2

)
ρd ��� �

! ����� ������� �� ��"� 
� ����� � 	 ����	 	����	
	 �	 ���	 ��
�� ��� ��
��	
�� 
�

	���
� ��� 	� ��	���� ��# � ��$� ���������	������ ��
� 	 ���	��� 
� ��	�������� � 
	
	

��� n = ω1/ω2 � � ����� �� ���� �����	
�� ����	%�� Tc2 = n · Tc1 �

Tc1 = F (r2 + r(t)) /n ���#�

F =
n · Tc1

r2 + r(t)
=

Tc2

r2 + r(t)
���$�

&	���
�%��� 	��
	� �� � ����� �����	��� �� ���� �����	
�� � �'	� 	� ���
�� 
�

�� ������� 
� ������	 ���	 �	 	�����	��� 	�'�	� � ���
� ���	� '�	�
��	� �	��	���� ��

������ �����(

Tc2 = J2(t)
dω2(t)

dt
+ ω2(t)

dJ2(t)

dt
���)*�

&�������
� 	 ��	��� ��)* �	 ��	��� ��$� ������� 	 ��	��� 
	 ����	 	����	
	

�	 ���	 ���	��� ��))�� �����	�
� �� 	 ������
	
� �	�'����	� 
	 �����	 � 
	
	 ���

v2 = ω2(r2 + r(t))�

F =
J2(t)

dω2(t)
dt

+ ω2(t)
dJ2(t)
dt

r2 + r(t)
���))�

+ ������	��� 
���	�	� ��� ����� ��
���� 	� ���%����	��
	
�� ������� �������	������


���
� , �	��	��� 
� �	�� 
	 �����	� �� 	����	 �	
�	���	����� 	 �	��	 ���	��� �� �

� 	 ������	 ���	��� ����� ��
�-�	�
� 	 
��.���	 
� ������	 ���	���� ��)* � ��/��
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���� ��� � ����� � ������� �������� � 	
���� ��������� ���������

���� �� ���������� ��
����  �	
���� ���!"� ��� � ���#�� 	
 �� � 
� ������ �

��
��� ���� �
$� ������ � � ����� �������� �� ����� Vta� %� ������ ��� ���������

��������� ��� �
������� ���� �������� �� &���� !�

Vta =

(
Kv.n

r2 + r(t)

)
v2(t) +

La

Kt

(
n

r2 + r(t)

(
J1 +

%1 (r
2
1 + (r2 + r(t))2)

n2

)
v̈2(t)

+
B.n

r2 + r(t)
v̇2(t) +

%1 (r
2
1 + (r2 + r(t))2)

(r2 + r(t))n
v̈2(t)

)
+

Ra

Kt

·
(

n

r2 + r(t)

·
(
J1 +

%1 (r
2
1 + (r2 + r(t))2)

n2

)
v̇2(t) +

B.n

r2 + r(t)
v2(t)

+

(
%1 (r

2
1 + (r2 + r(t))2)

(r2 + r(t))2
v̇2(t)− t1

)
· r2 + r(t)

n

)
 ���!"

����'

%1 =
1

2
m+

1

2
(2πr2r(t) + πr(t)2)ρd

(��� �$� ����)��� ����*�� �)���� ������ � ���������� � ������� ������) ��� ����

�������� �� ���������� �������� � ���������� � �����������) � ������������ 

� ������������ � �����������) � ����������� (������ ����) �� ����� �� ��+,���

����� � ������� ����� � ����� ���-��� � �� ����� � ����� �� ������ �

�������� ��) ����)��� ����� ��*� � ���������� ��� ���-�� ��� ������������ ������

� ���� ������� � �������

&���� !' (�������� 
����*���� �� �
������� � ����������

r1 = 10 .��/ r2 = 25 .��/
B = 55 ���������	 ρ = 7800 �
���3	
m = 100 �
�	 d = 10 ���	
e = 1 ���	 n = 6
J1 = �� �
���2	 La = �� ���	
Ra = 67 ��Ω	 Kt = ����
Kv = ���� Vmax = 1500 ��	

�� ���������� ���������� ��� ������� ��� ����������� �� ���������  ���� ����������!

��� ��� ���� �� �����"�#$�� ��� �%&����� � ������������ ��'������� � ������ ���������!
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2π
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���� ��	 ��� ��
��� ��� � ������ 	� � �!������� �� "����
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#� ���	�������� � ���
������ ���������� ��� � 
������� ������� �� ��������

������ 
�� 
��$����� %���	�� & ������' ��		� �������� �� 	� �� t2� (� � ���
������ ���

� 	������ ������� �� �������� ������ 
�� 
��$����� %���	�� & ��' ������� �� 	� �� t1�

) *+�,� ���� � ��	�������� �� ���	������� �� ��!� ������� � � ���� �� ����� ����

� ����� ��� � ��	�� �
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������� ��	������� �	 ��������	 �� ����� � �	 ����3�	 ����������	 �����

�	 �������	 ��	�����	 �� 4����� 56� .�� �������� �� �����	� � 
�		��� ������� ���7

Fres = F − P = 2 · F1sen(α) 89�5:;

���� Fres � � ����� ������� ��	������ �� ������� �� ��
��� F1 � � ����� �
����� �� �����

α � � $���� ������� ����� � ���� � � 
��� ��������� � y � � ��	�������� ������� ��

������� �� ���	��������

.�� 	�� ���� � ����� ��� ������� � ���� � ������ 
�� 	������� ������7

F1 = σ1 · A 89�5<;

���� σ1 � � ���	��������� �� ���� � A � � ���� �� 	���� ������� ��	���

= ���	�� �� ���� σ1 � ������ �� �>��� �� ?���� E � �� ���������� �� ������� ε�

���� ��	����� � 	�����7

σ1 = E · ε 89�5@;

A�
���� � ���������� ������ � 
�		��� �	��������7

ε = ∆l/l0 89�50;

�������������� 	
������
� �
���� ���
����



��� ��������	
 �� ������
��� ��

���� ∆l � � ������� �� 	��
������� �� ���� � l0 � � 	��
������� ���	�� �� �����

����������� ������ � �������� ������� ����� �� �������� �� ����� ��
��	������

����� � �������� ������ ������������	��

sen(α) =

√
1− 1

tan2(α) + 1
=

√
1− 1

y2/l20 + 1
������

����

sen(α) =
y√

l20 + y2
���� �

!���"���� � #������ �� $��%������ ������

(l0 +∆l)2 = y2 + l20 ���&'�

(���
����� �� �)���*�� ����������� � ������ � �+
������ )�� ���	���� � ����� ����,

����� �� -���� �� ����������� � ��� ����	������ �����	� �.)����� ��&��� �������� )��

w � � ������ �� ���� � h ��� ��
�������

Fres = 2.w.h.E

(
y

l0
− y√

l20 + y2

)
���&��

/����� �� �	���� 	�� �� .)���*�� ���0� ��� � ��&�� � �+
������ ��� )�� ���	����
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F1 = w.h.E

(√
l20 + y2
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− 1

)
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y =

√(
σ2
1

E2
+

2σ1

E

)
· l0 ������

�� �	
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��	��� �����	��� � ���� ��	�� � �	� �� ������ � ���	��� �  ��� �� ����	�����

�  ���	��� �  ��� �� ����	����� �� ������ � ������ �� �����!��	 � �	�� "�

��	�� �� ������	�� ������ � �	�� �������� ��� ���	��� #�� $ � �����������

y #�� � �	�	���� �� ����	����� ���� ���	%� � �������� ��� �����!��	 � ����������

����� ����	����� &� ��'� � �������� � ����������� y �  ���� ���( ����� ���������

	��	��������  ���� F1 �  ������ σ �� ����	�������  (�� � ����� ��������� � �	�

A ���������

�� ���

�	
�� ��) �� ���� � �	� �� ������ � ���	��� �  ��� �� ����	������ ��� "��	���
�  ��� �� ������ �� ����	������� �� �����!��	 � �	�

����� ������	

*������� '���	���� ����	�������� � ����� ����� 	�� �� ���� ����	���� ���$�

��	 � ����� **� �� �#��+�� ��������	� �� �� ����� ** �� �,�	���� 	�����������

��� � ����� ��������� ����	�������� �� ��') -#��+�� ���. � ���/� ���� ea = kvω1

� T = ktia�

Vta = ea + Laq
dia

dt
+Raia ����.�

J1
dω1

dt
= T − Tc − Bω1 ����/�

Vta $  ������ ��	�� �� ������ ea $  ���� ����������������	%� Laq� Ra � ia ��� 

	����0��	� ���	��!��	 � �������� �� ������ �������	������� J1 $ � ������� �� 	�$��	
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Tc = Fres · r �� Tc = (F − P ) · r� ����� 
���� P � � ���� �� 
������� ������
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θ(t) =
y(t)

r
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��� �� ����� Vta � � ��'�� � �

���	�
������ �����
�	 �� 
�	����� �� 	����� ��+����� �� ���	� �� ��� �� ����� 
��(����

�������� �� )������ !�"#�

Kvθ̇ + La

(
J
���
θ +Bθ̈ +

(
2Ewhrθ̇

(
1

l0
− 1(

r2θ2 + L0
2
)1/2

)

+2
Ewhr3θ2θ̇(
r2θ2 + l0

2
)3/2

)
r

)
1

Kt

+Ra

(
Jθ̈ +Bθ̇ + (2Ewhrθ

·
(
1

l0
− 1(

r2θ2 + L0
2
)1/2

)
− P ) r) · 1

Kt

= Vta  !�"*$
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E = 21000 �������2� Ra = ������ �Ω�
h = 1 ���� J = ����� �����2�
l0 = ���� ��� B = ����� � ���!���
�
M = 50 ���� La = "�� ��#�
P = 50 · ���$ � � Kv = �"���
w = $� �%�� Kt = �"���
r = ���" ��� Vmax = �"� �&�
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��� ������� �� 	�
����� ��

��� ������� 	� 
���������� 	���� �� ����� � ��
��� �� ����	���	� ���
� 	� ���	�� �

	� ���
�� ������������

����� ������	
�� 
 �������
�	�

�������� �������	� ��
�������
�� � �����
��� 	� ��������
� 	� �������� 	�

����
� � 	��� � �����
� �� ��� ������� 	� 
���������� ������	� � �� ��
�� 	� ������
�

���
����� �� ������� 	�� ����
��
�� 	� ��	��� 	���� ��
��� ��
�������
� �������
�	�

��� ���������  �!�! �  � �"� ��� ���
��	�� �� #����� $�

#����� $% ����
��
�� �
�&�	�� �� �����
��� 	� ��������
� 	� �������� 	� ����
�

J = '�''( )*+��2, Ra = !'�!"$ )Ω,
B = '�''- ).��/��	��, La = - �' )�0,
Kt =  �""- Kv = !�12!2(
Vmin = �" '' )3, Vmax = " '' )3,

����� ������	
�� � �������� 
 ��
�	�

����	��� � 	�+���� ��4����
�� 	�� ������ �
���
�� �� ��������� ���
��	�� ��

5+��� ""%

5+��� ""% 6������� 	� ����
�

7�����	� � 2a �� 	� .�8
�� �� ��
���� 
����%

∑
T = Jα 9 �"2:



��� ������� �� 	�
����� ��

�� �����

(J1 + J2 + J3) · θ̈ + f4 · θ̇ + TMP = Te ��	�
�

���� J1 � ������� � �����

J2 � ������� � �����������

J3 � ������� � ������

f4 � ���������� � ������������� ������� �� ������� � ���������

TMP � ������ ���������� ���� ����� � ��������

Te � ������ �������� ������ �� ������ �����

θ � !� ��� � ��"�

θ̇ � #������� �� ����

θ̈ � $������%&� �� ����

' ������ ���������� ���� ����� � �������� � �� ���� �� ����� �"�����&� ()*�

TMP =
P ·

[
dg
3
µ+ dmed

2
tg(ϕ± α)

]
i · η ��	�+�

����� P � ,��������� �� ���%�� �������� �� �������� (-*

dmed � .�/����� ���� � �������� � ������ (�*

ϕ � !� ��� � ����%&� �� ����� � ��������

α � !� ��� � ������ � ��������

µ � ���������� � ������ ����� � �������� � ������ � � �����

dg � .�/����� � ����� (�*

i � ,���%&� � ���������&� � ������

η � ,�������� � ���������&�

0 ����1��� ����� � ������%� � ��/����� ��������� ����� ������� �������� � ���%&�

� ���������	 -� ��2�� � ��������� � �� ������ � ���%&� ��� ���������� � 3 ϕ− α4

� �� ������ 3ϕ + α4	 5��� ���� �� ��� � �"���6���� �� ���� ������ ��� ������ ����

����������� ���� ��2������� ���� �� ���	

5���������� � ��������� � �������%&� � �������� ������



��� ������� �� 	�
����� ��

m · ÿ + f · ẏ + kM · y = P ������

����	 m 
 ��� �� �������� ��� ��������������� ������ � ������ �� �����

f 
 ���������� �� ������������� ����� ����� ������� � ������ �� ��������

kM 
 �������� �� ���� �����������

P 
 ��������� ��  ��!� ��� ����� �� ����!"� �� ��#� �� $��� ��

y 
 %���������� ������

ẏ 
 &��������� ������

ÿ 
 '������!"� ������

(�)�������� � *���!"� ���� �� *���!"� ���+� �,����� �� *���!"� �����

TMP =
(m · ÿ + f · ẏ + kM · y) ·

[
dg
3
µ+ dmed

2
tg(ϕ± α)

]
i · η ������

-��� ��� � $�� �� ���� ���� � �������������� �� ��#� �� ������ )��� �$����� .

*���!"� ���� � ����!/� ����� θ � y� �)��#�	

d2y
dt2

⇒ θ̈; dy
dt

⇒ θ̇; y ⇒ θ; ����0�

d2y
dt2

≡ ÿ ; dy
dt

≡ ẏ; ����1�

���� ����

y =
1

k1 · k2 · θ ����2�

� ������

k1 = Dc

DSF ·tg(β) e k2 = 1
rm·tg(α) ����3�



��� ������� �� 	�
����� ��

����� Dc � ���	�
�� 	���� � ����

DSF � ���	�
�� 	���� �� ��	 �	

β � ������ �� ���
� �� ��	 �	

rm � ��� 	���� �� ������ �� ���
�

α � ������ �� ����� �� ������

���� ���	�  ��������� ��� �� 
����� ���������� �� 	���� � ������� �������

� ���� �� 	�
��� � ��� ��� ������  ! "!

TMP =

(
m

k1k2
θ̈ +

f

k1k2
θ̇ +

kM
k1k2

θ

)
·
[
dg
3
µ+ dmed

2
tg(ϕ± α)

]
i · η # ! "$

%�����&��� ���� ������ # ! "$� ��� � 
����� ���������� �� 	���� � ������ TMP �

��������� ��	  ��� �� �	����� ��� �
�� �� ��������
�� ��� 
��	�� ������������

���� ��� ���� �
��� 
	'�	  ������
 ����	�� �� ���
�	 ������(��! �����
&��


	'�	  ���&��������� �� ���
�	 ������
� �� 
��	� 
������	�
���� tg(ϕ± α)!

)�'�
�
�����  ������  ! " � ������  ! *� 
�	���

Te =

(
J1 + J2 + J3 +

m.C

k1k2

)
θ̈

(
f4 +

f.C

k1k2

)
θ̇ +

(
kM .C

k1k2

)
θ # ! +$

�����

C =

[
dg
3
µ+ dmed

2
tg(ϕ± α)

]
i · η # !,*$

-� �'
�� ��� ������ �	 ������ � 
����� Vta ����� �� 	�
��� ��� �
���(�� �

����.�� ������
�� �� ��'���.��  !/!/ �  ! !0�

ia = Te/kt

ea = kvθ̇

Vta = ea + La
dia
dt

+Raia # !,/$

1���	� � ����2��� �����
��  ������ ���&����� ���� �� ���
�	� ����  ��
��

�  
����� ����� �� 	�
�� Vta �  �2� � �� ������� ����� θ� ������ X1 = θ�

X2 = θ̇ = Ẋ1� X3 = θ̈ = Ẋ2 � u = Vta #������  !,0$! 3 �	���
�
� �����
� ��� 

������ ��
�� θ � � ������	��
� ���
��� y �� ������ �� ���
� � ��� ��� ������  ! 4

�� ������	� � 	���	��
� �� ������ ��5 �� ��'�� �� �� �������  ����
�
� C ���	�



��� ������� �� 	�
����� ��

�� ����� ��	
�
��


Ẋ3 + F1(C)X1 + F2(C)X2 + F3(C)X3 − F4(C)u = 0 �����

C � ���� �
�� ������� ��� 
 �� 	����
� F1(C)� F2(C)� F3(C) 
 F4(C) ��� �
���

������
� ���� ���� ��� 
 ���� �
��
������
��


F1(C) =
Ra.C.km

La.[(J1 + J2 + J3).k1k2 + C.m]
�����

F2(C) =
(Lakm +Raf).C + kvk1k2kt +Raf4k1k2

La.[(J1 + J2 + J3).k1k2 + C.m]
�����

F3(C) =
[(Laf +Ram).C + (Laf4 +RaJ1 +RaJ2 +RaJ3).k1k2]

La.[(J1 + J2 + J3).k1k2 + C.m]
�����

F4(C) =
k1k2kt

La[(J1 + J2 + J3).k1k2) + C.m]
�����

 � �����
� ��� ��������
� �����!���� �� ���
��"
� �� ��#����
�� �
 �$���
 �
 ���


���� �������� �� %�#
�� �

%�#
�� �& '�������
� �����!���� �� ��#����
�� �
 �$���
 �
 ���

J1 = (��x10−3 )*" · �2+ J2 = 10−4 )*" · �2+
J3 = ������x10−5 ��� · �2	 m = �
���� ���	
f4 = ���� �·���������	 f = ���� �����	
dmed = 16 ���	 dg = 16 ���	
ϕ = ���o α = 4o

i = 15 η = 70%
µ = ��� kM = �
���� ���	
k1 = ������ k2 = �������

 ��−1	

������� ����	
� ���� � ����������� �� �������� �� ����� � � ��� �� �����

�����

�������� �������� ��� ������� �������� �� ��� �!�� �� ������ !�� �������"#� ��$�%

���� �� ��������� �!����� � �������� �� ������"#� �� &���!�� ��� ���&���� �����"��

��&��&���� ����� ��������' (��� �������"#� ��) ��� *!� � �+���!�� ��� ��������� �����

��,� ��������� �� ������������ ������ �� �����!�� �� ������'



��� ������� �� 	�
����� ��

� �������� ��	
�� �
�������
 ��� ��� ������
�

y = h1 − g ������

�
������ 
���
� ��� 
 ���
�� �
 �� ��
�� �	�����
 �� ��	����� �� 	
���
�� !

�
�
 ���

g = h2 − P

ELM

����"�

����������� 
 #��
�� ���" �
 #��
�� ����� ����� 
 ���
�� ��� ��������
 

���	�
���� ��
	 � �
�
 �� �� 
�����

y = h1 − h2 +
P

ELM

����$�

� ������
 ���%���
 �� ������� � � 
��
�� �� ��
������ �
� �����&��  �
� ���

�����
�� ������ � �������  ��������� �
�
 ������ ��� ������'
�� ����� ��
�
	(�
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� ������� �� ��	���
���� ��	

������
	�

����� ������	
� ��� ����������� � ���
�
	
��� �� ��
���
 �
 �
���
	��
� ���� �����

	
���� ��
�
���� 
 ��
���
 �
� �
���
	��
��� ���� 
� ����������� �
 	������
� � 
 �����

����
 �� ���������
 �� ���
 �� �
���
	� ������
	���
�

�
��
��� � �
�����	 
������� �
 ������	
 �� �� 	��������� ��������� ��� ����
� �
���

��� �	
���
� �� ������� �
���	 ����
 
� ���
�
� ���� ����	
���� �
����
� !����
 
�

�	����
� �
 ��
����
 �� 	�������
� "���
 ������ 
��
���� �
� ������
	��� � ����������

��� ��� ��	�����
 ����� �������� �������
��� �
� ���
�
� �	����
� �� ��
���
 �����
�

��������	������ # ��� ����	������� � �
�����	����� �� ���
���������
 �
 �
�$�������


�
��� �
���
	��
��� 	������� ���	������ ��������
� �� ���%������ �
��
��� �������
 �
�

���
��� ����	$�� �� "���
 ��&�

��� ��������� 	
 �
���
�	
� ������	


�� ���
�
	
��� �� �
���
	� ��
�
���� 
� �
���
	��
��� ���� ����	
���� ���	����
�

����
 �
�
 ���� � ��������� �� �� �
���
	��
� 	����� �
� ���	��������
 �� �����
�� �
��

�
��� �
�����
 �� '����� &(� ����
 !�� ���� ���$
� ����
 ����	
���
� �
��
��� 
 �
��


�� 
������
 �� ���� ��������

)��� ��������� �� �
���
	��
� �
� ���
	$��� ���� 
 ��
���
 �����
 # ���
� ����	�����

�� ���	��������
 �
�������
��	 !����
 � �������
 ������	���� 
 ����
 �������
 �� ���

������$
 �� ���� �
��
 �� 
������
� * �������� �
 ��������
� �
 ���
 �����
 ����� 


�
������
� � � �	���� ��� �
� !�� ���� �
��
 �� 
������
 ���� �� �
��
 �� �!��	����
 �


�������� ����	������
 
 ��
���
 �
 �
���
	��
� ���� ����	
���� �	����
� �
��
��� ���

� �
��
 �� "������
 +�����

�
�
 ���
�
 �� ����	
������
� ��� ��
���
 � ������
	���
 	����� �
� ���$
� �
�



��� ��������� 	
 �
���
�	
� ������	
 ��

������ ��� 	
������� � �������� ������ ���������� ��� 
 ����
 
��� �
������


������  ��� �� ������ � 
�
����

���������
 �����
� ��� 
��� 
��������
� � ������ �� � �����!�� �� 
��" ���� 

�
��������� ��������� �� � ���� ����#���� $�

� ��
� �� ���� K � ��������

�� ���������� �� % ���������
 ���
 �� ������ �X � ��� �&������ ��� � ��� �

�� ������ � 
�
���� �� � !����  �������� ��&�� ����" �

���� �������� '���

���������� ���� ���'� &���� �� ���������� ������ ��

�
 ���
� ������ ����� �

�'���� � 
�
���� ������� 
�� �������

������ ��� 	 ���� �� �
��������� �� �� ���� ( �� ���������� ������ �
 ����


&���
 �� 
������ �� ���������
 �����
�

����� �������	�
�� � �������

) ������� ��

 ����  ��*�� � �������� ���� �����	
��� # � ����������� �

���� ���� ��� 
� �

� 
�������� ���������
 �������
 �����
� �� ���������
 ���
 ��

������ � 
�
����� � ����������� �� �� 
�
���� #� &�
��������� ��� ��� ����� �



��� ��������� 	
 �
���
�	
� ������	
 ��

������� ���	
����� �� ����� ������ ����� �� ����� � 
���� � ������� �� ������������

�� ������� �� ���������� ��� ������ � ��������� �������� ��� � ������������ �
���


�� ������� �� �� ������� ����������� ��� ����� �� 
����������� ��� ���� ��� �������

�
� ������� 
�����������

�� ����� �
������ �� �� ��� ���� �����	
���! ���
���	��! ��������������! � 
��������	

��� "�������� �� ��������

#�������� � �������� �������$

ẋ = f(x) %&�'(

)�������� ��� f * ��� ������ ���	
����� �� �
���� C1! �� �� �! * ������������
 ���

���! � 
����������� "�������� ��� ���� x0 * ������ �+������� � ������ f �� �*��� ��

,�-
�� ��* � ����� �� ������� ��������! �������� �������� �� .������ &�/�

f(x) = f(x0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x=x0)

(x− x0) + ξ(x) %&�/(

���� ξ(x) * � ���� �� ���+������ �� x�

0�! ������� � ������� �� �������
 y = x− x0! �����$

f(x0 + y) = f(x0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x=x0)

y + ξ(x) %&�1(

#��� � ������ f �� � �� �2
��
�� ���������! * ���3��
 ����� ���������� � ������� ��

����� ��������
 ���� �����$

f(x0 + y) = f(x0) +∇f(x0)
Ty + ξ(x) %&�&(

����$

x0 =

⎡
⎢⎢⎣

x1o

���

xno

⎤
⎥⎥⎦ ; y =

⎡
⎢⎢⎣

y1
���

yn

⎤
⎥⎥⎦ ; ∇f(x0) =

⎡
⎢⎢⎣

∂
∂x1

f(x0)
���

∂
∂xn

f(x0)

⎤
⎥⎥⎦ ; %&�4(

5����� � 
����������� �� �� ��� ���� �� ����
3���� � � ���� �� ���+������ ��� ���

���������! ���� * � ẋ = f(x0) = 0� � �ξ(x) = 0�! * ���3��
 �������� ��� � .������ &�& *

���
�6���� ��� � ����� ����� ���
����� �� �� ���� �� ������
������ 
�������! ��������	

��$



��� � ������	
��� ���
� ����
	� ��

f(y) = ∇f |(x0=0) y, �� ����������	�
 f(y) = F · y ����

���� F � � ��	��� ��������� �� f �������� �� ���	� �� ���������� �� ���	���

��� � ������	
��� ���
� ����
	�

�������� ������	� �� ����� � ! � ���	������� �����"��� ���� ���� ���� �	��������

���	� ���#�	� � � ���	������� ��� ��������	���� �� ��	���� ��� �� ��	�$����� �� ����

����	� ��	�� � ���������� � � ����	�! �������	��� �� %�$��� &' ( �������� ����� ��	�)

$����� ��� ��� ��� ���� ���	� �� �������� ��#� �� ���	� �� ���������� �� ���	��� ���)

���*����� � ���#�	� �� ���	������� ���� �����	
��� ��+�����! ��������� ���� ,������ ��

�� ����� ��	�����

��������� � ���	��� �� ���	���� �������	��� ����-�


⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du

u = −kx+ kIξ

ξ̇ = r − y = r −Cx−Du

��.�

���� x / ��	�� �� ��	����

y / ����� �� ����� ���������

u / ����� �� ���	���� ���������

A / ��	��� ����	��	� �� - ��

B / ��	��� ����	��	� �� -  �

C / ��	��� ����	��	� � - ��

D / ����	��	� ���������

ξ / ����� �� ��	�$����� �����+��� �� ��	��� �� ���	���! ��������

r / ����� �� �����0���� ���������

k / ��	��� �� $��"� �� ��������	���� �� ��	��� � - ��

������������ � ����	��	� D ���� � � ���	��� �� ��	��� ������	����	� ���	���+���! ��

1�2 � ������� ��� � ��	��� �� $��"� �� ��������	���� �� ��	��� k̂! ��*���� �� ,������ �3!

���� ��� ��	�������� ����� ��� � ���	��� ��*���� �� ,������ �. ��#� �� ��	��� ���)

���	����	� ���	���+��� 4���� ����! �� �5��� �� ���	��� ��� �� ��	�������� �� ��	���
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��� ���
� ����
	� ��

[Â− B̂k̂]� �� ������	� A 	 B �		�
����� �� ���� Â 	 B̂ 
����	 ������	� ��� 	 �����

�	��	
�����	��	� ����� �� ����	�� 
� ��� ����� � n + 1� �� 
������ �	�� �	

	���� 
���	���	��	 
������	��

k̂ = [ k
��� −kI ] ���� 

Â =

[
A B

−C 0

]
���� 

B̂ =

[
B

0

]
����� 

��	��� ���� 	!	����"
��#� �� ����	�� �	 �	�
	��� ��	� �	��� � �	�����	 ������ �	

���$ �	 �	����	����# �	 	����%

k̂ = [ k1 k2 k3 −kI ] ����� 

��	 � ����	� k1� k2 	 k3 �	���� � ���$� �	 
��� 	����� �	��	
�����	��	� 	 kI  ����

�	 ���$ �� ���	���� � 	��� 
����	 	�������� ������� �� &����� '(�

������ ���� 
�"���� ��	  ����	�� ���	������� 	� ���$� �	
$���� ) �	 	����


���	���	��	 
������	�� *���� �	��"
�� �	 � ��������	 �	"���� �� �����# ���' )

�	����	���� ��	 n ) � ��	� � ����	�� 	 Mc ) � ������ �	 
�����*������	� � ����	���

� �	��� ������	 ) ������ ���� �	��"
��# �� *�	���*������	� � ����	��� � �	+�� �

��� �� ������ Mo�

���
(
Mc(Â, B̂)

)
= n+ 1 ����' 

������� *�	�����	� ��	
���� �	� �	���� 	� �	���# , �	������ ���	�	�����% -��

�	� ���� �� ������	�� �	 	���� ����� 	���� �����.�	�� ���� �	���# � �������� 	��	


�������� ����� �	��� ���.�	� ���	� �� �	 *�	�����	� �	 	���� � ��
	��� ��)�

�����  ����	�� �� ��+	��� ���� ����
��� �����	��	�� ��������
��	��	 	����	� �	 �	/

�	�0�
�� ���� ������	� 
����# ���
��� �	 	�� � 
�� �	 �	�	�0�
��� 	� ����� �	�����

 ��	 ) ��"
�	��	 ��� ����
���	� �����
�� 	� ��	  
������� �	�� 	���	���� -�� �	+�

�
������ �� �	
��	���������� �� � ������� �� 	���� n� Mc = [B AB · · · An−1B].

�
������ �� 	�������������� �� � ������� �� 	���� n� Mo = [C CA · · · CAn−1]T .



��� � ������	
��� ���
� ����
	� ��

���������� ���	�
�� ������������ ��� ���� �	� ���� ����������� �� ������� ������ ���

�����	�� � ��	��� � �������� � ������� �� ����	� ���� �� ������	���� ���� ��������

��� � ������ ����������� ���� ��	��� ����� � ��� ������� ������ � �������	�������

����� ���� � � ������	���� ��������� ���� �� ������ ������������ �	� �� �������� �����

������� �� ������� ������ � ������������� �  � � ����� �� ������� �� ��	�� �������

������� ����� ��������� � ������� ��� ���� ����	��!��� ������ � ���"��� �������!����

#����� � ���� ������������� � ��	� �������� ����	���� ��� �������� �� �� ������ ��������

�� 	��������� ������� ��� ��� �����	��� � � ��� ����	���� �� ��	� �����������

����� ������ �	 
������

$���� �����	��� � ������ ��� %��	������ &��������� '����� ��� ��	�
��� �� ������

��� ��� ������	������ (	�����)� *�� �������� ����� ������ ����� � ������ �� �	������

�� �!	�� �  � � �������� ������� � ���� ����������� �� ��	�	� �� �����
 �� ����� ��

������	� ��� ���	��������� �� ������� #���� ������ � ����"��	 �������
�� �� ������	������

���� �	������ � ����� ���������� �� ������	� ����+��� �� ���� ����� �� 	������
����

�� ���������

���� ������ � ������� �� ������
���� �� "����� �� ���������� J � �������� ��

� ���� ,�-.�

J =

∫ ∞

0

(x′Qx+ u′Ru) dt /,�-.0

Q � �� �����
 1��������� ������� ��������� � ����������� ��������� � ���	 �����

����� � R � �� �����
 1��������� ������� �������� � ���	 ���������� ����� �����
��

����� ��	��������� ��� � ������2���� ��	����� �� ���� � �� ������ �� ������� �� ����	

�� ������	�� 	��� � ����	�� �� ��� ��	���� ���� ������� �� ������ ��� � ���������� ��

������	� ����+����

3 �����
 �� ������ !����� k � ���� ��	� � ���� ,�-,� 4��� ��������� ���� �����
�

������ ������� �� �����
 P 1��������� ������� �������� � ��������� ���	  � ��������� �

� ���� ,�-5� ���������� � ���� ��������	 ���
��� �� %������� ����� 678 ������  ��

�� � ������� ��� ������	���	 � ���������	 � �� �����
�� Q � R ����� �������� ���������

������ �������� �� �����
 P ������� ��������  � �������
 ���� � �����

k = R−1B′P /,�-,0



��� �������	 
� �����
	��� ��

Ã′P + PÃ− PB̃R
−1

B̃′P + Q = 0 ������

����	
 � �� � ������� ���	� � �����  ��������

u(t) = −kx(t) = −R−1B̃′Px(t) ������

����� � ��������� �� ��������� �� �������� �� �����������
 ����� ��  ����� !"


�� �����#��	�$%� 	�������� ��� &'��$%� ��(  ���) �������	 �� ����*���� +��� �+���

��$,� �� 	������ -�������� '� �� ���� ����	� ��	.�	 � �� ��+� ��	+���	��

�������/��
 +��� +����� +���� ����� � n + 1 '� � ����� � ���	 �� ����	�� ����	
 �

	����* � ���0�� ���	�� �� ����������� �+����� � �������� 	������� �� &'��$,� �����

��� �������	 
� �����
	���

1��� 	 ����� �� �,������������ ��� ����	�
 � +��2�� �� ����������� ����

�����	
��� �'�� � �������*�$,� � ������������ ������ 	 ��#���� +����� � �+���

$,�� 3� +���� ����
 ��� ���#� #�� ����*��� ������*���� � 	���� +��� ���� ����� ��

���� �� .�.���  �������*���� � ����������� �����+������

����	
 ����������� �	� .�.��� � ()�	 � ��4	���
 �� �2�
 ��	 !)) ������ ��

���� �� .�.���
 �,� �.����� !)) 	����� ������*����� 5�� �������� '� � ������*�$,� ��

����	� +��� ���� ����� �	+����� �� �����*�$,� �� +��4	��� r(t) ��	� ����/�� � ����

����	���� 6	� �* '� � �+����� �� ���� � �������	�� +'���
 � ���� �� .�.���

+�	��� �+����	���	�� �������� � ���� ������ ���� #��	�
 �� +��4	��� 7��+�

���� .	8 �� �,������������ �� ����	�  ����� ����	��
 ��+������
 ����	
 �� ����

+�	����� ./����� +��� � +��2�� � ������������ ���� �����	
���
 �+�������� �� 9��

+:���� �� � ������*�$,� �� 	���� 	��	/���� �� .�.������� #�� ����*��� ��.���������

� &'��$,� "�� +�� ����� �����+����� � 7 r(t) = nvoltas · e8�

�� ����*�� ��� ��.������$,�  ������ � ����	� �� #��	� 	��������
 �.�	�� �

�������� 	������� �� &'��$,� ���;
 '� ����� �� 	����� ������ +��� ���� ����� ��

���� �� .�.���� 3�� 	����
 �� ������ �,� X1 = v2
 X2 = v̇2
 � �$,� � ������� u � �

���,� �+������ �� 	����  y � � ��:�� �� ����	��



��� �������	 
� �����
	��� ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
Ẋ1

Ẋ2

]
=

⎡
⎣ 0 1

−%1B

%2B
−%3B

%4B

⎤
⎦ ·

[
X1

X2

]
+

⎡
⎣ 0

nKtr2+nKtr(t)
%5B

⎤
⎦ · u

y =
[
1 0

]
·
[

X1

X2

]
+ [0] · u

������

���	


%1B = RaBn2 +Kvn
2Kt ������

%2B = (La((m+ 2ρdπr2r(t) + ρdπr(t)2)r21 + J1n
2 +mr22 +mr(t)2

+2mr2r(t) + 2ρdπr32r(t) + 5ρdπr22r(t)
2

+4ρdπr2r(t)
3 + ρdπr(t)4)) ������

%3B = ((2Raρdπr2r(t) +Raρdπr(t)
2 +Ram)r21 + LaBn2

+Ramr(t)2 + 2Ramr2r(t) + 2Raρdπr
3
2r(t) +Ramr22

+RaJ1n
2 +Raρdπr(t)

4 + 5Raρdπr
2
2r(t)

2

+4Raρdπr2r(t)
3) �����

%4B = (La((m+ 2ρdπr2r(t) + ρdπr(t)2)r21 + J1n
2 +mr22 +mr(t)2

+2mr2r(t) + 2ρdπr32r(t) + 5ρdπr22r(t)
2

+4ρdπr2r(t)
3 + ρdπr(t)4)) �����

%5B = (La((m+ 2ρdπr2r(t) + ρdπr(t)2)r21 + J1n
2 +mr22 +mr(t)2

+2mr2r(t) + 2ρdπr32r(t) + 5ρdπr22r(t)
2

+4ρdπr2r(t)
3 + ρdπr(t)4)) ����

�� ������ � ������ �	 ���������������	 Mc �� ����	��� ���	���


Mc =

⎡
⎣ 0 nKtr(t)+nKtr2

La%6B

nKtr(t)+nKtr2
La%6B

%7B

L2
a%6B

2

⎤
⎦ �����



��� �������	 
� �����
	��� ��

����� �����

%6B = (m+ 2ρdπr2r(t) + ρdπr(t)2)r21 + 5ρdπr22r(t)
2

+2mr2r(t) +mr22 +mr(t)2 + ρdπr(t)4 + J1n
2

+2ρdπr32r(t) + 4ρdπr2r(t)
3 ��	
��

%7B = ((2Raρdπr2r(t) +Raρdπr(t)
2 +Ram)r21 + LaBn2

+Ramr(t)2 + 2Ramr2r(t) + 2Raρdπr
3
2r(t) +Ramr22

+RaJ1n
2 +Raρdπr(t)

4 + 5Raρdπr
2
2r(t)

2

+4Raρdπr2r(t)
3)(−nKtr(t)− nK(t)r2) ��	
��

��������� ��� � ����� �� ������ Mc � 
� ������ �� ����� �� �������� ���� � �������

����������� � �������� ��	

! "���#$� �	
% ������ � ������������ �� ������ �� ��������&�������� ���� ��  ������

��� ��� � �$������� ���  �� ��� r(t) ≥ 0	

Det(Mc) = −(−nKtr(t)− nKtr2)
2

%8B

��	
%�

�����

%8B = (L2
a((m+ 2ρdπr2r(t) + ρdπr(t)2)r21

+J1n
2 +mr22 +mr(t)2 + 2mr2r(t) + 2ρdπr32r(t)

+5ρdπr22r(t)
2 + 4ρdπr2r(t)

3 + ρdπr(t)4)2) ��	
'�

(����������� ������ ��� �$� � ����) �� ������ ��� � ������� � ���� �� ���&������� �

������ ��  ������#$� ��� ����&�������� ������	 *�+������ � ����&������� ���&�� ������ �����

������#,�� �-����� �� ��� +���� ���������� ����� ��������	

! ������ �� �&��� �&������� �� ������� ���&�� � ������� � �&��� ���� � ���������

�������� �� "���#$� �	
.�

Mo =

[
1 0

0 1

]
��	
.�

/ ������������ ����� ������ � 0 � ��� ����� ����� � 
� ������ �� ����� �� ��������

���� � ������� ����������� � �&��� � �� ����������������� �� r(t)	



��� �������	 
� �����
	��� ��

�� �������� 	
�� 	
�� � 	
�� ������� ���� ����������� � ������ �� �����������

����������� ��� ������  o �  o ��� �  o ��� ���������������
 ! ���������� ��������� ���

����� �������� ���������� ������� ��������� ������ �"� ��������� ����� �� ����������

�������
 Vta # � ����"� �� ���������"� �� ����� � v2(t) # � ���������� ���$������ �� ����


Vta = ��	�%� · v2(t) + ��&�� · v̇2(t) + ���'& · v̈2(t) (	
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� +�$��� �' ��������� � ������� �� ����������� ������ ,�����- ��������� �� ������.
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k2 = ��)���

ki = %�)%)* · 103
����)�

+ ��������� �#
�,�� "� 
�
 ������� 
� ����
 
 ��� �
��
�� � �������

���
 ���� ��

 ��������� &

 ��
�� #�
����� �������� �
 ��(����
 ��
 ������
 � 

� �� �-���� � 
������� ���������� ���� 
�. ����
����� �� ���/���� 
������

��� �������� 	
 ������
	���


0��� � ,�
�� �
 � �!���������
 �

 
�
���� � ���1�� �� ����������� ����

�����	
��� �� �
#�#������� ���#-� �"�� � 
��������� � � �����������
 �����
 �

������
 �����
 � ����� �� &

 ��
�� 

� ����� ���#-� ��� �������� �����������

� ����� ���� ���� ,���� �� ���� �� #�#���  
����������� � ����������� ����
�������

2

��� ���
������� ��� #�#��� � *��� � ��3����� �� 
1�� ��� �4% ,����
 ��

���� �� #�#���� 
 � �#����
 �4% �����
 ����������
� 2 ��������� � �� 
�
��� ����

���� ,���� �������� �� �������� � �� ���3���� r(t) ���� ,���.,� � 
�����������

5��(���!
 "� 

 ���3���� �������� #�� �
 � �!���������
 �� �
#�#������� 

,���� �������� �
������� �
 ���
 ����

�
 #.
���
 ���� � ���1�� � �����������




��� �������� 	
 ������
	���
 ��

���� �����	
���� � ���������	
� �� ����� �������� �� �������������� ��� ���������

������������ � ����	
� ���� ���� ����� �������������� � � r(t) = r0 − nvoltas · e��

�� ��� ��� � ������� �� �������������� � ���� ���� ! ������� �� �����������"

� ���� ������� �� ������ ����������� #��� ��$����� ! ����	
� %��& ����" ����� ����" ��

������� ��� ���������� ���� ����� ������� � '����� �" �� ��(�" ��������� ! ���������)

������ *����� �� �+�����" � ��� ��������� �� ������ ! ����� �� ���������������� Mc �

�� ��������������� Mo �� �������������� ,����	-�� %�.� � %�./0" ���� �� ����#�� ��� ����

������ ���� � ����������� � ���������� ���������������� �� ����� �� ���������	
��

�� ����	-�� %��&" %��/ � %��1 �����" ���� �+����#���" � ����� �� ���������)

����� ����������� ��� ������ 2o �" 2o �33 � 2o �/4" ��������������� Vta � � ����
� ��

�������	
� �� ���� � v2(t) � � ���������� ���5������ �� �����

Vta = ./"&.4/ · v2(t) + ��".6// · v̇2(t) + 3"��13 · v̈2(t) ,%��&0

Vta = %6"%�6� · v2(t) + �"43.� · v̇2(t) + 3"3.1. · v̈2(t) ,%��/0

Vta = 1/"%1%1 · v2(t) + �"�4.% · v̇2(t) + 3"336& · v̈2(t) ,%��10

� ��������� �� ����������� ������ ������� ��������� � � ��� �� �����������" ����)

������� �� 7�5��� .4�

8��� �+����#��� �� ������ �� ���(���" � ����	
� %�%3 ����� � ����� �� �������)

������� ����������� ���� � ����� 2o �339⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
ẋ1
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Ẋ3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

−%1L

%2L
−%3L

%4L
−LaB+RaJ

LaJ

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎣

X1

X2

X3

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

0

0
Kt

LaJ

⎤
⎥⎥⎦ · u

y =
[
1 0 0

]
·

⎡
⎢⎢⎣

X1

X2

X3

⎤
⎥⎥⎦+ [0] · u

������

����	

%1L = 2r2Ewh(− (
r2X1

2 + L0
2
)5/2

Ra +RaL0
5

+Rar
2X1

2L0
3 − 3X1Lar

2X2L0
3) ����
�

%2L = LaJL0

(
r2X1

2 + L0
2
)5/2

������

%3L = −KvL0

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

Kt − 2LaEwhr2
(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

+2LaEwhr2L0
3 −Ra

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

BL0 ������

%4L = LaJL0

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

�����

����� �������� � ����� �� �������� u � � ������ �������� �� ����� Vta � � ����� ��

������� � � ������� �� ����� �� ����������� �������� ��  �!"�� �� !��� �� ����� θ�

���#���� �������� �� $%"���� &�'�� �����	 X1 = θ� X2 = θ̇ � X3 = θ̈�

(� ������ � �����) �� ��������*������� Mc �� �������� �*�����	



��� �������	 
� �	�����
�� ��

Mc =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0 Kt

LaJ

0 Kt

LaJ
−KtLaB−KtRaJ

La
2J2

Kt

LaJ
−KtLaB−KtRaJ

La
2J2

%5L

L0(r2X1
2+L0

2)
3/2

J3La
3

⎤
⎥⎥⎥⎦ ������

%5L = −LaJKvL0

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

Kt
2 − 2Ktr

2La
2JEwh

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

+KtL0

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

La
2B2 +KtL0

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

Ra
2J2

+2KtLa
2JEwhr2L0

3 +KtLaJRa

(
r2X1

2 + L0
2
)3/2

BL0 ������

��	
����� ����� ��� � ����� ���� ��	
� � �� �o � �	��� �� �
����� 
�������

���������� � ���
��� � ���� ��  �
���	� !�"�� �	���� �� �� �
���� ����	� #$� 

�� ����� �� �������

% &����� ���' ����	 � ����	�
���� � ��	
� �� ����	� �
 
���� ���� �� $�	
��

��� ���� � ������ � 
���������������� � ���
��� � ���� ��  �
���	�

Det(Mc) = − KT
3

La
3J3

����'�

(��� ����� 
��� ��� ��� � ����)$� �	�	 ��� � �
���� � ���#$� " �� ����� 

�	�
	 � $�	
����� �� ����
 
����  ��
�� *�+�	����  ����
 
��� " �� ���� �� �

�
�� �,�� �-����
$� ��� +�	� 	� 
��� ����� �	�������

% ��	
� �� ����	$�
 
��� �� �
���� ����� � ����� � �������� � 	��� ���

����	�� � &����� ����.

Mo =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ ������

/ ����	�
���� ���� ��	
� � � � ��� ����� 
"�  �� �0��	� � �	��� �� �
�����

!�"�� ����� �� ������ �� �
����  
��	
��� ��� ����	$#$�
�� 
���������������� �

���
��� � ���� �� ����
����	�

%� &���,�� ����� ����� ���1 � ���2 ����	�� �	 �-��� 
��	� � ���� � �� ����
���

��	  
��	
��� �	 � ���
�,�� 3o �� 3o '�� 3o �� � 3o ��� 	������
$������ (��� ����

��� ���� ����,�� �	������ �
�	�� $	
�,�� �����  �
��4��
 ���	� � ���
	� ��

 �
���� ��� ����	���



��� �������	 
� �	�����
�� ��

Vta = ������ · θ(t) + ������� · θ̇(t) + ������ · θ̈(t) + ���	� · 


θ (t) ��
���

Vta = ������� · θ(t) + 	���� · θ̇(t) + ������ · θ̈(t) + ���	� · 


θ (t) ��
���

Vta = 	�����	� · θ(t) + ������	 · θ̇(t) + ������ · θ̈(t) + ���	� · 


θ (t) ��
���

Vta = ������� · θ(t) + ������� · θ̇(t) + ������ · θ̈(t) + ���	� · 


θ (t) ��
���

������������ ������ �������� ��� �������� �� ��������� �� �������� ��� ����  ���!"�

�� #���� �� ������ ������ ���� � ��� ���!� � ������ �� ����
 $����� �� ��������� �  ���!"�

�� ������� ���% ����� ���������� ������������� � ����"� σ �� ����� ������������ ��� � %���

�� ��� ��!"� �����&����� A ' ���������


$ (����� �� � ������� � ������� ��� ������������� �������� )������* �����+����� ����
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�� ������ � ������ �� �����������

�������+���  ��� �  ���!"� 2o 	�,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡
⎢⎢⎣

ẋ1

ẋ2

ẋ3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

������� · 104 �	����� · 103 �������

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎣

x1

x2

x3

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

0

0

���	�	�

⎤
⎥⎥⎦ · u

y =
[
1 0 0

]
·

⎡
⎢⎢⎣

x1

x2

x3

⎤
⎥⎥⎦+ [0] · u

��
���

3���0����� � �����+ �� ��������4������� ����� ����!"�� ������� ��� ���  �����  ����

����� 5 ����� �� �������
 6��� � ������� �������+���  ��� �  ���!"� 2 o 	� ' �� ������
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��	� ����	 � ����� �� ����	��� ���������� ������ �� �������� ��	�������� �� �����

������ �	�� ���������� �� ���	���� R � Q� ����	���� ��� �������� �� ! � ��"#� 	�������$

�������� ����� ����	�� �	�� ���������� �� �	�� � �%��	 	��������� �� ����	��� 	
������

��� ���� �� ����	��� 	���
����

R = [#��] &�� !'

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

24x105 0 0 0

0 1900 0 0

0 0 ��( 0

0 0 0 945x106

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ &��"#'

����� ������ ���	���� �	�� ���������� ��	� ���������	 ����� ����	�����	�� �����	��

)������* ����� �������� �����	��	������ �� +����� �� 	������������ �� ������� ��� ��$

����� �	�� ����	������� �����	������ �� �	�� ��� � ������� +��%�� �� ����	��� ����

�����	
��� ��	� ���� ������� ��	���$��,

u = −� (y(θ))�+KI (y(θ)) ξ &��"�'

-� ���� �.�����/���� &������� �� 0'� �� +����� ������	���� �	��,

k1 = !��1�# · 103
k2 = �(��!(��

k3 =  �(0!#

ki = !�1��� · 104
&��"�'

2��%�� � ����	����� �%��	��	 ��� ����� ����	��� ��	 ����	�� �� ��� 	������� ��

����	��� ���� ����� ���� ��������� -���� ����� %����	�� �������	 �� ���/������� ���

���	���� � � � �� ������ �� �������� ����������
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2���� �� ����� � ��� �����	����� �� ������ ����� �������� ��	�������� �� ����� (��

���� �� ��	�/��� ��� � ��	+� �� ��������� ��� ����/�� � 	������� ���3���� �� ������� ��$

���	������ ��� ��� � ��������� �� �4���� �� ��� ��	������ ���3����� ���	����� ����	��
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���� �� 	� ������� �� ��������� �� � ��
� ���	���
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�� �� ���	� 	�����
���� ���
��������� �����  ��	��	 ���� �����	
����

����������� ����� �� 	�����
��� �� � ��������� �� ����� � ����� �� � �����

����� �� ���	���  ������
 �� ��	
������� ������ ���� ��
	���� 	�� � ������� ��

���� �� ������ �������� ��� ����� 	��� ������
 �� ��	
��������  ������ ������


�� ����
� �� ���� �� ����� dθ/dt� ���� �
 ���� ����	� ������������ ��� ������� �� �����

���� � �� ��������  �� !	���� ���"  ����
�������� �� ������ � ��� 
��������

������  
����#$�� ��	���	� �� ������� ����������� ����� � �������� ����	� ��

� ������� �� 	�����
����� ���� �����	
��� 	
����	���

%���	������� � ����
� �������	� ��������� � � �#�� &�'(� � ���� ����	�
�

������� � ����
��� ������� � � �#�� '�)&  �� ����� � ����
� 
���� �� 	�

������� �� ��������� � ������� �� �
�� �*� �� C� 	�������������  	� 	���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡
⎢⎢⎣

Ẋ1

Ẋ2

Ẋ3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

−F1(C) −F2(C) −F3(C)

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎣

X1

X2

X3

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

0

0

F4(C)

⎤
⎥⎥⎦ · u

y =
[
1 0 0

]
·

⎡
⎢⎢⎣

X1

X2

X3

⎤
⎥⎥⎦+ [0] · u

+'�)&,

-���� ������� � ���
 �� 	�����
� u �  ������ �
�	� �� ����� Vta �  �.� ��

������ y �  ����#�� ���
� �� ��*� �� ����� θ� �����/ X1 = θ� X2 = θ̇ � X3 = θ̈�

0�������� ����  ��  ��
#�� ����� θ � � ���
�	����� �����	
 y �� ������ ��

����� � ��� ��
 � �#�� &�&) �� 	������� � ��������� �� ������ ��� �� ����� ��

�� ���	���  	������� C ����� �
���� ���������� ����������� ��
 � �#�� &�'1� 2�

���#$�� F1(C)� F2(C)� F3(C) � F4(C) ��� ��� ��
� � �#$�� &�'&� &�''� &�'3 � &�')�

�����	���������

2� �����  ����� �� 	�����
��
���� Mc �� ������� �������/

Mc =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0 k1k2kt
La%1g

0 k1k2kt
La%1g

−k1k2kt%2g

L2
a%

2
1g

k1k2kt
La%1g

−k1k2kt%2g

L2
a%

2
1g

(
−kvk1k2kt+LaCkm+Raf4k1k2+RaCf

La%1g
+

%2
2g

L2
a%

2
1g

)
k1k2kt
La%1g

⎤
⎥⎥⎥⎦ +'�)',
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%1g = J1k1k2 + J2k1k2 + J3k1k2 + Cm ����	


%2g = Laf4k1k2 + LaCf +Rak1k2J1 +Rak1k2J2 +Rak1k2J3 +RaCm �����


��������� ��� � ����� ����� ����� � �� �o �� ����� �� ������� ����������������

�� ����� �� C� ����� �������� �� �� ������ ������� ��� �� ����� �� ������� ����� ��

�������� �� ��!��� ������ �� �������� �� �������

" #���$%� ���& ������ � ����������� �� ����� �� ��������!������ ���� �� ������

��� ���� � �%������ ���������������� �� ������ �� �������� �� ������� �� ��'��

���������������� �� ����� �� C�

Det(Mc) =
−k3

1.k
3
2.k

3
t

L3
a.(J1k1k2 + J2k1k2 + J3k1k2 + C.m)3

����&


(����������� ����� ��� �%� � ����)��� ������ ��� � ������ � ��� ��� ���!������� �

����� �� ������$%� ��� ����!������ ������ *�+������ � ����!����� ���!�� ������ �����

�����$,�� �-������� ��� +���� ��������� ����� ���������

" ����� �� �!�����!����� �� ������ ���!�� � ������� � �!������ � ���������

�������� �� #���$%� ���.�

Mo =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ ����.


/ ����������� ����� ����� � 0 � ��� ����� ���� � �� �1���� �� ����� �� �������

����� ����� �� ������� �� ������ ��������� �%� �!���� ���� ���������������� ��

������ �� ���������

"� #���$,�� ���2 � ��&3 ����������� ������������� �� ������� �� ������ �� �'����

�� ��� ���� �� ��������� �� ��!�� � �� ������ �� ����+���� ���������������

Vta = 02�2.�	 · θ(t) + 0�20.� · θ̇(t) + 3�34�. · θ̈(t) + 0�22��.10−4 · ���θ (t) ����2


Vta = �2�4.0� · θ(t) + 4�0	.. · θ̇(t) + 3�34�. · θ̈(t) + 0�22��.10−4 · ���θ (t) ���&3
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�� ������� �� ����� �� ��� ���� � ��������� �� ������� �� ��������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡
⎢⎢⎣

Ẋ1

Ẋ2

Ẋ3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 1

��
���� · 105 ��
� �! · 104 ����
"��#

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎣

X1

X2

X3

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

0

0

"
��$� · 103

⎤
⎥⎥⎦ · u

y =
[
1 0 0

]
·

⎡
⎢⎢⎣

X1

X2

X3

⎤
⎥⎥⎦+ [0] · u

%����&

' ������� �� ������	���� 	����� (	���	) ��	�*��� + � ����� ��	�*��� �� �����������


�������� �� ,�-�� �$�

.������	����� � �-�	���� ����������� �� ������ ����
 ����������
 ������������


�� �� ����	�� ���� �� ���������� �� ������� � �� �/��� �� ������� ���	����� ��� ��

������ ����	�������� ������	0��	
 �������� ���������

1��� ���2�� � ��	2� �� ������	� �������� �+���� �� �������� ����������� �� 3����

�����
 ����� ����	2���� �� �����*�� R � Q
 ��������� ��� ����4�� ���� � ���#� �����

��	���� ����� ����	2���� �� ����� � �/��� ���	����� �� ������	� �0�����
 ��� ���� ��

������	� ��*�0��	�

R = [�
�] %����&

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

8x104 0 0 0

0 8 0 0

0 0 2x10−4 0

0 0 0 33x107

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ %���#&

����� ������ �����*�� ����� ��	�*���� �� �������� �� ������	���� �� ���������

�� �/��� �� �������� 1�������������
 �� -��2�� �� ���	��������� �� ������� ��� ����

����	�� ����� �������	���� 	����������
 �� ����� �� � ������ -	�/�	 �� ������	� ����

���	
����� ���� ���� ������� ��������5

u = −�(θ̇)�+KI(θ̇)ξ %����&

6� -��2�� ����������� ���� �� ������	������ (	�����) �� ��������� �� �/��� � ��
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Subida : k1 = �
���� · 103 Descida : k1 = �
���� · 103
k2 = ��
���� k2 = ��
����

k3 = �
���� k3 = �
����

ki = �
���� · ��4 ki = �
���� · ��4
������

� ����	����� ����	��	 � � ����� ����	��� ��	 ����	�� ��  �� 	������� �� ����	�!�

���� !���� ����� ��������� "���� ����
 �����	�� ����� �	 �� ���#������� ��� ���	�$�� � �

� �� �%���� �� ��������  ��!�$����

& '�( 	� �� ��� 	����!�� ���� #�� � ��	�� �� ����!�������� ����� ����	�!���	


 ��!�$����  � (��)� 	��	���������� k � � ��	�*��! �� ����!�������� dθ/dt� "���+��  ��

�	����,-� ��	 ��� �� �� ��!�	 � ���� � ����	 ����	�� � ������� �� 	���,-��

��� ������	
� �� 	�������� �� ���� �� ��������

.�	�#��+�� � � �� �	����,/�� ��	 ���� ��� (��)�� �� ����	�!���	 �� 	�0���� �� �,-�

�� ����	�!� �� ������� � ����� �	�����	 ���	�,/�� �1�������� � ���(����� ���������*	���

�� �� ���������

��� ���

'�( 	� �� &2 ��� �� (�� 3%���� �� ����	��!�,-� ��� (��)�� ��� ����	�!���	�� !����	���
��� 4���	��!�,-� ��	���� ��� 4���	��!�,-� ��	��� ��� � ���$�,-� ��� �	����,/�� ��� (��)��

5�	� 	�� $�	 ����� ����6���� ��������������
 ��� �	������  � ��������� �� � ���$�,-�

�� �,-� �� ����	�!� ��	� � ����	�!���	 ���� �����	
��� �� � � % ��������  �� 7��!�+

	8����9 ��	� ��	��,/�� �� ��	�*��! �� ����!�������� �� ��	�� � �	�� $�	  �� �	����,-�

7� ���9 ��� (��)�� �� ����	�!���	� :��� ��������� �� � ���$�,-� �� �,-� �� ����	�!�

�������� �� ����	�	  �� 	�(�-� �� �	����,-� !����	 �� *	�� ���� ���		� �	����,/�� ��	 ����
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	 ��������� 
�� � 
���� ��� −10rad/s  +10rad/s 	� ������� 	 ����������� θ̇�

 �������� 
�� ��������	� �����!��	� ������ " ������ �����# �� ��
�$�� %������& �©�

���	��� 	� '���$��&� (��� )������*�� ���	�� +� ��� ������ 
���� ���,����	�� ����

��������� � ���,�� ���� �� ������ 	 dθ/dt ����-�� ������ ������ �� ����� +� �

������ 	��	� ��� ����.��� ��.	�� 	 �	����� ��� ������



��

� ��������	�

����� ������	
� ���
 ����������
� 
� ����	���
� �
� ������ �� �
���
	� ���	����
��

���� ���������� �
� �
���
	��
 �
���������
 ��� 
� ������ 
����� �� �����
 ������
���

��
� �������
 
� ���������
� �
��
� �� 
�����
�

���� ���	���� �� ����	������ �
� ���	����
 
 �
������ ����	�� �©� ����!���
 �
 "��	�� �©��

�� ��� 
� ���!����� �� ����	��
 ���	������ ����������� �	
�
� ����!���
��� � �	
�
�

�� ����
 #$��% ���� ���	������� �� �������� ������������ �
� �
��	
�� � �	
�
� # ������

�����% ���� ���	���� �� ��������� �
� !��&
� �
 �
���
	��
� 	�
� ������
���

' ������ �� ��������&
 �� �
���
	� ���	����
 �
� ������ �
� 
 "(�)� 
� )��
 ����

������	 "*��
 (��
	��
� +�� )����
 ,�-�

MAPE =
1

ns

·
ns∑

is=1

∣∣∣∣xi(is)− xiref
xi(is)

∣∣∣∣ · 100 [%] .,�-/


��� ns * 
 �
��	 �� ��
������ is * �� ������ ���� 
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