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Abdus Salam.



Resumo

Frente as dificuldades que aparecem na teoria da Relatividade Geral no mundo real, estudam-se
modelos mais simples, como por exemplo, a gravitacao 2-dimensional, que permitem enten-
der a natureza desta. No entanto mesmo se a gravitacao em duas dimensoes nao descreve
o mundo real, ela permite eliminar algumas das dificuldades encontradas num espago-tempo
4-dimensional.

Estudaremos a gravitagao 2-dimensional, nos baseando no modelo de Jackiw-Teitelboim, a
qual é formulado como uma teoria topolégica do tipo BF. Devido a dificuldades encontradas
com o grupo de Poincaré ISO(1,1), introduziremos o grupo de (anti)-de Sitter (A)dS, SO(2,1).
Faremos uma fixacao parcial de calibre analoga aquela feita em 4-dimensoes no formalismo
de “Quantizacao de Lacos”. Estudaremos as quantidades invariantes de calibre, os observéaveis
de Dirac desta teoria, e finalizaremos dando uma breve introducao a transicao para a teoria
quantica.



Abstract

In view of the difficulties which appear in the theory of General Relativity in the real world,
studies of simpler models then allow us to understand its features. If, on one side, the gravitation
in two dimensions does not describe the real world, it allows us to simplify the difficulties
encountered in 4-dimensional spacetime.

We will study the 2-dimensional gravitation, basing us on the model of Jackiw-Teitelboim,
which is formulated as a topological theory of BF type. Due to difficulties found with the
Poincare group ISO(1,1), we will introduce the (anti)-de Sitter group (A)dS, SO(2,1). We will
do a parcial gauge fixing analogous to the one done in 4-dimensions in the formalism of Loop
Quantization. We will study the gauge invariant quantities, namely the Dirac observables of
this theory, and we will finish giving a brief introduction to the transition to the quantum
theory.
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Capitulo 1

Introducao

As duas teorias com mais éxito na fisica do século XX foram a Mecanica Quéantica, que culminou
na teoria quantica dos campos e no Modelo Padrao de particulas e interacoes fundamentais,
e a Relatividade Geral (RG), que ¢é a teoria geométrica da gravitagdo de Einstein. Além da
gravitagao, as outras interagoes fundamentais da natureza sao bem descritas mediante teorias
de calibre. Devido a isto, pensa-se que a RG possa também ser descrita como uma teoria de

calibre.

Usualmente, a gravitacdo de Einstein é construida em termos da conexdao de Christoffel I'f,
(formalismo métrico ou de segunda ordem), que é vista como fungao da métrica do espago-
tempo g, isto é, uma teoria da métrica. Porém, esta também pode ser modelada como uma
teoria de conexoes. Tal reformulacgao traz a RG proximo a uma teoria de calibre, parecida com
as que descrevem as outras trés interagoes fundamentais da natureza [1]. Assim todas as teorias
partem da mesma simetria, a diferenca esta na dinamica. Em particular, enquanto a dindmica
das teorias de calibre das outras interagoes requer uma geometria de fundo (background), a RG

nao.

Costuma-se escrever a acao de Einstein no formalismo métrico [2], mas esta pode também
ser equivalentemente representada no formalismo de primeira ordem [3-5|, onde as variaveis
sao a conexao de spin e o vierbein, tomadas como quantidades independentes. Neste formal-
ismo, quando a agao é variada, obtém-se dois conjuntos de equagoes, os quais em combinacao

produzem as equagoes de Einstein para a gravitacao.

A conexao de spin e o vierbein podem ser vistos como vetores potenciais associados com o grupo
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nao homogéneo de Lorentz (grupo de Poincaré) com conexao de spin relacionada as “rotagoes”

de Lorentz e o vierbein as translagoes [6].

Numa formulacao covariante da teoria gravitacional de Einstein aparecem vinculos entre as var-
iaveis canonicas [7—10]. Estes geram simetrias locais — ou simetrias de calibre. Estas simetrias
sao as transformagoes de coordenadas e as transformacgoes de Lorentz locais, as quais corre-
spondem aos graus de liberdade de calibre, nao-fisicos, que podem ser reduzidos por condi¢oes

de fixagao de calibre adequadas.

No formalismo métrico as equagoes de Einstein sao equagoes diferenciais de segunda ordem, nas
dez componentes da métrica g,,, do espaco-tempo Riemanniano. Na abordagem Hamiltoniana,
enfoca-se a atengao em uma superficie tridimensional imersa no espago-tempo 4-dimensional.
Entao o estado do sistema é dado especificando os valores de certos campos definidos sobre
esta superficie, e por meio da Hamiltoniana podemos calcular a evolugao das variaveis de
campo acompanhando a deformagao da hipersuperficie. Esta maneira de atacar o problema
na gravitacao para formular a dindmica dos campos foi vista pela primeira vez por Arnowitt,

Deser e Misner [2,11,12].

O estudo da gravitacao classica, sobretudo o problema das singularidades, é notoriamente
dificil. No nivel quantico a situagao é pior, apesar de mais de setenta anos de investigacao,
ainda nao podemos dar os fundamentos conceituais basicos da gravitacao quéantica. Frente a
tais dificuldades é natural estudar modelos mais simples que compartilham fatos importantes

com a Relatividade Geral.

O objetivo do trabalho é um primeiro passo para a quantizagao da gravitacao em duas dimensoes

utilizando técnicas da Gravitagao Quantica de Lagos (Loop Quantum Gravity) [4,13-16].

Do ponto de vista da RG, a gravitacao em duas dimensoes é problematica. A agao de Einstein-
Hilbert se reduz a um termo topologico (caracteristica de Euler-Poincaré), a qual se pode
acrescentar um termo cosmoldgico que envolve a constante cosmologica. A tnica dependéncia
meétrica das integrais de caminho da gravitagao é dada através do termo cosmologico. Portanto,
é preciso considerar extensoes nao-triviais da teoria de Einstein. Um exemplo interessante é o
modelo de Jackiw e Teitelboim [6,17-22|, o qual sera objeto de estudo do presente trabalho.
Este modelo é apresentado como um modelo que tem a estrutura de uma teoria topoldgica tipo
BF. Em duas dimensoes a gravitagao vista como uma teoria de calibre é caracterizada pelo

grupo de Lorentz SO(1, 1), porém o problema é que neste grupo nao temos formas quadraticas
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invariantes e ndo degeneradas [23]. Uma solugao deste problema ¢ introduzir o grupo (Anti)-de
Sitter “(A)dS”, para definir uma agao cuja métrica de Killing é ndo degenerada. Veremos que
o grupo (A)dS, tomado como um grupo de calibre, contém a simetria de difeomorfismo. Este

enfoque sera visto no Cap. 2.

No Cap. 3, discutimos o formalismo canonico da gravitagao (1+1)-dimensional, e mostraremos
que a teoria é descrita por uma Hamiltoniana completamente vinculada (o que é uma car-
acteristica das teorias com covariancia geral [9]); mais especificamente estes vinculos sdo de
primeira classe e sao os geradores das transformagoes de calibre da teoria [7,9,10], tudo isto a

nivel classico.

No Cap. 4, introduzimos uma notagao para as componentes dos campos e escrevemos explici-
tamente os resultados obtidos, como as equagoes de movimento, os vinculos, a algebra dos
colchetes de Poisson destes vinculos entre eles e com cada um dos campos, e as transformacoes

de difeomorfismo dos campos.

No Cap. 5, procedemos a uma fixagao parcial de calibre, analoga aquela feita no caso (3+1)-
dimensional [4, 13, 14|, com o proposito de que os resultados obtidos no caso 2-dimensional
sirvam como um teste da gravitacao em dimensoes maiores que dois. Veremos que essa fixagao
parcial introduz vinculos de segunda classe, os quais serao removidos usando o formalismo de

Dirac para teorias vinculadas |7,24].

No Cap. 6, estuda-se as quantidades invariantes de calibre (observaveis de Dirac), que em
duas dimensoes correspondem a um Laco de Wilson 7', e uma quantidade L quadratica no
campo escalar [25], que tem uma analogia com a area do caso (3+1)-dimensional. Veremos que

efetivamente estas duas quantidades sao invariantes de calibre, isto é, observaveis de Dirac.

E para finalizar, no Cap. 7 daremos uma breve introducao concernente a transicao da teoria

classica para a teoria quantica [15,16].
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Capitulo 2

Gravitacao em Duas Dimensoes

O proposito de estudar teorias com dimensoes baixas, especificamente a gravitagao em baixas
dimensoes, é de ganhar experiéncia para superar as dificuldades que aparecem no mundo fisico

real (3+1)-dimensional.

2.1 Teoria de Calibre da Gravitacao

Uma teoria de calibre pode ser pensada como uma teoria na qual as variaveis dinamicas sao
especificadas com respeito a um sistema de referéncia, escolhido de forma arbitraria em cada
instante. As variaveis fisicamente relevantes sao aquelas que nao dependem do sistema de
referéncia local escolhido. A transformacao das variaveis induzidas por uma troca do sistema

de referéncia é chamada de transformagao de calibre.

A teoria da gravitacao é invariante sob as transformagoes de difeomorfismo, cujos paramet-
ros sao fungoes de espago-tempo, precisamente como em uma teoria de calibre local. Como
conseqiiéncia pensa-se que a teoria de gravitacao pode ser formulada como uma teoria de cali-
bre. A teoria da gravitacao formulada como uma teoria de calibre, nao esta escrita em termos

do tensor métrico g,,, mas sim em termos das varidveis de Einstein-Cartan, o D-bein (para

I
I

1J

e a conexao de spin w,”, 0s quals sao vistos

nosso caso 2-dimensional D=2, o zweibein) e

como quantidades independentes®. Isto ¢ chamado de formalismo de primeira ordem, pois a

1Os indices p,v,--- = 0,1 referem-se as coordenadas de espago-tempo (“indices universo”). Os indices
I,J,---=0,1 refem-se a coordenada do espago-tempo tangente na base definida pelo D-bein. (Ver apéndice A).
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1J

agao contém derivadas dos campos até a primeira ordem (ver abaixo). A relacao entre efL e w,

¢ dada por uma equacao de movimento, a qual nos leva ao formalismo da segunda ordem da

gravitacao.

O modelo da gravitacao em duas dimensoes pode ser formulado como uma teoria invariante
de calibre. Teorias tipo Einstein em (1+1)-dimensoes proporcionam um cenario para o estudo
de temas ainda nao entendidos na gravitagao em (3+1)-dimensées. Em dimensao (1+1), as
equagoes dindmicas nao estao baseadas sobre o tensor de Einstein (R, — %gWR), j& que em
duas dimensdes este anula-se identicamente e a a¢do usual de Einstein-Hilbert ([ d*z\/—gR) é
um termo de superficie (uma constante), um invariante topologico, a caracteristica de Euler,
e nao conduz a equacoes de movimento. Dado este problema, Jackiw e Teitelboim propoem
incluir um campo escalar a mais [17,18,20,21|. Esta teoria, assim como as teorias de gravitagao,
em relatividade, é independente de fundo (background independente), no sentido que a propria

geometria do espago-tempo ¢ dinamica.

2.2 Modelo de Jackiw-Teitelboim

Devido a trivialidade da gravitacao pura em duas dimensoes, poderiamos buscar inspiragao de
outros temas para escrever uma acao para a gravitacao. Uma teoria da qual se pode buscar
esta inspiragao ¢ a teoria de Liouville [18,26]. A teoria de Liouville cléssica é invariante sob as
transformagoes conformes [27|, e permitiu a Jackiw e Teitelboim propor a equagao de Liouville

em substituicao da equagao de Einstein.

Introduzindo a constante cosmolégica K na equagao de Einstein, teriamos para a gravitacao

pura,
1
R, — §gWR + Kg,, =0. (2.1)

Dado que em 2-dimensdes o tensor de Einstein se anula (R, — %gm,R = 0), pode-se observar
facilmente de (2.1) que a métrica desaparece para K # 0 e é totalmente indeterminada quando

K =0.
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A equacao de Liouville
R—-2K =0 (2.2)

onde R é o escalar de curvatura, pode ser escolhida como uma boa alternativa para substituir
(2.1). Tomando esta como uma substitui¢ao a equagao de Einstein em 2-dimensdes, Jackiw e
Teitelboim sugeriram uma ac¢ao, para substituir a acao de Einstein-Hilbert, da qual a equagao

de Liouville (2.2) pode ser derivada [6,17,18,21|. Esta acao se escreve

Sir=1 / P/ —g(R — 2K) (23)

onde ¥ é um campo escalar, o qual atua como um multiplicador de Lagrange. Esta acao
é conhecida como a agao de Jackiw-Teitelboim [6,17] e é geralmente covariante, quer dizer,

invariante sob os difeomorfismos do espago-tempo.

Além da eq. (2.2), implicando numa curvatura costante, a agao (2.3) produz a equagdo de

movimento para :
vuvudj + Kg,uu¢ =0, (24)

onde V,, é a derivada covariante definida pela métrica [21].

2.3 Modelo BF

2.3.1 O Grupo de Calibre

Em qualquer dimensao a gravitagao pode ser representada como uma teoria BF' com vinculos
[28]. No formalismo de segunda ordem a gravita¢do 2-dimensional pura é representada pela
acao de Jackiw-Teitelboim (2.3). Como veremos, ela pode ser obtida, do formalismo de primeira
ordem, a partir de uma agao do tipo BF [18-20, 22|, com vinculos, sendo entdo uma teoria

topologica.

Uma conexao, que é uma 1-forma, tomada na algebra de Lie de um grupo de Lie escreve-se
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como
A=A,ds", A, = ALJi,
onde os J; sao geradores e formam uma base da algebra de Lie.

A formulagao BF' da gravitagao em duas dimensoes é baseada numa 1-forma de conexao com
valores na algebra de Lie de um grupo gerado pelas translagoes do espago-tempo, Py, (I =0, 1),

e pelo boost de Lorentz, A:
A(x) = e (z) P + w(z)A, (2.5)

onde el e w sao as 1-formas zweibein e conexao de spin, respectivamente (ver o paragrafo A.7
do Apéndice A). A escolha mais 6bvia do grupo de calibre seria, entao, a do grupo de Poincaré,

ISO(1,1), cujos geradores satisfazem a éalgebra de Poincaré 2-dimensional:
[A,P[]IEIJPJ y [P[,PJ]:O. (26)

No caso onde existe uma constante cosmologica K nao-nula, esta dlgebra deve ser estendida na

dlgebra de (anti-)de Sitter (A)dS, SO(2,1) (ou SO(1,2))%
[A,P[]:EIJPJ y [P],PJ] :KEIJA, (27)

O grupo (A)dS (ver paragrafo B.3 do apéndice B) define a teoria de calibre mais conveniente,
visto que, existe neste caso uma forma quadrética invariante nao-degenerada, o que nao se
da no caso de ISO(1,1). Com efeito, esta algebra esta equipada pela métrica de Killing k;;

nao-degenerada

(ki) = : (2.8)

onde introduzimos os indices i, j = 0, 1,2 e definimos os geradores da élgebra de (A)dS como

{Jit ={Jo, 1, Jo} = { I, Pr, A} (2.9)

20 tensor antisimétrico €7y ¢ definido pela convencao ey; = 1. Os indices I, J,--- sdo abaixados e elevados
pela métrica do espaco tangente 777 (A.11) e seu inverso n!7.
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A métrica de Killing define uma forma bilinear invariante nao-degenerada { , ) (o “trago”) (ver

(B.2) do Apéndice B), tal que
(Ji, J;) =kij, ow (Pr,P;)=Kn, (AMNA)=1. (2.10)
A algebra de Lie (2.7) pode ser escrita de forma compacta como?:
[Ji, Ji) = fi e = Keik™ J, (2.11)
A relagao entre forma de Killing e constantes de estrutura (B.11) [18-20] é dada por
kij = _%fiklfjlk~ (2.12)
De (2.11), obtemos que as constantes de estrutura nao-nulas sao:

Ju?=K=-fiu? fu'=c=—fa" fo'=1l=—fe'. (2.13)

E facil verificar que, com as identificacdes (2.9), as egs. (2.7) e (2.11) s@o equivalentes.

2.3.2 A Acao do Modelo BF

A acao cléassica da teoria BF', invariante de calibre nao degenerada, num espago-tempo 2-

dimensional [18-20,22,25,28] ¢ dada por:
1 o
Seld o = [ (0.F) =5 [ @adElpyen, (214)
o que pode-se reescrever como:
SprlA, ¢] = /dtLBF7 Lpp = /dx((,biatAi"‘Ai D.¢i), (2.15)

onde uma integracao por partes em x foi feita para obter a tltima expressao. Aqui, o “trago”
(X)Y) = (J;, J;) X'Y? = k;; XYY, para X e Y sendo elementos da algebra de Lie, representa

a forma bilinear de Killing invariante da algebra de Lie do grupo de calibre (A)dS — equagcao

30 tensor completamente antissimétrico €i;1 € definido pela convencao €z = +1
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(2.10), ¢ & o tensor de Levi-Civita 2-dimensional*. Os ¢’ sdo campos escalares e os Fﬁu 0s
campos de forca de Yang-Mills, todos pertencendo a representagao adjunta do grupo de calibre.

Explicitamente:
¢ =¢'J; =" Pr+ A,
A=A"J; = AldatJ; = e’ P+ wA
F=dA+ANA= %Fﬁyd:v“d:v”(]i =FJ;
= FIp; 4+ F2A,
F., = 0,Al, — 0,A!, + [l AL A}

Variando a acdo (2.14) com respeito aos campos elementares A e ¢, obtemos

6Spr|A, ¢] = /((5¢,F>+<¢,5F>):/<6¢,F>+/<¢,d5A+<5A/\A+AA5A>
— [Go.r)+ [(GAdo+a0) = [(G0.F) + (54, D6)).

onde usamos a identidade

(G, 6(ANA)Y = (6, 5ANA) + (¢, ANSA)
= ki ful 'S AF A AL = f6AF A Al
= fud AP A ALY = (5A,[A, 9]) .

Assim:
dSprlA, ¢] —/ kij((5¢iFj + 5AiD¢j) —/(&biFi + 5AiD¢i). (2.16)

Como as equacoes de movimento definem-se por:

6SBF[A7 ¢] -0 6SBF[A7 ¢] -0
5y ’ S A
temos:
5SBF[A7 ¢] i 6SBF [A7 Qﬂ
BT _pi=, 2BEELT pe, =0
5, ’ SA ¢
4erv ¢ definido pela convencio (€/* = +1). Os indices de coordenadas y, v, - -- tem os valores 0 e 1, também

denotados por t e x.
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A acao para uma teoria da gravitacao deve ser invariante de difeomorfismo. E importante
verificarmos que agao (2.14) ¢ invariante de difeomorfismo, sendo isto uma conseqiiéncia da
invariancia de calibre. Sob uma transformacao de calibre infinitesimal o campo de calibre A e

o campo escalar ¢ transformam-se como

Scalibred = de + [A,e] = De, e =¢€J;
(2.17)

Scatibre® = [0, €] = fiiiel ok

Sob um difeomorfismo infinitesimal, z# — z# + &(x), as transformagoes do campo de calibre

A, e do campo escalar ¢ sao dadas pela derivada de Lie na direcao do campo vetorial £*:
LeA = (igd +dig) A, Led = iedg,

onde 7¢ ¢ a derivada interior associada ao campo vetorial £#. Essas transformacoes podem ser

escritas como:

LA =ig(dA + A%) + digA — i A* = i F + D(icA)
. 0Spr[A, 9] . 05pr[A, ¢

:Z§T+D(i5A>:Z§ 5¢ +D€,
Le¢ = (igd + dig)p = ied¢ = icDp — ig[A, 9]
0Spr|A 0SprlA
- i ) = i o,

as quais possuem, a menos das equacoes de movimento, a forma de transformacoes de calibre
com parametro infinitesimal € = ic A = {#A,,. Isto significa que a invariancia sob os difeomorfis-
mos ja esta contida na invaridncia de calibre se as equagoes de movimento sao satisfeitas. Este
resultado é tipico de uma teoria de calibre topologica [9,28] tal qual a presente formulagao de

calibre da gravitacao.

Expandindo a ac¢ao (2.14) nas componentes i = I, 2, obtemos
SprlA, ¢4, ¢]:/(kIJ¢IFJ + k22¢2F2):/(KU1J¢IFJ+¢2F2) ~ (2.18)
As componentes da curvatura em termos de (e!,w) sdo

FI'o= TH=adA" + fl AN AR = de! +wy ne’, (2.19)

1 , K
F? = dA* + 5fj,fAJ AN AY = dw + ?61 Nelery, (2.20)
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com T7 sendo a torsao. As equacoes de movimento sao dadas por:

K
dw + Eef Nelerg =0, (2.21)
T! = de’ +w'je’ =0, (2.22)
D¢' = 0. (2.23)

A Equagao (2.22) é a condigao de tors@ao nula para a conexao de spin. Supondo que o zweibein
seja inversivel, essa condi¢cao permite determinar algebricamente a conexao de spin, unicamente,

como fungao das componentes de e’ e de suas derivadas [3,13]: Com efeito, (2.22) implica que,
23[M6V}I + wljuel,l — wIJZ,eI“ =0 (2.24)
Multiplicando esta tltima equacao por E¥; duas vezes® teremos:

2E“KE”L8[M6,,}I + EquIJM(;i - E”LwIJZ,(S}]( = 0 (225)

rr+wix—wi, = 0 (2.26)
onde introduzimos as notacoes
xr =2E"kEV10pe,’, e w'ix =w'r,Ef. (2.27)
Tendo em conta que®
§ixL = §IKL771J (2.28)
reescrevemos (2.26) como
WKL — WiLKk = SJKL - (2:29)
Fazendo permutacoes ciclicas dos indices,

Wiy — Wiy = KLy (2.30)

WLk — Wrkg = LJK (2-31>

SEY; é a matriz inversa de e, !; para ver as propriedades dos D-bein e para a manipulacio dos indices, ver
o paragrafo A.7 do Apéndice A.
6Aqui o colchete | | nas expressoes acima indicam antissimetria nos indices dentro dele.



21

somando (2.29) com (2.30) e substraindo (2.31), e também usando a propriedade wyjx =

—WwyrK, teremos que:

WIKL = %(fJKL + &k — ELuk) - (2.32)

Logo, nesta tultima equagao, manipulando os indices e substituindo as Equagoes (2.27) e (2.28)

teremos finalmente como solugao de (2.22):

w'le] = E%0uen + B 0ueq” — e B EY Ojaeg™

= 2EU0,e0” + e BT EP Oge ™ . (2.33)

A Equagao (2.21) relaciona o escalar de curvatura

20

Rlw) = —e"d,w,, e e=det(el,). (2.34)
e
com a constante cosmologica:
Rlw] = —20K ,
o que ¢ a equagao de Liouville (2.2) no caso Lorentziano o = —1 [6,18|.

Uma agao do tipo (2.18) aparece pela primeira vez escrita por Fukawa e Kamimura [20], como
uma descrigao tedrica de calibre do modelo Jackiw-Teitelboim [26] da gravidade 2-dimensional.

Substituindo” a condigao de torsao nula (2.22) na agao (2.18), obtemos

Surld o] = [6a82= [or= [v (dw+—6ue Ae)

/d2:mp (a w, + elJeuel‘{) /d%\/_w( [w] + 20K)

nesta tultima substituindo ¢ = —1 (que indica que estamos no espago Loretziano) teremos que

SprlA, @] = —% /d%\/——gw(mw]—zz():—sn

reconhecendo assim a agao de Jackiw-Teitelboim (2.3) como um resultado derivado da agao BF
(2.18) — a menos um sinal irrelevante. Logo, com a substituigdo de w por w(e), a agao (2.18)

reduze-se a agao de segunda ordem (2.3), o que mostra a equivaléncia das duas teorias.

7O que é legitimo visto que a solucdo da equacdo de torsdo nula é puramente algébrica.
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Capitulo 3

Formalismo Hamiltoniano

Na formulagao candnica de nossa teoria, da gravitacao dois-dimensional, veremos que a dinamica
é definida inteiramente através de vinculos. Alguns destes vinculos manifestam-se quando lev-
amos a cabo a transformagao de Legendre para definir a Hamiltoniana. Estes sao chamados
de vinculos primérios. Quando requeremos que estes vinculos sejam preservados pela evolugao,
aparecem novos vinculos, chamados de vinculos secundérios, os quais tem que ser também
preservados pela evolucao. Existem diferencas entre estes vinculos; dizemos que estes sao de
primeira classe se os colchetes de Poisson entre eles sao combinagoes lineares de vinculos, caso
contrario sao chamados de vinculos segunda classe. Vamos encontrar ambos tipos e usaremos
o procedimento dos colchetes de Dirac para os de segunda classe, convertendo o conjunto de
vinculos de segunda classe em vinculos cujos colchetes de Dirac com qualquer campo sao nulos.
O tratamento Hamiltoniano de sistemas vinculados foi tratado por Dirac [7|. Para uma revisao

rapida deste formalismo, ver Apéndice C e mais profundamente nas referencias [4,7-10,29].

O efeito de ter vinculos numa teoria, é restringir a dindmica numa sub-variedade do espago de
fase, chamada de superficie vinculada. A trajetéria dindmica nesta superficie nao esta unica-
mente definida. Cada evolugao dindmica é representada por uma familia infinita de trajetorias
que sao fisicamente equivalentes. As trajetérias de uma familia sdo equivalentes de calibre e

definem um espago de fase reduzido [4,7,9, 10, 29].
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A agao (2.14) pode ser escrita da seguinte forma:

SarlAd dllA¢] = 5 [ (6. Fuhdot n s
= /(gb, O A, — 0, A + [A, A,)) dPx
= / ¢, 0, A, d*x + / (Ar, Dyg) d*x
Kij (9tAZ¢J+A7’ x(bj)

dtL,

|
— \

onde L = /daz (atA;@- + AiDIgbi) = /dxﬁ, com ¢; = kUQS] (3.1)

Para chegarmos neste resultado usamos a importante propriedade mostrada em (B.13). Podemos
j4 identificar as variaveis dinAmicas como os A% e os ¢;, enquanto os A serdo interpretados
como multiplicadores de Lagrange, dado que eles aparecem linearmente e sem suas derivadas

temporais; isto serd mais evidente nos dois paragrafos seguintes.

Observemos que, no formalismo Hamiltoniano, privilegiamos a coordenada temporal ¢. Isso
nao prejudicard a covarianca geral da teoria, visto que a invarianca de difeomorfismo sera
mantida através da aplicacao dos correspondentes vinculos, dentro do formalismo de Dirac a

ser explicitado mais abaixo.

3.1 Momentos Conjugados

Aplicamos aqui o formalismo Hamiltoniano descrito no Apéndice C.

O ponto de partida para o formalismo Hamiltoniano é a definicao dos momentos candnicos.
Tomando como coordenadas generalizadas as componentes da conexao Ai(x,t), consideradas
como funcgoes da coordenada espacial x, os momentos canonicamente conjugados sao definidos

como as derivadas funcionais®
T (x) = 6—L .
6(0, AL ()

'No seguinte, s6 a dependéncia na coordenada espacial, denotada z, y, etc., é explicitada. Todos os campos
sao tomados no mesmo valor t da coordenada temporal.
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Entao

o 5L

(@) = (AL () = k¢ = ¢i, (3.2)

oL
T

i) = mz(), (3.3)

esta ultima eq. (3.3), representa trés vinculos o que indica que a Lagrangiana (3.1) que descreve
a teoria é uma lagrangiana singular, o que significa que nao todas as velocidades podem ser
escritas em termos dos momentos e os campos; temos entao que 9; A’ (z) pode ser escrito em
termos dos momentos e os campos A’ (), Al(x) e 1, mas isto nao é possivel para 9; A!(x), por
conseguinte devemos usar o procedimento de Dirac [7] (ver o apéndice C), para a transformagao
de Legendre de teorias singulares. De acordo com a terminologia de Dirac estes vinculos (3.3)

sao chamados de “vinculos priméarios”.

Recorrendo a tranformacao de Legendre, (C.7), definimos a Hamiltoniana

H:/dxH,

onde a densidade Hamiltoniana H ¢ dada por
H = ¢:;0,AL + 7 (2), Al — L = 7 (2) 0, AL — ALD, ¢ .
Entao a Hamiltoniana é

H= / dz (r (2)0, A1 — AiD,d,) = / de (x4 (2)0, A1 — (A, D, o)) (3.4)

3.2 Vinculos Secundarios

Da definigao dos colchetes de Poisson (ver Apéndice C) na mecanica, em particular para coor-

denadas generalizadas ¢", p,, temos:

{d".om} =00, {d".q"} =0={pn.pm} (3.5)



25

No nosso caso, para dois funcionais F[A, 7] e G[A, 7], temos

OF 0G oF oG
{F, G} = /dZ <5Au(2) (57’(’;4“(2> a (57]-;4”(2) 514#(2,)) . (36)

Para os campos elementares:

{AL(), 6;(1)} = 0} 6(z —y) = {Al(x), 7" ()},
{AL(2), AL(y)} = 0 ={i(x), &)} , (3.7)
{x(x), 7 (y)} = 0.

Observamos que todas essas equacoes sao dadas num mesmo tempo t.
A eq. (3.3) implica que temos trés vinculos primarios?,

T (x) = 0. (3.8)

Por questao de consisténcia, estes vinculos nao devem evoluir temporalmente. A derivada
temporal sendo definida pelo colchete de Poisson com a Hamiltoniana, devemos impor que os

colchetes dos vinculos primarios com a Hamiltoniana sejam fracamento nulos: (Apéndice C)

Gm = {bm, H} = 0.

No nosso caso, temos:

= (), H) = / [ (@), m" ()00 A — A}(y)D,ybs (4)  dy

_ / {7 (@), AL(y)} Dyy(y)dy
= Duoi(x) = Duthi + i3 " ALy
= Gi(a) (3.9)

Assim devemos impor os vinculos secundérios

Gi(x) = Dygi(x) = 0. (3.10)

2(Apéndice C). Os vinculos decorrente diretamente das relagoes de momento sido chamados de vinculos
primarios ¢,,(q,p) =~ 0 usando a notacao de Dirac “ a7 significa uma igualdade “fraca”. Isto quer dizer que s6
no final dos céalculos imporemos as igualdades fortes “=" para os vinculos.
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Para mais adiante facilitar os célculos podemos escrever os vinculos de forma integral,

Pla) = /dx o (2)m (2), (3.11)
Gle) = /dx ei(a:)gi(x), (3.12)

onde os €'(z) sdo parametros infinitesimais locais, que podem ser escolhidos como “funcoes

teste” suaves®. Reciprocamente:

dG (€)
dei(x)

(3.13)

Explicitamente para G; temos:

Ge) = / de () (D,64(x) + AL 0")
= /dx(—qbi(x)@mei(x) + €(2) f;; AT )

Observamos que a Hamiltoniana (3.4) tem precisamente a forma de um vinculo integral, com as
fungoes € substituidas pelas componentes temporais —A! e 9; A da conexao, que fazem o papel
de multiplicadores de Lagrange. Isto era de esperar ja que uma Hamiltoniana de puro vinculo

¢ uma caracteristica das teorias com covariancia geral [9,10], que é o caso da relatividade geral.

Os vinculos primérios 7 () podem ser resolvidos trivialmente 77*(2) = 0. De outro lado os
campos A! tornam-se fungoes completamente arbitrarias. Entdo a Hamiltoniana (3.4) fica na

forma:

H=— / dx ALD,é; (3.14)

3.3 Algebra dos Vinculos

Vejamos quais propriedades devem satisfazer os vinculos G;(z), eq. (3.10), principalmente
quanto a seus colchetes de Poisson. O colchete de Poisson de dois vinculos quaisquer tem que

ser uma combinagao linear dos vinculos (propriedades de vinculos de primeira classe?). Isto

3Funcoes do espaco S de Schuartz, as quais sdo fungdes C* que decaem no infinito mais rapidamente que
qualquer potencia de x, assim como todas suas derivadas.
4Ver os pardgrafos (C.3.1) e (C.3.2) do apéndice (C)
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garantira a preservagao dos vinculos durante a evolucao do sistema. Da seguinte computacao

dos colchetes de Poisson dos G;(x) pode-se concluir que os G;(x) sdo fungoes de primeira classe:

(6.6} = [ [ardy ({-Daé6un fun?2%0,} +
{Eifij kAjgbk, _ ynp¢p})
= /d:cflj JDe—l—ean)qﬁ

= [ @D (5 ) on
= /de exn}gb

= /d €><77 x¢k

= G(exmn)

onde definimos
k __ k i, j
(e xm)" = fi; "'y’
para os vinculos avaliados localmente:

(G016, = s

) (910,600}

entao

{G:(), G )} = m ([ zpureiane)

= fi;*o(z — y)Gr(x) (3.15)

Vemos que os vinculos G;(x) formam uma algebra de Lie, fechada, com o produto de Lie sendo
o colchete de Poisson. Como a Hamiltoniana ¢ uma combinagao linear de vinculos, deduzimos
que os colchetes destes ultimos com a Hamiltoniana sao fracamente nulos. Os vinculos sao
portanto de primeira classe de acordo com a terminologia de Dirac. Os vinculos secundarios

Gi(e) s@o os geradores das transformagoes de calibre da teoria. Com efeito

{G(e), AL (2)} = {/dy(—cbz-(y)ayei(y)+€i(y)fij ’“Ai(y)qbk(y)),fl’;(x)}

_ / dy(~ye {&i(y), A2 ()} +
€ (y) i AL () {only), AL(x)})
= 9, 4 fuP Al = D, (3.16)
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(6(0).6,(2)} = { [ dvt=6:0)0,6 )+ 01 ) ¢p<x>}
_ / dye () fis *on(y) {A(y), 6p(2)}
= _fpik€i¢k =—[e 0, = [0, €], (3.17)

Localmente

{Gi(2), AL(y)} = {Duoi(x), AL (y)}
= {0u0i(x) + fi; " AL(2)r (), AD(y) }
= —0,0(x —y)& — f;PAL(x)d(z — y) (3.18)

= fim"Or(2)d(z — y) (3.19)

O fato dos vinculos formarem uma algebra de Lie, ver (3.15), corresponde ao fato das transfor-

macoes de calibre formarem um grupo.
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Capitulo 4

Resultados em Componentes

4.1 Equacoes de Movimento

Conhecendo a agao, expressao (2.14), podemos determinar as equagoes de movimento que
descrevem nossa teoria; um método para determinar estas equagoes é o principio de agao
estacionéaria. Aplicando este principio a agao (2.14), a qual é uma funcional depende dos

campos ¢; e AL, obtivemos a expressao (2.16) que pode ser escrita como,
, , ) 1 , ,
5SprlAl ¢ = / (66, + AT Dg,) — / (500 + Dy A ). (4.1)

As equagoes de movimento sao:

6SprlA, d 1. . ) . o
% = SFwe” =04, — 0. A1+ fir AlAl =0, (4.2)
6SBF[A7 ¢] o wyo

A Dy = 0. (4.3)

Introduzindo as notacoes, para o zweibein e o campo escalar:

N x|\ _ | & e
Nt el = (@)= ef el 7 Y
(900730171/)) = (¢Z) = <¢07¢17¢2) ) (45>
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respectivamente, podemos escrever as componentes da conexao como

Al = (ei,wx) = ( 9 el w,) = (A27A91:7A;2t) = (Xaeglcawz)a

x T T

(4.6)
Ai = (eiawt) = (6?,6%,1&5) = (AgA%vA?) = <N7N1’wt)‘

Em fungdo da notagdo para nossos campos introduzida em (4.5) e (4.6) e dos valores das
constantes de estrutura da algebra de Lie dados por (2.13), as equagoes de movimento para os

campos escalares (4.2) serao:

05rl A0l _ g 0N — (el — w,NY),
(5900

(SS(B(SF—M atei - a:le - wa + XNl ) (47>
©1

(SS%W Opw, — Opwy — k(XN — e, N).

De (4.3), as equagoes para A%(z):

JAI
serao:
A
M Da;SOO = axSOO + ke;w — Watn,
ON
(SSB(SF—]\[;?’QS] — Dx(;ol = aac@l + owgepo — kX¢7 (49)
05pr(4, ¢] Dyt = 0,0 + xp1 — owapo -
5’[Ut

Reconhecemos aqui os vinculos secundarios (3.10).

Finalmente, para A’ (z):

0erl A el (Ot St Al ),
SAL
temos
(SS%EW] = —Dypo = —(Dypo + kN — wyp1),
(SS%W —Dypr = —(Oup1 + owipy — kNW) | (4.10)
5S5r(A, )

5 —Dyp = —(0p + N1 — aN' ) .
wm
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Temos assim um total de 9 equagoes de movimento, tréz das quais, (4.9), sdo os vinculos

secundarios da teoria.

4.2 Hamiltoniana e Algebra dos Vinculos

Como ja sabemos, a caracteristica de uma teoria com covariancia geral é que a Hamiltoniana
é de puro vinculos, como pode ser visto na eq. (3.14). Escrevendo (3.14) em componentes

teremos:
H = —/dx(A?ngzﬁo + Al Doy + A7D,hy) . (4.11)
Substituindo (4.5) e (4.6) na Hamiltoniana, obtemos:
H=— / dx(N Do + N' Dy +w D)), (4.12)

onde D,po(z), D.op1(z) e Dyh(z) estao dadas por (4.9), a forma geral dado por (4.8). Os

momentos conjugados ficam como:

m(z) = ¢i(x); em componentes : { 7 (z) = ¢y (), (4.13)

m(z) =0; em componentes: { V' (z); ~ 0, (4.14)
T (z)y = 0.

Da eq. (3.15) para os vinculos secundérios, vemos que estes formam uma édlgebra de Lie fechada

sob os colchetes de Poisson:

{Gi(2),G2(y)} = f12%0(x — y)Go(z) = 0 6(z — y)Go(x) ,
{Ga(2),Go(y)} = fao '0(x — y)Gi(z) = 0(z — y)Gi (), (4.15)
{Go(2),G1(y)} = for ?0(x — y)Ga(x) = kd(x — y)Ga(x) .
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E finalmente escrevemos os colchetes de Poisson dos vinculos secundérios com cada um dos cam-
pos, representando assim as transformacoes de calibre infinitesimais dos mesmos. Utilizando

os colchetes de (3.18) para as componentes da conexao, temos:

{Go(x),€2(y)} = —0u0(x — y),

{Go(2), ex(y)} = w(x) 6(z —y)

{Go(x), w(y)} = —key(z)d(z —y),

{G1(2), e2(y)} = —ow(@)d(z —y),

{Gi(2), ez(y)} = —0u0(x —y) , (4.16)
{G1(x), w(y)} =kd(z—y),

{Ga2(2), e2(y)} = oey(x)d(x —y),

{Ga(2), e5(y)} = —€a(z) 6(z —y) |

{Ga(x), w(y)} = —0b(x —y),

De (3.19), deduzimos os colchetes de Poisson dos vinculos com campos escalares:

{Go(x), po(y)} =0,

{Go(x), e1(y)} = kep(z)0(z —y),

{Go(2), ¥(¥)} =—¢1(z)d(z—y),

{G1(2), vo(y)} = —ko(z)d(z —y),

{Gi(2), e1(y)} =0, (4.17)
{G1(2), ¥(W)} =opo(z)d(z—y),

{G2(2), po(y)} = pr0(z — ),

{Ga(2), 1(y)} = —o o) 0(z — ),
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4.3 Transformacgoes Gerais de Coordenadas — Difeomorfis-

1mos

Como vimos no Cap.3, as transformagoes de calibre contém as transformacgoes gerais de co-
ordenadas, isto é, as transformacoes de difeomorfismos. Estes atuam sobre nossos campos,
infinitesimalmente, através da derivada de Lie £. A derivada de Lie de numa dire¢ao de um

campo vetorial £, é definida como:
Le = igd + dig,

onde i¢ ¢ a derivada interior ou contracao, e d a derivada exterior. Entao o difeomorfismo para

um campo escalar ¢ é dado por,

Lep = (igd + dig)p = (ied)
— . (4.18)

E para a conexao A que é uma 1-forma temos:

LA = (€9,A, +(D,64A,)da"
= (LeA)da”,

onde
LA, =E10,A, + (8,,5“)%1“ . (4.19)

No caso 2-dimensional a derivada de Lie L¢, que gera um difeomorfismo na diregao do vetor
&= (&, &%) pode ser decomposta numa derivada de Lie temporal (que gera um difeomorfismo

temporal) e numa derivada de Lie espacial (que gera um difeomorfismo espacial):
Lt ey = Ligt,0) + Lo, ¢ (4.20)

nesta tltima equacao, Lt o) representa o difeomorfismo temporal, e L ¢y o difeomorfismo

espacial.

Entao em termos de componentes, utilizando a eq. (4.18), escrevemos os difeomorfismos para
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os campos escalares (4.5) como:

Letoypo = 0o, Lo,enypo = E Dupo
ﬁ(gt,o)@l = Stat% ) ﬁ(o,gw)wlzfz@c%, (4-21)

Loy = Eop Lo,y =0

Para a conexao AZ temos
t

Lig Al = 0:(¢'A)

(4.22)
Lo, ey Al = 70, A} + 0,67 AL
entao, usando (4.22) e (4.6), os difeomorfismos para os A%:
‘C(ft 7())]V = 8t(§tN) s £(07£CL‘)N = SmﬁmN + 8t§xX s
L N = 0(&NY) |, Lg,enN =N +09,&%,, (4.23)
£(£t ,O)wt = 8t(§twt) y E(O’.Ez)’wt = fx&th + (9t£xwx .
Analogamente A’ tranforma-se como,
Lg oA, =04, + (0:8")A;,
(4.24)

Lo, enAlL = 0:(67AL) .

Com a Equagao (4.24) e a notagao (4.6) as transformagoes de difeomorfismo para as compo-

nentes de A’ serao:

ﬁ(gt,o)X = §tatX + (@xft)N ) ﬁ(o,gz)X = (%(é“zx) )
L oe, = e, + (08N, Lioene, = 0:(E%,), (4.25)

E(ét,(])wt = ftath + (a’lfgt)wt ; ‘C(O,é’”)wx = a:c(gxwx) .
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Capitulo 5

Fixacao Parcial do Calibre: Calibre

Temporal

5.1 Calibre Canonico

A presenga dos vinculos de primeira classe e das simetrias de calibre associadas, indicam a
existéncia de mais de um conjunto de variaveis candnicas que correspondem a um estado fisico

dado.

Com a fixagao de calibre (fixagdo parcial em nosso caso) que vamos implementar, estaremos
trazendo vinculos de segunda classe (ficando alguns de primeira classe, ja que a fixagao sera so
parcial). Depois dessa fixagao de calibre e da apari¢ao dos vinculos de segunda classe passaremos
a trabalhar com os colchetes de Dirac para assim ter uma teoria livre de vinculos de segunda
classe, no sentido que estes, serao considerados como identidades expressando algumas variaveis

dinamicas em termos de outras, e poderao ser resolvidos de maneira consistente.
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5.2 Calibre Temporal

Comecemos apresentando a fixagao de calibre temporal no caso do espago-tempo de dimensao

4. Seja A a conexao do grupo de calibre, se transformando como:
A =g g+ g 'Ag.

Restringindo-nos a sistemas de coordenadas onde os vetores 0, (a = 1,2,3) sdo tangentes a
variedade espago M3 (entao, as coordenadas z sdo também coordenadas de M3). Impomos a

condicao de calibre
ed(r) =0, (5.1)

em qualquer ponto p da variedade, o que fixa parcialmente a invaridncia de Lorentz local. Com
a restricao acima sobre a escolha do sistema de coordenadas, essa condicao é equivalente a
e! =0, ou seja, com e; = el'd, = €l0,, os trés vetores de base de tipo espago do espago-tempo

tangente, €', sdo tangentes a M.

A condigao (5.1) deixa a invariancia de calibre residual SO(3), que diz respeito as rotagoes do

3-espaco tangente a Ms.
Para nosso caso de duas dimensoes, My = M; X R, a condi¢ao de calibre escreve-se

0
T

e, =x~0, (5.2)

onde usamos a notacao de igualdade fraca, visto que a condicao serd implementada através de
um vinculo: introduzindo portanto um campo multiplicador de Lagrange B(z,t), completamos
a agao (2.14)-(2.15) para
S = /d%(@Fi 4 By) = /dtL, (5.3)
L= [ds(@ao+ 4 Do+ B). (5.4

Fizemos isto com o intuito de implementar em seguida um analogo & formulacado ADM da

gravitagao.
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Os momentos conjugados de A’ sendo dados por

Ty () = wo(w),
ﬂf" (x) = ¢;(x); em componentes : wfﬂlﬂ (x) = p1(x),

os correspondentes colchetes de Poisson escrevem-se

(@), p0(y)} =6d(z —y),

{A;(LE), @-(y)} = (5}(5(:1: —y); em componentes : ¢ {el(z),¢1(y)} =(z —1),

{w(x),v(y)} =d(x —y).
Além disso temos

{B(a),7%(y)} =0z —y), {m"(x), 4y(y), } =0 0(z —y). (5.5)

Observamos que temos quatro vinculos primarios, que sao

Fazendo a transformacao de Legendre do Lagrangiano, a Hamiltoniana fica como
H = —/dg;(A;‘ D,¢i + BY). (5.6)

O requerimento da estabilidade dos vinculos priméarios durante a evolugao no tempo significa
que a derivada temporal dos momentos conjugados das variaveis A% e B deve ser fracamente

igual a zero; obtemos assim

i = {aM H}=D,0;=G;~0, (i=0,1,2) (5.7)

i’ = {7P H} =x=G;~0. (5.8)

Estas expressoes G;, Gz sao os chamados vinculos secundérios. Os vinculos G; sao os mesmos

do Cap. 3. O novo vinculo, Gs, representa a fixacao de calibre temporal.
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5.3 Algebra de Vinculos

Usando os colchetes de Poisson candnicos (5.2) e (5.5), calculamos os colchetes dos vinculos,

obtendo

{Gi(2),G;(W)} = fi"0(x — y)Gn(z) = 0, (5.9)

{Gi(2), Gs(v)} = {Da¢i(x),x(v)}

= —d0 81(5(1' - y) - fij 0 A;(l’)d(.ﬁ - y) : (510)

{Gs(2),Gi(v)} = {x(2),0,0:(y) + fi; " AL(y) dr(v) }

= —6i0 0u0(x — y) + fi;° AL(x)d(x — y) . (5.11)

Portanto temos

{go(l“)> g3<y)}: _8005(3: - y) ) {g?)<x)> gO(y)} = _axé(x - y) 5
{G1(2), Gs(y)} =—owd(z —y), {G:(z),G1(y)} = owd(z—y), (5.12)
{G2(2), Gs(y)} =oezd(x—y) , {Gs(2),Ga(y)} = —oezd(z —y),

e os outros colchetes sao nulos. Entao os colchetes de Poisson, para estes vinculos integrados

com parametros locais €(z) e n(x)— tém a forma:

0 0 0 NO€

0 0 0 —Tenw
(6u(0). 950} = Cates) ~ [ do ,

0 0 0 oenel

no.e oenw —ene. 0
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com (a, 3 =0,1,2,3); e avaliados localmente:

{Ga(2),G5(y)} = Caplz,y) = 6(r —y). (5.13)
-0, ow -—oe 0

Calculando o determinante da matriz Cop(z,y) eq. (5.13), obtemos que det(C,3) = 0, isto
significa que existe ao menos um vinculo de segunda classe entre os G, (z). Nao se pode distinguir
claramente os vinculos de primeira classe dos de segunda classe. Para fazer a distincao entre

estes dois tipos de vinculos teremos que fazer uma redefinicao.

5.4 Redefinicao dos Vinculos

Redefinimos nossos vinculos com G, — G, comegando com

g(/) = aGy + bGy + 0,02,

para o qual vamos pedir que cumpra-se a condi¢ao {G{(x),Gs(y)} ~ 0:

{Go(%),Gs(y)} = {aGo(x), Gs(y)} + {bG2(x), Gs(y)} + {c0:Ga(x), G3(y)}
~a {g0<m)7 g3(y)} + b{QQ(ZE)’ g3(y)} + C{@xgg(l‘), g3<y>} )

~ —a0,b(x —y) +boeld(x —y) + cdy(oesd(z —y)) =0,

de onde obtemos

del o
b——aor(egc)2 ; C:aei
Com a = (el)?, obtemos,
Go(x) = (ez)*Go(x) — 0(0se;)Ga(x) + 0€,0:Ga() - (5.14)

Analogamente

Gi(x) = d1Gi(z) + daGa(x) ,
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para o qual imporemos que {G!(z),Gs(y)} ~ 0 , o que implica em
¢ = diw(x)/e, ().
Colocando d; = el(z), obtemos
Gi(z) = ez (2)Gi(2) + w(w) Go(2). (5.15)
Finalmente, tomamos
Gy(x) = Ga(x) ;  Gy(x) = Ga(x). (5.16)

Uma vez redefinidos os vinculos, determinamos sua algebra
{Go(e), Go(n)} = /dl‘(eﬁzn — 10:€)0((e5())*G1(x) — 2€;(x)Gy(w)) = 0,

(60,6100} = [dr | ~(e0un — 10,00 §Gy(a) + 70,€0,G4(2) + 50646 (o)

Fen(2Z (uG)(0) + 00,616 (0)) — 300.(G] ()
~o0,(e0,G4(x)))] ~ 0.
(0.6} = [ |25y (0) — 261(0) + (ehu + r0,el G4l
—502GY)) — (Dun — nDh)SGh(w) | %0,
(Gh(0. Gy} ~ 0

(Gi(e).Gi(m)} = — / 0 (0,11 — 10,€) G () ~ 0.

(10,0300} = [de [en( (0 (o) + 401(0) + (Duck ~ )G (o)
~ 204G — (D — 1Dh)G4(2) | %0,

[G1(0).G4(m} ~ 0.

(G400, G} = 0,

(GG} = [dvenoel(a).

{Gi(e), Gh(n)} = 0.
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Escrevemos a matriz destes vinculos

00 O 0
, , , 00 O 0
Caﬁ(xvy) = {ga(z)v gﬁ<y)} ~ 5(‘T - y) ) (517>
00 0 9oc
0 0 —oe, 0
ou,
, 0 0
Caﬁ(x7y) ~ (5(13-3/),
0 C;b(x, y)
com a submatriz (a,b = 2,3):
, 0 oe;
Cab<x7 Z/) = 1 5(13 - y) )
—oe, 0
cujo inverso, no sentido da convolucao, ¢
! -1 lab 0 _0/6;
(Cab('ra y)) =C (*Tu y) = 6(1; - y) :
olel 0

Inverso no sentido da convolugao significa, explicitamente que:

[ a2 Cte ) = G260,
Notemos que C;ﬂ é uma matriz antisimétrica inversivel sobre a superficie de vinculos.

A redefini¢do dos vinculos permite que a matriz (5.13) seja diagonalizada em blocos, o que
torna possivel distinguir os vinculos de primeira classe dos de segunda classe na eq. (5.17).
Conclui-se que G| e G] séo os vinculos de primeira classe enquanto G e G5 sdo os de segunda
classe. Chega-se a esta conclusao por inspecgao da matriz (5.17), observando que ela é de rank

2 (fracamente), e que a submatriz 2 x 2 inversivel C/, ¢ aquela dos colchetes de Gj(x) e G5(x).

5.5 Tratamento dos Vinculos de Segunda Classe

Ao contrario dos vinculos de primeira classe, que geram invaridncias de calibre, definindo

portanto o setor fisico da teoria, os de segunda classe geram transformagoes de contato que
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nao podem ser simetrias, pelo fato de existiram colchetes de Poisson nao fracamente nulos
com os demais vinculos. Deste modo eles mapeiam um estado permitido sobre um estado nao

permitido, gerando inconsisténcias na teoria.

5.5.1 Colchetes de Dirac

Dada a existéncia de vinculos de segunda classe na teoria é preciso trabalhar com os colchetes

de Dirac para fazermos a quantizagao canonica. Os colchetes de Dirac estao definidos como,

{A(t,z), B(t,y)}p = {A(t,2), B(t,y)} —
/d3z1d322 {A(t,2),G.(t,2")} C (21, 20) {Gy(t, 22), B(t, )} . (5.18)

Aqui A, B = sdo funcionais dos campos, el, w, g, ¢1, ¥. Calculando os colchetes de Dirac,

obtemos, para A e B = el, w, 1, ¥ (mas nio ¢p):

{A(z), B(y)}p = {A(z), B(y)} - (5.19)
explicitamente:
{ex(2), 01(y)}p = {ea(@), 1(y)} = d(z — ),
(5.20)
{w(@),¥(y)}p = {w(x), YY)} = oz —y).
Para B = ¢q

{A(2), 00(y)}p = {A@), 00(y)}-{A(2), G (1)} (21, 22) {Gy(22), 0 ()}

— (A ()} LA). G500) 7~ (A(0). i)} Zr).

Os colchetes de Dirac dos vinculos de segunda classe com uma funcao A qualquer do espaco de

fase se anulam:

{A(2).Gy(¥)}p = 0; (VA2) ,b=2,3). (5.21)

Esta propriedade permite impor, de maneira consistente, as igualdades fortes

Go=0 ; Gy=x=0. (5.22)
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De (5.22), a segunda equagao é a condigao de calibre, e a primeira permite eliminar o campo

¥o-
O
Yo =0 e:ﬂ ) (523)
e G|, e G, definidos por (5.14) e (5.15) ficam como:
Go(w) = (e2)*Golx) = (e)*(Onipo + kegth — wepn)
= 0,02 — 00,el0, + k(er)?y — (el)’wepr (5.24)
(@) = eGi(z) = e, (Onpr + owipy)

com ¢y dado por (5.23).

Depois de usarmos os colchetes de Poisson para disguirmos vinculos de primeira classe dos
de segunda, todas as equacoes da teoria devem ser formuladas em termos dos colchetes de
Dirac, com os vinculos de segunda classe convertendo-se em identidades fortes (5.22), o que
permite substituir x por 0, e a variavel g, pela expressao (5.23) em termos das outras variaveis

candnicas.

5.5.2 Simetria de Calibre e Difeomorfismos

Tomando em conta as igualdades fortes (5.22) podemos calcular a &lgebra de Dirac para os

vinculos G|, e G1, obtendo:

{Go(€). Go()}yp = [ da(edun —n0s€)o(e)*Gi(x),
{Go(e), G1(m)}p =

{G1(e),G1(n)}p =

dx(—2€e0,m + nd.€)Gy(x) (5.26)

—— —
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o que confirma Gj(z) e Gj(z) como vinculos de primeira classe. As transformagoes de calibre

infinitesimais geradas por eles sao dadas por:

{96(6%901(3/)} = oe(y)050(y) + a0, (e(y)dy(y)) + 3ke(y)(ex(y) Y (y)

D

— 2¢(y) ex(y)w(y)e1(y)
= 25G,) + 3Gi(y) — €T — S0y

x

téSBF[A, qb] g

1
del !

+ Lgt—en) (01(y))

{Gl0vw} = —wEwm)’aw)

tésBF[Aa gb]

= ¢ ow

+ Ligt—en) (V(y))

{Gla e} = cwieiw)u)

¢
= —0
. 01

{G)wy)} = —odiecl(y)

A = eeld,N/N — 9,(ces) — ed,e.

— _gt(sSBF[A’gb]
oY
Aqui
& = e(e;)?/N,
& = eeN'/N,
e, para Gi:

191, 1 ()} p = n(y)dye1(y)

5SBF [A7 (b]

+ 0Lt~y (e5(y)),

— 0,(e(y)dyer(y)) — ke(y)(ey(y))?

+ O'ay>\ + £(§t7_€z)(w(y)) .

x )

= Lo, (1(y))

191, vW)}p =n)o¥(y) = Lo,n(Wi(y))

{Gi(n),ex()}p = 0y(n(y) er(y) = Lo, m(er(y))

{G1(n), w(y)}p

9y (n(y) wy)) = Lo, m(w(y))

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)
(5.32)

(5.33)

(5.34)

Nas expressoes (5.27-5.30), o simbolo L, =) representa a derivada de Lie na direcao do vetor

(v',v"), gerando os difeomorfismos temporais e espaciais. Podemos interpretar esse resultado

da maneira seguinte: a condi¢ao de calibre temporal (5.2), que quebra a invariancia de calibre,

deixa duas simetrias locais residuais.

Sendo que a primeira consiste na invariancia sob os

difeormorfismos espaciais, parametrizados pela funcao 1, gerados pelo vinculo Gj(n) (ver (5.34)),
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enquanto a segunda simetria gerada por Gj(€), a menos das equagoes de movimento! e dos
vinculos, é a invariancia sob uma certa combinacao de difeormorfismos temporais e espaciais,
de parametros &' e £, com uma transformacao de Lorentz local de parametro A, (ver as eq.
(5.27-5.30)). Esta ultima transformagao de Lorentz é compensatoria, isto é, reestabelece a

condicao de calibre temporal quebrada pelos difeomorfismos temporais.

5.6 Hamiltoniano Final

Aplicando a teoria de Dirac podemos analisar a teoria de maneira consistente. Essencialmente,
a formulacao de Dirac permitiu eliminar os vinculos de segunda classe, os quais geravam incon-
sisténcias na teoria. A Hamiltoniana final fica s6 como fun¢ao dos vinculos de primeira classe,

que sao os geradores das transformagoes de calibre. Assim, nossa Hamiltoniana escreve-se como:

Hy = - /dy GW)GH) + GG W) | (5.35)

onde (p e (7 sao fungoes arbitrarias.

As equagoes de movimento para uma variavel fisica A podem ser determinadas mediante a

equacao de Hamilton-Dirac,
A={A Hp}, . (5.36)

Determinamos as equacoes de movimento para os campos independentes apos a fixagao, isto é,

a dinAmina dos campos el , w, , ¢ e :

den(z) = {ek(x ,H}DZ/dy{Co y)+Gy)g (@)}
- /dy (W {0, e3(@)} p, +Gi(w) {Giw): eb(@)} )

- / dy (o) (€M (@) 2w (2)5(x — y) + Cu(y)Du (€L (2)8(x — 1))
= o) (e (@) P (x) + Bs (G (2)el () (5.37)

1 As derivadas funcionais 6Spr[A, ¢]/d¢p e 0Spr[A, ¢]/5AL sdo da agdo original (2.14), correspondendo as
equagdes de movimento (4.7) ou (4. 10)
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ath<l’> = - {va(x)}D

= 0,(—00,(Coey) — 0Co0zes+) — kolel)? (5.38)
D1 () = G020 +00,(Codstp) +3ko(el) 1 —2(petw 1 + 10,1 (5.39)
O () = —Coesor + (10 (5.40)

Estas quatro equagoes de movimento sao equivalentes as equagoes de movimento originais (4.7),
(4.9) e (4.10) quando x = 0, @y = 00,1 /el, substituindo w; em fungao dos outros campos

usando a primeira das equagoes (4.7):

o,N Nt
Wy = —0O ei + gwx, (541)

e os multiplicadores de Lagrange, (y e (; sendo substituidos por N/(el)? e N'/el respectiva-

mente. Fazendo isto nas equagdes (5.37 — 5.40) teremos:
Orel(r) = wy(z)N(x) + 0, N (z)

Oyw,(v) = 0w, — kNel

. N(SSBF[A,gb] Nl 5SBF[A7¢]
Oor(n) =205 T e

= —O0WiPo + kN¢

— owpo + kNY

1

Dub(r) = ~Neu(x) + 0 (a)

T

que sao as equagoes originais como era de esperar.
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Capitulo 6

Observaveis

Na relatividade Geral (RG), os observaveis “O”, isto é as quantidades fisicas que podemos predi-
zer e medir em experimentos reais, correspondem a quantidades da teoria que sao invariantes
sob transformacoes de coordenadas. Na abordagem onde a invariancia sob os difeomorfismos
¢é incluida numa invariancia de calibre geral, as variaveis fisicas — os observaveis — sao aquelas
que também sao independentes da escolha do sistema de referéncia local, isto é, invariantes de

calibre, como ja mencionamos (Cap.2).

Assim, por defini¢ao, um observével (classico) @ é uma fungao sobre a superficie vinculada,
a qual é invariante de calibre. Entao o observavel O pode ser descrito como uma funcao do
espaco de fase que tem colchetes de Dirac! fracamente iguais a zero com os vinculos de primeira

classe.

Numa teoria quantica da gravitacao, uma questao importante para esta é a natureza de seus
observaveis. Especificamente é de grande interesse como a observacao local pode ser definida.
Os efeitos quanticos chegam a ser muito importantes na descricao do cenario de evolucao
no universo primordial, nos buracos negros, e de forma geral nos cenérios que apresentam

singularidades.

Neste trabalho, vamos considerar somente exemplos de observaveis na teoria classica.

1Os colchetes de Poisson foram substituidos por colchetes de Dirac, ja que depois da fixacdo de calibre
aparecem vinculos de segunda classe, os quais foram eliminados com ajuda dos colchetes de Dirac.
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6.1 Observaveis de Dirac

Consideremos um sistema cléssico que apresenta duas solugoes, ambas evoluindo de um mesmo

conjunto de dados iniciais, e separando-se num tempo posterior.

As duas solugoes devem ser fisicamente indistinguiveis ou calibre relacionados. De outro modo
o determinismo, o qual é o principio basico da fisica classica, seria perdido. Com respeito ao
determinismo, Dirac da a definigao de observavel da seguinte maneira. Um observavel de Dirac
ou invariante de calibre é uma funcao O das variaveis dindmicas que nao distinguem as duas
solugoes do sistema, mencionadas acima. Em outras palavras, somente aquelas fungoes que
tem o mesmo valor sobre as duas solugoes podem ser observadas, isto é, consideradas como

observaveis.

Existe uma relagao importante entre o observavel de Dirac e o formalismo Hamiltoniano. Os
observaveis de Dirac sao caracterizados por terem colchetes de Poisson com os vinculos que se
anulam fracamente (para nosso caso, depois de ter levado em consideragao a fixacao parcial de
calibre, os colchetes de Dirac). De fato, o formalismo para sistemas inteiramente vinculados
foi construido por Dirac, com o propoésito de caracterizar os observiveis como invariantes de

calibre.

Como ja sabemos, numa teoria com vinculos, a Hamiltoniana é escrita como uma Hamiltoniana

nao vinculada Hy mais os vinculos G,,, =~ 0, isto é:
HT:HO+Cm<t>gm> m217"'7la

com | fungdes arbitrarias (,(t). A dindmica de um observavel O é dada pela equacdo de

Hamilton, (Hamilton-Dirac para nosso caso):

% — {0, Hy} = {0, Hy} + (0 {0, G} (6.1)

Daqui podemos reconhecer que a evolucao é deterministica, e assim O é um observavel de Dirac,

unicamente se,

{0.Gn} ~0, ¥m. (6.2)
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6.2 Observaveis em 2D

No nosso caso a fixagao parcial de calibre introduz vinculos de segunda classe, e para sua analise
tivemos que introduzir os colchetes de Dirac para eliminé-los, e assim eliminar as inconsisténcias
da teoria. Entao, em nosso caso, como em todas teorias que apresentam vinculos, para os
observaveis fisicos temos que substituir os colchetes de Poisson, eq. (6.2), por colchetes de

Dirac. Assim os observéaveis fisicos correspondentes devem satisfazer:
{Ov g;n}D ~ 07 Vm, (63)
onde G/, m = 0,1 s@o os vinculos (5.24-5.25).

Suponhamos que nossa variedade M 2-dimensional tenha a topologia &7 X R e que z# =
(t,0), onde t é uma coordenada nao compacta ao longo de R e 6 € [0,27] é uma coordenada

periddica sobre o circulo §;. Depois da fixagao de calibre os campos e momentos candnicos sao

el(0), w,(0) e p1(0), ¥(0) com colchetes de Dirac,

T

{651(:(9)7 901(9/)}D - 5(9 - 9/) )
{wa(0), 0(0)}p = 0(6—0").

Os vinculos G/ de primeira classe (dados nas eqgs. (5.24) e (5.25)), sdo os geradores das trans-

formacoes de calibre.

O espaco de fase sobre o qual os vinculos sao definidos é um espago de dimensao infinita. Esta
mostrado, na ref. [25] — que trata do mesmo problema, mas para um grupo SU(2), compacto,
em vez do grupo (A)dS ndo—compacto considerado aqui — que o espago das orbitas de calibre

é dois dimensional, podendo ser coordenatizado pelas duas quantidades invariantes de calibre:

T = TrU[A] = Tr Pe$# = Tr Pefs™

- (e faa f)
_ (Z/ d@l/gld@ /nldQA AL (6, )..Ax(01)>, (6.4)

L = (¢(0),6(0)) = ki (0) = k"6i(0)¢;(0), (6.5)

onde A é a conexao de SU(2) e ¢ um campo escalar na representagao adjunta. A eq. (6.4) é
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conhecida como Lago de Wilson (Loop de Wilson). Aqui P denota o ordenamento de caminho
no parametro ¢, na ordem cresente, mais explicitamente, #; < 6y < --- < 6, e 7; sao oS
geradores do grupo de calibre (7; = i0;/2 no caso de SU(2), o; sendo as matrizes de Pauli).
O observavel L, eq. (6.5), ¢ um analogo da area em 3+1 dimensoes. As quantidades L e T
comutam com os vinculos de primeira classe, formando uma base dos observaveis invariantes
de calibre, por conseqiiéncia, os estados fisicos da teoria sao caraterizados exatamente por estas

duas quantidades, expressoes (6.4) e (6.5).

Nosso proposito é mostrar — para os primeiros termos nao-triviais da expressao (6.4) e exata-
mente para (6.5) — que as quantidades T" e L correspondendo as quantidades (6.4-6.5) na nossa

teoria, depois da fixacdo de calibre, satisfazem as condigoes de invariancia (6.3).

Antes da fixacao de calibre feita no Cap. 5, pode-se mostrar que as fungoes T' e L satisfazem
(6.2), o que significa que estas fungdes, sdo constantes de movimento, isto é, observaveis da
teoria. Veremos se estas quantidades ainda podem ser interpretadas como observéveis, depois

de ter levado a cabo a fixacao parcial de calibre.

Na representagao fundamental do grupo (A)dS os geradores J; podem ser representados pelas

matrizes:

S() = %\/EO’;;,
S = —%\/UKO'17

S2 = _%\/50-27

onde 01,09 e 03 sao as matrizes de Pauli. Eles estao relacionados a forma de Killing k;; por:

1 o
Dessa equacao obtemos facilmente que,
TI'(S,LSJ> = _%kz] s
o
Tr(S;,55,55,) = v g Kijs
o 1
Tr(S;,8555555) = == Fins Fiaiabnt + ki ioKjaga -

8 8’
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Escrevendo (6.4) numa forma explicita, teremos

= fgefofodrfofo e

O sub-indice ¢ = 0,1,2,... em 7T; indica a ordem de homogeneidade nas varidveis de campo.
Usando as expressoes de A’ em termos de w,, e} dadas por (4.6), tomando em conta a condig¢ao

de calibre y ~ 0, obtemos

TO = Tr(12><2) :2,

T m%A) —0,
1

T, = Tr(EP]{A]{A)

= / dﬁl/ ngA’ 01 AJ QQ)TI"(SS)
d (9214z 91 )klj

er(02) K + w,(61)w,(62))
T3 =

oo
= ——/ del/deg

——/ d@l/ deg/ d@g/ d94 K2 ! 91 (92)6;(93)6;(04)
+Ke,(01)e,(02)wa(03)w(04) + Kw,(01)we(02)ey(0s)e, (64)
Fw, (01)wy (02)wy (03)w, (0,) — Kel (01w, (02)el (05)w,(0,)
—Kw,(61)e, (02)w.(03)e,(04) + Key(61)wa(02)w,(0s)e, (64)
FEw, (61)e, (02) e, (03)w(64)) -

Determinemos agora os colchetes de Dirac do observavel T com os vinculos
{G1W), Ty = {GW),To+Ti+To+-}p. (6.8)

Até a ordem 2:

{gi(y)v TO}D =0= {gi(y%Tl}D )
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@07y = =5 [ db [ a0 {Gi0). OO + wiow e},

_ _Ke U d@l/dﬁge 5(01—y)
/ 6, / dbsel( y)}
+ wa { / db / dBsw,(62)8(01 — )
/ b, / dbsw,(61)8 02—y)]
— —Ke V d@l/ dbse,(02)6(61 — y)
/ db, /0 dbyel( 92—11)}
+ Ky { / i, / 000, (02)5(0, — y)
/ 6, /@ 010, (0)0 y)]

= TKel)d, [ / dse (63) + /y dbye! (91)]

n % Kuw,(y)d, { /O dfrw,(02) + /y 272101%(91)}
= 0.

Em conseqiiéncia, até a ordem 75,

{G1(v), T}p =0. (6.9)

Facamos agora, o calculos para G)(y). Mas antes vejamos a ordem nos campos para estas

fungoes. De (5.24) temos,

g(')(:v) = go2( )+QO4(x),

onde

962(1’) = O-eiaz'(ﬁ - O-al‘eglna$¢7 (610)

Goa(x) = k(ep)™s — (e;)*wen (6.11)

representam fungoes dos campos e momentos; Gl,(z) ¢ de segunda ordem e Gy, (x) de quarta

ordem.
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Com ajuda de (5.29), (5.30), (6.10), (6.11) e da definigao (3.13), obtemos facilmente que:

{Go(y), ex(2)}, =
{Go2 (), wa ()}
{Gou(y), i (@)

)

{964(9)7

g

(
@)}, =

tp

S

x(x

0,
—00;(0(y — v)ey) —
5(34 - x)(ealc)zwl‘ ’

—Ko(y — x)(e;)

r)ey),

00, (6(y —

entao, usando estas expressoes teremos que

{g(/)(y)a TO}D =0= {g(,)(y)7T1}D

{gé(y), T2}D {goz

+wx 01) ( 0-892< 92

T2}D + {964(y), T2}D = {géz(?J)aT?}D +0(4)

-7 / iy [ 02 {Goofu). cL(O)ELOIE + (00, (02)}, + O

__/ d01/ dbs [ (=005 (5(61 — y)

e, (0)

0'892 ((5(

y)e(02) — — ) 0p,4(02)))] + O(4)

_% [_e;(y)aj (/0392%(92)) + dyen ()0, (/ycw?wxwﬁ)

ettt (| ) + ek, / )| +o)

0+0(4),

— 009, (5(01 — y)Dp, e, (61))) wa(62)

(6.12)

onde O(4) representa as contribui¢bes de quarta ordem e ordem superiores nas variaveis de

campo. Agrupando todos os termos, para G)(y) temos finalmente que, até a ordem 2 inclusive,

{g(/)(y)a T}D =0.

(6.13)

Mostramos assim que o colchete de Dirac do Lago de Wilson 7', expressao (6.4), com cada um

dos vinculos sendo nulos ou fracamente nulos, é um observavel. Esta conclusao vale até, pelo

menos, na ordem considerada. Até esta ordem a quantidade T' é um invariante de calibre.

Vejamos agora o caso da fungao L, expressao (6.5), que escrita explicitamente em fungao dos

campos, fica como:

L

ij o
k j¢i¢j = g(@o

1

)+ (e + (@),

(6.14)



onde @y = cdh/el

com ¢y,

o4

. Antes de iniciar o cilculo, determinemos os colchetes de Dirac dos vinculos

o

{Go(@)po(@)}p = == (Bulelen)’r) + eeywidut))

O 0z 0s€,

{Qi(e),gpo(:v)}D = oe—— —0¢ n

e (ez)?

Com ajuda destas duas ultimas expressoes conjuntamente com (5.27-5.30) e (5.34), teremos:

{Gi(e), L}p

{Go(e), L} p

Observando as egs.

{ati. fpten? + o+ w1}
2790 (G1(6). o@)}p + 222 (Gh(6). 1 (@) p + 20 (G100

2% ( 02 — 6(9361/}316;) + 2oL (c€dpip1) + 2€00,1)

K(el)? K
0'6900 6@1 , ~
2 pdhe) + 2 i) = 0. (6.15)
{%() % (o)’ +%<¢1>2+<w>2}[}
2720 1G5(6). ool)}p + 2 {Gh(6), 1 ()} p + 26-{Gh(6), 0
Kw (Du(e(el o) + eemwxw) + 220 (et + o0lco0)
+ 3Ke(ey)*V — 2ee,wyp1) + 20(—e(ey) 1)
_2—g1( )+ ;(ill Gl(z) ~ 0. (6.16)

(6.15) e (6.16), vemos que estas satisfazem (6.3), isto ¢, os colchetes de

Dirac da quantidade L com cada um dos vinculos é fracamente igual a zero, entao podemos

concluir que a quantidade L também representa um observével.

Em conclusao, na ordem considerada nos calculos, as quantidades T e L satisfazem (6.3) e

assim representam observéaveis de Dirac.

T e L correspondem, na presente teoria, baseada no grupo de calibre (A)dS, as quantidades

T e L calculadas na referéncia [25], onde estd mostrado que elas formam uma base algébrica

dos observaveis de Dirac da teoria topologica baseada no grupo de calibre compacto SU(2).

Podemos esperar que na nossa teoria 1" e L também formem uma base algébrica dos observaveis.
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Capitulo 7

Quantizacao

Teoria Quantica de Lagos (Loop Quantum Gravity), é uma teoria de quantizacao independente
de fundo (background) da relatividade cléssica, que produz uma geometria quantica discreta na
escala de Planck. O trabalho pioneiro em gravitacao quantica nao perturbativa sao os trabalhos
de Dirac [30] e de Wheeler e DeWitt [31] posteriormente. A idéia geral é de aplicar a trans-
formacao de Legendre (C.7) a agao de Einstein-Hilbert, dividindo o espago-tempo em espago e
tempo, e construindo assim a Hamiltoniana. A Hamiltoniana resultante é uma Hamiltoniana

puramente de vinculos.

De acordo com a teoria da quantizacao de Dirac dos sistemas Hamiltonianos completamente

vinculados, supoe-se que a Hamiltoniana vinculada H , atuando sobre o estado |¥) anula-o,
H|U)=0. (7.1)

Esta equagao que define |¥) como um estado “fisico”, elemento do subespago de Hilbert “fisico”
‘H, é a bem conhecida equagao de Wheeler-DeWitt ou equagao de Einstein quantica, da gravi-

tagdo quantica canonica. Ela se assemelha & equagao de Schrodinger sem o termo 0 |W) /0t.

A motivacao de desenvolver a dindmica Hamiltoniana do nosso sistema classico foi o desejo de
deduzir um sistema mecénico quantico correspondente. Na formulagao de Dirac da mecéanica
quéntica |7], a correspondencia é expressa pela substitu¢ao dos colchetes de Dirac por comuta-

dores entre operadores, conforme a notacao abaixo

{ ) }D_)_ﬁ[ ) ] (72)
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Poérem, tal prescricao pode estar sujeita a ambigiliidades.

Com a consisténcia da nossa teoria classica, o primeiro passo para construir uma teoria quantica
é construir o espago de Hilbert cineméatico [15,16] dos estados do sistema, através da imposi¢ao
dos vinculos; logo construir um espago de Hilbert fisico formado dos estados |¥) obedecendo as

equagoes de Wheeler-DeWitt (7.1). Aqui s6 uma parte restrita desse programa sera descrita.

Vejamos primeiro a algebra dos operadores de campos, e em particular os comutadores dos

vinculos da teoria.

7.1 Algebra dos Campo e dos Vinculos

Promovemos nossos campos classicos em seus correspondentes operadores quénticos atuando
num espago de Hilbert “cinemético”, supondo ja construido, previamente a imposicao dos vin-
culos [15,16]. Devemos identificar os correspondentes pares de variaveis canéonicamente con-
jugadas, o que é necessario para resolver o problema inerente de ordenamento dos fatores na
transicao da mecanica classica para a mecanica quantica, via o principio de correspondéncia.
Escrevemos entao nossos vinculos classicos em forma de operadores, os quais serao ordenados

COINo:

Gh(@) 1 = 0(0%)el — 00,006l + k(el)® — @gr(el)?, (7.3)
L Gl(x) : = (0,01)ek + DO, . (7.4)

Tenhamos em conta que estes vinculos : Gj(z) : e : G{(z) : estao escritos em um ordenamento
particular simbolizado pelos : - - - :. Aos colchetes de Dirac dos campos correspondem comuta-
dores, eq. (7.2); em particular, as relagoes de comutacao bésicas das variaveis canonicas serao

definidos como:
(h@). 3] =indle ), |@(@),d]=id - y)

(os outros comutadores sendo nulos). Para evitar problemas de singularidades “ultravioletas”,

podemos introduzir uma regularizacao 4, da distribui¢ao de Dirac §, tal que, no sentido das
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distribuigoes,

lim J,(z —y) = d(z —y). (7.5)

n—0o0o

Para facilitar os calculos consideremos os vinculos integrados com fungoes teste e(z) e n(z):

Gi(e) = /dxeéa<x>,

Gi(n) = /dynéi(y)-

Analogamente ao caso classico, porém sempre tomando em conta o ordenamento escolhido das

variaveis canonicas, os comutadores dos vinculos sao dados por:

M~

Go(€). Go(m)| = iho fda(e on — noue) (€1)? : Gl(a)

Gi(e), Gi(m)| = =ik [dz(2¢ um — nde) : Gola) -
- : (7.6)

~

:Aé(E); Ai(ﬁ) = ihfdx(Qnaxe —€0,m) : Go(x) :

G1(0.Gi(n)] = ~ih [ dale0n — nse) : Ga(a)

Vemos assim que os operadores de vinculos satisfazem uma algebra de Lie equivalente a seu
analogo classico. Este resultado esta mostrado na ref. [32]. Ele é formal por enquanto, pois o
espaco de Hilbert onde atuam os operadores de campo e a definicao precisa dos operadores de

vinculos ainda nao foi feita.

Alem de usar o principio de correspondéncia para substituir campos cléssicos por seus corres-
pondentes operadores quanticos, a quantizagao canonica requer que escolhamos um conjunto
de fungoes (chamadas as vezes de variaveis elementares) sobre o espago de fase da teoria em
consideracao, para logo encontrar uma representacao sobre o espaco de Hilbert H. Com os
campos el w, e os momentos conjugados ¢, temos quatro possibilidades para escolher o

conjunto maximo de varidveis basicas que comutam, podendo ser:

~ - 5 [} ) —6
U [e;,w,] com, ¢(x) = —@hm lw) = —ihe ()’
5 1)
Ul Y] com, ¢(z)= _ih—del(:c) , Wy () = z’h—w(m) ;
6 o (o) — ihd
U p1,¥] com, é,(x)= zhé%(m) . W(x) = Zh(w(x) "
Vo1, w,] com, éy(x) =ih ’ d(w) = —ih :

dpr(x)’
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A ultima representagao, é escolhida nas ref. [15,16, 32|, onde ¥ é um funcional dos campos

v1(z) e wy(x).

Uma primeira tarefa é a construgao de um espaco de Hilbert desses funcionais ¥, com produto
escalar bem definido, e onde os operadores do campo sao autoadjuntos, os campos ¢, e W,

atuam multiplicativamente, e é1(z) e ¢)(x) atuam como derivadas.

A segunda tarefa é a definicdo dos vinculos como operadores auto-adjuntos, obedecendo &s

regras de comutagao (7.6).
Finalmente, uma vez definidos o espago de Hilbert H e os operadores, temos que resolver (7.1).

Como sabemos, a dindmica do sistema esta definida pela Hamiltoniana (5.35). Em conseqiiéncia,

as equagoes que definem a dindmica quéantica, sao:

Gy(x) W) = 0, (7.7)
Gl(z)|W) = 0. (7.8)

Elas selecionam os estados fisicos do sistema, elementos do espaco de Hilbert H f;gico-
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Capitulo 8

Conclusao

Apesar da gravitacdo em um espacgo-tempo 2-dimensional, nao ser um modelo real de nosso
universo, o modelo simples estudado neste trabalho nos permite entender melhor as dificuldades

apresentadas na gravitacao do mundo real.

No nivel classico construimos uma teoria fisicamente consistente, vimos que a teoria é descrita
por uma Hamiltoniana completamente vinculada, mais precisamente com vinculos de primeira
classe, os quais sao os geradores das transformacoes de calibre da teoria. Estas transformacoes
de calibre contém as transformagoes de difeomorfismo. Vimos que, apos a fixagao parcial de
calibre no calibre temporal, através do calculo dos colchetes de Dirac e a resolucgao explicita dos
vinculos de segunda classe produzidos pela fixacao de calibre, as simetrias de calibre se reduzem
as simetrias de difeomorfismos temporais e espaciais, gerados pelos vinculos de primeira classe
G'v e G'1, e no caso de G'y, a menos de equagoes de movimento, vinculos e uma transformacao

de Lorentz local compensatoéria, necessaria para manter a fixagao de calibre temporal.

Consideramos duas quantidades candidatas para observéveis de Dirac, o Laco de Wilson T e
uma quantidade L quadratica nos campos escalares. Verificamos que os colchetes de Dirac
destas quantidades com os dois vinculos se anulam fracamente, quer dizer, a menos de termos
proporcionais aos vinculos, pelo menos na ordem de aproximacao dos calculos feitos aqui.
Dentro desta aproximacao, concluimos que L e T sao quantidades invariantes de calibre, isto

é, elas sao observaveis de Dirac.

Finalmente fizemos algumas consideragoes formais sobre a construgao teoria quantica corre-

spondente.
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Apéndice A

Variedades

A experiéncia indica que o espago-tempo é um continuo 4-dimensional, no sentido que este
requer quatro numeros — as coordenadas x*, y = 0,--- ;3 — para caracterizar um evento. Na
relatividade especial assume-se que isto é verdadeiro globalmente, isto €, todo evento no espaco-
tempo pode ser colocado numa correspondéncia um a um com os pontos de R*. No entanto na
relatividade geral onde a geometria do espago-tempo é dinamica, certas propriedades globais
nao triviais da estrutura do espago-tempo podem aparecer. Para isto é necessario trabalhar com
um conjunto no qual a vizinhanca de cada ponto veja-se como R*, tendo porém, propriedades

globais completamente diferentes.

Para a formulagao matemaéatica da Relatividade Geral é necessario conhecer algumas pro-
priedades béasicas sobre as variedades. Uma variedade M n-dimensional ¢, um conjunto que

tem uma estrutura diferenciavel localmente homeomoérfica a R™.

A.1 Espaco Topologico

Um Espago Topoldgico (X,C) consiste de um conjunto X junto com uma cole¢ao C de subcon-

juntos — os abertos — de X satisfazendo as seguintes propriedades:

1.0eCe X €C.

2. Para qualquer subconjunto finito ou infinito {U;} a unido satisfaz | J, U; € C.
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3. para qualquer subconjunto finito {Uy, ..., U, } a intersecao satisfaz (), U; € C.

A.2 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferencidvel M é um espaco topoldgico, que localmente é visto como sendo
R* porém nao necessariamente na sua extensao global. Mais exatamente, uma variedade M

n-dimensional é um conjunto satisfazendo as seguintes propriedades:

1. M é um espaco topologico.

2. Existe uma familia de pares (U,,?,) onde os U, sdo abertos de M e cada 1, é um
homeomorfismo (mapeamento um-um e continuo) ¥, : U, — V,,, V,, sendo um aberto de

R™.
3. Cada ponto p de M esta contido em ao menos um dos U,.

4. Se dois abertos U, e Ug tem uma intersec¢ao nao-nula, o mapeamento ¢,z = ¢, © w/gl :

Vo Vs — Vo[ Vs € um difeomorfismo (um-um e C™)

Cada tripla (U,, Va, ¥, ) é chamada de carta, cada fungao 1, representa um sistema de coorde-

nadas [2,3,33].

A.3 Vetores

Na relatividade especial, o espaco-tempo é o de Minkowski. Na relatividade geral ele sera um

espago-tempo Riemanniano.

Em geral, a cada ponto p no espago-tempo esté associado um conjunto de vetores localizados
naquele ponto; este conjunto é conhecido como espago tangente em p e é denotado por 7,,. Um
vetor pode ser decomposto em componentes com relagao a algum conjunto de vetores base.
Uma base é qualquer conjunto méaximo de vetores linearmente independentes. Para qualquer

espaco vetorial existe um numero infinito de possiveis bases, cada uma consistindo do mesmo
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numero de vetores. Este niimero n sendo a dimensao do espaco-tempo. Entao qualquer vetor

pode ser escrito como uma combinagao de vetores-base €,

Uma base particular é a base de coordenadas:
0,=0/0x", pn=0,---,n—1 (A.2)
Nesta base, um vetor escreve-se
V =V*#o,. (A.3)

onde V* sao as componentes do vetor.

A.4 Vetores Duais (Um-Formas)

Dado um ponto p do espaco-tempo ao qual estéd associado um espago tangente, é possivel
associar a este um outro espacgo vetorial conhecido como espaco vetorial dual. Este espago dual
do espago tangente T}, é usualmente denotado por T)7. O espago dual é o espago de todos os
mapeamentos lineares do espago vetorial original para os nimeros reais: as formas. Se w € T

é um vetor dual, entao este atua como um mapeamento tal que,
w(aV + W) =aw(V)+bw(W) €R.

onde V e W sao vetores e a, b sao escalares.

Definimos a base de coordenadas dual dxz* por
dxz"(0,) = o (A.4)

Os funcionais lineares sao chamados de vetores duais, vetores cotangentes ou formas. O efeito

de aplicar as 1-formas dx* a um vetor X ¢é selecionar sua p-ésima componente, isto é,

dz"(X) = X¥da"(9,) = X"o1 = X" (A.5)
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Entao

A.5 Formas Diferenciais

Com a defini¢ao da 1-forma pode-se escrever formas de ordem superior: uma 2-forma é definida

pelo produto tensorial antissimétrico ou produto exterior “A” de 1-formas.

1
— i v
w = 2!ww,dx Adz”.

Mais geralmente uma r-forma é dada pelo produto exterior de r 1-formas:

1

w = ﬁwm._,mdx‘“ Adxt? A N dahT (A.6)
Aqui
dx" N dat? A ... N datt = sinal(P)dztrr A dxtv2 A LA datr
com P sendo uma permutagao arbitraria de 1,--- ,r, e sinal(P) a paridade da permutagao de

17"' y ' —= D1, 5 Pr-

Temos entao que

Wy, = SINAL(P)wy,, oy (A.7)

A.6 Derivada Exterior

Uma maneira de obter uma (r 4+ 1)-forma a partir de uma r-forma w ¢é através da derivada

exterior, definida por

1 /0
dw = — FOp-por da¥ N dz" A ..o A datT
r! ox”

o fator dzx¥ Adz"* A ... Adxt vai implicar uma antissimetrizagao dos (r + 1)-indices v, piq, ..., i,

o que implica num fator extra de 1/(r + 1)! .
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A derivada exterior satisfaz a propriedade de que atuando duas vezes sobre uma r-forma w, da

origem a um resultado identicamente nulo:

1 (0w
2 _ _ 1---Mr A v 1 ro__
d*w = d(dw) = _7’! (—0$;L@x5 ) dx® A dx” Ndx"t Ao N datt =0 (A.8)

que ocorre devido & contracao dos dois indices simétricos na derivada segunda com os dois

antissimétricos em dz* A dz?.

A.7 Bases Nao-Coordenadas: Formalismo de Primeira Or-

dem

A partir de agora suponhamos uma variedade do espago-tempo equipada por uma métrica g,
definindo o produto interno dos vetores: na base de coordenadas, o produto de dois vetores V;

e V5 é dado por:
9(V1,V2) = g (2)V' (2) V3 (2). (A.9)

Como bases naturais para o espaco tangente 7, num ponto p, temos tomado a derivada par-
cial com respeito as coordenadas naquele ponto, d,. Similarmente a base de coordenadas no
espago cotangente T ¢ dada pelas 1-formas dz". Mas isto nao impede o uso de qualquer
outra base. Imaginemos que em cada ponto da variedade introduzimos um conjunto de ve-
tores base Er, (Er € Tp) (indicadas pelas letras latinas maitsculas para lembrar que eles ndo
estao relacionados a qualquer sistema de coordenadas). Escolhemos estes vetores base como

“ortonormais": seja que o produto interno destes vetores base dado por

9(Er, Ep) =ny, (A.10)

onde
no=o0; ni=10=1,...,D—=1); ny=0,(I#J)
+1 : espago-tempo Riemanniano, (A.11)

com o=
—1 : espago-tempo Lorentziano .

Assim 775 no espaco-tempo Lorentziano representa a métrica de Minkowski, ao passo que no

caso Riemanniano, a métrica n;; ¢ Euclidiana. O conjunto de vetores £} da base “ortonormal”
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é conhecido como vielbein. Em diferentes nimeros de dimensoes estes sao o vierbein (quatro),

dreibein (trés), zweibein (dois), em D-dimensées (D-bein), etc.

Dado que temos uma base, qualquer vetor pode ser expresso como uma combinagao linear dos
elementos desta base. Especialmente pode-se expressar os antigos vetores base J, em termos

dos novos:
O, =¢e, E; (A.12)
As componentes e, I formam uma matriz n x n inversivel. Denotemos a inversa por E* ,
Ef p=n19"e,”, (A.13)
a qual satisfaz
Etre, =" e, EF; =6, (A.14)

os E*" ; sao as componentes do vetor E; na base de coordenadas:

E; = B* 0,
Em termos dos veilbein (A.10) fica
9uwE" 1B 5 =mn1y (A.15)
ou equivalentemente
g () = e, " (x)e, T (2)nrs (A.16)

De (A.15) vemos que as componentes do tensor métrico na base ortogonal sdo aquelas do tensor
da métrica plana, n;;. Entao podemos subir e baixar os indices latinos com a métrica plana

nrs e sua inversa n'”.

Quando expressamos a métrica através do D-bein, temos mais graus de liberdade para descrever
a mesma geometria, assim temos redundancias, o tensor métrico tem D(D + 1)/2 componentes
independentes, enquanto o D-bein e,/ tem D? componentes. Isso significa que muitos D-bein

descrevem a mesma métrica, e eles estao relacionados uns aos outros por transformacoes locais
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— ou de calibre. Desta maneira temos

el(x) = e(2) = (AT y(2)e’ (z) = Ay (2)e’ (), (A.17)
E'(z) — E"(z) = A (2)E’(x), (A.18)

VvV € M. Definimos as 1-formas de D-bein por
el =e,’dz”, (A.19)

aqui B' =" Ey e Ayt =nxn™ A% L.

Escrevemos para posteriores fins a identidade ,
dAA™ + Ad(A) =0, (A.20)
obtida pela diferenciacio de AA™! = 1.

Posto que a métrica do espaco-tempo deve ficar invariante sob essas transformagoes, a matriz

A’ ; deve satisfazer,
N kAL =nkr
que implica
SO(D) , se (M,g) é Riemanniano
SO(D —1,1) ,se (M,qg) é Lorentziano

A e

Assim o grupo de calibre é o grupo de Lorentz. Sob essas transformagoes de calibre os indices
de espago-tempo sao deixados invariantes enquanto que os indices internos sao rodados. Assim,
0 D-bein define um sistema de coordenadas (pseudo-)ortonormal no espago tangente em cada

ponto do espaco-tempo, cujas bases podem ser rodadas livremente.

Similarmente, podemos considerar uma base ortonormal de um-formas em 7)7. Em particular,
el, definida por (A.19) fornece uma destas bases. Com efeito esta ¢ a base dual de Ej, pois

usando (A.14) verificamos que,
el (Ey) =65 (A.21)
O inverso da Equagao (A.19) ¢ dado por

dat = et e’ (A.22)
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Um tensor “de Lorentz", T7"Im ; _; (), é definido por transformar-se como:

I gy (1) = AhKl (z)-- .AIme (J;)AJlLl ()---

s AJnLn (ilj’)TKlme Ly-Ln (.Z') <A23>

sob as transformagoes de calibre. O D-bein é um exemplo (ver (A.18)). Qualquer outro vetor
pode ser expresso em termos de seus componentes na base ortonormal. Se o vetor V' é escrito
na base de coordenada, V' = V*0,, e na base D-bein, V' = VIE;, as componentes estao
relacionadas por:

Vi=e, Vi vFE=FpEr v

Assim os vielbein nos permite passar dos indices gregos para os latinos e vice-versa.

Os tensores também podem ser definidos com uma mescla de componentes, como exemplo,

1 I 1 I v
Vv J =€, VMJ:EMJVMZGM FE JVMV

As bases dos sistemas nao-coordenados, podem ser trocadas independentemente das coorde-

nadas. A tunica restri¢ao ¢ que (A.10) seja preservada.

Além das transformagoes locais, temos também as transformacoes gerais de coordenadas — os

difeomorfismos

't =2 (x),
sob os quais um tensor espago-tempo 7%, .. transforma-se como

oz Qx'tm Oz oxPr
p— .« .. .« .. 1... m
o axal axam ax/lll 81‘”’” Bn-Bn <x> .

T () (A.24)

Os difeomorfismos atuam-nos indices gregos yu, v, - - -, a0 passo que as transformagoes de Lorentz

locais atuam nos indices latinos I, J, - - - .

Num espago-tempo com coordenadas cartesianas a derivada covariante de um tensor do tipo
(A.24) é dada por suas derivadas parciais, porém para um tensor numa variedade Riemanniana
em geral, um termo de conexao é necessario, um para cada indice involvendo a conexao 1"2”. Um
procedimento analogo vale para uma base nao coordenada, porém substituindo os coeficientes

de conexao ordinaria FZ\W pela conexao de spin, denotada por w,’;. Para cada indice Latino
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tem-se uma contribuicao da conexao de spin, e a derivada covariante escreve-se por exemplo,

COo1mo:
DXy =dX'j+wl e AN XT ) —w ;A X, (A.25)

A derivada covariante é definida pela propriedade de DX ser um tensor de Lorentz se X é um

tensor de Lorentz. Em conseqiiéncia a conexao w se transforma sob o grupo de Lorentz como
w/[J :AIKwK (Afl)LJ_FAIK(dAfl)KJ. (A.26)

A conexao de spin pertence a algebra de Lie do grupo de Lorentz, o que significa que

w' = —w’’, onde w' =nFuwk. (A.27)

Chega-se nesta expressao assumendo que a métrica n!’ seja invariante, isto é
1J 1J I kJ J Tk
D =dn +w ™ +w g " =0

dado que n!? é uma constante entdo dn’/ = 0. Em conseqiiéncia de (A.27) pode-se escrever,

no caso de dimensao igual 2,
w'” = we!” (A.28)
onde €7 & o tensor de Levi-Civita.

Qualquer tensor com alguns ntmeros de indices gregos inferiores antissimétricos e alguns
ntimeros de indices latinos podem ser pensados como uma forma diferencial. Vejamos as
expressoes da torsao e da curvatura neste formalismo, pois estes dois tensores caracterizam

qualquer conexao dada.

As relagoes que definem a torsao e curvatura sao respectivamente:

T! = Del =de’ +w';ne’, (A.29)

RIJ = deJ+wIKAU)KJ. (ABO)

Estas duas ultimas equacoes sao chamadas de equacoes de estrutura de Cartan, onde R,

I

simboliza a 2-forma de curvatura de Riemann. Lembre-se que a base e e a conecao w! ;, ambas
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1-formas, sao definidas por:

el = e, dr" (A.31)

w'y = w,!da. (A.32)

Entao os tensores torsao e curvatura escritos em componentes sao dadas pelas relagoes:

1
! = §T1de“/\d:c”, (A.33)
1
R'; = §RIJde“/\dx”, (A.34)
onde
TIW = (9“6”[ — 8,,6/ + wMIJel,J —w,’ye,’ (A.35)
RIJ;LV = 8,U,U}V]J - aywp,{] + quKquJ - wz/IKquJ (A36)

Os coeficientes T v 830 as componentes do tensor torsao e R! Juv 520 as componentes do tensor

de curvatura de Riemann.
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Apéndice B

Grupo e Algebra de Lie

B.1 Algebras de Lie

Usando o fato de que os grupos de Lie sao variedades diferencidveis, pode-se aproximar a
vizinhanga de qualquer ponto do grupo de Lie GG por um espagco vetorial, tangente ao grupo de

Lie naquele ponto particular. Esse espaco tangente possui a estrutura de uma algebra de Lie.

Um espago vetorial G sobre um campo K, se chama algebra de Lie sobre K se existe uma
operagao bilinear (chamada operagéao de colchetes) G x G — G. Mais precisamente, uma éalgebra
de Lie G é um espago vetorial sobre um campo K equipado de um produto (z,y) — [z,y| com

as seguintes propriedades:
1. Antissimétrico, isto é [z,y] = — [y, z] (o que implica [z,z] = 0),
2. é bilinear, [z,ay + bz] = ax,y] + b]z, ],

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, [z, [y, z]] + [z, [z,y]] + [v, [z, z]] = O.

Va,y,2 € G; a,b e K.

A dimensao desse espago vetorial é igual a dimensao do grupo de Lie. Denotemos por J,(a =

1,...,dim(G)) uma base da algebra de Lie; num ponto do grupo G, eles satisfazem

[Jas Jo) = fap e, (B.1)
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se nos movermos de um ponto de G a outro, esta relagao nao altera-se, conseqiientemente

[

as quantidades f,, ¢ sao independentes. Por esta razao elas sao chamados de constantes de

estrutura do grupo de Lie GG. Os geradores J, satisfazem em particular a identidade de Jacobi
s [ Jel) + s [ ]+ [y [ Jal] = 0. (B.2)
De (B.1) e (B.2) pode-se ver que as constantes de estrutura satisfazem:

fabC = _fba C> (B3>
fadefbcd+fcdefabd+fbdefcad207 (B4>

a primeira delas é devida a antissimetria do colchete e a segunda a identidade de Jacobi. Usando
o mapeamento exponencial, os elementos g da parte de G conectada a identidade! podem ser

escritas como
g = exp(e*J,) (B.5)

onde os €* sao parametros do grupo de Lie. Se conjugarmos elementos da élgebra de Lie com
elementos do grupo de Lie obtemos elementos da algebra de Lie. Se L e J sao elementos da

algebra de Lie temos que

1
2!

elTe ™t = J+
=1
- 3 ey
n!

L)+ o (L L))+ (B.6)

onde adyJ = [L, J]. Os termos no lado direito de (B.6) sdo elementos da algebra de Lie, por
tanto a conjugacao ¢gJg~! define uma transformacao da &lgebra em si mesma. Em adicdo, se
9" = ¢'g, vemos que a composicao das transformacoes associadas a ¢’ e g d4 uma transformagcao
associada a ¢”. Estas transformacgoes definem entdo uma representagdo do grupo G, sendo o
espago da representacao a propria algebra de Lie de G. Esta representacao é chamada de

representagao adjunta do grupo de Lie.

LOs grupos de Lie que consideramos neste trabalho sendo conexos, essa propriedade valera para todo elemento
g de G.
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B.1.1 Matrizes da Representacao Adjunta

Definimos as matrizes d(g) por
9Jag™ Joda(9), (B.7)

estas matrizes sdo de dimensao n(= dim(G)), e elas formam uma representagao de G. Tomando

os elementos g; e gq, calculamos

Jd o(9192) = 9192Ja(9192) " = G192Jag5 g7
= glchctL(gQ)gII - gljcgfldca<g2)
= JdddC(gl)dCa(g2> .

Posto que os geradores J, sao linearmente independentes, temos:

d(g192) = d(g1)d(g2) -
Se g é¢ um elemento de G infinitesimalmente préoximo a identidade, podemos escrever:
g=14+¢€"J,.
com €” infinitesimalmente pequeno. De (B.7) temos

(1+€e*J) (1 —€J.) = Jdp(1+€"J,)
= J(0f + €d(Jn)) = o + € [Ju, )

= S+ fun e
Posto que os parametros infinitesimais sao arbitrarios, obtemos

dcb(Ja> - fabca (B8)

por conseguinte, na representacao adjunta, as matrizes que representam os geradores sao dadas
pelas constantes de estrutura da algebra. Isto define a representagao matricial da algebra de Lie
na representacao adjunta. Mais geralmente, cada vez que se tem uma representacao matricial

do grupo de Lie, adquirimos através do mapeamento exponencial uma representacao matricial
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da correspondente algebra de Lie [34].

B.2 Forma de Killing

Dada qualquer algebra de Lie G com elementos x,y € G, definimos a forma quadratica k(z,y) =
Tr(ad z ad y), onde ad = é uma matriz que denota = na representacdo adjunta. Entéo, k é uma
forma bilinear sobre G, chamada a Forma de Killing. Também £k é associativa no sentido que
k([zy], z) = K(x, [yz]). Isto segue-se da identidade Tr([z,y]z)=Tr(x[y, z]). Uma algebra de Lie
G sobre o campo K ¢é dita semi-simples se sua forma de Killing k(z,y) é ndo degenerada, e um
grupo de Lie se chama semi-simples se sua algebra de Lie é degenerada. Serao estes os tipos de

grupos que estudaremos |35, 36].

Consideremos tensores M., (i,7,k,.. = 1,2, ..., D), numa representagao de dimensao D. Os
geradores sao representados por matrizes J,, (a = 1,2, ...d dimensao do grupo), com elementos

Jai7. As transformacoes infinitesimais do tensor M; ;... sao dadas por
IMj... = € (Jai " Mjke: + Joj " Mimpeo. + Jak " Mijme. + -+ ); (B.9)
para um tensor M, ... invariante, cumpre-se a relagao;
Joi " Mk + Jaj " Mipgeeo. + Jai " Mijm... +--- = 0. (B.10)
Os indices da constante de estrutura sao levantados e abaixados com a métrica Killing &,

fabc = kcefab c

kqp € um tensor invariante e simétrico, na representagao adj. (J, — fup©):

facekeb + fabekce = facb + fabc = 0.

Entao

fabc = _facba

e de (B.3) sabemos que fue = —fpae, podemos concluir desta maneira que a constante de

estrutura é completamente antissimétrica com respeito a seus trés indices, isto €, fupe = flabq-
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A forma de Killing em funcao das costantes de estrutura escreven-se como

ag
kab - _Efacdfbdcy <B11>

onde 0 = +1 (+1 para o espago Euclideano e —1 para o espago Lorentziano). Este forma de

Killing define uma forma quadratica invariante sobre a élgebra de Lie:
(A, B) = kg, A"B* = (B, A) (B.12)

onde A% e B® sao as componentes de A e B na base {J,}, A = A%J,, B = B%J,. Podemos

provar uma importante identidade de permutagao ciclica
(A4,[B,C]) = ([A,B],C) = (C,[A, B]) , (B.13)
com efeito;
(A,[B,C)) = kA" [B,C)" = kyA*[B"J4, C°J.)"
AaBdCekabfde b= AaBdCEfdea = AaBdCEfade
= [A, B].C® = k[A, BJfC® = ([A, B],C) = (C,[A, B]) .

Mudangas de sinais ocorrem em (B.12) e (B.13) se algums dos A, B,---, sao formas de grau

impar.

B.3 Grupo de Sitter e anti-de Sitter (A)dS

O grupo de Sitter e anti-de Sitter (A)dS sao grupos semi-simples. Grupos semi-simples sao
preferidos como grupos de calibre porque eles tem um invariante no grupo, conhecido como a

métrica de Killing, o qual é usado para definir termos cinéticos para os campos de calibre.

Grupos que nao sao semi-simples contém subgrupos invariantes abelianos, e os geradores dos
grupos abelianos comutam entre eles. O fato de que eles sejam subgrupos invariantes implica
que muitas das constantes de estrutura da algebra de Lie sejam nulas; o que implicaria que a

métrica de Killing adquiriria autovalores iguais a zero impedindo sua inversibilidade.
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Apéndice C

Formalismo de Dirac para Campos

Vinculados

A construcao de uma teoria quantica para um sistema com muitas variaveis é em geral compli-
cada de formular. A teoria poderia ser mais simples se fossemos na correspondente mecéanica
classica, a qual poderia-se descrever por varidaveis com interagoes simples entre eles. Porém é
possivel que isto nao seja adequado para descrever a natureza. Para tratar este problema com
varidveis mais gerais, usualmente constroe-se uma teoria Lagrangiana em forma de campos.
Logo, usando algumas regras estabelecidas (transformagao de Legendre) podemos colocar a
teoria classica em forma Hamiltoniana, assim obtendo uma formulacao generalizavel & teoria
quantica. Geralmente este procedimento produz, além da Hamiltoniana dindmica, um conjunto

de vinculos que os campos devem obedecer — como pode ocorrer ja na mecanica quantica.

Em nosso trabalho tratamos de uma teoria completamente vinculada. Nao ha Hamiltoniana
dindmica, mas somente vinculos. O problema de desenvolver a dindmica de uma Hamiltoni-
ana classica consistente correspondendo a tal sistema Lagrangiana singular foi primeiramente
atacado por Dirac [24] depois Anderson ¢ Bergmann [37], Bergmann e Goldberg [38| entre

outros.

O tratamento de teorias singulares baseado no método de Dirac |7], ¢ muito aplicado na fisica
de altas energias, especialmente em teorias de calibre [8-10]. Com a presenca destes vinculos na
teoria temos que ter cuidado ao aplicar o formalismo de Dirac, especialmente quando surgem

os vinculos de primeira e de segunda classe, ja& que s6 os de primeira classe sao geradores de
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transformacoes de calibre, os de segunda classe devendo ser eliminados. Os graus de liberdade
de calibre associados aos vinculos de primeira classe devem ser fixados por “condigoes de calibre”
apropriadas, o que pode produzir novos vinculos de segunda classe, que deverao também ser

eliminados.

C.1 Principio da Acao

Assumindo que existe uma integral de acao S e que este dada por:

Sla(r). d(r)] = / UL ).

onde o integrando L(¢“, ¢*) é a Lagrangiana, ¢°(7) as coordenadas canonicas e ¢*(7) := dq®/dr
as velocidades canonicas. Conhecendo L, podemos obter uma Hamiltoniana e determinando a

Hamiltoniana teremos dado o primeiro passo para obter uma teoria quantica.

Consideramos L = L(¢%,¢*) com um numero finito de graus de liberdade sob uma variedade
M de dimensao m, (isto pode também ser generalizado para um sistema com ntimero infinito

de graus de liberdade).

Da variagao da integral da acao obtemos a equacao de movimento de Euler-Lagrange

d (0L oL
4oy @

Para ir ao formalismo Hamiltoniano introduzimos o momento candnico p,, definido por

Pa = (CQ)

aq*

Na teoria dindmica usual, supoe-se que os momentos sao fungoes inversiveis das velocidades.
Queremos ter a possibilidade de que estes momentos nao sejam todos fungoes inversiveis das
velocidades, isto €, que nao existe uma tnica solugao ¢* que expresse as velocidades em termos
das coordenadas e momentos canodnicos; quando isto acontece dizemos que estamos tratando
com Lagrangianas singulares.

Mais precisamente, uma Lagrangiana é chamada de singular se o determinante da matriz hes-
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siana é nulo, isto é:

O*L

det(w) =0

(C.3)

Supondo que a ordem da matriz (C.3) seja m —r com 0 < r < m. Entao podemos resolver

(a0 menos localmente) m — r velocidades ¢*, A = 1,--- ,m — r para m — r momentos pu,
permanecendo r velocidades ¢¢, i = 1,--- , 7.
aL(QJ q) . . a %
A = ¢* =", pa, '), (C.4)

onde as equagoes restantes, p; = OL/0¢’, nao devem depender dos ¢' consideremos as equagoes

que definem os momentos p;,

9L(q, q)
i a; =Di = o ) C5
mi(q", pa) = p o (C.5)
deduzimos que os p, nao sao independentes uns dos outros. As fungoes
¢i(q",pa) := pi — mi(q",pa) = 0, (C.6)

sao chamadas de wvinculos primdrios, que decorrem unicamente da Lagrangiana. Esta termi-
nologia ¢ devida a Bergmann e Dirac |7].

Consideremos a quantidade

H(q% pa, v') = (pav® = L(q", D)) jacjr(qoppwiy» V' = s (C.7)

(que é a transformagao de Legendre), chamada de Hamiltoniana primaria correspondendo a L.
A Hamiltoniana ¢ linear em v com coeficientes ¢;. Com efeito, diferenciando com respeito a v’

a, expressao
I:—,(qa7pa7 Ui) - pAqA<qa7pB7 Ui) + pivi - L(qau qA(qaupBa Ui)a Uj)

obtemos

] a ,.a - A a ,,a
OH OL(q* v ))qA] dq N [ . (8L(§U;v ))qA

Boi Pa= (=5 Bt
= p; —mi(q",pa) = $i(q", pa).
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Isto indica que (C.7) pode ser escrito como
H(q",pa) = Ho(q",pa) + v'0i(q", pa). (C8)

onde Hy, o qual independe dos v* é a Hamiltoniana canénical. Com a extensao dos vinculos

(C.6), as equagoes de Hamilton da teoria definida pela Hamiltoniana H podem ser escritas

COoImo

. OH 0H, 0

T o op Vo (©9)

, oL O0H 0H, .0¢;

Pt = == i 1

b 0q¢  dq,  Oqq v 0qa’ (€.10)

(&}
¢'(q,p) = 0. (C.11)

Estas sao as equacoes de movimento mais gerais da teoria, e sao equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange (C.1). Assim o espago de fase estd dado por ¢® e p, enquanto que os v* sdo
multiplicadores de Lagrange, os quais sao completamente arbitrarios. Para tratar estas equagoes

é conveniente introduzir o formalismo dos colchetes de Poisson.

C.2 Colchetes de Poisson

Se temos duas fungdes dos ¢* e pa, f(q,p) e g(q,p), o colchete de Poisson para estas fungoes é

definido por:

of dg af dg

L g} = — ) C.12
b 9q* Opa  Op, 0q° (C12)
Com esta defini¢ao temos:
{pa.d"} =6, {4*.¢"} = {pap} =0.
Seguindo a defini¢ao os colchetes de Poisson tem as propriedades:
! Hy representa a Hamiltoniana sem vinculos e as equagoes de Hamilton para esta sao: ¢4 = gf: epd = — gff:
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{f.9} = —{g, f}, é antissimétrico,

{fi+ f29} ={f1,9} +{f2 9}, € linear,

{fif2, 9} = [i{f2, 9} +{f1, 9} f2, lei do produto,

{f,{g,h}} +{h,{f,9}} +{9,{h, f}} = 0, identidade de Jacobi.

Com ajuda dos colchetes de Poisson (C.12) e as equagdes de Hamilton (C.9) e (C.10), as

equagoes de movimento, para qualquer fun¢ao g = g(g, p), podem ser reescritas como:

. dg . dg . i
— 7 n 7 — H ? 1 1
g 9qnq apnpn {97 0} v {97 ¢z} (C 3)

Suponhamos que (C.13) escreve-se como:
g=1{9,Ho+v'¢:}. (C.14)

Os coeficientes v nao sao fungoes de ¢® e p,, assim (C.12) nao pode ser usado para determinar o
colchete de Poisson (C.14). Entretanto podemos usar as propriedades dos colchetes de Poisson,

obtendo

g="{g9,Ho} + {g.v'} ¢: +v' {9, 0:} . (C.15)

Aqui o colchete {g,v'} nao ¢ bem definido, porém ele ¢ multiplicado por algo que anula-se,
¢;, assim (C.13) e (C.14) concordam. Aqui temos que ter cuidado em nédo usar estes vinculos
antes de trabalhar com os colchetes de Poisson, caso contrario poderiamos obter um resultado
errado. Para lembrar desta regra no formalismo de Poisson, escrevemos (C.6) como equagoes

com um simbolo diferente de igualdade “~”. Assim (C.6) é escrita como

O simbolo “~ 07 significa “ fracamente igual a zero” (terminologia introduzida por Dirac), o que
significa que ¢; poderia ter colchetes de Poisson com algumas variaveis candnicas que nao se

anulam. Assim nossa equacao de movimento pode ser consistentemente escrita como:

g= {g,ﬁ} , (C.17)
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onde
H= Hy + Ui@ (C.18)

é chamado de Hamiltoniana total.

C.3 Condicoes de Consisténcia

Vejamos as conseqiiéncias das equagoes de movimento. Os vinculos primarios forgam o sistema
a uma subvariedade do espago de fase definida por ¢; = 0, (i = 1,---,r). Isto é consistente
com a dindmica se, e somente se, aquela variedade ¢ invariante, isto é, se (C.13) ou (C.17) com

g = ¢;, se anulam. Entao, deverfamos ter por consisténcia

sobre a superficie de vinculos M := My do espaco de fase. Temos trés possibilidades:

1. com ajuda dos vinculos primarios as equagoes valem identicamente;

2. as equacoes reduzem-se as equacoes independentes dos v?, assim envolvendo unicamente
os q e p. Tais equagoes poderiam ser independentes dos vinculos priméarios, sendo da

forma

b = x(q¢",pa) = 0;

3. se (C.19) nao se reduz ao 1° ou 2° caso, entdo impdem-se condigoes sobre os v'.

O caso 1 nao tem problemas; o 2° indica que temos novos vinculos x(q%, p,) sobre os ¢’s e p’s.
Vinculos que aparecem desta forma sao chamados de vinculos secunddrios. Estes diferem dos
primérios ja que os vinculos priméarios sao simplesmente conseqiiéncia da definicao das variaveis
momento (C.2). Enquanto isso os vinculos secundarios fazem uso das equagoes de movimento

de Euler-Lagrange (ou Equagoes de movimento de Hamilton).
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Se temos vinculos secundérios aparecendo na teoria estes devem ser juntados aos vinculos

originais (C.6) fornecendo outras condigoes de consisténcia:

x = {x, Ho} +v" {x, ¢} ~ 0.

Com estas equagoes repete-se novamente o processo até que todos os vinculos independentes
e as condigoes sobre os v' sejam encontradas. Se resultam r’ novos vinculos (¢, &~ 0, 1’ =
r+ 1,---,r + 1) adicionaremos estes aos r vinculos priméarios; aqui [ é o nimero total de
vinculos secundarios. Tanto os vinculos primarios como os secundarios sao trabalhados da

mesma maneira, entao todos estes vinculos podem ser escritos juntos como
op~0, k=1, r+l=/f. (C.20)

Quanto ao 3° caso temos que observar que condi¢oes devem ser impostas sobre os coeficientes

v'. Estas condicoes sao dados por as equacoes

{¢]7H0}+UZ{¢]7¢I}%O7 (Zzlaarej:177f) <C21>
que dardo as condicoes sobre os coeficientes v,

Suponhamos que os v* sdo desconhecidos, e que em (C.21) tenhamos um ntmero de equagoes
lineares nao-homogéneas, com funcoes dos ¢ e p como coeficietes dos v?, e que as solucoes para

estes v’ sejam denotadas por:
vt = V(g pa). (C.22)

Tais solugoes devem existir, caso contrario significaria que as equagoes de movimento de FEuler-
Lagrange seriam inconsistentes. A estas solucoes particulares é preciso acrescentar a solugao
geral do sistema homogéneo v' {¢;, ¢;} ~ 0 associado a (C.21). Entao as solugoes mais gerais

possiveis de (C.21) s@o

v =V uU," (C.23)
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onde os U, s representam as solucoes do sistema homogéneo e os u®’s sao coeficientes arbi-

trarios. Substituindo em (C.18) temos uma nova Hamiltoniana total

H = Hy+Vig;+u'U,'d;,
= H' +u%,. (C.24)

com H' = Hy+ Vig; e ¢y = U,'¢;. O ntimero de coeficientes u® ¢ usualmente menor que o
. . i AN . .~ . ~ .

ntmero de coeficientes v*. Os v* tém que satisfazer condi¢oes de consisténcia, ao passo que os

u®’s sao coeficientes arbitrarios. Poderia-se tomar os u®’s como fungoes arbitrarias do tempo e,

ainda assim, todos os requerimentos da teoria seriam satisfeitos. Como resultado, as variaveis

dindmicas nao sao completamente determinadas em qualquer tempo. Observamos finalmente

que qualquer combinagao linear dos ¢ é um vinculo.

C.3.1 Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Uma classificagao mais 1til que a distingao entre vinculos primarios e secundérios é o conceito
de vinculos de primeira e segunda classe. Qualquer variavel dindmica R, funcao dos g e p, é

chamada de primeira classe se seus colchetes de Poisson com todos os ¢ sao fracamente zero:

De outra maneira R serd de sequnda classe. Se R é de primeira classe, entao {R, ¢;} tem que

ser fortemente igual a uma combinagao linear dos ¢’s, os quais sao fracamente zero. Assim

{R,¢i} =1 by (C.26)

Um fato importante das propriedades das fungoes de primeira classe é que os colchetes de
Poisson de duas destas fungdes ¢ de primeira classe. Em particular H' na Equagao (C.24) é de

primeira classe.
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C.3.2 Vinculos de Primeira Classe como Geradores das Transfor-

macoes de Calibre

A presenca das fungoes arbitrarias u® (a = 1,--- ,[l) na Hamiltoniana total (C.24) indica que
nem todos os p e ¢ sao observaveis, isto é, existe mais de um conjunto de valores das variaveis
canonicas representando um mesmo estado fisico dado. Porém a teoria tem que ser independente
destas fungoes. O fato dos coeficientes u® serem fungoes arbitrarias do tempo, significa que uma
variavel canonica em um instante qualquer poderia ter mais de um valor; ou melhor, dado um
conjunto inicial de varidveis canonicas em um tempo t; definindo completamente um estado
fisico, espera-se determina-lo completamente em qualquer outro tempo. Agora os coeficientes
u® sao fungoes arbitrarias, o que significa que os valores das varidveis candnicas em um tempo
posterior t5 dependem da escolha dos u®*’s. Considerando em particular t, = t; 4 0t, a diferencga
entre os valores que toma uma variavel dindmica A no tempo t, correspondente a duas escolhas

u® e 4%, com a Hamiltoniana (C.24):

i = {ary={aH vuwo)={a 8]} +u (46
0A = (u"— @) {A ¢u}

de onde temos que
0A = (u® —a")6t{A, ¢} = u{A, o.}, (C.27)

com du® = (u® — u*)dt. A transformagao (C.27) nao deve alterar o estado fisico em ¢5. En-
tao estendendo a terminologia usada em teoria de campos de calibre conclui-se que os vincu-
los geram transformacoes de calibre. As transformagoes que nao mudam o estado fisico, as
“transformacgoes de calibre”, formam um grupo continuo (grupo de Lie), o que implica que as
transformagoes infinitesimais formam uma algebra de Lie (com o colchete de Poisson). Entéao
os colchetes de Poisson dos vinculos ¢ gerando essas tranformagoes devem ser iguais a combi-
nagoes lineares dos tais vinculos. Em outras palavras, os ¢ que geram transformacoes de calibre
sao de primeira classe. Em geral as transformagoes (C.27) n@o sdo as tnicas que nao fazem

mudar o estado fisico. De fato temos:

1. O colchete de Poisson de dois vinculos de primeira classe {¢,, ¢,/ } gera uma transformagao

de calibre.
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2. O colchete de Poisson de quaisquer vinculos de primeira classe ¢, com a Hamiltoniana de

primeira classe H {qﬁa, H /} gera uma transformagao de calibre.

O ndimero de fungoes arbitrarias ¢ igual ao nimero de valores que toma o sufixo “a”. E é o

niumero de transformagcoes de calibre independentes.

As fungoes de primeira classe formam uma subalgebra sobre M. Agora todos os vinculos (C.20)
podem ser divididos em dois conjuntos, um consistente com os vinculos de primeira classe, com

base de vinculos linearmente independentes

»i(q,p) = 0 1=1,---,1, (C.28)
e os demais que ficam, N = f— I de vinculos, de sequnda classe, com base

©a(q,p) =0 a=1,---,N. (C.29)

Os v; e ¢, poderiam incluir vinculos primarios como também vinculos secundéarios.

C.3.3 Vinculos de Segunda Classe. Colchetes de Dirac

Os vinculos de segunda classe dao origem & matrizes N x N dos colchetes de Poisson, nao

singulares, denotados como

Cap = {¥a; s} - (C.30)

Dado que o determinante de uma matriz antissimétrica anula-se se sua dimensao for fmpar,
pode-se concluir que o nimero /N de vinculos de segunda classe deve ser par. Posto que Cyp €

nao singular sua inversa C’;é existe e satisfaz
-1
CapCa, = Oar - (C.31)

Agora construimos, para qualquer variavel dindmica A, uma nova variavel A" que tenha colchetes

que se anulam com todos os vinculos de segunda classe. A’ é dada por

A= A= {A g} Cilgs. (C.32)
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Com efeito,

{A/7 90’7} = {A7 QO’Y} - {A7 9001} 00761057
= {A7 QD’Y} - {A, (pa} 5047 =0. <C33>

Aqui {A’,;¢;} nao necessariamente é zero, ¥; sendo um vinculo de primeira classe.

Agora postulamos que os colchetes de Poisson de duas quantidades A e B sejam substituidos

pelos colchetes de Poisson das variaveis A" e B,
{A,B} - {A",B'} ={A, B} — {4, p,} C;ﬁl {¢s,B}. (C.34)

Apesar que A" ~ A, B’ = B, o colchete de Poisson {A’, B’} nao é fracamente igual a {A, B}.

Entao definem-se os colchetes de Dirac como

{A, B}p ={A, B} — {A ¢a} Co5 {95, B} . (C.35)
verifica-se que (fracamente)

{A,B}, =~ {A",B'} ~ {A",B} =~ {A,B'} . (C.36)

Se todos os colchetes de Poisson sao substituidos pelos colchetes de Dirac, a equagao (C.36) nos
diz que estamos escolhendo tratar unicamente de vinculos de primeira classe. Todos os vinculos
de segunda classe podem ser estabelecidos como iguais a zero fortemente, ja que os colchetes

de Dirac de qualquer fungao com vinculos de segunda classe é zero:

{A7 SO'Y}D = {A7 SO'Y} - {A7 (Pa} C;,BlcﬂW = O : (C37>

De (C.36) e da definicao (C.32) pode-se ver que {A,{B,C},}, ~ {A {B',C'}}, assim a
identidade de Jacobi

{AAB, Clpip +{B.AC, Al p}t, +{C{A B}y =0 (C-38)
é satisfeita pelos colchetes de Dirac fracamente.

Ademais de (C.38) as propriedades que satisfazem os colchetes de Dirac sao:
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{AaB}D:_{B7A}D;

{A,BC}, ={B,A},C+B{A,C},;

{¢a, A}, =0,V A(p,q), e p, vinculos de segunda classe;

{A, B}, =~ {A, B}, para B de primeira classe e A arbitrario.

{AA{B,C}p}, = {A,{B,C}} para B e C de primeira classe e A arbitrario.

Depois dos colchetes de Poisson terem servido a seu proposito de distinguir os vinculos de
primeira classe dos de segunda classe, todas as equacoes da teoria sao formuladas em termos dos
colchetes de Dirac e os vinculos de segunda classe sao convertidos em identidades expressando

algumas variaveis canonicas em termos de outras.
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