UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUCAO EM FISICA

Alex Rios Costa

Uma Revisao da Gravitacao Bidimensional
do Ponto de Vista da Gravitacao

Quantica de Loops

VITORIA
2007



ALEX RIOS COSTA

UMA REVISAO DA GRAVITACAO BIDIMENSIONAL
DO PONTO DE VISTA DA GRAVITACAO
QUANTICA DE LOOPS

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pos-Graduacao em Fisica do Centro de Cién-
cias Exatas da Universidade Federal do Es-
pirito Santo, como requisito parcial para
obtencao do Grau de Mestre em Ciéncias
Fisicas.

Orientador: Prof. Dr. C. P. Constantinidis

VITORIA

2007



UMA REVISAO DA GRAVITACAO BIDIMENSIONAL
DO PONTO DE VISTA DA GRAVITACAO
QUANTICA DE LOOPS

ALEX RIOS COSTA

Dissertacao apresentada ao Programa de P6s-Graduacgao em Fisica do Centro de Ciéncias Ex-
atas da Universidade Federal do Espirito Santo, como requisito parcial para obten¢ao do Grau
de Mestre em Ciéncias Fisicas.

Aprovada em 28 de Junho de 2007

CoOMISSAO EXAMINADORA

Prof. Dr. Clisthenis P. Constantinidis
Universidade Federal do Espirito Santo
Orientador

Prof. Dr. Olivier Piguet
Universidade Federal do Espirito Santo
Coorientador

Prof. Dr. Dafni Fernanda Zenedin Marchioro
Universidade Federal do Pampa

Prof. Dr. Flavio Gimenez Alvarenga
Universidade Federal do Espirito Santo



Dedico este trabalho & minha mae, Maria Coeli Rios
Costa, pois seu amor, seu companherismo e sua dedicagao
me foram fundamentais.



Agradecimentos

Primeiramente agradego a Deus por nunca me desamparar nos momentos mais dificeis da
minha vida.

Ao meu orientador Prof. Dr. Clisthenis P. Constantinidis pela orientagao, amizade e
confianca que depositou em mim durante estes dois anos.

Ao Prof. Dr. Olivier Piguet pela sua amizade, carinho e paciéncia em me ajudar neste
trabalho.

Aos Profs. Drs. Van Sérgio e Danilo Alves, por me incentivarem a fazer uma pos-graduacao.

Ao CNPQ), pelos dois anos de bolsa, pois sem isso eu nao poderia me dedicar exclusivamente
a este trabalho.

Aos meus amigos da sala do mestrado, pelo companherismo e convivéncia agradavel no
dia-a-dia de estudo. Em especial aos amigos José¢ André Lourenco e Luis Ivan Morales

Um agradecimento especial aos amigos Déborah e Gastao, por terem me estendido a mao
quando eu mais precisei e pelo carinho que ampararam toda minha familia.

A minha filha Gabriela Rios e a minha esposa Sabrina Rios, que sao os grandes amores da
minha vida.



"Vencer-se a si mesmo, controlar suas paixoes, devolver a
seu coracao a honestidade que ele herdou da Natureza, eis
a virtude perfeita. Que nossos olhos, nossos ouvidos, vossa
lingua, tudo em vos seja mantido nas regras da honesti-
dade".

Confucio



Resumo

Fazemos um estudo introdutério do formalismo da Gravitacao Quéantica de Loops. Uma breve
revisao da formulacao canonica da Relatividade Geral é realizada para motivar a introduc¢ao do
formalismo de loops. Mostramos como ele pode ser adaptado a gravitagao bidimensional, mais
especificamente ao modelo de Jackiw-Teitelboim, para o qual fazemos uma analise completa
da formulacao candnica, utilizando o formalismo de primeira ordem. Finalmente comentamos
como a quantizagao poderia ser implementada neste modelo.



Abstract

We make an introductory study of the formalism of Loop Quantum Gravity. A brief review
of the cononical formulation of General Relativity is performed, in order to motivate the in-
troduction of the loop formalism. We show how it can be adapted to bidimensional gravity,
more specifically to the Jackiw-Teitelboim model, for which we make a complete analisys of
the canonical formulation using the first order formalism. We finally comment on how the
quantization procedure could be implemented in this model.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o desenvolvimento inicial da relatividade geral e da mecanica quantica no inicio do
século XX, o grande desafio tem sido sintetizar esses dois temas da fisica numa teoria unifi-
cada consistente. Uma analise dimensional simples revela que a partir do comprimento de
Planck Ip = \/hG/c?® = 1,6 x 107 m efeitos quanticos devem ser levados em conta na teoria

gravitacional [1].

Varias abordagens tém sido consideradas nessa direcao, principalmente a teoria de cordas e
a gravitagdo de loops (LQG), sem contar as linhas de pesquisa mais tradicionais, como as
teorias perturbativas de gravitacao quantica, teoria de campos em espacos curvos, modelos de

triangulacoes dinamicas e geometria nao comutativa.

A teoria de cordas trata a relatividade geral em pé de igualdade com as demais interacoes,
sendo construida para ser uma teoria unificada de todas elas - eletromagnética, forte, fraca
e gravitacional. A (super) gravidade classica surge perturbativamente no regime de baixas
energias da teoria de super cordas. A formulacao nao perturbativa da teoria de cordas teve
um grande avanco a partir das descobertas das dualidades, D-branas, mas mesmo a partir das
descobertas mais recentes como a teoria M e a correspondéncia AdS/CFT, uma formulagao nao

perturbativa completa ainda esta longe de ser obtida.

Mas existe ainda um ponto fundamental na teoria de cordas que é alvo de criticas por parte da
comunidade dos relativistas. Trata-se do fato de nao existir uma formulacao da teoria indepen-
dente do background, ou seja, invariante sob difeomorfismos ativos. Esta é uma caracteristica

essencial da relatividade geral. A teoria de cordas ¢ formulada num background fixo, nao
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dindmico. Numa formulacao independente de background, nenhuma métrica classica deveria
aparecer nem na definicao do espaco de estados, nem nas varidveis dinamicas da teoria e, além
disso, ela deveria aparecer como um operador num espago de estados, em que eles proprios

fossem a superposicao de diferentes backgrounds.

A LQG é uma abordagem independente de background da gravitacao quantica. Sendo desde
o inicio construida como uma teoria candnica nao perturbativa e independente de background.
Tendo como base a relatividade geral e a mecanica quantica, ou seja, as duas teorias mais
bem estabelecidas até agora tanto em nivel conceitual como experimental. Portanto, nao é
necessario nenhum novo pressuposto tedrico, como supersimetria e dimensoes extras, e esta
abordagem apenas reformula a relatividade geral como uma teoria dindmica das conexoes.
Com esta escolha de varidveis a teoria passa a ser tratada de forma analoga as teorias de gauge
usuais, no sentido de que o espago de fase cinematico se assemelha ao da teoria de Yang-Mills

SU(2).

O ingrediente principal da LQG é a escolha das holonomias das conexoes como os graus de
liberdade fundamentais da gravitacao quantica. Desta forma, diferentemente da teoria de
cordas, a LQG nao pretende ser uma teoria de unificacao das demais interacoes fundamentais,
mas sim uma teoria que possa descrever com sucesso os fendmenos gravitacionais no nivel
da escala de Planck. Um dos pontos ainda em aberto dessa abordagem ¢é o fato de nao se ter
conseguido até o momento estabelecer uma conexao com os fendémenos a baixas energias, porém
j& existem alguns problemas bem entendidos como a descricao quantica de buracos negros e
horizontes cosmologicos que reproduzem os resultados de Bekenstein-Hawking na relagao entre

area e entropia [2,3,4,5].

Mais recentemente tem havido um grande avango na chamada loop quantum cosmology (LQC)
[6], mostrando que as singularidades cosmologicas podem ser eliminadas, e também prevendo
efeitos observaveis no espectro CMB [7]. Existem também alguns resultados que mostram como

a supersimetria e as dimensoes extras podem ser incorporadas no formalismo de LQG [8].

Outros questionamentos tém surgido a respeito dessa abordagem, por exemplo, o fato de como
se obter uma formulagao nao perturbativa consistente sendo que quando se quantiza a gravitacao
por métodos perturbativos obtém-se uma teoria nao renormalizéavel. A resposta para isso esta
no fato de que a prova da nao renormalizabilidade é baseada na disponibilidade de um espaco-

tempo de Minkowski, o que nao é correto num regime de espago-tempo quantico. Um dos
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resultados mais expressivos obtidos em LQG até agora foi o célculo dos quanta de geometria, isto
é, o espectro dos analogos quanticos dos funcionais de area e volume, mostrando-se ainda que
eles sao discretos. Sob este aspecto existe uma convergéncia de resultados advindos de outras
abordagens, como a teoria de cordas e geometria nao comutativa. Desta forma a indicacao
da estrutura discreta do espago-tempo introduz um cut-off natural na gravitacao quantica, que
deve atuar também como um regulador das divergéncias ultravioletas que atrapalham o modelo
padrao. Assim, as técnicas perturbativas usuais de teoria quéntica de campos nao podem ser
automaticamente utilizadas em escalas onde os efeitos quanticos gravitacionais sao levados em

conta.

Como discutiremos nesta dissertagao, a relatividade geral é uma teoria vinculada e os vinculos
sao equivalentes as equacoes de movimento. A transicao para a teoria quantica se da pela
quantizagao canodnica, utilizando-se o conhecido método de Dirac. Na abordagem de loops a
teoria classica nao vinculada é quantizada, necessitando que os vinculos quanticos sejam imple-
mentados mais tarde como operadores. Apesar de muitos resultados serem obtidos nos tltimos
anos, um completo entendimento de todos os vinculos, incluindo o vinculo Hamiltoniano, que
é o gerador "da evolucao temporal", isto é, a parte dindmica da teoria, é ainda dificil de ser
alcancada. Isto de certa forma nao nos surpreende, desde que nés nao esperamos obter uma
solugao completa de uma teoria altamente nao trivial e nao linear. Para tratar desta questao,
métodos covariantes para compreender a dindmica foram desenvolvidos nos tltimos anos. Este
desenvolvimento conduziu aos modelos entao chamados de "spin foam", em que as redes de
spin sao levemente "propagadas no tempo", conduzindo a uma formulagao de espago-tempo
para LQG. Esta formulagao oferece uma compreensao mais intuitiva do espaco-tempo quéantico

e é muito mais préoxima dos métodos da fisica de particulas.

A dissertacao esta organizada da seguinte maneira: No capitulo 1 faremos uma breve revisao
da gravitacao 4-dimensional, onde veremos que a relatividade geral pode ser representada como
uma teoria dindmica de conexao. A partir da secao 1.4 introduziremos o formalismo ADM
diretamente do formalismo de tetradas ("vierbeins"), desta forma toda a anélise canonica da
teoria poderd ser construida. Feito isto, estaremos prontos para procedermos as técnicas de

quantizacao de "loops", onde as holonomias sao os argumentos dos funcionais de onda.

O capitulo 2 trata especificamente da gravitacao bidimensional formulada em termos das vari-
aveis de Einstein-Cartan (formalismo de primeira ordem). Nesta dimensdo a acdo usual de

Eisntein-Hilbert é uma constante que nao nos leva as equagoes de movimento. Logo sera
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mostrado que a acao que descreve a gravitacao bidimensional é a acao de Jackiw-Teitelboim,
que como veremos na se¢ao 2.5, podera ser obtida a partir de uma teoria BF. Ainda neste
capitulo verificaremos a simetria da acao, que nos da como resultado importante o fato da
gravitacao ser formulada como uma teoria de gauge, onde a invariancia de difeomorfismo estéa

incluida na propria invariancia de gauge do grupo de de Sitter.

No capitulo 3 teremos toda a analise de vinculos sendo construida, verificando a existéncia
de vinculos de primeira classe como os geradores das transformacgoes de gauge da teoria. A
presenca desses vinculos e as liberdades de gauge associadas indicam que existem mais de um
conjunto de variaveis canonicas para um mesmo estado fisico. Logo, na secao 3.5 seré feita
uma fixagao parcial de gauge, seguindo os passos do que foi feito no capitulo 1 para gravitacao
4-dimensional, na qual os vinculos de segunda classe que surgem desta fixacao sao eliminados

a partir da utilizacao dos parénteses de Dirac.

Feito isto, apds toda algebra classica ter se mostrado consistente, é hora de determinarmos a
covariancia geral da teoria. E o que sera feito no capitulo 4, ou seja, mostra-se que o vinculo g;
é o gerador da simetria residual da teoria, e que g(’] gera os difeomorfismos temporais a menos
de difeomorfismos espaciais e equagoes de movimento, confirmando desta forma a invariancia

da teoria.

Por fim, para o capitulo 5, introduziremos a preparagao da quantizagao de "loop". Onde
iremos verificar que a algebra quantica dos vinculos, através de um ordenamento especifico, se
mostra andloga a algebra classica sem anomalias. O trabalho neste momento é entao finalizado,
restando-nos futuramente a construgao de um espaco de Hilbert Cinematico, onde um produto

interno sera definido.
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Capitulo 2

Formulacao Canoénica da Relatividade

Geral

A relatividade geral é geralmente apresentada como uma teoria métrica; no entanto podemos
representé-la como uma teoria dindmica de conexao. Esta reformulacao faz com que a rela-
tividade geral seja colocada num formalismo analogo ao das teorias de gauge, que descreve as
outras trés forcas fundamentais da natureza, de forma que, no formalismo Hamiltoniano, todas
as teorias partem da mesma cinemética. A diferenga esta claramente na dinamica, enquanto
a dindmica das teorias de gauge para outras intera¢oes dependem de um "‘background"’; a

relatividade geral nao depende [9].

Pretendemos nesta dissertacao, aplicar as técnicas do formalismo Hamiltoniano utilizado em
teorias de gauge a gravitagdo do ponto de vista da "Loop Quantum Gravity" (LQG). Nossa
abordagem & teoria bidimensional seguird os passos do que foi feito em (3+1) dimensoes. Esta
abordagem canodnica também conhecida como geometrodinAmica nao é nova [10, 11, 12, 13,
14, 15, 16|, mas a partir do trabalho de Ashtekar [17], onde novas variaveis canonicas foram
descobertas, foi que se gerou grande expectativa de solucao de problemas nao resolvidos da

gravitacao quantica.
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2.1 Acao de Einstein-Hilbert

A teoria da relatividade geral descreve a dindmica da geometria. A ag@o correspondente em

termos das variaveis métricas ¢ dada pela agdo de Einstein-Hilbert [18]

1
2% oo TV

onde k = 8:—3G, G ¢ a constante gravitacional, g o determinante da métrica g,, e R o escalar de

curvatura. Consideraremos a partir de agora ¢ = 1.

O fator i ¢ escolhido para reproduzir o limite Newtoniano na presenca de matéria. M é uma
variedade espago-temporal 4-dimensional, assumida na forma topoldgica M3 x R e equipada com
uma orientacao fixa. M3 é uma variedade 3-dimensional, e R indica a parte temporal. A acao
de Einstein-Hilbert é claramente um escalar sobre transformacoes gerais de coordenadas. As

equacoes de Einstein podem ser obtidas através do principio da acao 0Sgy = 0, onde teremos
v v 1 v
G" :R“—Eg“ R=0, (2.2)

sendo G* o tensor de Einstein para o campo gravitacional livre, sem matéria.

2.2 Acao de Palatini

1 I
Hs le/)? cam-

Na estrutura de Palatini as varidveis gravitacionais basicas constituem o par (e
pos 1-forma, tomadas como variaveis independentes (formalismo de primeira ordem), sobre a

variedade M. A acao de Palatini sera:

o

Sp — —
P ak )y

€CIJKL 61 VAN €J A RKL s (23)

onde €75k, € um tensor completamente anti-simétrico e R sendo definido como a curvatura da

conexao w9

Ri=dv+twAhw. (2.4)
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Denotemos por 0 = +1 a assinatura da métrica. Para o = 1, a variedade ¢ Riemanniana, ou

seja, o grupo de estrutura é SO(4). Para ¢ = —1 o grupo é SO(1,3), a variedade é Lorentziana.

Sendo assim, em contraste com a agao de Eintein-Hilbert (1.1), a agdo de Palatini depende de
uma varidvel adicional, a conexao w?, . De qualquer modo a equagiao de movimento obtida pela
variagao da agdo Sp com respeito & conexdo, implica que w’ ¢ completamente determinada

pelo campo e’ , (condigao de torgao nula):
T:=Del =de’ +w! ;¢ =0. (2.5)

Se agora variarmos a acdo com respeito ao campo e’ u, @ agao de Palatini se reduz na agao

familiar de Einstein-Hilbert

Sp(e,w(e)) =~ Sgy - (2.6)

A acao de Palatini apresenta, no entanto, dificuldades quando se pretende a partir dela, realizar
a transformada de Legendre e implementar o formalismo Hamiltoniano. A razao disso é que
quando os vinculos sao resolvidos, toda referéncia a dindmica da conexao é perdida. Este
problema pode ser corrigido usando a seguinte observagao: existe outra invariancia, construida
do par (e,w), com a extraordinaria propriedade de que sua adigao na agao original de Palatini
nao muda as equagoes de movimento. Esta acao modificada, determinada por Holst, é dada

por:

1
Su(e,w) = Sp(e,w) — %/ e' Nel Ry, (2.7)
M

onde v ¢ um nimero arbitrario, chamado parametro de Barbero-Immairzi.

E importante notar que v nao pode ser zero quando utilizarmos a acao de Holst em uma teoria
quantica. Por exemplo, os autovalores do operador area na base das redes de spin sao dados

por:
A=87yh G Vi(i+1) ;i=12..n, (2.8)

onde j; designam representagoes irredutiveis do grupo de gauge SU(2).

Ou seja, v nao apresenta nenhum efeito na teoria classica, as equagoes de movimento nao
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dependem dele, mas é importante na teoria quantica. Isso acontece também nas teorias de
Yang-Mills com o parametro § da QCD, onde podemos adicionar termos topolégicos na agao,
que classicamente as equagoes de movimento nao mudam. Isto induz a transformacao canénica
classica no espaco de fase, faltando ser implementada a nivel quantico. No caso gravitacional,
no entanto, v nao possui origem topologica, pois através da primeira identidade de Bianchi
o termo extra somado a ac¢do de Palatini se anula identicamente quando a equagao (1.5) é

satisfeita [9].

Consequentemente, o parametro ¢ na teoria de Yang-Mills é em muitos casos analogo ao
parametro . Desta forma, v pode refletir uma ambigiiidade na quantizacao da teoria, onde
diferentes valores de + levam a diferentes predicoes fisicas. Esse pardmetro entra em varias
previsoes da teoria quantica, como por exemplo, no calculo da entropia de buracos negros,
onde seu valor é obtido comparando a entropia de buracos negros com o valor determinado por

métodos termodinamicos [19],

n2
= —~ ~0,06, 2.9
"= (2.9)

o célculo pode ser realizado para diferentes tipos de buracos negros e o mesmo valor de ~ seréa

encontrado, assumindo uma certa consisténcia.

No que diz respeito as simetrias da acao de Holst, notamos que ela é invariante por trans-
formagoes de Lorentz locais, as equagoes de movimento sao covariantes. Além disso, a acao é
invariante por difeomorfismo, dz* = #(x). Denotando a agao de Holst por uma 4-forma {4

temos:
5difQ4:£§Q4:i£dQ4+di594 . (210)

O primeiro termo da segunda igualdade se anula porque dimM = 4. O segundo termo é uma

derivada total, portanto

5WS:/1AM, (2.11)
oV

e este termo nao afeta as equagoes de movimento, ja que os campos nao variam nas bordas.
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2.3 O Formalismo Canonico

Como ja vimos, a variedade M que consideramos possui topologia M3 x . Onde M;3 possui
dimensao 3 e a tomamos como uma variedade espacial, sendo que R indica a parte temporal.
Consideramos uma base coordenada em M dada por z# (u = 0,1,2,3), onde z%(a = 1,2,3) é
a coordenada espacial de M3 e (z° = t) é a coordenada temporal de . Os vetores 9, formam
uma base no espaco tangente a Mz e os "vierbein" e; formam uma base pseudo-ortonormal no

espaco tangente a M num determinado ponto P € M,

e = €efo,, (2.12)

el = eﬁ dx" | (2.13)

e
,,,,, €0
,,,,,,,,,,,,,,,, L.
,,,,,,,,,,, P !
”””””””” Tx M / T
J_” e /
_ P
e
/,/
,///
///
N M/
N/
A4

sendo T, M o espaco tangente a variedade M [A.1], a 1-forma dz" serda a base de coorde-

1

0o~
Heelsaoas

nadas do espaco cotangente a Ms, e el a base do espaco cotangente a M. Acima e
matrizes que transformam as bases de coordenadas do espaco cotangente e do espaco tangente,

respectivamente, em uma base pseudo-ortonormal, pois:

er.e;=gueies=mnm . (2.14)
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Com isso construimos uma foliacao parametrizada por "t". Podendo entao ser efetuada uma

fixagao parcial para z° = ¢, onde a invariancia sob os difeomorfismo de Mj(t) é preservada

restando-nos uma invariancia de difeomorfismo residual de M em cada "instante" t.

M3(T3)

M;5(T3)

M;5(Th)

Hipo6tese: existe uma
foliagao dada por uma
"funcao temporal" T'(P)

tal que M =R x Mj

Ms(T) ={P e M |T(P) =T = constante}
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Fazendo a fixagdo parcial de gauge para a simetria de Lorentz, escrevemos €2 = 0, condigao

conhecida como gauge temporal:

AT =1+

Mg(tg)
Ms3(t2)

Ms(t1)

Construimos portanto

QO

.

As coordenadas serao tais
que T(P) =2 =t e que
(%, a=1,2,3) sejam as

coordenadas de M;(1).

Gauge temporal:

O vetor de base ey do
espago-tempo tangente
sera tangente a linha

de coordenada temporal.

N 0
Nt ¢
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A construcgao anterior é conhecida como o formalismo ADM e é bastante adequado na imple-
mentacao do formalismo Hamiltoniano para a relatividade geral. Normalmente implementa-se
essa construcao utilizando o formalismo métrico. Nesta dissertacao o fazemos diretamente no

formalismo de "vierbeins".

A variavel N é conhecida como "funcao lapso" e N? "funcao shift". Observemos que efL indica

uma "vierbein" em M e €}, uma "dreibein" em Ms. A matriz inversa de e/, ¢ dada por

el el I/N 0
el —N®/N e

A
~
Il

~

Il
—~

D
~

|
—

com e¢*; = (e',)"!. Notemos ainda que e'; = 0, ou seja, os vetores s6 possuem componentes

1

espaciais. A métrica g, pode entao ser construida a partir de g,, = n;;e’ ,e’,, onde temos

explicitamente:

goo = o N4+ N'N',

Joa = Nieia:Na y (215)
Gab — ei a ei b
e desta maneira podemos escrever
3
ds® = g dat da¥ = —N?dt* + Y " (N'dt + ¢ , da)* . (2.16)

1=1

Utilizando as variaveis construidas a partir de (1.15), podemos efetuar uma transformada de

Legendre na Lagrangiana de Holst e obter posteriormente a Hamiltoniana:
Lijoist = /M &z [P oy AL — H(AL, P*, A", N, N)] , (2.17)
com H dada por
H=AG + N°C, + NC , (2.18)

onde A, N, N sao multiplicadores de Lagrange e G;, C,,, C sao vinculos, escritos como funcionais
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de A", e P%;, que por sua vez se escrevem como

Aty = Iy —vok'y, (2.19)
o
Pal- = % €(3) Qai , (220)

sendo I, = e;k w* , uma conexdo em M, que satisfaz a equacao de compatibilidade
de' + ¢, TV " =0, (2.21)
k! é a curvatura extrinseca de M, dada por
Klo=cere®wal’ny, (2.22)
onde 7; é um vetor ortogonal a M normalizado por n! n; = . Finalmente e; = det(e?,).

Os vinculos, explicitamente escritos em termos de A%, e P?%; sao:

g = DaPaiEaaPari-ijAjaPak, (2.23)
2
Co = P'iFy— " K G (2.21)
oy
kY e pb [if ok 2\ 10 1. 2 P

Nas expressoes acima, F% ¢ a curvatura da conexao A°,
i i i i Ad oAk
O espago de fase candnico consiste dos pares (A, P#) de campos na variedade tridimensional

M, sendo que A’ ¢ uma conexao 1-forma e P® uma densidade vetorial de peso 1. O colchete

de Poisson basico é dado por
{A%a(@), P*(y) } = 6} 02 0(x,y) - (2.27)

Portanto, o espaco de fase é o mesmo de uma teoria de Yang-Mills, sendo que neste caso também
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existe um conjunto de trés vinculos de primeira classe. As equagoes de Hamilton sao

AT, = {A, H) (2.28)
P, = {P*, H} , (2.29)

onde H = | Y d*xH. O conjunto formado pelas trés equacoes de vinculos é completamente
equivalente as equacoes de Einstein. Desta forma a relatividade geral é expressa como uma

teoria dindmica de conexoes.

Passemos agora a analise dos vinculos. G; = 0 é simplesmente a "lei de Gauss", que assegura
a invariancia sob rotagoes internas SO(3). De fato, para qualquer fungao suave A* em M, que

toma valores em SO(3), a funcao
Cg(A) = / dx NG (2.30)
M
no espaco de fase gera exatamente as rotagoes internas

{A",,Cg(A)} = —D, A", (2.31)
{P*;,Cg(N)} = e;"N P*. (2.32)

Para um campo vetorial suave N em M , definimos
Coup (V) = / d*e (N°PY, iy — (N* 4, G)) (2.33)
M
e a partir das seguintes relacoes

{Afz?CDiff(ﬁ)} = LyA,, (2-34)
{]Diachiff(N)} = ‘Cﬁpia> (2'35>

verificamos que Cp;f f(N ) gera os difeomorfismos ao longo de N.

O terceiro vinculo, seguindo uma construcao de Barbero e Thiemann é escrito como

k2 P*PY o
oWy =T /M o N L [ V200 — ) k) (2.36)

e vem a ser um gerador da evolucao temporal para "fora"de M. Os parénteses de Poisson entre
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esses vinculos sdo:

{Ca),Co(\)} = ColIAN)) (2.37)
{Co). Coups (M)} = —Colenn) (2:38)
{CDiff(N>70Diff(]\7/)} = Cpiy(IN,N]), (2.39)
(Co(A),Cn} = 0, (2.40)
{cDiff(N),cM} — Ly M), (2.41)
[C(N),.COD} = 1% (Cougs(S) + Co(S°Au)) (2.42)

b (e—D)g ([P .1 P a”M]) |

onde o campo vetorial S* é definido por

S% = (N3, M — M, N) Pz‘bep " (2.43)

Nesta dissertagao trabalharemos sempre com o campo gravitacional puro. O acoplamento de
matéria, no entanto, ja tem sido bastante discutido tanto na estrutura da relatividade geral
como na da supergravidade |20, 21]. No setor de matéria as modificagoes para se tratar com

um valor genérico do parametro de Barbero-Immirzi sao minimas.

A partir deste ponto a teoria pode ser quantizada. Nao trataremos com detalhes da quantizacao
nesta dissertacao, no entanto, faremos um breve comentario sobre isso, a fim de que possamos

ter uma idéia da técnica de quantizacao de "loops".

Numa teoria quantica de campos tradicional, uma das maneiras de se implementar a quanti-
zagao € escolher a algebra das func¢oes dos campos a serem promovidas a operadores quanticos.
Em geral essa algebra é formada por componentes positivas e negativas dos modos dos campos e
a quantizacao conduz aos operadores de criacao e aniquilacao, e a caracterizagao de freqiiéncias

positivas e negativas requer a existéncia de um espago tempo de fundo.

O que difere esse processo de quantizacao de "loops"é que neste caso escolhe-se uma algebra
diferente das fungoes de campos, baseada na holonomia da conexao gravitacional. A holonomia,

também conhecida na literatura como "loop de Wilson"quando definida numa curva fechada,
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¢ a matriz de transporte paralelo ao longo de uma curva:

U(A,y) = Pexp/ A, (2.44)

Y

onde P é um ordenamento ao longo do caminho, definido da seguinte maneira:

Peap /0 ds A(y(s) = i:: /0 s, /0 " dso.. /0 T sy Al(s) - A(Y(s) . (2.45)

As holonomias sao as variaveis naturais numa teoria de gauge [19]. Sob uma transformagao de

gauge local A\, a conexao A se transforma como
A—— Ay = AN XdNT, (2.46)
e as holonomias se transformam de forma homogénea:

U[A, 7] — U[Ax 9] = A=) U[A A A (2]) (2.47)

onde z] e x} sao os pontos inicial e final do caminho 7 respectivamente.

Sob difeomorfismo ¢, a conexao se transforma como uma 1-forma
A— @A, (2.48)
e a holonomia da seguinte maneira,
UlAy] — Ulg™ A0 = U[A, 07" 9] (2.49)

ou seja, arrastar A por um difeomorfismo ¢ é o mesmo que arrastar a curva . Na "loop

quantum gravity"as holonomias se tornam operadores que criam os "estados de loop".

Sendo g o espaco das conexoes reais definidas numa superficie tridimensional M, precisamos
definir o espago dos funcionais em g. Considerando uma coleg¢ao I'" de caminhos v;, [ =1, ..., L,
denominados grafos, e uma fungao suave f(Uy,...,Uy) de L elementos de grupo, a dupla (I, f)

define um funcional de A:

Urs[A] = f(UA 7). U(A 1) (2.50)
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e definimos por S o espaco linear de todos os funcionais Wr f[A], para todos I' e f. Tais

funcionais sao conhecidos como "fungoes cilindricas"|[19].

No caso em que g é SO(3), torna-se conveniente escrever A como uma conexao de SU(2), ja
que as dlgebras sao as mesmas. Expandem-se as conexoes em termos de T; = —3 0;, onde o4

sao as matrizes de Pauli:
A(T) = AL T da (2.51)
Podemos definir entao o produto escalar no espaco S

<‘I’F,f‘\IjF,g> = /dUldUQ f(Ul,...,UL) g(Ul,...,UL) s (252)

onde dU ¢é a medida de Haar em SU(2). Neste o produto escalar foi definido no mesmo grafo I".
Pode-se estender a defini¢ao para o caso em que os grafos sejam diferentes, mas nao pretendemos
entrar nesses detalhes aqui. Devemos, no entanto, chamar a atencao para as propriedades de
invariancia do produto escalar, que s@o exatamente as transformagoes de gauge SU(2) e os

difeomorfismos.

A partir da propriedade de transformagao de gauge das holonomias, temos para um grafo (I, f):
IU, o UL) = f (A7) U A a]) M) U ™) (2.53)

e desta forma, os estados quanticos se transformam como
WUr (A) — [UnVrs](A) = Ur ;(Ax-1) = Vryp, , (A) . (2.54)

Mas como a medida de Haar é invariante por transformagoes de grupo a esquerda e a direita,

temos que o produto escalar (1.52) é invariante.

Com relacao aos difeomorfismos, notamos que uma funcao cilindrica Wr ;(A) é levada a uma
outra funcao cilindrica Wyp r(A), ou seja, baseada no grafo modificado. Como o lado direito
de (1.51) ndo depende explicitamente do grafo, a invariancia por difeomorfismo segue imedia-

tamente.

O que fizemos até agora foi definir o espago de Hilbert cinemético K. O que precisa ser feito

entao é a implementagao dos vinculos nesse espago. Desta forma, as equagoes de Einstein
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quanticas podem ser formalmente expressas como:

GlU> = 0, (2.55)
C, V> = 0, (2.56)
Cl¥> = 0. (2.57)

Temos, portanto um conjunto de sete equagoes.

As primeiras trés equagoes impoem aos funcionais de onda a invariancia de gauge local SU(2),
e o espaco de Hilbert resultante é denominado Ky. As préoximas trés equagoes impoem em
Ko a invariancia por difeomorfismo, resultando num espago denominado Kpsr. O tltimo
vinculo, denominado vinculo escalar, nao possui interpretacao geométrica simples, e, além
disso, é altamente nao linear o que, em principio, pode fazer aparecerem os problemas usuais
das divergéncias ultravioletas, presentes na teoria de campos em que se devem definir produtos
de campos em mesmo ponto. No entanto algumas versoes bem definidas do vinculo escalar ja
foram construidas, e milagrosamente, devido & abordagem independente da métrica de fundo, a
teoria é livre dessas divergéncias. O espago de solugoes do vinculo quéntico escalar permanece

um problema aberto em "loop quantum gravity".
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Capitulo 3

Gravitacao Bidimensional

A abordagem mais bem sucedida para se quantizar a gravitagao tem sido o estudo a baixas
dimensoes, de onde se pode adquirir embasamento conceitual fisico-matemético para o melhor
entendimento das teorias em dimensoes superiores [22]. Em quatro e trés dimensoes teorias
de gauge para relatividade geral foram formuladas por Ashtekar e Witten. Para 4-d Ashtekar
[23,17] introduziu o grupo SL(2,C), onde a equacao de Wheeler-DeWitt simplifica-se conside-
ravelmente, ja em 3-d Witten mostrou em [24,25] que a teoria da relatividade geral pode
ser descrita como uma teoria de Chern-Simons definida sobre o grupo ISO(2,1). Ambas as
abordagens tiveram grande impacto no estudo da gravitacao quantica e a partir dos trabalhos
de Witten foi mostrado que a relatividade geral nao apresenta divergéncia ultravioleta, ao

contrario do que se acreditava até entdo [22].

A teoria da gravitagao é invariante sob difeomorfismo cujos parametros sao fun¢oes do espacgo-
tempo, exatamente como uma teoria de gauge local [26]. Consequentemente ela poderéa ser
formulada em termos das variaveis de Einstein-Cartan, que no caso bidimensional é o " zweibein"
(e1,) e a conexao de spin (w,,”) [A.1], ao invés do tensor métrico g,,, sendo (I,.J = 0,1) indices
referentes ao espago-tempo tangente na base do "zweibein" e (u, v = 0,1) indices referentes as

coordenadas do espaco- tempo. Esta nova formulacao ¢ denominada formalismo de primeira

ordem, pois na acao temos somente derivadas dos campos até primeira ordem.

Ao trabalharmos com gravitacao bidimensional temos que as equagoes dindmicas nao sao de-
terminadas pelo tensor de Einstein (R, — % guwR), ja que ele é identicamente nulo em duas

dimensoes e a agao usual de Einstein-Hilbert ( [ d?zy/—¢gR) ¢ uma integral de superficie (uma
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constante), que nao nos leva as equagoes de movimento. A respeito desta trivialidade, Jackiw
declara [26] "Quando trabalhamos com a gravitacao em (1+41) dimensao é necessario inventar

um modelo" . Logo foi proposta uma acao que comporta um campo escalar ¢ além da métrica

Guv-

3.1 Modelo de Jackiw-Teitelboim para Gravitacao Bidi-

mensional

A inspiracao para formular uma acgao capaz de descrever a gravitacao bidimensional veio a partir
da teoria de Liouville [27], que é uma teoria de campo completamente integrével expressa por
um campo escalar ¢(x) [23,14]. No espago de Minkowski, a densidade Lagrangiana para o

modelo de Liouville é dada por:

5:% L P — Ne? (3.1)

tendo como equagao de movimento
D¢+ A’ =0, (3.2)

lembrando que O = 970, — 0'0;, para coordenada espago-tempo (x,t) sob a variedade M.

Consideramos (¢ =1) para velocidade da luz e a a¢do [ d*zL sendo adimensional.

A equacao de Liouville foi proposta e resolvida no século dezenove, durante o estudo de vor-
tices|14], tendo seu significado geométrico prontamente apreciado. Se o tensor métrico bidimen-
sional for escrito na forma 7, = ¢’?g,,, onde g,, ¢ a métrica do espago plano de Minkowski,

o escalar de curvatura é dado por [14]:

R=0e"g"0,0,¢. (3.3)

Consequentemente, quando ¢ for uma solugao da equagao de Liouville (2.2), o escalar de cur-
vatura bidimensional serd constante. A teoria de Liouville classica é invariante sob trans-
formacao conforme, o que levou Jackiw a propo-la como uma substituicao para a auséncia da

equacao de Einstein em 2D.
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Se nos introduzirmos a constante cosmologica K na equagao de Einstein teremos

1
RM,,—EgM,,R—i—KgW:O , (3.4)

dado que em duas dimensdes o tensor de Einstein desaparece identicamente (R, —% 9w R =0),
se pode observar facilmente da equagao (2.4) que ou a métrica desaparece para K # 0, ou é

totalmente indeterminada quando K = 0. Logo a equagao de Liouville
R—-2K =0, (3.5)
pode ser escolhida como uma boa alternativa para a equagao (2.4).

Tomando a equagao (2.5) como sendo a equagao de Einstein em duas dimensoes, Jackiw e
Teitelboim propuseram uma agao para substituir a acao de Einstein-Hilbert, de onde se pudesse
obter (2.5). Esta agao, conhecida como agao de Jackiw-Teitelboim, sendo covariante, ou seja,

invariante sob os difeomorfismos do espaco-tempo, é escrita da seguinte forma:

Sir =y [ Eov=gu(R - 2K) (3.6)

onde 1) é um campo escalar, R o escalar de curvatura, K a constante cosmologica e g = det(g,).
As equagoes de movimento sao R = 2K e Dy = 0, sendo D a derivada covariante, cuja solugao
representa um espago-tempo de de Sitter ou anti-de Sitter de acordo com o sinal da constante

cosmologica K.

Nas secoes seguintes mostraremos que existe uma agao equivalente a acao de Jackiw-Teitelboim

que tem a forma de um modelo BF, cujo grupo de gauge ¢ o grupo de de Sitter.

3.2 Teoria de Gauge Baseada no Grupo de de Sitter

Geralmente a conexao campo de gauge, 1-forma, com valores numa algebra de Lie é escrita

como
A=A de" = A J;dat (3.7)

onde (i = 0,1,2) e J; é o gerador da algebra de Lie [26].
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A idéia comum para todas as teorias que abordam a gravita¢ao bidimensional como uma teoria
de gauge, como no caso da teoria BF, ¢ determinar a conexao como uma combinagao linear dos

zweibein (e!) e da conexao spin (w), ambos 1-forma, tomados como variaveis independentes:
A=e'Pr+wh, (3.8)

onde I, J = (0,1), P; é o gerador das translagoes do espago-tempo e A é o gerador das trans-
formagoes de Lorentz (boost). Inicialmente o grupo que representaria a conexao (2.8) seria o
grupo de Poincaré ISO(1,1), onde os geradores apresentariam como algebra as seguintes relagoes

de comutagao [28]:

(A, P] = € Py, (3.9)
[Pr, P} = 0, (3.10)

os indices (I, J) sao levantados e abaixados com a métrica plana n;; = diag(o, 1) (ver apéndice

(A.1)) e nossa convengao para o tensor anti-simétrico é €y; = 1, sendo €' = 0.

No caso em que a constante cosmologica é diferente de zero (K # 0) a algebra de Poincaré pode
ser estendida para algebra de Sitter SO(2,1) ou (anti) de Sitter SO(1,2) [22], onde os geradores

apresentam as seguintes relagoes de comutacao:

A, P] = ¢ Py, (3.11)
[P[,PJ] = KE[JA. (312)

O grupo de de Sitter ou (anti) de Sitter, representado por (A)dS, é mais apropriada para des-
crever uma teoria de gauge, ao contrario do grupo ISO(1,1), por possuir uma forma bilinear

invariante ndo degenerada ("o trago") dado pela métrica de Killing [6]

kij = , (3.13)

tal que (Pr, P;) = Knr; e (A,A) =1, onde <, > é a forma bilinear. E interessante obser-
varmos que a métrica de Killing é claramente degenerada para K = 0, mostrando que o trago

em ISO(1,1) ndo é invariante.
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Iremos agora redefinir os geradores do grupo (A)dS como:
Ji = (Jo, 1, J2) = (Pr, Py, A) (3.14)
de modo que a élgebra de Lie de (A)dS possa ser expressa de forma compacta
[Jis Jj) = fi; " T = K e K"y (3.15)
onde por convencao €y = 1, com
ky = =5 Ju fiu* = =3 Tr(Jidy) | (3.16)
sendo a definigdo da métrica de Killing em relagao as constantes de estrutura f;; *.

Utilizando a algebra do grupo (A)dS e a equagao (2.15), podemos obter as seguintes relagoes

de comutacao para os geradores:

[J07J1] == KJ2 )
[Jl, Jg] = O'Jo s (317)
[J27J0] = Jl ’

de onde poderemos obter o valor das constantes de estrutura
f012:K7 f120=07 f201:1 . (3-18)

As demais constantes sao nulas.

3.3 Gravitacao no formalismo BF

A formulagao de uma acao invariante de gauge para o caso da gravitagao bidimensional é um
problema que tem atraido muitos autores, sendo primeiramente explorada por Fukuyama e
Kamimura em dois artigos [29,30], onde o grupo de gauge considerado foi O(2,1). Posterior-
mente, a mesma agao foi introduzida nos trabalhos de Isler e Trugenberger [28|, Chamseddine

e Wyler [31], Blau e Thompson para véarios grupos de gauge [32].
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Em nosso trabalho a teoria BF' da gravita¢ao pura bidimensional é baseada na conexao (2.8),
onde o grupo de gauge é o grupo (A)dS com valores na algebra de Lie, como vimos na se¢ao

anterior. A acao classica da teoria BF' [32,33| na representacao adjunta é dada por:

Spr = /<¢,F>:/<¢,dA+A2> ’ (3.19)

nesta representagao (¢, F) := (J;, J;) ¢' F7 = k;; ¢" [V, temos a forma bilinear de Killing do
grupo (A)dS visto em (2.13). Sendo ¢ (0-forma) um campo escalar tipo "dilaton"e F' (2-forma)

a curvatura da conexao campo de gauge (A).

Explicitamente poderemos expandir os campos em funcao dos geradores J;

A = AZJZ = GIJ[ + WJQ s (320)
= ¢ Ji=¢"Jo+ " i+, (3.21)
F = F'J,=T"J,+FJ, , (3.22)

onde a componente T é exatamente a torcao
T' =de! —welel | (3.23)
e a componente F'? é a curvatura, expressa em termos dos zweibein e da conexao spin
Fz—dw—l—%e”ele‘]. (3.24)

As equagoes de movimento sao obtidas a partir da varia¢ao da agao (2.19) em relagao ao campo

escalar ¢ e em relagao a conexao A, ou seja:

0SBF

5o = Fi=0, (3.25)
6SBF
= 6 =0 (3.20)

sendo a derivada covariante definida por D = d + [A, |.

Investigando as simetrias da acao (2.19), verificamos que ela é invariante sob as transformagoes
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locais de gauge (A)dS, de parametro infinitesimal €(z):

0A = de+[A el = De (3.27)
5¢ = [¢7 E] = fij g ei ¢j ) (328>

e sob os difeomorfismos ativos [33] gerados pelo campo vetorial &*:

B = LeA, (3.29)
o) = Leo, (3.30)

onde L ¢ a derivada de Lie na dire¢ao do campo vetorial &, definida como:
Le= (led+dig) , (3.31)
d & derivada exterior e i¢ a derivada interior associada ao mesmo campo vetorial §.

Este resultado é muito importante para que a gravitacao possa ser formulada como uma teoria
de gauge, onde a invariancia de difeomorfismo esta incluida na invaridncia de gauge (A)dS
a menos de equagoes de movimento, o que é tipico de uma teoria topoldgica. Todas essas

transformacoes serao vistas com mais detalhes na préoxima segao.
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3.4 Simetrias

A agdo (2.19) é invariante sob as seguintes transformagoes de gauge
0A =de+ [A e] = De (3.32)

0o = o, €| (3.33)

onde € é o parametro infinitesimal dessas transformacoes. Observe que o campo A se trans-
forma como a derivada covariante desse parametro e o campo ¢ se transforma na representacao
adjunta. Estas transformacoes sao bastante conhecidas e o que queremos nesta se¢ao é mostrar
que elas implicam na invariancia de difeomorfismo quando o parametro ¢ assume uma forma
particular. Para que tenhamos a invariancia por difeomorfismo, os campos devem se trans-
formar como:

SeA = LeA = (igd+dic)A | (3.34)

b = Led = igdg (3.35)

onde L¢ ¢ a derivada de Lie em relagao a um parametro ¢, d ¢ a derivada exterior e i¢ ¢
a antiderivada. Observe que A e ¢ sao uma l-forma e uma 0-forma respectivamente, o que

justifica a segunda igualdade nas equagoes (2.34) e (2.35).

Tomemos o caso particular onde € = i A, de forma que ao substituirmos na equagio (2.32)
teremos

JA=dicA+[AiA] . (3.36)
Sendo que o primeiro e segundo termos da igualdade podem ser escritos, respectivamente, como:
digA =LA —igdA (3.37)
[A,icA] = —ic A% . (3.38)
Desta forma obtemos a seguinte transformacao de gauge para o campo A

SA = LeA—igdA—icA?
- ,CgA - ZgF 5

(3.39)
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Substituindo € = i¢ A na equagao (2.33), teremos:

0 = ig[p, A] . (3.40)

A partir da equagao de movimento (2.26) poderemos determinar o comutador do campo ¢ com

o campo A, ou seja,
0SBr
0A

[0, A] = do — (3.41)

logo, através da substiuticao de (2.41) em (2.40), teremos a transformacao de gauge para o

campo ¢:
3¢ = igdqﬁ—igéng ,
= L dqs—zf?f (3.42)

Desta forma verificamos a equivaléncia das transformacoes de gauge e difeomorfismo modulo

equagoes de movimento, com parametro € =i A = {HA,,.

Ao estudarmos modelos gravitacionais valendo-se de propriedades dos modelos BF, vimos que
as componentes da conexao campo de gauge A estao associadas as zweibeins e & conexao de
spin:

A= AZJl = GIJ] + UJJQ y (343)

onde i = 0,1,2 e I = 0,1; sendo e’ as zweibeins e w a conexdo de spin. A pergunta que se faz
é, até que ponto a equivaléncia estudada nesta secao para os modelos BF vale para modelos

gravitacionais. Para respondermos esta pergunta escrevemos:
e=¢€J=¢"AlJ; . (3.44)

Observe que

el =¢re ! (3.45)

no

ou seja, existe uma relagao entre os parametros de gauge € e os parametros de difeomorfismo &,
dada por uma equacao matricial. A equivaléncia se da se pudermos inverter a relagao acima,
isto é, se pudermos escrever:

= () (3.46)

e para que esta equacao seja valida, a matriz euI deve ser nao singular.
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3.5 Acao BF e Acao de Jackiw-Teitelboim

Mostraremos nesta secao que a acao proposta por Jackiw-Teitelboim para a gravitacao bidi-
mensional, podera ser obtida a partir de uma agao do tipo BF' cujo grupo de gauge é o grupo

(A)dS. Encontraremos esta relagao expandindo a a¢ao (2.19) nas componentes i = 1,2, ou seja:

Spr = /<¢;F>:/kij¢iFjv
= /(KUIJ¢ITJ+¢2F2) )
_ /(K¢1TI+¢F2) : (3.47)

Utilizando os resultados encontrados para as componentes da curvatura, equagoes (2.23) e
(2.24), teremos que as equagoes de movimento se decompdem na equacao de (anti) de Sitter

para a curvatura, tor¢ao nula e campos escalares covariantes constantes

1
F? = 0 — dw:—EKeUeIeJ, (3.48)
T = 0 — def =wée’, (3.49)
Dé = 0. (3.50)

Nos reconhecemos estas equagoes do tratamento geral feito para o formalismo de primeira

ordem, ver apéndice [A|. A equagao (2.49) ¢ justamente a condigao de tor¢ao nula que nos
ite determi a0 spi i te de e’ derivada), i d bei

permite determinar a conexao spin w unicamente de e’ (e sua derivada), isso quando os zweibein

for inversivel.

Desta forma, utilizando a condi¢ao de torcao nula, teremos que:

Spr = /wFQ, (3.51)

= /¢(dw+§eljef/\e‘]) : (3.52)

a defini¢ao de curvatura ¢ dada em (A.18) como:

Rl =dv! + W' g Ay (3.53)
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de onde poderemos obter, para o caso abeliano, considerando s6 grupo de Lorentz
Lor g
Substituindo este resultado na agao BF (2.52) teremos:

SBF = /¢(R§E{+K€]J6l/\€‘]) s (355)

1
2
1

1
— §/¢ (5 Ry, €l +Keel, eg> dz* dz” (3.56)

sendo dz dz” = e d*z e RY;,, o tensor de Riemann. Desta forma

1 1
SBF - §/¢€MV (5 Rﬁuu E¥+K€IJ€,€ ei) d2$ . (357>

Trabalhando cada termo da integragao separadamente e aplicando as definigoes:

Tensor de Ricci : R'y=e% RY v | (3.58)

Escalar de Curvatura : R =¢" Ry, (3.59)

além de e = eeff e €/’ onde e = det(e},), teremos para o primeiro termo da agao (2.57)

1 1
5 RﬂW el e = 3 RY v ey e,

1
= -3 R v erye el e e’ | (3.60)

1
_ I, n 1J
= —§Rueleeue ,

1
9 € €1g € )

= Re,
e para o segundo termo

pe I J w v IJ I _J
Keyee,e, = Keyjeerejee, e
= Keyele, (3.61)

= —2Ke.
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Assim sendo, substituindo os resultados obtidos em (2.60) e (2.61) na acao (2.57), teremos:
1 2

onde a apartir de (A.1) pode-se mostrar que:

Juv = e,i 63 niJ

det(gu) = det(ey,) det(ey) det(nrs) |
g = e.e.o, (3.63)
g = eo,

e = —g.

Substituindo este tltimo na agao (2.62), lembrando que estamos considerando o caso Lorentziano

(0 = —1), obteremos como resultado final

Spr = %/\/—_gw(R—QK)dQSL'. (3.64)

sendo (2.64) exatamente a ac¢do de Jackiw-Teitelboin para gravitagdo bidimensional, expressa

no formalismo de segunda ordem, obtida a partir da acao BF (2.19).
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Capitulo 4

Sistemas Hamiltonianos Vinculados

No estudo de sistemas fisicos, encontra-se freqiilentemente vinculos que limitam o espago de
fase disponivel. Isso produz uma série de problemas que foram examinados inicialmente por
Dirac em 1950. Uma conseqiiéncia inicial da existéncia de vinculos é que a transformacao
(¢i, q;) — (qi,pi) € singular, com os momentos nao sendo univocamente determinados a partir

das velocidades. Dito de um modo mais simples, se £ é a densidade Lagrangiana do sistema e

Se
oL
q;
P . ~ C A . . . <O
¢ o momento conjugado a ¢;, entao a existéncia de vinculos implica que a matriz g, S€ja singular

[34]. Para uma revisao rapida de sistemas vinculados ver apéndice C e mais profundamente

nas referéncias [35,36,37].

Teorias de gauge sao exemplos de sistemas vinculados, onde a dindmica do espaco de fase é
restringida pela existéncia dos vinculos. Desta forma nao podemos esperar que as equagoes de
movimento sejam determinadas para todas as variaveis dinamicas para todos os intervalos de
tempo, levando em conta somente as condigoes iniciais, uma vez que sempre podemos mudar o

sistema de referéncia no futuro [35].

O formalismo Hamiltoniano proporciona um tratamento bastante completo para sistemas de
gauge. Portanto iniciaremos a discussao deste capitulo com a acao para gravitagao determinada
a partir do modelo BF, equagao (2.19), que como vimos é uma acao que apresenta invariancia

de gauge, a partir da qual obteremos a Lagrangiana e posteriormente passaremos para o for-
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malismo Hamiltoniano. Este tratamento indicara a presenca de fungoes arbitrarias do tempo
na solucao geral das equagoes de movimento, mostrando que nem todas as variaveis canonicas

sao independentes, ou seja, mostrando a existéncia de vinculos na teoria.

4.1 Lagrangiana e Vinculos Primarios

A agdo (2.19), para o modelo BF, pode ser escrita da seguinte forma:

1
SBF - 5 / <¢7 auAy - aVAM + [A/M AV]) dxlu /\ di 9 (42>

sabendo-se que dz* A dx¥ = e d*x e considerando a convencao €' = 1, iremos encontrar
S = / (¢,0,A,) d*x + / (A, Dpo) d*x . (4.3)
A partir da métrica de Killing (2.13), podemos reescrever a equagao (3.3) como:
S = / kij (0, AL’ + AiD,¢) dx (4.4)
tendo através da contracao dos indices o seguinte resultado:
S = / (0 AL ¢; + A} Do) P (4.5)
onde Dy¢; = 0,¢; + fij kA{; o, € a derivada covariante do campo ¢;.

Desta forma, utilizando a equagao (3.5), podemos obter a Lagrangiana:

L= / dz (0, AL ¢ + Al D, i) = / deL (4.6)

onde L representa a densidade Lagrangiana. Claramente identificamos as variaveis dinamicas
Al e ¢;, sendo A! interpretados como multiplicadores de Lagrange, dado que eles aparecem sem

suas derivadas temporais.

No inicio deste capitulo vimos a definigdo para o momento canoénico conjugado (7;), onde
q;(t) eram as coordenadas generalizadas. Para nosso modelo de campo teremos A (¢,x) como

coordenadas generalizadas, consideradas apriore, somente como fungoes da coordenada espacial
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x. Os seus momentos conjugados serao obtidos através da derivada funcional, da seguinte forma:

oL

Ta (1) = SOAL(D) ¢i(z) (4.7)

onde todos os campos sao tomados no mesmo valor ¢ da coordenada temporal. Portanto A’ (z)

e ¢;(z) constituem as coordenadas do espago de fase.

Verificamos que para os campos A%(z), que aparecem na lagrangiana (3.6) como multiplicadores

de Lagrange, os seus momentos conjugados sao nulos,

oL

WA%‘(.T) = W:O, (4.8)

indicando que a Lagrangiana que descreve a teoria é singular, ou seja, os momentos nao podem

ser descritos como fungoes independentes das velocidades.

Na terminologia de Dirac (ver apéndice C) os vinculos que aparecem da equagao (3.8), decor-
rentes diretamente da definicao de momento, sao denominados vinculos primarios. Para efeito
b

de calculo, adotaremos inicialmente, m A (x) =~ 0, onde “ =" significa fracamente zero, isto &, a

expressao s6 serd anulada depois de todas as contas serem feitas.

Como condicao de consisténcia temos que a evolucao temporal de uma funcao X qualquer de

coordenadas generalizadas A e momento 7, deva ser zero ou fracamente zero, ou seja:
X—dX—{XH}+aX~O (4.9)
Tdats Y o T '

onde {X, H} é o parénteses de Poisson. Na proxima se¢ao determinaremos a Hamiltoniana
do sistema e verificaremos a condi¢ao de consisténcia para os vinculos primarios obtidos pela

equagao (3.8).

4.2 Formalismo Hamiltoniano e Vinculos Secundarios

Recorrendo a transformacao de Legendre (H = m; ¢; — L), podemos obter a densidade Hamil-

toniana

H= ¢iatA; — (atAfEQSi + AiD,¢;) = —A; Dyb; (4.10)
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de onde se obtém a seguinte expressao para a Hamiltoniana
H = —/dg; AL D,g; . (4.11)

Os parénteses de Poisson (ver apéndice B3) para os campos e seus momentos conjugados sao

definidos por:

(@), mu)} = {AL@),05)} =0 oz —) | (4.12)
{AL(2), AL(y)} = {ou(x),d5(y)} =0 (4.13)

Podemos entao, a partir de agora, verificar se os vinculos (3.8) sdo estaveis, ou seja, 7 ai = 0.

Para isso vamos aplicar a condigao de consisténcia vista na equagao (3.9)

= {maglo) B )
— [ @)~ AHW)Dys, )} dy
= Dutile) | (4.15)

observamos entao que a estabilidade dos vinculos priméarios implica o aparecimento dos vinculos
secundérios D,¢;(z) = 0.¢; + fi; ¥ Al ¢y, sendo representados de agora em diante por G;(z),

onde se impoem que:
Com isso, podemos afirmar que a Hamiltoniana (3.11) é puro vinculo, sendo nula quando estes
vinculos sao satisfeitos. Isto é uma caracteristica de sistemas que apresentam covariancia geral,

onde a evolugao temporal nada mais é que uma troca de coordenada, logo, uma invariancia do

sistema.

4.3 Vinculos de Primeira Classe e de Segunda Classe

A distingao entre vinculos primarios e secundarios nao é essencial. Mais importante, na termi-

nologia de Dirac, especialmente para a transicao a teoria quantica, é a classificagao em vinculos
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de primeira e de segunda classe. Um vinculo ¢ dito de primeira classe se seu parénteses de
Poisson com qualquer outro vinculo é fracamente zero. Do contrério, o vinculo é considerado
de segunda classe se pelo menos um dos parénteses de Poisson com qualquer outro vinculo nao

for fracamente zero.

Analisando os parénteses de Poisson dos vinculos (3.16) com a Hamiltoniana e dos vinculos

entre si, obtemos:

{Gi(x), H} = _Ai(x)fijkgk<x)a (4.17)
{Gi(2),G,(y)} = fi"(x—y)Gulx), (4.18)

indicando que a relacgao entre os vinculos é fracamente zero, o que nos leva a classifica-los como
vinculos de primeira classe. Note que (3.17) e (3.18) correspondem a forma compacta da &lgebra

de Lie do grupo (A)dS.

Uma propriedade basica desses vinculos é que eles sao os geradores das transformacgoes de
gauge. Realmente, definindo a transformagao para uma fung¢ao X qualquer do espaco de fase

por

sx={x [aewam]. (4.19)

onde os parametros infinitesimais ¢’ sao locais, temos que a Hamiltoniana ¢ invariante por
estas transformacoes. Isto significa que a relacao entre os estados do sistema e os pontos no
espago de fase nao é biunivoca, ou seja, varios pontos no espaco de fase correspondendo a um
mesmo estado fisico. Por isso, as transformagcoes geradas pelos vinculos de primeira classe sao
chamadas de transformagoes de gauge. O espago de fase do sistema decompoe-se em classes de
equivaléncia, sendo que dois pontos do espaco pertencem a mesma classe se forem relacionados
por uma transformacgao de gauge. Os observaveis fisicos, chamados invariantes de gauge, sao as
grandezas que independem do elemento escolhido dentro de uma mesma classe de equivaléncia

[34].
Para os nossos campos bésicos, A% (z) e ¢;(x), temos:

6. AL = {AlL(x),G(e)} = Dy, (4.20)
0 i = {¢i(x),G(e)} = [0,€]; , (4.21)
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onde reconhecemos as transformagoes (A)dS, obtidas nas equagdes (2.27) e (2.28), o que indica

uma invariancia da teoria vinculada sob as transformagoes de gauge.

4.4 Fixacao Parcial de Gauge: O Gauge Temporal

A presencga de vinculos de primeira classe e as liberdades de gauge associadas, indicam que
existem mais de um conjunto de varidveis candnicas que correspondem a um mesmo estado
fisico [35]. Isto reflete o fato de o ntimero de graus de liberdade fisicos ser menor do que o
namero de variaveis utilizadas para descrever a dindmica do sistema [38]. Uma possivel saida
para eliminar esta ambigiliidade ¢é fixar parcialmente a invariancia de gauge, mais precisamente,
fixar a invaridncia de Lorentz local. Estabelecendo assim uma correspondéncia um a um entre

os estados fisicos e os valores das varidveis canonicas.

Tomando uma variedade bidimensional M com topologia M; x R, onde M; é uma variedade
espacial Riemanniana de dimensao um, que pode ser homeomorfica a reta & ou ao circulo Sy.
Denotando por z uma escolha qualquer da coordenada do espaco M; e por t a coordenada
temporal de R. Assim o par (z,t) definird as coordenadas de um ponto do espago-tempo.
Faremos uma analogia a situagao vista na se¢@o (1.4) em que utilizamos o formalismo ADM ,

sendo que agora temos o eﬁ indicando uma "zweibein" em M e e/, uma "eibein" em M, onde

0

e, e N x

NU ¢l

xT

=~
8= 8O

1
e €
Acima N e N! sao respectivamente as funcoes "lapso" e "shift".

Implementando canonicamente a fixacao de gauge como um dos vinculos da teoria

8 O

x =0, (4.22)
teremos a agao (3.5)podendo ser escrita como:
S = / {0, AL ¢ + Ay Dy + Bx} dPx . (4.23)

Observe que introduzimos um termo extra na equagao, (x, onde  é um multiplicador de

Lagrange, que fixa x = 0. Fazemos isso com o intuito de utilizarmos a formulacao ADM
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proposta anteriormente.

Escrevendo em componentes a conexao campo de gauge e o campo ¢

A, =Ad, = AJ+A L+ AL =xJo+eli +wly,
Ay=Ad = A+ AlJ +A2) =N+ N +wdy (4.24)
¢ = O ho+¢" i +vl,

e substituindo os resultados na ac¢ao (3.23), temos explicitamente
S= / {60 0ix + ¢1 Oe + ¢ Oyw + NDygpo + N' Dy + wy Dyt + By} d* (4.25)

onde, a partir desta acao, poderemos determinar os momentos conjugados e os parénteses de

Poisson:
Ty = o {x(2),¢0(y)} = d(z —y) ,
Te = {e(x). o1(y)} =d0(z—y), (4.26)
Ty = {w(®),v(y)} =iz —y),

obtendo-se os quatros vinculos primérios da teoria, 7y = 0, m1y1 = 0, 7, = 0, m3 = 0, ou

seja, vinculos decorrentes diretamente da definicao de momento.

Através da transformagao de Legendre poderemos obter a Hamiltoniana

H=— / (A} D,¢; + Bx) dz (4.27)

onde D,¢;(x) = 0.0 (z) + fi; AL (x)¢r(x), como foi visto na equagao (3.5), ¢ a derivada covari-

ante. Abrindo (3.27) em componentes, teremos:

As componentes da derivada covariante, onde definimos D, ¢;(x) como G;(x), sdo dadas por:

Dago(x) = Go(x) = 0uo(7) + K ey () ¥ (2) —w ()
D,o1(z) = Gi(x) = 0:01(x) + cw Po(x) — K x ¢, (4.29)

Do) = Go(x) = 0ptp(x) + x ¢1 () — o ep(x) go -
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Como foi discutido na segao (3.3), por uma condi¢do de consisténcia os vinculos primarios nao
devem apresentar evolucao temporal. No entanto, o que se viu, foi que esta condi¢ao implicava
a existéncia dos vinculos secundérios G;(x). Desta forma, temos os trés vinculos Gy(x), Gi(x),
Go(x) e mais um quarto vinculo Gs(z) = x, determinado pela condi¢do de consisténcia do

vinculo primario 7g, devido a fixagao parcial de gauge feita inicialmente. Teremos entao para

acao (3.25) a seguinte expressao

S:/dzx{%at)(‘f‘%at@i‘H/Jatw+ N(0uo + keyth — wor) + N (Op1 + 0w o — k x 1))

+w (09 + x ¢1 — ey do) + OX} (4.30)
onde as equacoes de movimento sao dadas por:
08 08
— = “O0p+NEK¢—ow g — = =9 — N ¢y + N' o ¢
del ow
68 n 1 68 1
5 Oe, — Nw—0, N" + i Ow + N ke, — 0wy (4.31)
5—5 = O, N+oNw—ocelw 5—Sz—at¢0—N1kw+w(t)¢1+ﬁ
0o 0X
0S 0S
P N O
5 _ ¢ % _q,.

W 50&),5
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4.5 Algebra Classica dos Vinculos

Na equacao (3.18) identificamos que os parénteses de Poisson entre os vinculos G;(z) e G;(y) po-
dem ser obtidos a partir da algebra (A)dS, onde as constantes de estrutura foram determinadas

na equagao (2.18). Desta forma, temos que:

{Gi(),Ga(y)} = f12°0(x — y)Go(z) = 0 0(x — y) Go(2) ,
{Ga(2),Go(y)} = fo0'0(z — y)Gi(2) = 6(x —y) Gi(z) , (4.32)
{Go(2),G1(y)} = for ?0(x — y)Ga(z) = kd(x — y) Ga(x) ,

com os demais parénteses sendo nulos, indicando que todos sao vinculos de primeira classe.

Com a fixagdo de gauge mediante a imposi¢ao do vinculo adicional G3(x) = x, constatamos
que a agebra (3.18) nao se fecha mais. Temos a partir de agora um conjunto de vinculos de

segunda classe, ou seja, nem todos os parénteses de Poisson sao zero ou fracamente zero

{Go(x),G3(y)}=—06(x —y) ; {Gs5(x),Go(y)} = —0u6(z —y) ,
{Gi(2),Gs(y)}=—cwd(x—y); {Gs(x),Gi(y)} =owd(z—y), (4.33)
{Ga(2),Gs(y)}=0erd(x —y) : {Gs(x),G2(y)} = —oepd(z—y) .

Representando a élgebra desses vinculos na forma matricial, teremos

0 0 0 —0,
0 0 0 —ow

{Ga(2),G5(y) } = Cap(z,y) = oz —y), (4.34)
0 0 0 ae;

1
-0, ow —oe, 0

onde (o e f=0,1,2,3). Os elementos da matriz C, 3(z,y) sao os parénteses de Poisson entre

os vinculos.

Com a finalidade de separarmos os vinculos de primeira classe dos de segunda classe, faremos

a seguinte redefini¢ao:

Go(x) — Go(@) = (€3)*Go(x) — 7(Dpe})Ga(w) + 0€30,Ga(2)

Gi(z) — g}(l’) = e, (2)G1(2) + w(x) Ga() | (4.35)
Ga(x) = Gy(z) = Ga(x)

Gs(x) — Gs(x) = Ga(x) -
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No caso de Gy(z) e Gi(x), qualquer combinacado linear dos vinculos é um vinculo também e,
na pratica, os vinculos sao escolhidos de modo a maximizar o niimero de vinculos de primeira

classe. Com isso obtemos

0 0 0 0

/ / / 00 0 0
Caﬁ<x7y) - {ga(x)7gﬁ(y)} ~ (5(37 - y) ) (436)

0 0 0 oel

0 0 —oe, 0

de forma que podemos separar por completo os vinculos de primeira classe Q(/)(x) e Gy(z), dos

de segunda classe G,() e G4(x).

Nessa situagao, Dirac mostrou [37] que a matriz com elementos iguais aos parénteses de Poisson

dos vinculos de segunda classe é necessariamente nao singular

C,, ~ * iz —y) e C'b e oz —y) ,

L

com (a e b = 2,3), onde se cumpre que C® C,, = §%. A partir de agora adotaremos ape-

nas e para indicar a componente €.

A observacao de Dirac permite efetivamente eliminar os vinculos de segunda classe, a partir da

substituicao dos parénteses de Poisson por parénteses de Dirac, definidos como:
(A, B}, = {A,B} - {A, g;} C'a {g{,,B} , (4.37)

onde A e B sao funcionais dos campos Y, e, w, ¢g, ¢1, € . A utilizacao desses colchetes

permite que os vinculos de segunda classe possam ser tomados como igualdades fortes.

Para A e B # ¢y, o paréntese de Dirac é igual ao paréntese de Poisson

{A<x)78(y)}D = {A(ZL’),B(y)} )

desta forma teremos para nossos campos bésicos independentes e, w e seus momentos conjuga-
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dos ¢, os seguintes parénteses:

{e(@), 01 (y)}p = 0(z —y) ,

(4.38)
{w(z),¥(y)}p =d(x —y) ,
com os demais colchetes sendo nulos. Se B = ¢, a relagao passa a ser
— [A(x _ ). C A .G a¢1(y)
{A@). dol)kp = (A, 60(0)} — {AW@). Gl | ;o5 — {A@: G } 7
onde a partir da propriedade (C.30) [35] temos que:
{A@.6.w)} =0 vA@. (4.39)

desta forma os vinculos de segunda classe passam a ser fortemente iguais a zero, ou seja,

!

G, = 0, (4.40)

!

g3 = 0, (4.41)

tendo como solugoes a fixacio de gauge (x = 0) para o vinculo Gs e (¢ = o %w) para o vinculo

g;. Sendo que ao substituirmos
do — Lo (4.42)
e

na equagao (3.35), adotaremos uma ordem especifica dada por campo-momento. Este ordenamen-
to é irrelevante a nivel cléssico, mas sera importante quando se for determinar a &lgebra quantica

dos vinculos.

Apos a eliminacao dos vinculos de segunda classe, teremos somente

Go(z) = e*Go(x) =0e 0X — 0 0pe0pth + keyp — wey | (4.43)
Gi(z) = eGi(r) =edepr + w0t , (4.44)
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e a partir da contagem do nimero de graus de liberdade [35],

9 % (no de gmus) _ (nQ total de varidveis ) _ ( n? de vinculos de )

de liberdade canonicas sequnda classe originais

9% (nQ de vinculos de) :

primeira classe

concluimos que a teoria é topologica, ou seja, apresenta niimero de graus de liberdade igual a

Zero:

n? de graus o
2% (de lz‘berdade) = 4-0-2x2

E interessante ressaltarmos que este resultado poderia ser obtido mesmo antes da fixacao parcial

de gauge.

Um importante resultado encontrado a partir da determinacao dos parénteses de Dirac entre

os vinculos, é a algebra

{Go(€).Go(n)} , = o [dx(e Do — 1 Ose)e? Gy ()
{Go(e).G1(n)} , = — [ dx(2€0,m — 1Dy€) Gy() | (4.45)

{G1(6).G1()} = — [da(e Dan — 1 Ore) Gy () .

O que confirma que Gy() e G () sdo de primeira classe, logo, os geradores das transformacoes
de gauge que deixam a teoria invariante. Adotaremos futuramente para efeito de célculo a

forma integral dos vinculos: G;(€) = [ dx € G;(z).

Calculando agora os parénteses de Dirac dos vinculos com os campos, teremos os seguintes

resultados para Gy(z):

{Glerew)} = elw) ) wi)
{Glrar)} = o ey) Bow) + 0 0,(c00) = 2¢ e(y) wly) 6:(y)
+ 3ke(y) e*(y) ¥(y)
(G w)} = —a d2(ee) =0 (e De) — hely) (y) . (4.46)
}

(G0, vm)} = —ew) W) ety

D
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8y(€ e) )
e(y) 0,01 (y)

Dy(ew) (4.47)

e(y) 0¥ (y) .

. . ~ . . . . !
A partir dai, com todos os parénteses tendo sido determinados, e visto que os vinculos G, ()

’ ~ . 2 . z
e G,(x) geram as transformagoes de gauge, resta-nos verificar no proximo capitulo se estes

vinculos sao também os geradores dos difeomorfismos da teoria.
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Capitulo 5

Invariancia da Teoria Sob os

Difeomorfismos

Neste capitulo mostraremos a covariancia geral da teoria, também conhecida como invariancia
de difeomorfismo, onde as leis da fisica pemanecem invariantes sob transformagoes arbitrarias
de coordenadas. Verificaremos que os campos e, ¢y, w e ¥ devem permanecer invariantes sob

. ’ !/
os geradores dos difeomorfismos G, e G,.

H& duas interpretacaoes geométricas para os difeomorfismos conhecidas como: passivo e ativo.
Mais precisamente, o difeomorfismo passivo refere-se a invariancia sob mudangas de coorde-
nadas, isto é, o mesmo objeto é representado em diferentes sistemas de coordenadas. Ja o
difeomorfismo ativo relaciona diferentes objetos em M no mesmo sistema de coordenadas [1,19].
Enquanto o primeiro atua no espaco das fungoes de g,,,, o segundo atua no espaco de métrica

dg, onde d é a distancia entre dois pontos quaisquer da variedade M.

Um bom exemplo de invariancia sob difeomorfismo ativo sao as equacoes da relatividade geral,
onde esta simetria é uma das defini¢coes caracteristicas da teoria. Isto dife-rencia a relatividade
geral de outras teorias de campo. LQG preserva esta simetria mas exige que os estados fisicos
permanecam invariantes sob os geradores dos difeomorfismos. Esta condicao é bem entendida
para um difeomorfismo puramente espacial, no entanto, o entendimento de difeomorfismo envol-
vendo tempo (Hamiltoniana vinculada) é mais sutil pois esté relacionado a dinamica e do

chamado problema do tempo em relatividade geral.
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5.1 Difeomorfismo

Dada uma variedade diferenciavel M, um difeomorfismo ativo ¢ atuando localmente em todos
os campos é definido como um mapeamento suave inversivel entre as variedades, ou seja, @ :
M — M, sendo que cada elemento de M é associado a um tnico elemento de M. Dependendo

da caracteristica do campo em que atuamos ¢ (representado pela derivada de Lie) teremos:

0 €,(r) = & Oney(x) + 0,8 e 5

Le =
5& d)(x) =&, augb(x) )

sendo e’ () um campo vetorial e ¢(x) um campo escalar, onde e A (= x,t).

Desta forma, utilizando as relagoes (3.46) e (3.47) assim como as equagdes de movimento obtidas
m (3.31), teremos as transformacoes sob os difeomorfismos geradas pelos vinculos G, e Gy, o

que confirma a invariancia da teoria.

/ / v 0S AL

{g@.aw}, = 220w+ e -¢F —orou s -5 o
+ Lt e $1(y)

/ 08
(Gl v} = —€2 + Leenbly) (5.1)
{Gew)} = —o¢ ¢-+a£@r@w@>,

, 08
{g@ww} = —ot5 + o AL+ Leeu()

onde AL = 9, (ee OyN/N — 0y(ce) —edye), ' =ee?/N e £ = —ceN'/N. Sendo Lt _¢x) as
derivadas de Lie que expressam os difeomorfismos temporais e espaciais na direcao dos vetores

(étu _é'x)

Analogamente:

(G0} = ) o) =Laly)

{G0.vm)} = ew)ouw) = L), (5:2)
)
)

)

{Giew)} = () ely) = Leely) .
(g vy

D

o = Ol wy)) = Lawly) -
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Observando estas transformacoes infinitesimais vemos que o vinculo G; é o gerador da simetria
residual da teoria, e que G, gera os difeomorfismos temporais a menos de difeomorfismos espa-
ciais e equacoes de movimento. E interessante notarmos que poderfamos ter trabalhado com
as equagoes de movimento obtidas a partir da agao (3.30) fixando xy = 0, mesmo perdendo a
invariancia de difeomorfismo da teoria, pois o termo AL (gauge de Lorentz) que aparece em Qé

restaura a invariancia perdida na fixacao.

5.2 Analise da Hamiltoniana Final

A partir de agora a Hamiltoniana final podera ser expressa somente em fungao dos vinculos
. . ’ ’ . L . A .

de primeira classe G, e G, pois os vinculos de segunda classe que geravam inconsisténcias na

teoria foram eliminados com a introducao dos parénteses de Dirac. Desta forma, o que teremos

é o seguinte:

Hp = —/dy{égé(y)JrClgi(y)} ,
= —Gy(¢) = Gy(¢") (5.3)

onde ¢ e ¢! sdo parametros arbitrarios.

Sabendo-se que as equacoes de movimento das varidveis dindmicas g e p podem ser obtidas a

partir de sua evolugao temporal

OH
— H = —
8tq {Qa T}D 8p )
OH
atp - {p7 HT}D - _a_q )

utilizando (4.3), assim como os resultados encontrados em (3.46) e (3.47), determinaremos as

equagoes de movimento para os campos independentes e, w, 1) e ¢,

de(z) = (@) w(@)+0; (CMe)

Ow(r) = =00, () — 003 (Ce) = K ((z)*(x) + 0. (('w) (5.4)
dp(r) = —Ce*(x) gu(x) + ¢ oy,

Oipi(z) = 08, (COY) + 0 —2Ce(w)w(w) dr(x) +3K Ce*(x) (x) + ¢ Dur -

Se introduzirmos nas equagoes de movimento (3.31) a fixacao de gauge x =0 e ¢o = Z 0,
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além de substituirmos o campo w; por

A , 5.5
Wp=-——Ws =0 (5.5)

teremos o mesmo resultado para as equagoes de movimento obtidas em (4.4) apos a fixagao,

1
com (=% e ¢'=".
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Capitulo 6

Preparacao para (Quantizacao de "Loops"

Uma vez estudada a parte cléssica da teoria e vendo a consisténcia dos vinculos, procederemos a
preparacgao para quantizacao, onde os parénteses de Dirac serao substituidos por comutadores.
Qualquer funcao X do espago de fase sera representada por um operador linear X atuando em
um espago de Hilbert "cinematico" (K), logo teremos a partir de agora os vinculos QA() e 5;

sendo tratados como operadores.

A partir de um ordenamento especifico entre os campos, verifica-se que a algebra dos comuta-
dores dos operadores correspondentes aos vinculos reproduzem a mesma algebra classica dada
pelos colchetes de Dirac (3.44). O primeiro passo para construir uma teoria quantica é escolher
um conjunto de vetores |[¥) sob o espago de fase e entao representé-los no espago de Hilbert,

para que desta forma possamos impor os vinculos da teoria sob os estados fisicos.
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6.1 Algebra dos Campos e dos Vinculos

Escrevendo os campos cléssicos como operadores, os vinculos passam a ser definidos da

seguinte forma:

L Go(2) i = Go(2)e2 =086 — 00,0 0,6+ ke’ — @ 2 (6.1)
Gi(@):= Gi(2)E = o+ D00, (6.2)

onde : : indica que os vinculos foram escritos com um ordenamento especifico dos campos, como
vimos em (3.42). Além disso, temos também que o fato do operador € estar sendo multiplicado
a direita de ¢, assim como 0,1 estar a direita de w, é uma definicao de ordenamento que

permitira reproduzir a algebra quantica dos vinculos andlogamente a algebra classica.

Através do principio de correspondéncia (C.26), onde os parénteses de Dirac dos campos
transformam-se em comutadores:

1

{X.Y}p — 5 [)A(,ﬂ ; (6.3)

teremos as seguintes relacoes de comutagao dos operadores bésicos de campo

—

@), aiy)] = ihoue—y). (6.4)
(2. 5| = ko). (6.5)

com os outros comutadores sendo nulos. As ambigiiidades que se originam a partir dos comu-

tadores de

e de



serao contornadas com a redeficao dos vinculos

Go = :Gy:+2awe,

G = :@:—1—()85”(0),

onde a e b carregam, respectivamente, as ambigiiidades.
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Para controlar possiveis singularidades a curtas distancias, introduzimos uma regularizacao

dp(x — y) da distribuigao de Dirac, sendo que

lim 6,(z —y) =d(z —vy) .

n—0o0

Esta fungao 6, (z — y) pode ser tomada como o pico gaussiano,

o2 (z-y)?

5n(x - y) =

)

S

onde valem as seguintes propriedades para a fun¢ao d,(z — y):

1. 836 (Sn(l‘ — y) = %’23 (ZL‘ _ y) e~ 2(z—y)? :
2. 6n(0) = 75
3. 0,6,(0) =0 ;

_ - :gl(e)’ gl(n): = — [ dx (e0yn — ndye) {g](x) — b} .

(6.8)

(6.9)

(6.10)

Impondo que a e b sejam nulos, teremos que a comutacao dos vinculos quanticos é equivalente

a seu analogo classico (3.45). Para a quantizagao temos como objetivo construir um espago de
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Hilbert onde a algebra (5.10) seja satisfeita. Desta forma podemos impor os vinculos da teoria

sob os estados fisicos |¥), que sdo os vetores do espago de fase,
Gi(e) W) (6.11)

onde (5.11) representa a equagao de Wheeler-DeWitt.

6.2 Espaco de Hilbert Cinemaéatico K

Nesta se¢ao apresentaremos uma descri¢ao heuristica da construcao do espaco de Hilbert cine-
mético definido sobre o espago linear S de todos os funcionais W[A], como vimos na se¢ao
1.4. Introduziremos um produto interno, pois uma medida apropriada no espaco dos estados
quanticos é necessaria. Este produto é construido por meio de uma classe especial de fungoes
denominadas "funcgoes cilindricas". Para sua construcao nés precisaremos das ferramentas

utilizadas em (1.44), ou seja, as holonomias.

A relagao de comutacao dos operadores bésicos foram obtidos em (5.4) e (5.5). Escolhendo
como conjunto maximo de varidveis basicas comutantes os campos QAﬁ(x) e w(zx), um estado
pode ser representado por um funcional \If[a,ﬁi |. O conjunto desses funcionais constitui o

espago cinematico K sob as seguintes condigoes:

1. Existe um produto escalar hermitiano;
2. Os operadores ngS(:L’) e w(x) atuam pela multiplicagao por ¢(x) e w(z);

3. Os operadores conjugados que atuam pelas derivadas funcionais devem ser definidos como

operadores essencialmente auto-adjuntos

)
e(r) = ih——, 6.12
(x) 55@) (6.12)
U(z) = —ih 5;@) (6.13)

O andlogo em (3 + 1) dimensoes para o funcional W[w, n | seria o funcional dado por V[A, ¢,
onde neste caso o campo escalar ¢ descreveria matéria. No entanto, para o caso bidimensional

¢ é um campo associado a geometria.
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6.3 Técnicas de Loop

A idéia sugerida por Rovelli e Smolin em 1988 foi de ao invés de tomarmos os funcionais W|[A]
de todas as conexoes A, tomarmos as fungoes W [U[A,v]] de todos os "loop de Wilson". Esta

analise foi vista no final da secao 1.4.

O "loop de Wilson" é um caso particular de um grafo I' , que como vimos é constituido por um
conjunto de caminhos orientados denominados links (), cuja extremidade de cada link junta-se

nos vértices V. Podemos ter como exemplo o grafo abaixo que contém 3 links e 2 vértices.

g
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De forma analoga utilizaremos, para o caso bidimensional, a mesma idéia sugerida anteriormen-
te, lembrando somente que agora ndo temos mais um grupo de gauge, tal como o SU(2) da teoria
em (3+1) dimensdes [1], mas somente o grupo gerado pelos dois vinculos G; que correspondem

a difeomorfismos.

Assim teremos as seguintes holonomias,

Uylw] = exp {2 L dyw(y)] , (6.14)

Valg] = exp [~ig(z)] | (6.15)

como argumento do funcional de onda ¥, ou seja, U [U,[w], V[¢]]. Sendo v um segmento qual-

quer e x um ponto qualquer da variedade espacial M;. As holonomias se tornam os operadores
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que criam os "estados de loop", o que caracteriza a técnica utilizada na "loop quantum gravity".

O conjunto das holonomias (5.11) e (5.12), para todos os segmentos 7 e pontos = de M, define
o espaco de configuracao da teoria. Funcionais particulares desse espaco sao conhecidas como

"fungoes cilindricas"que, para serem obtidas, precisaremos dos seguintes ingredientes:

1. Um grafo geral que seré designado por:

I'=A{zy, .., 2p, 15 s M} s

X1 T Ip
_— o—— r— [}
1 2 L

Observe que os pontos podem estar localizados no meio dos links como em x;, nas ex-

tremidades dos links como em x5 ou fora deles como em z,,.

2. Uma funcao complexa de P + L variaveis reais, ou seja, f : RF*E — C
f(u, 'U) = f (Ul, U, U1y ..y ’Up) .

A "funcao cilindrica" associada a f é o funcional definido por:

Urs [, 6] = f Uy oo Uy Vs ooy Vi) (6.16)

onde os U e V sao as holonomias. O espago cinematico K é entao definido como o espaco
vetorial de todas as combinacoes lineares de fungoes cilindricas, completado a respeito da

norma induzida por um produto interno que seré definido em trabalhos futuros.
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Capitulo 7

Conclusao

Nesta dissertacao apresentamos uma analise do modelo de Jackiw-Teitelboim para a teoria
da gravitagao bidimensional, sendo o campo gravitacional acoplado a um campo escalar na
presenca da constante cosmologica. A partir da se¢ao 2.4 introduzimos a teoria BF, que como
foi visto apresenta invariancia de gauge, e mostramos a equivaléncia com a acgao de Jackiw-

Teitelboim. Logo, a acao para a gravitacao bidimensional pode ser obtida da acao BF.

Nos capitulos 3 e 4 temos a parte fundamental deste trabalho onde o formalismo Hamiltoniano
é apresentado. Este tratamento indica a presenga de vinculos na teoria, onde a partir da
terminologia de Dirac é possivel classificd-los e identifica-los perfeitamente. Uma vez que o
parénteses de Poisson entre os vinculos G;(x) é fracamente zero, verifica-se que estes sdo de

primeira classe, tendo como propriedade basica serem os geradores das transformacoes de gauge.

A partir dai fizemos uma fixacao parcial da invariancia de gauge seguindo os passos do que foi
feito em (3+1) dimensoes, sendo que os vinculos de segunda classe que surgem dessa fixac¢ao
sao resolvidos explicitamente com a introdugao do método de Dirac. Um importante resultado
encontrado foi o fechamento da &algebra dos vinculos QII em relacao aos parénteses de Dirac,
equagao (3.45), confirmando que estes vinculos s@o os geradores das transformagoes de gauge

que deixam a teoria invariante.

. / ~ . L. . R .
Visto que G, geram as transformagoes de gauge, foi necessario verificar a covariancia geral da
teoria, onde todos os campos devem permanecer invariantes sob os geradores de difeomorfismos.

. ~ / .
Este resultado foi mostrado nas equagoes (4.1) e (4.2), tendo G, como gerador dos difeomor-

. o . ~ . ’ . .
fismos temporais e espaciais, a menos equagoes de movimento, e §; como gerador da simetria
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residual da teoria.

A preparacao para a quantizagao canoénica consiste em substituir os parénteses de Dirac por
comutadores, onde se faz necessario um ordenamento especifico de campos para que a algebra
classica seja andloga a algebra quantica. As ambigiiidades que surgem nas equagoes (5.6) e (5.7)
sao controladas com a introdugao de uma regularizacao 9, da distribuicao de Dirac, obtendo
desta forma, na equagao (5.10), o fechamento da algebra quantica. O proximo passo foi definir
heuristicamente um espaco de Hilbert cinematico K de todos os funcionais ¥ que serviria de

base para uma representacao da algebra dos vinculos.

A proposta da quantizagao da gravitagdo bidimensional baseada nas idéias do formalismo de
"loops", onde as holonomias sao os argumentos do funcional de onda W, segue o que foi feito
em (3+1), verificando apenas que nao existe neste caso um grupo de gauge como SU(2) no
caso da Relatividade Geral, mas somente o grupo de difeomorfismos gerado pelos vinculos
Q}. O conjunto de holonomias sob a variedade espacial M; define o espago de configuragao
da teoria, onde fungoes especiais (fungoes cilindricas) sao obtidas. Desta forma, o espaco de
Hilbert cinemético seria definido como um espago vetorial de todas as combinacoes lineares

dessas funcoes.

O trabalho é entao finalizado, com a perspectiva de que a partir deste ponto possamos imple-
mentar os vinculos a nivel quantico, construir o espaco de Hilbert cinematico e por fim estudar
a dinamica desta teoria. No atual estagio verificamos que a construcao do espaco de Hilbert é
bastante similar & construcao da cosmologia quantica de loops. Este é o tema que pretendemos

abordar em nossas futuras investigacoes, bem como o acoplamento com matéria a esta teoria.
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Apéndice A

Formalismo de Primeira Ordem

Neste apéndice faremos uma breve revisao do formalismo de primeira ordem da geometria
Riemanniana [33,39]. Seja M uma variedade m-dimensional diferenciavel com métrica g, a
base das coordenadas para o espago tangente 7, M e para o espago cotangente 7" M no ponto
r € M, é representada respectivamente pela derivada 0, = 0/0z* e pela diferencial dz* [22].

O indice (= 0,1,2,3) indica as coordenadas locais do espago-tempo.

Introduziremos em cada ponto da variedade um conjunto de vetores (e;) que formam uma
base ortonormal, conhecido por tetradas ou "m-beins". Dependendo da dimensao (m) em que
estejamos trabalhando teremos: wvierbein (quatro), dreibein (trés) e zweibein (duas diemensoes).

Desta forma podemos decompor a métrica g,, na base de tetradas

Guv = N1J elu(x) eju<x) ) (Al)

sendo a métrica plana definida como 77, = dig(o, 1)

1, se o espaco é Riemanniano,

—1, se o espago ¢ Lorentziano.
Podemos escrever a equagao (A.1) como:
J
14

IJ __ v I
N =g"e,e,
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onde se pode definir a inversa do "m-bein"

et =nrg"e’, . (A.4)

O m-beins e’ ,(z) e sua inversa e; #(z) sao bases ortogonais tanto nos indices latinos, que sao
baixados e levantados pela métrica plana n;;, quanto nos indices gregos, que sao baixados e

levantados pela métrica g,,.

er’(x) e () =07, (A.5)
ert(x) el (z) = 6" . (A.6)

v

Desta forma identificamos o m-bein e’

, como um elemento do grupo GL(m,R), que transforma
a base de coordenada dz* do espago cotangente T M em uma base ortonormal do mesmo espago,

ou seja:
el(z) = el () da" . (A7)

De forma similar identificamos e; * como pertencente ao grupo GL(m,R), sendo a matriz de
transformacao da base d,, do espago tangente 7, M para uma base também ortonormal dada

por

er(x) =er"(x)0, . (A.8)

Quando expressamos a métrica através dos "m-beins", como na equagao (A.1l), teremos mais

graus de liberdade para descrever a mesma geometria, o que ocasiona uma redundancia [22]. O

tensor métrico g, é simétrico e portanto tem m(m-+1)/2 componentes independentes, enquanto
-bei 2 ind d i 6, dif -beins d

que os m-beim tem m~ componentes imdependentes, 1sto €, diferentes m-beins descrevem a

mesma métrica e eles sao relacionado mutuamente por uma transformagao ortogonal local, ou

seja, uma transformacao de Lorentz local em cada ponto do espaco:

el —sel(x)=AN j(x)e! ; Ve e M. (A.9)
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J4 que a métrica do espaco-tempo ¢é invariante sob rotacdo, a matriz A’ ;(z) deve satisfazer

ns Nk AN L=k (A.10)
Isto implica que

A SO(m), se 0 espaco ¢ Riemanniano, (A11)
J € .
SO(m —1,1), se o espago é Lorentziano.

Sob uma transformacao de gauge local os indices (gregos) do espago-tempo sao invariantes,
enquanto os indices internos (latinos) sdo rotacionados. Isto se ajusta com a descri¢ao dos
"m-bein"como uma proje¢ao ortonormal local do sistema de coordenada sobre cada ponto do
espago-tempo, cujos vetores da base podem ser rotacionados livremente. A dimensao deste

grupo ortonormal especial é:

dim[SO(m — 1,1)] = dim[SO(m)] = w =m? — — (A.12)

que justamente era a diferenca no niimero de componentes independentes para o "m-bein"e a

métrica.

A.1 Conexao, Torcao e Curvatura

No formalismo métrico [19] a conexao I' é o campo I, (x) definido por

I, =e’r (0, el + wije‘]) : (A.13)

v

onde a derivada covariante D,, de todos os campos que tenham indices gregos (i) é dada por

suas derivadas parciais mais o termo de correcao I' para cada indice,

D =00" + 1 o° . Al4
I 1 P

O mesmo procedimento é feito para o formalismo de primeira ordem, sendo que substituiremos
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os coeficientes de conexao I' pela conexao de spin w,

wh(z) = w,i, dz" | (A.15)

onde w!/ = —w'!. Desta forma, podemos definir a derivada covariante parcial D, para todos

os campos que apresentem indices latinos (1), assim como indices gregos (f):

D' = ou" + w{u u’ (A.16)
ou se preferirmos a derivada covariante D somente com indices latinos

Du' = du’ +wh A’ (A.17)
sendo d = dx* 0, definida como derivada exterior.

Com a introdugao da conexao spin podemos definir a curvatura (R}) e a torc¢ao (77), ambas

2-formas, como:

1
Curvatura = R} =dwl+w' g A" ;= 3 Rﬂw dz" N dx” (A.18)
1
Torcio : T'=De! =de’ +w' ;A el = 3 il, dx! Adzx” | (A.19)

sendo as equagoes denominadas de estrutura de Einstein-Cartan (formalismo de primeira or-

dem). Em particular, ¢ interessante observarmos que a partir de (A.13) temos imediatamente

D,el = d,el + w,ﬂj el — e, eg =0, (A.20)

o que nos leva a condicao de torcao nula:

T'=de'+w' jnel =0. (A.21)

A equagao acima mostra que a conexao spin w pode ser expressa unicamente em termos das
tetradas e, pela condi¢ao de tor¢ao nula, se e somente se e for inversivel. Este resultado
representa um papel central na formulacao da teoria quéntica da gravitacao e a relagao para

teoria de campo topologica [22].

Aplicando a derivada covariante D nas equagoes (A.18) e (A.19), como consequéncia da iden-
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tidade de Bianchi (d? = 0) obteremos os seguintes resultados:

DR, = 0, (A.22)

DT' = Rine! =0, (A.23)
a regiao onde a curvatura é zero é denominada plana.

A compatibilidade da derivada covariante D, com respeito a métrica g, expressa por D, g,, = 0,

ou
au gyp - FZV gcrp - sz Juoe = O s <A24>
fixa a conexdo (I'%), simbolo de Christofell, unicamente em fungao da métrica, ou seja

I, == 9" (Ougor + O Guo — 0o Gu) (A.25)

N[ =

tendo pela condicao de torgao nula, a simetrizagao do simbolo de Christofell:

T0, =T%, —T% =0. (A.26)
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Apéndice B

Alguns Aspectos da Formulacao

Lagrangiana e Hamiltoniana

Classicamente, conhecendo-se F (forga resultante) que atua sobre uma particula de massa m,
a trajetoria pode ser determinada resolvendo-se a segunda lei de Newton

d? 7(t)

F =
T

(B.1)
e assim obter 7(t) e conseqiientemente p(t), que representa o estado da particula.

Na formulacao de Lagrange ou de Hamilton, o papel preponderante nao é desempenhado pela
forga, mas por fungoes chamadas de Lagrangiana e Hamiltoniana, dependendo do formalismo.
No lugar da segunda lei de Newton, a evolucao do sistema cléssico é obtida a partir do "Principio
de Hamilton". Estas formulacoes da mecanica sao bem mais gerais e poderosas que a mecanica

newtoniana.

Seja um sistema classico possuindo N graus de liberdade que representaremos por ¢; (i =
1,2,...,N), as coordenadas generalizadas. A fun¢ao de Lagrange serd uma funcao de L =
L(g;, q;,t). O Principio de Hamilton estabelece que a evolug¢ao temporal do sistema entre os

instantes t; e ty é tal que a integral

to

t1

chamada de agao, deve ser um minimo. Em outras palavras, de todas as trajetorias possiveis
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para um sistema evoluir entre t; e ty, ela segue justamente aquela que corresponde a acao

minima (Principio de Hamilton).

Da variacao da integral da agao obtemos as equacgoes de movimento de Euler-Lagrange

oL _ i@L _ 0
dq; dtaq}'_ ’

(B.3)

que fornecem a evolucao temporal de um sistema classico. Nao estamos no presente mo-
mento considerando vinculos, ou seja, os ¢; (coordenadas generalizadas) sdo quantidades inde-
pendentes. O poderoso e elegante formalismo desenvolvido por Lagrange permite escrever as
equagoes de movimento da maioria dos sistemas fisicos relevantes a partir de uma tnica funcao

escalar expressa em termos de coordenadas independentes arbitrarias.

B.1 Momentos Canonicos e Formalismo Hamiltoniano

A importancia do formalismo Hamiltoniano reside em fornecer um método geral e flexivel para
a investigacao de questoes da mecanica, e, sobretudo, em servir de fundamento na transicao a
mecéanica quantica (no caso da quantizagao candnica). Por este motivo, ele é considerado mais

poderoso que o formalismo lagrangiano.

A passagem para o formalismo Hamiltoniano é feita, primeiramente, pela introducao do mo-

mento canonico, cuja defini¢ao é

B oL
B 0q; ’

Di 1=1,...,N . (B.4)

Assim a descrigao Hamiltoniana envolve a substitui¢ao das variaveis (q, ¢ ) por (¢, p) em todas as
grandezas mecanicas, e a introdugao de uma fungao H(q, p, t) em lugar da Lagrangiana L(q, ¢, ).
Tal mudanca de descri¢ao realiza-se mediante uma transformagao de Legendre, que consiste na
substituicao das velocidades generalizadas pelos momentos candnicos como variaveis bésicas e

na introdu¢ao da fun¢ao de Hamilton ou, simplemente, Hamiltoniana H(q, p, t) definida por

N
i=1
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de onde podemos determinar as equagoes canodnicas de Hamilton

oH _ oOH

[ — = — =, .:1,...,N, B6
i i (B.6)

gi
que formam um conjunto de 2N equagoes diferenciais de primeira ordem equivalente ao sistema
de N equagoes de segunda ordem de Lagrange. As quantidades (¢, p) sao chamadas de variaveis

canonicas.

Em termos praticos, para se obter a Hamiltoniana canonica, a partir de (B.5), em fungao de ¢

e p temos que fazer transformacoes do tipo

(¢,4) — (a,p) , (B.7)

e o Jacobiano dessas transformacoes ¢ determinado pela matriz hessiana W com elementos

ﬁpi 82[/

Wi' = 5. — 3 4. -
! 3%‘ 3%’3%

(B.8)
Quando o determinante desta matriz é diferente de zero, ou seja, é nao singular, as trans-
formagoes (B.7) sdo sempre possiveis e desta forma as velocidades generalizadas podem ser
expressas univocamente em termos dos momentos canoénicos. Isto ocorre para o caso de nao

haver vinculos.

Na presenca de vinculos a matriz hessiana é singular, neste caso nem todos os ¢; podem ser
unicamente escritos em termos dos momentos canonicos. A maioria das teorias fisicas modernas
de significado fundamental sao descritas por Lagrangianas com matriz hessiana singular, o que
justifica uma introducao a dindmica Hamiltoniana de tais sistemas. Nosso tratamento segue de
perto a licida exposicao de Dirac, que vem a ser o criador da teoria dos sistemas Hamiltonianos

com vinculos.
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Consideremos agora uma certa quantidade dinamica A(q, p,t), definida sobre o espago de fase.

Com respeito a sua evolugao temporal,

A (04, 04N 04
a2 \og, " T op) o

1=

Usando as equagoes de Hamilton (B.6), obtemos:

A (A 0H 040N | 0A
dt

onde

é chamado Parénteses de Poisson, e apresenta as seguintes relagoes fundamentais:

{qiapj} = (5ija
{ai,pi} = {P, P} =0.

Pode ser verificado de forma imediata que:

{A,B} =-{B, A},
{A+B,C} ={A,C}+{B,C} ,
{AB,C} =A{B,C}+{AC}B,

além da identidade de Jacobi

(A {B,C}} + {C.{A, B}} + {B,{C,A}} =0 .

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)



75

B.3 Quantizacao Candnica

A equagao (B.10) nos dé a evolugao temporal da quantidade A sob o ponto de vista classico.
Em termos quéanticos, esta quantidade é transformada em operador e sua evolugao temporal é

dada por
(B.16)

onde H é o operador Hamiltoniano.

As equagoes (B.10) e (B.16) sugerem a seguinte correspondéncia entre parénteses de Poisson e

comutadores
1 7~ =~
(A HY = — [A, H] . (B.17)
th
A expressao (B.17) encerra o fundamento da quantizagao canoénica usual.

Convém ressaltar que além da similaridade entre (B.10) e (B.16), ha dois outros pontos que
sustentam a hipotese acima (sem falar é claro, nos resultados experimentais). Primeiramente
os parénteses fundamentais de Poisson possuem analogos bem conhecidos envolvendo os opera-

dores momento e coordenada [§;, p;] = ihd;;.

Em segundo lugar, temos que as identidades entre parénteses de Poisson sao semelhantes as

correspondentes dos comutadores

[A,B} :_[m ,
[A+B,C*} :[A,CA]+[A,CA] , (B.18)
[Ag, A} :[A,é]ém[:é} .



76

Apéndice C

Método de Dirac para Quantizacao de

Sistemas Vinculados

O objetivo deste capitulo é fazer uma revisao sucinta da teoria de Dirac para quantizacao
candnica de sistemas vinculados. No caso usual de sistema sem vinculos, p; e ¢; sao variaveis
independentes, representando o chamado espaco de fase. Quando existem vinculos, envolvendo

coordenada e momento, a relagao (B.17) pode levar a inconsisténcia.

Uma maneira simples de ver isto é supor que, num determinado sistema, exista um vinculo

dado por

¢(q,p) =0 (C.1)

O paréntese de Poisson desta quantidade, com outra qualquer da teoria considerada pode nao
ser nulo. Como exemplo imediato, temos o caso da particula livre relativistica, que possui o

bem conhecido vinculo

onde consideramos ¢ = 1 e 1, = (—, +, ..., +).
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Considerando, por exemplo, o parénteses de Poisson deste vinculo com z,, temos

{xu,p2+m2} = {z,,P"P,} ,
— 6Z + P,/ T]NV s
= 2P,, (C.3)

que é, de maneira geral, diferente de zero. Por este motivo, em lugar de ¢(q,p) = 0, é comum

escrever

¢(q,p) = 0, (C.4)

onde se diz fracamente zero, significando que a relacao de vinculo nao vale, necessariamente,
dentro dos parénteses de Poisson. A expressao so sera anulada depois de todas as contas serem

feitas.

Consideremos, entao, que exista uma quantidade A(q, p) cujo paréntese de Poisson com ¢(q, p)

seja diferente de zero,

[A,0} #0. (C.5)

Na passagem para a mecanica quantica, ¢ e A transformam-se em operadores. Em virtude
de (C.4), ¢ é um operador nulo. Assim, qualquer comutador envolvendo ¢ deve ser nulo.

Particularmente,

[A,gzs} ~0, (C.6)

e em termos quanticos, nao tem sentido a denominagao fracamente nulo. Assim sendo (B.17),

(C.5) e (C.6) sao incompativeis.

Foi Dirac quem desenvolveu a maneira correta de proceder a quantizacao canonica de sistemas
vinculados, onde os momentos nao sao fungoes independentes das velocidades. Neste caso,

denotaremos estes vinculos genericamente por

Om = Om(q, p) m=1,2,.., M <N, (C.7)
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Os vinculos decorrentes diretamente da relagao de definicaio de momento sao chamados de
vinculos primarios. Conforme veremos, outros vinculos podem existir, agora, nao mais em

decorréncia de (B.4). Estes recebem o nome de vinculos secundéarios.

C.1 Sistemas Vinculados

Como vimos na equagao (B.8), quando a matriz hessiana apresenta determinante diferente de
zero, a Hamiltoniana é expressa em termos das variaveis candnicas ¢'s e p’s. Contudo, como ja
foi dito, na presenca de vinculos a Hamiltoniana nao é univocamente determinada em termos
de momento e coordenada, pois podemos ter uma combinac¢ao linear para os ¢'s, que é zero.

Desta forma poderemos escrever a seguinte Hamiltoniana:
H = H.+ Ay, (C.8)

onde as quantidades A, sao coeficientes (multiplicadores de Lagrange), que em geral podem

ser consideradas como funcgoes de ¢'s e p's.

A partir de (B.6) é possivel obter as seguintes equagoes de Hamilton

OH. O,
: OH. b
S WL 1
b a% 8% <C O)

Como pode ser observado, o preco que se paga pelos M vinculos é a presenca de M multipli-
cadores de Lagrange. Podemos escrever as equacoes de Hamilton envolvendo H em termos dos

parénteses de Poisson

G = {qz-,FI}, (C.11)
P = {pH} (C.12)

Vejamos a partir de agora como os vinculos secundarios sao determinados. Seja ¢, um dos

vinculos primarios, € uma questao de consisténcia estes vinculos nao terem evolucao temporal,
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de modo que

I {cbmH} (C.13)
= A{bm He + M @n} (C.14)
~ {Sm, Ho} + M {dm, 00} (C.15)
~ 0.

Pode acontecer de obtermos uma incositéncia do tipo 1 = 0, isto significaria que nossa La-
grangiana original apresenta equacoes de movimento inconsistentes. Um exemplo disto é se

tivermos £ = ¢, onde a equacao de Lagrange d4 como resultado imediato 1 = 0.

A escolha para Lagrangiana nao pode ser completamente arbitraria, devemos entao impor uma
condigao, onde as equagoes de movimento nao apresentem nenhuma inconsisténcia. Desta
forma, analizaremos a equagao (C.15), onde estao relacionados o paréntese de Poisson entre ¢,,

e ¢n, que pode ser ou nao zero (fracamente).

L A{¢m, o} =0,

Neste caso, obtemos {¢,,, H.} ~ 0, o que indica uma outra relacao de vinculos para as
varidveis canonicas. Vinculos obtidos por esta relacao de consisténcia sao denominados

vinculos secundérios.

2. {dm, 9} #0

Agora nao obtemos novos vinculos, mas uma relacdo envolvendo os multiplicadores de

Lagrange \,,.

Esta analise deve ser repetida para todos os vinculos da teoria, inclusive para os vinculos
secundarios que vao sendo obtidos. Procedendo desta forma até esgotarem-se todas as possi-
bilidades, ou seja, até que nenhum vinculo novo seja obtido e até serem determinados todos os

multiplicadores de Lagrange.

Citemos ainda, que os vinclos primérios, obtidos da definigao de momento, dada por (B.4), e
os vinculos secundarios, obtidos da relagao de consisténcia {¢,,, H.} = 0, podem nao ser todos
os vinculos da teoria. Nas teorias de gauge, como o eletromagnetismo, ha o aparecimento de

novos vinculos quando o gauge é fixado. Veremos mais detalhes a seguir.
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C.2 Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Na secao anterior, vimos uma classificacao dos vinculos em primérios e secundarios. Esta é
uma classificagao que esté ligada a maneira de como os vinculos sao obtidos. Para os objetivos
da quantizacao canoénica, nao importa como os vinculos foram obtidos, o importante é se eles

existem ou nao. Neste sentido uma classificagao mais 1til se torna necesséria.

Dentre os vinculos, podem existir alguns que possuem paréntese de Poisson zero (fracamente)
com todos os vinculos da teoria, estes sao denominados vinculos de primeira classe. Ja aqueles
que possuirem pelo menos um paréntese de Poisson diferente de zero sao chamados de vinculos

de segunda classe.

E importante destacar que a existéncia de vinculos de primeira classe indica que a teoria conside-
rada possui invariancia de gauge. No método de Dirac, novos vinculos devem ser introduzidos
(vinculos de fixagao de gauge), de tal maneira que estes juntamente com os anteriores, passem

a ser todos de segunda classe.

C.3 Parénteses de Dirac

O procedimento usual da quantizagao canonica, de substituir parénteses de Poisson por comuta-
dores, pode falhar no caso da existéncia de vinculos. Vamos agora mostrar que é possivel termos
novos objetos, em lugar dos parénteses de Poisson, que sao chamados parénteses de Dirac, onde

a substituicao por comutadores, no caso de existirem vinculos, pode ser feita consistentemente.

Na utilizacao dos parénteses de Dirac para quantizacao canonica, os vinculos devem ser de
segunda classe. Caso haja existéncia de vinculos de primeira classe, devemos proceder a fixagao

de gauge.

Uma maneira bem natural para se introduzir os parénteses de Dirac é a partir da evolucao

temporal de uma certa quantidade (classica) dinamica A (p,q,t). Seja entao,

dA  0A . 0A . O0A
= o it Pt

— = 1
TR T (C-16)
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Usando as equagoes de Hamilton, dadas por (C.9 e C.10), obtemos

dA  0A (0H, 06w\  O0A ( OH, | 06,  0A
dat "~ 9g \opi ™ Op; ap; \ og " g ot
dA 0A

onde todos os vinculos estao incluidos, inclusive os decorrentes de fixacao de gauge, caso exis-

tam. Portanto, sao todos vinculos de segunda classe.

Por outro lado, substituindo A por qualquer um dos vinculos da teoria, temos

do,

p {Ons He} + Ay {dn, O} (C.18)

0. (C.19)

Q

Introduzindo a matriz C, cujos elementos sao os parénteses de Poisson dos vinculos, isto é,

decorre que

{¢n7 Hc} + )\m Cnm ~ 0 )
{6ns He} = Ay Co (C.21)

onde, na tltima passagem, usamos o fato de a matriz C'ser anti-simétrica. Dirac mostrou em seu
livro, "Lectures on Quantum Mechanics", que a matriz C sempre possui determinante diferente

de zero, lembrando de que estamos considerando que todos os vinculos sejam de segunda classe.

Assim, partindo de (C.21), podemos escrever

A Con Coy = C {dn, He}
Ao = —Co ¢, He} (C.22)

Levando este resultado em (C.17), finalmente obtemos

dA 0A



82

introduzimos o parénteses de Dirac entre A e H,

{A H.yp, = {A He} —{A ¢} Cpy {00, He} (C.24)

Assim, a expressao (C.23) pode ser convenientemente reescrita como

dA 0A
i {AH.}, + gk (C.25)

O resultado acima, a exemplo do que acontecia com (B.10), parece sugerir que no caso de

sistemas vinculados temos a seguinte regra de quantizacao candnica:

(4B}, — = [4.B] (©.26)

onde o paréntese de Dirac entre A e B é definido analogamente a (C.24), ou seja,
{A, B}, ={A, B} = {A, dn} Crp {0, B} (C.27)

tendo as seguintes propriedades:

{A7B}D = _{BvA}D ) ( )
{AvBC}D = {AvB}D C+B {Aac’}D ’ ( )
{om, A}, = 0, (C.30)
{A,B}p {4, B}, (C.31)
(C.32)

{C’ {A7 B}D}D

Q

Q

{C,{A, B}} .

acrescenta-se ainda a indentidade de Jacobi

{A, B}y, CYp + {{C A}y, By + {{B,Cp, A} = 0 (C.33)
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E claro que concluir sobre a regra de quantizacio (C.26), apenas pela semelhanca entre (C.25)
e a expressao (B.16) seria pura ingenuidade. H& outras evidéncias iniciais que sustentam a
hipotese dada por (C.26). A mais importante é que as relagoes de vinculo, que valiam s6
fracamente em termos de parénteses de Poisson, valem agora, fortemente nos parénteses de
Dirac. Isto significa que se tomarmos os parénteses de Dirac entre um vinculo e uma quantidade

qualquer, obteremos zero como resultado. Vejamos,

{A oty = {A b} —{A 0} Oyl {a 0c}
= {40} — {4, 0.} O Che
= {40} — {A da} dac
= 0. (C.34)

Assim, a inconsisténcia existente entre (B.17), (C.5) e (C.6), mencionada no inicio deste

apéndice nao existe mais em virtude de (C.26).
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