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Resumo

Fazemos um estudo introdutório do formalismo da Gravitação Quântica de Loops. Uma breve
revisão da formulação canônica da Relatividade Geral é realizada para motivar a introdução do
formalismo de loops. Mostramos como ele pode ser adaptado à gravitação bidimensional, mais
especificamente ao modelo de Jackiw-Teitelboim, para o qual fazemos uma análise completa
da formulação canônica, utilizando o formalismo de primeira ordem. Finalmente comentamos
como a quantização poderia ser implementada neste modelo.



Abstract

We make an introductory study of the formalism of Loop Quantum Gravity. A brief review
of the cononical formulation of General Relativity is performed, in order to motivate the in-
troduction of the loop formalism. We show how it can be adapted to bidimensional gravity,
more specifically to the Jackiw-Teitelboim model, for which we make a complete analisys of
the canonical formulation using the first order formalism. We finally comment on how the
quantization procedure could be implemented in this model.
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Capítulo 1

Introdução

Desde o desenvolvimento inicial da relatividade geral e da mecânica quântica no início do

século XX, o grande desafio tem sido sintetizar esses dois temas da física numa teoria unifi-

cada consistente. Uma análise dimensional simples revela que a partir do comprimento de

Planck lP =
√

~G/c3 ≈ 1, 6 × 10−35m efeitos quânticos devem ser levados em conta na teoria

gravitacional [1].

Várias abordagens têm sido consideradas nessa direção, principalmente a teoria de cordas e

a gravitação de loops (LQG), sem contar as linhas de pesquisa mais tradicionais, como as

teorias perturbativas de gravitação quântica, teoria de campos em espaços curvos, modelos de

triangulações dinâmicas e geometria não comutativa.

A teoria de cordas trata a relatividade geral em pé de igualdade com as demais interações,

sendo construída para ser uma teoria unificada de todas elas - eletromagnética, forte, fraca

e gravitacional. A (super) gravidade clássica surge perturbativamente no regime de baixas

energias da teoria de super cordas. A formulação não perturbativa da teoria de cordas teve

um grande avanço a partir das descobertas das dualidades, D-branas, mas mesmo a partir das

descobertas mais recentes como a teoria M e a correspondência AdS/CFT, uma formulação não

perturbativa completa ainda está longe de ser obtida.

Mas existe ainda um ponto fundamental na teoria de cordas que é alvo de críticas por parte da

comunidade dos relativistas. Trata-se do fato de não existir uma formulação da teoria indepen-

dente do background, ou seja, invariante sob difeomorfismos ativos. Esta é uma característica

essencial da relatividade geral. A teoria de cordas é formulada num background fixo, não
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dinâmico. Numa formulação independente de background, nenhuma métrica clássica deveria

aparecer nem na definição do espaço de estados, nem nas variáveis dinâmicas da teoria e, além

disso, ela deveria aparecer como um operador num espaço de estados, em que eles próprios

fossem a superposição de diferentes backgrounds.

A LQG é uma abordagem independente de background da gravitação quântica. Sendo desde

o início construída como uma teoria canônica não perturbativa e independente de background.

Tendo como base a relatividade geral e a mecânica quântica, ou seja, as duas teorias mais

bem estabelecidas até agora tanto em nível conceitual como experimental. Portanto, não é

necessário nenhum novo pressuposto teórico, como supersimetria e dimensões extras, e esta

abordagem apenas reformula a relatividade geral como uma teoria dinâmica das conexões.

Com esta escolha de variáveis a teoria passa a ser tratada de forma análoga as teorias de gauge

usuais, no sentido de que o espaço de fase cinemático se assemelha ao da teoria de Yang-Mills

SU(2).

O ingrediente principal da LQG é a escolha das holonomias das conexões como os graus de

liberdade fundamentais da gravitação quântica. Desta forma, diferentemente da teoria de

cordas, a LQG não pretende ser uma teoria de unificação das demais interações fundamentais,

mas sim uma teoria que possa descrever com sucesso os fenômenos gravitacionais no nível

da escala de Planck. Um dos pontos ainda em aberto dessa abordagem é o fato de não se ter

conseguido até o momento estabelecer uma conexão com os fenômenos a baixas energias, porém

já existem alguns problemas bem entendidos como a descrição quântica de buracos negros e

horizontes cosmológicos que reproduzem os resultados de Bekenstein-Hawking na relação entre

área e entropia [2,3,4,5].

Mais recentemente tem havido um grande avanço na chamada loop quantum cosmology (LQC)

[6], mostrando que as singularidades cosmológicas podem ser eliminadas, e também prevendo

efeitos observáveis no espectro CMB [7]. Existem também alguns resultados que mostram como

a supersimetria e as dimensões extras podem ser incorporadas no formalismo de LQG [8].

Outros questionamentos têm surgido a respeito dessa abordagem, por exemplo, o fato de como

se obter uma formulação não perturbativa consistente sendo que quando se quantiza a gravitação

por métodos perturbativos obtém-se uma teoria não renormalizável. A resposta para isso está

no fato de que a prova da não renormalizabilidade é baseada na disponibilidade de um espaço-

tempo de Minkowski, o que não é correto num regime de espaço-tempo quântico. Um dos



13

resultados mais expressivos obtidos em LQG até agora foi o cálculo dos quanta de geometria, isto

é, o espectro dos análogos quânticos dos funcionais de área e volume, mostrando-se ainda que

eles são discretos. Sob este aspecto existe uma convergência de resultados advindos de outras

abordagens, como a teoria de cordas e geometria não comutativa. Desta forma a indicação

da estrutura discreta do espaço-tempo introduz um cut-off natural na gravitação quântica, que

deve atuar também como um regulador das divergências ultravioletas que atrapalham o modelo

padrão. Assim, as técnicas perturbativas usuais de teoria quântica de campos não podem ser

automaticamente utilizadas em escalas onde os efeitos quânticos gravitacionais são levados em

conta.

Como discutiremos nesta dissertação, a relatividade geral é uma teoria vinculada e os vínculos

são equivalentes as equações de movimento. A transição para a teoria quântica se dá pela

quantização canônica, utilizando-se o conhecido método de Dirac. Na abordagem de loops a

teoria clássica não vinculada é quantizada, necessitando que os vínculos quânticos sejam imple-

mentados mais tarde como operadores. Apesar de muitos resultados serem obtidos nos últimos

anos, um completo entendimento de todos os vínculos, incluindo o vínculo Hamiltoniano, que

é o gerador "da evolução temporal", isto é, a parte dinâmica da teoria, é ainda difícil de ser

alcançada. Isto de certa forma não nos surpreende, desde que nós não esperamos obter uma

solução completa de uma teoria altamente não trivial e não linear. Para tratar desta questão,

métodos covariantes para compreender a dinâmica foram desenvolvidos nos últimos anos. Este

desenvolvimento conduziu aos modelos então chamados de "spin foam", em que as redes de

spin são levemente "propagadas no tempo", conduzindo a uma formulação de espaço-tempo

para LQG. Esta formulação oferece uma compreensão mais intuitiva do espaço-tempo quântico

e é muito mais próxima dos métodos da física de partículas.

A dissertação está organizada da seguinte maneira: No capítulo 1 faremos uma breve revisão

da gravitação 4-dimensional, onde veremos que a relatividade geral pode ser representada como

uma teoria dinâmica de conexão. A partir da seção 1.4 introduziremos o formalismo ADM

diretamente do formalismo de tetradas ("vierbeins"), desta forma toda a análise canônica da

teoria poderá ser construída. Feito isto, estaremos prontos para procedermos às técnicas de

quantização de "loops", onde as holonomias são os argumentos dos funcionais de onda.

O capítulo 2 trata especificamente da gravitação bidimensional formulada em termos das vari-

áveis de Einstein-Cartan (formalismo de primeira ordem). Nesta dimensão a ação usual de

Eisntein-Hilbert é uma constante que não nos leva às equações de movimento. Logo será
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mostrado que a ação que descreve a gravitação bidimensional é a ação de Jackiw-Teitelboim,

que como veremos na seção 2.5, poderá ser obtida a partir de uma teoria BF. Ainda neste

capítulo verificaremos a simetria da ação, que nos dá como resultado importante o fato da

gravitação ser formulada como uma teoria de gauge, onde a invariância de difeomorfismo está

incluída na própria invariância de gauge do grupo de de Sitter.

No capítulo 3 teremos toda a análise de vínculos sendo construída, verificando a existência

de vínculos de primeira classe como os geradores das transformações de gauge da teoria. A

presença desses vínculos e as liberdades de gauge associadas indicam que existem mais de um

conjunto de variáveis canônicas para um mesmo estado físico. Logo, na seção 3.5 será feita

uma fixação parcial de gauge, seguindo os passos do que foi feito no capítulo 1 para gravitação

4-dimensional, na qual os vínculos de segunda classe que surgem desta fixação são eliminados

a partir da utilização dos parênteses de Dirac.

Feito isto, após toda álgebra clássica ter se mostrado consistente, é hora de determinarmos a

covariância geral da teoria. É o que será feito no capítulo 4, ou seja, mostra-se que o vínculo G ′

1

é o gerador da simetria residual da teoria, e que G ′

0 gera os difeomorfismos temporais a menos

de difeomorfismos espaciais e equações de movimento, confirmando desta forma a invariância

da teoria.

Por fim, para o capítulo 5, introduziremos a preparação da quantização de "loop". Onde

iremos verificar que a álgebra quântica dos vínculos, através de um ordenamento específico, se

mostra análoga à álgebra clássica sem anomalias. O trabalho neste momento é então finalizado,

restando-nos futuramente a construção de um espaço de Hilbert Cinemático, onde um produto

interno será definido.
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Capítulo 2

Formulação Canônica da Relatividade

Geral

A relatividade geral é geralmente apresentada como uma teoria métrica; no entanto podemos

representá-la como uma teoria dinâmica de conexão. Esta reformulação faz com que a rela-

tividade geral seja colocada num formalismo análogo ao das teorias de gauge, que descreve as

outras três forças fundamentais da natureza, de forma que, no formalismo Hamiltoniano, todas

as teorias partem da mesma cinemática. A diferença está claramente na dinâmica, enquanto

a dinâmica das teorias de gauge para outras interações dependem de um "‘background"’, a

relatividade geral não depende [9].

Pretendemos nesta dissertação, aplicar as técnicas do formalismo Hamiltoniano utilizado em

teorias de gauge à gravitação do ponto de vista da "Loop Quantum Gravity" (LQG). Nossa

abordagem à teoria bidimensional seguirá os passos do que foi feito em (3+1) dimensões. Esta

abordagem canônica também conhecida como geometrodinâmica não é nova [10, 11, 12, 13,

14, 15, 16], mas a partir do trabalho de Ashtekar [17], onde novas variáveis canônicas foram

descobertas, foi que se gerou grande expectativa de solução de problemas não resolvidos da

gravitação quântica.
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2.1 Ação de Einstein-Hilbert

A teoria da relatividade geral descreve a dinâmica da geometria. A ação correspondente em

termos das variáveis métricas é dada pela ação de Einstein-Hilbert [18]

SEH =
1

2k

∫

M
d 4x

√
|g| R , (2.1)

onde k = 8πG
c3

, G é a constante gravitacional, g o determinante da métrica gµν e R o escalar de

curvatura. Consideraremos a partir de agora c = 1.

O fator 1
2k

é escolhido para reproduzir o limite Newtoniano na presença de matéria. M é uma

variedade espaço-temporal 4-dimensional, assumida na forma topológica M3×ℜ e equipada com

uma orientação fixa. M3 é uma variedade 3-dimensional, e ℜ indica a parte temporal. A ação

de Einstein-Hilbert é claramente um escalar sobre transformações gerais de coordenadas. As

equações de Einstein podem ser obtidas através do princípio da ação δSEH = 0, onde teremos

Gµν = Rµν − 1

2
gµν R = 0 , (2.2)

sendo Gµν o tensor de Einstein para o campo gravitacional livre, sem matéria.

2.2 Ação de Palatini

Na estrutura de Palatini as variáveis gravitacionais básicas constituem o par (eI µ, ω
I
Jν), cam-

pos 1-forma, tomadas como variáveis independentes (formalismo de primeira ordem), sobre a

variedade M. A ação de Palatini será:

SP =
σ

4k

∫

M
ǫIJKL e

I ∧ eJ ∧ RKL , (2.3)

onde ǫIJKL é um tensor completamente anti-simétrico e R sendo definido como a curvatura da

conexão ωIJν [9]

R : = dω + ω ∧ ω . (2.4)
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Denotemos por σ = ±1 a assinatura da métrica. Para σ = 1, a variedade é Riemanniana, ou

seja, o grupo de estrutura é SO(4). Para σ = −1 o grupo é SO(1,3), a variedade é Lorentziana.

Sendo assim, em contraste com a ação de Eintein-Hilbert (1.1), a ação de Palatini depende de

uma variável adicional, a conexão ωIJν . De qualquer modo a equação de movimento obtida pela

variação da ação SP com respeito à conexão, implica que ωIJν é completamente determinada

pelo campo eI µ (condição de torção nula):

T : = DeI = deI + ωI Je
J = 0 . (2.5)

Se agora variarmos a ação com respeito ao campo eI µ, a ação de Palatini se reduz na ação

familiar de Einstein-Hilbert

SP (e, ω(e)) ≈ SEH . (2.6)

A ação de Palatini apresenta, no entanto, dificuldades quando se pretende a partir dela, realizar

a transformada de Legendre e implementar o formalismo Hamiltoniano. A razão disso é que

quando os vínculos são resolvidos, toda referência à dinâmica da conexão é perdida. Este

problema pode ser corrigido usando a seguinte observação: existe outra invariância, construída

do par (e, ω), com a extraordinária propriedade de que sua adição na ação original de Palatini

não muda as equações de movimento. Esta ação modificada, determinada por Holst, é dada

por:

SH(e, ω) = SP (e, ω) − 1

2kγ

∫

M

eI ∧ eJ RIJ , (2.7)

onde γ é um número arbitrário, chamado parâmetro de Barbero-Immirzi.

É importante notar que γ não pode ser zero quando utilizarmos a ação de Holst em uma teoria

quântica. Por exemplo, os autovalores do operador área na base das redes de spin são dados

por:

A = 8π γ ~ G
∑

i

√
ji(ji + 1) ; i = 1, 2, ..., n , (2.8)

onde ji designam representações irredutíveis do grupo de gauge SU(2).

Ou seja, γ não apresenta nenhum efeito na teoria clássica, as equações de movimento não
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dependem dele, mas é importante na teoria quântica. Isso acontece também nas teorias de

Yang-Mills com o parâmetro θ da QCD, onde podemos adicionar termos topológicos na ação,

que clássicamente as equações de movimento não mudam. Isto induz a transformação canônica

clássica no espaço de fase, faltando ser implementada a nível quântico. No caso gravitacional,

no entanto, γ não possui origem topológica, pois através da primeira identidade de Bianchi

o termo extra somado a ação de Palatini se anula identicamente quando a equação (1.5) é

satisfeita [9].

Consequentemente, o parâmetro θ na teoria de Yang-Mills é em muitos casos análogo ao

parâmetro γ. Desta forma, γ pode refletir uma ambigüidade na quantização da teoria, onde

diferentes valores de γ levam a diferentes predições físicas. Esse parâmetro entra em várias

previsões da teoria quântica, como por exemplo, no cálculo da entropia de buracos negros,

onde seu valor é obtido comparando a entropia de buracos negros com o valor determinado por

métodos termodinâmicos [19],

γ =
ln2

π
√

3
≈ 0, 06 , (2.9)

o cálculo pode ser realizado para diferentes tipos de buracos negros e o mesmo valor de γ será

encontrado, assumindo uma certa consistência.

No que diz respeito às simetrias da ação de Holst, notamos que ela é invariante por trans-

formações de Lorentz locais, as equações de movimento são covariantes. Além disso, a ação é

invariante por difeomorfismo, δxµ = ξµ(x). Denotando a ação de Holst por uma 4-forma Ω4

temos:

δdif Ω4 = Lξ Ω4 = iξ dΩ4 + d iξ Ω4 . (2.10)

O primeiro termo da segunda igualdade se anula porque dimM = 4. O segundo termo é uma

derivada total, portanto

δdifS =

∫

∂V

iξ Ω4 , (2.11)

e este termo não afeta as equações de movimento, já que os campos não variam nas bordas.
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2.3 O Formalismo Canônico

Como já vimos, a variedade M que consideramos possui topologia M3 × ℜ. Onde M3 possui

dimensão 3 e a tomamos como uma variedade espacial, sendo que ℜ indica a parte temporal.

Consideramos uma base coordenada em M dada por xµ (µ = 0, 1, 2, 3), onde xa(a = 1, 2, 3) é

a coordenada espacial de M3 e (x0 = t) é a coordenada temporal de ℜ. Os vetores ∂µ formam

uma base no espaço tangente a M3 e os "vierbein" eI formam uma base pseudo-ortonormal no

espaço tangente a M num determinado ponto P ∈ M,

eI = eµI ∂µ , (2.12)

eI = eIµ dx
µ , (2.13)

s

P

-
6

e0

e1

M

TxM

sendo TxM o espaço tangente a variedade M [A.1], a 1-forma dxµ será a base de coorde-

nadas do espaço cotangente a M3, e eI a base do espaço cotangente a M. Acima eIµ e eµI são as

matrizes que transformam as bases de coordenadas do espaço cotangente e do espaço tangente,

respectivamente, em uma base pseudo-ortonormal, pois:

eI . eJ = gµν e
µ
I e

ν
J = ηIJ . (2.14)
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Com isso construímos uma foliação parametrizada por "t". Podendo então ser efetuada uma

fixação parcial para x0 = t, onde a invariância sob os difeomorfismo de M3(t) é preservada

restando-nos uma invariância de difeomorfismo residual de M em cada "instante" t.

q -6

M3(T1)

q -6

M3(T2)

q -6

M3(T3)

T = t

x1

x2

Hipótese: existe uma

foliação dada por uma

"função temporal"T (P )

tal que M = ℜ×M3

M3(T ) = {P ∈ M |T (P ) = T = constante}
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Fazendo a fixação parcial de gauge para a simetria de Lorentz, escrevemos e0a = 0, condição

conhecida como gauge temporal:

qHHj
���

M3(t1)

qHHj
���

M3(t2)

q -6

M3(t3)

T = t

x1

x2

As coordenadas serão tais

que T (P ) = x0 ≡ t e que

(xa, a = 1, 2, 3) sejam as

coordenadas de M3(t).

Gauge temporal:

O vetor de base e0 do

espaço-tempo tangente

será tangente à linha

de coordenada temporal.

Construimos portanto

eIµ =


 e0t e0a

eit eia


 ≡


 N 0

N i eia


 .
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A construção anterior é conhecida como o formalismo ADM e é bastante adequado na imple-

mentação do formalismo Hamiltoniano para a relatividade geral. Normalmente implementa-se

essa construção utilizando o formalismo métrico. Nesta dissertação o fazemos diretamente no

formalismo de "vierbeins".

A variável N é conhecida como "função lapso" e N i "função shift". Observemos que eIµ indica

uma "vierbein" em M e eia uma "dreibein" em M3. A matriz inversa de eIµ é dada por

eµI =


 et0 eti

ea0 eai


 ≡ (eIµ)

−1


 1/N 0

−Na/N eai




com ea i = (ei a)
−1. Notemos ainda que et i = 0, ou seja, os vetores só possuem componentes

espaciais. A métrica gµν pode então ser construída a partir de gµν = ηIJ e
I
µ e

J
ν , onde temos

explicitamente:

g00 = σ N2 +N iN i ,

g0a = N i ei a = Na , (2.15)

gab = ei a e
i
b ,

e desta maneira podemos escrever

ds2 = gµν dx
µ dxν = −N2 dt2 +

3∑

i=1

(N idt+ ei a dx
a)2 . (2.16)

Utilizando as variáveis construídas a partir de (1.15), podemos efetuar uma transformada de

Legendre na Lagrangiana de Holst e obter posteriormente a Hamiltoniana:

LHolst =

∫

M
d3x

[
P a
i ∂tA

i
a −H(Aia, P

a
i ,Λ

i, Na, N)
]
, (2.17)

com H dada por

H = ΛiGi +NaCa +NC , (2.18)

onde Λi, Na, N são multiplicadores de Lagrange e Gi, Ca, C são vínculos, escritos como funcionais
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de Ai a e P a
i, que por sua vez se escrevem como

Ai a = Γi a − γ σ ki a , (2.19)

P a
i =

σ

2kγ
e(3) e

a
i , (2.20)

sendo Γi a = ǫijk ω
jk
a uma conexão em M , que satisfaz a equação de compatibilidade

dei + eijk Γj ek = 0 , (2.21)

kia é a curvatura extrínseca de M , dada por

ki a = ei I e
α
a ωα

IJ ηJ , (2.22)

onde ηI é um vetor ortogonal a M normalizado por ηI ηI = σ. Finalmente e3 = det(ei a).

Os vínculos, explicitamente escritos em termos de Ai a e P a
i são:

Gi = Da P
a
i ≡ ∂a P

a
i + ǫij

k Aj a P
a
k , (2.23)

Ca = P b
i F

i
ab −

σ − γ2

σγ
kia Gi , (2.24)

C =
k γ2

2 e3
P a

i P
b
j

[
ǫij k F

k
ab + 2(σ − γ2) ki[a k

j

b]

]
+ (γ2 − σ) k ∂a(

P a
i

e3
)Gi. (2.25)

Nas expressões acima, F k
ab é a curvatura da conexão Ai a

F i
ab = ∂aA

i
b − ∂bA

i
a − ǫi jkA

j
aA

k
b . (2.26)

O espaço de fase canônico consiste dos pares (Aia, P
a
i ) de campos na variedade tridimensional

M , sendo que Aia é uma conexão 1-forma e P a
i uma densidade vetorial de peso 1. O colchete

de Poisson básico é dado por

{
Ai a(x), P

b
j(y)

}
= δij δ

b
a δ(x, y) . (2.27)

Portanto, o espaço de fase é o mesmo de uma teoria de Yang-Mills, sendo que neste caso também
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existe um conjunto de três vínculos de primeira classe. As equações de Hamilton são

Ȧi a =
{
Ai a, H

}
, (2.28)

Ṗ a
i = {P a

i, H} , (2.29)

onde H =
∫
M
d3xH. O conjunto formado pelas três equações de vínculos é completamente

equivalente às equações de Einstein. Desta forma a relatividade geral é expressa como uma

teoria dinâmica de conexões.

Passemos agora à análise dos vínculos. Gi = 0 é simplesmente a "lei de Gauss", que assegura

a invariância sob rotações internas SO(3). De fato, para qualquer função suave Λi em M , que

toma valores em SO(3), a função

CG(Λ) ≡
∫

M

d3xΛi Gi , (2.30)

no espaço de fase gera exatamente as rotações internas

{
Ai a, CG(Λ)

}
= −Da Λi , (2.31)

{P a
i, CG(Λ)} = ǫij

k Λj Pk
a . (2.32)

Para um campo vetorial suave ~N em M , definimos

CDiff ( ~N) ≡
∫

M

d3x
(
Na P b

i F
i
ab − (NaAa

i)Gi
)
, (2.33)

e a partir das seguintes relações

{
Aia, CDiff ( ~N)

}
= L ~N A

i
a , (2.34)

{
P a
i , CDiff ( ~N)

}
= L ~N P

a
i , (2.35)

verificamos que CDiff ( ~N) gera os difeomorfismos ao longo de ~N .

O terceiro vínculo, seguindo uma construção de Barbero e Thiemann é escrito como

C(N) ≡ kγ2

2

∫

M

d3xN
P a
i P

b
j

e3

[
ǫij kF

k
ab + 2(σ − γ2) ki[ak

j

b]

]
, (2.36)

e vem a ser um gerador da evolução temporal para "fora"de M . Os parênteses de Poisson entre
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esses vínculos são:

{
CG(Λ), CG(Λ

′

)
}

= CG([Λ,Λ
′

]) , (2.37)
{
CG(Λ), CDiff ( ~N)

}
= −CG(LN Λ) , (2.38)

{
CDiff ( ~N), CDiff ( ~N

′

)
}

= CDiff ([ ~N, ~N
′

]) , (2.39)

{CG(Λ), CN} = 0 , (2.40)
{
CDiff ( ~N), CM

}
= −C(LN M) , (2.41)

{C(N), C(M)} = k2γ2σ
(
CDiff (~S) + CG(SaAa)

)
(2.42)

+ (σ − γ2)G
(

[P a∂aN,P
b∂bM ]

e3

)
,

onde o campo vetorial Sa é definido por

Sa = (N ∂bM −M ∂bN)
P b
i P

ai

e3
. (2.43)

Nesta dissertação trabalharemos sempre com o campo gravitacional puro. O acoplamento de

matéria, no entanto, já tem sido bastante discutido tanto na estrutura da relatividade geral

como na da supergravidade [20, 21]. No setor de matéria as modificações para se tratar com

um valor genérico do parâmetro de Barbero-Immirzi são mínimas.

A partir deste ponto a teoria pode ser quantizada. Não trataremos com detalhes da quantização

nesta dissertação, no entanto, faremos um breve comentário sobre isso, a fim de que possamos

ter uma idéia da técnica de quantização de "loops".

Numa teoria quântica de campos tradicional, uma das maneiras de se implementar a quanti-

zação é escolher a álgebra das funções dos campos a serem promovidas a operadores quânticos.

Em geral essa álgebra é formada por componentes positivas e negativas dos modos dos campos e

a quantização conduz aos operadores de criação e aniquilação, e a caracterização de freqüências

positivas e negativas requer a existência de um espaço tempo de fundo.

O que difere esse processo de quantização de "loops"é que neste caso escolhe-se uma álgebra

diferente das funções de campos, baseada na holonomia da conexão gravitacional. A holonomia,

também conhecida na literatura como "loop de Wilson"quando definida numa curva fechada,
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é a matriz de transporte paralelo ao longo de uma curva:

U(A, γ) = P exp

∫

γ

A , (2.44)

onde P é um ordenamento ao longo do caminho, definido da seguinte maneira:

P exp

∫ 1

0

dsA(γ(s)) =
∞∑

0

∫ 1

0

ds1

∫ s1

0

ds2...

∫ sn−1

0

dsn A(γ(sn))...A(γ(s1)) . (2.45)

As holonomias são as variáveis naturais numa teoria de gauge [19]. Sob uma transformação de

gauge local λ, a conexão A se transforma como

A −→ Aλ = λAλ−1 + λ dλ−1 , (2.46)

e as holonomias se transformam de forma homogênea:

U [A, γ] −→ U [Aλ, γ] = λ(xγf )U [A, γ]λ−1 (xγi ) , (2.47)

onde xγi e xγf são os pontos inicial e final do caminho γ respectivamente.

Sob difeomorfismo φ, a conexão se transforma como uma 1-forma

A −→ φ∗A , (2.48)

e a holonomia da seguinte maneira,

U [A, γ] −→ U [φ∗A, γ] = U [A, φ−1 γ] , (2.49)

ou seja, arrastar A por um difeomorfismo φ é o mesmo que arrastar a curva γ. Na "loop

quantum gravity"as holonomias se tornam operadores que criam os "estados de loop".

Sendo g o espaço das conexões reais definidas numa superfície tridimensional M , precisamos

definir o espaço dos funcionais em g. Considerando uma coleção Γ de caminhos γl, l = 1, ..., L,

denominados grafos, e uma função suave f(U1, ..., UL) de L elementos de grupo, a dupla (Γ, f)

define um funcional de A:

ΨΓ,f [A] = f (U(A, γ1)....U(A, γL)) , (2.50)
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e definimos por S o espaço linear de todos os funcionais ΨΓ,f [A], para todos Γ e f . Tais

funcionais são conhecidos como "funções cilíndricas"[19].

No caso em que g é SO(3), torna-se conveniente escrever A como uma conexão de SU(2), já

que as álgebras são as mesmas. Expandem-se as conexões em termos de Ti = − i
2
σi, onde σ1

são as matrizes de Pauli:

A(~T ) = Aia T
i dxa . (2.51)

Podemos definir então o produto escalar no espaço S

〈ΨΓ, f |ΨΓ, g〉 ≡
∫
dUi...dU2 f(U1, ..., UL) g (U1, ..., UL) , (2.52)

onde dU é a medida de Haar em SU(2). Neste o produto escalar foi definido no mesmo grafo Γ.

Pode-se estender a definição para o caso em que os grafos sejam diferentes, mas não pretendemos

entrar nesses detalhes aqui. Devemos, no entanto, chamar a atenção para as propriedades de

invariância do produto escalar, que são exatamente as transformações de gauge SU(2) e os

difeomorfismos.

A partir da propriedade de transformação de gauge das holonomias, temos para um grafo (Γ, f):

fλ(U1, ..., UL) = f
(
λ(xγ1f )U1 λ

−1(xγi )...λ(xγL

f )UL λ
−1(xγL

i )
)
, (2.53)

e desta forma, os estados quânticos se transformam como

ΨΓ,f (A) −→ [Uλ ΨΓ,f ](A) = ΨΓ,f (Aλ−1) = ΨΓ,f
λ−1

(A) . (2.54)

Mas como a medida de Haar é invariante por transformações de grupo à esquerda e à direita,

temos que o produto escalar (1.52) é invariante.

Com relação aos difeomorfismos, notamos que uma função cilíndrica ΨΓ,f (A) é levada a uma

outra função cilíndrica ΨφΓ,f (A), ou seja, baseada no grafo modificado. Como o lado direito

de (1.51) não depende explicitamente do grafo, a invariância por difeomorfismo segue imedia-

tamente.

O que fizemos até agora foi definir o espaço de Hilbert cinemático K. O que precisa ser feito

então é a implementação dos vínculos nesse espaço. Desta forma, as equações de Einstein
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quânticas podem ser formalmente expressas como:

Ĝi |Ψ > = 0 , (2.55)

Ĉa |Ψ > = 0 , (2.56)

Ĉ |Ψ > = 0 . (2.57)

Temos, portanto um conjunto de sete equações.

As primeiras três equações impõem aos funcionais de onda a invariância de gauge local SU(2),

e o espaço de Hilbert resultante é denominado K0. As próximas três equações impõem em

K0 a invariância por difeomorfismo, resultando num espaço denominado KDiff . O último

vínculo, denominado vínculo escalar, não possui interpretação geométrica simples, e, além

disso, é altamente não linear o que, em princípio, pode fazer aparecerem os problemas usuais

das divergências ultravioletas, presentes na teoria de campos em que se devem definir produtos

de campos em mesmo ponto. No entanto algumas versões bem definidas do vínculo escalar já

foram construídas, e milagrosamente, devido à abordagem independente da métrica de fundo, a

teoria é livre dessas divergências. O espaço de soluções do vínculo quântico escalar permanece

um problema aberto em "loop quantum gravity".
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Capítulo 3

Gravitação Bidimensional

A abordagem mais bem sucedida para se quantizar a gravitação tem sido o estudo a baixas

dimensões, de onde se pode adquirir embasamento conceitual físico-matemático para o melhor

entendimento das teorias em dimensões superiores [22]. Em quatro e três dimensões teorias

de gauge para relatividade geral foram formuladas por Ashtekar e Witten. Para 4-d Ashtekar

[23,17] introduziu o grupo SL(2, C), onde a equação de Wheeler-DeWitt simplifica-se conside-

ravelmente, já em 3-d Witten mostrou em [24,25] que a teoria da relatividade geral pode

ser descrita como uma teoria de Chern-Simons definida sobre o grupo ISO(2,1). Ambas as

abordagens tiveram grande impacto no estudo da gravitação quântica e a partir dos trabalhos

de Witten foi mostrado que a relatividade geral não apresenta divergência ultravioleta, ao

contrário do que se acreditava até então [22].

A teoria da gravitação é invariante sob difeomorfismo cujos parâmetros são funções do espaço-

tempo, exatamente como uma teoria de gauge local [26]. Consequentemente ela poderá ser

formulada em termos das variáveis de Einstein-Cartan, que no caso bidimensional é o "zweibein"

(eIµ) e a conexão de spin (ωIJµ ) [A.1], ao invés do tensor métrico gµν , sendo (I, J = 0, 1) índices

referentes ao espaço-tempo tangente na base do "zweibein" e (µ, ν = 0, 1) índices referentes as

coordenadas do espaço- tempo. Esta nova formulação é denominada formalismo de primeira

ordem, pois na ação temos somente derivadas dos campos até primeira ordem.

Ao trabalharmos com gravitação bidimensional temos que as equações dinâmicas não são de-

terminadas pelo tensor de Einstein (Rµν − 1
2
gµνR), já que ele é identicamente nulo em duas

dimensões e a ação usual de Einstein-Hilbert (
∫
d2x

√−gR) é uma integral de superfície (uma
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constante), que não nos leva às equações de movimento. A respeito desta trivialidade, Jackiw

declara [26] "Quando trabalhamos com a gravitação em (1+1) dimensão é necessário inventar

um modelo" . Logo foi proposta uma ação que comporta um campo escalar φ além da métrica

gµν .

3.1 Modelo de Jackiw-Teitelboim para Gravitação Bidi-

mensional

A inspiração para formular uma ação capaz de descrever a gravitação bidimensional veio a partir

da teoria de Liouville [27], que é uma teoria de campo completamente integrável expressa por

um campo escalar φ(x) [23,14]. No espaço de Minkowski, a densidade Lagrangiana para o

modelo de Liouville é dada por:

L =
1

2
∂µ φ ∂

µφ− λ eβφ , (3.1)

tendo como equação de movimento

�φ+ λ eβφ = 0 , (3.2)

lembrando que � = ∂x∂x − ∂t∂t, para coordenada espaço-tempo (x,t) sob a variedade M.

Consideramos (c =1) para velocidade da luz e a ação
∫
d2xL sendo adimensional.

A equação de Liouville foi proposta e resolvida no século dezenove, durante o estudo de vór-

tices[14], tendo seu significado geométrico prontamente apreciado. Se o tensor métrico bidimen-

sional for escrito na forma ηµν = eβφ gµν , onde gµν é a métrica do espaço plano de Minkowski,

o escalar de curvatura é dado por [14]:

R = β e−βφ gµν ∂µ ∂ν φ . (3.3)

Consequentemente, quando φ for uma solução da equação de Liouville (2.2), o escalar de cur-

vatura bidimensional será constante. A teoria de Liouville clássica é invariante sob trans-

formação conforme, o que levou Jackiw a propô-la como uma substituição para a ausência da

equação de Einstein em 2D.
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Se nós introduzirmos a constante cosmólogica K na equação de Einstein teremos

Rµν −
1

2
gµν R +Kgµν = 0 , (3.4)

dado que em duas dimensões o tensor de Einstein desaparece identicamente (Rµν− 1
2
gµν R = 0),

se pode observar facilmente da equação (2.4) que ou a métrica desaparece para K 6= 0, ou é

totalmente indeterminada quando K = 0. Logo a equação de Liouville

R− 2K = 0 , (3.5)

pode ser escolhida como uma boa alternativa para a equação (2.4).

Tomando a equação (2.5) como sendo a equação de Einstein em duas dimensões, Jackiw e

Teitelboim propuseram uma ação para substituir a ação de Einstein-Hilbert, de onde se pudesse

obter (2.5). Esta ação, conhecida como ação de Jackiw-Teitelboim, sendo covariante, ou seja,

invariante sob os difeomorfismos do espaço-tempo, é escrita da seguinte forma:

SJ−T =
1

2

∫
d2x

√−g ψ(R− 2K) (3.6)

onde ψ é um campo escalar, R o escalar de curvatura, K a constante cosmológica e g = det(gµν).

As equações de movimento são R = 2K e Dψ = 0, sendo D a derivada covariante, cuja solução

representa um espaço-tempo de de Sitter ou anti-de Sitter de acordo com o sinal da constante

cosmológica K.

Nas seções seguintes mostraremos que existe uma ação equivalente à ação de Jackiw-Teitelboim

que tem a forma de um modelo BF, cujo grupo de gauge é o grupo de de Sitter.

3.2 Teoria de Gauge Baseada no Grupo de de Sitter

Geralmente a conexão campo de gauge, 1-forma, com valores numa álgebra de Lie é escrita

como

A = Aµ dx
µ = Aiµ Ji dx

µ , (3.7)

onde (i = 0,1,2) e Ji é o gerador da álgebra de Lie [26].
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A idéia comum para todas as teorias que abordam a gravitação bidimensional como uma teoria

de gauge, como no caso da teoria BF, é determinar a conexão como uma combinação linear dos

zweibein (eI) e da conexão spin (ω), ambos 1-forma, tomados como variáveis independentes:

A = eIPI + ωΛ , (3.8)

onde I, J = (0,1), PI é o gerador das translações do espaço-tempo e Λ é o gerador das trans-

formações de Lorentz (boost). Inicialmente o grupo que representaria a conexão (2.8) seria o

grupo de Poincaré ISO(1,1), onde os geradores apresentariam como álgebra as seguintes relações

de comutação [28]:

[Λ, PI ] = ǫJI PJ , (3.9)

[PI , PJ ] = 0 , (3.10)

os índices (I, J) são levantados e abaixados com a métrica plana ηIJ = diag(σ, 1) (ver apêndice

(A.1)) e nossa convenção para o tensor anti-simétrico é ǫ01 = 1, sendo ǫ01 = σ.

No caso em que a constante cosmológica é diferente de zero (K 6= 0) a álgebra de Poincaré pode

ser estendida para álgebra de Sitter SO(2,1) ou (anti) de Sitter SO(1,2) [22], onde os geradores

apresentam as seguintes relações de comutação:

[Λ, PI ] = ǫJI PJ , (3.11)

[PI , PJ ] = K ǫIJ Λ . (3.12)

O grupo de de Sitter ou (anti) de Sitter, representado por (A)dS, é mais apropriada para des-

crever uma teoria de gauge, ao contrário do grupo ISO(1,1), por possuir uma forma bilinear

invariante não degenerada ("o traço") dado pela métrica de Killing [6]

kij =


 KηIJ 0

0 1


 , (3.13)

tal que 〈PI , PJ〉 = KηIJ e 〈Λ,Λ〉 = 1, onde < , > é a forma bilinear. É interessante obser-

varmos que a métrica de Killing é claramente degenerada para K = 0, mostrando que o traço

em ISO(1,1) não é invariante.
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Iremos agora redefinir os geradores do grupo (A)dS como:

Ji ≡ (J0, J1, J2) = (PI , PJ ,Λ) , (3.14)

de modo que a álgebra de Lie de (A)dS possa ser expressa de forma compacta

[Ji, Jj] = fij
k Jk = K ǫijk k

kl Jl , (3.15)

onde por convenção ǫ012 = 1, com

kij = −σ
2
fik

l fj l
k = −σ

2
Tr(JiJj) , (3.16)

sendo a definição da métrica de Killing em relação as constantes de estrutura fij k.

Utilizando a álgebra do grupo (A)dS e a equação (2.15), podemos obter as seguintes relações

de comutação para os geradores:

[J0, J1] = KJ2 ,

[J1, J2] = σJ0 , (3.17)

[J2, J0] = J1 ,

de onde poderemos obter o valor das constantes de estrutura

f01
2 = K, f12

0 = σ, f20
1 = 1 . (3.18)

As demais constantes são nulas.

3.3 Gravitação no formalismo BF

A formulação de uma ação invariante de gauge para o caso da gravitação bidimensional é um

problema que tem atraído muitos autores, sendo primeiramente explorada por Fukuyama e

Kamimura em dois artigos [29,30], onde o grupo de gauge considerado foi O(2,1). Posterior-

mente, a mesma ação foi introduzida nos trabalhos de Isler e Trugenberger [28], Chamseddine

e Wyler [31], Blau e Thompson para vários grupos de gauge [32].
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Em nosso trabalho a teoria BF da gravitação pura bidimensional é baseada na conexão (2.8),

onde o grupo de gauge é o grupo (A)dS com valores na álgebra de Lie, como vimos na seção

anterior. A ação clássica da teoria BF [32,33] na representação adjunta é dada por:

SBF =

∫
〈φ, F 〉 =

∫ 〈
φ, dA+ A2

〉
, (3.19)

nesta representação 〈φ, F 〉 := 〈Ji, Jj〉φi F j = kij φ
i F j, temos a forma bilinear de Killing do

grupo (A)dS visto em (2.13). Sendo φ (0-forma) um campo escalar tipo "dilaton"e F (2-forma)

a curvatura da conexão campo de gauge (A).

Explicitamente poderemos expandir os campos em função dos geradores Ji

A = AiJi = eIJI + ωJ2 , (3.20)

φ = φiJi = φ0J0 + φ1J1 + ψJ2 , (3.21)

F = F iJi = T IJI + F 2J2 , (3.22)

onde a componente T I é exatamente a torção

T I = deI − ω ǫIJ e
J , (3.23)

e a componente F 2 é a curvatura, expressa em termos dos zweibein e da conexão spin

F 2 = dω +
K

2
ǫIJ e

I eJ . (3.24)

As equações de movimento são obtidas a partir da variação da ação (2.19) em relação ao campo

escalar φ e em relação à conexão A, ou seja:

δSBF
δφi

= F i = 0 , (3.25)

δSBF
δAi

= Dφi = 0 , (3.26)

sendo a derivada covariante definida por D = d+ [A, ].

Investigando as simetrias da ação (2.19), verificamos que ela é invariante sob as transformações
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locais de gauge (A)dS, de parâmetro infinitesimal ǫ(x):

δA = dǫ+ [A, ǫ] ≡ Dǫ , (3.27)

δφ = [φ, ǫ] = fij
k ǫi φj , (3.28)

e sob os difeomorfismos ativos [33] gerados pelo campo vetorial ξµ:

δ(ξ) = LξA , (3.29)

δ(ξ) = Lξφ , (3.30)

onde Lξ é a derivada de Lie na direção do campo vetorial ξ, definida como:

Lξ = (iξ d+ d iξ) , (3.31)

d é derivada exterior e iξ a derivada interior associada ao mesmo campo vetorial ξ.

Este resultado é muito importante para que a gravitação possa ser formulada como uma teoria

de gauge, onde a invariância de difeomorfismo está incluída na invariância de gauge (A)dS

a menos de equações de movimento, o que é típico de uma teoria topológica. Todas essas

transformações serão vistas com mais detalhes na próxima seção.
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3.4 Simetrias

A ação (2.19) é invariante sob as seguintes transformações de gauge

δA = dǫ+ [A, ǫ] ≡ Dǫ , (3.32)

δφ = [φ, ǫ] , (3.33)

onde ǫ é o parâmetro infinitesimal dessas transformações. Observe que o campo A se trans-

forma como a derivada covariante desse parâmetro e o campo φ se transforma na representação

adjunta. Estas transformações são bastante conhecidas e o que queremos nesta seção é mostrar

que elas implicam na invariância de difeomorfismo quando o parâmetro ǫ assume uma forma

particular. Para que tenhamos a invariância por difeomorfismo, os campos devem se trans-

formar como:

δξA = LξA = (iξ d+ d iξ)A , (3.34)

δξφ = Lξφ = iξ dφ , (3.35)

onde Lξ é a derivada de Lie em relação a um parâmetro ξ, d é a derivada exterior e iξ é

a antiderivada. Observe que A e φ são uma 1-forma e uma 0-forma respectivamente, o que

justifica a segunda igualdade nas equações (2.34) e (2.35).

Tomemos o caso particular onde ǫ = iξA, de forma que ao substituirmos na equação (2.32)

teremos

δA = d iξA+ [A, iξA] . (3.36)

Sendo que o primeiro e segundo termos da igualdade podem ser escritos, respectivamente, como:

d iξA = LξA− iξdA , (3.37)

[A, iξA] = −iξA2 . (3.38)

Desta forma obtemos a seguinte transformação de gauge para o campo A

δA = LξA− iξdA− iξA
2 ,

= LξA− iξF ,

= LξA− iξ
δSBF
δφ

. (3.39)
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Substituindo ǫ = iξA na equação (2.33), teremos:

δφ = iξ[φ,A] . (3.40)

A partir da equação de movimento (2.26) poderemos determinar o comutador do campo φ com

o campo A, ou seja,

[φ,A] = dφ− δSBF
δA

, (3.41)

logo, através da substiutição de (2.41) em (2.40), teremos a transformação de gauge para o

campo φ:

δφ = iξdφ− iξ
δSBF
δA

,

= Lξ dφ− iξ
δSBF
δA

. (3.42)

Desta forma verificamos a equivalência das transformações de gauge e difeomorfismo módulo

equações de movimento, com parâmetro ǫ = iξA = ξµAµ.

Ao estudarmos modelos gravitacionais valendo-se de propriedades dos modelos BF, vimos que

as componentes da conexão campo de gauge A estão associadas às zweibeins e à conexão de

spin:

A = AiJi = eIJI + wJ2 , (3.43)

onde i = 0,1,2 e I = 0,1; sendo eI as zweibeins e ω a conexão de spin. A pergunta que se faz

é, até que ponto a equivalência estudada nesta seção para os modelos BF vale para modelos

gravitacionais. Para respondermos esta pergunta escrevemos:

ǫ = ǫiJi = ξµAiµJi . (3.44)

Observe que

ǫI = ξµe I
µ , (3.45)

ou seja, existe uma relação entre os parâmetros de gauge ǫ e os parâmetros de difeomorfismo ξ,

dada por uma equação matricial. A equivalência se dá se pudermos inverter a relação acima,

isto é, se pudermos escrever:

ξµ = (e−1)µIǫ
I , (3.46)

e para que esta equação seja válida, a matriz e I
µ deve ser não singular.
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3.5 Ação BF e Ação de Jackiw-Teitelboim

Mostraremos nesta seção que a ação proposta por Jackiw-Teitelboim para a gravitação bidi-

mensional, poderá ser obtida a partir de uma ação do tipo BF cujo grupo de gauge é o grupo

(A)dS. Encontraremos esta relação expandindo a ação (2.19) nas componentes i = I, 2, ou seja:

SBF =

∫
〈φ, F 〉 =

∫
kij φ

i F j ,

=

∫ (
KηIJ φ

I T J + φ2 F 2
)
,

=

∫ (
K φI T

I + ψ F 2
)
. (3.47)

Utilizando os resultados encontrados para as componentes da curvatura, equações (2.23) e

(2.24), teremos que as equações de movimento se decompõem na equação de (anti) de Sitter

para a curvatura, torção nula e campos escalares covariantes constantes

F 2 = 0 −→ dω = −1

2
K ǫIJ e

I eJ , (3.48)

T I = 0 −→ deI = ω ǫIJ e
J , (3.49)

Dφi = 0 . (3.50)

Nós reconhecemos estas equações do tratamento geral feito para o formalismo de primeira

ordem, ver apêndice [A]. A equação (2.49) é justamente a condição de torção nula que nos

permite determinar a conexão spin ω unicamente de eI (e sua derivada), isso quando os zweibein

for inversível.

Desta forma, utilizando a condição de torção nula, teremos que:

SBF =

∫
ψ F 2 , (3.51)

=

∫
ψ

(
dw +

K

2
ǫIJ e

I ∧ eJ
)
, (3.52)

a definição de curvatura é dada em (A.18) como:

RI
J = dωIJ + ωI K ∧ ωK J , (3.53)
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de onde poderemos obter, para o caso abeliano, considerando só grupo de Lorentz

dω =
1

2
RI
J ǫ

J
I . (3.54)

Substituindo este resultado na ação BF (2.52) teremos:

SBF =
1

2

∫
ψ

(
RI
J ǫ

J
I +K ǫIJ e

I ∧ eJ
)
, (3.55)

=
1

2

∫
ψ

(
1

2
RI
Jµν ǫ

J
I +K ǫIJ e

I
µ e

J
ν

)
dxµ dxν , (3.56)

sendo dxµ dxν = ǫµν d2x e RI
Jµν o tensor de Riemann. Desta forma

SBF =
1

2

∫
ψ ǫµν

(
1

2
RI
Jµν ǫ

J
I +K ǫIJ e

I
µ e

J
ν

)
d2x . (3.57)

Trabalhando cada termo da integração separadamente e aplicando as definições:

Tensor de Ricci : RIµ = eνJ R
IJµν , (3.58)

Escalar de Curvatura : R = eµI R
Iµ , (3.59)

além de ǫµν = e eµI e
ν
J ǫ

IJ , onde e = det(eIµ), teremos para o primeiro termo da ação (2.57)

1

2
RI
Jµν ǫ

J
I ǫ

µν =
1

2
RIJµν ǫJI ǫ

µν ,

= −1

2
RIJµν ǫIJ e e

µ
I e

ν
J ǫ

IJ , (3.60)

= −1

2
RIµ eµI e ǫIJ ǫ

IJ ,

= −1

2
R e ǫIJ ǫ

IJ ,

= R e ,

e para o segundo termo

K ǫIJ ǫ
µν eIµ e

J
ν = K ǫIJ e e

µ
I e

ν
J ǫ

IJ eIµ e
J
ν ,

= K ǫIJ ǫ
IJ e , (3.61)

= −2K e .
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Assim sendo, substituindo os resultados obtidos em (2.60) e (2.61) na ação (2.57), teremos:

SBF =
1

2

∫
e ψ (R− 2K) d2x , (3.62)

onde a apartir de (A.1) pode-se mostrar que:

gµν = eIµ e
J
ν ηIJ ,

det(gµν) = det(eIµ) det(e
J
ν ) det(ηIJ) ,

g = e . e . σ , (3.63)

g = e2 σ ,

e =
√−g .

Substituindo este último na ação (2.62), lembrando que estamos considerando o caso Lorentziano

(σ = −1), obteremos como resultado final

SBF =
1

2

∫ √−g ψ (R− 2K) d2x . (3.64)

sendo (2.64) exatamente a ação de Jackiw-Teitelboin para gravitação bidimensional, expressa

no formalismo de segunda ordem, obtida a partir da ação BF (2.19).
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Capítulo 4

Sistemas Hamiltonianos Vinculados

No estudo de sistemas físicos, encontra-se freqüentemente vínculos que limitam o espaço de

fase disponível. Isso produz uma série de problemas que foram examinados inicialmente por

Dirac em 1950. Uma conseqüência inicial da existência de vínculos é que a transformação

(qi, q̇i) → (qi, pi) é singular, com os momentos não sendo univocamente determinados a partir

das velocidades. Dito de um modo mais simples, se L é a densidade Lagrangiana do sistema e

se

πi =
∂L
∂q̇i

, (4.1)

é o momento conjugado a qi, então a existência de vínculos implica que a matriz ∂pi

∂q̇i
seja singular

[34]. Para uma revisão rápida de sistemas vinculados ver apêndice C e mais profundamente

nas referências [35,36,37].

Teorias de gauge são exemplos de sistemas vinculados, onde a dinâmica do espaço de fase é

restringida pela existência dos vínculos. Desta forma não podemos esperar que as equações de

movimento sejam determinadas para todas as variáveis dinâmicas para todos os intervalos de

tempo, levando em conta somente as condições iniciais, uma vez que sempre podemos mudar o

sistema de referência no futuro [35].

O formalismo Hamiltoniano proporciona um tratamento bastante completo para sistemas de

gauge. Portanto iniciaremos a discussão deste capítulo com a ação para gravitação determinada

a partir do modelo BF, equação (2.19), que como vimos é uma ação que apresenta invariância

de gauge, a partir da qual obteremos a Lagrangiana e posteriormente passaremos para o for-
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malismo Hamiltoniano. Este tratamento indicará a presença de funções arbitrárias do tempo

na solução geral das equações de movimento, mostrando que nem todas as variáveis canônicas

são independentes, ou seja, mostrando a existência de vínculos na teoria.

4.1 Lagrangiana e Vínculos Primários

A ação (2.19), para o modelo BF, pode ser escrita da seguinte forma:

SBF =
1

2

∫
〈φ, ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]〉 dxµ ∧ dxν , (4.2)

sabendo-se que dxµ ∧ dxν = ǫ µνd2x e considerando a convenção ǫtx = 1, iremos encontrar

S =

∫
〈φ, ∂tAx〉 d2x+

∫
〈At, Dxφ〉 d2x . (4.3)

A partir da métrica de Killing (2.13), podemos reescrever a equação (3.3) como:

S =

∫
kij

(
∂tA

i
xφ

j + AitDxφ
j
)
d2x , (4.4)

tendo através da contração dos índices o seguinte resultado:

S =

∫ (
∂tA

i
x φi + AitDxφi

)
d2x , (4.5)

onde Dxφi ≡ ∂xφi + fij
kAjx φk, é a derivada covariante do campo φi.

Desta forma, utilizando a equação (3.5), podemos obter a Lagrangiana:

L =

∫
dx

(
∂tA

i
x φi + AitDxφi

)
=

∫
dxL , (4.6)

onde L representa a densidade Lagrangiana. Claramente identificamos as variáveis dinâmicas

Aix e φi, sendo Ait interpretados como multiplicadores de Lagrange, dado que eles aparecem sem

suas derivadas temporais.

No início deste capítulo vimos a definição para o momento canônico conjugado (πi), onde

qi(t) eram as coordenadas generalizadas. Para nosso modelo de campo teremos Aix(t, x) como

coordenadas generalizadas, consideradas apriore, somente como funções da coordenada espacial
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x. Os seus momentos conjugados serão obtidos através da derivada funcional, da seguinte forma:

πAi
x
(x) =

δL
δ ∂tAix(x)

≡ φi(x) , (4.7)

onde todos os campos são tomados no mesmo valor t da coordenada temporal. Portanto Aix(x)

e φi(x) constituem as coordenadas do espaço de fase.

Verificamos que para os campos Ait(x), que aparecem na lagrangiana (3.6) como multiplicadores

de Lagrange, os seus momentos conjugados são nulos,

πAi
t
(x) =

δL
δ ∂tAit(x)

= 0 , (4.8)

indicando que a Lagrangiana que descreve a teoria é singular, ou seja, os momentos não podem

ser descritos como funções independentes das velocidades.

Na terminologia de Dirac (ver apêndice C) os vínculos que aparecem da equação (3.8), decor-

rentes diretamente da definição de momento, são denominados vínculos primários. Para efeito

de cálculo, adotaremos inicialmente, πAi
t
(x) ≈ 0, onde “ ≈ ” significa fracamente zero, isto é, a

expressão só será anulada depois de todas as contas serem feitas.

Como condição de consistência temos que a evolução temporal de uma função X qualquer de

coordenadas generalizadas A e momento π, deva ser zero ou fracamente zero, ou seja:

Ẋ ≡ d

dt
X = {X,H} +

∂

∂t
X ≈ 0 , (4.9)

onde {X,H} é o parênteses de Poisson. Na próxima seção determinaremos a Hamiltoniana

do sistema e verificaremos a condição de consistência para os vínculos primários obtidos pela

equação (3.8).

4.2 Formalismo Hamiltoniano e Vínculos Secundários

Recorrendo à transformação de Legendre (H = πi q̇i − L), podemos obter a densidade Hamil-

toniana

H = φi∂tA
i
x − (∂tA

i
xφi + AitDxφi) = −AitDxφi , (4.10)
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de onde se obtém a seguinte expressão para a Hamiltoniana

H = −
∫
dx AitDxφi . (4.11)

Os parênteses de Poisson (ver apêndice B3) para os campos e seus momentos conjugados são

definidos por:

{
Aix(x), πAj

x
(y)

}
=

{
Aix(x), φj(y)

}
= δij δ(x− y) , (4.12)

{
Aix(x), A

j
x(y)

}
= {φi(x), φj(y)} = 0 . (4.13)

Podemos então, a partir de agora, verificar se os vínculos (3.8) são estáveis, ou seja, π̇Ai
t
= 0.

Para isso vamos aplicar a condição de consistência vista na equação (3.9)

π̇Ai
t

=
{
πAi

t
(x), H

}
, (4.14)

=

∫ {
πAi

t
(x),−Ajt(y)Dyφj(y)

}
dy ,

= Dxφi(x) , (4.15)

observamos então que a estabilidade dos vínculos primários implica o aparecimento dos vínculos

secundários Dxφi(x) = ∂xφi + fij
kAjx φk, sendo representados de agora em diante por Gi(x),

onde se impõem que:

Gi(x) = Dxφi(x) ≈ 0 . (4.16)

Com isso, podemos afirmar que a Hamiltoniana (3.11) é puro vínculo, sendo nula quando estes

vínculos são satisfeitos. Isto é uma característica de sistemas que apresentam covariância geral,

onde a evolução temporal nada mais é que uma troca de coordenada, logo, uma invariância do

sistema.

4.3 Vínculos de Primeira Classe e de Segunda Classe

A distinção entre vínculos primários e secundários não é essencial. Mais importante, na termi-

nologia de Dirac, especialmente para a transição à teoria quântica, é a classificação em vínculos
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de primeira e de segunda classe. Um vínculo é dito de primeira classe se seu parênteses de

Poisson com qualquer outro vínculo é fracamente zero. Do contrário, o vínculo é considerado

de segunda classe se pelo menos um dos parênteses de Poisson com qualquer outro vínculo não

for fracamente zero.

Analisando os parênteses de Poisson dos vínculos (3.16) com a Hamiltoniana e dos vínculos

entre si, obtemos:

{Gi(x), H} = −Ait(x) fijk Gk(x) , (4.17)

{Gi(x),Gj(y)} = fij
k δ(x− y)Gk(x) , (4.18)

indicando que a relação entre os vínculos é fracamente zero, o que nos leva a classificá-los como

vínculos de primeira classe. Note que (3.17) e (3.18) correspondem a forma compacta da álgebra

de Lie do grupo (A)dS.

Uma propriedade básica desses vínculos é que eles são os geradores das transformações de

gauge. Realmente, definindo a transformação para uma função X qualquer do espaço de fase

por

δǫX ≡
{
X,

∫
dy ǫi(y)Gi(y)

}
, (4.19)

onde os parâmetros infinitesimais ǫi são locais, temos que a Hamiltoniana é invariante por

estas transformações. Isto significa que a relação entre os estados do sistema e os pontos no

espaço de fase não é biunívoca, ou seja, vários pontos no espaço de fase correspondendo a um

mesmo estado físico. Por isso, as transformações geradas pelos vínculos de primeira classe são

chamadas de transformações de gauge. O espaço de fase do sistema decompõe-se em classes de

equivalência, sendo que dois pontos do espaço pertencem à mesma classe se forem relacionados

por uma transformação de gauge. Os observáveis físicos, chamados invariantes de gauge, são as

grandezas que independem do elemento escolhido dentro de uma mesma classe de equivalência

[34].

Para os nossos campos básicos, Aix(x) e φi(x), temos:

δǫA
i
x =

{
Aix(x),G(ǫ)

}
= Dxǫ

i , (4.20)

δǫ φi = {φi(x),G(ǫ)} = [φ, ǫ]i , (4.21)
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onde reconhecemos as transformações (A)dS, obtidas nas equações (2.27) e (2.28), o que indica

uma invariância da teoria vinculada sob as transformações de gauge.

4.4 Fixação Parcial de Gauge: O Gauge Temporal

A presença de vínculos de primeira classe e as liberdades de gauge associadas, indicam que

existem mais de um conjunto de variáveis canônicas que correspondem a um mesmo estado

físico [35]. Isto reflete o fato de o número de graus de liberdade físicos ser menor do que o

número de variáveis utilizadas para descrever a dinâmica do sistema [38]. Uma possível saída

para eliminar esta ambigüidade é fixar parcialmente a invariância de gauge, mais precisamente,

fixar a invariância de Lorentz local. Estabelecendo assim uma correspondência um a um entre

os estados físicos e os valores das variáveis canônicas.

Tomando uma variedade bidimensional M com topologia M1 ×R, onde M1 é uma variedade

espacial Riemanniana de dimensão um, que pode ser homeomórfica à reta ℜ ou ao círculo S1.

Denotando por x uma escolha qualquer da coordenada do espaço M1 e por t a coordenada

temporal de R. Assim o par (x, t) definirá as coordenadas de um ponto do espaço-tempo.

Faremos uma analogia à situação vista na seção (1.4) em que utilizamos o formalismo ADM ,

sendo que agora temos o eIµ indicando uma "zweibein" em M e eia uma "eibein" em M1, onde

eIµ =


 e0t e0x

e1t e1x


 ≡


 N χ

N1 e1x




Acima N e N1 são respectivamente as funções "lapso" e "shift".

Implementando canonicamente a fixação de gauge como um dos vínculos da teoria

e0x ≡ χ ≈ 0 , (4.22)

teremos a ação (3.5)podendo ser escrita como:

S =

∫ {
∂tA

i
x φi + AitDxφi + βχ

}
d2x . (4.23)

Observe que introduzimos um termo extra na equação, βχ, onde β é um multiplicador de

Lagrange, que fixa χ = 0. Fazemos isso com o intuito de utilizarmos a formulação ADM
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proposta anteriormente.

Escrevendo em componentes a conexão campo de gauge e o campo φ

Ax = AixJi = A0
xJ0 + A1

xJ1 + A2
xJ2 ≡ χJ0 + eJ1 + wJ2 ,

At = AitJi = A0
tJ0 + A1

tJ1 + A2
tJ2 ≡ NJ0 +N1J1 + wtJ2 , (4.24)

φ = φ0J0 + φ1J1 + ψJ2 ,

e substituindo os resultados na ação (3.23), temos explicitamente

S =

∫ {
φ0 ∂tχ+ φ1 ∂te+ ψ ∂tw + NDxφ0 + N1Dxφ1 + wtDxψ + βχ

}
d2x , (4.25)

onde, a partir desta ação, poderemos determinar os momentos conjugados e os parênteses de

Poisson:

πχ = φ0 {χ(x), φ0(y)} = δ(x− y) ,

πe = φ1 {e(x), φ1(y)} = δ(x− y) , (4.26)

πw = ψ {w(x), ψ(y)} = δ(x− y) ,

obtendo-se os quatros vínculos primários da teoria, πN = 0 , πN1 = 0 , πwt
= 0 , πβ = 0 , ou

seja, vínculos decorrentes diretamente da definição de momento.

Através da transformação de Legendre poderemos obter a Hamiltoniana

H = −
∫ (

AitDxφi + βχ
)
dx , (4.27)

onde Dxφi(x) = ∂xφi(x)+fij
kAjx(x)φk(x), como foi visto na equação (3.5), é a derivada covari-

ante. Abrindo (3.27) em componentes, teremos:

H = −
∫ (

NDxφ0 +N1Dxφ1 + wtDxψ + βχ
)
dx . (4.28)

As componentes da derivada covariante, onde definimos Dxφi(x) como Gi(x), são dadas por:

Dxφ0(x) = G0(x) = ∂xφ0(x) +K e1x(x)ψ(x) − w φ1(x) ,

Dxφ1(x) = G1(x) = ∂xφ1(x) + σ w φ0(x) −K χψ ,

Dxψ(x) = G2(x) = ∂xψ(x) + χφ1(x) − σ e1x(x)φ0 .

(4.29)
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Como foi discutido na seção (3.3), por uma condição de consistência os vínculos primários não

devem apresentar evolução temporal. No entanto, o que se viu, foi que esta condição implicava

a existência dos vínculos secundários Gi(x). Desta forma, temos os três vínculos G0(x), G1(x),

G2(x) e mais um quarto vínculo G3(x) = χ , determinado pela condição de consistência do

vínculo primário πβ, devido a fixação parcial de gauge feita inicialmente. Teremos então para

ação (3.25) a seguinte expressão

S=

∫
d2x {φ0 ∂tχ+ φ1 ∂te

1
x + ψ ∂tw + N(∂xφ0 + k e1

x ψ − w φ1) + N1(∂xφ1 + σ w φ0 − k χψ)

+ wt (∂xψ + χφ1 − σ e1x φ0) + βχ} , (4.30)

onde as equações de movimento são dadas por:

δS

δe1x
= −∂tφ1 +N K ψ − σ ωt φ0

δS

δω
= −∂tψ −N φ1 +N1 σ φ0

δS

δφ1

= ∂te
1
x −N ω − ∂xN

1 +
δS

δψ
= ∂tω +N k e1

x − ∂xωt (4.31)

δS

δφ0

= −∂xN + σ N1 ω − σ e1x ωt
δS

δχ
= −∂tφ0 −N1 k ψ + ω(t)φ1 + β

δS

δβ
= χ

δS

δN
= G0

δS

δN1
= G1

δS

δωt
= G2 .
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4.5 Álgebra Clássica dos Vínculos

Na equação (3.18) identificamos que os parênteses de Poisson entre os vínculos Gi(x) e Gj(y) po-

dem ser obtidos a partir da álgebra (A)dS, onde as constantes de estrutura foram determinadas

na equação (2.18). Desta forma, temos que:

{G1(x),G2(y)} = f12
0δ(x− y)G0(x) = σ δ(x− y)G0(x) ,

{G2(x),G0(y)} = f20
1δ(x− y)G1(x) = δ(x− y)G1(x) ,

{G0(x),G1(y)} = f01
2δ(x− y)G2(x) = k δ(x− y)G2(x) ,

(4.32)

com os demais parênteses sendo nulos, indicando que todos são vínculos de primeira classe.

Com a fixação de gauge mediante a imposição do vínculo adicional G3(x) = χ , constatamos

que a ágebra (3.18) não se fecha mais. Temos a partir de agora um conjunto de vínculos de

segunda classe, ou seja, nem todos os parênteses de Poisson são zero ou fracamente zero

{G0(x),G3(y)}=−∂xδ(x− y) ; {G3(x),G0(y)} = −∂xδ(x− y) ,

{G1(x),G3(y)}=−σ w δ(x− y) ; {G3(x),G1(y)} = σ w δ(x−y) ,
{G2(x),G3(y)}=σ e1xδ(x− y) ; {G3(x),G2(y)} = −σ e1xδ(x− y) .

(4.33)

Representando a álgebra desses vínculos na forma matricial, teremos

{Gα(x),Gβ(y)} = Cαβ(x, y) ≈




0 0 0 −∂x
0 0 0 −σ w
0 0 0 σe1x

−∂x σw −σe1x 0



δ(x− y) , (4.34)

onde (α e β = 0, 1, 2, 3). Os elementos da matriz Cαβ(x, y) são os parênteses de Poisson entre

os vínculos.

Com a finalidade de separarmos os vínculos de primeira classe dos de segunda classe, faremos

a seguinte redefinição:

G0(x) → G ′

0(x) = (e1x)
2G0(x) − σ(∂xe

1
x)G2(x) + σe1x∂xG2(x) ,

G1(x) → G ′

1(x) = e1x(x)G1(x) + w(x)G2(x) ,

G2(x) → G ′

2(x) = G2(x) ,

G3(x) → G ′

3(x) = G3(x) .

(4.35)
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No caso de G0(x) e G1(x), qualquer combinação linear dos vínculos é um vínculo também e,

na prática, os vínculos são escolhidos de modo a maximizar o número de vínculos de primeira

classe. Com isso obtemos

C ′

αβ(x, y) =
{
G ′

α(x),G
′

β(y)
}
≈




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 σe1x

0 0 −σe1x 0



δ(x− y) , (4.36)

de forma que podemos separar por completo os vínculos de primeira classe G ′

0(x) e G ′

1(x) , dos

de segunda classe G ′

2(x) e G ′

3(x).

Nessa situação, Dirac mostrou [37] que a matriz com elementos iguais aos parênteses de Poisson

dos vínculos de segunda classe é necessariamente não singular

C ′

ab ≈


 0 σe1x

−σe1x 0


 δ(x− y) e C ′ab ≈


 0 −σ

e1x

σ
e1x

0


 δ(x− y) ,

com (a e b = 2, 3), onde se cumpre que C ′ab C ′

bc = δac . A partir de agora adotaremos ape-

nas e para indicar a componente e1
x.

A observação de Dirac permite efetivamente eliminar os vínculos de segunda classe, a partir da

substituição dos parênteses de Poisson por parênteses de Dirac, definidos como:

{A,B}D = {A,B} −
{
A,G ′

a

}
C

′ab
{
G ′

b,B
}
, (4.37)

onde A e B são funcionais dos campos χ, e, w, φ0, φ1, e ψ. A utilização desses colchetes

permite que os vínculos de segunda classe possam ser tomados como igualdades fortes.

Para A e B 6= φ0, o parêntese de Dirac é igual ao parêntese de Poisson

{A(x),B(y)}D = {A(x),B(y)} ,

desta forma teremos para nossos campos básicos independentes e, w e seus momentos conjuga-
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dos φ1, ψ os seguintes parênteses:

{e(x), φ1(y)}D = δ(x− y) ,

{w(x), ψ(y)}D = δ(x− y) ,
(4.38)

com os demais colchetes sendo nulos. Se B = φ0 a relação passa a ser

{A(x), φ0(y)}D = {A(x), φ0(y)} −
{
A(x),G ′

2(y)
} σ

e(y)
−

{
A(x),G ′

3(y)
} σφ1(y)

e(y)
,

onde a partir da propriedade (C.30) [35] temos que:

{
A(x),G ′

a(y)
}
D

= 0 ∀ A(x) , (4.39)

desta forma os vínculos de segunda classe passam a ser fortemente iguais a zero, ou seja,

G ′

2 = 0 , (4.40)

G ′

3 = 0 , (4.41)

tendo como soluções a fixação de gauge (χ = 0) para o vínculo G ′

3 e (φ0 = σ ∂ψ

e
) para o vínculo

G ′

2. Sendo que ao substituirmos

φ0 −→ σ

e
∂ψ (4.42)

na equação (3.35), adotaremos uma ordem específica dada por campo-momento. Este ordenamen-

to é irrelevante a nível clássico, mas será importante quando se for determinar a álgebra quântica

dos vínculos.

Após a eliminação dos vínculos de segunda classe, teremos somente

G ′

0(x) = e2 G0(x) = σ e ∂2
xψ − σ ∂xe ∂xψ + ke3ψ − e2wφ1 , (4.43)

G ′

1(x) = eG1(x) = e ∂xφ1 + w ∂xψ , (4.44)
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e a partir da contagem do número de graus de liberdade [35],

2 ×
(
no de graus
de liberdade

)
=

(
no total de variáveis

canônicas

)
−

(
no de vínculos de

segunda classe originais

)

− 2 ×
(
no de vínculos de
primeira classe

)
,

concluimos que a teoria é topológica, ou seja, apresenta número de graus de liberdade igual a

zero:

2 ×
(
no de graus
de liberdade

)
= 4 − 0 − 2 × 2

= 0 .

É interessante ressaltarmos que este resultado poderia ser obtido mesmo antes da fixação parcial

de gauge.

Um importante resultado encontrado a partir da determinação dos parênteses de Dirac entre

os vínculos, é a álgebra

{
G ′

0(ǫ),G
′

0(η)
}
D

= σ
∫
dx(ǫ ∂xη − η ∂xǫ)e

2 G ′

1(x) ,

{
G ′

0(ǫ),G
′

1(η)
}
D

= −
∫
dx(2ǫ∂xη − η∂xǫ)G ′

0(x) ,

{
G ′

1(ǫ),G
′

1(η)
}
D

= −
∫
dx(ǫ ∂xη − η ∂xǫ)G ′

1(x) ,

(4.45)

O que confirma que G ′

0(x) e G ′

1(x) são de primeira classe, logo, os geradores das transformações

de gauge que deixam a teoria invariante. Adotaremos futuramente para efeito de cálculo a

forma integral dos vínculos: G ′

i(ǫ) =
∫
dx ǫG ′

i(x).

Calculando agora os parênteses de Dirac dos vínculos com os campos, teremos os seguintes

resultados para G ′

0(x):

{
G ′

0(ǫ), e(y)
}
D

= ǫ(y) e2(y) ω(y) ,
{
G ′

0(ǫ), φ1(y)
}
D

= σ ǫ(y) ∂2
yψ(y) + σ ∂y(ǫ ∂ψ) − 2 ǫ e(y) ω(y) φ1(y)

+ 3k ǫ(y) e2(y) ψ(y) ,
{
G ′

0(ǫ), w(y)
}
D

= −σ ∂2
y(ǫ e) − σ ∂y(ǫ ∂ye) − k ǫ(y) e3(y) , (4.46)

{
G ′

0(ǫ), ψ(y)
}
D

= −ǫ(y) e2(y) φ1(y) ,
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e para G ′

1:

{
G ′

1(ǫ), e(y)
}
D

= ∂y(ǫ e) ,
{
G ′

1(ǫ), φ1(y)
}
D

= ǫ(y) ∂yφ1(y) ,
{
G ′

1(ǫ), ω(y)
}
D

= ∂y(ǫ ω) , (4.47)
{
G ′

1(ǫ), ψ(y)
}
D

= ǫ(y) ∂yψ(y) .

A partir daí, com todos os parênteses tendo sido determinados, e visto que os vínculos G ′

0(x)

e G ′

1(x) geram as transformações de gauge, resta-nos verificar no próximo capítulo se estes

vínculos são também os geradores dos difeomorfismos da teoria.
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Capítulo 5

Invariância da Teoria Sob os

Difeomorfismos

Neste capítulo mostraremos a covariância geral da teoria, também conhecida como invariância

de difeomorfismo, onde as leis da física pemanecem invariantes sob transformações arbitrárias

de coordenadas. Verificaremos que os campos e, φ1, ω e ψ devem permanecer invariantes sob

os geradores dos difeomorfismos G ′

0 e G ′

1.

Há duas interpretaçãoes geométricas para os difeomorfismos conhecidas como: passivo e ativo.

Mais precisamente, o difeomorfismo passivo refere-se à invariância sob mudanças de coorde-

nadas, isto é, o mesmo objeto é representado em diferentes sistemas de coordenadas. Já o

difeomorfismo ativo relaciona diferentes objetos em M no mesmo sistema de coordenadas [1,19].

Enquanto o primeiro atua no espaço das funções de gµη, o segundo atua no espaço de métrica

dg, onde d é a distância entre dois pontos quaisquer da variedade M.

Um bom exemplo de invariância sob difeomorfismo ativo são as equações da relatividade geral,

onde esta simetria é uma das definições características da teoria. Isto dife-rencia a relatividade

geral de outras teorias de campo. LQG preserva esta simetria mas exige que os estados físicos

permaneçam invariantes sob os geradores dos difeomorfismos. Esta condição é bem entendida

para um difeomorfismo puramente espacial, no entanto, o entendimento de difeomorfismo envol-

vendo tempo (Hamiltoniana vinculada) é mais sutil pois está relacionado à dinâmica e do

chamado problema do tempo em relatividade geral.
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5.1 Difeomorfismo

Dada uma variedade diferenciável M, um difeomorfismo ativo ϕ atuando localmente em todos

os campos é definido como um mapeamento suave inversível entre as variedades, ou seja, ϕ :

M −→ M, sendo que cada elemento de M é associado a um único elemento de M. Dependendo

da característica do campo em que atuamos ϕ (representado pela derivada de Lie) teremos:

Lξ =





δξ e
I
µ(x) = ξλ ∂λ e

I
µ(x) + ∂µ ξ

λ eIλ ;

δξ φ(x) = ξµ ∂µφ(x) ,

sendo eIµ(x) um campo vetorial e φ(x) um campo escalar, onde µ e λ (= x, t).

Desta forma, utilizando as relações (3.46) e (3.47) assim como as equações de movimento obtidas

em (3.31), teremos as transformações sob os difeomorfismos geradas pelos vínculos G ′

0 e G ′

1, o

que confirma a invariância da teoria.

{
G ′

0(ǫ), φ1(y)
}
D

= 2
ǫ

e
G ′

0(y) +
ξx

e
G ′

1(y) − ξt
δS

δe
− σ

ǫ

N
∂yψ

δS

δφ0

− ∆L

e
∂yψ

+ L(ξt,−ξx) φ1(y) ,
{
G ′

0(ǫ), ψ(y)
}
D

= − ξt
δS

δw
+ L(ξt,−ξx) ψ(y) , (5.1)

{
G ′

0(ǫ), e(y)
}
D

= −σ ξt
δS

δφ1

+ σL(ξt,−ξx) e(y) ,

{
G ′

0(ǫ), w(y)
}
D

= −σξt
δS

δψ
+ σ∆L+ L(ξt,−ξx)w(y) ,

onde ∆L = ∂y (ǫ e ∂yN/N − ∂y(ǫ e) − ǫ ∂ye), ξt = ǫ e2/N e ξx = −ǫ eN1/N . Sendo L(ξt,−ξx) as

derivadas de Lie que expressam os difeomorfismos temporais e espaciais na direção dos vetores

(ξt,−ξx).

Analogamente:

{
G ′

1(ǫ), φ1(y)
}
D

= ǫ(y) ∂yφ1(y) = Lǫφ1(y) ,
{
G ′

1(ǫ), ψ(y)
}
D

= ǫ(y) ∂yψ(y) = Lǫψ(y) , (5.2)
{
G ′

1(ǫ), e(y)
}
D

= ∂y(ǫ(y) e(y)) = Lǫe(y) ,
{
G ′

1(ǫ), w(y)
}
D

= ∂y(ǫ(y)w(y)) = Lǫw(y) .
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Observando estas transformações infinitesimais vemos que o vínculo G ′

1 é o gerador da simetria

residual da teoria, e que G ′

0 gera os difeomorfismos temporais a menos de difeomorfismos espa-

ciais e equações de movimento. É interessante notarmos que poderíamos ter trabalhado com

as equações de movimento obtidas a partir da ação (3.30) fixando χ = 0, mesmo perdendo a

invariância de difeomorfismo da teoria, pois o termo ∆L (gauge de Lorentz) que aparece em G ′

0

restaura a invariância perdida na fixação.

5.2 Análise da Hamiltoniana Final

A partir de agora a Hamiltoniana final poderá ser expressa somente em função dos vínculos

de primeira classe G ′

0 e G ′

1, pois os vínculos de segunda classe que geravam inconsistências na

teoria foram eliminados com a introdução dos parênteses de Dirac. Desta forma, o que teremos

é o seguinte:

HF = −
∫

dy
{
ζ G ′

0(y) + ζ1 G ′

1(y)
}
,

= −G ′

0(ζ) − G ′

1(ζ
1) , (5.3)

onde ζ e ζ1 são parâmetros arbitrários.

Sabendo-se que as equações de movimento das variáveis dinâmicas q e p podem ser obtidas a

partir de sua evolução temporal

∂tq = {q,HT}D =
∂H

∂p
,

∂tp = {p,HT}D = −∂H
∂q

,

utilizando (4.3), assim como os resultados encontrados em (3.46) e (3.47), determinaremos as

equações de movimento para os campos independentes e, ω, ψ e φ1

∂te(x) = ζ e2(x)ω(x) + ∂x
(
ζ1 e

)
,

∂tω(x) = −σ ∂x (ζ∂e) − σ∂2
x (ζ e) −K ζ(x) e3(x) + ∂x

(
ζ1 ω

)
, (5.4)

∂tψ(x) = −ζ e2(x)φ1(x) + ζ1 ∂xψ ,

∂tφ1(x) = σ ∂x (ζ ∂ ψ) + σ ζ ∂2
xψ − 2 ζ e(x)ω(x)φ1(x) + 3K ζ e2(x)ψ(x) + ζ1 ∂xφ1 .

Se introduzirmos nas equações de movimento (3.31) a fixação de gauge χ = 0 e φ0 = σ
e
∂ψ,
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além de substituirmos o campo ωt por

ωt =
N1

e
ωx − σ

∂xN

e
, (5.5)

teremos o mesmo resultado para as equações de movimento obtidas em (4.4) após a fixação,

com ζ= N
e2

e ζ1 = N1

e
.
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Capítulo 6

Preparação para Quantização de "Loops"

Uma vez estudada a parte clássica da teoria e vendo a consistência dos vínculos, procederemos à

preparação para quantização, onde os parênteses de Dirac serão substituídos por comutadores.

Qualquer função X do espaço de fase será representada por um operador linear X̂ atuando em

um espaço de Hilbert "cinemático" (K), logo teremos a partir de agora os vínculos Ĝ ′

0 e Ĝ ′

1

sendo tratados como operadores.

A partir de um ordenamento específico entre os campos, verifica-se que a álgebra dos comuta-

dores dos operadores correspondentes aos vínculos reproduzem a mesma álgebra clássica dada

pelos colchetes de Dirac (3.44). O primeiro passo para construir uma teoria quântica é escolher

um conjunto de vetores |Ψ〉 sob o espaço de fase e então representá-los no espaço de Hilbert,

para que desta forma possamos impor os vínculos da teoria sob os estados físicos.
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6.1 Álgebra dos Campos e dos Vínculos

Escrevendo os campos clássicos como operadores, os vínculos passam a ser definidos da

seguinte forma:

: Ĝ ′

0(x) : = Ĝ0(x) ê
2 = σ ∂2

xψ̂ ê− σ ∂xψ̂ ∂xê+ k ψ̂ ê 3 − ŵ φ̂1 ê
2 (6.1)

: Ĝ ′

1(x) : = Ĝ1(x) ê = ∂xφ̂1 ê+ ŵ ∂xψ̂ , (6.2)

onde : : indica que os vínculos foram escritos com um ordenamento específico dos campos, como

vimos em (3.42). Além disso, temos também que o fato do operador ê estar sendo multiplicado

à direita de φ̂1, assim como ∂xψ̂ estar à direita de ŵ, é uma definição de ordenamento que

permitirá reproduzir a álgebra quântica dos vínculos análogamente a álgebra clássica.

Através do princípio de correspondência (C.26), onde os parênteses de Dirac dos campos

transformam-se em comutadores:

{X,Y }D → − i

~

[
X̂, Ŷ

]
, (6.3)

teremos as seguintes relações de comutação dos operadores básicos de campo

[
ê(x), φ̂1(y)

]
= i~ δn(x− y) , (6.4)

[
ŵ(x), ψ̂(y)

]
= i~ δn(x− y) , (6.5)

com os outros comutadores sendo nulos. As ambigüidades que se originam a partir dos comu-

tadores de

[
ê(x), φ̂1(x)

]
= a δn(0) ,

e de

[
ŵ(x), ∂ψ̂(x)

]
= b ∂ δn(0) ,
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serão contornadas com a redefição dos vínculos

G̃0 = : Ĝ ′

0 : + 2 a ω e , (6.6)

G̃1 = : Ĝ ′

1 : + b ∂ δn(0) , (6.7)

onde a e b carregam, respectivamente, as ambigüidades.

Para controlar possíveis singularidades a curtas distâncias, introduzimos uma regularização

δn(x− y) da distribuição de Dirac, sendo que

lim
n→∞

δn(x− y) = δ(x− y) . (6.8)

Esta função δn(x− y) pode ser tomada como o pico gaussiano,

δn(x− y) =
n√
π
e−n

2(x−y)2 , (6.9)

onde valem as seguintes propriedades para a função δn(x− y):

1. ∂x δn(x− y) = −2n3

√
π

(x− y) e−n
2(x−y)2 ;

2. δn(0) = n√
π

;

3. ∂x δn(0) = 0 ;

4. ∂x δn(x− y) δn(x− y) = 1
2
∂x δ

2
n(x− y) .

Desta forma teremos:

− i

~

[
G̃0(ǫ), G̃0(η)

]
= σ

∫
dx (ǫ ∂xη − η ∂xǫ)

{
(ê)2

(
G̃1(x) − b

)
+ a e ∂xe

}
,

− i

~

[
G̃0(ǫ), G̃1(η)

]
= −

∫
dx

{
(2ǫ ∂xη − η∂xǫ) G̃0(x) − ǫ ∂η a ω e

}
,

− i

~

[
G̃1(ǫ), G̃0(η)

]
=

∫
dx

{
(2η ∂xǫ− ǫ ∂xη) G̃0(x) − η ∂ǫ a ω e

}
, (6.10)

− i

~

[
G̃1(ǫ), G̃1(η)

]
= −

∫
dx (ǫ ∂xη − η∂xǫ)

{
G̃1(x) − b

}
.

Impondo que a e b sejam nulos, teremos que a comutação dos vínculos quânticos é equivalente

a seu análogo clássico (3.45). Para a quantização temos como objetivo construir um espaço de
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Hilbert onde a álgebra (5.10) seja satisfeita. Desta forma podemos impor os vínculos da teoria

sob os estados físicos |Ψ〉, que são os vetores do espaço de fase,

G̃I(ǫ) |Ψ〉 , (6.11)

onde (5.11) representa a equação de Wheeler-DeWitt.

6.2 Espaço de Hilbert Cinemático K

Nesta seção apresentaremos uma descrição heurística da construção do espaço de Hilbert cine-

mático definido sobre o espaço linear S de todos os funcionais Ψ[A], como vimos na seção

1.4. Introduziremos um produto interno, pois uma medida apropriada no espaço dos estados

quânticos é necessária. Este produto é construído por meio de uma classe especial de funções

denominadas "funções cilíndricas". Para sua construção nós precisaremos das ferramentas

utilizadas em (1.44), ou seja, as holonomias.

A relação de comutação dos operadores básicos foram obtidos em (5.4) e (5.5). Escolhendo

como conjunto máximo de variáveis básicas comutantes os campos φ̂(x) e ŵ(x), um estado

pode ser representado por um funcional Ψ[φ̂, ŵ ]. O conjunto desses funcionais constitui o

espaço cinemático K sob as seguintes condições:

1. Existe um produto escalar hermitiano;

2. Os operadores φ̂(x) e ŵ(x) atuam pela multiplicação por φ(x) e ω(x);

3. Os operadores conjugados que atuam pelas derivadas funcionais devem ser definidos como

operadores essencialmente auto-adjuntos

ê(x) = i~
δ

δ φ̂(x)
, (6.12)

ψ̂(x) = −i~ δ

δ ω̂(x)
. (6.13)

O análogo em (3 + 1) dimensões para o funcional Ψ[ŵ, φ̂ ] seria o funcional dado por Ψ[A, φ],

onde neste caso o campo escalar φ descreveria matéria. No entanto, para o caso bidimensional

φ̂ é um campo associado à geometria.
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6.3 Técnicas de Loop

A idéia sugerida por Rovelli e Smolin em 1988 foi de ao invés de tomarmos os funcionais Ψ[A]

de todas as conexões A, tomarmos as funções Ψ [U [A, γ]] de todos os "loop de Wilson". Esta

análise foi vista no final da seção 1.4.

O "loop de Wilson" é um caso particular de um grafo Γ , que como vimos é constituído por um

conjunto de caminhos orientados denominados links (γ), cuja extremidade de cada link junta-se

nos vértices V . Podemos ter como exemplo o grafo abaixo que contém 3 links e 2 vértices.

uV1

u V2

γ3

γ1

γ2

De forma análoga utilizaremos, para o caso bidimensional, a mesma idéia sugerida anteriormen-

te, lembrando somente que agora não temos mais um grupo de gauge, tal como o SU(2) da teoria

em (3+1) dimensões [1], mas somente o grupo gerado pelos dois vínculos GI que correspondem

a difeomorfismos.

Assim teremos as seguintes holonomias,

Uγ [ω] = exp

[
i

∫

γ

dy ω(y)

]
, (6.14)

Vx[φ] = exp [−i φ(x)] , (6.15)

como argumento do funcional de onda Ψ, ou seja, Ψ [Uγ[ω], Vx[φ]]. Sendo γ um segmento qual-

quer e x um ponto qualquer da variedade espacial M1. As holonomias se tornam os operadores
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que criam os "estados de loop", o que caracteriza a técnica utilizada na "loop quantum gravity".

O conjunto das holonomias (5.11) e (5.12), para todos os segmentos γ e pontos x de M1, define

o espaço de configuração da teoria. Funcionais particulares desse espaço são conhecidas como

"funções cilíndricas"que, para serem obtidas, precisaremos dos seguintes ingredientes:

1. Um grafo geral que será designado por:

Γ = {x1, ..., xp, γ1, ..., γl} ,

t t t:
1 2 L

x1 x2 xP

Observe que os pontos podem estar localizados no meio dos links como em x1, nas ex-

tremidades dos links como em x2 ou fora deles como em xp.

2. Uma função complexa de P + L variáveis reais, ou seja, f : ℜP+L → C

f(u, v) = f (u1, ..., uL, v1, ..., vp) .

A "função cilíndrica" associada a f é o funcional definido por:

ΨΓ,f [ω, φ] = f (Uγ1 , ..., UγL
, Vx1

, ..., VxP
) , (6.16)

onde os U e V são as holonomias. O espaço cinemático K é então definido como o espaço

vetorial de todas as combinações lineares de funções cilíndricas, completado a respeito da

norma induzida por um produto interno que será definido em trabalhos futuros.



64

Capítulo 7

Conclusão

Nesta dissertação apresentamos uma análise do modelo de Jackiw-Teitelboim para a teoria

da gravitação bidimensional, sendo o campo gravitacional acoplado a um campo escalar na

presença da constante cosmológica. A partir da seção 2.4 introduzimos a teoria BF , que como

foi visto apresenta invariância de gauge, e mostramos a equivalência com a ação de Jackiw-

Teitelboim. Logo, a ação para a gravitação bidimensional pode ser obtida da ação BF.

Nos capítulos 3 e 4 temos a parte fundamental deste trabalho onde o formalismo Hamiltoniano

é apresentado. Este tratamento indica a presença de vínculos na teoria, onde a partir da

terminologia de Dirac é possível classificá-los e identificá-los perfeitamente. Uma vez que o

parênteses de Poisson entre os vínculos Gi(x) é fracamente zero, verifica-se que estes são de

primeira classe, tendo como propriedade básica serem os geradores das transformações de gauge.

A partir daí fizemos uma fixação parcial da invariância de gauge seguindo os passos do que foi

feito em (3+1) dimensões, sendo que os vínculos de segunda classe que surgem dessa fixação

são resolvidos explicitamente com a introdução do método de Dirac. Um importante resultado

encontrado foi o fechamento da álgebra dos vínculos G ′

I em relação aos parênteses de Dirac,

equação (3.45), confirmando que estes vínculos são os geradores das transformações de gauge

que deixam a teoria invariante.

Visto que G ′

I geram as transformações de gauge, foi necessário verificar a covariância geral da

teoria, onde todos os campos devem permanecer invariantes sob os geradores de difeomorfismos.

Este resultado foi mostrado nas equações (4.1) e (4.2), tendo G ′

0 como gerador dos difeomor-

fismos temporais e espaciais, a menos equações de movimento, e G ′

1 como gerador da simetria
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residual da teoria.

A preparação para a quantização canônica consiste em substituir os parênteses de Dirac por

comutadores, onde se faz necessário um ordenamento específico de campos para que a álgebra

clássica seja análoga a álgebra quântica. As ambigüidades que surgem nas equações (5.6) e (5.7)

são controladas com a introdução de uma regularização δn da distribuição de Dirac, obtendo

desta forma, na equação (5.10), o fechamento da álgebra quântica. O próximo passo foi definir

heuristicamente um espaço de Hilbert cinemático K de todos os funcionais Ψ que serviria de

base para uma representação da álgebra dos vínculos.

A proposta da quantização da gravitação bidimensional baseada nas idéias do formalismo de

"loops", onde as holonomias são os argumentos do funcional de onda Ψ, segue o que foi feito

em (3+1), verificando apenas que não existe neste caso um grupo de gauge como SU(2) no

caso da Relatividade Geral, mas somente o grupo de difeomorfismos gerado pelos vínculos

G ′

I . O conjunto de holonomias sob a variedade espacial M1 define o espaço de configuração

da teoria, onde funções especiais (funções cilíndricas) são obtidas. Desta forma, o espaço de

Hilbert cinemático seria definido como um espaço vetorial de todas as combinações lineares

dessas funções.

O trabalho é então finalizado, com a perspectiva de que a partir deste ponto possamos imple-

mentar os vínculos a nível quântico, construir o espaço de Hilbert cinemático e por fim estudar

a dinâmica desta teoria. No atual estágio verificamos que a construção do espaço de Hilbert é

bastante similar à construção da cosmologia quântica de loops. Este é o tema que pretendemos

abordar em nossas futuras investigações, bem como o acoplamento com matéria a esta teoria.
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Apêndice A

Formalismo de Primeira Ordem

Neste apêndice faremos uma breve revisão do formalismo de primeira ordem da geometria

Riemanniana [33,39]. Seja M uma variedade m-dimensional diferenciável com métrica g, a

base das coordenadas para o espaço tangente TxM e para o espaço cotangente T ∗
xM no ponto

x ∈ M, é representada respectivamente pela derivada ∂µ = ∂/∂xµ e pela diferencial dxµ [22].

O índice (µ = 0, 1, 2, 3) indica as coordenadas locais do espaço-tempo.

Introduziremos em cada ponto da variedade um conjunto de vetores (eI) que formam uma

base ortonormal, conhecido por tetradas ou "m-beins". Dependendo da dimensão (m) em que

estejamos trabalhando teremos: vierbein (quatro), dreibein (três) e zweibein (duas diemensões).

Desta forma podemos decompor a métrica gµν na base de tetradas

gµν = ηIJ e
I
µ(x) e

J
ν(x) , (A.1)

sendo a métrica plana definida como ηIJ = dig(σ, 1)

σ =





1, se o espaço é Riemanniano,

−1, se o espaço é Lorentziano.
(A.2)

Podemos escrever a equação (A.1) como:

ηIJ = gµν eIµ e
J
ν , (A.3)
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onde se pode definir a inversa do "m-bein"

eI
µ = ηIJ g

µν eJ ν . (A.4)

O m-beins eI µ(x) e sua inversa eI µ(x) são bases ortogonais tanto nos índices latinos, que são

baixados e levantados pela métrica plana ηIJ , quanto nos índices gregos, que são baixados e

levantados pela métrica gµν .

eI
µ(x) eJ µ(x) = δJI , (A.5)

eI
µ(x) eI ν(x) = δµν . (A.6)

Desta forma identificamos o m-bein eI µ como um elemento do grupo GL(m,ℜ), que transforma

a base de coordenada dxµ do espaço cotangente T ∗
xM em uma base ortonormal do mesmo espaço,

ou seja:

eI(x) = eI µ(x) dx
µ . (A.7)

De forma similar identificamos eI µ como pertencente ao grupo GL(m,ℜ), sendo a matriz de

transformação da base ∂µ do espaço tangente TxM para uma base também ortonormal dada

por

eI(x) = eI
µ(x) ∂µ . (A.8)

Quando expressamos a métrica através dos "m-beins", como na equação (A.1), teremos mais

graus de liberdade para descrever a mesma geometria, o que ocasiona uma redundância [22]. O

tensor métrico gµν é simétrico e portanto tem m(m+1)/2 componentes independentes, enquanto

que os m-beim tem m2 componentes independentes, isto é, diferentes m-beins descrevem a

mesma métrica e eles são relacionado mutuamente por uma transformação ortogonal local, ou

seja, uma transformação de Lorentz local em cada ponto do espaço:

eI 7→ ē I(x) = ΛI
J(x) e

J ; ∀x ∈ M . (A.9)
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Já que a métrica do espaço-tempo é invariante sob rotação, a matriz ΛI
J(x) deve satisfazer

ηIJ ΛI
K ΛJ

L = ηKL . (A.10)

Isto implica que

ΛI
J ∈





SO(m), se o espaço é Riemanniano,

SO(m− 1, 1), se o espaço é Lorentziano.
(A.11)

Sob uma transformação de gauge local os índices (gregos) do espaço-tempo são invariantes,

enquanto os índices internos (latinos) são rotacionados. Isto se ajusta com a descrição dos

"m-bein"como uma projeção ortonormal local do sistema de coordenada sobre cada ponto do

espaço-tempo, cujos vetores da base podem ser rotacionados livremente. A dimensão deste

grupo ortonormal especial é:

dim[SO(m− 1, 1)] = dim[SO(m)] =
m(m− 1)

2
= m2 − m(m+ 1)

2
, (A.12)

que justamente era a diferença no número de componentes independentes para o "m-bein"e a

métrica.

A.1 Conexão, Torção e Curvatura

No formalismo métrico [19] a conexão Γ é o campo Γρµν(x) definido por

Γρµν = eρI
(
∂µ e

I
ν + ωIµ J e

J
ν

)
, (A.13)

onde a derivada covariante Dµ de todos os campos que tenham índices gregos (µ) é dada por

suas derivadas parciais mais o termo de correção Γ para cada índice,

Dµv
ν = ∂µv

ν + Γνµρ v
ρ . (A.14)

O mesmo procedimento é feito para o formalismo de primeira ordem, sendo que substituiremos
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os coeficientes de conexão Γ pela conexão de spin w,

ωIJ(x) = ωIµJ dx
µ , (A.15)

onde ωIJ = −ωJI . Desta forma, podemos definir a derivada covariante parcial Dµ para todos

os campos que apresentem índices latinos (I), assim como índices gregos (µ):

Dµu
I = ∂µu

I + wIµJ u
J , (A.16)

ou se preferirmos a derivada covariante D somente com índices latinos

DuI = duI + wIJ ∧ uJ , (A.17)

sendo d = dxµ ∂µ, definida como derivada exterior.

Com a introdução da conexão spin podemos definir a curvatura (RI
J) e a torção (T I), ambas

2-formas, como:

Curvatura : RI
J ≡ dωIJ + ωI K ∧ ωK J =

1

2
RI
Jµν dx

µ ∧ dxν , (A.18)

Torção : T I ≡ DeI = d eI + ωI J ∧ eJ =
1

2
T Iµν dx

µ ∧ dxν , (A.19)

sendo as equações denominadas de estrutura de Einstein-Cartan (formalismo de primeira or-

dem). Em particular, é interessante observarmos que a partir de (A.13) temos imediatamente

Dµe
I
ν = ∂µe

I
ν + ωIµJ e

J
ν − Γρµν e

I
ρ = 0 , (A.20)

o que nos leva a condição de torção nula:

T I = d eI + ωI J ∧ eJ = 0 . (A.21)

A equação acima mostra que a conexão spin ω pode ser expressa unicamente em termos das

tetradas e, pela condição de torção nula, se e somente se e for inversível. Este resultado

representa um papel central na formulação da teoria quântica da gravitação e a relação para

teoria de campo topológica [22].

Aplicando a derivada covariante D nas equações (A.18) e (A.19), como consequência da iden-
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tidade de Bianchi (d2 = 0) obteremos os seguintes resultados:

DRI
J = 0 , (A.22)

DT I = RI
J ∧ eJ = 0 , (A.23)

a região onde a curvatura é zero é denominada plana.

A compatibilidade da derivada covariante Dµ com respeito a métrica g, expressa por Dµ gνρ = 0,

ou

∂µ gνρ − Γσµν gσρ − Γσµρ gνσ = 0 , (A.24)

fixa a conexão (Γρµν), símbolo de Christofell, unicamente em função da métrica, ou seja

Γρµν =
1

2
gρσ (∂µ gσν + ∂ν gµσ − ∂σ gµν) , (A.25)

tendo pela condição de torção nula, a simetrização do símbolo de Christofell:

T ρµν = Γρµν − Γρνµ = 0 . (A.26)
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Apêndice B

Alguns Aspectos da Formulação

Lagrangiana e Hamiltoniana

Clássicamente, conhecendo-se ~F (força resultante) que atua sobre uma partícula de massa m,

a trajetória pode ser determinada resolvendo-se a segunda lei de Newton

~F = m
d2 ~r(t)

dt2
, (B.1)

e assim obter ~r(t) e conseqüentemente ~p(t), que representa o estado da partícula.

Na formulação de Lagrange ou de Hamilton, o papel preponderante não é desempenhado pela

força, mas por funções chamadas de Lagrangiana e Hamiltoniana, dependendo do formalismo.

No lugar da segunda lei de Newton, a evolução do sistema clássico é obtida a partir do "Princípio

de Hamilton". Estas formulações da mecânica são bem mais gerais e poderosas que a mecânica

newtoniana.

Seja um sistema clássico possuindo N graus de liberdade que representaremos por qi (i =

1, 2, ..., N), as coordenadas generalizadas. A função de Lagrange será uma função de L =

L(qi, q̇i, t). O Princípio de Hamilton estabelece que a evolução temporal do sistema entre os

instantes t1 e t2 é tal que a integral

S =

∫ t2

t1

L(qi, q̇i, t)dt , (B.2)

chamada de ação, deve ser um mínimo. Em outras palavras, de todas as trajetórias possíveis
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para um sistema evoluir entre t1 e t2, ela segue justamente aquela que corresponde à ação

mínima (Princípio de Hamilton).

Da variação da integral da ação obtemos as equações de movimento de Euler-Lagrange

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 , (B.3)

que fornecem a evolução temporal de um sistema clássico. Não estamos no presente mo-

mento considerando vínculos, ou seja, os qi (coordenadas generalizadas) são quantidades inde-

pendentes. O poderoso e elegante formalismo desenvolvido por Lagrange permite escrever as

equações de movimento da maioria dos sistemas físicos relevantes a partir de uma única função

escalar expressa em termos de coordenadas independentes arbitrárias.

B.1 Momentos Canônicos e Formalismo Hamiltoniano

A importância do formalismo Hamiltoniano reside em fornecer um método geral e flexível para

a investigação de questões da mecânica, e, sobretudo, em servir de fundamento na transição à

mecânica quântica (no caso da quantização canônica). Por este motivo, ele é considerado mais

poderoso que o formalismo lagrangiano.

A passagem para o formalismo Hamiltoniano é feita, primeiramente, pela introdução do mo-

mento canônico, cuja definição é

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, ..., N . (B.4)

Assim a descrição Hamiltoniana envolve a substituição das variáveis (q, q̇ ) por (q, p) em todas as

grandezas mecânicas, e a introdução de uma funçãoH(q, p, t) em lugar da Lagrangiana L(q, q̇, t).

Tal mudança de descrição realiza-se mediante uma transformação de Legendre, que consiste na

substituição das velocidades generalizadas pelos momentos canônicos como variáveis básicas e

na introdução da função de Hamilton ou, simplemente, Hamiltoniana H(q, p, t) definida por

H(q, p, t) =
N∑

i=1

q̇i pi − L(q, q̇, t) , (B.5)
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de onde podemos determinar as equações canônicas de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, ..., N , (B.6)

que formam um conjunto de 2N equações diferenciais de primeira ordem equivalente ao sistema

de N equações de segunda ordem de Lagrange. As quantidades (q, p) são chamadas de variáveis

canônicas.

Em termos práticos, para se obter a Hamiltoniana canônica, a partir de (B.5), em função de q

e p temos que fazer transformações do tipo

(q, q̇ ) −→ (q, p) , (B.7)

e o Jacobiano dessas transformações é determinado pela matriz hessiana W com elementos

Wij =
∂pi
∂q̇j

=
∂2L

∂q̇i ∂q̇j
. (B.8)

Quando o determinante desta matriz é diferente de zero, ou seja, é não singular, as trans-

formações (B.7) são sempre possíveis e desta forma as velocidades generalizadas podem ser

expressas univocamente em termos dos momentos canônicos. Isto ocorre para o caso de não

haver vínculos.

Na presença de vínculos a matriz hessiana é singular, neste caso nem todos os q̇i podem ser

unicamente escritos em termos dos momentos canônicos. A maioria das teorias físicas modernas

de significado fundamental são descritas por Lagrangianas com matriz hessiana singular, o que

justifica uma introdução à dinâmica Hamiltoniana de tais sistemas. Nosso tratamento segue de

perto a lúcida exposição de Dirac, que vem a ser o criador da teoria dos sistemas Hamiltonianos

com vínculos.
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B.2 Parênteses de Poisson

Consideremos agora uma certa quantidade dinâmica A(q, p, t), definida sobre o espaço de fase.

Com respeito a sua evolução temporal,

dA

dt
=

N∑

i=1

(
∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi

)
+
∂A

∂t
. (B.9)

Usando as equações de Hamilton (B.6), obtemos:

dA

dt
=

N∑

i=1

(
∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂A

∂t
,

= {A,H} +
∂A

∂t
, (B.10)

onde

{A,H} =
N∑

i=1

(
∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

)
, (B.11)

é chamado Parênteses de Poisson, e apresenta as seguintes relações fundamentais:

{qi, pj} = δij , (B.12)

{qi, pj} = {Pi, Pj} = 0 . (B.13)

Pode ser verificado de forma imediata que:

{A,B} = −{B,A} ,

{A+B,C} = {A,C} + {B,C} , (B.14)

{AB,C} = A {B,C} + {A,C}B ,

além da identidade de Jacobi

{A, {B,C}} + {C, {A,B}} + {B, {C,A}} = 0 . (B.15)
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B.3 Quantização Canônica

A equação (B.10) nos dá a evolução temporal da quantidade A sob o ponto de vista clássico.

Em termos quânticos, esta quantidade é transformada em operador e sua evolução temporal é

dada por

dÂ

dt
=

1

i~

[
Â, Ĥ

]
+
∂Â

∂t
, (B.16)

onde Ĥ é o operador Hamiltoniano.

As equações (B.10) e (B.16) sugerem a seguinte correspondência entre parênteses de Poisson e

comutadores

{A,H} =
1

i~

[
Â, Ĥ

]
. (B.17)

A expressão (B.17) encerra o fundamento da quantização canônica usual.

Convém ressaltar que além da similaridade entre (B.10) e (B.16), há dois outros pontos que

sustentam a hipótese acima (sem falar é claro, nos resultados experimentais). Primeiramente

os parênteses fundamentais de Poisson possuem análogos bem conhecidos envolvendo os opera-

dores momento e coordenada [q̂i, p̂j] = i~ δij.

Em segundo lugar, temos que as identidades entre parênteses de Poisson são semelhantes às

correspondentes dos comutadores

[
Â, B̂

]
= −

[
B̂, Â

]
,

[
Â+ B̂, Ĉ

]
=

[
Â, Ĉ

]
+

[
B̂, Ĉ

]
, (B.18)

[
ÂB̂, Ĉ

]
=

[
Â, Ĉ

]
B̂ + Â

[
B̂, Ĉ

]
.
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Apêndice C

Método de Dirac para Quantização de

Sistemas Vínculados

O objetivo deste capítulo é fazer uma revisão sucinta da teoria de Dirac para quantização

canônica de sistemas vínculados. No caso usual de sistema sem vínculos, pi e qi são variáveis

independentes, representando o chamado espaço de fase. Quando existem vínculos, envolvendo

coordenada e momento, a relação (B.17) pode levar a inconsistência.

Uma maneira simples de ver isto é supor que, num determinado sistema, exista um vínculo

dado por

φ(q, p) = 0 . (C.1)

O parêntese de Poisson desta quantidade, com outra qualquer da teoria considerada pode não

ser nulo. Como exemplo imediato, temos o caso da partícula livre relativística, que possui o

bem conhecido vínculo

p2 +m2 = 0 , (C.2)

onde consideramos c = 1 e ηµν = (−,+, ...,+).
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Considerando, por exemplo, o parênteses de Poisson deste vínculo com xµ, temos

{
xµ, p

2 +m2
}

= {xµ, P ν Pν} ,

= δνµ + Pν ηµν ,

= 2Pµ , (C.3)

que é, de maneira geral, diferente de zero. Por este motivo, em lugar de φ(q, p) = 0, é comum

escrever

φ(q, p) ≈ 0 , (C.4)

onde se diz fracamente zero, significando que a relação de vínculo não vale, necessariamente,

dentro dos parênteses de Poisson. A expressão só será anulada depois de todas as contas serem

feitas.

Consideremos, então, que exista uma quantidade A(q, p) cujo parêntese de Poisson com φ(q, p)

seja diferente de zero,

{A, φ} 6= 0 . (C.5)

Na passagem para a mecânica quântica, φ e A transformam-se em operadores. Em virtude

de (C.4), φ̂ é um operador nulo. Assim, qualquer comutador envolvendo φ̂ deve ser nulo.

Particularmente,

[
Â, φ̂

]
= 0 , (C.6)

e em termos quânticos, não tem sentido a denominação fracamente nulo. Assim sendo (B.17),

(C.5) e (C.6) são incompátíveis.

Foi Dirac quem desenvolveu a maneira correta de proceder a quantização canônica de sistemas

vinculados, onde os momentos não são funções independentes das velocidades. Neste caso,

denotaremos estes vínculos genericamente por

φm = φm(q, p) m = 1, 2, ...,M ≤ ℵ. (C.7)
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Os vínculos decorrentes diretamente da relação de definição de momento são chamados de

vínculos primários. Conforme veremos, outros vínculos podem existir, agora, não mais em

decorrência de (B.4). Estes recebem o nome de vínculos secundários.

C.1 Sistemas Vínculados

Como vimos na equação (B.8), quando a matriz hessiana apresenta determinante diferente de

zero, a Hamiltoniana é expressa em termos das variáveis canônicas q′s e p′s. Contudo, como já

foi dito, na presença de vínculos a Hamiltoniana não é univocamente determinada em termos

de momento e coordenada, pois podemos ter uma combinação linear para os φ′s, que é zero.

Desta forma poderemos escrever a seguinte Hamiltoniana:

H̃ = Hc + λm φm , (C.8)

onde as quantidades λm são coeficientes (multiplicadores de Lagrange), que em geral podem

ser consideradas como funções de q′s e p′s.

A partir de (B.6) é possível obter as seguintes equações de Hamilton

q̇i =
∂Hc

∂pi
+ λm

∂φm
∂pi

, (C.9)

ṗi = −∂Hc

∂qi
− λm

∂φm
∂qi

. (C.10)

Como pode ser observado, o preço que se paga pelos M vínculos é a presença de M multipli-

cadores de Lagrange. Podemos escrever as equações de Hamilton envolvendo H̃ em termos dos

parênteses de Poisson

q̇i =
{
qi, H̃

}
, (C.11)

ṗi =
{
pi, H̃

}
. (C.12)

Vejamos a partir de agora como os vínculos secundários são determinados. Seja φm um dos

vínculos primários, é uma questão de consistência estes vínculos não terem evolução temporal,
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de modo que

φ̇m ≈
{
φm, H̃

}
, (C.13)

≈ {φm, Hc + λn φn} , (C.14)

≈ {φm, Hc} + λn {φm, φn} , (C.15)

≈ 0 .

Pode acontecer de obtermos uma incositência do tipo 1 = 0, isto significaria que nossa La-

grangiana original apresenta equações de movimento inconsistentes. Um exemplo disto é se

tivermos L = q, onde a equação de Lagrange dá como resultado imediato 1 = 0.

A escolha para Lagrangiana não pode ser completamente arbitrária, devemos então impor uma

condição, onde as equações de movimento não apresentem nenhuma inconsistência. Desta

forma, analizaremos a equação (C.15), onde estão relacionados o parêntese de Poisson entre φm

e φn, que pode ser ou não zero (fracamente).

1. {φm, φn} ≈ 0 ,

Neste caso, obtemos {φm, Hc} ≈ 0, o que indica uma outra relação de vínculos para as

variáveis canônicas. Vínculos obtidos por esta relação de consistência são denominados

vínculos secundários.

2. {φm, φn} 6= 0 ,

Agora não obtemos novos vínculos, mas uma relação envolvendo os multiplicadores de

Lagrange λn.

Esta análise deve ser repetida para todos os vínculos da teoria, inclusive para os vínculos

secundários que vão sendo obtidos. Procedendo desta forma até esgotarem-se todas as possi-

bilidades, ou seja, até que nenhum vínculo novo seja obtido e até serem determinados todos os

multiplicadores de Lagrange.

Citemos ainda, que os vínclos primários, obtidos da definição de momento, dada por (B.4), e

os vínculos secundários, obtidos da relação de consistência {φm, Hc} = 0, podem não ser todos

os vínculos da teoria. Nas teorias de gauge, como o eletromagnetismo, há o aparecimento de

novos vínculos quando o gauge é fixado. Veremos mais detalhes a seguir.
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C.2 Vínculos de Primeira e Segunda Classe

Na seção anterior, vimos uma classificação dos vínculos em primários e secundários. Esta é

uma classificação que está ligada a maneira de como os vínculos são obtidos. Para os objetivos

da quantização canônica, não importa como os vínculos foram obtidos, o importante é se eles

existem ou não. Neste sentido uma classificação mais útil se torna necessária.

Dentre os vínculos, podem existir alguns que possuem parêntese de Poisson zero (fracamente)

com todos os vínculos da teoria, estes são denominados vínculos de primeira classe. Já aqueles

que possuírem pelo menos um parêntese de Poisson diferente de zero são chamados de vínculos

de segunda classe.

É importante destacar que a existência de vínculos de primeira classe indica que a teoria conside-

rada possui invariância de gauge. No método de Dirac, novos vínculos devem ser introduzidos

(vínculos de fixação de gauge), de tal maneira que estes juntamente com os anteriores, passem

a ser todos de segunda classe.

C.3 Parênteses de Dirac

O procedimento usual da quantização canônica, de substituir parênteses de Poisson por comuta-

dores, pode falhar no caso da existência de vínculos. Vamos agora mostrar que é possível termos

novos objetos, em lugar dos parênteses de Poisson, que são chamados parênteses de Dirac, onde

a substituição por comutadores, no caso de existirem vínculos, pode ser feita consistentemente.

Na utilização dos parênteses de Dirac para quantização canônica, os vínculos devem ser de

segunda classe. Caso haja existência de vínculos de primeira classe, devemos proceder à fixação

de gauge.

Uma maneira bem natural para se introduzir os parênteses de Dirac é a partir da evolução

temporal de uma certa quantidade (clássica) dinâmica A (p, q, t). Seja então,

dA

dt
=
∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi +

∂A

∂t
. (C.16)
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Usando as equações de Hamilton, dadas por (C.9 e C.10), obtemos

dA

dt
≈ ∂A

∂qi

(
∂Hc

∂pi
+ λm

∂φm
∂pi

)
+
∂A

∂pi

(
−∂Hc

∂qi
− λm

∂φm
∂qi

)
+
∂A

∂t
,

dA

dt
≈ {A,Hc} + λm {A, φm} +

∂A

∂t
, (C.17)

onde todos os vínculos estão incluídos, inclusive os decorrentes de fixação de gauge, caso exis-

tam. Portanto, são todos vínculos de segunda classe.

Por outro lado, substituindo A por qualquer um dos vínculos da teoria, temos

dφn
dt

≈ {φn, Hc} + λm {φn, φm} , (C.18)

≈ 0 . (C.19)

Introduzindo a matriz C, cujos elementos são os parênteses de Poisson dos vínculos, isto é,

Cnm = {φn, φm} , (C.20)

decorre que

{φn, Hc} + λmCnm ≈ 0 ,

{φn, Hc} ≈ λmCmn , (C.21)

onde, na última passagem, usamos o fato de a matriz C ser anti-simétrica. Dirac mostrou em seu

livro, "Lectures on Quantum Mechanics", que a matriz C sempre possui determinante diferente

de zero, lembrando de que estamos considerando que todos os vínculos sejam de segunda classe.

Assim, partindo de (C.21), podemos escrever

λm Cmn C
−1
np ≈ C−1

np {φn, Hc} ,

λp ≈ −C−1
pn {φn, Hc} . (C.22)

Levando este resultado em (C.17), finalmente obtemos

dA

dt
≈ {A,Hc} − {A, φm} C−1

mn {φn, Hc} +
∂A

∂t
, (C.23)
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introduzimos o parênteses de Dirac entre A e Hc

{A,Hc}D = {A,Hc} − {A, φm} C−1
mn {φn, Hc} . (C.24)

Assim, a expressão (C.23) pode ser convenientemente reescrita como

dA

dt
= {A,Hc}D +

∂A

∂t
. (C.25)

O resultado acima, a exemplo do que acontecia com (B.10), parece sugerir que no caso de

sistemas vinculados temos a seguinte regra de quantização canônica:

{A,B}D −→ 1

i~
[A,B] , (C.26)

onde o parêntese de Dirac entre A e B é definido analogamente a (C.24), ou seja,

{A,B}D = {A,B} − {A, φm} C−1
mn {φn, B} , (C.27)

tendo as seguintes propriedades:

{A,B}D = −{B,A}D , (C.28)

{A,B C}D = {A,B}D C +B {A,C}D , (C.29)

{φm, A}D = 0 , (C.30)

{A,B}D ≈ {A,B} , (C.31)

{C, {A,B}D}D ≈ {C, {A,B}} . (C.32)

acrescenta-se ainda a indentidade de Jacobi

{{A,B}D , C}D + {{C,A}D , B}
D

+ {{B,C}D , A}D = 0 . (C.33)
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É claro que concluir sobre a regra de quantização (C.26), apenas pela semelhança entre (C.25)

e a expressão (B.16) seria pura ingenuidade. Há outras evidências iniciais que sustentam a

hipótese dada por (C.26). A mais importante é que as relações de vínculo, que valiam só

fracamente em termos de parênteses de Poisson, valem agora, fortemente nos parênteses de

Dirac. Isto significa que se tomarmos os parênteses de Dirac entre um vínculo e uma quantidade

qualquer, obteremos zero como resultado. Vejamos,

{A, φc}D = {A, φc} − {A, φa}C−1
ab {φa, φc} ,

= {A, φc} − {A, φa}C−1
ab Cbc ,

= {A, φc} − {A, φa} δac ,

= 0 . (C.34)

Assim, a inconsistência existente entre (B.17), (C.5) e (C.6), mencionada no início deste

apêndice não existe mais em virtude de (C.26).
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