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Resumo

Este trabalho apresenta o emprego recursivo da equacgéo integral de
governo com a finalidade de melhorar a exatiddo dos resultados
numericos do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Geralmente, 0s
valores em pontos internos do dominio com o MEC sdo determinados
com a aplicagdo recursiva da equacgédo integral, depois que todos os
valores nodais no contorno tiverem sido calculados. Neste trabalho,
mostra-se que a mesma idéia pode ser usada para melhorar a exatidao
dos resultados no contorno. Ao invés dos novos pontos fonte serem
localizados dentro do dominio, eles sdo posicionados sobre o contorno,
com coordenadas diferentes dos pontos nodais. Assim, os valores da
variavel basica e de suas derivadas espaciais no contorno podem ser
recalculados baseados nos valores do contorno calculados previamente.
O resultado deste procedimento numérico € baseado na equivaléncia
matematica entre o uso recursivo da equacao integral de contorno e a
nova aplicacdo da sentenca de residuos ponderados associada a
equacdo de governo. O procedimento é aplicado aqui a solucdo de
problemas expressos pela Equacdo de Laplace. Comparando-se o0s
resultados numéricos dos erros percentuais cometidos no célculo do
potencial e sua derivada em exemplos em que a solucdo analitica é

conhecida, avalia-se o desempenho do procedimento proposto.
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Abstract

This work presents a procedure based on the recursive use of the
governing integral equation with the purpose to improve the accuracy of
the Boundary Element Method. Usually, the recursive use of integral
equation with BEM is done exclusively to determinate internal values of
basic or primal variables, after all the nodal boundary values have been
calculated. In this work, it is presented the same idea to improve the
boundary results accuracy. Instead the new source points be located
inside the domain, they are positioned on the boundary, with different
coordinates from the nodal points. Thus, the basic variable values and
their boundary spatial derivatives can be recalculated based on the
boundary values calculated previously. This numerical procedure is based
on the mathematical equivalence among the recursive use of the boundary
integral equation and the new application of the residual weighed
sentence, related to the governing equation. The procedure is here applied
to Laplace’s Equation. The numerical results are compared with the
analytical ones to evaluate the performance obtained with the proposed

technique.
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO
1.1 COMENTARIOS PRELIMINARES

O desenvolvimento cientifico e tecnoldgico ndo é estanque. Com o passar do tempo,
velhas teorias vém sendo substituidas por novas e o conhecimento humano vem
sendo aprimorado. Sabe-se, ao longo da histéria, que ocorreram diversas
modificacdes em algumas teorias, como, por exemplo, na Astronomia, a partir da
substituicdo do modelo geocéntrico (Terra ao centro), como acreditavam Aristételes
e Ptolomeu, pelo modelo heliocéntrico (Sol ao centro) de Nicolau Copérnico, e

aprovado por Galileu Galilei.

Naquela época, houve muita resisténcia por parte da sociedade, em geral, para a
aceitacdo dos novos conceitos de Copérnico/Galileu, até mesmo quando suas
teorias estavam praticamente consolidadas. Esse comportamento do ser humano
demonstra, claramente, que existem dificuldades para que ocorram mudancas. No
passado, as dificuldades eram maiores, em face da inexisténcia de ferramentas
auxiliares, rapidas e eficazes como a informatica, em nossos dias. O progresso
cientifico e tecnoldgico acontecia, lentamente, a custa do esforco, da capacidade
técnica e da persisténcia de abnegados e herdicos cientistas, tais como Copérnico e

Gallileu, ja citados, Leonardo da Vinci, Pascal, Tesla, etc, entre tantos outros.

O conhecimento humano tem evoluido, em progressdo geométrica, nas ultimas
décadas, de uma forma geral, em todas as ciéncias, e, também, nas artes. Esta
velocidade, crescente, é devida a algumas razées, e, dentre elas, como ja foi citado,
podemos destacar o advento e o desenvolvimento da informatica, que se tornou

uma ferramenta fundamental para o desenvolvimento de todas as ciéncias.

Percebe-se que, gracas ao incessante desenvolvimento cientifico e tecnolégico,
auxiliado, sobremaneira, pela informatica, vém acontecendo melhoras na qualidade

de vida dos seres humanos.



Com o desenvolvimento da Matematica, e, concomitantemente, da informatica, tem
sido possivel, em nossos dias, um progresso cientifico, a passos mais largos que no

passado, a época de cientistas renomados, como Kelvin, Newton, etc.

Todavia, em termos historicos, na engenharia a experiéncia obtida com a realizacéo
de testes com protétipos ou a realizacdo anterior de empreendimentos similares foi

durante algum tempo a ferramenta mais empregada pelos profissionais.

O custo de confeccdo de alguns prototipos e do desenvolvimento de outros ramos
da matematica era alto. Simular experimentalmente certos fendbmenos fisicos, nem
sempre é simples. Por isso, torna-se importante o desenvolvimento de modelos

matematicos que representem a fisica dos mesmos.

Os projetos de equipamentos, edificacdes e maquinas a partir de modelos analiticos
construidos com rigor matematico intensificaram-se, principalmente, com o uso do

computador.

Realmente, devido aos fortes avangos computacionais, a modelagem matemética
tem sido fundamental na engenharia, na fisica e em outras ciéncias aplicadas. A
partir da observacao preliminar dos fendmenos e da experimentacdo em laboratorio,
vao surgindo novas teorias, sustentadas matematicamente por equacoes
diferenciais, de maior ou menor complexidade na obtencdo das solugdes

respectivas.

Entretanto, ha muitos problemas de engenharia cujos comportamentos fisicos
conduzem a certas equacdes diferenciais que somente possuirdo solucdo exata
para alguns tipos particulares de geometria e condi¢des de contorno simples, o que
de certo modo inviabiliza a aplicacdo generalizada de procedimentos que visem
exclusivamente a obtencdo de respostas analiticas aos modelos matematicos

propostos.

Equacbes simples que representavam os problemas do passado e serviam de apoio
aos projetos de engenharia, cederam lugar as equagles diferenciais parciais,
algumas mesmo nao lineares, ou entdo, a sistemas de equacOes diferenciais

ordinarias de grande complexidade.



O tratamento matematico que se empregava com vistas a resolver estas equacdes
para obtencdo de uma solu¢do analitica ou fechada teve que ser revisto, porque

poucas eram aguelas que conseguiam ser devidamente solucionadas.

Para os casos mais complexos surgiram, entdo, as solucdes aproximadas, atraves
de métodos numéricos de andlise, onde a integracdo das equacdes diferenciais se
transforma na resolugcédo de um sistema de equacgfes algébricas lineares, resultante

da discretizacdo dos campos a determinar.

O advento dos computadores tornou mais simples a utilizacdo destes métodos, bem
como viabilizou o seu uso na resolugdo de problemas com um grande numero de
variaveis envolvidas. Dentre os métodos que mais tém sido utilizados, destacam-se
o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o
Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Esses trés métodos trabalham com “problemas de valor de contorno”, que sao
aqueles problemas mateméaticos expressos por equagdes diferenciais nos quais,
fornecidos alguns dados pertinentes ao contorno, sdo encontradas as variaveis

restantes nesse mesmo contorno e, também, no préprio dominio.

O mesmo esquema ocorre também com problemas de valor inicial, onde a equacao
governante estabelece um certo processo ao longo do tempo, em gque séo prescritos
valores referentes ao instante inicial e a partir dai séo calculados valores de resposta

ao longo do tempo, para qualquer ponto do dominio e também do contorno.

Na realidade, os principais métodos numéricos citados resolvem com relativa
abrangéncia tanto problemas de valor de contorno, quanto os problemas de valor
inicial; geralmente, todos partem de um modelo matemético (equacdes diferenciais
governantes) e se desenvolvem matematicamente de acordo com caracteristicas

especificas.

Todos trabalham com a idéia de discretizagdo, que significa escolher um
determinado ndmero de pontos do dominio continuo (originalmente este teria
infinitos pontos) os quais garantem a representatividade de todos os demais e ai
estabelecer condicdes para a solucdo aproximada do modelo matematico

governante, que também se transforma num modelo algébrico.



Dos trés métodos mais populares citados, apenas o MEC possui a peculiaridade de
somente expressar-se matematicamente em termos de equacgles integrais de

contorno e isso significa muitas vantagens no emprego de um método numerico.

Em primeiro lugar, especialmente nos casos de problemas tridimensionais, muitas
vezes aparece um grande numero de variaveis, qgue conduzem necessariamente a
manipulacdo de grande numero de valores referentes aos pontos de discretizacao.
Ao se discretizar exclusivamente o contorno, o nimero de pontos de discretizacéo

se reduz.

De modo geral, o MEC requer, somente, discretizacdo de contorno, ao invés de
dominio. Disto se conclui que os codigos de elementos de contorno sdo mais faceis
de usar com os modeladores de soélidos e geradores de malhas existentes. Esta
vantagem € particularmente importante para o projeto, quando O processo,
usualmente, envolve uma série de modificacbes que sado mais dificeis de se realizar

usando elementos finitos.

Em funcao disso, o MEC tém surgido como uma alternativa poderosa para substituir
o MEF, particularmente em casos onde uma melhor precisdo é requerida, devido a

problemas de concentracao de tensdes ou onde o dominio se estende ao infinito.

No entanto, embora o0 MEC seja uma das técnicas numéricas mais eficazes
disponiveis para se resolver equacdes diferenciais parciais resultantes da
modelagem matematica, existem limitagdes ao seu emprego. E preciso que as
equacdes diferenciais governantes sejam dadas por operadores auto-adjuntos. Para
superar essa limitacdo, muitos pesquisadores tém desenvolvido aproximacoes
consistentes para adaptar satisfatoriamente a formulacdo integral de contorno a
outro tipo de operadores diferenciais, muito comum na mecanica dos fluidos, por

exemplo, com relativo sucesso.



1.2 O METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

Os meétodos numéricos ou computacionais, como passaram a ser conhecidos,
atualmente tornaram-se viaveis, confiaveis e amplamente difundidos com o advento

e evolugéao dos computadores.

Gracas a essa poderosa ferramenta, capaz de processar milhares de calculos em
intervalos de tempo cada vez menores, e largamente utilizados em diversas areas
de conhecimento, sistemas de equagfes algébricas puderam ser resolvidos com
relativa facilidade e rapidez.

Conforme exposto, muitos métodos numeéricos modernos sdo fundamentados na
idéia da discretizacdo. Esta idéia consiste basicamente de uma aproximacao do
dominio continuo por um conjunto discreto ou finito de pontos que o representem

consistentemente.

Em termos matematicos, a discretizacdo acarreta a substituicho de uma equacao
diferencial ou integral por um conjunto de equacOes algébricas, de facil
implementacdo e resolucdo pelos computadores modernos, pois o problema fica
reduzido a solucdo de um sistema matricial. No caso do MEC, o modelo matematico

base que antecede ao processo de discretizacdo € dado por equacdes integrais.

Fredholm apresentou as primeiras equac¢des integrais de contorno em 1903. No
comeco dos anos 60 foram apresentadas solu¢cdes numéricas modernas para as
equacgodes integrais de contorno. Jaswon and Symm trabalharam com problemas de
potencial em duas dimensdes, em 1963.

Frank Rizzo propbs a primeira formulacdo da equacdo do contorno para a
elasticidade linear em 1964 e apresentou um artigo em 1967. Cruise e F.J. Rizzo
trabalharam com elastodinamica em duas dimensbdes em 1968. P.K. Banerjee
utilizou, pela primeira vez, em 1975, o nome Método dos Elementos de Contorno.

Em 1978, Brebbia e Dominguez [1] publicaram o livro de introducdo ao método dos

elementos de contorno aplicado a problemas de potencial e elasticidade estatica



linear. Posteriormente (1984), um livro bem mais abrangente foi publicado por
Brebbia et al. [2].

O Método de Elementos de Contorno possui varias vertentes ou variantes, mas a
mais comum € a chamada formulacéo direta singular ou formulacéo classica, que se
baseia na obtencdo de uma equacéo integral de governo expressa na forma inversa
Brebbia e Dominguez [1] e Brebbia e Walker [3]. No caso da Equacédo de Laplace,
em que operador diferencial € sabidamente auto-adjunto, a forma integral inversa

corresponde a Segunda Identidade de Green ( Kaplan [4]).

Gragas ao uso de funcgbes auxiliares com caracteres especiais — a solugdo
fundamental — € possivel fazer com que a equagdo integral inversa caracteristica do
MEC classico expresse-se tendo como variaveis basicas o potencial escalar e sua
derivada normal, dados exclusivamente em termos de valores de contorno — como
preconiza a Teoria das Equacbes Diferenciais para que um problema de valor de
contorno (ou de valor inicial) seja bem posto.

Em outras palavras, o MEC € um meétodo numérico que transforma a equacao
diferencial governante do problema em uma equacéo integral de contorno, usando o

Teorema da Divergéncia.

Sendo assim, tem-se a geometria real do contorno aproximada através da
discretizacdo do mesmo por elementos, que assumem uma determinada lei de
variacdo espacial para o potencial e sua derivada normal ao contorno. Neste

trabalho os elementos utilizados na discretizacdo sdo elementos constantes/lineares.

No contexto dessa formulacdo classica ou singular, ha possibilidade de derivar-se
uma formulacdo correlata a anterior, denominada hipersingular, em que o valor da
derivada direcional do potencial possa ser evidenciado. E comum evidenciar-se o

valor da derivada normal ou da derivada tangencial do potencial.

Informacdes constantes da literatura (Prado [5]) associam um melhor desempenho
da equacdo integral hipersingular na solucdo de problemas com elevados

gradientes.



1.3 MOTIVACAO

De acordo com avancos na ampliacdo da modelagem matematica e no aumento da
capacidade de armazenamento de dados computacionais, algumas técnicas
numeéricas tradicionais foram objeto de adaptacdes particulares para conseguir um

melhor desempenho.

AplOs os procedimentos tais como a relocacdo de pontos de discretizagao,
refinamento de malhas e o uso de fun¢des de forma, alguns métodos numeéricos tém

introduzido um esquema iterativo na solugdo para melhorar sua exatiddo numérica.

Com o Método de Elementos de Contorno isto também acontece e varias
formulacbes alternativas tém sido propostas, no sentido de aprimorar a precisao,

ampliar a versatilidade e torna-lo computacionalmente mais eficiente.

Seguindo essa tendéncia, o uso recursivo da equacdo integral de contorno é
apresentado aqui como uma ferramenta auxiliar para melhorar o desempenho do
MEC. Nao é uma técnica iterativa, mas um procedimento simples baseado em um
esquema comum para calcular valores internos com o MEC, onde a equacao

integral de contorno é usada duas vezes.

1.4 OBJETIVO E METODOLOGIA

A proposta do procedimento recursivo aqui desenvolvido é resolver o problema
cldssico, onde sdo encontrados os valores nodais das incognitas, e reintroduzir
esses valores na equacgdo integral original, considerando novos pontos fonte na
equacdao integral, tanto para o potencial, quanto para suas derivadas espaciais e,

com isso, aumentar a precisédo dos resultados.

O procedimento € certamente geral, mas serd apresentado tomando-se a Equacao
de Laplace, por questdes de simplicidade, para indicar os conceitos principais e 0s
aspectos numeéricos, especialmente devido a determinacdo das derivadas

direcionais da variavel primordial, que faz parte da teoria hipersingular do MEC.



A atencédo particular dada no texto a seguir a algumas etapas omitidas usualmente
na deducdo béasica da equacao integral de contorno é relacionada exatamente ao

tratamento hipersingular de algumas integrais.

O uso da equacéo integral singular e hipersingular de modo recursivo € bastante
comum, pois é empregado tradicionalmente para calcular valores de potencial e
derivadas espaciais em pontos internos, usando-se o0s valores previamente
calculados no contorno. Constata-se que esse uso pés processamento produz
resultados numéricos com melhor precisdo do que os resultados obtidos para os

pontos nodais no contorno.
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A razdo para esse comportamento é explicada pela equivaléncia entre o
procedimento recursivo e a aplicacdo de uma nova sentenca do método dos

residuos ponderados, minimizando os erros cometidos anteriormente.

No entanto, o uso desse procedimento para recalcular os valores de contorno néo é
discutido na bibliografia especializada do MEC. Atualmente, solu¢cées que melhorem
0s resultados constituem interesse nas pesquisas de Loeffler e Wrobel [6], entre

outros.

Assim sendo, resultados numéricos sdo obtidos nas simula¢des de problemas
bidimensionais, dos quais se dispde de solu¢cbes analiticas para comparagdo de
desempenho.

E comparada a qualidade dos resultados gerados com o uso recursivo da equacao
integral inversa e os resultados obtidos tradicionalmente, com o uso direto desta

mesma equacao.

Foram usados elementos constantes e lineares. Em termos numéricos, para efetuar
as integracfes regulares em todos os elementos usa-se a quadratura de Gauss,
chegando-se ao sistema de equacdes algébricas do MEC, que ao ser resolvido,
fornece as incognitas (potencial e derivada potencial normal) que faltavam para o

completo conhecimento das variaveis no contorno.



Foi implementada a formulacdo para o célculo dos coeficientes de influéncia usados
na montagem do sistema de equacgfes algébricas, para as formulacdes singular e

hipersingular.

Em problemas bidimensionais, conhecidos os valores dos potenciais u e g, podemos
calcular os valores destes potenciais em outros pontos pertencentes ao contorno
através da formulacdo classica do MEC, exceto em um ponto especifico, onde

ocorre singularidade e cuja integracao é feita apos estudo em separado.

Se estes nucleos forem derivados, a formulacdo originada passa a ser Hiper-

singular, isto porque a singularidade aumenta de ordem.

De maneira anéloga ao ponto singular, a integracdo no ponto do contorno onde a
hipersingularidade ocorre € feita considerando-se o0 limite em um ponto

imediatamente antes e depois do ponto em questao.

Apds estudos dos pontos do contorno onde ocorrem a singularidade e
hipersingularidade, a integracdo pode ser feita sem maiores problemas. Em ambos
0S casos, em pontos internos, uma vez conhecidos valores no contorno podemos

calcular internamente, no dominio, valores dos potenciais e suas derivadas.

Neste trabalho, os valores de potenciais e suas derivadas sédo obtidos nas duas
formulagbes tradicionais, utilizando-se elementos constantes e lineares, sendo o

ponto ¢ aplicado nos nés funcional e geométrico do elemento.

Segundo Loeffler e Wrobel [7], o uso recursivo da sentenca integral inversa do
Método dos Elementos de Contorno consiste em aplicar o mesmo procedimento
usado para determinacdo de valores em pontos no interior do dominio para
recalcular os valores de contorno, considerando que o uso reiterado desta equacao

equivale a uma nova minimizacao dos residuos numeéricos do método.

Feitas algumas consideracdes basicas, a equacao diferencial envolvida na

representacdo do fendbmeno é a equacao de Laplace, que é linear.



1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O capitulo 2 deste trabalho apresenta os conceitos basicos do Método de Elementos
de Contorno, as equacgdes governantes que regem o problema, as condi¢cbes de
contorno e as considera¢gfes necessarias a implementagdo computacional para a

formulacéo singular.

O capitulo 3 apresenta o procedimento recursivo do Método de Elementos de

Contorno utilizando os conceitos apresentados no capitulo 2.

No capitulo 4 sdo apresentados os resultados obtidos em exemplos de solucéo

analitica conhecida.

As conclusbes e sugestdes para futuros trabalhos sdo apresentadas no capitulo 5

desta dissertacao.

O capitulo 6 apresenta a lista de referéncias bibliograficas utilizadas para a

elaboracao desta dissertacao.

Os apéndices sdo apresentados apés o ultimo capitulo.
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CAPITULO 2

2 FORMULACAO CLASSICA DO MEC
2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos do Método de Elementos de
Contorno (MEC) com sua formulacéo classica aplicada para a solugéo de problemas

bidimensionais de potencial escalar.

Na formulacdo classica, primeiro se encontra a equacao integral de contorno que
fornece a derivada direcional de um ponto fonte, situado no interior do dominio.
Posteriormente, leva-se, através de um processo limite, essa equacao integral em
termos da derivada do potencial em um ponto interno para o contorno.

2.2 EQUACAO DE LAPLACE

Considere um dominio bidimensional Q(X) representando um campo térmico ou
mecanico em condicdes de estado estacionario com propriedades continuas,
homogéneas e isotrdpicas. Considere u(X) como sendo a variavel potencial escalar,
também denominada de varidvel basica ou primal. A equacao diferencial associada

a este problema € a equacao de Laplace, em notacéao indicial dada por:

%i =O 2.1

As condi¢des de contorno essenciais e naturais sao definidas respectivamente pelas

seguintes equacdes:

u=u(ent,) 2.2

u’i n :T:I(enh-q 23

onde n; o vetor normal unitario externo no ponto X= X(X;)) e =y + I,.
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2.3 FORMA INTEGRAL DA EQUACAO DE LAPLACE

Considere uma funcéo auxiliar u'(§;X) e sua derivada normal q (£;X), onde € é um

ponto do dominio interno particular.

Utilizando ferramentas béasicas da teoria das equacdes integrais, tais como o
Teorema da Divergéncia e a integracao por partes, a forma diferencial da Equacéo

de Laplace pode ser reescrita como:

u@)= W€ X)a()dr [ d'€; X)u)d” 2.4

Na equacdo 2.4, q(x) é a derivada normal do potencial. Esta equacgéo integral foi
determinada pela formulacao direta do MEC ( Brebbia e Dominguez [1]), a funcdo
auxiliar u*(§,x) se refere a solucao do problema relacionado e governado por uma
equacao de Poisson particular,para a qual uma fonte unitaria singular existe em x=¢,

ou seja:

uj =-AEX) 2

O termo A (§;x) é a funcdo Delta de Dirac. Em duas dimensdes, considerando o

dominio infinito auxiliar Q*(x), tem-se:

u“€; X) =-@/2m)InrE;X) 2.6

q-(€; X) =—(@1/2rr)rn 2.7

Nas equacdes 2.6 e 2.7, r(¢;X) é a distancia Euclidiana entre o ponto fonte ¢ e 0

ponto campo X=X(x;). Na equacéo 2.4, o ponto fonte ¢ foi assumido como localizado
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internamente ao dominio fisico Q. Na figura 2.1, € mostrado o ponto § situado no

segmento do contorno discretizado, entre os limites de integracédo do elemento.

| r r |

X<0 -c +g X>0
L2 +L/2

Figura 2.1- Limites de Integracéo ao longo do elemento singular - né funcional

O emprego pratico do MEC requer procedimentos operacionais nos quais 0Ss pontos
fonte necessitam estar localizados externamente ou no contorno. Quando o ponto
fonte é posicionado no contorno, as fungdes u*(¢;X) e g*(;X) apresentam

singularidades.

Apesar de serem descontinuas, u*(¢;X) é integravel ao longo do contorno, mas a
integral de g*(¢;X) ndo existe no sentido usual se o ponto singular estiver incluido.
2.4 GENERALIZACAO DA EQUACAO INTEGRAL

O procedimento matematico aplicado para resolver este problema assume o dominio
Q) aumentado por um setor circular de raio € e centrado em ¢, entdo toma-se o limite

quando £—0, tal como mostrado na figura 2.2.
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Figura 2.2— Dominio Estendido de um Setor Semi Circular ao redor do Ponto Fonte é&.

Considerando-se este dominio estendido, a equacéo integral 2.4 pode ser re-escrita

como:

u@®)=[u €X)q(x)dr - !iffg{ [ d@xueod+[d (s;X)u(X)or} 2.8

Se u(x) obedece a Condicdo de Holder, a segunda integral, no lado direito da
equacdao 2.8 existe no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC) segundo Brebbia

e Dominguez [1].

O préximo passo consiste em se analisar a terceira integral no lado direito da
equacdo 2.8. Por questdo de conveniéncia, a mesma deve ser estudada

considerando-se um campo potencial extra, u(g), ou seja:
lim [ " (&X)u(x)dr =lim{ [a’(&X)[u(X) -u(ddT + [q'(EX)u(gdr} 2.9

Considerando-se que u(X) seja uma funcédo continua, uma expansao em seérie de
Taylor de primeira ordem pode ser desenvolvida no primeiro termo do lado direito
da equacéo 2.9. Levando-se em consideracdo que em um setor circular r=e , Axi/e =

ni edl=¢dB, tem-se:
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im( [’ (&X)[u(x) -u(8ld  =-imf{ [ =L OB, ¢ o gy j42+1n (Vo gpe 2.10

21 €

O segundo termo do lado direito da equacao 2.9 pode ser facilmente integrado, uma
vez que é dependente do angulo interno entre elementos adjacentes, tal como

mostrado na figura 2.3.

De acordo com notacao usual do MEC, substituindo-se 2.10 em 2.9 e substituindo-

se o resultado em 2.8, obtém-se:

u)= j U € X)q00d" - g[rg{r j A € X)u(x)d + j 4 € X)uE )dr} 2.11
Desenvolvendo-se a equacgao 2.11:

u()-limu() J d €X)d = J i €:X)q0d - g[rp{r j d € ,X)u<X)cr} 2.12
Colocando-se em evidéncia u(§) no primeiro membro da equacao 2.12, obtém-se
u(&){l; lim j d (E;X)dr}= j i €:X)a(x)d - ggrp{r j d € ,X)u(X)cr} 2.13

Chamando-se o termo entre chaves, no primeiro membro da equacéo 2.13 de c(§) ,

obtém-se:

cE)UE)=[ U €:X)q0)d - elijp{ [ d e,X)u(X)cr} 2.14

r-r,
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Figura 2.3 - Definicéo dos Angulos Internos entre os Contornos Adjacentes ao Redor do
Ponto Fonte

Tomando-se a definicdo do angulo interno a como a diferencga entre os angulos 6, e

8; na figura 2.3, para contornos suaves e nao suaves, tem-se:

0,-0, «
C -
©) 2n 2n

2.15
Utilizando-se 2.15 e levando-se em conta, como ja foi dito, o pressuposto de u(x)
obedecer a condicdo de Holder, a segunda integral, no lado direito da equacéo 2.14
existe no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC), e, entdo, podemos escrever a

equacao integral para os pontos fonte localizados no contorno como:

CEUE)=[u €:X)a()d - VPJ q & ;X)u(X)d 216

que é a formulacéo singular do MEC

De acordo com alguns procedimentos operacionais do MEC bem conhecidos
(Brebbia e Dominguez [1]), o contorno necessita ser discretizado em um numero
finito de elementos e o potencial e a sua derivada normal sdo aproximados atraves

de funcdes de forma definidas ao longo dos mesmos.
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A equacao 2.16 necessita ser reescrita para um numero N de pontos fonte, gerando

um sistema de equagdes dado em notagédo matricial como:

HU-GQ=0 2.17
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CAPITULO 3
3 PROCEDIMENTO RECURSIVO

3.1 PROCEDIMENTO PARA A VARIAVEL POTENCIAL

A solucéo do sistema matricial do MEC (equacéo 2.17) permite conhecer o potencial
e sua derivada normal em todos os N nos do contorno. Com relacdo aos pontos
internos desconhecidos, é possivel determinar, facilmente, seus valores, pondo o
ponto fonte dentro do dominio e usando, novamente, a equacao integral 2.4, mas

que inclui as varidveis do contorno j& calculadas.

Em geral, a precisdo dos valores numéricos das variaveis internas €, usualmente,
melhor que aqueles obtidos no contorno. O fundamento matematico para este
comportamento pode ser entendido através do Método dos Residuos Ponderados
(MRP). Demonstra-se que para a Equacao de Laplace, a expressado do MRP é dada

por:
[usu*@EX)dQ = [ (@-u)g*E:X)dr + [ (@-q)u*E;X)d = 0 31

A obtencédo do Método dos Residuos Ponderados, equacéo 3.1, e sua ligacdo com o

MEC (equacéo 2.4) esta apresentada, de maneira mais simples, no Apéndice B.

Na equacao 3.1, a integral no lado esquerdo diz respeito a minimizagdo no dominio
e as integrais no lado direito significam a minimizacdo residual das condi¢des
essenciais e naturais no contorno, respectivamente. Estas integrais podem ser
desenvolvidas usando integracdo por partes e o Teorema da Divergéncia e, entao,
gerar uma equacdo integral equivalente a equacdo 2.4. O Método da Colocacao
formalmente identifica a posi¢cdo dos pontos fonte escolhidos no dominio e gera a
equacao do MEC discreta usual 2.17.

De acordo com o Método dos Residuos Ponderados (colocacao), estes pontos fonte
podem ser entendidos como pontos de residuos minimos, resultando uma precisao

numérica melhor que outros pontos localizados ao longo dos elementos de contorno,
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para os quais 0s resultados numéricos sdo encontrados através de um procedimento

de interpolagéo simples, utilizando a fungéo de forma apropriada.

Por essa razdo, 0 uso recursivo da equacéo integral na determinacdo de valores
numericos para variaveis internas pode ser interpretado tal como um novo processo
de residuos, com o0 qual se espera uma minimizacdo dos erros previamente
calculados, alcancando melhor performance com o0s novos pontos de colocacao

comumente localizados dentro do dominio.

Assim, a forma recursiva da equacdo 2.16, considerando valores no contorno
calculados previamente e colocando novos pontos fonte novamente no contorno, é

dada, simplesmente por:
cEUE)=D G [@u*E:X)dr =" U [@q*@E;X)dr 3.2
=1 re el re

Na equacédo 3.2, ¢« (X) séo as funcdes de forma e Q°% e U séo os valores nodais
no contorno. A posicdo dos novos pontos fonte ndo podera coincidir com os nés do
contorno formados, porque estes pontos ja foram objeto da minimizacdo de

residuos.

O uso recursivo da sentenca integral € mais efetivo usando pontos situados entre
dois nés adjacentes do contorno, como acontece quando sao utilizados elementos

lineares.

3.2 PROCEDIMENTO PARA AS DERIVADAS ESPACIAIS DO POT ENCIAL

Ndo somente podem os valores dos potenciais ser recalculados através do
procedimento recursivo, mas as derivadas espaciais do potencial relacionadas as
diregdes xj(¢) (ou dire¢des normais e tangenciais) podem ser também determinadas

através do procedimento.

A fundamentacdo mateméatica para a determinacdo das derivadas espaciais segue
0S mesmos passos da formulacdo Hipersingular do MEC ( Mansur et al[8] e

Pessolani [9]) e pode ser resumida como segue.
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Inicialmente, tome um ponto fonte interno . Tomando-se as derivadas cartesianas

da equacao integral 2.4 e usando a regra de Leibniz,tem-se:
u, €)=q €)= u, €:X)ax)d - [ g, €:X)u(X)d 3.3
r r

Nesta equacdo, tem-se:

u, €;X)=q =-(@/2mn)r, 3.4

a; €;X)=p =-@/2nf )[2r, r, n=F n ] 3.5

Da mesma maneira como foi feito anteriormente, considera-se um setor aumentado
de raio € (figura 2.2). A derivada do potencial, de agora em diante, é chamada de

fluxo. A equacéo integral torna-se:

o @®=lim{ [ a/(&X)a()dr + [q (& X)a(x)dr

3.6
= [ P EXu)dr - [ 5 €:X)u(d)

Aplicando um campo potencial constante u(§) no dominio inteiro, por conveniéncia,

desde que o o fluxo qi(¢) ndo seja afetado, a equacgao 3.6 pode ser re-escrita como:

0 €)= lim{ [ a;(&X)a00dr + [q (&X)ae)dr

\ \ 3.7
= [ P EX)MU(X) ~u@Idr - [ p € X)[u(X) ~u()ldry

As expressoes de pi*(§;X) e g*(§;X) tornam-se mais simples, desde que no contorno

aumentado . tenha-se n;=r,i=r,; /r e também que r=e.
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. or, . r . .
1 r 0€ 1 2 r n

pi(E;X)z_ZTIEZ[ZEI%_TXinj]z_2Tl'£2[ —'—5“2]=—2’_'ES=— Z'IIEZ 3.8
cExy=_tpor,_ 1., 1
q (& X)= 2Trs[6x] [8] [ il 3.9

Da mesma forma como foi feito previamente, toma-se Axif/e = n; e 0 contorno
aumentado € dado por dI; = €dB. Assim, utilizando-se uma expansdo em série de

Taylor de primeira ordem, a quarta integral do lado direito da equagéo 3.7 resulta:

nm{jp (EX)[U(X) ~u(8ld 1 = +|mgj L = fm{_ H nd e 3.10

Uma similar aproximacao devera ser feita na segunda integral do lado direito da

equacao 3.7, conduzindo ao seguinte limite:
. e o n; _ N
limy J A, (&X)a(x)dr} = lim j U 86} = lim J Uy 1,06} 3.11

Exceto quanto ao sinal negativo, este € o mesmo resultado encontrado analisando-
se a equacéo 3.10, e a soma de ambas as integrais pode ser computada como uma

anica integral, e, por essa razao, a equacao 3.7 pode ser reescrita como:
. n, . N . —
g, (€) - lim{ j ot i) =lim jq (&X)a()ar -fim j PIEXO) (T 3.12

E preciso que se perceba que o segundo termo do lado esquerdo da equacéo 3.12 é
resolvido fazendo-se uma integracdo angular, mas € necessario prestar atencéo em

n; e n;, 0s quais sao funcdes de 6.

Segundo Prado [5] e Huacasi [10], o resultado desta integral €, naturalmente,

dependente do angulo interno entre um elemento e o seu vizinho.
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Em notagao indicial, tem-se:

g%{j”'u” a6} -—Ilm {j(n n)(U,, N, +u, n, )da}

3.13
Liim{ [0, +n,)(u, 0+ uy )@ == lim [ (u, 6+ u, £+ ppy# o, p,ed 3.14
T[SOSX " -0 ' 7oyt .
1
Ilng{f(u n’+u, n*+nnu+nopuy, )l}
i 3.15
1I| {I u ,cos 0+ u, sefb+ (yt+ y, )séneﬁl}
6,
1I| {I u ,Cos 0+ u, sefb+ (y+ y, )séneﬁi}
6,
3.16
1Ilm{qX [ 1+COSE d(1)+qy (1_ COSQJCB+(q+q/)J‘seﬁ co8 Qj}}
TrE-0 5, 2 5,
1, 1+ cos® + cos@
n's'i‘?){qxef{( : jd9+qyef( ; ]09+(q+q)ejseﬂ co8 ﬁlﬂ}
: : e 3.17
1 (e+sen2)}ez+ (6_ sen&]ez+( N ) séa |’
T[qXZ 491qy2 4equq/ 291
Sendo:
qX+q/q q+q |_12I:|ZJ||3123 ]E'321
3.18

Tem-se:
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1 0 (-1 % A0 |
n{qi (E){2 (4) senﬁ} +0y, q(&) (- }[sez L} 3.19

8

Iei[r(]){J‘n—T‘[u,jnjde} :Hqi ({)[2 (_41) senZB}

+0,, (&) (- { Sezﬁer} 3.20

6, 6

Substituindo-se a equacao acima no lado esquerdo da equacgéo 3.12, tem-se:

q (& —nm{qu n,d6} =q, (€)s(€)+w(&) s g (8) 3.21
onde se tem:
s(E)={1—i[g—(_i)i senBLz} ;VQE)=%X(— i(seﬁ@]:j 3.22

Entdo, o lado esquerdo da equacédo 3.12, para contornos suaves (entre zero e 180

graus) fica sendo:

s(E):{l—:{[g—(_i)i senE]O}zixg— (3:% ;V(’E)=Hlx(_ )1( Se;‘ejzz 3.23

Considerando contornos suaves, s(€) é igual a 0,5 e a integral formada envolve
somente o fluxo na direcdo x;, devido ao fato de w(g) ser nulo; entretanto, para
contornos ndo suaves, os fluxos em duas direcdes diferentes (dire¢cdes ortogonais)

aparecem acoplados na mesma equacao.

Quanto as integrais remanescentes, nenhuma delas € convergente. Segundo
Mansur et al [8], entretanto, estes dois limites existem quando considerados juntos,
no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC). Assim, levando-se em consideracao

os procedimentos efetuados, a equacao 3.7 pode ser escrita como:
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s€)a €)= VPCY i €:X)[u(X)-u@®)ld" - [ ¢ €:;X)a(x)d } 3.24

Utilizando-se os valores no contorno que foram previamente calculados, a equacao

3.24 pode ser reescrita e aplicada a &i pontos no contorno:
. . N . * . N * .
S€')q €)= VPCQ[U; -u€)If @ f € X0 =X G [q ¢ € :X)d} 3.25
e=1 re e=1 re

De acordo com a aproximagdo dos residuos ponderados, algumas diferencas
aparecem na comparacao entre a equacao formada 3.25 e a sentenca equivalente

dada pela equacéao 3.2.

Apesar de ambas as equacdes integrais fazerem uso dos valores no contorno
calculados previamente, nos nos funcionais as funcbes peso sdo diferentes,
compondo bases distintas para a ortogonalizagdo dos residuos. Isto pode ser um
importante fator para a diferenca entre as precisées numeéricas dos célculos do
potencial e do fluxo, tal como ocorre na comparacdo entre as performances das

técnicas utilizadas no contorno, a singular tradicional e a hipersingular.

Entretanto, o fator mais importante € a presenca do termo u(§) sendo subtraido da
variavel nodal U,°. Este termo, dado por conveniéncia na equacdo 3.26, é
responsavel pela convergéncia sutil da formulacéo integral hipersingular, mas sua
estrutura matematica ndo é deduzida dos principios basicos dos residuos

ponderados:

f(&;X) = 2 [U% ~u@)If_oupi (€:X)dr 3.26
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3.3 ASPECTOS NUMERICOS

A avaliacdo das integrais dos elementos de contorno sempre requer uma atencéo
especial, mas a inclusdo dos nucleos hipersingulares para a determinacdo recursiva

das derivadas dos potenciais espaciais reforca estas precaugoes.

As integrais singulares e hipersingulares que aparecem na metodologia recursiva do

MEC podem ser resolvidas analiticamente.

Para elementos geometricamente retilineos, as integrais singulares, pertinentes ao
calculo recursivo do potencial, ndo apresentam problema algum, de modo que o
novo ponto de colocacdo pode ser posicionado em qualquer ponto do contorno.
Naturalmente, recomenda-se que 0 novo ponto fonte esteja a uma distancia média
entre 0s prévios pontos de colocacdo para melhor visualizacdo dos novos

resultados.

Assim, no caso de elementos constantes, 0s novos pontos de colocacao podem se
situar coincidentes com 0s n0s geométricos, enquanto para os elementos lineares os

novos pontos se situam preferencialmente no meio do elemento.

Nada impede que se escolha outra localizacdo; nenhum problema de integracao

existe, pois essas integrais sao resolvidas analiticamente.

Entretanto, para o céalculo dos fluxos ou derivadas espaciais, a questao é diversa. Ha
sérios problemas com relacdo a continuidade dos nucleos hipersingulares, mesmo

no caso de elementos geometricamente lineares.

A seguir é apresentada a analise da convergéncia das integrais no sentido de Valor
Principal, para um caso geral.

Em primeiro lugar, € mostrada a aproximacao da integral que contém a derivada
espacial da solucdo fundamental do potencial. Segundo Pessolani [9] no que
concerne a casos gerais, inicialmente é importante dividir esta integral em duas
partes, antes (lado esquerdo LS) e depois (lado direito RS) do ponto fonte, usando a
metodologia de Hadamard para tratar a singularidade, adicionando e subtraindo um

fluxo constante q(§), tal como mostrado a seguir.
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J'q(X)qi*dr = —i[quS(X)}r,iLS g “dr + J'qRS(X):—L r,iRSMRSdr =
21 r r

sing

_1.09°(X) -
2T[['[

q (E) LS LS q (E) LS| qLS
: [ ar+ [ZRon g 3.27

J‘qRS(X) q (E) RSMRSdr_'_ J‘q (E) FS\J\RSdr]

Na equacgdo 3.27, J é o Jacobiano e r,; € um quociente definido ao longo do
elemento singular. O préximo passo é tomar os limites destas integrais. quando r
tende a zero e explicitar as condi¢cdes do Valor Principal de Cauchy (VPC) para a

sua existéncia:

J‘q(x)qi*drz_%_[{jq (X)r_q (E)r'iLSMLSdr-'-jq () g (E) RS‘J‘ .

+0©n°[170n(L) ~ lim In)] + g ©)r,f[3" [ln(LRS)—Irigln(r)]}

Na equacao anterior, L é a dimensédo do segmento do elemento de contorno. Os
limites no lado direito e lado esquerdo quando r tende a zero, compdem parte de
uma sentenga que é anulada quando em composi¢cdo com outra integral singular,

apresentada a seguir.

Nas formulacdes hipersingulares diretas € comum a obediéncia a forma completa da
equacao 3.28, mas com o procedimento recursivo algumas simplificagcdes tornam a

mesma mais acessivel.

Usando func¢des de forma lineares, pode-se localizar os pontos fonte recursivos no
centro do elemento de contorno, tornando a equacao anterior mais simples, porque
o tamanho dos segmentos € 0 mesmo e néo ocorre descontinuidade no ponto fonte.
Além disso, uma fungéo simples descreve o comportamento de g(x) e u(x) ao longo

do elemento, fazendo a equacao 3.27 ser expressa diretamente por:

| 1 1
Ja00aiar = -2 1] QPP (X): n.i* dr+ [ Q7P ()| 3.29

sing
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Usando elementos de contorno constantes, uma funcdo simples também descreve
as variaveis potencial e fluxo ao longo dos mesmos, mas a posi¢cédo do ponto fonte
na conexdo com elementos adjacentes requer avaliagdo dos dois ultimos termos
presentes no lado direito da equacéo 3.28, a menos que o fluxo seja constante e 0s

elementos de contorno tenham a mesma dimensao.

A posicdo do ponto fonte entre o ponto de conexdo e o centro do elemento néo €
uma ma idéia, mas o proximo termo hipersingular € sensivel a esta estratégia

impedindo uma boa precisao.

Agora € mostrada a aproximacdo da integral que contém a derivada espacial do
fluxo fundamental, a qual é hipersingular. De acordo com Mansur et al [8], a mesma
estratégia feita para a integral deve ser implementada para garantir a existéncia da
integracao hipersingular no sentido do Valor Principal de Cauchy (VPC). O primeiro

passo, todavia, é dado por:

. 1 1 1 1
[IuC) - u@lpidr ==—— [ [uC) ~u@l 5 ndr+— [ [u(X)-u@l=(rrn J4dr - 3.30

sing sing sing

Toda a atencdo deve ser dada a primeira integral no lado direito, uma vez que a

segunda integral é nula para contornos retos e nao € singular.

Assim, para elementos retos usados aqui, tem-se:

. _i _ i _
J100 —u@lpiar = ] [uex) -u@lnr

3.31

2:|-{J'[[U (X) —u~(8)] _TLS(E)]niLS‘J‘LS]g_'_ J'[[U (X) —u™(&)] _TRS(E)]niRS‘J‘RS]g
T 5 r r RS r r

+ 1) % ni>g%dr+ [T7(E) % n®|3"dn}
RS

i
LS

Na ultima equacao t (¢) € o fluxo tangencial, encontrado tomando-se 0 seguinte

limite em cada lado, direito e esquerdo:
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() = mw 3.32

Esta forma € também interessante para se ter uma avaliagdo numérica das integrais
hipersingulares, uma vez que os pontos tradicionais de Kutt [11] de primeira ordem
podem ser implementados, ao invés de pontos complexos de segunda ordem.

Neste trabalho, todavia,é feita a integracéo analitica desses termos, considerando o
conceito de partes finitas. Para ser conciso, considerando-se uma funcéao auxiliar
h(X), definida por:

h(X) =w 3.33

A equacao 3.10 pode ser re-escrita depois da imposicéo do limite, quando r tende a

zero, tal como

L [u0)-u(e) 2 ar=- {I (EOO-TZEN g g 4

2T[ sing LS

hLS(&)nﬁS(@HLS[ {19 g+ €)1 47 i 1 o] |

A avaliacdo da integral hipersingular resultante pode ser simplificada no
procedimento recursivo quando elementos lineares sdo empregados, devido as

razdes ja apresentadas na analise da integral singular

O mesmo ocorre com elementos constantes, considerando, também, as precaucdes
previamente expostas. Para estas condi¢cdes, a integral hipersingular pode ser
resolvida analiticamente, usando o conceito de parte finita da integral para avaliar a

singularidade de 1/r* .
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J 0" (x)-u(e) 5 n|d ¢

sing

S ACORCIEEE

sing

E importante salientar que, excluido o ponto singular, tem-se:

u(.z)jrl2 ndr=0

|

3.35

3.36
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CAPITULO 4
4  SIMULACOES NUMERICAS

4.1 INTRODUCAO

Alguns exemplos sdo aqui apresentados para demonstrar a performance do
procedimento recursivo do Método de Elementos de Contorno, de agora em diante
denominado de MECR, quando comparado com a solu¢do do método de elemento
de contorno tradicional (formulacéo direta), cuja sigla € MECD.

Nos trés primeiros exemplos estudados, onde as condigcbes de contorno sao
constantes, mantém-se esta nomenclatura. No ultimo exemplo, onde as condi¢des
de contorno séo variaveis, utiliza-se a nomenclatura adicional de CCV (condicéo de

contorno variavel).

O método de elementos de contorno com procedimento direto (MECD) usando
elementos constantes é denominado MECDC e para elementos lineares (MECDL).
Do mesmo modo, para o procedimento recursivo, a nomenclatura adotada é

MECRC para elementos constantes e MECRL para elementos lineares.

Os novos pontos de colocagao ou pontos de aplicacéo recursiva da equacéo integral
para 0s elementos constantes sdo 0s ndés geomeétricos. Por sua vez, quando
elementos lineares sdo empregados, 0s novos pontos de colocacéo de ¢, referem-

se aos pontos medianos de cada elemento discretizado.

A inclusdo de malhas menos refinadas no contexto dos testes é feita
deliberadamente, porque a principal vantagem do MECR é oferecer maior precisdo
guando comparados os resultados com os resultados numeéricos calculados a partir

de malhas com um numero menor de elementos de contorno.

Foram usados programas escritos em linguagem FORTRAN com elementos

retilineos constantes e elementos lineares.
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Para os exemplos que possuem solucao analitica, além dos valores numéricos séo
calculados os correspondentes valores analiticos do potencial e sua derivada

normal, assim como 0s erros percentuais.

Esses erros referenciam o quanto o valor obtido através do MECD e MECR esta
proximo ou distante do valor analitico conhecido, oferecendo uma estimativa de
precisdo, e foram calculados pelo quociente entre o0 modulo da diferenca entre as
solucdes analiticas e numéricas e o modulo da solucdo analitica, sendo o resultado

multiplicado por 100.

Também sdo apresentados 0s erros meédios percentuais que sao a média aritmética

entre 0s erros percentuais obtidos para cada malha apresentada.

4.2 BARRA UNIDIMENSIONAL, ELEMENTO CONSTANTE, COM C ONDICOES
DE CONTORNO CONSTANTES

Para a introducéo do procedimento recursivo é apresentado um exemplo simples de
transferéncia de calor por conducao unidimensional utilizando elementos constantes,
onde um dominio quadrado € isolado nas arestas superior e inferior, paralelas ao
eixo das abcissas, com variacao de temperatura e fluxo difusivo ao longo da direcao

X, ambos lineares, conforme figura 4.1.

y g=0
IV IV
T=0°C q.=1°C/m
q=dT/dx !

/7777777 P x
g=0

L=1m

Figura 4.1 — Dominio quadrado com transferéncia de calor difusiva unidimensional —
elemento constante e condi¢do de contorno constante

Utilizam-se elementos constantes de mesmo tamanho com malhas 8, 16, 32 e 64

elementos na discretizacao do contorno.
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Foram empregados valores unitérios para as dimensfes e para a condutividade
térmica, de tal maneira que as derivadas espaciais s&o numericamente equivalentes

ao fluxo de calor por conducéo.

Para o calculo do potencial (temperatura) e sua derivada (fluxo) foram utilizadas as

expressodes referentes a equacéo 4.1.

u=T
_ﬂ 4.1
a dx

Nas tabelas que apresentam os valores de temperatura e fluxo onde séao prescritos
os valores de temperatura (condicdo de contorno) sédo calculados os valores de fluxo

e vice — versa.

4.2.1 Temperatura

Nas tabelas, a seguir, sdo apresentados os resultados das temperaturas numéricas
e analiticas utilizando o MECDC e MECRC. Do mesmo modo, os resultados

correspondentes ao erro percentual sdo apresentados.

Observa-se que, a medida que o numero de elementos aumenta, o erro percentual
diminui, tanto na formulacdo direta quanto no procedimento recursivo, mas 0
procedimento recursivo apresenta desempenho melhor, especialmente para os nés

distantes dos cantos.

Nos nés proximos ao canto, a eficacia do procedimento recursivo ndo consegue

suplantar a ma aproximacao do método nessas condi¢des.

As tabelas 4-1 a 4-8 apresentam os valores de temperatura para malhas de 8, 16, 32
e 64 elementos, calculados através do MECDC e MECRC.

Por conveniéncia, foram excluidos os pontos simétricos onde os resultados sao

coincidentes.
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Tabela 4-1 — Temperatura direta — barra: 8 elementos constantes, nds funcionais.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0,25000 0,00000 0,228057 0,25000 8,777
0,75000 0,00000 0,716611 0,75000 4,452
1,00000 0,25000 0,944668 1,00000 5,533

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,50000 0,00000 0,47233 0,50000 5,533
1,00000 0,50000 0,95634 1,00000 4,366

Tabela 4-3 — Temperatura direta—barra: 16 elementos constantes, nds funcionais.

y Numeérico Analitico Erro (%)
0,12500 0,00000 0,11652 0,12500 6,783
0,37500 0,00000 0,36606 0,37500 2,383
0,62500 0,00000 0,61430 0,62500 1,712
0,87500 0,00000 0,86160 0,87500 1,532
1,00000 0,12500 0,97607 1,00000 2,393
1,00000 0,37500 0,98641 1,00000 1,359

Tabela 4-4 -Temperatura recursiva—barra: 16 elementos constantes, nos
geomeétricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,25000 0,00000 0,24156 0,25000 3,377
0,50000 0,00000 0,49028 0,50000 1,944
0,75000 0,00000 0,73812 0,75000 1,585
1,00000 0,25000 0,98404 1,00000 1,596
1,00000 0,50000 0,98701 1,00000 1,299

Tabela 4-2 - Temperatura recursiva—barra: 8 elementos constantes, nds geométricos
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Tabela 4-5- Temperatura direta—barra: 32 elementos constantes, nos funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,06250 0,00000 0,05867 0,06250 6,130
0,18750 0,00000 0,18444 0,18750 1,633
0,31250 0,00000 0,30953 0,31250 0,951
0,43750 0,00000 0,43437 0,43750 0,715
0,56250 0,00000 0,55910 0,56250 0,605
0,68750 0,00000 0,68371 0,68750 0,551
0,81250 0,00000 0,80812 0,81250 0,539
0,93750 0,00000 0,93197 0,93750 0,590
1,00000 0,06250 0,98918 1,00000 1,082
1,00000 0,18750 0,99456 1,00000 0,544
1,00000 0,31250 0,99561 1,00000 0,439
1,00000 0,43750 0,99597 1,00000 0,403

Tabela 4-6-Temperatura recursiva—barra: 32 elementos constantes, nds
geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,12500 0,00000 0,12169 0,12500 2,647
0,25000 0,00000 0,24703 0,25000 1,189
0,37500 0,00000 0,37197 0,37500 0,808
0,50000 0,00000 0,49675 0,50000 0,651
0,62500 0,00000 0,62142 0,62500 0,573
0,75000 0,00000 0,74596 0,75000 0,539
0,87500 0,00000 0,87016 0,87500 0,553
1,00000 0,12500 0,99321 1,00000 0,679
1,00000 0,25000 0,99523 1,00000 0,477
1,00000 0,37500 0,99584 1,00000 0,416
1,00000 0,5000 0,99601 1,00000 0,399
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Tabela 4-7 - Temperatura direta—barra: 64 elementos constantes, nds funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,03125 0,00000 0,02940 0,03125 5,922
0,09375 0,00000 0,09245 0,09375 1,391
0,15625 0,00000 0,15515 0,15625 0,701
0,21875 0,00000 0,21774 0,21875 0,462
0,28125 0,00000 0,28027 0,28125 0,350
0,34375 0,00000 0,34276 0,34375 0,287
0,40625 0,00000 0,40524 0,40625 0,248
0,46875 0,00000 0,46771 0,46875 0,222
0,53125 0,00000 0,53017 0,53125 0,204
0,59375 0,00000 0,59261 0,59375 0,191
0,65625 0,00000 0,65505 0,65625 0,183
0,71875 0,00000 0,71747 0,71875 0,178
0,78125 0,00000 0,77986 0,78125 0,178
0,84375 0,00000 0,84221 0,84375 0,183
0,90625 0,00000 0,90444 0,90625 0,200
0,96875 0,00000 0,96637 0,96875 0,246
1,00000 0,03125 0,99497 1,00000 0,503
1,00000 0,09375 0,99765 1,00000 0,235
1,00000 0,15625 0,99821 1,00000 0,179
1,00000 0,21875 0,99846 1,00000 0,154
1,00000 0,28125 0,99860 1,00000 0,140
1,00000 0,34375 0,99868 1,00000 0,132
1,00000 0,40625 0,99873 1,00000 0,127
1,00000 0,46875 0,99876 1,00000 0,124
1,00000 0,53125 0,99876 1,00000 0,124
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Tabela 4-8 - Temperatura recursiva—barra: 64 elementos constantes, nos

geomeétricos.

3,000
2,000

1,000

0,000

- 3= recursivo

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,06250 0,00000 0,06099 0,06250 2,414
0,12500 0,00000 0,12382 0,12500 0,942
0,18750 0,00000 0,18646 0,18750 0,557
0,25000 0,00000 0,24901 0,25000 0,397
0,31250 0,00000 0,31152 0,31250 0,314
0,37500 0,00000 0,37401 0,37500 0,265
0,43750 0,00000 0,43648 0,43750 0,233
0,50000 0,00000 0,49894 0,50000 0,212
0,56250 0,00000 0,56139 0,56250 0,197
0,62500 0,00000 0,62383 0,62500 0,187
0,68750 0,00000 0,68626 0,68750 0,180
0,75000 0,00000 0,74867 0,75000 0,177
0,81250 0,00000 0,81104 0,81250 0,179
0,87500 0,00000 0,87334 0,87500 0,190
0,93750 0,00000 0,93546 0,93750 0,218
1,00000 0,06250 0,99697 1,00000 0,303
1,00000 0,12500 0,99800 1,00000 0,200
1,00000 0,18750 0,99835 1,00000 0,165
1,00000 0,25000 0,99854 1,00000 0,146
1,00000 0,31250 0,99864 1,00000 0,136
1,00000 0,37500 0,99871 1,00000 0,129
1,00000 0,43750 0,99875 1,00000 0,125
1,00000 0,50000 0,99876 1,00000 0,124

7,000 T o- - s mm s mm oo
6,000
5,000
4,000
—¢— direto

Figura 4.2 — Temperatura: erro percentual médio x nimero de elementos — barra

unidimensional elemento constante
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As figuras 4.2 e 4.3 referem-se aos graficos dos erros percentuais da temperatura e
fluxo calculados para as malhas de 8, 16, 32 e 64 elementos constantes para o

exemplo em estudo.

Analisando-se as tabelas de numeros 4-1 a 4-8, observa-se, tanto para o MECD
guanto para o MECR, que, para malhas menores, até 16 elementos de contorno, os
erros menores sao obtidos nas proximidades do meio de cada aresta em estudo. A
partir de 32 elementos de contorno, os erros, além de diminuirem e serem menores
no meio de cada aresta, se apresentam mais uniformemente, ao longo das arestas

em estudo.

A medida que o numero de elementos aumenta, ocorre uma significativa melhora no
desempenho do procedimento recursivo em relacdo ao procedimento direto, pois
aumenta a diferenca entre os erros percentuais dos mesmos (20,850%, 27,245%,
31,302% e 32,621%, respectivamente). De acordo com estes ultimos numeros,
observa-se que, embora os erros correspondentes a ambas as formulagdes
diminuam, com o aumento do numero de elementos de contorno, o erro do

procedimento recursivo decresce mais rapidamente.
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4.2.2 Fluxo

Nas tabelas, a seguir, sdo apresentados os resultados dos fluxos numéricos e
analiticos utilizando o MECDC e MECRC. Ai sao prescritos os valores da

temperatura. Também sao apresentados resultados do erro percentual.

Observa-se que, a medida que o numero de elementos aumenta, o erro percentual
diminui, tanto na formulacédo direta quanto no procedimento recursivo, MECDC e
MECRC, ocorrendo um melhor desempenho no MECRC como no caso do calculo

da temperatura.

Tabela 4-9 -Fluxo direto—barra: 8 elementos constantes, nés funcionais.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0,00000 0,75000 -1,00000 -1,00000 0,000
0,00000 0,25000 -1,00000 -1,00000 0,000

Tabela 4-10 - Fluxo recursivo—barra: 8 elementos constantes, nés geométricos.

X

y

Numérico

Analitico

Erro (%)

0.00000

0.50000

0.95464

1.00000

4.536

Tabela 4-11- Fluxo direto—barra: 16 elementos constantes, nos funcionais.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0,00000 0,87500 -1,03540 -1,00000 3.540
0,00000 0,62500 -0,96581 -1,00000 3.419

Tabela 4-12 - Fluxo recursivo—barra:16 elementos constantes, nés geométricos.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0.00000 0.75000 0.98230 1.00000 1.770
0.00000 0.50000 0.98332 1.00000 1.668
0.00000 0.25000 0.98230 1.00000 1.770
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Tabela 4-13- Fluxo direto—barra: 32 elementos constantes, nés funcionais.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0.00000 0.93750 -1.04391 -1.00000 4.391
0.00000 0.81250 -0.97679 -1.00000 2.321
0.00000 0.68750 -0.98951 -1.00000 1.049
0.00000 0.56250 -0.99079 -1.00000 0.922

Tabela 4-14- Fluxo recursivo — barra: 32 elementos constantes, n0s geometricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0.00000 0.87500 0.99086 1.00000 0.914
0.00000 0.75000 0.99324 1.00000 0.676
0.00000 0.62500 0.99425 1.00000 0.575
0.00000 0.50000 0.99448 1.00000 0.552
0.00000 0.37500 0.99425 1.00000 0.575
0.00000 0.25000 0.99324 1.00000 0.676
0.00000 0.12500 0.99086 1.00000 0.914

Tabela 4-15 - Fluxo direto — barra:

64 elementos constantes, nds funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0.00000 0.96875 -1.04646 -1.00000 4.646
0.00000 0.90625 -0.97982 -1.00000 2.018
0.00000 0.84375 -0.99303 -1.00000 0.697
0.00000 0.78125 -0.99493 -1.00000 0.507
0.00000 0.71875 -0.99602 -1.00000 0.398
0.00000 0.65625 -0.99657 -1.00000 0.343
0.00000 0.59375 -0.99686 -1.00000 0.314
0.00000 0.53125 -0.99699 -1.00000 0.301

Vé-se aqui que, mesmo o0 ndé geométrico estando mais perto do canto, o erro

percentual € menor que o erro do no funcional.




Tabela 4-16 - Fluxo recursivo — barra: 64 elementos constantes, ndés geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0.00000 0.93750 0.99345 1.00000 0.655
0.00000 0.87500 0.99603 1.00000 0.397
0.00000 0.81250 0.99723 1.00000 0.277
0.00000 0.75000 0.99774 1.00000 0.226
0.00000 0.68750 0.99799 1.00000 0.201
0.00000 0.62500 0.99812 1.00000 0.188
0.00000 0.56250 0.99819 1.00000 0.181
0.00000 0.50000 0.99821 1.00000 0.179
0.00000 0.43750 0.99819 1.00000 0.181
0.00000 0.37500 0.99812 1.00000 0.188
0.00000 0.31250 0.99799 1.00000 0.201
0.00000 0.25000 0.99774 1.00000 0.226
0.00000 0.18750 0.99723 1.00000 0.277
0.00000 0.12500 0.99603 1.00000 0.397
0.00000 0.06250 0.99345 1.00000 0.655

Da mesma maneira que ocorre com a temperatura, a medida que o numero de
elementos aumenta o erro percentual do fluxo diminui, tanto na formulagéo direta
guanto no procedimento recursivo, mas 0 procedimento recursivo apresenta

desempenho melhor.

De maneira semelhante ao que ocorre com a temperatura, analisando-se as tabelas
de numeros 9 a 16, observa-se, tanto para o MECD quanto para o MECR, que, para
malhas menores, até 16 elementos de contorno, os erros menores sao obtidos nas
proximidades do meio de cada aresta em estudo. A diferenca € que 0s numeros
relativos aos erros do fluxo sdo menores que os da temperatura, mostrando um

funcionamento mais efetivo do MECR que o MECD para o fluxo.

A partir de 32 elementos de contorno, os erros, além de diminuirem e serem
menores no meio de cada aresta, se apresentam mais uniformemente, ao longo das

arestas em estudo.

Observa-se, a medida em que o numero de elementos aumenta (16, 32 e 64
elementos de contorno), ocorre uma melhora no desempenho do procedimento
recursivo em relacdo ao procedimento direto, entre 16 e 32 elementos, pois aumenta
a diferenca entre os erros percentuais dos mesmos, que sdo o primeiro e o segundo

valor entre parénteses (46,551%, 49,844%, e 25%,). De acordo com o primeiro e 0
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segundo valor, entre parénteses, observa-se que, embora os erros correspondentes
a ambas as formulagdes diminuam, com o aumento do namero de elementos de
contorno, o erro do procedimento recursivo decresce mais rapidamente que o do
procedimento direto, entre 16 e 32 elementos de contorno, e, a partir dai, ha uma

tendéncia a ambas as formulacdes terem desempenho semelhante, no fluxo.

Conforme tabelas 4-9 e 4-10, e a figura 4.3, para 8 elementos de contorno, o MECD

teve desempenho superior ao MECR.

5,000
4,500
4,000
3,500
3,000
2,500
2,000
1,500
1,000
0,500
0,000

—=e&— direto

= %= recursivo

Figura 4.3 — Fluxo: erro percentual médio x nimero de elementos — barra unidimensional
elemento constante

Conforme se pode observar, os resultados obtidos através do procedimento
recursivo apresentam melhor precisdo que o0 processo direto tradicional,
especialmente com relacdo aos resultados do fluxo, para os quais o erro percentual
meédio, nos pontos fonte, cai, de 3,480%, para 1,153%(16 a 64 elementos), no
MECD, e de 1,736 % para 0,295.%, (16 a 64 elementos), no MECR. Para os
resultados obtidos da temperatura, o erro médio decresce de 6,254%, para 0,515
%(8, 16 e 32 elementos) no MECD e de 4,950% para 0,347%, no MECR.
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4.3 BARRA UNIDIMENSIONAL, ELEMENTO LINEAR, COM COND ICOES DE
CONTORNO CONSTANTES.

Inicialmente, foi considerado um problema unidimensional, igual ao do primeiro
exemplo, onde um dominio quadrado é isolado nas arestas superior e inferior,
paralelas ao eixo das abcissas, com variacdo de temperatura e fluxo difusivo ao

longo da diregcé&o X, ambos lineares, tal como mostrado na figura 4.1.

Como no exemplo anterior, foram utilizadas para o célculo do potencial

(temperatura) e sua derivada (fluxo) as expressodes referentes as equacoes 4.1.

Foram utilizados elementos lineares 8, 16 e 32 de mesmo tamanho, na discretizacao
do contorno. Um valor unitario para as dimensdes e a condutividade térmica foram
empregados, de tal maneira que as derivadas espaciais sao, aqui, numericamente

equivalentes ao fluxo de calor por conducéo.
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Nas tabelas a seguir, de niumeros 4-17 a 4-28, que apresentam os valores de
temperatura e fluxo, onde sdo prescritos os valores de temperatura (condicdo de

contorno) sao calculados os valores de fluxo e vice — versa.

4.3.1 Temperatura

As tabelas de numeros 4-17 a 4-22 apresentam os resultados das temperaturas
numericas e analiticas, usando o MECDL e MECRL. Ai sédo prescritos os valores do
fluxo. Os resultados correspondentes ao erro percentual, em valor absoluto, séo,

também, incluidos.

Tabela 4-17 —Temperatura direta—barra: 8 elementos lineares, n0s geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,50000 0,00000 0,49996 0,50000 0,008
1,00000 0,00000 0,99948 1,00000 0,052
1,00000 0,00000 0,99995 1,00000 0,005
1,00000 0,50000 0,99988 1,00000 0,012
1,00000 1,00000 0,99995 1,00000 0,005
1,00000 1,00000 0,99948 1,00000 0,052
0,50000 1,00000 0,49996 0,50000 0,008

Tabela 4-18 - Temperatura recursiva—barra: 8 elementos lineares, nés funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,25000 0,00000 0,24998 0,25000 0,008
0,75000 0,00000 0,74995 0,75000 0,007
1,00000 0,25000 0,99985 1,00000 0,015
1,00000 0,75000 0,99985 1,00000 0,015
0,75000 1,00000 0,74995 0,75000 0,007
0,25000 1,00000 0,24998 0,25000 0,008
0,25000 0,00000 0,24998 0,25000 0,008
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Tabela 4-19 - Temperatura direta—barra: 16 elementos lineares, nés geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,25000 0,00000 0,24999 0,25000 0,004
0,50000 0,00000 0,49998 0,50000 0,004
0,75000 0,00000 0,74998 0,75000 0,003
1,00000 0,00000 0,99974 1,00000 0,026
1,00000 0,00000 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 0,25000 0,99995 1,00000 0,005
1,00000 0,50000 0,99996 1,00000 0,004
1,00000 0,75000 0,99995 1,00000 0,005
1,00000 1,00000 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 1,00000 0,99974 1,00000 0,026
0,75000 1,00000 0,74998 0,75000 0,003
0,50000 1,00000 0,49998 0,50000 0,004
0,25000 1,00000 0,24999 0,25000 0,004

Tabela 4-20 - Temperatura recursiva—barra: 16 elementos lineares, nés funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,12500 0,00000 0,12499 0,12500 0,008
0,37500 0,00000 0,37498 0,37500 0,006
0,62500 0,00000 0,62498 0,62500 0,003
0,87500 0,00000 0,87498 0,87500 0,003
1,00000 0,12500 0,99993 1,00000 0,007
1,00000 0,37500 0,99996 1,00000 0,004
1,00000 0,62500 0,99996 1,00000 0,004
1,00000 0,87500 0,99993 1,00000 0,007
0,87500 1,00000 0,87498 0,87500 0,003
0,62500 1,00000 0,62498 0,62500 0,003
0,37500 1,00000 0,37498 0,37500 0,006
0,12500 1,00000 0,12499 0,12500 0,008
0,12500 0,00000 0,12499 0,12500 0,008




Tabela 4-21 - Temperatura direta — barra: 32 elementos lineares, nés geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,12500 0,00000 0,12499 0,12500 0,004
0,25000 0,00000 0,24999 0,25000 0,003
0,37500 0,00000 0,37499 0,37500 0,002
0,50000 0,00000 0,49999 0,50000 0,002
0,62500 0,00000 0,62499 0,62500 0,001
0,75000 0,00000 0,74999 0,75000 0,001
0,87500 0,00000 0,87499 0,87500 0,001
1,00000 0,00000 0,99987 1,00000 0,013
1,00000 0,00000 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,12500 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 0,25000 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 0,37500 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,50000 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,62500 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,75000 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 0,87500 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 1,00000 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 1,00000 0,99987 1,00000 0,013
0,87500 1,00000 0,87499 0,87500 0,001
0,75000 1,00000 0,74999 0,75000 0,001
0,62500 1,00000 0,62499 0,62500 0,001
0,50000 1,00000 0,49999 0,50000 0,002
0,37500 1,00000 0,37499 0,37500 0,002
0,25000 1,00000 0,24999 0,25000 0,003
0,12500 1,00000 0,12499 0,12500 0,004
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Tabela 4-22 - Temperatura recursiva—barra: 32 elementos lineares, nés funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,06250 0,00000 0,06250 0,06250 0,007
0,18750 0,00000 0,18749 0,18750 0,003
0,31250 0,00000 0,31249 0,31250 0,002
0,43750 0,00000 0,43749 0,43750 0,002
0,56250 0,00000 0,56249 0,56250 0,001
0,68750 0,00000 0,68749 0,68750 0,001
0,81250 0,00000 0,81249 0,81250 0,001
0,93750 0,00000 0,93749 0,93750 0,001
1,00000 0,06250 0,99997 1,00000 0,003
1,00000 0,18750 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 0,31250 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,43750 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,56250 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,68750 0,99999 1,00000 0,001
1,00000 0,81250 0,99998 1,00000 0,002
1,00000 0,93750 0,99997 1,00000 0,003
0,93750 1,00000 0,93749 0,93750 0,001
0,81250 1,00000 0,81249 0,81250 0,001
0,68750 1,00000 0,68749 0,68750 0,001
0,56250 1,00000 0,56249 0,56250 0,001
0,43750 1,00000 0,43749 0,43750 0,002
0,31250 1,00000 0,31249 0,31250 0,002
0,18750 1,00000 0,18749 0,18750 0,003
0,06250 1,00000 0,06250 0,06250 0,007
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0,025 =

0,020
0,015
—e— direto
0,010 — 3= recursivo
0,005
0,000 T T T .
0 10 20 30 40

Figura 4.4 - Erro percentual médio da temperatura para diversas malhas na barra
unidimensional com elemento linear:

A figura 4.4 mostra que 0s erros percentuais no calculo de temperatura para o
MECRL s&o menores que os calculados pelo MECDL, existindo uma forte tendéncia

de equivaléncia de desempenho dos métodos para malhas mais refinadas.

No exemplo estudado, a formulacao recursiva apresenta melhor desempenho com

menores erros percentuais para o calculo do potencial (temperatura).

Analisando-se as tabelas de numeros 17 a 22 observa-se, tanto para o MECD
quanto para o MECR que, para malhas menores, de até 16 elementos de contorno,
0S erros menores sao obtidos nas proximidades do meio de cada aresta em estudo.
A partir de 32 elementos de contorno, os erros, além de diminuirem e serem
menores no meio de cada aresta, se apresentam mais homogeneamente ao longo

das arestas em estudo.

A medida que o nimero de elementos aumenta, diferentemente do que ocorreu na
secdo 4.2 (temperatura, barra unidimensional com elemento constante), apesar do
procedimento recursivo ter sido sempre melhor, observa-se uma significativa
melhora no desempenho do procedimento direto em relagdo ao procedimento
recursivo, pois diminui a diferenca entre os erros percentuais dos mesmos (47,88%,
25,46% e 22,39% respectivamente).
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4.3.2 Fluxo

Nas tabelas 4-23 a 4-28 séo apresentados os resultados dos fluxos numéricos e
analiticos, usando o MECDL e o MECRL. Os resultados correspondentes aos erros
percentuais sdo apresentados e comparados para andlise de desempenho de

ambas as formulacdes.

Tabela 4-23 - Fluxo direto — barra: 8 elementos lineares, nés geométricos.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0,00000 1,00000 -0,99973 -1,00000 0,027
0,00000 0,50000 -1,00029 -1,00000 0,029
0,00000 0,00000 -0,99973 -1,00000 0,027

Tabela 4-24 - Fluxo recursivo—barra: 8 elementos lineares, nds funcionais.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0,00000 0,75000 0,99988 1,00000 0,012
0,00000 0,25000 0,99988 1,00000 0,012

Tabela 4-25 - Fluxo direto—barra: 16 elementos lineares, ndés geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,00000 1,00000 -0,99974 -1,00000 0,026
0,00000 0,75000 -1,00017 -1,00000 0,017
0,00000 0,50000 -0,99992 -1,00000 0,008
0,00000 0,25000 -1,00017 -1,00000 0,017
0,00000 0,00000 -0,99974 -1,00000 0,026

Tabela 4-26 - Fluxo recursivo—barra:16 elementos lineares, nds funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,00000 0,87500 0,99986 1,00000 0,014
0,00000 0,62500 1,00003 1,00000 0,003
0,00000 0,37500 1,00003 1,00000 0,003
0,00000 0,12500 0,99986 1,00000 0,014
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Tabela 4-27 - Fluxo direto — barra:

32 elementos

lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,00000 1,00000 -0,99974 -1,00000 0,026
0,00000 0,87500 -1,00019 -1,00000 0,019
0,00000 0,75000 -0,99996 -1,00000 0,004
0,00000 0,62500 -0,99999 -1,00000 0,001
0,00000 0,50000 -0,99998 -1,00000 0,002
0,00000 0,37500 -0,99999 -1,00000 0,001
0,00000 0,25000 -0,99997 -1,00000 0,003
0,00000 0,12500 -1,00019 -1,00000 0,019
0,00000 0,00000 -0,99974 -1,00000 0,026

Tabela 4-28 - Fluxo recursivo — barra: 32 elementos lineares, nds funcionais.

0,010

0,005

0,000

- 3= recursivo

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,00000 0,93750 0,99988 1,00000 0,012
0,00000 0,81250 1,00006 1,00000 0,006
0,00000 0,68750 0,99998 1,00000 0,002
0,00000 0,56250 0,99999 1,00000 0,001
0,00000 0,43750 0,99999 1,00000 0,001
0,00000 0,31250 0,99999 1,00000 0,001
0,00000 0,18750 1,00006 1,00000 0,006
0,00000 0,06250 0,99987 1,00000 0,013

0,030
0,025
0,020
0,015 —=e&— direto

Figura 4.5 - Erro percentual médio do fluxo para diversas malhas na barra unidimensional
com elemento linear
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O grafico 4.5 refere-se aos valores de fluxo calculados para malhas de 8,16 e 32
elementos. Os valores calculados através do MECRL apresentam maior precisdo

como no calculo da temperatura.

Os erros percentuais séo significativamente pequenos, existindo uma tendéncia de

reducdo para malhas com maior nimero de elementos.

Analisando-se as tabelas de nimeros 4-23 a 4-28, observa-se, tanto para o MECD
guanto para o MECR, que, para malhas menores, até 16 elementos de contorno, os
erros menores séo obtidos nas proximidades do meio de cada aresta em estudo. A
partir de 32 elementos de contorno, os erros, além de diminuirem e serem menores
no meio de cada aresta, se apresentam mais homogeneamente, ao longo das

arestas em estudo.

A medida que o numero de elementos aumenta ha uma significativa melhora do
procedimento recursivo do fluxo, quando comparado com o procedimento direto do
mesmo, pois aumenta a diferenca entre os erros percentuais dos mesmos, em
média 54,772%.

Comparando-se as diferencas entre os erros percentuais dos fluxos direto e
recursivo, de acordo com o numero de elementos, entre a barra com elemento linear
e a barra com elemento constante, percebe-se um melhor desempenho do

procedimento recursivo do fluxo na barra com elemento linear.

4.4 SEMICIRCULO COM DESCONTINUIDADE.

Nas tabelas 4-29 a 4-40 sdo apresentados os valores numéricos e analiticos da
temperatura e fluxo calculados através do MECDL e MECRL para o semicirculo
apresentado na figura 4.6, utilizando-se elementos lineares de mesmo tamanho na

discretizac&o do contorno.

Ainda, onde s&o prescritos os valores de temperatura (condigcdo de contorno) séo
calculados os valores de fluxo. Os resultados correspondentes aos erros

percentuais, em valor absoluto sdo, também, incluidos.
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q=0

\/

T=1 T=0

Figura 4.6 — Transferéncia de calor em semicirculo com descontinuidade

A chapa semicircular apresenta raio unitario, de tal maneira que a temperatura e as

derivadas espaciais s&o0 numericamente iguais as obtidas pelas expressodes 4.2:

T=

=l e»)

4.2
dT__1dT__1

%_ Xd  TIX

Observa-se na figura 4.6 que em x=0 aparece uma descontinuidade no calculo do
fluxo. Por essa razdo, em todas as tabelas apresentadas relativas a chapa semi-

circular fez-se necessaria a discretizacdo com o primeiro valor da variavel x sendo
diferente de zero.
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4.4.1 Temperatura

Nas tabelas 29 a 34 sdo apresentados os resultados das temperaturas numericas e
analiticas, usando o MECDL e o MECRL. Os resultados correspondentes aos erros
percentuais sdo apresentados e comparados para andlise de desempenho de

ambas as formulacdes.

Tabela 4-29 - Temperatura direta — semicirculo com descontinuidade: 16 elementos
lineares, nGs geométricos

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,92388 0,38268 0,12563 0,12500 0,502
0,70700 0,70700 0,25074 0,25000 0,295
0,38268 0,92388 0,37552 0,37500 0,138
0,00000 1,00000 0,50000 0,50000 0,000
-0,38268 0,92388 0,62448 0,62500 0,083
-0,70700 0,70700 0,74926 0,75000 0,098
-0,92388 0,38268 0,87437 0,87500 0,072
-1,00000 0,00000 0,99993 1,00000 0,007

Tabela 4-30 - Temperatura recursiva — semicirculo com descontinuidade: 16
elementos lineares, nds funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,96194 0,19134 0,06312 0,06250 0,985
0,80829 0,55552 0,19273 0,18750 2,790
0,54490 0,81549 0,31311 0,31250 0,194
0,19134 0,96194 0,43777 0,43750 0,063
-0,19134 0,96194 0,56223 0,56250 0,048
-0,54490 0,81549 0,68665 0,68750 0,124
-0,80829 0,55552 0,80729 0,81250 0,641
-0,96194 0,19134 0,93689 0,93750 0,066
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Tabela 4-31 - Temperatura direta — semicirculo com descontinuidade: 32 elementos
lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,98079 0,19609 0,06292 0,06250 0,668
0,92388 0,38268 0,12508 0,12500 0,061
0,83147 0,55557 0,18762 0,18750 0,063
0,70700 0,70700 0,25016 0,25000 0,063
0,55557 0,83147 0,31268 0,31250 0,056
0,38268 0,92388 0,37516 0,37500 0,042
0,19609 0,98079 0,43724 0,43750 0,059
0,00000 1,00000 0,50000 0,50000 0,000
-0,19609 0,98079 0,56276 0,56250 0,046
-0,38268 0,92388 0,62484 0,62500 0,025
-0,55557 0,83147 0,68732 0,68750 0,026
-0,70700 0,70700 0,74984 0,75000 0,021
-0,83147 0,55557 0,81238 0,81250 0,015
-0,92388 0,38268 0,87492 0,87500 0,009
-0,98079 0,19609 0,93708 0,93750 0,045
-1,00000 0,00000 0,99996 1,00000 0,004

Tabela 4-32 - Temperatura recursiva — semicirculo com descontinuidade: 32

elementos lineares, nés funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,99039 0,09755 0,03139 0,03125 0,462
0,95233 0,28889 0,09390 0,09375 0,163
0,87768 0,46913 0,15636 0,15625 0,070
0,76929 0,63139 0,21874 0,21875 0,006
0,63134 0,76929 0,28129 0,28125 0,016
0,46913 0,87770 0,34386 0,34375 0,032
0,28889 0,95233 0,40678 0,40625 0,131
0,09755 0,99039 0,46892 0,46875 0,036
-0,09755 0,99039 0,53141 0,53125 0,030
-0,28889 0,95233 0,59420 0,59375 0,076
-0,46913 0,87770 0,65599 0,65625 0,039
-0,63134 0,76929 0,71821 0,71875 0,075
-0,76929 0,63139 0,78056 0,78125 0,088
-0,87768 0,46913 0,84363 0,84375 0,015
-0,95233 0,28889 0,90706 0,90625 0,089
-0,99039 0,09755 0,96893 0,96875 0,019
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Tabela 4-33 - Temperatura direta — semicirculo com descontinuidade: 64 elementos
lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,99518 0,09817 0,03127 0,03125 0,062
0,98079 0,19509 0,06252 0,06250 0,028
0,95694 0,29028 0,09377 0,09375 0,021
0,92388 0,38268 0,12503 0,12500 0,021
0,88192 0,47140 0,15628 0,15625 0,022
0,81547 0,55560 0,18754 0,18750 0,022
0,77301 0,63439 0,21878 0,21875 0,014
0,70700 0,70700 0,25004 0,25000 0,015
0,63439 0,77301 0,28129 0,28125 0,014
0,55560 0,81547 0,31253 0,31250 0,009
0,47140 0,88192 0,34378 0,34375 0,008
0,38268 0,92388 0,37503 0,37500 0,007
0,29028 0,95694 0,40627 0,40625 0,005
0,19509 0,98079 0,43751 0,43750 0,003
0,09817 0,99518 0,46876 0,46875 0,001
0,00000 1,00000 0,50000 0,50000 0,000
-0,09817 0,99518 0,53124 0,53125 0,001
-0,19509 0,98079 0,56249 0,56250 0,002
-0,90280 0,95694 0,59373 0,59375 0,004
-0,38268 0,92388 0,62497 0,62500 0,004
-0,47140 0,88192 0,65622 0,65625 0,004
-0,55560 0,81547 0,68747 0,68750 0,004
-0,63439 0,77301 0,71871 0,71875 0,006
-0,70700 0,70700 0,74996 0,75000 0,005
-0,77301 0,63439 0,78122 0,78125 0,004
-0,81547 0,55560 0,81246 0,81250 0,005
0,88192 0,47140 0,84372 0,84375 0,004
-0,92388 0,38268 0,87497 0,87500 0,003
-0,95694 0,29028 0,90623 0,90625 0,002
-0,98079 0,19509 0,93748 0,93750 0,002
-0,99518 0,09817 0,96873 0,96875 0,002
-1,00000 0,00000 0,99998 1,00000 0,002
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Tabela 4-34 - Temperatura recursiva semicirculo com descontinuidade: 64

elementos lineares, nés funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,99759 0,04900 0,01565 0,01563 0,142
0,98799 0,14655 0,04689 0,04688 0,030
0,96886 0,24269 0,07815 0,07813 0,031
0,94041 0,33648 0,10940 0,10938 0,021
0,90290 0,42704 0,14065 0,14063 0,021
0,85670 0,51348 0,17192 0,17188 0,027
0,80222 0,59500 0,20315 0,20313 0,014
0,74006 0,67075 0,23439 0,23438 0,006
0,67075 0,74006 0,26564 0,26563 0,005
0,59500 0,80222 0,29690 0,29688 0,008
0,51348 0,85670 0,32818 0,32813 0,018
0,42704 0,90290 0,35940 0,35938 0,008
0,33648 0,94041 0,39065 0,39063 0,006
0,24269 0,96886 0,42191 0,42188 0,009
0,14655 0,98799 0,45311 0,45313 0,003
0,04900 0,99759 0,48439 0,48438 0,002
-0,04900 0,99759 0,51562 0,51563 0,001
-0,14655 0,98799 0,54684 0,54688 0,007
-0,24269 0,96886 0,57814 0,57813 0,002
-0,33648 0,94041 0,60935 0,60938 0,004
-0,42704 0,90290 0,64060 0,64063 0,004
-0,51348 0,85670 0,67190 0,67188 0,003
-0,59500 0,80222 0,70306 0,70313 0,009
-0,67075 0,74006 0,73427 0,73438 0,014
-0,74006 0,67075 0,76552 0,76563 0,014
-0,80222 0,59500 0,79681 0,79688 0,008
-0,85670 0,51348 0,82816 0,82813 0,004
-0,90290 0,42704 0,85935 0,85938 0,003
-0,94041 0,33648 0,89060 0,89063 0,003
-0,96886 0,24269 0,92190 0,92188 0,003
-0,98799 0,14655 0,95306 0,95313 0,007
-0,99759 0,04900 0,98436 0,98438 0,002
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A figura 4.7 apresenta os valores de temperatura calculados pelo MECDL e MECRL

para o exemplo da chapa semi-circular apresentado.

0,700 ==~

0,600 f------ X
0,500 |- e

0,400 +---------- e

\ —— direto
0,300 - < m
\ = 3% recursivo

0,200

0,100

0,000

Figura 4.7 - Erro percentual médio da temperatura para diversas malhas em semicirculo
com descontinuidade com elemento linear

Pelos resultados apresentados, nas tabelas, de numeros 4.29 a 4.34, e no gréfico
apresentado na figura 4.7, verifica-se o bom desempenho de ambas as
formulacbes, direta e recursiva, no calculo da temperatura, com o aumento do

namero de elementos de contorno, com boa precisao.

Percebe-se, assim, pelos dados apresentados, que a formulagdo recursiva, no
calculo da temperatura, apresenta desempenho inferior ao da formulacédo direta,
entre 16 e 32 elementos de contorno, conseguindo se igualar, em desempenho, a
formulacéo direta, a partir de 32 elementos, sem, entretanto, supera-la. Isso se
explica nesse caso pelo posicionamento dos pontos de colocagao recursivo sob uma
corda que liga os nGs geométricos originais, e ndo sob a semi-circunferéncia que
caracteriza, fisica e matematicamente, o problema. Os valores do raio-vetor que
compdem o0 nucleo das integrais recursivas, portanto, sofrem grave imprecisao por
conta do posicionamento fora do perimetro semicircular e introduzem um erro

adicional, logo diminuido por conta do refinamento.
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No intervalo de 16 a 32 elementos de contorno, portanto, a formulagéo direta no
calculo da temperatura foi melhor. A partir de 32 elementos, até 64 elementos de
contorno, as formulacdes direta e recursiva, para o calculo da temperatura, sao

equivalentes.

4.4.2 Fluxo

Sédo apresentados nas tabelas 4.35 a 4.40 os resultados dos fluxos numéricos e
analiticos, usando o MECDL e o MECRL e 0s respectivos erros percentuais que sao

comparados para analise de desempenho das formulacdes.

Tabela 4-35 - Fluxo direto— semicirculo com descontinuidade:16 elementos lineares,
nos geomeétricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,10000 0,00000 -5,01051 -3,18471 57,330
0,25000 0,00000 -0,86958 -1,27389 31,738
0,50000 0,00000 -0,65910 -0,63694 3,478
0,75000 0,00000 -0,42244 -0,42463 0,516
1,00000 0,00000 0,26110 0,31847 18,015

Tabela 4-36 - Fluxo recursivo — semicirculo com descontinuidade:16 elementos
lineares, nos funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,17500 0,00000 2,06801 1,81984 13,637
0,37500 0,00000 0,87014 0,84926 2,460
0,62500 0,00000 0,51421 0,50955 0,914
0,87500 0,00000 0,36318 0,36397 0,216
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Tabela 4-37 - Fluxo direto — semicirculo com descontinuidade:32 elementos lineares,

nés geométricos.

X y Numérico Analitico Erro (%)
0,05000 0,00000 -10,02084 -6,36943 57,327
0,12500 0,00000 -1,73811 -2,54777 31,779
0,25000 0,00000 -1,31949 -1,27389 3,580
0,37500 0,00000 -0,82260 -0,84926 3,139
0,50000 0,00000 -0,63261 -0,63694 0,680
0,62500 0,00000 -0,50613 -0,50955 0,673
0,75000 0,00000 -0,42223 -0,42463 0,566
0,87500 0,00000 -0,36807 -0,36397 1,126
1,00000 0,00000 -0,29010 -0,31847 8,909

Tabela 4-38 - Fluxo recursivo — semicirculo com descontinuidade: 32 elementos

lineares, nés funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,08750 0,00000 4,13576 3,63967 13,630
0,18750 0,00000 1,73974 1,69851 2,427
0,31250 0,00000 1,02747 1,01911 0,821
0,43750 0,00000 0,73083 0,72793 0,398
0,56250 0,00000 0,56748 0,56617 0,231
0,68750 0,00000 0,46394 0,46323 0,154
0,81250 0,00000 0,39242 0,39196 0,117
0,93750 0,00000 0,33870 0,33970 0,294

58



Tabela 4-39 - Fluxo direto — semicirculo com descontinuidade: 64 elementos
lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,02500 0,00000 -20,04165 | -12,73885 57,327
0,06250 0,00000 -3,47616 -5,09554 31,780
0,12500 0,00000 -2,63887 -2,54777 3,576
0,18750 0,00000 -1,64503 -1,69851 3,149
0,25000 0,00000 -1,26499 -1,27389 0,699
0,31250 0,00000 -1,01164 -1,01911 0,733
0,37500 0,00000 -0,84505 -0,84926 0,495
0,43750 0,00000 -0,72495 -0,72793 0,409
0,50000 0,00000 -0,63467 -0,63694 0,357
0,56250 0,00000 -0,56425 -0,56617 0,340
0,62500 0,00000 -0,50778 -0,50955 0,348
0,68750 0,00000 -0,46149 -0,46323 0,375
0,75000 0,00000 -0,42286 -0,42463 0,416
0,81250 0,00000 -0,39024 -0,39196 0,441
0,87500 0,00000 -0,36190 -0,36397 0,568
0,93750 0,00000 -0,40617 -0,33970 19,567
1,00000 0,00000 -0,30298 -0,31847 4,865

Tabela 4-40 - Fluxo recursivo — semicirculo com descontinuidade: 64 elementos
lineares, nos funcionais.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,04375 0,00000 8,27150 7,27934 13,630
0,09375 0,00000 3,47941 3,39703 2,425
0,15625 0,00000 2,05485 2,03822 0,816
0,21875 0,00000 1,46153 1,45587 0,389
0,28125 0,00000 1,13478 1,13234 0,215
0,34375 0,00000 0,92764 0,92646 0,128
0,40625 0,00000 0,78454 0,78393 0,078
0,46875 0,00000 0,67972 0,67941 0,047
0,53125 0,00000 0,59964 0,59948 0,027
0,59375 0,00000 0,53644 0,53637 0,013
0,65625 0,00000 0,48531 0,48529 0,003
0,71875 0,00000 0,44308 0,44309 0,003
0,78125 0,00000 0,40761 0,40764 0,007
0,84375 0,00000 0,37741 0,37745 0,009
0,90625 0,00000 0,35139 0,35142 0,008
0,96875 0,00000 0,32811 0,32874 0,192
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Figura 4.8 - Erro percentual médio do fluxo para diversas malhas na chapa semicircular
com elemento linear

Os valores de fluxo apresentados na figura 4.8 demonstram uma melhor precisdo
para a formulacdo recursiva em todas as malhas calculadas. Além dos valores do
fluxo serem melhores na formulacao recursiva do que na formulacéo direta, percebe-
se que, a medida que o numero de elementos de contorno aumenta, a diferenca
percentual entre os erros percentuais meédios direto e recursivo, em relacdo ao erro
percentual médio direto, que é maior, também aumenta(80,6%(16 elementos),
81,13%(32 elementos) e 84,82%(64elementos)). Isso demonstra que, além da
formulagé&o recursiva ser melhor, a medida que o numero de elementos de contorno

aumenta, ela se torna mais precisa que a formulacéo direta.
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4.5 CHAPA BIDIMENSIONAL COM CONDICOES DE CONTORNO V ARIAVEIS

Foi considerado um problema bidimensional, de geometria igual a do primeiro
exemplo, onde um dominio quadrado nas arestas superior e inferior possui variacao

de fluxo conforme expressdes 4.3, conforme mostrado na figura 4.9 a seguir.

T=cos(x)sen(1)

A

g=senh(1)seny

SONNNSNSN

> x
T=0
L=1m

Figura 4.9 - Dominio quadrado com transferéncia de calor difusiva bidimensional, elemento
linear e condi¢do de contorno variavel.

Nas tabelas 4-41 a 4-58 sdo apresentados os valores numéricos e analiticos da
temperatura e fluxo calculados através do MECDL e MECRL com condi¢cbes de

contorno variaveis.

Condicbes de contorno variaveis sdo aquelas onde os valores prescritos variam de
acordo com funcdes pré estabelecidas, ao contrario dos exemplos anteriores, onde

estes valores prescritos sdo constantes.

Por conveniéncia, para o caso em estudo, os nés duplos foram suprimidos. Ainda,
onde sao prescritos os valores de temperatura (condicdo de contorno), sdo

calculados os valores de fluxo e vice-versa.

T(x,y) =cosh(x)sen(y)

d(x,y) =senh(x)sen(y)n+ cosh(x)cos(y, 4.3

61



4.5.1 Temperatura

Tabela 4-41 — Temperatura direta — chapa bidimensional CCV : 16 elementos
lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 0,25000 0,38200 0,38176 0,061
1,00000 0,50000 0,74040 0,73979 0,082
1,00000 0,75000 1,05332 1,05182 0,142
0,00000 0,75000 0,68339 0,68164 0,257
0,00000 0,50000 0,48052 0,47943 0,228
0,00000 0,25000 0,24793 0,24740 0,212

Tabela 4-42 — Temperatura recursiva — chapa bidimensional CCV: 16 elementos
lineares, centralizados entre 0os nds geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 0,12500 0,19246 0,19238 0,038
1,00000 0,37500 0,56545 0,56519 0,047
1,00000 0,62500 0,90364 0,90285 0,087
1,00000 0,87500 1,18631 1,18438 0,163
0,00000 0,87500 0,76956 0,76754 0,263
0,00000 0,62500 0,58651 0,58510 0,242
0,00000 0,37500 0,36707 0,36627 0,218
0,00000 0,12500 0,12493 0,12467 0,207
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Tabela 4-43 - Temperatura direta — chapa bidimensional CCV: 32 elementos
lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 0,12500 0,19243 0,19238 0,025
1,00000 0,25000 0,38184 0,38176 0,019
1,00000 0,37500 0,56530 0,56519 0,019
1,00000 0,50000 0,73996 0,73979 0,022
1,00000 0,62500 0,90311 0,90285 0,028
1,00000 0,75000 1,05222 1,05182 0,038
1,00000 0,87500 1,18499 1,18438 0,051
0,00000 0,87500 0,76809 0,76754 0,071
0,00000 0,75000 0,68210 0,68164 0,067
0,00000 0,62500 0,58547 0,58510 0,063
0,00000 0,50000 0,47971 0,47943 0,060
0,00000 0,37500 0,36649 0,36627 0,058
0,00000 0,25000 0,24755 0,24740 0,059
0,00000 0,12500 0,12475 0,12467 0,063

Tabela 4-44 - Temperatura recursiva — chapa bidimensional CCV: 32 elementos
lineares, centralizados entre os n0s geomeétricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 0,06250 0,09641 0,09638 0,026
1,00000 0,18750 0,28769 0,28764 0,019
1,00000 0,31250 0,47448 0,47440 0,016
1,00000 0,43750 0,65388 0,65377 0,018
1,00000 0,56250 0,82311 0,82293 0,023
1,00000 0,68750 0,97955 0,97925 0,030
1,00000 0,81250 1,12076 1,12029 0,042
1,00000 0,93750 1,24454 1,24385 0,056
0,00000 0,93750 0,80664 0,80608 0,069
0,00000 0,81250 0,72651 0,72601 0,069
0,00000 0,68750 0,63502 0,63461 0,065
0,00000 0,56250 0,53363 0,53330 0,061
0,00000 0,43750 0,42393 0,42368 0,059
0,00000 0,31250 0,30762 0,30744 0,058
0,00000 0,18750 0,18652 0,18640 0,060
0,00000 0,06250 0,06250 0,06246 0,067
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Tabela 4-45 — Temperatura direta — chapa bidimensional CCV: 64 elementos
lineares, nGs geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 0,06250 0,09639 0,09638 0,009
1,00000 0,12500 0,19240 0,19238 0,007
1,00000 0,18750 0,28765 0,28764 0,006
1,00000 0,25000 0,38178 0,38176 0,005
1,00000 0,31250 0,47443 0,47440 0,005
1,00000 0,37500 0,56522 0,56519 0,005
1,00000 0,43750 0,65380 0,65377 0,005
1,00000 0,50000 0,73983 0,73979 0,006
1,00000 0,56250 0,82298 0,82293 0,006
1,00000 0,62500 0,90292 0,90285 0,007
1,00000 0,68750 0,97933 0,97925 0,008
1,00000 0,75000 1,05193 1,05182 0,010
1,00000 0,81250 1,12042 1,12029 0,011
1,00000 0,87500 1,18454 1,18438 0,014
1,00000 0,93750 1,24405 1,24385 0,016
0,00000 0,93750 0,80623 0,80608 0,019
0,00000 0,87500 0,76769 0,76754 0,018
0,00000 0,81250 0,72614 0,72601 0,018
0,00000 0,75000 0,68176 0,68164 0,017
0,00000 0,68750 0,63471 0,63461 0,017
0,00000 0,62500 0,58519 0,58510 0,016
0,00000 0,56250 0,53339 0,53330 0,016
0,00000 0,50000 0,47950 0,47943 0,015
0,00000 0,43750 0,42374 0,42368 0,015
0,00000 0,37500 0,36633 0,36627 0,015
0,00000 0,31250 0,30748 0,30744 0,015
0,00000 0,25000 0,24744 0,24740 0,015
0,00000 0,18750 0,18643 0,18640 0,016
0,00000 0,12500 0,12470 0,12467 0,017
0,00000 0,06250 0,06247 0,06246 0,018
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Tabela 4-46 - Temperatura recursiva — chapa bidimensional CCV: 64 elementos
lineares, centralizados entre 0os nds geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 0,03125 0,04822 0,04821 0,010
1,00000 0,09375 0,14446 0,14445 0,008
1,00000 0,15625 0,24014 0,24013 0,006
1,00000 0,21875 0,33488 0,33486 0,005
1,00000 0,28125 0,42831 0,42829 0,005
1,00000 0,34375 0,52007 0,52005 0,005
1,00000 0,40625 0,60980 0,60978 0,005
1,00000 0,46875 0,69716 0,69712 0,005
1,00000 0,53125 0,78179 0,78174 0,006
1,00000 0,59375 0,86337 0,86331 0,007
1,00000 0,65625 0,94158 0,94151 0,008
1,00000 0,71875 1,01612 1,01603 0,009
1,00000 0,78125 1,08670 1,08659 0,010
1,00000 0,84375 1,15304 1,15290 0,012
1,00000 0,90625 1,21488 1,21471 0,014
0,00000 0,96875 0,82433 0,82418 0,018
0,00000 0,90625 0,78734 0,78720 0,019
0,00000 0,84375 0,74728 0,74714 0,018
0,00000 0,78125 0,70429 0,70417 0,018
0,00000 0,71875 0,65856 0,65844 0,017
0,00000 0,65625 0,61025 0,61015 0,016
0,00000 0,59375 0,55956 0,55947 0,016
0,00000 0,53125 0,50669 0,50661 0,016
0,00000 0,46875 0,45184 0,45177 0,015
0,00000 0,40625 0,39523 0,39517 0,015
0,00000 0,34375 0,33707 0,33702 0,015
0,00000 0,28125 0,27760 0,27756 0,015
0,00000 0,21875 0,21704 0,21701 0,015
0,00000 0,15625 0,15564 0,15561 0,016
0,00000 0,09375 0,09363 0,09361 0,018
0,00000 0,03125 0,03125 0,03124 0,019
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Figura 4.10 - Erro percentual médio da temperatura para diversas malhas na chapa
bidimensional CCV com elemento linear usando condi¢des de contorno variavel

Observa-se na figura 4.10, que os desempenhos das formula¢des recursiva e direta
sdo quase equivalentes. Percebe-se-se que o valor do quociente da diferenca entre
os erros médios das formulacdes direta e recursiva pelo erro médio da formulacao
direta é de 3,66%(16 elementos), 0%(32 elementos) e 0%(64 elementos), sendo,
pois, desprezivel ou inexistente, demonstrando a quase equivaléncia das

formulacoes.

45.2 Fluxo

Sédo apresentados nas tabelas 4-47 a 4-58 os resultados dos fluxos numéricos e
analiticos, usando o MECDL e o MECRL e 0s respectivos erros percentuais que sao

comparados para analise de desempenho das formulacdes.

Sédo apresentados, separadamente, os valores correspondentes a aresta inferior e
superior para o fluxo. Por conveniéncia, para o caso em estudo, no fluxo direto, os
nés duplos, relativos a aresta inferior, foram suprimidos, e, para a aresta superior,

foram mantidos.
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X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,25000 0,00000 -1,02577 -1,03141 0,547
0,50000 0,00000 -1,12239 -1,12763 0,465
0,75000 0,00000 -1,28623 -1,29468 0,653

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1.00000 1.00000 0.83093 0.83373 0.336
0,75000 1,00000 0,70708 0,69952 1,081
0,50000 1,00000 0,60793 0,60926 0,219
0,25000 1,00000 0,56197 0,55727 0,842
0.00000 1.00000 0.53315 0.54030 1.323

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,12500 0,00000 1,01156 -1,00782 0,371
0,37500 0,00000 1,07362 -1,07114 0,231
0,62500 0,00000 1,20380 -1,20175 0,170
0,87500 0,00000 1,41152 -1,40787 0,259

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,87500 1,00000 0,76778 0.76067 0,935
0,62500 1,00000 0,64646 0.64931 0,440
0,37500 1,00000 0,57442 0.57874 0,747
0,12500 1,00000 0,54394 0.54453 0,108

Tabela 4-47 — Fluxo direto — chapa bidimensional CCV: 16 elementos lineares,
aresta horizontal inferior, n0s geométricos.

Tabela 4-48 — Fluxo direto — chapa bidimensional CCV:16 elementos lineares, aresta
horizontal superior, n6s geométricos.

Tabela 4-49 — Fluxo recursivo — chapa bidimensional CCV: 16 elementos lineares,
aresta horizontal inferior, pontos recursivos centralizados entre 0s ndés geomeétricos.

Tabela 4-50 — Fluxo recursivo — chapa bidimensional CCV: 16 elementos lineares,
aresta horizontal superior, pontos recursivos centralizados entre 0os ndés geomeétricos
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X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,12500 0,00000 -1,00656 -1,00782 0,125
0,25000 0,00000 -1,03023 -1,03141 0,115
0,37500 0,00000 -1,06987 -1,07114 0,119
0,50000 0,00000 -1,12625 -1,12763 0,122
0,62500 0,00000 -1,20019 -1,20175 0,130
0,75000 0,00000 -1,29292 -1,29468 0,136
0,87500 0,00000 1,40565 -1,40787 0,158

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 1,00000 0,83055 0,83373 0,381
0,87500 1,00000 0,76508 0,76067 0,579
0,75000 1,00000 0,69954 0,69952 0,003
0,62500 1,00000 0,64939 0,64931 0,012
0,50000 1,00000 0,60912 0,60926 0,023
0,37500 1,00000 0,57866 0,57874 0,014
0,25000 1,00000 0,55699 0,55727 0,052
0,12500 1,00000 0,54738 0,54453 0,523
0,00000 1,00000 0,53593 0,54030 0,809

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,06250 0,00000 1,00296 -1,00195 0,100
0,18750 0,00000 1,01825 -1,01763 0,061
0,31250 0,00000 1,04992 -1,04923 0,066
0,43750 0,00000 1,09794 -1,09724 0,064
0,56250 0,00000 1,16309 -1,16242 0,057
0,68750 0,00000 1,24638 -1,24578 0,048
0,81250 0,00000 1,34906 -1,34864 0,031
0,93750 0,00000 1,47359 -1,47260 0,067

Tabela 4-51 - Fluxo direto — chapa bidimensional CCV: 32 elementos lineares, aresta
horizontal inferior, nés geométricos.

Tabela 4-52 - Fluxo direto — chapa bidimensional CCV: 32 elementos lineares, aresta
horizontal superior, nGs geométricos.

Tabela 4-53 - Fluxo recursivo — chapa bidimensional CCV: 32 elementos lineares,
aresta horizontal inferior, pontos recursivos centralizados entre os nés geométricos.
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X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,93750 1,00000 0,79704 0,79565 0,174
0,81250 1,00000 0,72578 0,72867 0,397
0,68750 1,00000 0,66768 0,67310 0,805
0,56250 1,00000 0,62247 0,62806 0,890
0,43750 1,00000 0,58738 0,59284 0,922
0,31250 1,00000 0,56180 0,56690 0,900
0,18750 1,00000 0,54668 0,54983 0,572
0,06250 1,00000 0,53994 0,54136 0,262

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,06250 0,00000 -1,00180 -1,00195 0,015
0,12500 0,00000 -1,00753 -1,00782 0,029
0,18750 0,00000 -1,01734 -1,01763 0,029
0,25000 0,00000 -1,03111 -1,03141 0,029
0,31250 0,00000 -1,04892 -1,04923 0,030
0,37500 0,00000 -1,07082 -1,07114 0,030
0,43750 0,00000 -1,09691 -1,09724 0,030
0,50000 0,00000 -1,12728 -1,12763 0,031
0,56250 0,00000 1,16205 -1,16242 0,032
0,62500 0,00000 -1,20136 -1,20175 0,033
0,68750 0,00000 -1,24537 -1,24578 0,034
0,75000 0,00000 -1,29423 -1,29468 0,035
0,81250 0,00000 -1,34816 -1,34864 0,035
0,87500 0,00000 -1,40735 -1,40787 0,037
0,93750 0,00000 -1,47226 -1,47260 0,023

Tabela 4-54 -Fluxo recursivo — chapa bidimensional CCV: 32 elementos lineares,
aresta horizontal superior, pontos recursivos centralizados entre os nés geométricos.

Tabela 4-55 - Fluxo direto — chapa bidimensional CCV: 64 elementos lineares, aresta
horizontal inferior, nés geométricos.
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Tabela 4-56 - Fluxo direto — chapa bidimensional CCV: 64 elementos lineares, aresta
horizontal superior , nés geométricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
1,00000 1,00000 0,83200 0,83373 0,207
0,93750 1,00000 0,79767 0,79565 0,255
0,87500 1,00000 0,76081 0,76067 0,018
0,81250 1,00000 0,72883 0,72867 0,022
0,75000 1,00000 0,69958 0,69952 0,008
0,68750 1,00000 0,67312 0,67310 0,003
0,62500 1,00000 0,64929 0,64931 0,003
0,56250 1,00000 0,62802 0,62806 0,005
0,50000 1,00000 0,60922 0,60926 0,007
0,43750 1,00000 0,59279 0,59284 0,009
0,37500 1,00000 0,57870 0,57874 0,008
0,31250 1,00000 0,56685 0,56690 0,009
0,25000 1,00000 0,55725 0,55727 0,004
0,18750 1,00000 0,54986 0,54983 0,006
0,12500 1,00000 0,54446 0,54453 0,013
0,06250 1,00000 0,54297 0,54136 0,298
0,00000 1,00000 0,53773 0,54030 0,475

Tabela 4-57 - Fluxo recursivo — chapa bidimensional CCV: 64 elementos lineares,
aresta horizontal inferior, pontos recursivos centralizados entre 0s ndés geomeétricos.

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,03125 0,00000 1,00071 -1,00049 0,023
0,09375 0,00000 1,00460 -1,00440 0,020
0,15625 0,00000 1,01239 -1,01223 0,016
0,21875 0,00000 1,02419 -1,02402 0,017
0,28125 0,00000 1,03998 -1,03981 0,016
0,34375 0,00000 1,05984 -1,05967 0,017
0,40625 0,00000 1,08384 -1,08366 0,016
0,46875 0,00000 1,11207 -1,11189 0,016
0,53125 0,00000 1,14464 -1,14446 0,015
0,59375 0,00000 1,18167 -1,18151 0,014
0,65625 0,00000 1,22333 -1,22317 0,013
0,71875 0,00000 1,26976 -1,26961 0,011
0,78125 0,00000 1,32115 -1,32102 0,010
0,84375 0,00000 1,37769 -1,37758 0,008
0,90625 0,00000 1,43969 -1,43953 0,011
0,96875 0,00000 1,50731 -1,50710 0,014
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Tabela 4-58 - Fluxo recursivo — chapa bidimensional CCV : 64 elementos lineares, —
aresta horizontal superior, pontos recursivos centralizados entre 0os nés geométricos.

0,150
0,100
0,050

0,000

- 3= recursivo

X y Numeérico Analitico Erro (%)
0,96875 1,00000 0,81453 0,81429 0,029
0,90625 1,00000 0,77574 0,77778 0,263
0,84375 1,00000 0,74102 0,74431 0,442
0,78125 1,00000 0,71026 0,71375 0,489
0,71875 1,00000 0,68240 0,68598 0,521
0,65625 1,00000 0,65730 0,66088 0,541
0,59375 1,00000 0,63484 0,63837 0,554
0,53125 1,00000 0,61490 0,61836 0,559
0,46875 1,00000 0,59737 0,60076 0,563
0,40625 1,00000 0,58219 0,58550 0,565
0,34375 1,00000 0,56932 0,57254 0,562
0,28125 1,00000 0,55872 0,56181 0,551
0,21875 1,00000 0,55036 0,55328 0,527
0,15625 1,00000 0,54420 0,54691 0,497
0,09375 1,00000 0,54098 0,54268 0,312
0,03125 1,00000 0,53955 0,54057 0,188

0,400
0,350
0,300
0,250
0,200 —eo—direto

Figura 4.11 - Erro percentual médio do fluxo para diversas malhas na chapa bidimensional

com elemento linear usando condigBes de contorno variavel — aresta inferior
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Observa-se na figura 4.11, a superioridade do desempenho do procedimento

recursivo em relacao ao direto, na aresta inferior da chapa bidimensional.

0,800

0,700
—e— direto

- 3= recursivo

0,600
0,500
0,400
0,300
0,200
0,100

0,000 T T . 1

Figura 4.12 - Erro percentual médio do fluxo para diversas malhas na chapa bidimensional
com elemento linear usando condi¢ges de contorno variavel — aresta superior

Por conveniéncia, conforme ja foi comentado , anteriormente, nas tabelas 4-48, 4-52
e 4-56, que representam 0s erros percentuais médios de fluxo calculados na aresta
superior do caso em estudo, para malhas de 16, 32 e 64 elementos, foram incluidos

0s nés duplos.

0,800

—&— direto s/né
duplo

0,700
0,600

-=%--diretoc/nd
duplo

0,500
0,400
0,300
0,200

0,100

0,000 T T . )

Figura 4.13 - Erro percentual médio do fluxo direto para diversas malhas na chapa
bidimensional aresta horizontal superior com elemento linear usando condi¢cbes de contorno
variavel
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Observa-se, na figura 4.12 que, em todas as malhas, exceto a de 16 elementos,

tem-se um desempenho superior do MECD quando comparado ao MECR.

No grafico da figura 4.13, que mostra o comportamento dos erros percentuais dos
fluxos, calculados diretamente na aresta superior da barra em questado para malhas
de 16, 32 e 64 elementos, observa-se que estes erros aumentam quando Sao
considerados os nés duplos. Para malhas menos refinadas, a influéncia destes nos
duplos é maior, ou seja, quanto mais proximo do centro estiver o elemento, menores

serao os erros percentuais.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, diversos aspectos das Formulacdes do Método de Elementos de
Contorno puderam ser avaliados. O método € uma poderosa ferramenta numérica

para resolucéo de problemas fisicos matematicamente bem postos.

O MEC permite que valores no contorno sejam calculados a partir das condicdes de
contorno conhecidas com o uso da equacao de governo. Estas condi¢cdes podem ser
constantes ou variaveis. Também podem ser usados elementos constantes e

lineares.

O uso dos erros percentuais resultantes para andlise do desempenho do método
mostra-se bastante adequado. De um modo geral, malhas mais refinadas conduzem
a erros percentuais menores, assim como o uso de elementos lineares também leva

a erros menores, tanto no calculo do potencial quanto de sua derivada.

A utilizagdo de um procedimento recursivo para recalcular valores no contorno e n&o
no dominio, ainda pouco discutido na literatura especializada, pode levar a erros

percentuais ainda menores.

Os problemas simulados foram escolhidos de modo a demonstrar as
particularidades deste novo procedimento e seu desempenho, através do célculo

dos erros percentuais.

Na barra unidimensional com elementos constantes e com elementos lineares, as
simulacbes apresentadas confirmaram o excelente desempenho do MECR, sendo
que a utilizacdo da discretizagdo com elementos lineares levou a célculos de valores
significativamente mais precisos, como esperado. Isto ocorreu tanto no calculo do
potencial (temperatura) quanto no calculo da derivada (fluxo), sendo os erros medios

percentuais ainda menores no caso do fluxo.
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J& no problema da chapa bidimensional com elementos lineares e condi¢cdes de
contorno variaveis, existe alta precisdo de ambas as taticas (MECD e MECR), com
erros percentuais menores no céalculo do potencial (temperatura). No caso da
derivada do potencial (fluxo), o procedimento recursivo apresentou comportamento
irregular, sendo melhor do que o procedimento direto, na aresta inferior, para as
malhas de 16, 32 e 64 elementos, enquanto que, na aresta superior, apenas para a

a malha de 16 elementos de contorno o MECR foi melhor do que o MECD.

No exemplo da chapa semicircular com condicbes de contorno constante e
elementos lineares, para malhas menos refinadas os erros percentuais de fluxo

foram visivelmente maiores, devido a existéncia de altos gradientes.

Ainda com relacdo a chapa semicircular, em malhas com maior numero de
elementos, 0s erros percentuais passam a ser menores, em ambas as formulacdes
(MECD e MECR) e com melhor desempenho para o MECR, em especial, no calculo
do potencial (temperatura), a partir do inicio da equivaléncia de erros, entre 32 e 64
elementos. Também, neste exemplo, 0 MECR p6de demonstrar adequacdo e bom

desempenho, principalmente no caso da derivada (fluxo).

Ambas as formulacdes, todavia, apresentaram resultados satisfatorios em termos de
aplicacdbes em engenharia, com seus erros percentuais reduzindo-se com o

refinamento da malha e com a utilizacdo de elementos lineares.

Espera-se que este estudo contribua para novos trabalhos que utilizem o
procedimento recursivo, tais como: aplicacdo do procedimento em outros exemplos
de solugéo analitica conhecida, avaliacdo do tempo computacional dispendido em
ambos os procedimentos e compara¢do com outros métodos adaptativos.
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Apéndice A - Solugcdo Fundamental

Neste apéndice sera demonstrada a expresséao utilizada como solucdo fundamental

nos exemplos apresentados.

Para o desenvolvimento da formulagdo de Elementos de Contorno analisada
empregou-se uma funcéo de ponderacéo correspondente a solucado de um problema
bidimensional de potencial escalar estacionario, governado pela Equacdo de
Poisson, onde uma fonte ou carga concentrada unitaria € aplicada no ponto ¢ do

dominio Q(X).
A representacdo mateméatica desse problema corresponde a:

D% +A(@Z;x)=0 Al

Onde A(g;x) é a funcéo delta de Dirac., a intensidade do carregamento estabelece

que:

j A(Z;x)dQ(x) =1 A2

Em razdo da singularidade contida na funcdo Delta de Dirac, resolve-se a equacgao

isolando-se a equacéao A.2.

As condi¢des de equilibrio determinam:

[adr ()= [AE:x)d (x) A3

E conveniente escrever-se a equacéo A.1 em coordenadas polares. Omitindo-se o0s

argumentos das variaveis por simplicidade, tem-se:
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0°u” 1ou 10°u _
+ + 0

= = = A.4
o> r or r? 00?2

Como u* independe de ©, a equacdo A.4 simplifica-se e pode ser escrita como na

equacao A.5

dzu*_'__ldl]:0 A5
dr’ r dr

Considerando-se uma variavel auxiliar v(r), tal que:

du _, A.6

—(rv)=0 A7

Integrando-se a equacao anterior, pode-se escrever:

V=

D
Y A.8
r

Voltando-se a expressar o problema em termos da variavel original u*, a equagéo
A.8 fica:

du' _D, A.9
dr r

Integrando-se a expressao A.9 chega-se a:
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u =D, Inr+D, A.10
A condicdo de contorno natural é entdo introduzida de modo que:

g 20U _di dr A1l

—=-1 A.12

Substituindo-se a equacdo A.13 na Equacdo A.12 e considerando-se as Equacdes
A.9 e A.3 tém-se:

2nD
—I—ldF:jAdQ=1 A.13
0 r Q
Verificando-se na Figura A.1 que:

dr =rdo A.14

Substituindo-se a Equacédo A.14 na Equacao A.13 tem-se:

2n
_I&rdezl A.15
0 r
Logo
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D1:__ A.16

A condicdo de contorno essencial ou geométrica restringe o valor do potencial de
acordo com um valor de referéncia. Normalmente para r=1, o potencial € nulo. Com
estas condi¢cdes, a constante D2 fica determinada e a expressao A.10 passa a ser

escrita como:

g =Lt A.17
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Apéndice B - Expressdao do MRP equivalente a forma i ntegral
inversa

Neste apéndice sera demonstrada a forma integral inversa do Método dos

Elementos de Contorno a partir do Método dos Residuos Ponderados (MRP).

Considere um volume de controle bidimensional Q, dentro do qual escoa em regime
permanente uma substancia continua, homogénea e isotropica ou atue um campo
térmico ou mecanico igualmente estacionario e com as mesmas condi¢cdes

materiais.

A equacao diferencial de governo resulta na Equacéo de Laplace, repetida a seguir,

por conveniéncia, agora em notacao indicial:
u; =0 B.1

O procedimento sera apresentado a seguir em uma forma concisa usando notacao

indicial derivada das formas apresentadas na literatura.

A forma integral forte associada a Equacéo B.1 € dada por:

_[u,ii u*dQ =0 B.2
Q

A funcdo u* exposta na equacgdo anterior deve ser interpretada, em principio, como
uma funcdo auxiliar de ponderagcédo, com propriedades matematicas tais que nao
impecam o estabelecimento da sentenca anterior. Posteriormente, seu significado

sera estendido e melhor discutido.

Integrando a Equacéao B.2 por partes, tem-se:
J.u,”u*dQ:j(u, u*), crz—j u, u*, d B.3
Q Q Q
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Esta ultima forma é conhecida como forma fraca associada a equacao diferencial

original. Empregando-se o Teorema da Divergéncia, pode-se escrever:

J'u,iiu*dQ:ju, rpu*d'—j u, u*, d B.4
Q r Q )
Empregando-se a Equacéo B.4, tem-se:

ju,” u*dlzjqu*d—j u, u%, @ B.5
Q r Q '
Percebendo-se que:

r=r,+r,

Pode-se escrever a Equacdo B.5 de maneira equivalente, destacando-se o contorno

em que a derivada normal g do potencial é prescrita, ou seja:
jqu*dr—juﬁu*,(rzzjqu*d+j71u*d—_[ u, u*, @ = ( B.6
r Q ru rq Q

Para se encontrar a forma do MRP equivalente a forma inversa, toma-se a integral
de dominio existente do lado direito da Equacdo B.6 e fazem-se novamente as

operacoOes de integracao por partes:

~[u,ur, d@ =~ (uut,), @+ uu¥, @ 5.7
Q Q Q

Aplicando-se mais uma vez o Teorema da Divergéncia:
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-J'(uu*,i),i dQ*fUU*'i oD:—J' uu*, n d'+f uuj, @ B.8
o) Q r Q

Definindo-se:

q* = U*’i n, B.9

Pode-se escrever:

—J'uu*,i nid'+juu*,i cn:—j uq*d'+J' uu* @ B.10
r Q r Q

Também se destacando a regido do contorno na qual o potencial é prescrito, tem-se:

_qu*dﬁiuu*ﬁmfr{‘uq*or—f UQ*‘T“Ll“”*ﬁ @ = B.11

rq

Juntando-se os resultados obtidos pelas Equacdes. B.7 e B.11 pode-se escrever a
forma do MRP equivalente & forma integral inversa da equacdo diferencial de
governo. E preciso, no entanto, operacionalizar a Ultima integral do lado direito da
Equacdo B.11 de modo a reescrevé-la na forma integral forte, ou seja, com o
operador laplaciano sendo aplicado no potencial u, que a essa altura deve ja ser

entendido como uma aproximacgéo. Dai resulta:

J-(U—U)Q*dr+J. (q—Tq)u*d'—i Uy urd2 = ( B.12
Tu rq
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