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Resumo

Neste trabalho estudamos o modelo de Jackiw-Teitelboim (modelo JT), como um modelo que
tem a estrutura de uma teoria topologica do tipo BF. Em duas dimensoes de espago-tempo,
a gravitacao pode ser vista como uma teoria de gauge caracterizada pelo grupo de Poincaré
ISO(1,1). Como este grupo nao admite uma forma quadratica invariante e nao degenerada,
o modelo JT trabalha com o grupo (Anti)-de Sitter “(A)dS”, o grupo SO(2,1), que contém
o grupo de Lorentz como subgrupo e corresponde a uma teoria de gravitacao com constante
cosmologica. Vemos entdao, que o grupo (A)dS, tomado como um grupo de gauge, contém
naturalmente a simetria de difeomorfismo. Nesta linha investigamos a formulagao canoénica do
modelo JT afim de quantiza-lo via o formalismo da gravidade quantica de lacos (LQG). Seguindo
o programa de quantizagao canodnica de Dirac aplicado ao formalismo de lagos, obtemos um
espaco de configuracao quantico a partir da compatificacao de Bohr da linha real, construimos o
respectivo espaco de Hilbert cineméatico e definimos de forma consistente o operador de volume.
Finalmente, tratamos da dindmica do modelo a nivel quantico via a implementacao dos vinculos
oriundos da teoria classica do modelo JT no gauge temporal em um espaco de Hilbert adequado.



Abstract

In this work we study the Jackiw-Teitelboim model (JT model), as a model that has the
structure of a topological theory of the BF type. In two dimensional space-time, gravitation
can be seen as a gauge theory characterized by the Poincaré group ISO(1,1). As this group,
doesn’t admit an invariant and nondegenerate quadratic form, the JT model is based on the
(Anti)- de Sitter group “(A)dS”, the group SO(2,1), which contains the Lorentz group as a
subgroup and corresponds to a gravitation theory with a cosmological constant. We see then,
that the (A)dS group, taken as a gauge group, contains naturally the diffeomorphism symmetry.
In this line we investigate the canonical formulation of the JT model in order to quantize it
through the formalism of loop quantum gravity (LQG). Following Dirac’s program of canonical
quantization applied to the loop formalism, we obtain a quantum configuration space starting
from the Bohr compactification of the real line, we build the respective kinematic Hilbert space
and we define in a consistent way the volume operator. Finally, we treat the dynamics of the
model at the quantum level through the implementation of the constraints originating from the
classical theory of the JT model in the temporal gauge in an appropriate Hilbert space.



Sumario

1 Introducao 10
2 Introducao a gravidade quantica 13
2.1 Gravidade Quantica: Motivacao . . . . . . . . .. .o o 13

2.2 O Proposito da Gravidade Quéantica de Lagos (Loop Quantum Gravity - LQG) . 15

3 Fundamento Classico 18
3.1 Formalismo Lagrangiano . . . . . . . . . .. ... L 18
3.2 Formalismo Hamiltoniano . . . . . . .. ... ... ... ... ... ....... 20

4 Aspectos Estruturais da Gravidade Quéantica de Lagos - LQG 28
4.1 Espaco de Configuracao Quantico . . . . . . . . . . . ... 28
4.2 Funcoes Cilindricas sobre o Espaco de Configuracao Quantico . . . . . ... .. 32
4.3 O Espaco de Hilbert Cineméatico . . . . . . . . .. .. ... .. ... ..... 34
4.4 Decomposicao em Redes de Spin do Espaco de Hilbert Cineméatico . . ... .. 37
4.5 Geometria Quantica . . . . . .. 44
4.6 Implementacao dos Vinculos Quanticos: Um breve comentéario . . ... ... .. 47

5 Gravitacao em duas dimensoes 49
5.1 Teoria de Gauge da Gravitacao . . . . . . . . .. . ... ... 49
5.2 O Modelo de Jackiw-Teitelboim . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 50
5.3 O Modelo BF . . . . . . e 51

53.1 O Grupode Gauge . . . . . . . . . ... 51
5.3.2 A Acaodo Modelo BF . . . . . ... 53
5.4 Formulacao Canonica . . . . . . . . . . .. 58
5.4.1 Momentos Canonicamente Conjugados . . . . . .. .. ... ... .... 59
5.4.2 Vinculos Secundéarios . . . . . . . . ... e 61
5.4.3 Algebra dos Vinculos . . . . . . . . ... ... 63
5.5 Resultados em Termos das Componentes . . . . . . . .. . ... ... .. .... 65
5.5.1 Equagoes de Movimento . . . . . .. . ... ... .. 65
5.5.2 A Hamiltoniana e a Algebra dos Vinculos. . . . . .. .. ... ...... 66

5.5.3 Transformacoes Gerais de Coordenadas — Difeomorfismos . . . . . . . .. 68



5.6 Fixacao Parcial do Gauge: Gauge Temporal . . . . . .. .. ... ... .. ... 70

5.6.1 Gauge Candnico . . . . . . . . . . e 70
5.6.2 Gauge Temporal . . . . . .. ... 71
5.6.3 A Algebrade Vinculos . . . . . . . . ... 73
5.6.4 Redefinicao dos Vinculos . . . . . . . . . . .. ... o 74
5.6.5 Tratamento dos Vinculos de Segunda Classe . . . . . ... .. ... ... 76
5.6.6 Colchetes de Dirac . . . . . . . . . . .. Lo 77
5.6.7 Simetria de Gauge e Difeomorfismos . . . . . .. . ... 78
5.6.8 Hamiltoniano Final . . . . . . . . ... .. .. ... ... ... . ... .. 80
6 Preliminares para a Quantizacao em duas dimensoes 82
6.1 Representacao de Polimeros . . . . . . . . . . ... oL 83
6.1.1 A formulagao do espaco dos Momentos . . . . . . . ... ... ...... 83
6.1.2 Do espago dos momentos ao espacgo de configuracao: uma digressao . . . 85
6.2 O espago de configuracao . . . . . . . . ... 87
6.2.1 O espago de configuracao quantico visto como um grupo compacto . . . . 87
6.2.2 Representacao de polimeros no espago de configuracao . . . . . .. . .. 89
6.3 Aspectos Projetivos . . . . . . .. L 91
6.3.1 O espago de configuracao quantico visto como um limite projetivo . . . . 91
6.3.2 Funcoes Cilindricas e alguns aspectos tedricos da medida . . . . . . . .. 93
6.4 R visto como o espectro da C*-algebra das funcoes

almost-periodica em R . . . . . . . ... 95
7 Quantizagao do Modelo JT 99
7.1 Espaco de Configuracao Quantico . . . . . . . .. .. ... L 0oL 100
7.1.1 Notacao de Dirac e Operadores . . . . . . . . . . . ... . ... ..... 105
7.2 O Operador de Volume . . . . . . . . . . . .. . .. 107
7.2.1 Definicao do Operador de Volume . . . . . . . .. ... ... ... .... 107
7.2.2 Consisténcia cilindrica . . . . . . . . ... . L 109

7.2.3 Interpretacao geométrica dos estados de Spin-scalar-network em relacao
ao operador de volume . . . . . .. ... 110
7.3 Implementacao dos vinculos ao nivel quantico . . . ... ... ... ... .. .. 110
7.3.1 Preparagao para a implementacao do vinculo de Difeomorfismo quantico 111
7.3.2 Dinamica Quantica . . . . . . . . ... e 113
7.3.3 Regularizagao dos vinculos Goe G1 . . . . . . ..o 114
7.3.4 Quantizacdo de Goe Gy . . . . . . e 118
7.3.5 Removendooregulador. . . . . . . .. ... ... L. 119
7.3.6 Algebra dos vinculos quanticos . . . . .. ... .. ... ... ... 120
7.3.7 Ambiguidades . . . . ... Lo 123



8 Conclusao 124

A Variedades 127
A.1 Espaco Topologico . . . . . . . . . . 127
A.2 Variedades Diferenciéveis . . . . . . . . . . .. 128
A3 Vetores . . . . . . e 128
A4 Vetores Duais (Um-Formas) . . . .. ... ... ... .. .. ... ... 129
A5 Formas Diferenciais . . . . . . . . . ... 130
A.6 Derivada Exterior . . . . . . . ... 130
A.7 Bases Nao-Coordenadas: Formalismo de Primeira Ordem . . . . . . . ... ... 131

B Grupo e Algebra de Lie 137
B.1 Algebrasde Lie . . . . . . . .. ... 137

B.1.1 Matrizes da Representagao Adjunta . . . . . . . . .. .. ... ... ... 139
B.2 Formade Killing . . ... .. ... 140
B.3 Grupo de Sitter e anti-de Sitter (A)dS . . . . .. ..o oL 141

C Formalismo de Dirac para Campos Vinculados 142
C.1 Principioda Acao . . . . . . . . . . 143
C.2 Colchetes de Poisson . . . . . . . .. .. 145
C.3 Condicoes de Consisténcia . . . . . . . . . . . . 147

C.3.1 Vinculos de Primeira e Segunda Classe . . . . .. ... ... ... .... 149

C.3.2 Vinculos de Primeira Classe como Geradores das Transformacoes de Calibre150

C.3.3 Vinculos de Segunda Classe. Colchetes de Dirac . . . . . . ... ... .. 151

D Analise detalhada da agao do operadores regularizados QAS(N ) e GS(N') sobre
os estados |, X,ﬁ> 154

Referéncias 159



10

Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é mostrar a possibilidade da quantizacao da gravitacao em duas
dimensédes utilizando as técnicas da Gravidade Quantica de Lagos (Loop Quantum Gravity -

LQG) [12,13,23,87,88].

Do ponto de vista da teoria da Relatividade Geral (RG), a gravitacdo em duas dimensoes é
problematica, visto que, a acao de Einstein-Hilbert se reduz a um termo topologico (a carac-
teristica de Euler-Poincaré). A esta agao pode-se acrescentar um termo cosmologico envolvendo
a constante cosmologica. A tnica dependéncia métrica das integrais de caminho da gravitagao
¢ dada através do termo cosmologico. Portanto, é preciso que consideremos extensoes nao-
triviais da RG. Um exemplo interessante é o modelo de Jackiw-Teitelboim [80,89-94|, o qual
serd o principal objeto de estudo neste trabalho. Pois serd neste modelo que vamos aplicar as
técnicas da LQG, afim de quantiza-lo. Em particular, fizemos a escolha de trabalharmos em
duas dimensoes espaco-temporais, por se tratar, na verdade, de um toy model, onde a maioria
dos problemas presentes na teoria fisica em quatro dimensoes espaco-temporais, desaparecem
ou sao substituidos por outros, as vezes mais faceis de se resolver. Assim sendo, este trabalho é
fruto do esforco de se aplicar as técnicas da LQG, usualmente bem conhecidas e aplicadas com

eficiéncia em 3 + 1 e 2 + 1 dimensoes, no modelo bidimensional de Jackiw-Teitelboim.

No capitulo 2, fazemos uma breve exposicao da motivacao de se estudar gravidade quantica e
as implicacoes desta. Também de forma breve discutimos o propésito da gravidade quantica
de lagos (LQG), que se apresenta como uma teoria quantica de campos independente do fundo

(background independent).
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No Capitulo 3 fazemos uma breve revisao dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano. Este
capitulo trata das formulacoes que emprestam a gravitacao o papel de teoria de gauge, o que no
caso métrico nao é 6bvio. Este capitulo na verdade nos prepara classicamente para a quantizacao

da teoria em (3 + 1) dimensoes.

O Capitulo 4 trata de forma precisa e criteriosa, porém, resumida, dos aspectos estruturais da
LQG. Cremos que este capitulo é de vital importancia, pois o leitor interessado, através dele,
pode obter informagoes precisas sobre vérios aspectos importantes da LQG, por exemplo, a
construcao do espaco de configuracao quantico, a construcao do espacgo de Hilbert cinemético,
os operadores geométricos, etc. I imprescindivel que o leitor estude (ou leia criteriosamente)

este capitulo antes de se aventurar nos capitulos 6 e 7.

No Capitulo 5 0o modelo de Jackiw-Teitelboim (modelo JT) é apresentado como um modelo que
tem a estrutura de uma teoria topolbgica do tipo BF. Em duas dimensoes a gravitagao pode
ser vista como uma teoria de gauge caracterizada pelo grupo de Lorentz SO(1,1). Contudo,
temos um pequeno problema, neste grupo nao temos formas quadréticas invariantes e nao
degeneradas [95]. Uma solugdo deste problema é introduzir o grupo (Anti)-de Sitter “(A)dS”,
para definir uma agao cuja métrica de Killing é nao degenerada. Veremos que o grupo (A)dS,
tomado como um grupo de gauge, contém naturalmente a simetria de difeomorfismo. Nesta
linha investigaremos a formulagao candnica do modelo JT como apresentada em [103-105] como

uma preparacao para a quantizacao do modelo via o formalismo de lagos da LQG.

No Capitulo 6 apresentamos uma revisao resumida, porém, objetiva da representacao de polimeros,
da compatificagdo de Bohr e sua estrutura, da caracterizacao do espago de configuracao quantico
nesta estrutura, etc. Muitos aspectos matematicos sao apresentados e discutidos. A importan-
cia deste capitulo reside no fato de que ele nos fornece uma base solida para construirmos
um espaco de configuragao quantico para o modelo JT, seguindo de perto a representacao de

polimeros para campos escalares |63, 64].

Por fim, no Capitulo 7, tratamos da quantizacao do modelo JT. Neste capitulo, obtemos um
espaco de configuragdo quantico a partir da compatificacao de Bohr da linha real, construi-
mos o respectivo espaco de Hilbert cinematico, definimos de forma consistente o operador de
volume. Finalmente, tratamos da dinamica do modelo ao nivel quantico via a implementacao
dos vinculos oriundos da teoria classica do modelo JT no gauge temporal em um espago de

Hilbert adequado. E bom destacarmos, que a implemetacio dos vinculos ao nivel quantico é
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um trabalho dificil e ainda inacabado em 3 + 1-dimensoes [12]. Em nosso caso, nao ¢ diferente.
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Capitulo 2

Introducao a gravidade quantica

2.1 Gravidade Quantica: Motivacao

A visao atual em Fisica é a de que existe quatro interacoes fundamentais: a interacao forte, a
interacao fraca, a interagao eletromagnética e a interagao gravitacional. A descricao quantica
destas trés primeiras interagoes ¢ bem conhecida no famoso Modelo Padrao da fisica de particu-
las. As interacoes sao transmitidas através da troca de particulas intermediadoras. Porém, a
ultima interacao, a interacao gravitacional, é descrita pela teoria de Einstein da relatividade
geral, que é uma teoria classica que descreve o campo gravitacional como um campo tensori-
al métrico suave sobre uma variedade, isto é, a geometria do espago-tempo quadridimensional.
Nesta descricao da interacao gravitacional nao temos h, e consequentemente, nao ha uma estru-
tura quantica do espago-tempo. Assim, ha uma inconsisténcia fundamental em nossa descri¢ao
atual do mundo fisico. Se aceitarmos a suposicao de que nosso mundo é quantizado ampla-
mente em um nivel fundamental, todas as interacoes deveriam ser descritas fundamentalmente
a partir dos conceitos, bem estabelecidos, da mecanica quantica. Como resultado, o campo

gravitacional também deveria ter uma “estrutura de quantica”.

Ao longo do ultimo século, a nossa compreensao da Natureza melhorou consideravelmente
partindo da macroescala para a microescala, incluindo os fendémenos moleculares, atomicos,
subatomicos, chegando na escala das particula elementares. O Modelo Padrao de fisica das
particulas concorda com todos os testes experimentais feitos em laboratorio até o presente mo-

mento (veja por exemplo, [1]). Infelizmente, devido & grande quantidade de energia exigida, ne-
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nhum teste experimental que envolva processos proximos a escala de Planck (lpjank = +/Gh/c® ~
10733¢m e tpranck = +/Gh/c® ~ 107%3s) pode ser feito. A escala de Planck aparece naturalmente
em todas as tentativas de formularmos uma teoria quantica da gravitacao, sendo lpjank € tplank
dadas em termos de combinacoes tnicas da velocidade da luz ¢, a constante de Planck A, e
a constante gravitacional GG, tendo respectivamente, as dimensoes de comprimento e tempo.
Argumentos dimensionais sugerem que na escala de Planck a estrutura suave do espaco-tempo
seja rugosa e cheia de fraturas, dessa forma a teoria quantica de campos usual se torna invalida
nesta escala, uma vez que a teoria quantica de campos depende de um espaco de fundo suave e
fixo apriori. Neste sentido, acredita-se que deveriamos ir além do Modelo Padrao para explorar-
mos uma nova fisica perto da escala de Planck que poderia ser, uma teoria quantica de campos
independente do espaco-tempo de fundo, e esta teoria quantica deve incluir necessariamente
a gravidade. Espera-se entao que uma teoria quantica da gravidade resolva pelo menos, as

seguintes dificuldades fundamentais.
e Gravitacao Classica - Inconsisténcia com a quantizacao da matéria

A equacao relacionando a matéria e o campo gravitacional é a famosa equagao de campo de

Einstein:

Ru) = 3R = T (0), 2.)

onde o lado esquerdo da equacao esta relacionado com a geometria do espago-tempo, o qual
possui uma estrutura classica, enquanto que o lado direito da equacgao esta relacionado com o
campo de matéria, descrito fundamentalmente pela mecanica quantica no modelo padrao de
particulas elementares. Na teoria quantica de campos o tensor energia-momento do campo
de matéria pode ser descrito em termos do operador YA’W. Uma possivel forma de manter a
geometria cléssica consistente com a quantizacdo da matéria é trocarmos 7,,(g) pelo valor
esperado < T w > em relacao a um dado estado quantico da matéria sobre um espago-tempo
fixo a priori. Contudo, na solucao desta equacao o fundo g,, serd modificado devido ao fato
de < TW > nao se anular. Assim, devemos introduzir uma nova métrica na definigdo do valor
esperado do vacuo. O resultado destas interacoes sucessivas em geral nao converge |2]. Por
outro lado, existem alguns argumentos que mostram que o tratamento semiclassico pode violar
o principio de superposi¢do em mecanica quantica [3]. Estas inconsisténcias nos motivam a

quantizar a geometria de fundo na esperanca de obtermos uma descri¢ao consistente em termos

de um operador para o lado esquerdo da equacdo (2.1).
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e Singularidade na Relatividade Geral

A teoria de Einstein da Relatividade (Geral é considerada uma das teorias mais elegantes do
século 20. Muitos testes experimentais confirmaram a teoria no dominio classico [4]. Porém,
Penrose e Hawking mostraram que singularidades sao inevitaveis em espacos-tempos gerais na
presenga de matéria satisfazendo determinadas condi¢oes (um bom resumo pode ser encontrado
em [5,6]). Desse modo, a relatividade geral fratura certas regides do espago-tempo de um modo
geral. Naturalmente, esperamos que em dominios de campo gravitacionais fortes, proximos as
singularidades, a teoria classica da gravidade possa ser substituida por uma teoria quantica da

gravidade, ainda desconhecida.
e Infinitos em Teoria Quantica de Campos

E bem conhecido que ha problemas de infinidades em teoria quantica de campos no espaco-
tempo de Minkowski [7-9]. No espago-tempo curvo, o problema de divergéncias ultravioletas
¢ um pouco mais complicado, os processos de renormalizagao no espaco-tempo curvo sao am-
biguos. Embora muitos progressos tenham sido feitos nos esquemas de renormalizacao aplicados
a teoria quantica de campos no espago-tempo curvo [10,11], uma teoria fundamentalmente sa-
tisfatoria ainda esta longe de ser obtida. Assim, esperamos que alguma teoria quéntica da
gravitacao na escala de Planck (escala fundamental) possa fornecer um regulador natural que
cure as infinidades que aparecem na teoria quantica de campos usual. A situagao da teoria
quantica de campos sobre um espaco-tempo fixo a priori, pode ser vista como a mecanica quan-
tica para particulas em um campo eletromagnético antes do estabelecimento da eletrodinamica
quéntica, onde a particula (o ator) é quantizada, mas o campo eletromagnético de fundo é clas-
sico (o palco). A historia nos sugere que tal situagao semiclassica seja apenas uma aproximacao

de uma teoria mais fundamental.

2.2 O Proposito da Gravidade Quantica de Lacos (Loop
Quantum Gravity - LQG)

A pesquisa em gravidade quantica é muito ativa. Muitos programas de quantizagao para gravi-
dade estdo sendo levados a cabo (para um resumo veja, por exemplo, [12]). Entre as diferentes

abordagens, a ideia da gravidade quantica encontra suas raizes em pesquisas feitas pela co-
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munidade de relatividade geral. Como consequéncia, ao seguirmos de perto as motivacoes
da relatividade geral, temos o nascedouro de uma teoria quantica independente de fundo. A
Teoria da Relatividade Geral é uma teoria de campo independente do fundo, par excellence.
Grosseiramente falando, a gravidade quantica de lagos é uma tentativa de se construir uma
teoria quantica da gravidade quadridimensional, matematicamente rigorosa, nao-pertubativa
e independente do fundo. O projeto da gravidade quantica de lacos herda a ideia béasica de
Einstein de que a gravidade é fundamentalmente uma teoria da geometria do espago-tempo.
Neste ponto acreditamos que a teoria quantica da gravidade é uma teoria quantica da geome-
tria do espago-tempo com a invariancia de difeomorfismo (para uma discussao sobre o assunto
ver, [12,13]). No processo de quantizacao, primeiramente lancamos mao da relatividade geral
no formalismo Hamiltoniano como uma teoria de campos de gauge de Yang-Mills invariante
de difeomorfismo com um grupo (interno) de gauge compacto. Dessa forma, a construgao da
gravidade quantica de lacos pode ser aplicada a todas as teorias de campos de gauge indepen-
dentes do fundo. Portanto, é justo dizermos que a gravidade quantica de lacos é uma teoria

quantica de campos de gauge independente do fundo.

Todas as teorias de campos classicas, diferentes do campo gravitacional, estao definidas em
um espago-tempo fixo, o qual prové um cenario adequado para a quantizagao perturbativa no
espaco de Fock. Porém, a relatividade geral estd definida somente sobre uma variedade, e
portanto, ela é uma teoria de campos classica independente do fundo, desde que a gravidade é,
ela mesma, o seu fundo. Vemos entao, que a gravidade ¢ muito diferente de outros campos por
construc¢ao [13,14], isto é, a gravidade nao é s6 o palco de fundo, mas é também o ator principal.
Isto conduz a muitas dificuldades no entendimento da relatividade geral e sua quantizacao, uma
vez que nao podemos seguir as mesmas estratégias utilizadas na teoria quantica de campos usual.
Contudo, um resultado surpreendente na gravidade quantica de lacos, ¢ que este programa sendo
independente de fundo pode nos ajudar a evitar muitas dificuldades que naturalmente surgem
na teoria quantica de campos usual. Na teoria quantica de campos perturbativa no espago-
tempo curvo, a definicao de algumas quantidades fisicas basicas, como o valor esperado do tensor
energia-momento, é ambiguo e é dificil calcular a back-reaction dos campos quanticos no espaco-
tempo de fundo. A partir disto, podemos especular que a dificuldade estéa relacionada ao fato
de que a formulacao da teoria quantica de campos usual é dependente do fundo. Por exemplo,
o estado de viacuo de um campo quantico esta relacionado a estrutura do espaco-tempo que
assume um papel essencial na descricao da teoria quantica de campos no espago-tempo curvo e

nos esquemas de renormaliza¢ao desta. Contudo, se o programa de quantizacao por construcao
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é independente do fundo e nao-pertubativo, pode ser possivel resolver estes problemas. Na
gravidade quantica de lacos nao assumimos a priori uma meétrica de fundo, todos os campos,
o campo gravitacional e os campos de matéria sao acoplados e flutuam naturalmente um com

respeito ao outro sobre uma variedade comum.

Nas sec¢oes seguintes faremos uma breve revisao da construcao basica da gravidade quantica de

lacos, a qual é completamente diferente da teoria quantica de campos usual.
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Capitulo 3

Fundamento Classico

3.1 Formalismo Lagrangiano

Na tentativa de quantizarmos canonicamente a gravidade classica, precisamos fazer uma analise
canbnica (Hamiltoniana), afim de obtermos um formalismo canénico adequado para a teoria
classica em questao, que possa ser representado de modo consistente sobre um dado espaco de
Hilbert. Um formalismo canénico da relatividade geral bem conhecido, é o formalismo ADM
(geometrodinamica) derivado a partir da acao de Einstein-Hilbert [6,15], o qual apresenta in-
consisténcias ao nivel quantico. Outro formalismo famoso em relatividade geral é o formalismo
de Palatini, onde a tetrada e a conexao sao consideradas varidveis dinamicas independentes.
Porém, a dinamica derivada da acao de Palatini envolve as mesmas dificuldades que aparecem
no momento da quantizagdo, como no caso de Einstein-Hilbert [16,17|. Em 1986, Ashtekar
apresentou um formalismo dinamico da conexao para a relatividade geral no qual havia um
vinculo Hamiltoniano relativamente simples, e isto acabou por abrir a porta para aplicacao de
técnicas de quantizac¢ao inspiradas na teoria de campos de gauge [18-20]. Porém, uma desvan-
tagem do formalismo apresentado por Ashtekar, é que as varidveis canonicas eram complexas,
e assim, condicoes de realidade complicadas precisavam ser implementadas para se representar
a relatividade geral. Além disso, a quantizacao baseada na conexdo complexa nao podia ser
levada a cabo rigorosamente, visto que o grupo de gauge interno é nao-compacto. Em 1995,
Barbero modificou as variaveis de Ashtekar obtendo um sistema de varidveis reais canonicas
para a teoria dinamica das conexoes [21]. Holst entao, construiu a acao de Palatini generalizada

(que mais tarde ficou conhecida como agao de Holst) para dar suporte a dindmica das conexdes
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reais de Barbero [22]. Embora haja um parametro livre (parametro de Barbero-Immirzi ) na
acao de Palatini generalizada e o vinculo Hamiltoniano seja mais complicado que o de Ashtekar,
o Hamiltoniano generalizado com conexoes reais, ¢ muito usado nos programas de quantiza-
¢ao. Deste modo, toda a andlise que se segue, serd fundamentada no formalismo de Palatini

generalizado (formalismo de Holst).

Considere uma quadrivaridade, My, sobre a qual as varidveis dinamicas bésicas no formalismo
de Palatini sdo a tetrada €/ e uma conexao w,’’ valorada na éalgebra de Lie so(1,3), onde os
indices latinos I, J, . .. referem-se ao grupo interno SO(1, 3) e os indices gregos pu, v, . .. referem-
se aos indices do espaco-tempo. Um tensor com ambos os indices de espago-tempo e indices
internos serd chamado tensor generalizado. O espago interno é equipado com a métrica de

Minkowski 7y (de assinatura —, +, 4+, +), de modo que a métrica do espago-tempo é dada por

_ I.J
g,ul/ - nIJeMey7 (31)
onde ei ¢ a tetrada inversa.

A acdo de Palatini generalizada, a qual nés faremos uso é dada por [23]:

1 1
Splet, w,'] = o /M d'z eehe’ (QW” + ZEQLQWKL), (3.2)
4

onde ¢ € o determinante de e/, (a raiz quadrada do determinante da métrica g, ), €/, é o simbolo

de Levi-Civita interno, v é o parametro real de Immirzi-Barbero, e a curvatura 2-forma Q7

pv

valorada na algebra de Lie so(1,3) é dada por:
Qi‘i = QD[H(.UV}IJ = QMVU — &,qu + wulK Awyi?, (3.3)

onde D, é a derivada covariante em relacao a wul 7. Notemos que a acdo de Palatini generalizada
recai na agao usual de Palatini quando % = 0 e obtemos o formalismo de Ashtekar auto-dual
(anti-dual) quando % = +i. Além disso, além das transformacoes de difeomorfismo do espaco-

tempo, a agdo é também invariante sob as rotagoes de SO(1, 3):
(e,w) — (,w) = (b e, b~ 'wb + b tdb), (3.4)

para uma dada fungao b valorada em SO(1, 3) sobre M,. As equagoes de campo gravitacional

sao obtidas através da variagao da agio em relagdo a ef e w,’’. Primeiramente, vamos estudar
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a variagao da a¢ao em relagdo & conexio w,’/. Assim,
5QU (d&u”)w, + &uulK Awyr’ + w# BN Swy i’ = 2D[M5wV}U. (3.5)

Desta forma obtemos,

1 , 1
1 IJ 1 KL " v

onde usamos o fato que D, \* = 9, \* para toda densidade tensorial de peso +1 e negligenciamos

o termo de superficie. Entao, obtemos a seguinte equacao de movimento:
v 1 ~uvpo K _L
D, [eelfel] = _Z_ID”[U €rIKLe, €5 = 0, (3.7)

onde P & o simbolo de Levi-Civita espaco-temporal. Esta equacao é equivalente & primeira

equagao de Cartan (condigdo de tor¢do nula):

D[uei} =0, (3.8)

1J

a qual implica que w,'’ ¢ completamente determinada pela tetrada ef. Como resultado, o

segundo termo da agao (3.2) pode ser calculado como:

1JKL
€GI€J€ Q,uz/ KL — 77” pUR,uypaa (39)

o qual desaparece, por causa, das propriedades simétricas do tensor de Riemann. Assim, a
acao de Palatini generalizada recai na acao de Palatini que nos fornece a equacao de campo de

Einstein.

3.2 Formalismo Hamiltoniano

Afim de fazermos a analise Hamiltoniana da agao (3.2), supomos que o espago-tempo M, é
topologicamente equivalente a >3 x R, sendo Y3 uma varidade compacta tridimensional sem
bordo. Introduzimos uma foliacao parametrizada por uma funcao suave t e um campo vetorial

t*, tal que, t*(dt), = 1 em My, onde t* pode ser decomposto em relagdo ao vetor normal
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unitario n* de X3, da seguinte forma,
t' = Nn* + NH, (3.10)

onde N & chamado funcao de lapso e N* o vetor de shift [6,15]. O vetor normal interno é

1

definido como n' = n“eﬁ. E conveniente fazermos uma fixacao de gauge parcial, isto é, fixamos

I InJ —

o campo vetorial interno n' com n;n —1. Podemos ver que esta fixacao de gauge nao

impoe nenhuma restricio real a dinamica !. Desse modo, o espaco vetorial interno V, 3 + 1-

dimensional, pode ser decomposto em um subespaco tridimesional W ortogonal a n!, o qual
é um espaco interno sobre Y. Em relacdo ao campo vetorial normal interno n! e ao campo
vetorial normal espago-temporal n*, os mapeamentos (projegoes), interno e espago-temporal
sdo chamados de ¢! e ¢, repectivamente, onde usamos os indices 4, j, k, ... como indices do
espaco interno tridimensional e os indices a, b, ¢, . . . como indices do espaco Y. Assim, a métrica

reduzida interna J;; e a métrica reduzida espacial sobre ¥, qq, sao obtidas através destes dois

mapeamentos. Estas duas métricas sao relacionadas por:
_ iJ
Qab = 0ij€,€), (3.11)

onde a cotriada ortonormal em Y é definida por e’ := eiq}q(’j. Agora, o grupo de gauge interno
SO(1, 3) é reduzido ao subgrupo SO(3), o qual deixa n! invariante. Finalmente, os dois simbolos

de Levi-Civita, sao definidos como:

€ijk = quCI}‘]CI}fnLELIJK7
Nabe = Q5QZQ£t0nUuupa (312)
onde o simbolo de Levi-Civi ¢, interno é um isomorfismo da algebra de Lie so(3). Agora,

usando a conexao 1-forma w,’/, podemos definir duas 1-formas sobre X, valoradas na algebra

de Lie so(3), da seguinte forma:

I, = EQQQ}EQLRJ%KL,
K, = qdiw.n;, (3.13)

!Contudo, h4 alguns argumentos de que tal fixacdo é um modo ndo-natural de se quebrar a simetria de
Lorentz interna (ver, por exemplo, [24])
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onde I' é a conexao de spin sobre Y e K esta relacionado & curvatura extrinseca de . Depois
de fazermos a decomposicao 3+ 1 e a transformagao de Legendre, a agao (3.2) pode ser escrita

como [22]:

Sp = / / dx [Ea.ctA;—Htoml (A;,ﬁf,Ai,N, N)] (3.14)
RJX

a partir da qual, a estrutura simplética sobre o espaco de fase é obtida como,

{Ai@), P } = j0to(x — ), (3.15)

onde a variavel de configuracao e momento conjugado sao dados, respectivamente, por:

Ay = T +K,
pa 1 abe j k 1 a
P = %77 €ijk€lCs = R—yw |detqlef, (3.16)

onde detq é o determinante da métrica tridimensional ¢, sobre 3, e portanto, detq = (k7y)3det P.
Na defini¢do da variavel de configuragao A’, devemos enfatizar que a conexao de spin '’ é
completamente determinada pela triada e (condi¢do de tor¢do nula) (Para uma analise mais
detalhada ver, [22]). No formalismo Hamiltoniano partimos dos campos (A, P%), entdo, as
variaveis béasicas e os parénteses de Poisson dessas varidveis nao dependem do parametro de
Barbero-Immirzi y. Porém, para o caso da gravidade classica pura, as teorias com diferentes
v estao relacionadas por transformacoes candnicas. Contudo, o espectro dos operadores geo-
métricos sao modificados para diferentes valores de . Por exemplo, o calculo nao-pertubativo
da entropia do buraco negro é compativel com a formula de Bekenstein-Hawing para um valor
especifico de «, no caso v = In2/mv/3 [13,25]. Em adicio ao que foi dito, tem sido discutido

se efeitos fisicos oriundos do parametro de Barbero-Immirzi v podem ser observados, quando o

campo gravitacional é acoplado a férmions [26].
Na acdo (3.14), a densidade Hamiltoniana Hiota € uma combinagao linear de vinculos:
Htotal — A/\Z(;’z —|— NaCa + NC, (317)

onde A' = —%eﬁkwtjk, N e N° (fungoes de lapso e shift, respectivamente) sdo os multiplicadores
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de Lagrange. Os trés vinculos acima sao dados por [23]:

Gi = Daﬁ)ia = 8[1]51»“ + EijkAip]?,

C = — PP Y — 201+ ) KK}

2/|detq] "’ @
e (3.18)

onde a variavel de configuragao A’ toma a forma de uma conexao valorada na algebra de Lie

s0(3) sobre 3 e F', é uma 2-forma (curvatura de A’),

a

Fy = 2D Ay = 0,4, — 9, Al + €5, AL A} (3.19)

Em um sistema dinamico com vinculos, a andlise dos vinculos é essencialmente importante,
porque ela reflete a invariancia de gauge do sistema. A partir dos vinculos (3.18), n6s podemos
conhecer a invariancia de gauge da teoria. O vinculo de Gauss GG; = 0 tem uma importancia
crucial na formulacao da relatividade geral com relacao a teoria dinamica das conexdes. O

funcional correspondendo ao vinculo Gj,
G(A) = /Zd?’:rAiGi(x), (3.20)
gera as seguintes transformacoes sobre o espaco de fase,
{4u(2),6(N)} = —DuN'(z),
{Pr.ow)} = M@ (3.21)

onde temos, justamente, as versoes infinitesimais da transformacao de gauge para a conexao

1-forma A e a rotacao interna para o campo vetorial densitizado 15,

~ b o 7 _1=b
(A, P) = (g7'Aug + g (dg)a, g7 'P g). (3.22)
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Afim de compreendermos a acao do vinculo C, = 0, consideremos o funcional,

7

V(N) := /E Br(NPIFi, — (NYA)G,). (3.23)

Ele gera as transformacoes de difeomorfismos espaciais na dire¢ao do campo vetorial N sobre

X,

{Pr@. v} = LgPi). (3.24)

O vinculo escalar suavisado (funcional escalar) ¢ fracamente equivalente ao seguinte funcional,

S(N) = /Zd?’xN(:L‘)(j(x)

oN—_J
2 Js \/ |detq|

Ele gera gera a evolugao temporal infinitesimal de 3. A algebra dos vinculos, isto é, os parénteses

[eiijfb —2(1+ ") K|, K7 |- (3.25)

de Poisson entre estes vinculos desempenham um importante papel no programa de quantizacao.

Assim, a partir de 3.18 temos a seguinte algebra:

{G(0),G(\)} = G(IA,N)),
{am), v} = —a(Lgn)

[G(A), SV} = o,

(v v} = v(N. ),

vy, s} = —siegm),

[SIN), (M)} = =V((NOM — MON)g™)

—G((NOyM — MO,N)q™A,)

[P0, N, P, M] )

~a g (R (3.26)

onde |detq|q® = /i2'y2]52-“ﬁ’;’5"j. Note que todos os vinculos sao de primeira classe. Ainda,

a evolucao dos vinculos é consistente, desde que a Hamiltoniana H = fz APxHiora ¢ uma
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combinacao linear dos funcionais dos vinculos. As equacbes que nos fornecem a evolucao do

par canonico basico, sao:
LA ={ALH}, LiP= {Pﬂ,H}. (3.27)

Junto com as equacoes de vinculos, essas equagoes sao completamente equivalentes as equacoes
de campo de Einstein. Assim, a relatividade geral pode ser vista como uma teoria dinamica

das conexdes com uma estrutura de grupo compacto 2.
e Transformagao Candnica

A construcao que fizemos anteriormente pode ser formulada em termos das transformacoes
canodnicas, desde que o espaco de fase das conexoes dindmicas seja o mesmo da triade. No
formalismo de tetradas o par conjugado basico consiste da triade densitizada Ef = vP? e a
curvatura extrinseca K. O Hamiltoniano e os vinculos sao dados por:
Yol
Htotal - Ale + NaCa + NC:

r_ kysda

Gi = € KaEk:7

_ 7 J

C, = EiV K,

11 o
C = —[é\detq\RJrE} EVKIK]), (3.28)

/|detq|

onde V, é operador derivada generalizado compativel com a triade e} e R é o escalar de

curvatura. Desde que, Ef é um vetor de peso 1, temos
V. E! = 0,E + ;" T EL = 0. (3.29)
Podemos construir a lei de Gauss desejada como,

1 -
G; = —V.E+G]
g

= 0,P" + € (19 + K1) Py, (3.30)

a qual ¢ fracamente zero® por contrugao. Isto nos motiva a definir a conexao A? = T +

2Para uma discussdo rigorosa sobre este e outros assuntos relacionados, encorajamos o leitor a estudar o
livro de T. Thiemann [12].

3Dizemos que uma quantidade é fracamente zero, isto é, ¢ ~ 0, quando a igualdade forte ¢ = 0 for verdadeira
sobre uma hipersuperficie de vinculos do espago de fase.
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vK:. Além disso, pode-se provar que a transformacao do par (EZ, K}) no par (P?, A]) é uma
transfomagao canonica [12,21], isto é, a algebra de Poisson das variaveis dinamicas bésicas é

preservada sob esta transformacao,

. N Eo
Ef — B'=—,
g
K] w— A} =T} +~Kj, (3.31)

€omo,

{Pr), )} = {B@), kW) = ol — ),
{4i@), 4} = {Ki(). K@)} =0,

{Pr), Py} = {Ee@) Bhw)} =o. (3.32)

e Preparacao para a Quantizagao

A vantagem de uma teoria dinaAmica das conexoes é que esta é conveniente para a quantizacao
levando em conta a independéncia de fundo. No procedimento de quantizacao a algebra quantica
dos observaveis elementares sera gerada pelas holonomzias, isto €, a integral da conexao sobre
uma dada curva, e o flurzo elétrico, isto é, a integral da triade sobre uma dada superficie
bidimensional. Assim, a informacao acerca da geometria de fundo nao é necessaria para definir
a algebra quantica. A partir de agora, trabalharemos com o grupo SU(2) em vez do grupo
SO(3). Uma das razoes estd no fato que ao trabalharmos com o grupo SU(2) podemos acoplar
férmions a teoria. Esta mudanca nao danifica a teoria, visto que, a algebra de Lie de SU(2) é
a mesma de SO(3). Devido as propriedades do grupo compacto SU(2), tais como, a medida de
Haar e o teorema de Peter-Weyl, podemos obter uma representacao independente do fundo da

algebra quantica e a decomposicao em redes de spin do espaco de Hilbert cinematico [12].
e Analise da Algebra dos Vinculos

A 4lgebra classica dos vinculos (3.26) é uma algebra de Poisson de dimensdo infinita. Infe-
lizmente, ela nao ¢ uma algebra de Lie desde que o paréntese de Poisson entre dois vinculos
escalares tem uma funcao que depende das variaveis dinamicas. Isto causa problemas quando
tentamos resolver os vinculos quanticamente. Por outro lado, podemos ver a partir de (3.26)

que a algebra gerada pelos vinculos de Gauss forma nao somente uma subélgebra, mas também
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um ideal na algebra completa dos vinculos. Assim, podemos resolver primeiro os vinculos de
Gauss independentemente dos demais. E conveniente encontrarmos uma algebra quociente em

relacao a subdlgebra gerada pelos vinculos de Gauss, como

—

(v v} = VN ),
(v, s} = —s(egm),

{S(N).S(M)} = —V((NO.M — M,N)q™), (3.33)

a qual, desempenha um papel crucial na resolucao dos vinculos quanticamente. A subalgebra
gerada pelos vinculos de difeomorfismo nao pode formar um ideal. Consequentemente, os
procedimentos para se resolver o vinculo de difeomorfismo e o vinculo escalar (Hamiltoniano)
estao entrelacados um no outro. Isto conduz a certas ambiguidades na construcao do operador
Hamiltoniano (vinculo escalar quantico) [27,28]. Felizmente, Thiemann em seu Master Cons-
traint Programme aborda estes problemas como um todo, através da introducao de uma nova
algebra classica dos vinculos [28|. Esta nova algebra é uma algebra de Lie onde os vinculos
de difeomorfismos formam um ideal. Contudo, a despeito deste e de outros esforcos, estamos
longe de resolver completamente e consistentemente o problema da implementacao do vinculo

escalar [12].

Para finalizarmos este capitulo, indicamos a referéncia [29] como uma boa introdugio sobre a

analise candnica para pedestres.
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Capitulo 4

Aspectos Estruturais da Gravidade

Quantica de Lacos - LQG

4.1 Espaco de Configuracao Quantico

Em mecanica quantica, o espago de Hilbert cinematico é £3(R?, d®z), onde R? ¢ o espago de
configuragao classico de uma particula livre com finitos graus de liberdade, e d®z ¢ a medida
de Lebesgue sobre R®. Em teoria quantica de campos, é esperado que o espaco de Hilbert
cinemético seja L2 sobre o espago de configuracao dos campos (que é de dimensao infinita),
em relacao a uma dada medida de Borel. Porém, é frequentemente arduo definir uma concreta
medida de Borel sobre o espaco de configuracao classico, visto que a teoria de integracao
envolve espagos de dimensdo infinita [30,31]. Assim, precisamos introduzir o conceito de espaco
de configuracao quantico como uma extensao satisfatoria do espago de configuragao classico
de forma que uma medida de dimensao infinita, frequentemente chamada medida cilindrica,
possa ser definida. Um exemplo para o campo escalar pode ser encontrado em [23,32|. Para a
gravidade quantica, deve-se enfatizar que a construgao do espaco de configuragao quantico deve
ser independente de fundo. Felizmente, a RG tem sido formulada como uma teoria dinamica

das conexdes SU(2), o que é de vital importancia no desenvolvimento da LQG.

O espaco de configuracao classico para o campo gravitacional, o qual denotaremos por A, é o
conjunto de todas as conexoes (1-forma) su(2)-valoradas suavemente distribuidas sobre . A

ideia da construcao do espaco de configuracao quantico é devida ao conceito de holonomia.
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Defini¢ao 4.1.1 Dada uma conexdo suave A’ e uma curva analitica ¢ com parametro s €
[0,1] com suporte sobre um subconjunto (suporte compacto)de X, a correspondente holonomia

é definida pela solugao da equagio de transporte paralelo [33],

%h(c, s) = —[ALén]h(c, s), (4.1)

com valor inicial h(c,0) = 1, onde ¢* € o vetor tangente & curva ¢ e 7; € su(2) constitui uma
base ortonormal com respeito a4 métrica de Killing-Cartan n(&s) = —2Tr(&s), que satisfaz

73, 7;] = €";71.. Desta forma, a holonomia é um elemento de SU(2), o qual é expresso como,

h(c) = Pexp(—/0 [ALc*r]ds), (4.2)

onde h(c) € SU(2) e P ¢ um operador de ordenamento ao longo de ¢ (ver nota de rodapé na

pdgina 382 em [33]).

A defini¢ao (4.1.1) pode ser estendida para o caso de curvas analiticas por partes via a relagao:
h(cy o ca) = h(cy)h(cy), (4.3)

onde o é um simbolo padrao para a composicao de duas curvas. E facil ver que a holonomia é

invariante sob reparametrizacao e covariante sob a mundanca da orientacao, isto é,
h(c™Y) = h(e)™". (4.4)

Agora podemos formular as propriedades da holonomia em termos do conceito de classes de

equivaléncia de curvas.

Definicao 4.1.2 Duas curvas analiticas ¢ e ¢ sao equivalentes se, e somente se, elas tém o
mesmo ponto inicial s(c) e o mesmo ponto final t(c), e as holonomias das duas curvas sao
idénticas, isto €, h(c) = h(¢) VA € A. Um classe de equivaléncia de curvas analiticas é

definida como sendo um edge, e um caminho analitico por partes é uma composicao de edges.

Para resumirmos, a holonomia é, na verdade, definida sobre o conjunto P dos caminhos analiti-
cos por partes com suporte compacto. As duas propriedades (4.3) e (4.4) implicam que a

holonomia para cada conexao em A é um homomorfismo a partir de P, o qual é chamado
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grupoide [34], no grupo de gauge compacto SU(2). A transformacdo de gauge interna e o

difeomorfismo espacial atuam covariantemente sobre a holonomia como,

h(e) = g(t(e)) " h(e)g(s(e)) e h(e) — h(poe), (4.5)

onde g ¢ uma fun¢ao no grupo SU(2) (dizemos SU(2)-valorada) sobre X e ¢ ¢ um difeomorfismo
espacial. Toda a discussao que fizemos até aqui foi sobre as conexdes suaves classicas em A.
Pois bem, o espago de configuragdo quantico para a gravidade quantica de lagos (Loop Quantum
Gravity) pode ser construido através da extensao do conceito de holonomias, desde que nao
necessitemos de uma estrutura de fundo extra. Assim, obtemos um espaco de configuracao

quantico A da seguinte forma,

Definicao 4.1.3 O espaco de configuracio quantico A € o conjunto de todas as conexdes quain-
ticas, as quais sao homomorfismos algébricos a partir de uma colecao de caminhos analiticos
por partes (sem a suposi¢io de continuidade), P, sobre ¥, no grupo de gauge compacto SU(2),

isto é, A := Hom(P,SU(2))*. Assim, para um h € A qualquer e um edge e em P,
hei oes) = h(e1)h(es) e h(e™) = h(e)™". (4.6)

As transformacoes das conexdes qudnticas sob as transformacoes de gauge internas e os difeo-

morfismos sao definidas pela equagao (4.5).

As discussoes feitas acerca das conexoes suaves mostra que o espaco de configuracao classico A
pode ser entendido como um subconjunto no espaco de configuracao quantico A. Além disto, o
teorema de Giles [35], mostra precisamente que uma conexao suave pode ser reobtida a partir

de suas holonomias variando o comprimento e a posicao dos caminhos.

Por outro lado, foi mostrado em [12,34] que o espaco de configuracdo quantico pode ser cons-
truido via a técnica de limites projetivos [31, 36, 38] e que o mesmo admite uma topologia
naturalmente definida. Afim de tornarmos a discussao mais precisa, necessitamos de algumas

definicoes:

Definicao 4.1.4 [12]

'E facil ver que a definicdo de A nao depende da escolha da segdo local no SU(2)-fibrado, desde que as
transformacoes de gauge internas deixam A invariante.
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1. Um conjunto finito de edges {e1,...,en} € dito ser independente se, e somente se, 0s edges

e; interceptam-se unicamente nos pontos iniciais s(e;) e nos pontos finais t(e;).

2. Um grafo T' € uma colegao de um conjunto finito {ey, ..., en} de edges e seus vértices, isto
é, seus pontos iniciais s(e;) e finais t(e;). Nos chamaremos de E(I') e V(I'), respectivamente,
o conjunto dos edges e de vértices de um grafo finito I'. Sendo Nr o niumero de elementos de

E().

3. £ € o conjunto de todos os grafos I.

Podemos equipar £ com uma rela¢io de ordem parcial < 2, definida por I' < I se, e somente
se, I' ¢ um subgrafo de I". Obviamente, para dois subgrafos I' e [V em £, existe um I'” € £, tal
que I', I < T, por exemplo, I = I UT". Definimos Ar = Hom(I", SU(2)™) como o conjunto
de todos homomorfismos a partir do grafo I' no grupo produto SU(2)" = @' SU(2). Note
que um elemento hr € Ar é completamente determinado pelos elementos h(e) do grupo SU(2),
onde e € E(T'), de modo que temos uma bijecdo natural A : Ap — SU(2)™, a qual induz uma
topologia sobre Ar, tal que, A é um homomorfismo topologico. Para um dado par I' < I",
podemos definir uma projecio sobrejetiva (mapeamento sobrejetivo) Prr = Ap — Ap através
da restricao do mapeamento hr de IV no subgrafo I'. Estas proje¢oes satisfazem a condicao
de consisténcia Prp o Prpr = Prre. Assim, a familia projetiva {Zp, Ppp/}mr, é obtida através
das construcoes feitas anteriormente. Com isto, o limite projetivo limp(Ar) é naturalmente

obtido [12].

Definicao 4.1.5 Limite Projetivo

O limite projetivo limp(Ar) da familia projetiva {7lp, Ppp/}r< ¢ um subconjunto do espaco

l“17
produto direto Ao = HreSZF: definido por

h%H(ZF) = {{hF}FGE |Ppp/h1w = hp,VF =< F/} . (47)

Devemos observar que a projecao Prp é sobrejetiva e continua em relagao a topologia de

SU(2)Mr. Nés podemos equipar o espaco produto direto A, := HF@ZF com a topologia de

2Uma relacdo de ordem parcial em £, é dita ser uma relacdo de ordem em £, se as seguintes condi¢des
forem satisfeitas: reflexividade (I' < T'), simetria (I' < I, I" < ' = I' = I") e transitividade (I' < I,

I" <T" =T < I"). Deve-se notar que nem todos os pares em £ necessitam ter uma relagdo de ordem.
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Tychonov [12,39,41]. Desde que, Ar é um espaco de Hausdorff compacto, pelo teorema de
Tychonov [12,39,41,42], A, também é um espaco de Hausdorff compacto. Diante deste fato,
pode-se provar que o limite projetivo, limr(Ar), ¢ um subconjunto fechado em A, , e portanto,
um espaco de Hausdorff compacto em relacdo a topologia induzida a partir de A.,. Podemos
encontrar uma relacao entre o limite projetivo e o espaco de configuracao quantico A construido

a priori. Na verdade, existe uma bijecdo O entre A e limp(A) [12]:

0: A — lilgrl(Zp);

h — {h’F}Fez )

onde h|p é uma restrigio do dominio do mapeamento h € A = Hom(P,SU(2)). Como resul-
tado, o espaco de configuracao quantico pode ser identificado com o espaco limite projetivo,
e portanto, equipado com uma topologia. Deste modo, o espago de configuracao quantico

construido é um espaco topolégico compacto de Hausdorff.

4.2 Funcoes Cilindricas sobre o Espaco de Configuracao

Quantico

Dado uma familia projetiva {Zp, Prr }R a funcdo cilindrica sobre o limite projetivo A desta

I

familia pode ser definida como se segue.

Definicao 4.2.1 Funcoes Cilindricas

Seja C(Ar) o conjunto de todas as funcoes complezas sobre Ar. Diz-se que duas funcies
fr € C(Ar) e frr € C(Ap) sdo equivalentes, ou cilindricamente consistentes, fr ~ fr, se,
e somente se, Pip, fr = Pl frr, VI = I', 1", onde P, € o pull-back [30] induzido a partir
de Prrv. Entdo, o espaco Cyl(A) das funcdes cilindricas sobre o limite projetivo A ¢ definido

como o espago das classes de equivaléncia [f], isto €,

Cyl(A) := [UrC(Ar)] / ~ . (4.8)

Proposicao 4.2.1 Todas as funcoes continuas fr sobre Ar sao automaticamente cilindricas,

desde que elas possam gerar uma classe de equivaléncia [fr] via o pull-back Pip,, VI" =T, e a
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dependéncia de P fr sobre os grupos associados aos edges em I (mas, nao em T") é trivial,

15to €,

(Plfl“’fr)(h(el)v s 7h(€Nr)7 R h(eN[‘/)) = fr(h(€1)7 R h(eNr))7 (49)

onde Ny € o numero de edges independentes do grafo I' . Por outro lado, por defini¢cao, dada

uma funcéo cilindrica f € Cyl(A), existe um grafo T, tal que f = [fr], de modo que f pode ser

identificada com fr. Além disto, dada duas funcées cilindricas f, f' € Cyl(A), pela defini¢ao

das funcoes cilindricas e pela propriedade do mapeamento projetivo, existe um grafo comum I’

€ fF7 f/F S C(VZF)7 tal que, f = [ff] € f/ - [fll"]

Seja f, f' € Cyl(A), tal que, f = [fr] e f/ = [fL], entdo as seguintes operacdes sdo bem
definidas

fH =+l =) 2f =i =1

onde z € C e f & o conjugado complexo de f. Desta forma, construimos Cyl(A) como uma

x-algebra abeliana. Além disto, existe um elemento identidade na algebra, pois Cyl(.A) contém

fungdes constantes. Ainda, podemos definir a norma do supremo para f = [fr], como sendo

I f]] == sup [fr(hr)l, (4.10)

hr€Ar

que satisfaz a propriedade C* ||ff|| = || f||*>. Entao, Cyl(A) é uma C*-algebra unitaria, depois

de fazermos o completamento em relagao & norma do supremo.

Um dos resultados conhecidos da teoria das C*-4lgebras é que uma C*-algebra abeliana unitaria
é idéntica ao espaco das funcgoes continuas sobre o seu espaco espectral via um isomorfismo
isométrico, chamado transformagao de Gel’'fand [12]|. Para encerrarmos esta segao apresentamos

o0 seguinte teorema [36,38|,

Teorema 4.2.1 FEspaco de configuracao quantico

(1) O espago Cyl(A) tem a estrutura de uma C*-dlgebra unitdria abeliana, apds fazermos o

completamento do mesmo, em relagio & norma do supremo. Obtem-se assim, Cyl(A).
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(2) O espaco de configuracdo qudntico A ¢ o espaco espectral de Cyl(A), de modo que Cyl(A)

¢ idéntico ao espaco das funcoes continuas C(A) sobre A.

4.3 O Espaco de Hilbert Cinematico

O proposito principal desta secao é o de construir um espago de Hilbert cineméatico H.i, para a
gravidade quantica de lacos, o qual é um espaco £? sobre o espaco de configuracio quantico A
em relacao a uma medida du. Existe uma medida de probabilidade para a gravidade quantica
de lacos bem definida sobre A, obtida a partir da medida de Haar sobre o grupo compacto
SU(2), a qual é chamada de medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski. Consideremos entao,
o caso onde um grafo I' possui apenas um edge e. Entao, o espaco de configuracao quantico
correspondente A,, ¢ idéntico ao grupo SU(2). As funcoes continuas sobre A, estdo contidas em
Cyl(A). Devido a compacidade de SU(2), existe uma tnica medida de probabilidade, medida

de Haar, sobre o mesmo, a qual é invariante sob translacoes a direita e a esquerda e ao inverso

dos elementos do grupo.

Teorema 4.3.1 [/8]

Dado um grupo compacto G e um automorfismo @ : G — G sobre ele, existe uma unica medida

duy sobre G, chamada medida de Haar, tal que:

/ dpp = 1, (4.11)
G
[ @nn = | fho)dun = | fiahidpn
G G G
— [ f = [ £o ol (112
G G
para todas as funcoes continuas f sobre G e para todo h € G.

Assim, equipamos A, com a medida g, = py. Similarmente, a medida de probabilidade
pode ser definida sobre um dado grafo I' com um nimero finito de edges através do produto
direto da medida de Haar, uma vez que Ar = SU(2)". Entdo, dado um grafo I, o espaco
de Hilbert é definido sobre Ar como Hr = L2(Ar,dur) = ®cerL?(Ae, dpe). Além disto, a

familia de medidas {ir};..qo definida sobre a familia projetiva {Zp, Ppp/}HF, é cilindricamente
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consistente,

/ (Prp fr)dpr =
A

= / (P;F’fr)(h(el)w"7h<€Nr)7"'>h(6Np/))d:u€1 "'d:ueNF "'d:uezvr,

A

— a fr(h(er), ... hleny)dpte, - -+ dpiey,
T/

= / frdur,
A

onde utilizamos as equagoes (4.9) e (4.11). Dada uma familia de medidas cilindricamente
consistentes {jir}r.q, a medida de probabilidade dy é tnica e bem definida no espago de

configuracio quantico A [36], a qual é descrita precisamente pelo seguinte

Teorema 4.3.2 [12]

Dada o familia projetiva {ZDPFF’ cujo o limite projetivo é A, e a familia de medidas

}r<r/
cilindricamente consistentes {jir}p.q construida a partir da medida de Haar sobre o grupo
compacto SU(2)NT | existe uma tinica medida de probabilidade de Borel reqular dp sobre o limite

projetivo A, tal que

/Afduz 2 frdur, Vf=[fr] € Cyl(A), (4.13)

que € garantido pela proposicao 4.2.1.

Desta forma, A é equipado com a medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski du e torna-se um
espaco de medida topologico [36,37|. Esta tnica medida define essencialmente um estado sobre a
algebra de holonomia-fluxo para a teoria de Yang-Mills, o qual é chamado de estado de Ashtekar-
Isham-Lewandowski na linguagem da construcao GNS [12|. Além disto, as propriedades da
medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski sao satisfatérias para a teoria de campos de gauge

invariante de difeomorfismos.

Teorema 4.3.3 A medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski € invariante sob as transformacoes

de gauge internas g(x) e sob difeomorfismos espaciais o, isto €,

/Agofd/i:/Afdu e /AsOOfduz/Afdu, (4.14)



36

Vf € Cyl(A).

Prova:

(1) (Invariancia de gauge interna)

/Agofd”:/ go frdur = Arfrdw://\fdu’ (4.15)

Ar

Vf = [fr] € Cyl(A), onde usamos

go fr(hler), ... hleny)) = flg(t(er)) " hler)g(s(er)), - . g(tleny)) " hleny)g(s(eny))),

levando em conta que a medida de Haar é invariante sob translacoes a direita e a esquerda e

ao inverso dos elementos do grupo.

(2) (Invariancia de difeomorfismo)

AwOfdu—/A

onde fuor = fr(h(poer),....,h(¢oen.)) e h(poe;) — h(e;) B

fnpoFd,uLpoF = | de,uF_/fd,ua (416)
Ar A

pol’

Com a construcdo de uma medida sobre A, o espaco de Hilbert cinematico Hey, ¢ obtido

diretamente como,
Hein = L2(A, dp). (4.17)

Afim de encerrarmos esta secao, vamos fazer algumas observacoes acerca das propriedades de

Hcin-
e Produto interno cinemdtico

Dado duas fungdes cilindricas f = [fr], f' = [fix] € Cyl(A), o produto interno £? entre elas é

definido como

< f|f/ >cin:: [4 (P;F//fl")(Pf’:lrnfl"/)du[‘// (418)
T/
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para um grafo I'”, tal que, I',T" < I'. Esta expressao é consistente com o produto interno
definido em (4.17) através da proposicao (4.2.1). Devemos notar que as fungdes cilindricas em
Hein sao densas em relacdo ao produto interno £2, do mesmo modo que elas sdo densas em
C(A) em relacdo a norma do supremo. Como resultado, o espaco de Hilbert cinematico Hein

pode ser visto como o completamento de Cyl(A) em relacao ao produto interno (4.18), isto é,

onde ( - ) significa 0 completamento em relagdo ao produto interno (4.18). Na proxima se¢ao

mostraremos que H, € um espaco de Hilbert nao-separavel.
e Independéncia de fundo e unicidade

E importante notarmos que todas as construcoes feitas anteriormente sdo independentes de
fundo. Além disto, a medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski sobre A é a tnica invariante
de gauge e invariante de difeomorfismo [43]. Portanto, o espago de Hilbert cineméatico (na
representagao de Ashtekar-Isham-Lewandowski) H, € unico, tal que, as transformagoes de

gauge e de difeomorfismo podem ser representadas como operadores unitarios sobre ele.

4.4 Decomposicao em Redes de Spin do Espaco de Hilbert

Cinematico

Nas secoes anteriores vimos que o espaco de Hilbert da gravidade quantica de lacos ¢ bem
definido. Nesta secao nos pretendemos mostrar que He, pode ser decomposto numa soma
direta de subespagos ortogonais unidimensionais. Isto nos permite definir uma base, chamada
base de redes de spin [44,45], no espago de Hilbert que consiste de um niamero nao-enumeravel
de elementos, o que implica na nao-separabilidade de H.,. Vamos mostrar essa decomposicao

em trés passos [46].
e Decomposicao em redes de spin sobre um tinico edge

Dado um grafo consistindo de um tnico edge e, o qual estd naturalmente associado com o
grupo SU(2) = A., os elementos de A, sdo conexdes quanticas que tomam valores nao-triviais

sobre o edge e. Assim, consideramos a decomposicio do espaco de Hilbert H, = £L2(A., d.) ~
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L£2(SU(2),dug), o qual nada mais é, que o espago das fungoes de quadrado integravel sobre o
grupo compacto SU(2) com o produto interno ordinério. E natural definirmos varios operadores
sobre H,. Em primeiro lugar, vamos definir o operador de configuracao f(h(e)) cuja atuacao
sobre um dado 1 no dominio denso de £2(SU(2), duy) nada mais é que a multiplicagao pela

funcao f(h(e)), isto ¢é,

f(h(e)v(h(e)) = f(h(e))t(h(e)), (4.20)

onde h(e) € SU(2). Em segundo, dado um vetor £ € su(2), ele gera um campo vetorial

invariante & esquerda L® e um campo vetorial invariante a direita R€) sobre SU(2) por,

LOU(e) = ot (he) exp(te)),

ROV = o (exp(—1)h(e))

para uma dada funcao ¢» € C'(SU(2)). Entao, podemos definir os operadores de momento sobre

um unico edge por,

JE =it e JB = iR, (4.21)

)

onde os geradores 7; € su(2) constituem uma base ortonormal em relagdo a métrica de Killing-
Cartan. Os operadores de momento tém relacoes de comutagao conhecidas a partir das relacoes

de comutagao dos operadores de momento angular da mecanica quantica:

8, T = ek (I, ) = e, I, [P, 5] = o, (4.22)

J

Terceiro, o operador Casimir sobre H, pode expresso como,
J2 = 54 JB) JE) = 50 jR) jOR) (4.23)
: ha) R E :
A decomposicao de H, = L2(SU(2),duy) é garantida pelo teorema de Peter-Weyl.

Teorema 4.4.1 [}7, 48]

Dado um grupo compacto G, o espaco L*(G,dug) pode ser decomposto como a soma direta
dos espacos de Hilbert (ortogonais) de dimensdo finita, e os elementos de matriz das classes de

equivaléncia das representacoes irredutiveis de dimensao finita de G formam uma base ortogonal
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em L*(G,dug).

Note que uma representacao irredutivel de dimensao finita de G pode ser considerada uma
fungao sobre G, assim, os elementos de matriz sao fungoes sobre G. Usando o teorema (4.4.1),

podemos encontrar a seguinte decomposi¢ao do espago de Hilbert:
L2(SU(2),dpg) = &;[H; @ H], (4.24)

onde j’s (semi-inteiros), caracterizam as representagoes irredutiveis de SU(2), H; é o espaco
que carrega a representagao j de dimensao 2j + 1 e H} o seu espago dual. A base {el ®el}
em H; ® H; mapeia um elemento do grupo g € SU(2) em uma matriz {7} ,(g)}, onde m,n =
—Js- .-, J. Assim, o espago H; ® H} ¢ varrido linearmente pelas fungoes mJ . das representagoes

7 equivalentes.

Proposicao 4.4.1 /49/

O sistema de funcgoes de redes de spin sobre H., que consiste de todos os elementos de matriz

{mI -} nas representacoes irreduliveis de dimensao finita, inderadas pelos semi-inteiros {j},

satisfaz

Y ML) “R) i

P = 30+ Vit 5w, = mmdy,, S0, = (4.25)
onde j € um numero qudntico chamado momento angular de spin e m,n = —j,...,J $40 0

ndmeros qudnticos magnéticos. As fungoes normalizadas {\/2] + 17 } formam uma base

mn

ortonormal em H,. pelo teorema (4.4.1) e

— 1
7, dpe = ———§" jém mOnin, 4.26

a qual € chamada de base de redes de spin sobre H.. Deste modo, o espaco de Hilbert sobre um

iunico edge foi decomposto em subespacos unidimensionais.

Note que o sistema de operadores {jQ, jéL), jéR)} forma um conjunto completo de operadores
comutantes em H.. Existe um estado de vdcuo ciclico no espaco de Hilbert, o qual é uma

representacao j = 0, . = 7/=° = 1, que representa a auséncia de geometria sobre o edge e.

e Decomposicao em redes de spin sobre um grafo finito
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Dado um grafo I' com Nr edges orientados e; e M vértices v, pode-se definir operadores de
configuracio sobre o espaco de Hilbert correspondente Hr = L2(Ap, dur) ~ L£2(SU(2), dug),

através de

f(h(e))(hler),. .. hleny)) = f(h(en)(h(er), ... Alent)). (4.27)

Os operadores de momentum Jl-(e’”) associado ao edge e conectado ao vértice v sao definidos

como,

~

JM=(1le.. . ®,e.. . o1), (4.28)

onde .J; = j-(L) se v = s(e), onde s(e) é o ponto inicial de e, e J; = ji(R) se v = t(e), onde t(e) é
o ponto final de e. Ainda, J (ew) — iX; () Note que J ) atua nio-trivialmente somente sobre
o espaco de Hilbert associado ao edge e. Deste modo, podemos definir um operador de vértice

associado ao vértice ¥ em completa analogia com o operador de momento angular,
[J]? o= 61 g1 Y (4.29)
onde,

=Yg, (4.30)

(e;v)
Obviamente, Hr pode ser decomposto pelas representacoes em cada edge e de I' como:

= @M @M, (4.31)

onde j := (j1,...,Jn) indexa a cada edge e uma representagao irredutivel de SU(2). Os espagos
de Hilbert associados a cada edge e sao alocados de acordo com os vértices onde os edges se

interceptam, de forma que para cada vértice v,
Hz/ s(e) __ =® HE e Hl/=t(6) =® Hg* (4 32)
i(s) s(e)=v'l; i(t) = Yt(e)=v/L; - .

O grupo de transformagoes de gauge g(v) € SU(2) em cada vértice estdo representadas re-

dutivelmente no espaco de Hilbert HJ.V(Z)S © Hj”(;t(e) de um modo natural. Assim, este espaco
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de Hilbert pode ser decomposto como uma soma direta dos espacos das representacoes irre-
dutiveis via a decomposi¢ao de Clebsch-Gordan:

Hyo' @ i = ©Hy,) (4.33)

J

Como resultado, Hr pode ser decomposto como:
Hr = &5(®, (DH],,) )] = B [@1(®.Hj(,) )] = 5[@1Hr 31 (4.34)

Ele também pode ser visto como a decomposicao do espaco dos autovetores dos operadores
comutantes [J2] (com autovalor I(I 4 1)) e [J¢)2 = (Wij]e Note que 1 = (Iy,...,ly) indexa a
cada vértice de I' uma representagao irredutivel de SU(2). Nés podemos aumentar o conjunto
de operadores comutantes para refinarmos a decomposicao do espaco de Hilbert. O subespago
de Hr com 1 = 0 é invariante de gauge, uma vez que a representacao das transformagoes de

gauge sao triviais.
e A decomposicao em redes de spin de Hein

Uma vez que Hcy, tenha a estrutura Hey, = (UreeHr), podemos construi-lo como a soma
direta dos espacos Hr cancelando apenas as componentes que se sobrepoem. Esta construcao

é descrita de forma precisa pelo seguinte teorema.

Teorema 4.4.2 [46/

Considere 0s j = (j1,-..,Jn) indexados aos edges de um dado grafol’ € £ e os L= (l1,...,lu)
indexados aos vértices. A representacao j € nao-trivial sobre cada edge, e a representacdo | €

ndo-trivial em cada vértice espirio®

, @ menos que, ele seja um ponto base de uma curva analitica
fechada (analytic loop). Seja H o espago de Hilbert composto pelos subespagos Hr, 3,1 de acordo
com a equacdo (4.34). Entao, Hen pode ser decomposto como a soma direta dos espagos de

Hilbert Hy., isto é,

Hein = EP M- (4.35)

reg

Uma vez que existe um ntmero nao-enumeravel de grafos sobre >, o espaco de Hilbert ci-

3Um vértice é chamado de esptirio se ele é bivalente e se e o e’ € um edge analitico com e e €’ se encontrando
em v.
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nematico H.n, € nao-separavel. Denotaremos uma base de redes de spin em H., por Il

s = (I'(s),js, ms,n,) € 0 vacuo Qi = [y = 1, onde

Oo= ] V2e+1n),. (e#0), (4.36)

ecE(I'(s))

que forma uma base ortonormal com < I Iy >gu= 6.. Ainda, Cyl.(A) C Cyl(A) é a

varredura linear* das fungoes de redes de spin II, para I'(s) = I.

A base de redes de spin é usada para construirmos a chamada representacao de redes de spin

na gravidade quantica de lacos.

Definicao 4.4.1 A representacao de redes de spin € o espaco vetorial H das funcoes a valores

complezos,
U:8—C; s— U(s),

onde S € o conjunto de todos 0s s que indexam os estados de redes de spin. H é equipado com

o sequinte produto escalar,

< U, W >:= Zm@(s),

ses

onde 0s V’s sio funcoes de quadrado integrdvel.
A relagao entre os espacos de Hilbert He Hein fica clara através da seguinte proposicao [12].

Proposicao 4.4.2 A transformacao
T:Hew— H; Wi U(s) i=<TI,, ¥ > (4.37)
€ uma transformacao unitdria com a MMversa

T = " W(s)ILL. (4.38)

seS

4Seja C' C V um conjunto de vetores. A varredura linear de C, denotado por span(C) é o conjunto de todos
os vetores de V' que podem ser escritos como uma combinagao linear finita de elementos de C.
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Assim, levamos a representacao de conexoes na representacao das redes de spin e vice-versa,
via a “transformada de Fourier” entre uma e outra representacao, onde o papel de nicleo da
integral é feito pela base de redes de spin. No espaco de Hilbert invariante de gauge da gravidade
quantica de lacos, a transformada de Fourier em relacao a base de redes de spin invariante de

gauge é chamada de loop transform [13,50].

Para concluirmos esta secao, vamos mostrar de forma explicita a representacao dos observaveis
elementares sobre o espaco de Hilbert cinematico He,. A agdo do operador momento candnico
P¢(S), onde S é uma superficie orientada com o vetor normal n,, sobre as funcoes cilindricas

Yr € Cylp(A) pode ser expressa como

Pr(S)vr({h(€)} cepm)

o | St
<

Z ZKJ (S,e) wr({h( )}eeE ))
ev('nS)

[N~
<

ST FOUSY = IS e ({h(€) epry). (4.39)
V(NS)

onde

=

se eNS =0, ou se n.e|, =0,

K(S,e) =

—_

se eNS =pengye?|, >0, (4.40)

—1, seenNS =penge, <0,

com €|, sendo o vetor tangente de e no ponto p. Ainda,

j(S,u) — j‘(el,y)_'__‘.+j(eu,u)

i(u) - i i ’

ji((%)y) = Jlwnt) oy jleurar) (4.41)
para os edges €1, ..., e, com n.e*|, >0 e eytq,. .., eyrq com nyé®l, <O0.

Pode-se mostrar ainda, que o operador pf(S) é um operador essenciamente autoadjunto sobre
Hein [12]. Além disto, podemos construir o operador de configuragao através das fungoes de

redes de spin:

e ({h(0)}eepry) = To{A(e) Feeprie¥r ({A(€) ee )
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onde podemos ver que [T, modifica o grafo, isto é,
ﬂs : Cylp(.?l) - Cylrur(s) (Z)

Estes operadores elementares da cinematica quantica estao bem definidos sobre H,.

4.5 Geometria Quantica

A cinematica quantica bem estabelecida tem o mesmo status da geometria Riemaniana antes do
aparecimento da relatividade geral, fornecendo uma fundamentacao matematica e um ambiente
dinamico para as equagoes de Einstein. Em vez de quantidades geométricas classicas como,
o comprimento, a area, o volume etc., as quantidades na geometria quantica sao operadores
sobre o espaco de Hilbert cinematico Hc,, e seus espectros servem como possiveis valores
das quantidades medidas. Os operadores quanticos geométricos construidos propriamente na
gravidade quantica de lagos incluem o operador de comprimento [51], o operador de area [12,
52,53|, dois diferentes operadores de volume [12,52,54], o operador Q [55], etc.. Recentemente,
a consisténcia do operador de volume tem sido checada para varias regularizacoes diferentes
|56, 57]. Diante do que ja foi comentado vamos definir de forma resumida mas precisa, os
operadores de area e volume que desempenham um papel importante na gravidade quantica de

lacos®.

Primeiramente, definimos o operador de area com respeito a uma superficie bidimensional S por
meio dos operadores elementares. Dada uma superficie fechada ou uma superficie sem bordo,
dividimos a mesma em um nimero N, muito grande, de pequeninas células de drea S;. Levando
em conta a expressao classica da area, tomamos a area de uma superficie bidimensional S como

o limite da soma de Riemann

As := lim [As|y = lim lﬁ’}/z \/Pi(SI)Pj(S[)&j.

N—oo N—oo
Desta forma, podemos obter um operador de area quantico sem ambiguidades a partir do
operador de momento canonico P;(8S) suavisado® por meio de fungdes constantes. Dada um

funcao cilindrica ¢¥r € Cyl:(A), a acdo do operador de area sobre i é definida no limite

’Para uma definigdo rigorosa dos operadores de area e volume encorajamos o leitor a estudar o livro de T.
Thiemann [12].
6Usamos o termo suavisado no ambio da teoria das fungdes generalizadas ou distribuigoes [58].



45

assumindo que cada célula de area contenha no méximo um ponto de intersecao v com o grafo

I', assim

Agihp = hm [AS]pr = hm /vyz \/P Sr) 4(81)(52'3'1%.
=1
O regulador N ¢ facilmente removido, uma vez que o resultado da atuacao de ﬁi(SI) nao muda
quando Sy é contraido a um ponto. Desde que, o refinamento da particdo nao afeta o resultado
da acao de [AS]N sobre v, o operador de area Ag (que é autoadjunto [12,53]) é bem definido

sobre H, e tem a seguinte expressao:

Asur = 4mylh ) \/ J(SV B ))(Ji(gt)y) ji(gisy))5ij1/fra (4.42)
veV(I'nsS)
onde jz((i v e jl.((‘z’)”) foram definidos em (4.41). Isto mostra que as combinagoes lineares finitas

das redes de spin em Hcy, diagonalizam As com autovalores dados por somas finitas,

ag = Anyl \/23 1) 4+ 25D G 4 1) — Gl 4y, (4.43)

- (u+d)

onde j®, j@ e j sao semi-inteiros arbitrarios obedecendo a seguinte condigao

R N R R Y R A (4.44)

Consequentemente, o espectro do operador de area é fundamentalmente, e puramente, discreto,
enquanto que sua aproximacao para o continuo melhora exponencialmente para autovalores
grandes. Todavia no nivel fundamental, a &rea é discretizada, bem como a geometria quantica.
Ainda, podemos ver que o autovalor de Ag néo se anula, nem sequer no caso em que somente
um edge do grafo intercepta a superficie em um tnico ponto, consequentemente a geometria

quantica tém um carater distribucional.

A forma do operador de volume de Ashtekar e Lewandowski foi introduzida primeiramente
em |[38], suas propriedades foram discutidas em [54]. Porém, uma descrigdo rigorosa e precisa

deste operador se acha em [12].

Dada uma regiao R com um sistema de coordenadas {z} fixado nela, podemos introduzir

a=1,2,3

uma particao de R, dividindo R em pequenas células de volume C, de tal forma que cada

célula C' é um cubo de coordenada de volume menor que € e duas células diferentes somente
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compartilham os pontos sobre os seus bordos. Em cada célula C, introduzimos trés superficies
bidimensionais s = (8!, 8%, 8%), de modo que z% é constante sobre S®. Esta particao (C,s) é

comumente denotada de P.. Assim, o volume de uma regiao R pode ser expresso classicamente

como,
Vi =lim» 3 /lac.l,
C
onde
_ (57)3 ijk P.(S%) P Sb P.(S¢
qc,s = 31 €7 Tabe i( ) 1( ) Z( )

Isto nos motiva a definir o operador de volume ingenuamente trocando P;(S%) por P,(S%):

Vi = lij%;\/ldash

on = O i, B(sB(SA(S),

Repare que dada uma funcio cilindrica ¢ € Cylp(A), os vértices do grafo I' devem ter uma
intersegdao nao-vazia com os pontos da tripla de superficies bidimensionais s = (S', 82, 8%) nas
correspondentes células. O operador f/ﬁ existe trivialmente devido a mesma razao ja discutida
no caso do operador de area. Contudo, o operador definido aqui depende da escolha das
orientagoes para a tripla de superficies s = (S, 8%, 8%), ou essencialmente da escolha do sistema
de coordenadas. Desta forma, ele ndo é unicamente definido. Desde que, para todas as escolhas
de s = (8',8%,83), os operadores resultantes tem um limite semi-classico correto, resolvemos
o problema imediatamente anterior, calculando a média dos diferentes operadores indexados
por s |54]. Este processo de calcularmos a média remove a liberdade na defini¢do do operador
de volume introduzindo uma constante global xy. O resultado da agao do operador de volume

(autoadjunto) sobre uma dada funcdo cilindrica ¢ € Cylp(A) é, entdo, dado por,

Vrir = ko Z |Gu,r|Yr, (4.45)

veV (T

onde

Gor = (8m713)? Z eFe(e, e e )j(e’y)j;e/’y)J,ie "), (4.46)

(676’76”7V)
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onde €(e, €', ") = sinal(€.p.£2€"¢"¢)|, com é* sendo o vetor tangente do edge e e €4 a orientagao

de X. O tunico ponto insatisfatério na definicao do operador de volume é a escolha ambigua de
ko. Todavia, discussoes recentes tem mostrado que a constante global indeterminada ¢ pode
ser fixada como sendo v/6 através da consisténcia entre o operador de volume e o operador de

triade [56,57].

4.6 Implementacao dos Vinculos Quanticos: Um breve co-

mentario

Depois de construirmos consistentemente o espaco de Hilbert cinematico H, da gravidade
quantica de lacos devemos implementar os vinculos neste espaco, afim de obtermos o espago
de Hilbert fisico que encerra completamente toda informacao da dinamica da relatividade geral
quantica, sendo o Hamiltoniano da relatividade geral uma combinagao de vinculos. Recordando
os vinculos (3.18) no formalismo Hamiltoniano e a algebra de Poisson dos mesmos (3.26), lem-
bramos que a subalgebra gerada pelos vinculos de Gauss G(A) forma uma algebra de Lie e

um ¢deal na algebra dos vinculos. Na prética resolvemos primeiramente os vinculos de Gauss

G

independentemente dos demais e encontramos como solugao o espago Hg, C Hein, 0 qual é

constituido por estados quanticos invariantes de gauge (transformagoes internas). Todos os
G

operadores invariantes de gauge sao bem definidos sobre Hg, . Porém, a condi¢ao da acao sobre

os estados invariantes de gauge frequentemente muda a estrutura do espectro dos operadores

geométricos quanticos. No caso do operador de area, o espectro depende de certas propriedades
G

globais da superficie S7. A mesma técnica utilizada para encontramos o espago HS, ¢ em andl-

D

ogo utilizada na obtencao do espago de Hilbert dos estados invariantes de difeomorfismo H,,.

Porém, em razao das orbitas de difeomorfismos nao serem compactas, os estados invariantes de

D
cin

difeomorfismos nao estao contidos em H.,. Em relacao a H., estes estados tem um carater
distribucional. Ainda, a subalgebra gerada pelos vinculos de difeomorfismo nao é um ideal na
algebra quantica e como consequéncia os vinculos de difeomorfismo e escalar estao de certa
forma entrelacados. Ja a implementacao do vinculo escalar é técnicamente e conceitualmente
mais dificil do que os vinculos de Gauss e difeomorfismos, pois o vinculo escalar é fortemente
nao-linear, a algebra de Dirac nao é uma algebra de Lie devido as funcoes de estrutura. Desta

forma os vinculos de difeomorfismo e o vinculo escalar devem ser resolvidos por meio de uma

"Veja [23,53] para maiores esclarecimentos.
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técnica conveniente. Portanto, encorajamos o leitor a estudar o livro de T. Thiemann [12], onde

a implementacao destes vinculos é feita de forma cuidadosa e rigorosa.
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Capitulo 5

Gravitacao em duas dimensoes

Neste capitulo investigamos a formulacao canonica do modelo Jackiw-Teitelboim (modelo JT)
como apresentada em [103-105], levando em conta algumas modificagoes (redefini¢ées), como

uma preparacao para a quantizacao do modelo JT via o formalismo de lacos da LQG.

5.1 Teoria de Gauge da Gravitacao

Uma teoria de gauge pode ser pensada como uma teoria na qual as varidveis dinamicas sao
especificadas com respeito a um sistema de coordenadas (sistema de referéncia), escolhido
de forma arbitraria em cada instante. As variaveis fisicamente relevantes sao aquelas que nao
dependem do sistema de coordenadas local escolhido. As transformacoes das variaveis induzidas

por uma troca do sistema de coordenadas sao chamadas de transformagoes de gauge.

A teoria da gravitacao é uma teoria de covariancia geral, isto é, invariante sob transformacoes
gerais de coordenadas. Deixando de lado alguns detalhes, podemos pensar num difeomorfismo
como sendo uma troca geral de coordenadas, desse modo dizemos que a teoria da gravitagao é
uma teoria invariante sob as transformacoes de difeomorfismo, cujos parametros sao funcoes do
espaco-tempo, precisamente como em uma teoria de gauge local. Como consequéncia, podemos
formular a teoria da gravitacao como uma teoria de gauge. Para tratarmos a teoria da gravitacao
como uma teoria de gauge, necessitamos de um formalismo adequado. Utilizaremos assim o
formalismo de primeira ordem, no qual, a teoria, nao é escrita em termos do tensor métrico

Juv, Mas sim em termos das variaveis de Einstein-Cartan, o D-bein (para o caso bidimensional,
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I

D =2, o zweibein) e,

e a conexao de spin wf;], que sao os campos dinamicos da teoria, os
quais sao vistos como quantidades independentes'. Este formalismo, é chamado de formalismo
de primeira ordem, pois a acao contém derivadas dos campos até a primeira ordem. A relacao
entre efL e w{;’ é dada pela equacao de movimento da teoria, a qual nos leva naturalmente ao

formalismo de segunda ordem da gravitacao.

Assim o modelo da gravitacao em duas dimensoes pode ser formulado como uma teoria in-
variante de gauge. Teorias do tipo Einstein em (1+1)-dimensoes proporcionam um cenério
adequado para o estudo de temas ainda nao entendidos na gravitacdo em (3 + 1)-dimensoes.
Porém, em (1 + 1)-dimensoes, as equagoes dinamicas nao estdo baseadas sobre o tensor de
Einstein (R, — %gWR), j& que em duas dimensoes este anula-se identicamente e a acao usual
de Einstein-Hilbert ([ d*z\/=gR) ¢ um termo de superficie (uma constante), um invariante
topologico, a caracteristica de Euler, e nao conduz a equagoes de movimento. Dado este
problema, Jackiw e Teitelboim propoem incluir um campo escalar a mais para resolver este
incomodo [89,90,92,93|. Esta teoria, assim como as teorias de gravitagao em relatividade geral,

é independente de fundo, no sentido de que a propria geometria do espaco-tempo é dinamica.

5.2 0O Modelo de Jackiw-Teitelboim

Devido a trivialidade da gravitacao pura em duas dimensoes, devemos buscar uma teoria a-
dequada para escrevermos uma ac¢ao para a gravitagao bidimensional. Neste caso uma teoria
bastante adequada é a teoria de Liouville [90,98]. A teoria de Liouville classica ¢ invariante
sob as transformagoes conformes [99], e permitiu a Jackiw e Teitelboim propor a equacao de

Liouville em substituicao da equacao de Einstein.

Introduzindo a constante cosmolbgica 2 na equacao de Einstein, teremos para a gravitacao

pura,

1
R/w - §guuR + quu = 0. (51)

Como em 2-dimensoes o tensor de Einstein se anula (R, — 3¢, R = 0), podemos ver facilmente

a partir de (5.1) que a métrica desaparece para 2 # 0 e é totalmente indeterminada quando

1Os indices p,v,--- = 0,1,...,D — 1 referem-se as coordenadas de espago-tempo (“indices universo”). Os
indices I, J,--- =0,1,..., D—1 referem-se & coordenada do espago-tempo tangente na base definida pelo D-bein.
(Ver apéndice A).
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Q=0.

A equacao de Liouville
R—20=0 (5.2)

onde R é o escalar de curvatura, pode ser escolhida como uma boa alternativa para substituir
(5.1). Tomando (5.2) em substituicdo a equagao de Einstein em duas dimensoes, Jackiw e
Teitelboim sugeriram uma agao, para substituir a acao de Einstein-Hilbert, da qual a equacao

de Liouville (5.2) pode ser derivada [80,89,90,93]. Esta acdo se escreve

Sy =3 / P/ =gu(R — 29) (5.3)

onde ¥ é um campo escalar, o qual atua como um multiplicador de Lagrange. Esta acao
¢ conhecida como a acao de Jackiw-Teitelboim [80, 89| e é invariante sob os difeomorfismos

espaco-temporais.

Além da eq. (5.2), implicando numa curvatura constante, a acdo (5.3) nos da a equagdo de

movimento para :
V.V, + Qg0 =0, (5.4)

onde V, é a derivada covariante definida pela métrica [93].

5.3 O Modelo BF

5.3.1 O Grupo de Gauge

Em qualquer dimensao a gravitacao pode ser vista como uma teoria tipo BF com vinculos [100].
No formalismo de segunda ordem a gravitacao bidimensional pura é representada pela acao de
Jackiw-Teitelboim (5.3). Como veremos, ela também pode ser obtida, a partir do formalismo
de primeira ordem, através de uma ac¢ao do tipo BF sem vinculos [90-92,94], sendo entdo uma

teoria topologica.

Uma conexao, que ¢ uma 1-forma, tomada na &algebra de Lie de um grupo de Lie, é escrita
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€omo
A=A ds", A, = ALJi,
onde os J; sao geradores e formam uma base da algebra de Lie.

A formulagao BF da gravitacdo em duas dimensoes é descrita em termos da conexdo, 1-
forma valorada na algebra de Lie do grupo constituido pelos geradores das translagoes espaco-

temporais, P, (I =0,1), e pelo gerador A, o boost de Lorentz:
A(x) = e (z)Pr + w(z)A, (5.5)

onde e! e w sdo as 1-formas zweibein e a conexao de spin, respectivamente (ver o paragrafo
A.7 do Apéndice A). Deste modo, o grupo de gauge da teoria é o grupo de Poincaré, ISO(1,1),

cujos geradores satisfazem a algebra de Poincaré bidimensional:
A, Pl=¢7P; , [P, P)]=0. (5.6)

No caso onde existe uma constante cosmologica €2 nao-nula, esta algebra deve ser estendida na

algebra de (anti-)de Sitter (A)dS, SO(2,1) (ou SO(1,2))?:
[Aapf]ZEIJPJ ) [PI7PJ] :QEIJA’ (57)
com ) positivo ou negativo, respectivamente.

O grupo (A)dS (ver paragrafo B.3 do apéndice B) define a teoria de gauge mais conveniente,
visto que, existe neste caso, uma forma quadratica invariante nao-degenerada, o que nao ocorre
no caso de ISO(1,1). Com efeito, esta algebra esta equipada pela métrica de Killing k;; nao-

degenerada

Q?][J O
(kij) = , (5.8)
0 1

20 tensor antisimétrico e;; é definido pela convencdo eg; = 1. Os indices I, J, - - - sdo abaixados e levantados
pela métrica do espaco tangente 777 (A.11) e seu inverso n!7.



23

onde introduzimos os indices i, = 0,1, 2 e definimos os geradores da algebra de (A)dS como
{Jl} - {‘]07J17‘]2} - {P07P17A}' (59)

A métrica de Killing define uma forma bilinear invariante nao-degenerada ( , ), o “trago”, (ver

(B.2) do Apéndice B), tal que,
(Ji, J;) = ki ou (Pr,P;) =, (AMA)=1, (P,A)=0. (5.10)
A algebra de Lie (5.7) pode ser escrita de forma compacta como®:
[Ji, Ji] = fi; 5T = Qeiik™® J, . (5.11)
A relagao entre forma de Killing e constantes de estrutura (B.11) [90-92] é dada por
kij = _%fiklfjlk~ (5.12)
De (5.11), obtemos que as constantes de estrutura nao-nulas sao:
fa?=Q=—f?, fu’l=c=—fa", fau'=1=—fp'. (5.13)

E facil vermos que, com as identificacdes (5.9), as egs. (5.7) e (5.11) sdo equivalentes.

5.3.2 A Acao do Modelo BF

A acao classica da teoria BF, invariante de gauge, ndo degenerada, no espaco-tempo bidimen-

sional [90-92,94,97,100] é dada por:

1 o
Spr[A, ¢] = / (6. F) =5 / P Fl ke (5.14)
a qual podemos reescrever como:

SprlA, ¢] = /dtLBF> Lyr = /dw(qﬁi@tAiJrAi D, ¢;), (5.15)

30 tensor completamente antissimétrico €5, € definido pela convencao egi2 = +1
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onde fizemos uma integracao por partes em x para obtermos a ultima expressao. Aqui, o “traco”
(X,Y) = (J;, J;) X'Y7 = k;;X'Y?, com X e Y sendo elementos da algebra de Lie, representa
a forma bilinear de Killing invariante, nao-degenerada da algebra de Lie do grupo de gauge
(A)dS, ver equacao (5.10), e € é o tensor de Levi-Civita bidimensional’. Os ¢’ sio campos
escalares e os FZW os campos de forca de Yang-Mills, todos pertencendo a representacao adjunta

do grupo de gauge. Explicitamente, temos:

¢ =¢'J; = ¢"Pr+ A,
A= AZJZ = ALdIMJZ = GIP[ —0—wA,
F=dA+ANA= %Fﬁydx“dxyji = FiJ,
= FIP, 4 F?A
onde F!, = 0,A, — 9, Al + fii Al AL

Variando a acdo (5.14) com respeito aos campos A e ¢, obtemos

5Spr|A, ¢ = /((5¢,F>+<¢,5F>):/<6¢,F>+/(¢,d5A+5A/\A+A/\5A>
- / (66, F) + [ (6A,dé +[A, 8]) = / (56, F) + (64, Do)

onde usamos a identidade,

(3, 0(ANA)) = (,0ANA)+ (6, ANIA)
= fundAF N AlYT =2 (A, [A, ¢]) .

Dessa forma,
5SprlA, ¢] = / kij(0¢'F7 +0A'Dg) = / (8¢ F" + 0 A" D) . (5.16)

Como as equacoes de movimento definem-se por:

5SBF [A7 ¢] =0 5SBF[A7 ¢]

5 R

4erv ¢ definido pela convencdo (¢!* = +1). Os indices de coordenadas p, v, - -- tem os valores 0 e 1, também

denotados por t e x.
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temos:

06, sar D=0

Como a acao para uma teoria da gravitacao deve ser invariante sob as transformacoes de difeo-
morfismo, o que aqui significa transformacoes gerais de coordenadas, é importante verificarmos
que a agdo (5.14) é invariante de difeomorfismo, o que é uma consequéncia da invariancia de
gauge. Sob uma transformacao de gauge infinitesimal, o campo de gauge A e o campo escalar

¢ transformam-se como

59““.93A = dE + [A7 6] = ‘DEJ € = EiJzH
(5.17)
(Sgauge¢ = [¢7 E]Z = fjlgej¢k'

Sob um difeomorfismo infinitesimal, x# — z# + £#(z), as transformagoes do campo de gauge A,

e do campo escalar ¢ sao dadas em termos da derivada de Lie na direcao do campo vetorial &#:
LeA = (igd + dig) A, Le¢ = icdd,

onde 7¢ ¢ a derivada interior associada ao campo vetorial {#. Essas transformagoes podem ser

escritas como:

LA =ig(dA + A?) + digA — i A* = i F + D(icA)

= is—(sngLA’ %y Dlica) = z’g—éngL)A’ | D,
Leg = (igd + dig)p = igdp = ic D — ig[A, ¢]
0SprlA 0SprlA
= iE—ng[él Lag (¢, ic Al = is—ng[él L/ [0, €],

as quais possuem, a menos das equacoes de movimento, a forma de transformacoes de gauge com
parametro infinitesimal € = ¢cA = {#A,,. Isto significa que a invariancia sob os difeomorfismos
ja esta contida na invariancia de gauge se as equacoes de movimento sao satisfeitas. Este
resultado é tipico de uma teoria de gauge topologica [83,100], tal qual, a presente formulacdo

de gauge da gravitagao.

Escrevendo a agao (5.14) em termos das componentes i = I,2, (I = 0,1), obtemos

Spr[A, o= /(kud)IFJ + kg ? F?)= /(QmJ¢IFJ—|—¢2F2) . (5.18)
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As componentes da curvatura em termos de (e!,w) sao dadas por,

F'o = TH=dA + fil ANAF =de! + 0y ne’, (5.19)

1 - Q
F2 = dA2 + éfjszJ A Ak = dw + 561 A €J€[J s (520)
com T sendo a torsdo.

As equacoes de movimento sao dadas por:

Q
dw + 561 Neler; =0, (5.21)
T! = de’ +w'ye’ =0, (5.22)
Dg¢' =0. (5.23)

A Equacao (5.22) é a condicao de torsao nula para a conexio de spin. Supondo que o zweibein
seja inversivel, essa condi¢ao permite determinar algebricamente a conexao de spin, unicamente,

como fungdo das componentes de e e de suas derivadas [13,78]. Com efeito, (5.22) implica em,
28[,&1,][ + wljueyl — CL)IJVGIM =0. (5.24)

Multiplicando esta altima equacao por e’ duas vezes® teremos:

Qe”Ke"La[uel,}I + e“KwIJH(SZ — w6 = 0 (5.25)
rrt+wik—wgr = 0 (5.26)

onde introduzimos as notacoes
rp =2e"ke" LOpey’, e Wik =w el (5.27)

Levando em consideracao que®
Sk = & kuns, (5.28)

Se¥; & a matriz inversa de e,’; para ver as propriedades dos D-bein e para a manipulacio dos indices, ver o
paragrafo A.7 do Apéndice A.
6Aqui o colchete | | nas expressoes acima indicam antissimetria nos indices dentro dele.
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reescrevemos (5.26) como
wikL —wWiLk = IKL - (5.29)
Agora, fazendo permutacoes ciclicas dos indices,

WKL) — WrJL = EKLT (5.30)

WLk — WrkJg = SLJK (5.31)

somando (5.29) com (5.30) e substraindo (5.31), e também usando a propriedade wyjx =

—WwjrK, temos que:

WIKL = %(&KL +&krs —ELuk) - (5.32)

Nesta tltima equagdo, manipulando os indices e substituindo as Eqs. (5.27) e (5.28) temos

finalmente como solugao da eq. (5.22):

wule] = e Oaey’ + e Ouen” — ey e dacy™

26“”8[1,604‘” + e,LMeaIeﬁ‘Jﬁwea]M. (5.33)
Ainda, a equagao (5.21) relaciona o escalar de curvatura
Rlw] = 2?06“1/ Wy, e e=det(e)) (5.34)
com a constante cosmoldgica da seguinte forma:
Rlw] = —20Q2,

que ¢ a equagao de Liouville (5.2) no caso Lorentziano o = —1 [80,90].

Uma acao do tipo (5.18) apareceu escrita pela primeira vez por Fukawa e Kamimura [92], como

uma descri¢ao tedrica de gauge do modelo Jackiw-Teitelboim [98] da gravidade bidimensional.
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Agora, substituindo’ a condigao de torsao nula (5.22) na acio (5.18), obtemos

Suld.ol = [our?= [vori= [u (dw + el A eJ)

= /d%lb (@wu + %qw{pi) M = %/dzx\/a_g@/}(R[w] +200Q2)

nesta tltima substituindo ¢ = —1 (0 que indica que estamos no espago Lorentziano) temos que

SBF[A,QM = —% /dzx\/—_ggb(R[w] - QQ) = _SJT.

Reconhecendo assim, a a¢ao de Jackiw-Teitelboim (5.3) como um resultado derivado da acao
BF (5.18), a menos de um sinal irrelevante. Logo, com a substituicdo de w por w(e), a acdo
(5.18) reduze-se & acdo de segunda ordem (5.3), o que mostra a equivaléncia entre as duas

teorias.

5.4 Formulacao Canoénica

Na formulagao canénica da gravitacao em duas dimensoes, veremos que a dindmica é definida
inteiramente através de vinculos, como na gravitacao em quatro dimensoes. Alguns destes vin-
culos manifestam-se quando fazemos a transformagao de Legendre para definir a Hamiltoniana.
Estes sao chamados de vinculos primérios. Ao requerer que estes vinculos sejam preservados
pela evolucgao, ou seja, durante o fluxo dindmico, aparecem novos vinculos, chamados de vin-
culos secundarios, os quais devem também ser preservados pela evolucao. Existem diferencas
entre estes vinculos; dizemos que estes sao de primeira classe se os colchetes de Poisson entre
eles sao combinacoes lineares de vinculos, caso contrario sao chamados de vinculos de segunda
classe. Vamos encontrar ambos os tipos e usaremos o procedimento dos colchetes de Dirac para
os de segunda classe, convertendo o conjunto de vinculos de segunda classe em vinculos cujos
colchetes de Dirac com qualquer campo sao nulos. O tratamento Hamiltoniano de sistemas
vinculados foi tratado por Dirac [81]. Para uma revisdo rapida deste formalismo, ver Apéndice

C e mais profundamente as referéncias [12,50,81-84].

O efeito de ter vinculos numa teoria, é restringir a dindmica numa subvariedade do espaco de

fase, chamada de hipersuperficie vinculada. A trajetéria dindmica nesta hipersuperficie nao

7O que é legitimo visto que a solu¢do da equacdo de torsdo nula é puramente algébrica.
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estd unicamente determinada. Cada evolugao dinamica é representada por uma familia infinita
de trajetorias que sao fisicamente equivalentes. As trajetorias de uma familia sdo equivalentes

de gauge e definem um espaco de fase reduzido [12,50, 81,83, 84].

A acao (5.14) pode ser escrita da seguinte forma:

SprlA, ¢ = % / (6, Fy) da® A da”

- / (6,04 — O, Ay + [Ag, A]) da

_ / b, 0A,) dP + / (A, Dyo) da

kzg atAZ¢j+AZ $¢J)

Il
\\

dtL,

onde
= / dz (0, ALd; + AjD, ;) = / dzl, com ¢; =k . (5.35)

Para chegarmos neste resultado usamos a identidade de Jacobi (B.13). Podemos identificar
as variaveis dinamicas com os campos A’ e os ¢;, enquanto que, os A! serao interpretados
como multiplicadores de Lagrange, dado que eles aparecem linearmente e sem suas derivadas

temporais.

Devemos notar que, no formalismo Hamiltoniano, privilegiamos a coordenada temporal t. Isto
nao prejudicard a covariancia geral da teoria, visto que a invariancia de difeomorfismo serd

mantida através da aplicacao dos correspondentes vinculos, dentro do formalismo de Dirac.

5.4.1 Momentos Canonicamente Conjugados

Aplicamos aqui o formalismo Hamiltoniano descrito no Apendice C.

O ponto de partida para o formalismo Hamiltoniano é a definicao dos momentos canonicos
conjugados. Tomando como coordenadas generalizadas as componentes da conexao Ai(x,t),

consideradas como fungoes da coordenada espacial z, os momentos canonicamente conjugados



sao definidos como as derivadas funcionais®

Entao,

a0

= kij¢’ = ¢,
SO (@) T =

oL
it

S0 = S =

60

(5.36)

(5.37)

Esta ultima eq. (5.37), representa trés vinculos o que indica que a Lagrangiana (5.35) que

descreve a teoria é uma lagrangiana singular, o que significa que nem todas as velocidades

podem ser escritas em termos dos momentos e dos campos; temos entao que 9; A (x) pode ser

escrito em termos dos momentos e dos campos A’ (z), Ai(z) e v, mas isto nao ¢ possivel para

0y Al(z), por conseguinte devemos usar o procedimento de Dirac [81] (ver o apéndice C), para a

transformacao de Legendre de teorias singulares. De acordo com a terminologia de Dirac estes

vinculos (5.37) sao chamados de “vinculos primarios”.

Recorrendo a tranformacgao de Legendre, (C.7), definimos a Hamiltoniana

H:/d:cH,

onde a densidade Hamiltoniana H ¢ dada por,

H = g:0, AL + 1l (2)0, AL — L = 7 ()0, Al —

Assim, a Hamiltoniana é

H = /dx (m ()0 A] — AiD, ;) = /dx (m ()0, A} — (Ar, Do)

(5.38)

8 Aqui, somente a dependéncia na coordenada espacial, denotada z, y, etc., é explicitada. Todos os campos
sao tomados no mesmo valor ¢t da coordenada temporal.



61

5.4.2 Vinculos Secundarios

Da defini¢cdo dos colchetes de Poisson (ver Apéndice C) na mecanica cléassica, em particular

para coordenadas generalizadas ¢", p,, temos:

{a". o} =00, {d", 4"} =0={pn.pm}- (5.39)

No caso de dois funcionais F[A, 7] e G[A, 7], temos

oF 0G oF 0G

E para os campos elementares, obtemos:

{AL(2), 05(y)} = 05 8(x —y) = {Al(2), 77" ()},
{AL(2), Al(y)} =0, (5.41)
{mit (), 7 (v) } = {os(x), 5(y)} = 0,

com todas as equacoes dadas num mesmo tempo t.
A eq. (5.37) implica que temos trés vinculos priméarios?,
T (x) = 0. (5.42)

Por questao de consisténcia, estes vinculos nao devem evoluir temporalmente, ou seja, os vin-
culos primarios devem ser preservados durante o fluxo dinamico, a restricao inicial do espago
de fase dada por (5.42) deve ser mantida para qualquer tempo. Sendo a derivada temporal
definida pelo colchete de Poisson com a Hamiltoniana, devemos impor que os colchetes dos
vinculos primarios com a Hamiltoniana sejam fracamente nulos (ver Apéndice C para maiores
esclarecimentos)

b = {6 HY = 0.

(Apéndice C). Os vinculos decorrentes diretamente das relagoes de momento sdo chamados de vinculos
primérios ¢,,(q,p) ~ 0. Aqui estamos usando a notacdo de Dirac “ ~ ” que significa igualdade “fraca”. Isto
quer dizer que s6 no final dos calculos imporemos as igualdades fortes “=" para os vinculos. Mais precisamente,
dizemos que duas quantidades sao fracamente iguais, isto é, ¢ =~ x, quando a igualdade forte ¢ = x for verdadeira
sobre uma hipersuperficie de vinculos do espaco de fase.
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Neste caso, temos:

= {n(2), H} = / {m (@), 7 (2)0 A} — Al(y) Dy (y) } dy
_ / {7 (@), Al(y)} Dyy(y)dy
= Duoi(x) = 0u0i + f1; " Al
Gi(x) (5.43)

Assim devemos impor os vinculos secundérios,
Gi(z) = Dyoy(x) = 0. (5.44)
Por uma questao de comodidade, podemos escrever os vinculos na forma integral,

Pla) — / dz o (2)r (). (5.45)
Gle) = /dx ¢ (2)Gi(x), (5.46)

onde os €(x) e 0s a'(x) sdo parametros infinitesimais locais, que podem ser escolhidos como

“funcoes teste” suaves!®. Reciprocamente,

(5.47)

Explicitamente para G; temos:

6) = [ dne(x)(@01(0) + fiAloh)
_ / A (—s(2)u€ () + € () fis * AT 6p)

Podemos ver que a Hamiltoniana (5.38) tem precisamente a forma de um vinculo integral, com
as fungoes €' substituidas pelas componentes temporais —A! e 9;A! da conexdao, que fazem o
papel de multiplicadores de Lagrange. Isto ja era esperado, pois uma Hamiltoniana de puro
vinculo é uma caracteristica de teorias que apresentam covariancia geral [83,84], que é o caso

da relatividade geral.

Ay

Os vinculos primarios 7 () podem ser resolvidos trivialmente 7 () = 0. Por outro lado, os

19Funcoes do espaco S de Schuartz, as quais sdo fun¢des C*° que decaem no infinito mais rapidamente que
qualquer potencia de x, bem como todas suas derivadas.
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campos A! tornam-se fungdes completamente arbitrarias. Entdo a Hamiltoniana (5.38) toma a

seguinte forma:

H=— / dzALD, ;. (5.48)

5.4.3 Algebra dos Vinculos

Devemos verificar agora quais propriedades devem satisfazer os vinculos G;(z), eq. (5.44),
principalmente quanto a seus colchetes de Poisson. O colchete de Poisson de dois vinculos
quaisquer tem que ser uma combinagao linear dos vinculos (propriedade dos vinculos de primeira
classe!!). Isto garante a preservacao dos vinculos durante a evolugao do sistema. Do célculo
dos colchetes de Poisson dos G;(x) podemos concluir facilmente que os G;(z) sdo vinculos de

primeira classe:

(010,600} = [ [asdy ({~Du 00" 4%, } +
{éf; " Al by, —DynP o, })
= /dxfw 9D6+6D$n)qb

= / (fii ") o
- /de exn}qﬁ

= /d €><77 m¢k

= G(e xn),

onde definimos
(e x n)k = fi; keipg

Para os vinculos avaliados localmente:

52
o€t (z)on (y)
UVer os paragrafos (C.3.1) e (C.3.2) do apéndice (C)

1Gi(2),G;(y)} = {G(e),G(n)}
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entao
@600 = s ([ dehaenl6,)
= fij"6(x — y)Gr(x). (5.49)

Vemos assim, que os vinculos G;(x) formam uma algebra de Lie, fechada, com o produto de
Lie sendo dado pelo colchete de Poisson. Como a Hamiltoniana é uma combinacao linear
de vinculos, deduzimos que os colchetes destes tultimos com a Hamiltoniana sao fracamente
nulos. Os vinculos sao, portanto, de primeira classe de acordo com a terminologia de Dirac.
Os vinculos secundérios G;(€) sdo os geradores das transformagoes de gauge da teoria. Sendo

assim,

{G(e), A2(x)} = {/dy(—dh(y)@ye"(y)+€i(y)fz-j ’“Ai(y)cbk(y)),A’;(x)}

_ / dy(=0y,¢ {&n(y), AP(2)} +
€ (y) fis " AL (y) {o(y), A2(2)})
— 8g;€p+sz‘pAi T Dxep, (5.50)

0O} = { [ 000,60 + W Ao}
= [t o) {410, 6)}
= _fpi keiqbk = _[67 ¢]P = [¢7 E]P' (551)

Localmente, temos

{Gi(2), A2(y)} = {Dugi(2), AZ(y)}
= —0,0(x — y)O — fiPAL(2)3(x — y), (5.52)

fim Fon(2)d(x — y). (5.53)

O fato dos vinculos formarem uma algebra de Lie, ver (5.49), corresponde ao fato das transfor-

magoes de gauge formarem um grupo de Lie.
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5.5 Resultados em Termos das Componentes

5.5.1 Equagoes de Movimento

Conhecendo a agao (5.14), podemos determinar as equagoes de movimento que descrevem nossa
teoria; um método para determinar estas equacoes é o principio de minima acao. Aplicando

este principio a acao (5.14), obtemos a expressao (5.16) que pode ser escrita como,
. 4 . 1 . )
5Sur[ AL, 6] = / (6 F' + 6ADg;) = / (500:F" e + Dy AL ) (5.54)

As equacdes de movimento sdo dadas por:

dSer[A, @] 1

Sor = pF e = 0AL = AL+ ful AL =0, (5.55)
6SBF [A7 ¢] puyo

Introduzindo as notacoes, para o zweibein e o campo escalar,

N e’ el
Yl ey= " T, (5.57)
Nt el ef el
(90074101a77b) = (sz) - (¢07¢17¢2) ) (558)
respectivamente, podemos escrever as componentes da conexao como
A, = (eg,ws) = (€3, €5, wa) = (A7, A5, A7) = (X, €5, wa) |
(5.59)

Azzf: (62{7wt) :(e?,e%,wt) = (A?7A%7A§) = <N7N17wt)'

Em fun¢do da notacao para os campos escalares introduzida em (5.58) e (5.59), e dos valores
das constantes de estrutura da algebra de Lie dados por (5.13), as equagdes de movimento para

os campos escalares (5.55) serao:

95r[4, 4] Ox — 0N — o(etw, — w,N'),
5(,00
55}3(? 0 gl - 0N - N NV (5.60)
P1
5SBF [Aa (b]

5w = ath—axwt—Q(XNl—eiN)
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De (5.56), seguem as equagoes para Al(z);

0AL
As quais sao
0Spr|A,
# D,y = 0z + Qeil/) — W1,
55}3;]511; 9] D, = 0,01 + oweog — QXY (5.62)
—5SB§LA’ 9l = Dy = 0,0 + xp1 — 0wz .
t

Reconhecemos aqui os vinculos secundarios (5.44).

Finalmente, para A’ (x):

é%%%@ —Dis = — (O + Fi Aly)
temos,
55%[;’@5] = —Dypy = —(8ppo + AN — wip1) ,
@%%?ﬂ _Dypr = — (01 + owngo — AN | (5.63)
553(?&[:1, 9 _ —Dyp = —(0 + Ny — oN'y) .

Temos assim um total de 9 equagdes de movimento, trés das quais, (5.62), sdo vinculos se-

cundarios da teoria.

5.5.2 A Hamiltoniana e a Algebra dos Vinculos

Ja sabemos que, uma das caracteristicas de uma teoria com covariancia geral ¢ a Hamiltoniana
ser de puro vinculo, como pode ser visto na eq. (5.48). Escrevendo (5.48) em termos de

componentes, temos:

Hziﬁwﬁ%%+£%%+ﬁ%@% (5.64)
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Substituindo (5.58) e (5.59) na Hamiltoniana, obtemos:
H=-— / dx(N Do + N'Dyp1 + w, D), (5.65)

onde D,po(z), Dypi(z) e Dyp(z) sao dadas por (5.62), e a forma geral, dado por (5.61). Os

momentos conjugados sao dados por:

m (1) = gile); em componentes s {5 (@) = (). (566)

m{*(x) =0; em componentes: ¢ 7N'(z); =0, (5.67)
™ (x)y = 0.

Da eq. (5.49) para os vinculos secundarios, vemos que estes formam uma élgebra de Lie fechada

sob os colchetes de Poisson:

{G1(2),G2(y)} = f12°6(x — y)Go(x) = 0 6(x — y)Go (),
{G2(2), Go(y)} = foo o2 — y)Gi(x) = 0(x — y)Gi (), (5.68)
{Go(2), Gi(y)} = for*(x — y)Ga(x) = Qi(x — y)Ga() .

Finalmente escrevemos os colchetes de Poisson dos vinculos secundarios com cada um dos

campos, representando assim as transformacgoes de gauge infinitesimais dos mesmos. Utilizando
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os colchetes de (5.52) para as componentes da conexao, obtemos:

{Go(z),€3(y)} = —0u0(x —y),

{Go(), e2(y)} = w(z) 6(z —y),

{Go(z), w(y)} = —Qey(x)d(z —y),

{G1(2), €2(y)} = —ow(x)d(z —y)

{G1(2),ex(y)} = —0u0(x —y), (5.69)
{G1(2),w(y)} =Qé(x—y),

{Ga(2), €2(y)} = oey()d(z —y),

{Ga(x), ex(y)} = —€a(z) 6(z —y) |

{Ga(2), w(y)} = —0:0(x —y).

De (5.53), deduzimos os colchetes de Poisson dos vinculos com campos escalares:

{Go(z), po(y)} =0,

{Go(z), e1(y)} = Qo(x) o(z — ),

{Go(2), ()} = —pu(z)d(x —y),

{G1(2), po(y)} = =Qu(x) 6(z —y)

{G1(2), e1(y)} =0, (5.70)
{G1(2), (W)} =opo(z)d(z—y),

{Ga(x), 00(y)} = pr6(z — ),

{Ga(2), 1(y)} = —opo() 0(z — ),

{Ga(x),v(y)} =0.

5.5.3 Transformacoes Gerais de Coordenadas — Difeomorfismos

Como vimos na secao 5.4, as transformacoes de gauge contém as transformagoes gerais de
coordenadas, isto é, as transformacoes de difeomorfismos. Estas atuam sobre os campos, infin-

itesimalmente, através da derivada de Lie £. A derivada de Lie na direcao do campo vetorial
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&, é definida como:
Le = igd + dig,

onde 7¢ é a derivada interior ou contragao, e d a derivada exterior. Entao o difeomorfismo para

um campo escalar ¢ é dado por,

Lep = (ied + dig)p = (igd)p
= "0,p. (5.71)

Para a conexao A que é uma 1-forma temos:

LA = (£M0,A, + (0,6")A,)dx”
= (ﬁgAy)dlCV,

onde
LA, =E10,A, + (8,,5“)/1“ ) (5.72)

No caso bidimensional, a derivada de Lie L¢, que gera um difeomorfismo na direcao do vetor
€= (&, &%), pode ser decomposta numa derivada de Lie temporal (que gera um difeomorfismo

temporal) e numa derivada de Lie espacial (que gera um difeomorfismo espacial):
E(ét o) = ,C(é't ,0) + ,C(O’gac). (573)

Na ultima equacao, Lt o) representa o difeomorfismo temporal, enquanto que, L, ¢x) repre-

senta o difeomorfismo espacial.

Entao em termos de componentes, utilizando a eq. (5.71), escrevemos as transformacoes de

difeomorfismos para os campos escalares (5.58), como sendo:

Lt oypo = oo Lo, exypo = £ 00 ,
Lt oypr = 0o, Lo, enypr = E0upr, (5.74)

Lo = 0, Lo,eyh=E"00.
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Para a conexao A, temos
Ligr 0)A; = 0(E'AD),
(5.75)
;C(O’gw)A; = 5“381,/1; + 8,5533/1;
Entao, usando (5.75) e (5.59), as transformagoes de difeomorfismos para as componentes de Al

serao:

E(ﬁt »0)N = at(gtN) 3 ‘C(O,ﬁ”")N = gxaxN + atfo >
L gN' = 0N, Lo,eyN =E0,N" + 0%, (5.76)

Lt opwy = (E'wy) Lo, erywr = §0pw; + 0§ w, -
Analogamente, A’ tranforma-se como,

Lt o)Al = EOAL + (0:6") A7,
(5.77)
E(Oafz)A:in = ar(fo:Zp) .

Fazendo uso da eq. (5.77) e da notacao (5.59), as transformagoes de difeomorfismo para as

componentes de A’ serdo:

Letox = ox+(0EIN  Lo,enx = 0(EX),
[,(gt 70)6; = ftate; + (&E{t)Nl s C(ngx)ei = 855(5966;) s (578)

E(ﬁt 7O)Wx - gtatwac + (8x§t)wt ) ﬁ(o,gz)wx = 8£(§$w1’) .

5.6 Fixacao Parcial do Gauge: Gauge Temporal

5.6.1 Gauge Candnico

A presenca dos vinculos de primeira classe e das simetrias de gauge associadas, indicam a
existéncia de mais de um conjunto de varidveis canoénicas que correspondem a um mesmo

estado fisico.

Com a fixacao de gauge (fixagao parcial em nosso caso) que vamos implementar, estaremos

trazendo vinculos de segunda classe (ficando ainda, alguns de primeira classe, ja que a fixacdo
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sera apenas parcial). Depois desta fixacao de gauge e do surgimento de vinculos de segunda
classe passaremos a trabalhar com os colchetes de Dirac para eliminarmos tais vinculos, obtendo
assim, uma teoria livre de vinculos de segunda classe, no sentido que estes, serao considerados
como identidades expressando algumas variaveis dinamicas em termos de outras, e poderao ser

resolvidos de maneira consistente.

5.6.2 Gauge Temporal

Para exemplificarmos, vamos comecar apresentando a fixacao de calibre temporal no caso do

espago-tempo quadridimensional. Seja A a conexao do grupo de gauge, se transformando como:
A =g 'dg+ g 'Ag.

Restringindo-nos a sistema de coordenadas onde os vetores d, (a = 1,2,3) sao tangentes a
variedade espaco M3 (entdo, as coordenadas z® sdo também coordenadas de Mj). Impomos a

condicao de gauge
ed(z) =0, (5.79)

para qualquer ponto p da variedade M3, o que fixa parcialmente a invariancia de Lorentz local.
Com a restricao acima sobre a escolha do sistema de coordenadas, essa condig¢ao é equivalente a
el =0, ou seja, com e; = e'0, = eld,, 0s trés vetores de base de tipo espago do espago-tempo,

e', tangentes a M.

A condicao (5.79) deixa a invariancia de gauge residual SO(3), que diz respeito as rotagoes do

espaco tridimensional tangente a M3.
No caso bidimensional, My = M; x R, a condicao de gauge escreve-se

0
€z

xX~0, (5.80)

onde usamos a notacao de igualdade fraca, visto que a condicao sera implementada através

de um vinculo. Introduzindo, portanto, o campo B(z,t) como multiplicador de Lagrange,
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completamos a agao (5.14)-(5.15),

S = /d%(gbiF“er):/dtL, (5.81)

L= [dsl(@A)o+ 4 Db+ B ). (5.8
Fizemos isto com o intuito de implementarmos a formulagdo ADM da gravitacao [12].

Os momentos conjugados de A’ sao dados por

Ty () = wo(w),
7'(';49” (x) = ¢;(x); em componentes : 71';; (x) = p1(x),

e os correspondentes colchetes de Poisson por

{x(@), po(y)} = d(z —y),
{A;(x), gbj(y)} = 5;6(1: —y); em componentes : ¢ {el(z),¢1(y)} =(z —1y),

{wl@). wlo)} = 8 ).
Além disso, temos
{B(z),7%()} =z —y), {m(2),Aly), } = 6;6(z —y). (5.83)
E ainda, quatro vinculos primarios, que sao

W{qtmo, 8 ~0.

Agora, fazendo a transformacao de Legendre da Lagrangiana, temos
H=— / d(Al Dy + By). (5.84)

A preservagao dos vinculos primérios durante a evolugao no tempo (fluxo dinamico), significa

que a derivada temporal dos momentos conjugados das variaveis A! e B deve ser fracamente
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zero; obtemos assim

it = {7 H} =D =Gi~0, (i=0,12), (5.85)

i’ = (7P H} =x=G;~0. (5.86)

Estas expressoes G;, Gz sao os chamados vinculos secundarios. Os vinculos G; sdo 0s mesmos

do Cap. 5.4. O novo vinculo, G3, representa a fixacdo de gauge temporal.

5.6.3 A Algebra de Vinculos

Usando os colchetes de Poisson canonicos (5.6.2) e (5.83), os colchetes dos vinculos sao dados

por
1G:(2),Gi(y)} = fi;"0(x —y)Gu(x) =0, (5.87)
{Gi(2),G3(y)} = {Duoi(x),x(y)},

= {0uti(x) + fi " Al(x) on(x), x(v) }

= —0i00:6(x —y) — fi; P AL(2)d(z —y) . (5.88)
Portanto, temos

{G0(7),G3(y)}=—0:0(x —y) , {G:(2),Go(y)} = —0.0(z —y),
{Gi(2),Gs(y)} =—owi(r —y), {G:(2),G1(y)} =owi(r—y), (5.89)
{Ga(2), Gs(y)} =0 epd(x —y) , {Gs(x),Ga(y)} = —0oeyd(z —y).

Entao os colchetes de Poisson, para estes vinculos integrados com parametros locais €(x) e n(x),

tém a forma:

0 0 0 1nO€

0 0 0 —oenw
{Ga(€),Ga(n)} = Coplern) ~ / du |

0 0 0 oenel

noye ocenw —oenek 0
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com (o, 3 =0,1,2,3); e sdo avaliados localmente:

{Ga(2),G5(y)} = Cap(z,y) = 6(r —y). (5.90)
-0, ow —oe 0

Calculando o determinante da matriz C,s(z,y), eq. (5.90), obtemos que det(C,3) = 0, o que
implica na existéncia de pelo menos um vinculo de segunda classe entre os G,(x). Como nao
podemos distinguir claramente os vinculos de primeira classe dos vinculos de segunda classe,
vamos redefini-los, na tentativa de podermos distingui-los ap6s a determinagao da algebra dos

mesmos.

5.6.4 Redefinicao dos Vinculos

Redefinimos nossos vinculos com G, — G/, comecando com

g(,) = aGy + bGy + c0,.G> ,

para o qual vamos impor que se cumpra a condigao {Gj(z),Gs(y)} ~0:

{Go(2),Gs(y)} = {aGo(x), Gs(y)} + {bG2(x), Gs(y)} + {c0:Ga(x), G3(y)}
~a {g()(x)? g3<y)} + b{g2(x)7 g3(y)} + C{aﬂﬂgQ(I)? g3(y>} )

~ —ad,0(x —y) +boeld(x —y) + cOp(oetd(x —y)) =~ 0,

de onde obtemos,

b oper o
——aa(e}v)2 ; C_ae}c'
Tomando a = 1, temos,
, Ogel o
Gl(x) = Go(z) — 0<€1)292($) + e—laxgz(a:) . (5.91)

Analogamente,

G1(z) = d1Gi(z) + d2Ga(x) ,
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para o qual impomos {G](z),G5(y)} ~ 0, o que implica em

dy = dyw(x)/el(z).

Tomando d; = 1, temos

Go(x) . (5.92)
Finalmente, assumimos

Go(z) = Ga(x) 5 Gy(x) = Gs(x). (5.93)
Uma vez redefinidos os vinculos, determinamos sua &lgebra

(Gh(e).Ghlm} = 0,
(Gh(e).Gim} ~ 0,
(Gh(e).G3m) ~ .
(G4, G} ~ 0,
(Gi(0.Gim} ~ 0,
(Gi(01.93m) ~ .
(Gi(1.G3m) ~ 0.
(G4(.G3(m} = 0,
(G3(0.Gm) = [ drenoel (o).

{G4(€),Gh(n)} = 0.

Escrevemos a matriz destes vinculos, tomados localmente,

0 0 0 0

/ o 00 0 0
Cop(,y) = {G(2), G4(y) } =~ 5z —y), (5.94)

00 0 oe

0 0 —oe, 0
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ou,
, 0 0
o)~ | 5~ ),
0 Cab(l‘7y)
com a submatriz (a,b = 2, 3):
, 0 oe
Cab<$> y) = 5(3: - y) )
—oel 0
cujo inverso, no sentido da convolucao, é
0 —o/el

(Coplz, ) =C"(x,y) = Clé@—vy).

o/el 0

T

Inverso no sentido da convolucao significa, explicitamente que:

[ s, Gl n) = 2t — ).
Notemos que C;B ¢ uma matriz antisimétrica inversivel sobre a superficie de vinculos.

A redefini¢ao dos vinculos permite que a matriz (5.90) seja diagonalizada em blocos, o que
torna possivel distinguir os vinculos de primeira classe dos de segunda classe na eq. (5.94).
Concluimos que G|, e G} s@o os vinculos de primeira classe, enquanto que, G} e G sdo vinculos
de segunda classe. Chegamos a esta conclusao inspecionando a matriz (5.94), observando que

ela é fracamente de rank 2, e que a submatriz 2 x 2 inversivel C/, é aquela dos colchetes de

Go() e Ga(),

5.6.5 Tratamento dos Vinculos de Segunda Classe

Ao contrario dos vinculos de primeira classe, que geram invariancias de gauge, definindo, por-
tanto, o setor fisico da teoria, os vinculos de segunda classe indicam a presenca de graus de
liberdade nao fisicos, pelo fato de existiram colchetes de Poisson nao-fracamente nulos com os
demais vinculos. Deste modo eles mapeiam estados fisicos sobre estados nao-fisicos, gerando

inconsisténcias na teoria quantizada.
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5.6.6 Colchetes de Dirac

Dada a existéncia de vinculos de segunda classe na teoria é preciso trabalhar com os colchetes

de Dirac para fazermos a quantizacao canonica. Os colchetes de Dirac estao definidos como,

{A(tv I)7 B(t7 y)}D = {A(t7 ZL’), B(ta y)} -
/d321d322 {A(t,2),GL(t, 21)} C (21, 22) {Gi(t, 22), B(t, y)} - (5.95)

Aqui A, B sao funcionais dos campos, el w, g, p1, 1. Calculando os colchetes de Dirac,

obtemos, para A e B = el w, ¢, ¥ (mas nao ¢y):

{A(z), B(y)}p = {A(z), B(y)} - (5.96)
Explicitamente, para os colchetes nao-nulos temos:

{ex(2), 01(0)}p = {es(@), 21(y)} = d(x —y),
(5.97)

E para B = ¢y,

{A(2), 00(y)}p = {A(2), 00(y)}—{A(2), G (21)} € (21, 22) {Gy(22), 0 (1)}

= {A(2), po(y)}{A(2), G5(y)} elL(y)—{A(x), Gl (y)} Ueft%) |

Os colchetes de Dirac dos vinculos de segunda classe com uma funcao A qualquer do espaco de

fase se anulam:

{A(2),G()}p =0; (VA@),b=2,3). (5.98)

Esta propriedade permite impor, de maneira consistente, as igualdades fortes

Go=0 ; Gy=x=0. (5.99)

De (5.99), a segunda equagao é a condi¢ao de gauge, e a primeira permite eliminar o campo y:

Ot

1
€z

, (5.100)

Yo =0



G; e Gy, definidos por (5.91) e (5.92), tornam-se

Go(x) =

i(r) =

com ¢y dado por (5.100).

Go() = Duipo + Qerth — wipy

00, (a‘rw) + Qei@b — Wy,

1
€z

G (37) = 01 + owyy

Oy
893901 +w f/) ’
e

T
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(5.101)

(5.102)

Depois de usarmos os colchetes de Poisson para distinguirmos os vinculos de primeira classe

dos vinculos de segunda classe, todas as equacoes da teoria devem ser formuladas em termos

dos colchetes de Dirac, com os vinculos de segunda classe convertendo-se em identidades fortes

(5.99), o que permite substituir y por 0, e a variavel ¢, pela expressao (5.100) em termos das

outras varigveis canonicas.

5.6.7 Simetria de Gauge e Difeomorfismos

Tomando em conta as igualdades fortes (5.99) podemos calcular a algebra de Dirac para os

vinculos Gy e Gy, obtendo:

ou ainda,

{G0(€),; Go(n) }p
{Go(€),G1(n)} b

{G1(e), G} p

= a/d:z:(e 0pn) — 1 Oy€) gl(lx) ,
_ / 4" G, (), (5.103)
= — /da:(e@xn — 1 0y€) gl(lx) ,
(60.6utn), = G (L]
(5.104)

(0.6} = 6o (F00c)

©0.0:001, = 61 (Flea)
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onde, [e,n] = (e0,n —n0ze). O que confirma Gy(z) e Gi(x) como vinculos de primeira classe.

As transformacoes de gauge infinitesimais geradas por eles sao dadas por:

()0,
(Goln@y = o= 4 o)
5Spr[A
= £Gi(x) +£t—3§’6[1 ol A0,
+ L —enyor (), (5.105)
{Go(e),¥(x)}p = —e(x)pr(2)
5Spr|A
= 5tw + Lgt-en (1) (5.106)
{Go(0),ex(0)})y = elz)w(x)
5Spr[A
- fty + L~ (y) (5.107)
¥1
@0}y = o0, (%))~ earetio
= _g(ss%w + 00+ Ligt yenyw() . (5.108)
Aqui,
€ D€l
¢ = 5 (5.110)
1
&= ZfVN (5.111)
e, para G:

{g1<77)7901(x)}1) = _[egggpwaﬂb(fﬁ) = ;((a;))ﬁ(O,C)¢(x) )
{Gi(), ¥(@)}, = H0p(x) = Lo, oib(a),

{Gi(n), ez (@)} = Oan(x) = Lo, oye5() ,

(5.112)

onde, ((z) = 2=

er(x)

Nas expressoes (5.105-5.108), o simbolo Lt ¢+ representa a derivada de Lie na dire¢ao do vetor
(¢*, ¢*), gerando os difeomorfismos temporais e espaciais. Podemos interpretar esse resultado

da maneira seguinte: a condicdo de gauge temporal (5.80), que quebra a invariancia de gauge,
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deixa duas simetrias locais residuais. A primeira consiste na invariancia sob os difeormorfis-
mos espaciais, parametrizados pela funcao ( = %, gerados pelo vinculo G'1(n) (ver (5.112)),
enquanto a segunda simetria gerada por G'g(€), a menos de equagoes de movimento'? e dos
vinculos, é a invariancia sob uma certa combinacao de difeormorfismos temporais e espaciais,
de parametros &' e £, com uma transformacao de Lorentz local de parametro A, (ver as eq.
(5.105-5.108)). Esta ultima transformacao de Lorentz é compensatoria, isto é, reestabelece a

condicao de gauge temporal quebrada pelos difeomorfismos temporais.

5.6.8 Hamiltoniano Final

Aplicando a teoria de Dirac podemos analisar a teoria de maneira consistente. Essencialmente,
a formulagao de Dirac permitiu eliminar os vinculos de segunda classe, os quais geravam incon-
sisténcias na teoria. A Hamiltoniana final é dada apenas em funcdo dos vinculos de primeira

classe, que sao os geradores das transformacoes de gauge. Assim,
Hyp = — /da: (V(@)Go(z) + N (1) (2)) . (5.113)

onde NV e N'! sdo funcgoes arbitrarias.

As equacoes de movimento para uma variavel fisica F podem ser determinadas mediante a

equacao de Hamilton-Dirac,
F={F Hr}, . (5.114)

Determinamos as equacoes de movimento para os campos independentes apos a fixacao, isto é,

a dinamina dos campos e’ , w, , ¢ e ¥:

ate

(ed@ 11}y = [ay N WIGo) + N ()G )b o)}
dy (N (y) {Go(y), ex(@)} , = N (y) {G1(v)), ex(2) } )
/d (N ()ws(@)6(y — x) + 9N (9)3(y — 2)))
= N(2)w,(x) + 0, (Nl( ), (5.115)

12As derivadas funcionais 0Sgr[4, ¢]/d¢p e dSpr[A, ¢]/dAL sdo da agdo original (5.14), correspondendo as
equagdes de movimento (5.60) ou (5.63).
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Opws (1) = —{H,w(z)}

= —0 M Nl(x)w x — 0 X 61 X

= o0, (E55) 0. (Treln)) oA G110)
i) = oD opopye) - M 2D )
0u(a) = ~N(@)a(a) + N () 22 (5.118)

Estas quatro equacoes de movimento sao equivalentes as equacoes de movimento originais
(5.60), (5.62) e (5.63) quando x = 0, ¢y = 00,1 /el, substituindo w; em fungao dos outros
campos usando a primeira das equagoes (5.60):

o,N N!
T

T

Wy = —0

o gwm s (5119)

com os multiplicadores de Lagrange N° e A'* sendo substituidos por N e N, respectivamente.

Fazendo isto nas equagoes (5.115 — 5.118) teremos:
Orey(7) = wa(2)N(2) + 0 N' (),
Ouws (1) = Bywy — QN (w)ey(x),
Orpr () = —ow(x)po(x) + AN (2)¢(x),
N (x)

8tw($) = —N(ﬂf)g@l(iﬂ) + 61(.1')

Oatp (),

que sao as equacoes originais, como era de se esperar.
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Capitulo 6

Preliminares para a Quantizacao em duas

dimensoes

Neste capitulo exploramos de forma suscinta varios aspectos do espaco conhecido como a com-
patificacao de Bohr ! da linha real, caracterizado-o como o espaco de configuracdo na repre-
sentacao de polimeros. Como é bem conhecido na literatura [59-61| o espago de configuracdo
quantico da Cosmologia Quantica de Lagos (Loop Quantum Cosmology - LQC) também é ca-
racterizado como sendo a compatificagado de Bohr. Analogias com a Gravidade Quantica de
Lagos (Loop Quantum Gravity - LQG) sdo exploradas, nos dando uma introducao a parte da
sua estrutura matemaética em um contexto técnico simplificado. A compatificacdo de Bohr da
linha real, a qual denotaremos de R, é um espaco bem conhecido da comunidade matematica,
com muitas caracterizagoes [62]. Nao é surpresa que estas caracterizagoes sao analogas as ca-
racterizacoes do espaco das conexdes generalizadas A 2, como o espaco de configuracio quantico
em LQG. Neste capitulo providenciamos uma revisao compacta de todos os aspectos do espago
de configuracao quantico R, junto com a construcio explicita do espaco de configuracao na

representacao de polimeros.

A importancia deste capitulo esta no fato de que ele nos fornecerd uma base soélida para cons-
truirmos um espago de configura¢do quantico para o nosso modelo (modelo JT), seguindo de

perto a representagao de polimeros para campos escalares [63,64].

Este capitulo é organizado da seguinte forma. Na se¢ao 6.1 fazemos uma revisao da represen-

"Harald August Bohr (1887-1951) irméao de Niels Henrik David Bohr (1885-1962).
Para mais detalhes sobre a construgio de A ver [12].
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tagao de polimeros como usada, por exemplo, em LQC [59]|. Nesta se¢ao surgem a compatifi-
cacdo de Bohr e sua estrutura. A secdo 6.2.1 descreve R como o espaco dos homomorfismos.
Até certo ponto, isto corresponde a uma caracterizacio similar de A. Porém, R & um grupo,
ele também é equipado com mais estruturas, e em particular com a medida de Haar. O espago
de configuracao na representacao de polimeros é entao, apresentado na secao 6.2.2. Na secao
6.3 discutimos a caracterizacao projetiva de R, que esta diretamente relacionada a uma impor-
tante estrutura em LQG. Na secdo 6.4 o espaco R ¢ visto como sendo o espectro da algebra de
configuracao classica, correspondendo a construcdo original de A. Varias referéncias sao dadas

ao longo do capitulo, esperamos que o leitor consulte tais referéncias para uma exposicao mais

detalhada.

6.1 Representacao de Polimeros

6.1.1 A formulacao do espaco dos Momentos

Vamos considerar o espaco de fase T*R = R? de uma particula na linha, de coordenadas
(x,p), onde x é a variavel de configuracdo e p a variavel momento canonico. Definiremos a
representacao de polimeros associada as relacoes de Weyl, utilizando a formulacao do espaco

dos momentos como segue.

Seja Hp o espago de Hilbert ndo-separavel varrido linearmente pelos vetores de base |p >,
p € R, tal que, < p|p’ >= 6,,y, onde 9,y é o delta de Kronecker. Um dado elemento de Hp

pode ser escrito na seguinte forma,

D wp)lp > Y 1em) < oo (6.1)

pER peR

Desta forma, o espaco dos polimeros pode ser descrito como espago das fungoes complexas
sobre R que sao de quadrado integravel em relacao a uma medida discreta. Necessariamente,

a funcao de onda ¥ (p) é nao nula somente sobre um subconjunto enumeravel de R.

O operador de momento p é definido nesta representacao como,

plp >=plp> ou pY(p) = pY(p). (6.2)
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Desde que a medida discreta seja invariante sob translacoes, podemos definir operadores unitarios

U(k) implementando as translacGes no espaco dos momentos:

UNlp>=p+Ar>, ou UNY(p)=v(p—2N), NeR. (6.3)

A exponenciacao do operador p, junto com os operadores U (A) nos fornece uma representagao
das relacoes de Weyl que sao, além disso, irredutiveis. Porém, a representacao de R dada por
A= U (M) é claramente nao continua. Na realidade, para A arbitrariamente pequeno, um vetor
|p > é mapeado por U(/\) em um vetor ortogonal [p+ A >. Assim, o gerador que corresponderia

ao operador de configuracao  nao é definido.

Os operadores U(A) podem ser vistos, nao obstante, como dando a quantizacao das fungoes

Az As condicoes de realidade sdo satisfeitas, desde que, U(A)T =

classicas de configuragao e
U(—M). Desta forma, a representagdo de polimeros nos fornece uma quantiza¢ao, no sentido
usual de Dirac, da algebra de Poisson das fungoes do espaco de fase que sao combinacoes lineares

A

das funcoes p e €*® com X\ € R. Em particular,

RSz f(z) =) ce™” (6.4)
J

onde a soma em j é finita, sendo os A\; nimeros reais arbitrarios e c; coeficientes complexos. O
conjunto das fungoes (6.4), claramente pontos separados em R, isto é, dados z, 2" € R, onde
x # 2/, podemos encontrar uma funcio f, de modo que, f(z) # f(2'). Na realidade, duas

funcoes, 1% e 2% 530 pontos separados se a razao \; /A, é um nimero irracional.

Nesta representacao, o espectro do operador momento p é a linha real, mas cada ponto de R
pertence a um espectro discreto, em vez do espectro continuo, desde que os autovetores |p >
existam. Neste sentido, o espaco de configuracao qudntico na representacao de polimeros pode
ser visto como sendo a reta R equipada com a topologia discreta. Note que se trocarmos os
papéis das variaveis de configuragdo e momento, obteremos uma representacao nao-equivalente,
onde a compatificagao de Bohr da linha real R [65, 66], corresponde ao espaco dos momentos.
Com a variavel x correpondendo as conexoes e p as triades, a representacao de polimeros usada

em cosmologia quantica de lagos [59], é a mesma descrita anteriormente.

No caso da gravidade quantica de lacos as funcoes z +— e? fazem o papel das holonomias,

indexadas pelo nimero real )\, que corresponde aos edges.
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6.1.2 Do espago dos momentos ao espaco de configuragao: uma di-

gressao

Na representagao de polimeros, nés podemos ver as variaveis de configuragao (6.4) como opera-
dores de multiplicacao, de tal modo, a obtermos uma representacao equivalentemente unitéria.
Note que o espago linear das variaveis de configuracao (6.4), é na verdade, uma x-algebra com a
identidade [12], em relagdo a multiplicacdo das fungées e a conjugagiao complexa. Chamaremos
esta algebra de C, ela seré representada em termos de operadores limitados em Hp. Além disto,
a representacdo é ciclica, isto é, existe um vetor, por exemplo, |0 >€ Hp, tal que, a acao da

representacao de C sobre |0 > produz um conjunto denso.

Vamos agora tirar proveito da teoria das C*-algebras comutativas [67,68|. Em nosso caso,
podemos obter uma C*-algebra completando nossa *-algebra em uma norma apropriada. No
presente caso, ja temos uma representacao, assim a coisa mais 6bvia a fazermos é considerar a
norma do operador na representacao de polimeros e a correspondente C*-algebra dos operadores
limitados gerados pelos U(k) Esta algebra coincide com a algebra de Bohr das func¢oes almost-
periodicas [65], isto é, a algebra das fungbes limitadas e continuas em R obtida a partir do
completamento de C em relacdo a norma do supremo. Nos denotamos esta C*-algebra por
C, correspondendo a algebra da holonomias em LQG. Os resultados gerais da teoria das C*-
algebras [67, 68| nos dizem que uma C*-&lgebra comutativa (com a identidade) B pode ser
descrita como a algebra C(A) de todas as fungdes continuas sobre o espa¢o compacto A,
chamado de espectro da algebra. O isomorfismo que mapeia os elementos de 3 em funcoes no
espectro é chamado de transformacao de Gel’fand. Quando, como no presente caso, a algebra
B é uma algebra das funcoes em dado espago S, e a éalgebra separa pontos, a transformagao
de Gel'fand também nos da um mapeamento injetivo & — A, cuja imagem ¢ um conjunto
denso. A compatificacdo de Bohr pode ser vista como um caso particular desta compatificacao
de Gel’fand. No nosso caso, o espectro da algebra C é o espaco R, a compatificacdo de Bohr da

linha real, que contém R como um subconjunto denso.

Finalmente, uma representagao ciclica da algebra das fungées continuas C'(X) sobre um espago
compacto X pode ser naturalmente realizada no espago de Hilbert £?(X, ) das fungoes de

quadrado integravel com respeito a uma medida normalizada p sobre X.

Diante de tudo o que dissemos, fica garantido existir uma medida py sobre R, tal que, a

representacdo de polimeros de C é unitariamente equivalente & representacio em EQ(R o),
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com os elementos de C atuando como operadores de multiplicacio.

Podemos ainda, ver que o conhecimento do espectro da algebra nao tem muito a nos dizer acerca
do espaco de configuracao quantico para uma determinada representacao. Este é determinado
através do suporte da medida correspondente. No caso da representacao de polimeros a extensao
a partir do espaco classico R no espaco R ¢, na realidade, essencial. Esta situacdo é tipica de

teoria quantica de campos, incluindo a LQG.

Como em LQG, uma descricdo projetiva de R pode ser dada. Esta descricio esta relacionada a
estrutura indutiva da algebra C (6.4). Esta estrutura ¢ fornecida pela familia das x-subagebras
finitamente geradas, cuja unido é a algebra C. De modo natural, o espectro de (o completamento
de) cada uma destas dlgebras é um toro, sendo sua dimensao igual ao nimero de geradores.
Como noés consideramos subélgebras cada vez maiores, nés podemos ver o espectro de R como

o limite de uma familia de toros de dimensoes crescentes.

Do ponto de vista algébrico, uma caracterizacdo natural de R esta relacionada as propriedades
dos elementos basicos de C, normalmente, fungoes exponenciais. Estes elementos sao indexados
pelos numeros reais A e definem homomorfismos de R no circulo unitario em C, os quais
em particular sdo continuos. Pode-se mostrar que R coincide com o conjunto de todos os

homormofismos ndo necessariamente continuos de R no circulo unitario.

Esta caracterizacdo de R é bem conhecida em andlise harmonica [66], onde R é visto como
sendo o grupo dual do grupo discreto R. A relacdo com a abordagem via C*-algebra, ¢ que C
é essencialmente gerada pelo grupo discreto R. Assim, em particular, R é um grupo compacto
comutativo, equipado com a medida de Haar, que é precisamente a medida py correspondendo
a representacio de polimeros. Desta perspectiva, a transformacio unitaria de Hp em L£2(R, 1)

é uma transformada de Fourier.

Embora esta estrutura de grupo nao esteja presente no espaco das conexoes generalizadas A
em LQG [12], sua caracteriza¢do como um conjunto de homomorfismos é, na realidade, uma

das trés caracterizacoes conhecidas. Assim, esta descricdo tem um anélogo também em LQG.

Podemos notar que introduzindo a medida g através das técnicas projetivas-indutivas (corres-
pondendo a introdu¢ao da medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski em LQG), embora possivel,
aqui ndo é natural. Entdo, comecamos com uma dada medida de Haar em R. Por outro lado,

o que fizemos anteriormente confirma explicitamente que o espectro de Gelfand de C coincide
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com o dual do grupo discreto R. Em particular, concernente as subalgebras geradas finitamente
(que é a esséncia do argumento), esta discussao nos da um facil exemplo da compatificacao de

Gel’'fand em dimensoes finitas.

6.2 O espaco de configuracao

O espaco R é introduzido como o conjunto de todos os homomorfismos correspondendo & similar
caracterizacido de A. O papel do grupéide dos caminhos [12], ¢ aqui desempenhado pelo grupo

discreto R. O grupo SU(2) ¢é trocado por T', o circulo unitario no plano complexo C.

Como mencionado, a caracterizacdo de R é precisamente a mesma que a de um grupo dual.
Embora nio insistirmos nisto, a estrutura de R é introduzida desde o comeco. Além disto,
alguns resultados basicos da analise harmonica [62,66| necessariamente surgirdo, em particular
na secao (6.2.2), onde uma versao do espaco de configuragao na representacao de polimeros é

apresentada.

6.2.1 O espaco de configuracao quantico visto como um grupo com-

pacto

Consideremos a linha real R equipada com uma estrutura de grupo comutativo dada pela adicao
dos numeros reais. A compatificacido de Bohr R [12| pode ser descrita como sendo o conjunto
Hom|[R, T'] de todos os homomorfismos, ndo necessariamente continuos a partir do grupo R no

grupo multiplicativo 7" de unitarios em C.

Um elemento genérico de R sera denotado por y. Assim, todo y € R é um mapeamento,

x : R — T, tal que,
xX(0) =1 e x(A1+X2) = x(AM)x(A2), VA, A €R. (6.5)
Desde de que T ¢ um grupo multiplicativo, fica evidente que

XX'(A) = x(A)x'(A) (6.6)
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define uma estrutura de grupo sobre R, que é naturalmente comutativa. O grupo R é um
subgrupo do grupo de todos os mapeamentos (nao necessariamente homomorfismos) de R em
T. Desde que, este grupo possa ser identificado com o grupo produto x g7, e T' é compacto, ele
carrega a topologia produto de Tychonoff [12,39,41,42], em relagdo a qual, X cg7 se torna um
grupo compacto de Hausdorff. Essa estrutura é herdada pelo subgrupo R, fazendo com que ele
seja um grupo topologico. Além disso, a partir do fato que R contém somente homomorfismos,

podemos ver ele como um subconjunto fechado de x,cr7. Portanto, R é compacto.

Assim, R ¢ um grupo compacto comutativo em relacio a operacdo (6.6) e a topologia de
Tychonoff. Uma descricao mais explicita desta topologia seria a seguinte. Para cada A € R,

consideramos a funcao Fy : R — T definida por,

Falx) = x(A). (6.7)

As funcdes (6.7) sdo continuas e na realidade, a topologia de Tychonoff em R é precisamente

uma topologia fraca, de modo que, todas as fungoes (6.7), VA € R, sdao continuas.

Como em LQG, no caso das conexoes, existe um mapeamento natural a partir do espaco de
configuracao classico no espago de configuracao quantico, aqui vamos chama-lo de ©, definido

como (veremos na se¢ao 6.4 que © é, na verdade, a compatificacao de Gel’fand-Bohr):
0:R—=R, yr—yx, xy(A):=e¥ VAR (6.8)

Desde que, este mapeamento é injetivo, o conjunto R pode ser visto como uma extensao de R.
Assim, o espaco de configuracao classico se comporta como o subespaco dos homomorfismos
continuos do espaco de todos os homomorfismos em R. Em adicdo a isso, a imagem de O(R)
¢ um subconjunto denso. E bom mencionarmos que a injecdo © é continua, mas ela nio é um
homeomorfismo em sua imagem. A topologia induzida sobre R como um subconjunto de R, a
qual pode ser vista como uma topologia fraca, de modo que todas as funcdes z — e, V) € R,

sao continuas, ¢ mais fraca que a topologia usual.

E importante notarmos que, desde que reconhecamos R, como sendo o espectro da C*-algebra C,
fica garantido que qualquer funcao almost-periédica em R [12,62,65] pode ser extendida a partir
do conjunto denso O(R) em func¢oes continuas em R (esta é a transformacio de Gelfand, neste
caso). Em particular, as fungoes Fy correspondem & fungoes exponenciais R > z +— €%, Porém,

especialmente na introducao da medida que define a representacao, essa correspondéncia sera
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vista no contexto de operadores, isto ¢, quando considerada como um operador de multiplicacao,

no qual, Fy corresponde a funcdo classica ¢**, dando, na verdade, sua quantizacao.

6.2.2 Representacao de polimeros no espacgo de configuracao

Sendo um grupo compacto, R é equipado com uma medida invariante (sob operacdes do grupo)
normalizada o, a medida de Haar. A medida de Haar nos da precisamente a representacao de

polimeros do espaco de configuracao, como podemos ver adiante.

Consideremos o espaco de Hilbert das funcdes de quadrado integravel £2(R, 1), o qual chamare-
mos de Hy. Desde que, as fung¢oes F, (6.7) sdo continuas, elas sdo em particular integraveis.
Como ja era esperado elas formam uma base ortonormal em Hy. Pode-se ver facilmente a partir

da invariancia da medidad s, que esta base é ortonormal. De fato, para todo y € R temos:

/R FAlxX'x)dpo(x) = /R Fa(x)dpo(x), (6.9)

o que nos leva a,

(1= X () | Faduo = 0. (6.10)

Desde que, isto seja verdade para Vy’ € R, concluimos que

/ﬂduo =d0x0, AER, (6.11)
R

onde dy o € o delta de Kronecker. A partir de F*) = F_ e FaFy = Farw segue que {Fy, A € R}
¢ uma base ortonormal completa. E facil confirmar que esta base ¢ completa, desde que, o
espaco das combinagoes lineares finitas das funcoes F) é uma *-subalgebra da algebra de todas
as funcoes continuas C(R), que contém a funcdo identidade, e pontos separados em R. O
teorema de Stone-Weiertrass [12,69, 70| nos assegura que este espaco linear é denso em C(R)
em relacao a norma do supremo. Alternativamente, este espaco linear corresponde a C, o
qual é denso em C por construcdo. Seguindo argumentos padroes pode-se mostrar que ele &

necessariamente denso em relagao a norma £2 3.

Deste modo, o espaco de Hilbert Hy é isomoérfico ao espago dos polimeros Hp, sendo a trans-

3Para um conjunto compacto X, C(X) ¢ £2 denso para uma dada medida de Borel. Por outro lado,
convergéncia uniforme implica em convergéncia £2.
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formacao unitaria Z : Hp — Hy dada pelo mapeamento entre as bases:

I:|p>—F, VpeR (6.12)

O espaco de Hilbert Hy providencia-nos uma representacao da C*-algebra C(R), a qual é
fidedigna, desde que a medida invariante de Haar o é (isto é, todo conjunto nao-vazio tem uma

medida nio-nula). Em particular, tomando o representante de Fy € C(R) por II(\), temos:

LA (x) = Fal)v(x), ¥(x) € Ho. (6.13)

Em adicao a isto, desde que, a medida de Haar é invariante, ela é particularmente invariante

sob a a¢ao do subgrupo classico O(R). Define-se naturalmente o grupo unitario a um parametro

T (y):
T(y)(x) = vxyx), ¥ €R, ¥(x) € Ho. (6.14)

Pode-se ver facilmente que a transformacdo unitaria Z mapeia os operdores U()\) em II()\) e
e’ em T(y). A quantizacio da varidvel momento pode ser definida sobre o subspaco das

combinacoes lineares finitas das fungoes F,, por
[I(p)Fy = AF. (6.15)

A representacao Hy definida por (6.13) e (6.14) é entao, uma versdo unitariamente equivalente

da representacao de polimeros.

E interessante observarmos que a irredutibilidade ¢ alcancada na representacéo de configuracio,
apesar do fato de termos somente um operador de momento. Isto é possivel, devido a densidade
de orbitas da acdo do grupo classico O(R). Assim, nio existe uma funcdo nio-trivial em R que
permaneca invariante sob a a¢ao do grupo classico O(RR) e portanto, o operador de configuracao

nao comuta com II(p).

Finalmente, as combinagcoes lineares finitas da forma Y exFa(x) = > cax(A), podem ser vistas
como elementos de Hy que dependem somente dos valores de x sobre um conjunto finito de

pontos, estas combinagoes lineares finitas sao chamadas fungoes cilindricas.
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6.3 Aspectos Projetivos
Apresentamos agora a caracterizacdo projetiva de R, correspondendo de modo semelhante a

estrutura projetiva em LQG [36,38,71]. J4 mencionamos que esta estrutura esta diretamente

relacionada a familia das *-subalgebras geradas finitamente da *-algebra de configuracao C

(6.4).

6.3.1 O espaco de configuracao quantico visto como um limite proje-

tivo
Para n € N (n arbitrario), um conjunto finito de nimeros reais v = {A,...,\,} é dito ser
independente se \j,..., ), sao algebricamente independentes em relacao ao grupo aditivo (o-

peragdo) em R, isto é, se a condigao
> mid; =0, m;€Z (6.16)
j=1

implica em m; = 0, Vj. O conjunto de todos os vy independentes serda denotado por I' [12].
Uma relacao de ordem parcial fazendo com que I' seja um conjunto direcionado, pode ser

introduzida da seguinte forma: Seja G, um subgrupo de R livremente gerado pelo conjunto

’Y:{)\l,...,)\n}Z

G'Y = {ij)\j, m; S Z} . (617)
j=1

Um conjunto ' é dito ser maior que v, e escrevemos ' > v, se G, é um subgrupo de G, E
claro que dado ~ e 7/, podemos sempre encontrar um ~”, tal que, v/ = v e " =~/ e assim, I'

se torna um conjunto direcionado. Além disso, [' nao possui elemento maximal.

Dito isso, podemos descrever agora a estrutura projetiva de R. Para cada v € I', consideremos

o espago (além disso, um grupo) R, de todos os homomorfismos de G, em T,

R, := Hom [G,,T]. (6.18)
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Para um dado par v,4/, tal que, 4/ > v existe uma projecao sobrejetiva,
P’Y’Y’ . R,\/ — R,y (619)

definida por restricoes, isto é, um elemento x € R,/ ¢ mapeado em sua restrigao em G, C G..

As projecoes (6.19) claramente satisfazem a condigao de consisténcia

P’y"/” = P’Y’Y’ (e} P’Y”Y”? v’y// i ’}// t ’}/ (620)

Cada familia de espacos e projecoes, indexadas por um conjunto direcionado, é chamado de

familia projetiva {R,, PW'}W’M'

Desde que, cada G, é livremente gerado por um conjunto independente v = {A,..., A},
cada R, & essencialmente um espago da forma 7™, onde n é a cardinalidade correspondente ao
conjunto 7. De fato, todo elemento x, de R, é unicamente determinado pelas imagens dos ger-
adores, e assim, temos uma bijecao entre R, e 7" dada por x, — (xy(A1), ..., x4(An)). A partir
de agora, identificaremos cada R, com o correspondente espago 7™ com a topologia padrao,
ou com o n-toro R"/(277Z)". Nao faremos distin¢ao entre os dois, isto é, a correspondéncia
R/(27Z) 3 x < € € C, sera livremente utilizada. Cada espago R, é, entdo, um espago com-
pacto, e ainda, as projecoes (6.19) sdo continuas e a familia projetiva {R,, 737A,/}W,m é portanto,

uma familia projetiva compacta.

Temos ainda, como em LQG, a nocao de limite projetivo de uma familia de espacos, o qual no
caso de uma familia compacta é também um espaco compacto. O limite projetivo da familia
projetiva {R,, PW'}W’M é um subconjunto do produto cartesiano X.erR,, dos elementos () er

que satisfazem a condicao de consisténcia,

PoyXyr =Xy, VY = . (6.21)

Nao ¢é surpresa, a existéncia de uma bijecao entre o limite projetivo da familia projetiva

{R,, Py}, o conjunto R = Hom [R, T, dado por
R 35X = (Xly)er, (6.22)

onde x|, denota a restricdo de x no subgrupo G,. Além disso, a topologia natural sobre o
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limite projetivo, topologia fraca, tal que, todas as projecoes
P R—R,, ¥ xh, (6.23)

sao continuas, coincide com a topologia de Tychonoff introduzida na secao 6.2.1.

Assim, o espaco compacto R é naturalmente homeomorfico ao limite projetivo da familia pro-
jetiva {R,, wa/}y>~,~ Desde que, cada espaco R, é homeomorfico ao toro, nés podemos ver o

espaco compacto R como o limite de uma familia de toros de dimensoes crescentes.

Embora, a descricao projetiva do espaco de configuracao quantico, feita aqui, seja andloga a
descricao feita em LQG (com os toros T™ correspondendo as variedades SU(2)"), existe uma
diferenca relacionada ao fato de termos aqui, um espago de configuracao classico unidimensional,
enquanto que, os espagos R, sdo multidimensionais. Além disto, a projecao P,O(R) em um R,
genérico (por exemplo, com 7 contendo apenas dois elementos) da imagem O(R) C R ndo cobre
R,. A imagem de R em R, é, ndo obstante, densa. Na realidade, escrevendo v = {A,..., A\, }
e usando a identificacdo de R, com o toro 7", R"/(27Z)", nés podemos ver que R é mapeado

em T" como:
Rz (Mz,..., \x) € T (6.24)

Portanto, obtemos um mapeamento P,© : R — 7™ = R, com imagem densa, desde que, as

frequéncias {\1,..., A\, } sejam algébricamente independentes.

6.3.2 Funcoes Cilindricas e alguns aspectos teéricos da medida

Agora, iremos considerar o pull-back [30] das proje¢oes (6.23). Para um dada 7 e uma dada
fungao continua f € C(R,), o pull-back P} f(x) = f(Pyx) nos di uma fun¢do em R. Desde que,
as projegoes sao continuas e sobrejetivas, a fungao PJf ¢ também continua e 0 mapeamento
Py CR,) — C(R) é injetivo. Assim, fun¢des dadas sobre R, ou o correspondente toro, sao
fielmente mapeadas em funcées em R. Estas funcoes, chamadas funcoes cilindricas, sdo funcdes
em R que vivem essencialmente sobre um toro. Além disto, o conjuntos de todas estas funcdes,
para todo v € I', é denso em C(@), e portanto, £2-denso. Claramente, nés ndo podemos
parar em um dado « fixo, mas note que para combinagoes lineares finitas de funcoes cilindricas

correspondendo a diferentes «’s, digamos 7y, . .., 7, estas podem ser vistas como func¢oes sobre
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um toro de dimensoes elevadas, desde que, exista um «/, tal que, v = ~v1,...,7 = V.

Além disto, o pull-back estende o mapeamento entre funcoes continuas a um mapeamento entre
L2 P i i duzir al 0 impl ir d ia d
espacos L“. Para vermos 1sto, vamos introduzir algumas nocoes simples a partir da teoria de

medida [12,31,70,72,73].

Desde que, R pode ser projetado em todo espaco R,, a medida de Haar po define uma medida
oy sobre cada espago R.,. Explicitamente, cada medida pg, é definida pelo push-forward [30]

de po, em relacao a projecao P, : R — R,, isto &,
fion (M) = po(P; M), ¥V conjunto de medida M C R,, (6.25)

onde P~ M & a imagem inversa do conjunto de medida M. Uma definicao equivalente de
oy pode ser dada em termos da integracao das fungoes continuas, naturalmente jip pode ser

definido por

|t = [ Prfdu, 5 € CR), (6.26)

y

Como ja era esperado, a medida 1, coincide com a medida de Haar sobre os espacos (grupos)
R., ou ainda, com a medida (Haar-Lebesgue) sobre o correspondente toro*. Isto pode ser

facilmente visto a partir de (6.26).

Podemos entdo, construir espagos de Hilbert £*(R,, f10,), 0s quais sdo essencialmente os espagos
de Hilbert usuais das fun¢oes de quadrado integravel sobre o toro. Fica claro, a partir de (6.26)

que para cada 7, o pull-back define uma transformacao unitaria entre £2(RR., 110,) € 0 subespago

de Hilbert separavel Ho, := P;L*(Ry, poy) de Ho.

Em paticular, consideremos a restricao da representacao de polimeros em um dado Hy,, com
v = {M,.... A}, Os operadores II(\) (6.13) com X fora do grupo G, ja ndo atuam sobre
Ho,, mas os que atuam, isto é, para A = ) m;J\;, corresponde a usual quantizacao das funcoes
exp(i Y m;Ajx;) sobre o toro T". Por outro lado, o operador de momento II(p) (6.15) é definido

sobre cada Hy,, e corresponde a derivacao ao longo da diregao do toro definido por P,O(R).

4A medida de Ashtekar-Isham-Lewandowski em LQG [74] ¢ introduzida, de fato ao contrario, usando uma
familia de medidas de Haar adequadamente compativel sobre os espacos de dimensao finita de uma familia
projetiva para se definir uma medida sobre o limite projetivo .A. Este é o procedimento geral para se introduzir
medidas em limites projetivos (espagos) com nenhuma estrutura adicional. Em casos mais agradédveis, como
teorias de campo lineares e LQG, expressdes como (6.25), vistas como a defini¢do da medida sobre o limite
projetivo, na verdade, nos conduz as proprias medidas o-aditivas [31,72,73]. No caso de familias compactas o
formalismo da teoria da representagdo das C*-algebras [67], correspondendo a (6.26), é também muito ttil.
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Finalmente, vemos que a imagem ©(R) do espago de configuracao classico é um conjunto de
medida (medida de Haar) nula em R. Isto é particularmente facil de ver no presente caso,
sendo que, isto ja acontece para R, genérico. Consideremos entdo, o conjunto v = {A;, A2}
com dois elementos (ou mais), de forma que o espago R, pode ser visto como o toro 7% (ou
T" n > 2). Desde que, o nimero de vezes em que a linha R é enrolada em torno do toro é
claramente enumeravel, a medida do conjunto P,O(R) é nula. Segue imediatamente de (6.25)

que O(R) é um conjunto de medida de Haar nula em R.

Como uma consequéncia, a restricdo de um elemento genérico de Hy = L2(R, j19) em O(R) nio
¢ definido. E verdade, que ele ¢ definido para funcdes continuas, mas C(R) ndo é completo
na norma £ Neste sentido o completamento de C (6.4) em relagdo ao produto interno <
e Nz

e e >= dyv se torna um espaco de funcoes em R °. Assim, a extensdo do espaco de

configuracao a partir de R em R é essencial na representacao de polimeros.

6.4 R visto como o espectro da C*-algebra das funcoes

almost-periodica em R

Veremos agora explicitamente, que R é de fato o espectro da C*-algebra das funcdes almost-
periddicas em R. Esta caracterizagao do espaco de configuragao quantico corresponde a intro-
ducao original do espaco das conexdes generalizadas A como o espectro da algebra de holono-

mias [37,71].

Consideremos, novamente, a x-algebra C de configuracao das funcoes dadas pela combinagoes

lineares finitas,
Roz— f(z) = Z ;e (6.27)
J

e seu C*-completamento C, em rela¢do & norma do supremo, ||f(z)|| = sup,g | f(2)|.

O espectro A(C) da algebra C é o conjunto de todos o funcionais lineares multiplicativos nio-

SEm outras palavras, as fun¢oes nao-continuas R > X — §y¢ ndo sdo a transformada de Fourier de uma
medida em R, mas em R.
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nulos sobre C, isto é, funcionais lineares nao-nulos ¢ : C — C, tal que

o(fg) = e(f)elg), VfgeC. (6.28)

Tais funcionais sdo necessariamente continuos. Podemos facilmente verificar que ¢(e”*) toma
valores em T, Voo € A(C), VA e segue que R 3 \ +— ¢(e~™7) determina um elemento de R.
Existe assim, um mapeamento injetivo de A(C) em R. Reciprocamente, um dado elemento

X € R define um funcional linear multiplicativo ndo-nulo sobre C através de e — ().

Mesmo estabelecendo uma bijecao entre A(C) e R resta ainda provar que estes funcionais
podem ser estendidos a funcionais sobre C, para isto é suficiente mostrar que estes funcionais

sao continuos sobre C.

Vamos agora falar um pouco sobre a estrutura indutiva da algebra de C [75]. Para cada v € T',
v = {A1,..., A}, seja C, C C a #-subdlgebra gerada pelo conjunto {e™” ... e**} cujos

elementos sao combinacoes lineares das seguintes funcoes

f(z) = ZcAei’\"’, com A€ G, (6.29)

A

E claro que C, é uma subdlgebra de C,/, sempre que, 7 > . Além disso, qualquer elemento de
C pertence a alguma subdlgebra C,. De fato, desde que o nimero de diferentes frequéncias \;
em (6.27) é finito Vf € C, todos eles pertencem a algum grupo G.,. Deste modo, a algebra C é

a uniao de todas as subdlgebras C,.

Seja entdo, f(z) = >_; c;e® um elemento arbitrario de C, e v = {py,...,pn} um conjunto

independente, tal que, \; € G, Vj, isto ¢,

Z 1017 v.]a (630)

l

para m} inteiro. Assim, temos

|1 (2 H—Sup! ¢ [Tt )™l (6.31)

J =1

Para cada valor de z, (e1® ... ¢e""*) & um elemento de T' = R, e a imagem de R através
3 ) ) v
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deste mapeamento ¢ um conjunto denso. Desde de que, as fungoes em 7" da forma

T" > (x1,...,2,) — Z ¢ H(em)mé (6.32)
i =1

sao continuas (levando em conta o fato de que as somas sdo finitas), podemos ver que o supremo

em (6.31) pode ser trocado pelo supremo em 7", Assim,

(zlv ,:En eTn =1

1f ()| = 12 e ] (6.33)

Agora, é facil ver que os funcionais lineares sobre C definidos através dos elementos de R sao

continuos. Seja entdo, ¢, o funcional definido por ¢, (e*) = x()\), Vx € R. Assim, nos

obtemos
ml,
= Z eix(Ag) = ch HX(PZ) 7, (6.34)
J J =1
o qual é simplesmente o valor da fun¢do que aparece em (6.33), no ponto (x(p1),-..,x(pn)) €

T". Portanto, |p\(f(x))| < ||f(x)|], Vf(z) € C, provando que os funcionais ¢, sdo continuos.
Por conseguinte, é estabelecida uma bijecio entre o espectro A(C) e R. Além disto, A(C) e
R sdo homeomorficos. Neste caso, a topologia sobre o espectro A(C), chamada topologia de

Gel’fand [12], definida como topologia fraca 75|, de modo que, todos os mapeamentos

A(C)—=C, p—o(f), feC, (6.35)

sdo continuos, corresponde a topologia de Tychonoff em R introduzida na secdo 6.2.1. Também
¢ claro que a compatificacio de Gel'fand [12], R — A(C), dada por y — ¢,, tal que, ¢, () =

e corresponde ao mapeamento © (6.8).

Finalmente, vamos mostrar a relacao entre a estrutura indutiva e a estrutura projetiva, de

modo mais explicito.

Considerando os completamentos EW das algebras C,, ¢ verdade que EW C EW/ para v’ > -, mas
a uniao U,C, nao é um espaco completo. A familia {67}'\/61” com inclusoes naturais, é um caso
particular de uma familia indutiva de C*-algebras. O completamento da uniao U,C,, neste caso,
C, ¢ chamado neste contexto (das C*-algebras) de limite indutivo. Levando em conta que o

conjunto das funcoes (6.32) é denso em C(T™), os argumentos imediatamente anteriores levam
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a conclusao de que cada éalgebra C, é um isomorfica a algebra C(R,). Em outras palavras, R, é

o espectro de C,. Como tomamos os limite sobre o conjunto I', encontramos que R é o espectro

de C 6.

Resumindo, do ponto de vista das C*-algebras, a C*-algebra de configuracido C e a algebra

C(R) das funcées continuas em R sdo um e a mesma algebra.

SExiste uma perfeita dualidade entre as familias projetivas compactas e as familias indutivas das C*-algebras
com o elemento identidade, no sentido de que existe uma correspondéncia (Gel’fand) um-a-um e o limite projetivo
compacto é o espectro do correspondente limite indutivo [36].
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Capitulo 7

Quantizacao do Modelo JT

De acordo com a teoria da quantizacdo de Dirac [101] dos sistemas Hamiltonianos comple-
tamente vinculados, supoe-se que a Hamiltoniana vinculada H , atuando sobre o estado |¥)

anula-o,
H|U)=0. (7.1)

Esta equacao que define |U) como um estado fisico, |V) € Hpnys, ¢ conhecida como equagao de
Wheeler-DeWitt [102] ou equagao de Einstein quantica, da gravitacdo quantica canonica. Ela

se assemelha & equagdo de Schrédinger sem o termo 0 |U) /0t.

Isto nos motiva a quantizarmos o modelo JT seguindo o programa de Dirac aplicado a sistemas
com covariancia geral utilizando as técnicas usuais empregadas na LQG [12,13]. O programa

de Dirac [81,83] aplicado a sistemas com covariancia geral consiste nos seguintes passos:

(i) Encontrar uma representagao das variaveis do espaco de configuragdo classico da teoria
como operadores no espaco de Hilbert cinemético (auxiliar) H, satisfazendo as relacoes de

comutagao padrao, isto é, { , } — —i/h[, ] (Principio de correspondéncia).

(ii) Promover os vinculos a operadores (autoadjuntos) em H,. No caso da gravitagdo temos
sete vinculos a quantizar, G;(A, E), C,(A, E) e C(A, E). Porém, em nosso modelo temos apenas

dois vinculos, Go(x) e Gi(x).

(iii) Caracterizar o espago das solugdes dos vinculos e definir o correspondente produto interno
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que carrega a nocgao de probabilidade fisica. Definindo-se assim, o espaco de Hilbert fisico que

serd denotado por Hphys.

(iv) Encontrar um conjunto (completo) de observaveis invariantes de gauge, isto é, operadores

que comutam com os vinculos.

Iniciando este programa, introduziremos a quantizacao independente de fundo do nosso modelo,
seguindo de perto a representagao de polimeros para o campo escalar como descrita em |63,64].

Para isto, faremos uso de alguns fatos estruturais analisados no capitulo 6.

7.1 Espaco de Configuracao Quantico

Além de utilizar o principio de correspondéncia para substituir os campos classicos por seus
respectivos operadores quanticos, o programa de quantizacao canoénica requer a escolha do
conjunto das varidveis de configuracao elementares sobre o espago de configuracao classico da
teoria em questao, afim de encontrarmos uma representacao no espaco de Hilbert cinemético
Hein- Com 08 campos el(x),w(z) e 0os momentos conjugados (), (z), temos quatro possi-
bilidades para escolher um conjunto méaximo de variaveis basicas que comutam [87,105] como

argumentos da “fungao de onda U”. Estas escolhas sao

U [ei,wx] com, ¢(z) = —ihL 7@(@ — _ih

Set(x) bun(z)
U [e,, 9] com, ¢n(x) =—ih% () :m%;
¥l o] com, elo) = bzt o) = i
Vo1, wa] com, é;(x):mﬁ, @E(I):_m(bj(ac)’

A qltima representagio, foi escolhida em [87,105], onde ¥ é um funcional dos campos ¢y (x)
e w(z). Aqui, vamos escolher a representagdo VU [pq,1]. Esta escolha particular tem uma
justificativa, ela simplifica em muito a forma final dos vinculos de nossa teoria classica que em

uma certa altura serao promovidos a operadores quanticos.

Em nosso programa de quantizagao, imitando a representacao de polimeros para campos es-
calares, a algebra quantica dos observaveis elementares da teoria serd gerada pelas holonomias

pontuais, isto é, as exponenciais dos campos escalares ¢1(z) e 1(x) em cada ponto de M; = R,



101

e os funcionais de el (z) (fluxo elétrico no caso unidimensional) e w(z) no intervalo I C My, os
quais serao definidos mais tarde. Aqui, vamos tomar el (z) e w(z) como 0s momentos conjugados

de ¢1(x) e ¥(x), respectivamente. Ainda, os parénteses de Dirac elementares sao

{o1(@),ex()}p = =0z —y) e {Y(2),w®)}p =—0(z—y)

Para os campos escalares de nosso interesse, o espaco de configuracao classico U, é o espaco de
todas as fungbes suaves (campos classicos) 1(z) que tomam valores sobre M; = R | enquanto
que, V é o espaco de configuragio classico de todas as fungoes suaves (campos classicos) ¢ (x)
que também tomam valores sobre M; = R. Seguindo a terminologia usada no formalismo de
lagos (veja a secdo 4.1 do capitulo 4), introduziremos as fun¢oes holonomias sobre U e V que

constituirao as variaveis de configuracao elementar da teoria quantica.

Agora, vamos definir a nogao de grafo. Chamaremos de grafo a um conjunto {z;} que consiste
de um numero finito de pontos sobre a linha real R. No caso do espaco de configuracao classico
U, um grafo serd dado por X = {xy,...,2,} no qual, cada ponto x; serd chamado de “edge”
em analogia com a LQG. A cada edge de X associaremos um niimero real arbitrario nao-nulo,
A, diremos assim, que X é um grafo colorido, ou uma rede de spin (spin-network), X(K), onde
XE (A1,...,An) 2 A é o andlogo do spin j; na LQG. Ja no caso de V, o grafo sera dado por
Y ={y1,...,ym}, a0 qual, a cada ponto associaremos também, um nimero real arbitrario nao-
nulo pu. De modo analogo ao que dissemos anteriormente, diremos que Y, agora, é um grafo
colorido ou (utilizando um barbarismo) uma rede de escalar (scalar-network), Y(ﬁ), onde
p= (1, -, ). A diferenca entre os termos rede de spin e rede de escalar nao é irrelevante,

Ja que o campo classico ¢; esta diretamente associado ao setor geométrico da teoria, enquanto

que, 1 nao.

—

Para uma dada rede de spin X ()), definimos uma classe de equivaléncia, na qual, dois cam-
pos escalares 1 e @) € U, s@o equivalentes, ¢ ~ ¢}, se e somente se, exp|—i\;jp1(z;)] =
exp[—i\;¢)(x;)] para todo z; € X e para todo nimero real A\;. A partir dai (veja as secOes
6.2 e 6.3 do capitulo 6), podemos obter uma bijecdo natural 7 : Ux — Ry, onde Uy = Ux/ ~
e Ry pode ser visto como n copias da compatificacio de Bohr da linha real R [76], a qual
induz uma topologia sobre Uy, tal que 7 é um homomorfismo topolégico. Para um dado par
X < X', podemos definir uma projecdo sobrejetiva Py = Ux — Ux através da restricdo do
mapeamento Ny : p; — ijeX/ exp[—iAjo1(x;)] de X' no subgrafo X. Estas proje¢des sa-

tisfazem a condicao de consisténcia Pxxs o Px:x» = Pxx». Assim, podemos definir uma familia
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projetiva {UX, Px x com relacao ao grafo X (grafo para os campos escalares p1). Com

}X<X’
isto, o limite projetivo limy (Ux), que é um espaco topolégico compacto, pode ser identificado
com o espaco de configuracio quantico U do campo escalar ¢, onde U C U. Seguindo o mesmo

procedimento para ), obtemos também o equivalente para o campo escalar v, ou seja, o seu

respectivo espaco de configuracido quantico V, onde V C V.

Denotamos por Cle ﬁ)(ﬁ) o espacgo vetorial gerado pelas combinagoes lineares finitas das

(A
seguintes func¢oes almost-periodicas' de ¢;:

Nialen) = [T expl=idsei ()], (7.2)
(EjGX
onde X: (A1, A2, ..., Ay) sdo niimeros reais arbitrarios nao-nulos tomados em cada ponto de x;

de X, como j4 foi mencionado. E importante observarmos que Cyl (U) tem a estrutura de

X(N)
uma *-algebra abeliana. O espaco vetorial de todas as funcdes cilindricas sobre U é definido

como,
Cyl) = | J oyl, o). (7.3)
X(X)

O completamento de Cyl(U) em relagdo & norma do supremo é uma C*-algebra unitaria abeliana

(comutativa) Cyl(Uf). Assim, podemos usar a construcido GNS [12,68,75] afim de obtermos suas

representacoes ciclicas. Um funcional linear positivo fy sobre Cyl(U) é definido como,

1 se \j=0Vj

0 se nao,

o qual define uma medida de Borel 7 invariante de difeomorfismo sobre U como

/ud”<Nx(K>) : (7.4)

Desta forma, obtemos um espaco de Hilbert cinematico HA¢ := L£2(U, dn), sendo L2(U,dn) o

cin

espaco das funcdes de quadrado integravel sobre um espaco de medida topolégico compacto U

! Na lingua portuguesa seria mais adequado dizer “quase-periddicas”, porém, essa nomenclatura é frequente-
mente usada (na literatura matematica) em varias linguas para designar um certo subconjunto de funges de
AP(R) (espaco das fungoes ditas almost-periddicas em R.). Por isso optamos pelo barbarismo almost-periodicas.
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em relacao a n. O produto interno em relagao a um dada grafo X pode se expresso como:

Agora, tomando X < X’ e X < X", X’ < X", podemos extender o produto interno em HZ¢

cin

para grafos diferentes,

X/(X;)) = 6XX’6;X;7

(N N N (/\/))Cln == /UX” anN(PXX”NX(j\)))( X’X”N

onde o grafo X” contém ambos X e X', e P}y, ¢ o pull-back de Pxxn. Note que HE® nao é

um espaco de Hilbert separavel.

Ainda, denotando Cyly(ﬁ) (V) o espaco vetorial gerado pelas combinacdes lineares finitas das

seguintes funcoes almost-periddicas de :

Ny W) = 11 expl—im(xp)), (7.5)
yr€Y
onde ﬁ: (1, pi2, - - -, ) S@0 NUmMeros reais arbitrarios nao-nulos tomados em cada ponto de

yr de Y. O espaco vetorial de todas as funcoes cilindricas sobre V ¢ definido como,

Cyl(V U Cyly, (7.6)
H)

Como no caso de U, o espaco de Hilbert cinemético HXC := £2(V,dv), é o espaco das funcoes

cin

de quadrado integravel sobre o espaco de medida topolégico compacto V em relacio a medida
de Borel £ invariante de difeomorfismo. O produto interno em relagao a um dado grafo Y pode
Ser expresso como:

)

popy "

-0

Hm Py, *

(NY N )Cm - /vy deNY(# N - 671,7 = O

Note que com isto, HX® é um espaco de Hilbert nao separavel.

cin

De um modo mais especifico, por exemplo, para um grafo de um unico ponto X, = {z¢},
Cyly, (U) & o espaco de todas as funcdes almost-periddicas sobre a linha real R (dadas pela
classes de equivaléncia de (), onde p; ~ ¢} se elas tem o mesmo valor em zy). O espectro

de Gel'fand da correspondente C*-algebra Cyly, (U) ¢ a compatificagio de Bohr Ry, da linha
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real R. O qual, ¢ um espago topologico compacto de modo que Cyly, U) & a C*-algebra de
todas as funcoes continuas sobre @Xo‘ Desde que, R é densamente embebido em RXO, RXO
pode ser visto como um completamento de R. No ponto zy onde os campos classicos tomam os
valores ¢ (z9) em M; = R, os campos quanticos tomam valores em Ry,. Assim, o espaco de
configuracio classico U é estendido ao espaco de configuracio quantico U consistindo de todas

as funcoes R-valoradas (arbitrariamente descontinuas).

E claro a partir de (7.4) que uma base ortonormal em HZ¢ é dada em termos do “vacuo”

No(p1) = 1 e das fungoes de redes de spin /\/ (901) O mesmo pode ser dito em relacao a

HEC onde a base ortonormal ¢ dada em termos do vacuo Ny(¢) = 1 e das fungoes rede de

escalar ./\/'Y(ﬁ)(w).

Dado o grafo colorido F(K, /7) = X(K)UY( /), chamaremos Cyl _ rG = = Cyl, ;)(H)@)Cyly(z)(V)
o espaco vetorial gerado por todas as combinagoes lineares finitas das seguintes funcoes almost-
periodicas

que chamaremos fungoes de redes spin-escalar (spin-scalar-network). Sendo o espaco vetorial

de todas as funcoes cilindricas definido como,

cyl= Cyle s 7y (7.8)
T(X,H)
Seguindo as mesmas ideias anteriores, podemos ver que o espaco de Hilbert cinemético total

Hein € 0 produto direto do espaco de Hilbert cinematico HZ¢ relacionado ao espaco U e o espaco

cin

KG - oy 6 RG KG
de Hilbert cinematico HE® relacionado ao espaco V), isto é, Hey, = HEY @ HEC.

Devemos notar que, nem sempre os pontos de X()\) coincidem com os pontos de Y( ). E direto
vermos que uma base ortonormal em Hy, ¢ dada em termos do “vacuo escalar” Ny(p1, 1) = 1
e das func¢oes spin-scalar-network NF(K,TJ)(%’ ¥). Neste contexto dizemos que um estado spin-
scalar-network é uma fungao cilindrica sobre o grafo colorido (rede spin-escalar) F(X, /7) Note
que Hcin nao é um espaco de Hilbert separavel, sendo o produto interno expresso por

(NF(X,H)’NF (N, /))Cm - 5FF'(LH6_’H = 0rr (a3 00, Oy ) (Opan sty Opiaty  * * Oparsi, )-
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7.1.1 Notacao de Dirac e Operadores

Usando a notacao de Dirac, podemos representar as fungoes NF(: ,7)<901’ V) =< 1, | T, X, ﬁ>

através dos estados | T, X, ﬁ>:| X, X> ®|Y, ﬁ>, que chamaremos de estados de redes spin-

escalar. Seguindo esta notacao,

Cyl = span{|F,X,ﬁ>}

= |\I/ >e Cyl, |\Ij >= Z C<F7X7 ﬁ) ’ Fa ;\)7ﬁ>7 C<F7X7 ﬁ) cC ’

LXK
onde somente consideramos combinagcoes lineares finitas.

(X, H)

O espago de Hilbert cinematico total Hein = @, x E)Hdn , ¢ definido como sendo o comple-

tamento de Cyl,

Hein == C_yl = Span {| Iy, ﬁ>}v
em relacao ao produto interno discreto,

< Pa;:)ﬁ| F/7A/7N'/>: 5FF’5X H5—>H- (79)

N
— —
Desta forma os estados | I', \, #> fornecem uma base ortornormal para H.y,.

Dados os pares (g, \g) e (o, o), existe uma configuracao elementar para os campos escalares

1 e 1, chamada holonomia pontual,

hao (o) 1= exp[—iropi(z0)], (7.10)

Guo(Yo) = exp [—ipo(yo)]- (7.11)

Elas correspondem aos operadores de configuragao fAzAO (%0) € Guy(Yo), 0s quais agem sobre uma

dada fungéo cilindrica W[py, ] € Cylr(; ym (A) por,

il)\o (‘TO)\IJ[SOD 77Z)] = h)\o (J}())\If[gpl, ¢]7

g#o('ro)\l][gpluw] = guo($0)‘1’[901,¢]~
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Seguindo a notagao de Dirac, temos

hag | To A, o >=| T, A 4 o, 1 >, (7.12)

guo | FvAaN >:| F,)\,[L—F,Mo =5 (713)
onde | I\, p>=[ X,A>@ | Y, u>e X ={x}, Y = {yo}.

Todos estes operadores sao unitarios. Contudo o mapeamento Ay — hy, nao é continuo. De
fato, para um Ay arbitrariamente pequeno, o estado | I'; \,x > é mapeado em um estado
| T, A+ Ao, o >, ortogonal a ele. Assim, o operador ¢, bem como o operador ¢ nao existem

em Hcin-

Os funcionais de el (z) e w(x) (1-formas) sobre o intervalo I C M sao definidos naturalmente

como,
e(l) := /dxei(:c), w(l) = /dxw(x). (7.14)
I I
O paréntese de Poisson entre o funcional de e(I) e a holonomia pontual de ¢, é
{e(I), hx(x)} = —idx(x)hy(x), (7.15)
enquanto que,

{wl), hu(x)} = —ipxs(2)Un(x), (7.16)

onde x;(z) é a fungao caracteristica do intervalo I,

1 se zel,
xr(z) = (7.17)
0 se x¢1.

O operador é(/) pode ser definido de modo consistente através de sua atuagao sobre as fungoes

spin-scalar-network NF(X ﬁ)(gol, 1) como,

(DN, 0y (01 0) = i {eD) Ny 2 (o1 0) = | 7 M) | N, 55 (), (7.18)

IE]'GX
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onde é(I) é o analogo do operador de fluxo elétrico no caso da LQG em 3 + 1 dimensdes.
Note que é(I) ¢ um operador essencialmente autoadjunto. Seus autovetores sao simplesmente
NF(K,H)(@l’w)’ e seus autovalores dados por \; = h [ijex Ajxr(z;)|, onde os A; sdo os

anéalogos continuos dos “fluxons” ou “spins da geometria quantica” [63].

Do mesmo modo, definimos os operador w([/), através de

DN (1 0) = i {W(I)a/\/’p(;,ﬁ)(s@lﬂﬁ)} =h [Z Nk:XI(yk)] N (en v, (7.19)

yr€Y

onde temos que, w(I) é um operador essencialmente autoadjunto.

Seguindo a notagao de Dirac, temos

e [T\ p> = B Y Nalay)| [T pu>, (7.20)
_IjEX

ST\ p> = b > o) | [T A > (7.21)
Lyr€Y

Ainda,

[6(1), hag(w0)] = BAohg (o),

[(1), o (w0)] = Btsohuo (30)-

7.2 O Operador de Volume

7.2.1 Definicao do Operador de Volume

O volume V(I) de um intervalo espacial I C M, é definido classicamente como

V(I) = /da: ler(2)], (7.22)
I
onde na verdade, V' (I) é o comprimento do intervalo I.

Dado um intervalo I, particionamos o mesmo em um nimero N muito grande de pequeninos
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intervalos I. Levando em conta a expressao classica do volume de um intervalo I (7.22),

tomamos o limite da soma de Riemann,

V(I) = lim [V(I)]y = lim e(To)e(Iy), (7.23)

N—oo N—o00

V(D]y = Vellx)e(x), (7.24)

onde e(1;,) é definido conforme a equagao (7.18).

Desta forma, obtemos um operador de volume quantico sem ambiguidades a partir do operador
é(I) (7.18). Dada uma funcao cilindrica NF(}/—;)(%,W € Cylp(}ﬁ)? a acao do operador de
volume sobre NF(: a)(gol, ) é definido no limite, assumindo que cada intervalo I} contenha no
maximo um ponto de intersecao com o grafo X C I', assim

= A}LH})OZ e(Ik)e()N . 5 7y (91, 0). (7.25)

O regulador N pode ser facilmente removido, uma vez que o resultado da acdo de é(I;) nao
muda no limite em que [ é contraido a um ponto. Desde que, o refinamento da particao nao
afeta o resultado da acdo de [V/(I)]y sobre NF(K ﬁ)(gol, 1), o operador de volume V (I), que é

autoadjunto, é bem definido sobre H;, e tem a seguinte expressao:

:E]GE (XNI)
= h| Y N Mg len ), (7.26)
_ijS(XﬂI)

onde £(X N 1) é o conjunto enumeravel finito dos pontos de interse¢do entre o grafo X e o
intervalo /. Ainda, esta expressao mostra que as redes spin-escalar em H.;, diagonalizam o

operador V([ ), VI, com autovalores dados por somas finitas,

v=h| >IN (7.27)

z,€E(XNI)
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A

onde \; sdo nimeros reais arbitrarios e o espectro do operador de volume, denotado por o(V),
é discreto, no sentido em que temos uma base ortonormal (nao-enumerével) que diagonaliza

V().

De uma forma direta poderiamos ter definido a acao do operador de volume V sobre os estados

spin-scalar-network através da seguinte expressao:

x;€E(XNI)

VN, 5 3 (1 0) = i {V (D),
Na notagao de Dirac, temos
V) | Do p>=uvr | T\ 5>, (7.29)

onde vy é dado pela expressdo (7.27).

7.2.2 Consisténcia cilindrica

Na verdade o que obtemos a partir de (7.26) é uma familia de operadores {V(DX’DX}Xex’
onde Dx é o dominio denso em H, de V(I)x, onde V(I)x é a restricio do operador V ([)
ao grafo X e X é o conjunto de todos grafos X. Nao obstante, seria preciso mostrarmos que
o limite projetivo desta familia projetiva cilindrica é um operador linear sobre Hg,. Porém,

basta notarmos que sempre que X’ = X, temos

(a) Py Dx C Dx/, onde Pxx: é a restricdo a partir de X’ em X. Esta condi¢ao assegura que
o operador definido sobre grafos maiores pode ser aplicado em funcoes definidas sobre grafos

menores.

(b) (V(I)X/)lx = V(I)x, esta é a condicao de consisténcia cilindrica e nos diz que o operador
definido sobre grafos maiores é igual ao operador sobre grafos menores quando restringido por

funcoes.

Claramente, o dominio denso em Hj, para V(I)X pode ser dado por Dy = Cle(U). Esta
escolha natural satisfaz o requerimento (a), desde que, as fun¢oes (na restricdo) nao dependam

de todos os seus argumentos, por exemplo, no caso em que um edge x; de X’ nao é um edge
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de X. Neste caso, nao existe nenhum termo na restricao (D(V)X/)‘X que corresponda ao edge

%, ou seja, (D(V)X/)IX = D(V)x (condicao de consisténcia cilindrica).

A partir destas consideragdes podemos inferir a existéncia de um operador V(1) sobre Hein, 0

qual ¢ densamente definido sobre D = Cyl(i), lembrando que, Cyl(U) = | Cyl(U)x.
Deste modo, concluimos que as propriedades gerais do operador de volume sao:

(i) Os estados spin-scalar-network sio autoestados de V (I);

(ii) O espectro do operador de volume é discreto;

(iii) Os edges com A nulo sao aniquilados pelo operador de volume.

7.2.3 Interpretacao geométrica dos estados de Spin-scalar-network

em relacao ao operador de volume

As propriedades do operador de volume nos fornecem uma interpretacao geométrica bastante
simples dos estados de spin-scalar-network. Os edges (os pontos x; de X) carregam os quantas
de volume. Esta interpretacao é completamente background independent e implica que a infor-
magao geométrica amarzenada no estado quantico da geometria é intrisicamente invariante de
difeomorfismo. O sistema de coordenadas que noés escolhemos para trabalharmos com o grafo
da spin-scalar-network nao carrega nenhuma informagao fisica. Toda a informacgao sobre os
graus de liberdade da geometria, esta contida nos aspectos intrisicos de cada grafo e nos quanta

de volume.

7.3 Implementacao dos vinculos ao nivel quantico

Depois de termos construido consistentemente o espaco de Hilbert cinematico H,j, para o nosso
modelo (modelo JT), devemos implementar os vinculos Gy(x) (5.101) e Gi(x) (5.102) a nivel
quantico, afim de obtermos o espaco de Hilbert fisico Hpnys que encerra toda a informacao
acerca da dinamica do nosso modelo a nivel quantico. Nesta secao nos dedicamos a tarefa
de implementarmos tais vinculos em H, por meio de técnicas convenientes na esperanca de

analisarmos num quadro mais simples, alguns problemas que aparecem em LQG [12,13].
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7.3.1 Preparacao para a implementacao do vinculo de Difeomorfismo

quantico

Nesta secao veremos que nao podemos definir um operador para o vinculo de difeomorfismo
quantico como sendo o gerador infinitesimal das transformacoes de difeomorfismos sobre Hey,.
Porém, imporemos a invaridncia da teoria quantica sob os difeomorfismos finitos [23]. Deste
modo, na tentativa de implementarmos o vinculo de difeomorfismo em H;,, faremos uso da téc-
nica conhecida como group averaging, particularmente, utilizada em LQG, a qual descreveremos

abaixo.

A representacao de difeomorfismos finitos ¢ uma familia de operadores unitarios Dy que agem

sobre uma funcao cilindrica da seguinte forma,

¢OF(K,E):(¢OX(K)7¢0Y(H))7 (7.30)

para um dado difeomorfismo espacial ¢ sobre M;. Um subgrupo a um parametro, ¢;, no grupo
dos difeomorfismos espaciais, pode ser representado como um grupo unitario a um parametro

D@ sobre Hein. Contudo, ﬁ¢t, nao é fracamente continuo, desde que os subespacos H

r(ni) ©
H eo0(3B) sao ortogonais para t arbitrariamente pequeno. Assim, temos
tO
lim | < ¥y 5 5 Do U 3y e = < Vs ¥y o | =
= lli% < \IJ |\IJ [GLE) >cin? 0. (7.31)

Portanto, o gerador infinitesimal de Dy, nao existe, e como isto teremos de impor a invariancia
da teoria quantica sob os difeomorfismos finitos. Nestas circunstancias, para implementarmos

o vinculo de difeomorfismo, vamos empregar a técnica conhecida pelo nome de group averaging

[12,111-113].

Primeiramente, dado um grafo colorido F(K, ﬁ) e uma funcao cilindrica sobre ele, podemos

definir o grupo de simetrias de F(K, ﬁ), o qual denotaremos por GS Iy através da expressao,

T(X,H)’

GS = Dlﬂr(},ﬁ)/TDlﬁr >3

Gy (7.32)

T(x, 1)

— —

onde Diffr(X y ¢ o grupo de todos os difeomorfismos que deixam I'( )\, /) invariante, e TDiffF(X )
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¢ o grupo de todos os difeomorfismos? que agem trivialmente sobre T'(), ﬁ) Definimos entao,

uma projecao através da média em relagdo a GS_ — — para obtermos um subespaco de H_ - —

INOW) INOWT)
que é invariante sobre as transformacoes de GSF it
P v - > Dy (7.33)
P S L T g S EWDL '

para todas as funcoes cilindricas ¥~ - € ‘H_ — -, onde n_,—~— ¢ o nimero de elementos de
INOW) INOWT) INOW)

GS , 0 qual é finito. Em nosso caso n = 2. Em segundo lugar, tomamos a média em

T(X,H)
relagao a todos os difeomorfismos restantes® que movem o grafo colorido TI'(\, #t). Para cada

fungao cilindrica \I]F(f\',ﬁ) € HF(X,TL)’ existe um elemento (T<‘I]F(§,Ti))‘ associado a \IIF(K,E) no

espaco dual algébrico Cyl* de Cyl, isto é, o espago vetorial das formas lineares que atuam sobre

as fungoes cilindricas arbitrarias |(I>F/()7 " >¢c Cyl 4, como
7#

= Z < DyPpig ¥
: r(x, )

¢€DIH(M1)/DIHF(YJ’)

F(X,H)|¢F’()7,;7) >>cin - (734)

— —

Essa expressdo é bem definida, desde que, para um dado I"(X, '), a soma acima tem apenas
um numero finito de termos diferentes de zero. Contudo, nao existe o vetor T em H, de
modo que, < T|¢F/ ) > seja igual ao lado direito equagao (7.34), V(IDF,(; - € Cyl. Assim,
(T (¥, (Kﬁ))’ é uma genuina distribui¢do. Devido a invariancia de difeomorﬁsmo do produto

escalar em Hein, é facil verificarmos que T(¥ | G ﬁ)) é invariante sob a agao do grupo Diff(M;):
{(T@r@ﬁ))%} oy > = T¥am) {D‘f"@r@ﬁ) >] B
= <T(\I/F(X,ﬁ))|q)r/(x o> V¢ € Diff(M;).  (7.35)

Assim, acabamos de definir um mapeamento T : Cyl — Cyl};¢, que mapeia toda fungio cilin-
drica em um invariante de difeomorfismo. Porém, é importante observamos que o mapeamento

T nao é uma projecao, pois ele mapeia Cyl em um espago diferente, no caso Cyljg-

O espago vetorial Cyly,4 é varrido linearmente pelos vetores spin-scalar-network (T (/\/’f G )‘

2lef ) e TlefF ) sdo subgrupos do grupo dos difeomorfismos que atuam sobre M, Diff(M;).
30 conjunto destes dlfeomorﬁsmos é enorme.

4Aqui temos a seguinte tripla de Gel’fand Cyl C Hein C Cyl*. A razdo de procurarmos solucoes em Cyl* é
que os difeomorfismos sdo bem definidos e tém uma realizacdo nao trivial. A realizacdo trivial é representada
pelo “ estado vacuo’, o qual é definido em H;,, mas também é comum ao subespago Hpig- De fato, o estado de
vacuo é o unico elemento de H;, invariante de difeomorfismo. Assim, os estados invariantes de difeomorfismos
s20 bem definidos como elementos de Cyl*.
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associados com as classes de difeomorfismos f(j\), /7) de F(K, ﬁ) Portanto, podemos definir o

produto interno Hermitiano sobre Cyl},s através de

(05 T, ) = (T I, > (7.36)

’ A/,,LL/)

que nao depende da escolha de & — — .
/(X !)

O espaco de Hilbert invariante de difeomorfismo Hp;g é definido como completamento de Cauchy

de Cyljs em relagdo ao produto interno (7.36). Os vetores spin-scalar-network <T<Nf(§ ﬁ))

invariantes de difeomorfismos formam uma base ortonormal em Hp;g. Consequentemente, os

estados em Hp;g relacionados a grafos diferentes, isto é, nao relacionados por difeomorfismos,
— —

F(K, ,l—j) # ¢o (N, ), sao mutuamente ortogonais. Note ainda que o espago de Hilbert Hp;g

é nao-separavel®.

Porém, depois de tudo o que fizemos, devemos lembrar que as relacdes de comutacao entre os
vinculos de difeomorfismo, no nosso caso G;(x) (5.102), ndo sao de uma subalgebra de Lie. O

paréntese de Dirac entre dois vinculos G;(z) é dado por,

1
(6:0.6:0), =61 (Hlea). (787
e o aparecimento de 1/el no lado direito de (7.37) pode levar ao aparecimento de anomalias
quanticas®. Estes fatos implicam que o operador (vinculo) de difeomorfismo nao pode ser
definido diretamente sobre H., de modo consistente. Contudo, vamos implementar o vinculo
de difeomorfismo quéntico utilizando o group averaging aliado a um esquema de regularizacao,

o qual discutiremos na proxima secao.

7.3.2 Dinamica Quéantica

Nesta secao nos discutiremos a dindmica quantica do nosso modelo. O caminho natural seria
implementaremos o vinculo escalar Gy (5.101) como um operador no espaco de Hilbert invariante

de difeomorfismo Hpig, na esperanca de encontrarmos o espaco de Hilbert fisico Hpynys a0

5Para discussdo cuidadosa sobre os problemas oriundos da nio-separabilidade de Hpig, ver as referéncias
[12,23,114].

Em [103,104] encontramos uma redefini¢io de Gi(z) (G'1(z) = eLGi(x)) de modo que {G'1(¢),G'1(n)} =
—G'1([e,n]), porém esta redefini¢cio introduz uma dificuldade técnica do ponto de vista da regularizagdo, a
expressao regularizada de G’;(¢€) é divergente no limite € — 0.
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resolvermos completamente o vinculo escalar quantico. Contudo, sabemos de antemao que
dificuldades aparecerao. Primeiramente, as relacoes de comutacao entre os vinculos escalares

nao sao de uma subalgebra de Lie. Com efeito,

(60.Gatn}p = o6 (e ) (739

e, portanto, devemos usar com cautela a técnica de group averaging diretamente sobre H,, para
o vinculo escalar. Em segundo lugar, como no caso de G, o aparecimento de 1/el no lado direito
de (7.38) pode levar ao aparecimento de anomalias quanticas. Estes fatos implicam que o vinculo
escalar quantico, assim como, o vinculo de difeomorfismo quantico, nao podem ser definidos
diretamente sobre Hp;s de modo consistente, utilizando apenas o group averaging. Devemos
entao, procurar uma técnica conveniente associada ao group averaging para implementarmos o
vinculo escalar quantico em H,. A ideia é tomarmos como base o esquema de regularizagao

proposto por Thiemann em [12| e adaptarmos este esquema ao nosso caso.

7.3.3 Regularizacao dos vinculos G, e G;

Nesta secao vamos utilizar um esquema de regularizacao na tentativa de implementarmos os
operadores Gy e G; em H.n de modo consistente. A ideia é construirmos versoes suavizadas

dos vinculos classicos Go(x) e Gi(x),

Go(N) = /M 4N (2)Go () =

= / dzN(z) (a&b(axfb(x)) + W (x)ek(x) — gol(x)w(x)> : (7.39)
M

ez (x)

GI(NY) = /M AN ()G (z) =

— /Ml dzN*(z) ((%gﬁl(x) + w(x) agf/é(;)j)) : (7.40)

onde N(z) e N'(x) sao fungoes testes convenientes. Podemos ver claramente, que tanto Gy,
quanto G;, apresentam termos nao-lineares, os quais na quantizacao estarao relacionados ao

aparecimento de divergéncias e ambiguidades.

Seguindo as ideias de Thiemann ( [12], [115], [116]), propomos uma simplifica¢ao crucial para
contornarmos os problemas acima. A ideia é reescrevermos Gy e G; em termos da combinacao

dos parénteses de Poisson entre as variaveis que podem ser representadas como operadores
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sobre H,. Depois, trocaremos os parénteses de Poisson pelos comutadores candnicos entre os
respectivos operadores. Em tal simplificacao, usaremos o paréntese de Dirac, entre o volume

funcional (7.22) e o holonomia ponto h,(z) ,

{V(I), ho(x)}p = —ich,(x)sinal(e, (), (7.41)

onde hy(z) = e7%1(®) ¢ sinal(el(x)) ¢ o sinal de e.(z) no intervalo I contendo unicamente o

ponto x. Note que « e (3 sao niimeros reais arbitrariamente escolhidos.

Uma identidade cléssica chave que utilizaremos é a seguinte,

sinal(e,(v)) 20, Ay .
i ot @{rime@] . (7.42)

Demostracgao: Classicamente, temos

V) ha(@)}y = v%m{v%(n ha<x>} +{vi(D), ha(@)} VE(D) =

=  —iax(z)ha(r)sinal(el(r)) =

sinal(el (@) xi(x) _ 20 4 fon o
= =g o @ {0 @]

onde I & um intervalo qualquer de M; = R e x(z) a fungio caracteristica do intervalo .

Ainda, reescrevendo (7.39) e (7.40), temos

Go(N) = /M dxN(x) (a@iw(x) elix) — 00, (x)0el (z) (61(2»2 +

L Qu(e)el(a) —mx)w(a:)), (7.43)

Gy = [ 1oV @) (D)) + D)) )

xT

(7.44)

O fato de reescrevemos Gy e G; acima com esta ordem particular dos fatores, nao tem nenhuma

relevancia classicamente, mas veremos que quanticamente esta forma facilita, e muito, as coisas.

Agora, afim de obtermos uma versao regularizada de Gy e G; nbs utilizaremos a nocao de
segmentacao, através da decomposicao da reta real R como a uniao disjunta de intervalos

semiabertos.
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Definicao 7.3.1 Em nosso contexto, uma segmentacao S € uma decomposicao da linha real,

de modo que,
R = Upests, (7.45)

onde I} = [L;, R)), e impomos ao conjunto de vértice { L1 = Rl}lles nao ter nenhum ponto de

acumulac¢ao.

Aqui, é importante observarmos que a segmentacdao S serd adaptada ao grafo I' associado a
funcao spin-scalar network NF(X ﬁ)(gpl,w), a qual aplicaremos os operadores quanticos que

estamos por construir.

Dado um intervalo I; de coordenadas de comprimento infinitesimal €, impomos que infinitesi-

malmente I; contenha apenas o ponto L;. Desta forma, temos

nal 9 .
S
2 « D
Vi
: 2, 1 fib 3
— sinal(er,) = —hr, { - ,hLl}D vz, (7.46)
Vi, = /1 dz |er,| = €ler,| = € er,sinal(er,) =
!
. 1 o sinal(er,) _. Slnal(sz) Smal(le)sinal(eLl) N
w oV i o Vi
1 2 (1 S
= o~ (EhLl {V,f,hLl}D) VE, (7.47)
w, = / drw(z) = € wy, =
I

— wr, = %, (748)
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81«6;(13) = 11_1’)%;(BLZ+1 —€Ll)

1, . )
= lim — (smal(eLlH)Vh+1 — smal(eLl)le) =

e—0 62
12 ¢ _ 1 3 B 1 3
- lli% 5_23 <hLll {VIZQH’ hLH-l }D Vflz-s-l - hLzl {VI? ’ hLl }D VI?) ) (7'49)
Orpr(2) = lim EZh " (hry, — hi,) (7.50)
o1l

axw(l‘) = 11_1)1(]). _Zng (ng+1 - gLZ) ) (751)

11 _ _ 2
89231/}( ) = ll_I% 56_2 |:ng1 (QLL+2 - 2ng+1 + ng) + (ngl (ng+1 - ng)) ] ) (752)
onde, hy, = e_implLl, g, = e L ¢ sinal(er,), Vi, s@o respectivamente, o sinal de ez, e o

volume do intervalo 1.

Assim, obtemos a versao regularizada de Gy e G; com respeito a uma dada segmentacao S(e)
de M; trocando as integrais em (7.43) pela soma de Riemann sobre todos os segmentos de
coordenada de comprimento € e escrevendo ; e 1 em termos de suas respectivas holonomias.

10

QO(N) - EE%ZZ:NZ E (gizl (ng+2 - 29Ll+1 + ng) + (gszl (ng+1 - ng))2> .

2i 1 920
(OzhL’ {V[l hLl}D) VIIZ + _ULzl (UL1+1 - ULI) )

af
6
1 3 1 1 3 21
<hLl+1 {‘/}12+17 hLz+1} ‘/112_,_1 - hLl {‘/IfahLl}D ‘/IZQ> ' (O_/h {‘/[l hLz}D) ‘/Il +
Q _ _ 1 3 1 _
- Oé_ﬁ(ng - ngl) ’ hLll {VI?thz}D ‘/}12 - %(hLz - hLll)wfz ) (7'53)
1 . . 3
GI(N') = y;%ZNZ Bt (ha = o) bt {ViE o} Ve +
L 1[5 54
- Bng (9L1+1 - ng) wn e (hLl {sz ’hLl}D> Vi (7.54)

onde vy, (B << 1 para todo ponto ;. Note que nao temos nenhuma dependéncia explicita

de e.
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7.3.4 Quantizacao de Gj e G;

A ideia agora, é promovermos as expressoes regularizadas (7.53) e (7.54) a operadores: devemos
notar que as expressoes (7.53) e (7.54) envolvem as holonomias pontuais e o volume funcional,

ambos bem definidos como operadores sobre Hein.

Dada uma funcao spin-scalar network ./\/ o M)(gol, 1)) para assegurar que os operadores finais
serao cilindricamente consistentes, faremos uma segmentacio S(e) adaptada ao grafo I'( )\, ﬁ),

seguindo a estratégia que foi desenvolvida em [116].

Em nosso caso, bastante particular, a segmentacgao S(e) (ver defini¢ao 7.3.1), tem a propriedade

simples:

O grafo F(X, ﬁ) estd embebido em S(€) para todo €, de modo que todo edge de T (em nosso caso
0s pontos xy) coincide com algum vértice L, da segmentacao S(e). Entao, cada intervalo I, de

S(€) contem no mdzximo um edge de T.

Assim, operadores gO(N) e (jl(Nl), podem ser formalmente escritos como ”,

~ ~ Arl/ A ~ 2
Go(N) = Oégﬂﬁ3 11_{%2 Ny [ (ng JLire = 2014 T gr,) + (ng1<ng+1 - ng)) ) '

RN | 16 N R - -3 S
Mgk‘/li - Wng(ng+1 - ng)<MLk+1vk - ML Vk) MLk‘/}k
Qa’h’o L SN a?Bok? - B

+ T(ng - ngl) : MLk‘/}k - 16 (th hLi)wIk] ) (755)

GV = o lim S N} | A <h h ) N, V7 +
1 - 045h4 =0 k L Ly Ly, LV,

a’h R g ol

T —=01, (900 — 1) @ | - MEVE, (7.56)

onde, hr, e g, sdo os operadores de configuracdo (holonomias pontuais) no ponto zg, Vi,

o operador de volume relativo ao intervalo [ que contém unicamente o ponto x, e M, =
~ Al A

—1 2
bt | Vi b |

Agora, para obtermos uma definigdo rigorosa de Go(N) e Gi(N') nés precisamos mostrar que

os limites em (7.55) e (7.56) existem num certo espago de Hilbert.

"Seguindo o esquema de quantizagio de Dirac faremos a seguinte substitui¢io { , } — —i/A[ , ].
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E importante descrevermos algumas caracteristicas quantitativas do argumento do limite em
(7.55), o qual chamaremos de vinculo escalar qudntico requlado e denotaremos por, 35(]\7).
Podemos ver que o vinculo escalar quantico atua sobre todos os edges da scalar-spin-network

com \’s e p’s nao-nulos,

Go(NIN 5 3 (1.0 Zng o (1, 9), (7.57)

— —

onde §Sk atua nos edges x € I'(\, 1) que s@o selecionados pela a¢ao operador de volume V([)
(7.26) e pela acao do operador w(I) (7.19), sendo Ny o valor da fungdo N(z) em zx. Devido a
acao dos operadores de configuracao fLLk e gr,, o vinculo escalar quantico modifica as scalar-
spin network, através da inser¢ao de novos edges a partir dos antigos, cujos detalhes dependem

da agao do operador de volume e do operador w(I).

Fazendo a mesma anlise para o argumento do limite em (7.56), o qual denotaremos por G<(N1),
podemos ver que o vinculo de difeomorfismo qudntico requlado atua somente sobre os edges da

scalar-spin-network com A\’s nao-nulos,

GHNYN, ) (o1, 0 Zngi Nis 3y (01:), (7.58)

onde (j{’“ atua somente nos edges x € F(K, ﬁ) que sao selecionados pelo acao do operador de
volume V(I) (7.26) e N} é o valor da funcio N'(z) em ). Aqui também, como em (7.57), o
vinculo de difeomorfismo quantico modifica a scalar-spin network devido a acao dos operadores
de configuragao fLLk e g, inserindo novos edges a partir dos antigos, cujos detalhes, neste caso,
dependem exclusivamente da agao do operador de volume e das caracteristicas locais de cada

edge.

Para uma analise detalhada da agdo dos operadores ég(N) e GS(N') sobre os estados |T, X, [i>

ver o apéndice D.

7.3.5 Removendo o regulador

Agora nos analisamos a remocao do regulador. Desde que, temos apenas uma dependéncia
implicita em € devido a presenca dos edges extras nos estados scalar-spin network resultantes

da aplicagdo de (7.55) e (7.56). O limite ¢ — 0 que nado pode ser definido no espaco de
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Hilbert cinematico H.,, é contudo, definido no espaco de Hilbert dos estados invariantes de
difeomorfismo Hpig. A propriedade chave é que no contexto da invariancia de difeomorfismo a
posicao dos novos edges ¢ irrelevante. Portanto, dado um estado invariante de difeomorfismo

(T(v)| € Hpig € Cyl*, como definido em (7.34), os operadores duais definidos em Hp;g,

UG >= (TGl > | (7.59)
(Gl 5= () |Gl > | (7.60)
s80 bem definidos e independentes de ¢. Em outras palavras os limites,
(G| 10 >= Ty |G > | (7.1)
(LG 10 >= iy G0 > |, (7.62)

existem trivialmente para todo [¢) >€ Hy,. Uma andlise correspondente para a LQG, pode ser

encontrada em [12].

Ainda, na teoria quantica de campos (TQC) usual, a teoria é recuperada quando a distancia
entre os espacamentos da rede tendem a zero, isto é, quando tomamos o cut-off no seu limite
continuo. Porém, isto levara as famosas infinidades em TQC. No nosso caso, vemos que os
operadores QAO(N) e (jl(Nl) sao bem definidos, no sentido de que quando tomamos o limite
¢ — 0 de modo que a segmentacdo vai para o continuo, as expressoes (7.61) e (7.62) sdo bem
definidas, sem a necessidade de introduzirmos contratermos adequados. A razao por tras disto,
¢ que o cut-off ¢ essencialmente inofensivo devido a invariancia de difeomorfismo de nossa
teoria. Isto implica na nao existéncia de divergéncias ultravioletas, resultado ja esperado em

uma teoria de campos de gauge independente de fundo com invariancia de difeomorfismo.

7.3.6 Algebra dos vinculos quanticos

Uma tarefa importante é conferirmos se a algebra dos comutadores (algebra dos vinculos quan-
ticos) entre os operadores quanticos correspondentes aos vinculos classicos Go(N) e G (N1), é

compativel com a algebra classica dos parénteses de Dirac, sem anomalia.

Como vimos na secao 7.3.1, em se tratando da teoria quantica, temos que trabalhar na repre-
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sentacao 15¢ dos difeomorfismos finitos ¢ : M; — My em H,, onde
DyHpir = Hpi.
Em primeiro lugar vamos reescrever o paréntese de Dirac

{91 e), Go(N )} = —Go (NlaN) , (7.63)

em termos de difeomorfismos finitos.

Tomando Dy = 91V ‘e) (classicamente) como um difeomorfismo finito ¢ de parametro N,

temos

{D¢7go(N)}D _ {egl(Nle)7g0(N)}
= {Gi(N'e),Go(N)}, S V'e)

D

— Gy (N'ON) = —Go (') (7.64)

onde definimos o pull-back ¢*N = N'ON. Portanto, esperamos que quanticamente no espaco

‘Hpisr, tenhamos
D3'Go(N)Dy = Go(¢"N). (7.65)

Vejamos entao, para qualquer fungao cilindrica (fungao teste) |¢r >€ H, associada a um grafo
" e as segmentacoes S(¢) adaptadas a I', sendo as segmentacoes S(¢o€) = ¢ o S(e) compativeis

com o grafo ¢ o I', temos
(TID G D lvn > =[0G cr >
= lznZNmk { G *F (V) |togor > }
= 13 Nea(T() Gl > |

~ [ertenguce o (7.66)

onde na primeira linha da equagao (7.66) utilizamos o fato que [(T(gp) |l§;1] |vr >= (Y (o) |¢r >,
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para todo (Y ()] € Hpig C Cyl* e Dy|tor >= [thgor >. Ja na segunda e terceira linha do lado
direito de (7.66), utilizamos o esquema de regularizacao descrito nas segoes 7.3.3 e 7.3.4 e a

expressao (7.61). Assim, concluimos que, ndo existe nenhuma anomalia nesta parte da algebra.

Em segundo lugar vamos calcular o comutador entre dois operadores QAO(N ), lembrando que
vimos na secao 7.3.5, que tal expressao s6 é bem definida em Hpig. Utilizando o método de

regularizagao empregado nas se¢oes 7.3.3 e 7.3.4, temos
G, Goln] o > =ty S (MG() = NiGo(D) ) G5 >
k

o . _ , e k' Sek

= 11_{%22 (Mka/ N M, >g0 QO ‘wp >,
koK

onde o somatorio em k' esta relacionado aos pontos s € IV, sendo I o grafo mudado devido

a acao de Go(IN) ou Go(M) ao inserir novos edges no grafo I'. S(e) é a segmentagao adaptada

ao grafo I' e S(¢’) a segmentacao adaptada ao grafo I''. Ainda, como k # k', temos

[Go(N), Go(M)] b > = lim <Mka/ \/ Mk,) GEH G >

k£k!

. 1 ~e' k! e ~ek e K
= lﬂﬁg(Mka/—NkMk’)( 07,f 07k_ 07kg07k)|wr>

1 A A Sl K Se
- 11—{% 5 <Mka' o NkMk') [<D¢k/k - D¢kk’) 0 * O’k} W}F >
Y,
(7.67)

Sek Sk A . .
onde usamos o fato que [ " Gg ] = 0 para k # k' e a existéncia do difeomorfismo ¢y, tal

e k' e

que, QAS’H AS”“ = D(;,k,k 0 O’k. Assim, ¢ direto ver que
(C(2)] [Go(N), Go(M)] | [¢hr >=0, (7.68)

para todo (Y(¢)| € Hpig C Cyl* e para todo |¢r >€ Hejn. Como podemos ver na expressao
classica (7.38), o paréntese de Dirac entre os vinculos Go(N) e Go(M) é dado pelo gerador das
transformacoes de difeomorfismo. Portanto, ele é consistente com a expressao classica, na qual

dois operadores de vinculo escalar comutam sobre os estados invariantes de difeomorfismo.

Contudo, ainda nao esté claro se a algebra dos vinculos quanticos, especialmente o comutador

entre dois vinculos escalares quanticos pode ser construido de maneira consistente com algebra
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classica (7.38) em um subespago de Cyl* maior que Hyp;g, isto é, um subespago contendo estados
nao-invariantes de difeomorfismos. Ainda, muitos trabalhos sobre anélise semiclassica tentam
testar o limite classico da equagao (7.67) e a relagao de comutagao (7.38). A idéia para fazermos
isto é procurar estados semiclassicos afim de calcularmos o limite classico dos operadores em
relacao a estes estados. Mas devido a propriedade do operador de vinculo escalar de mudar o
grafo, a anélise semiclassica para o operador de vinculo escalar e a dlgebra quantica dos vinculos

continua em aberto. Por estas e outras razoes restrigimos nossa anélise apenas ao espaco Hpig-.

7.3.7 Ambiguidades

Nas expressoes (7.55) e (7.56) temos o aparecimento explicito dos parametros reais « e (3, in-
troduzidos na regularizacao dos campos ¢; e 1) e suas respectivas derivadas. Estes parametros
representam ambiguidades quanticas. Notamos que, na construcao do operador de vinculo
Hamiloniano em LQG é gerada uma ambiguidade semelhante devido a escolha das represen-
tagoes j dos edges adicionados por sua acao [12]. Uma ambiguidade parecida também aparece
na dinamica da LQC [59]. E claro que, além destas ambiguidades existem outras implicitas em
(7.55) e (7.56), por exemplo, devido a escolha do ordenamento® dos operadores feita de modo a
evitar complicagoes técnicas e ao fato de que o esquema de regularizacao utilizado por noés afim
de obtermos os operadores Go(N) e G;(N!) exibe uma grande liberdade de escolha em relagio
aos reguladores. Isto mostra que existem em nossa quantizacao, ambiguidades proprias da

dindmica quantica para a gravitagdo as quais permanecem como um problema em aberto [12].

Concluimos esta secao definindo o espaco de Hilbert fisico Hynys € Hpig como sendo o espago

dos estados (Y(p)| de modo que,
(G| e >=0, (7.69

onde uma das possiveis solu¢oes pode ser dada em termos de |r >= > ¢(T, ﬁ)\F, 6, > (ver

Apéndice D.3).

8Contudo, restaria mostrar que esta escolha é tinica, o que esta além dos nossos propésitos neste trabalho.
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Capitulo 8

Conclusao

Apesar do modelo de Jackiw-Teitelboim, um modelo de gravitagao em duas dimensoes espago-
temporais, nao ser um modelo real para o nosso universo, ele serve como um toy model que
nos permite, de certa forma, entender melhor algumas dificuldades que surgem em modelos de

gravitagao em 3 + 1-dimensoes espaco-temporais.

Neste trabalho, ao nivel classico, construimos uma teoria matemética e fisicamente consistente
seguindo as referéncias [103-105]. Vimos que a presente teoria é completamente vinculada,
ou seja, descrita por uma Hamiltoniana de puro vinculos. Estes vinculos (de primeira classe)
sao os geradores das transformacoes de gauge da teoria, sendo que estas transformacoes de
gauge contém as transformacoes de difeomorfismo da teoria. Apdés fazermos a fixacao parcial
do gauge no gauge temporal e do surgimento de vinculos de segunda classe devido a fixacao de
gauge, através dos colchetes de Dirac e da resolucao explicita dos vinculos de segunda classe,
vimos que as simetrias de gauge se reduzem as simetrias de difeomorfismos temporais e espaci-
ais geradas pelos vinculos de primeira classe Gy e Gi. Particularmente, no caso de Gy (vinculo
Hamiltoniano), as simetrias de gauge se reduzem a uma certa combinacio de simetrias de
difeomorfismos espago-temporais (a menos de equagoes de movimento), vinculos e uma trans-
formacao de Lorentz local compensatoéria, necessaria para manter a fixacao de gauge temporal.

Por sua vez, o vinculo G; gera os difeomorfismos espaciais.

Tendo construido de modo consistente a teoria classica, iniciamos o programa de Dirac aplicado
a sistemas com covariancia geral utilizando as técnicas usuais empregadas na LQG. Desta forma

a partir do espaco de configuracao cléssico obtivemos o espaco de configuracao quéantico, carac-
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terizado como a compatificacao de Bohr da linhal real, a partir do qual construimos o espago de
Hilbert cinematico. Assim, encontramos uma representacao das variaveis do espaco de configu-
racao classico do modelo JT como operadores no espaco de Hilbert cinematico satisfazendo as
relacoes de comutacao padrao. Obtivemos de modo consistente o operador de volume em uma
dimensao que classicamente corresponde ao comprimento de um dado intervalo. Este operador
desempenha um papel importantissimo na quantizacao dos vinculos escalar e de difeomorfismo.
Feito isto, implementamos os vinculos Gy e G; seguindo o procedimento candnico, impomos 0s
vinculos como uma condicao extra a ser satisfeita pelo funcional de onda. Afim de implementar-
mos os difeomorfismos, utilizamos o método conhecido como group averaging que nos permitiu
encontrarmos o espaco de Hilbert invariante de difeomorfismos Hpig, ou seja, o espago dos
funcionais invariantes de difeomorfismos. Depois, via um método de regularizacao apropriado,
implementamos os vinculos quanticos regularizados em Hp;g, sendo os mesmos bem definidos
neste espago dual. Assim, obtivemos o espaco de Hilbert fisico Hppys como um subespaco de
Hpifr, no qual todos os estados invariantes de difeomorfismo sao aniquilados por Gy. Vimos
também que a algebra dos vinculos quanticos é consistente matematicamente e fisicamente em
Hpig. Porém, ainda nao esta claro se a algebra dos vinculos quanticos pode ser construida em
um subespaco maior que Hp;g contendo estados nao-invariantes de difeomorfismos. Nao esté
claro se o vinculo escalar quantico produz a dinamica quantica correta com o limite classico
correto. Ainda, falta mostrar se o produto interno em Hp;g pode ser empregado na construcao

do produto interno em Hppys.

Vimos também, que nas expressoes regularizadas dos vinculos quanticos aparecem parametros
que representam ambiguidades quanticas, bem como, ambiguidades implicitas devido a es-
colha do ordenamento dos operadores e do esquema de regularizacao, o qual exibe uma grande
liberdade de escolha em relagao aos reguladores. Deste modo a nossa teoria nao ¢é livre das
ambiguidades proprias da dinamica quantica para a gravitacao as quais permanecem como um

problema em aberto, também em LQG [12].

Ainda, vimos que em comparacao com a LQG, existe uma relacao entre a regularizacao e a
independéncia de fundo da teoria. Uma primeira observacao é que as coordenadas espaciais nao
tém um significado fisico. A localizacao fisica de um objeto é uma localizacao em relacao a um
outro objeto e nao em relacao a um sistema de coordenadas. A invaridncia de difeomorfismo de
nossa teoria incorpora esta essencial caracteristica da relatividade geral. A segunda observacao
é que as excitagoes da teoria sao quantizadas, isto fica evidente quando observamos a estrutura

dos estados quanticos.
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Uma das perspectivas futuras deste trabalho é encontrarmos o espaco de Hilbert fisico Hnys de
modo explicito, utilizando o programa de vinculo mestre introduzido por Thiemann em [28].
A ideia central é construirmos uma algebra classica alternativa através de uma redefini¢ao
apropriada dos vinculos da teoria (chamada de vinculos mestres), que depois de solucioné-los,
corresponda ao mesmo espaco de fase fisico classico, e que seja uma algebra de Lie. Associado a
este programa temos a perspectiva de utilizarmos a gravidade quantica algébrica, que conforme
Giesel e Thiemann em [117-120] apresenta uma arena ideal para fazermos a analise semicléssica

da dinamica quantica.
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Apéndice A

Variedades

A experiéncia indica que o espacgo-tempo é um continuo 4-dimensional, no sentido que este
requer quatro ntumeros — as coordenadas x*, u = 0,--- ,3 — para caracterizar um evento. Na
relatividade especial assume-se que isto ¢ verdadeiro globalmente, isto é, todo evento no espaco-
tempo pode ser colocado numa correspondéncia um a um com os pontos de R*. No entanto na
relatividade geral onde a geometria do espago-tempo é dinamica, certas propriedades globais
nao triviais da estrutura do espago-tempo podem aparecer. Para isto é necesséario trabalhar com
um conjunto no qual a vizinhanca de cada ponto veja-se como R*, tendo porém, propriedades

globais completamente diferentes.

Para a formulagao matemaética da Relatividade Geral é necessario conhecer algumas pro-
priedades béasicas sobre as variedades. Uma variedade M n-dimensional é, um conjunto que

tem uma estrutura diferenciavel localmente homeomorfica a R™.

A.1 Espaco Topolégico

Um Espago Topoldgico (X,C) consiste de um conjunto X junto com uma cole¢ao C de subcon-

juntos — os abertos — de X satisfazendo as seguintes propriedades:

1.0eCe X €C.

2. Para qualquer subconjunto finito ou infinito {U;} a unido satisfaz | J, U; € C.
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3. para qualquer subconjunto finito {Uy, ..., U, } a intersecao satisfaz (), U; € C.

A.2 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferenciavel M é um espaco topologico, que localmente é visto como sendo
R* porém, nao necessariamente na sua extensao global. Mais exatamente, uma variedade M

n-dimensional é um conjunto satisfazendo as seguintes propriedades:

1. M é um espaco topologico.

2. Existe uma familia de pares (U,,%,) onde os U, sdo abertos de M e cada 1, é um

homeomorfismo (mapeamento um-um e continuo) ¥, : U, — Vj,, V, sendo um aberto de

R™.
3. Cada ponto p de M esta contido em ao menos um dos U,,.

4. Se dois abertos U, e Ug tem uma intersecgao nao-nula, o mapeamento @,3 = ¥, 0 w/gl .

Vo Vs — Vo Vs € um difeomorfismo (um-um e C™)

Cada tripla (U,, Va4, 1,) é chamada de carta, cada fungdo 1), representa um sistema de coorde-

nadas [6,33,78|.

A.3 Vetores

Na relatividade especial, o espaco-tempo é o de Minkowski. Na relatividade geral ele sera um

espaco-tempo Riemanniano.

Em geral, a cada ponto p no espago-tempo esté associado um conjunto de vetores localizados
naquele ponto; este conjunto é conhecido como espago tangente em p e é denotado por T),. Um
vetor pode ser decomposto em componentes com relacao a algum conjunto de vetores base.
Uma base é qualquer conjunto maximo de vetores linearmente independentes. Para qualquer

espaco vetorial existe um nimero infinito de possiveis bases, cada uma consistindo do mesmo
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numero de vetores. Este nimero n sendo a dimensao do espaco-tempo. Entao qualquer vetor

pode ser escrito como uma combinagao de vetores-base €,

Uma base particular é a base de coordenadas:
o,=0/0z", p=0,---,n—1 (A.2)
Nesta base, um vetor escreve-se
V =V*H0,. (A.3)

onde V* sao as componentes do vetor.

A.4 Vetores Duais (Um-Formas)

Dado um ponto p do espacgo-tempo ao qual estd associado um espago tangente, é possivel
associar a este um outro espaco vetorial conhecido como espaco vetorial dual. Este espago dual
do espago tangente T}, é usualmente denotado por T7. O espago dual é o espago de todos os
mapeamentos lineares do espago vetorial original para os niimeros reais: as formas. Se w € Ty

é um vetor dual, entao este atua como um mapeamento tal que,
w(aV +bW) =aw(V) + bw(W) € R,

onde V e W sao vetores e a, b sao escalares.

Definimos a base de coordenadas dual dz*, de modo que

dz(d,) = o". (A4)

v

Os funcionais lineares sao chamados de vetores duais, vetores cotangentes ou formas. O efeito

de aplicar as 1-formas dz* a um vetor X ¢é selecionar sua p-ésima componente, isto é,

dz"(X) = X¥da"(9,) = X"o1 = X" (A.5)
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Entao,

w(X) = X"w,d2z"(0,) = X w, .

A.5 Formas Diferenciais

Com a definicao da 1-forma pode-se escrever formas de ordem superior: uma 2-forma é definida

pelo produto tensorial antissimétrico ou produto exterior “A” de 1-formas.

w = gwwda:“ A dx” .

Mais geralmente uma r-forma é dada pelo produto exterior de r 1-formas:

1

w= ﬁwm...mdxm Adxt? AN dat (A.6)
Aqui
dx" N dat? A ... N datt = sinal(P)dztrr A dxtv2 A LA datr
com P sendo uma permutacao arbitraria de 1,--- r, e sinal(P) a paridade da permutagao de

17"' y ' —= D1, 5 Pr-

Assim,

Wyty oo = SNAL(P)Wpy oy, (A.7)

A.6 Derivada Exterior

Uma maneira de se obter uma (r 4+ 1)-forma a partir de uma r-forma w ¢é através da derivada

exterior, definida por

1 /0
dw = — [ Lri dx” A\ dx" A ... A datr,
r! oY

o fator dz¥ A dz"* A ... A dz* implica em uma antissimetrizagao dos (r + 1)-indices v, g, ..., i,

o que implica em um fator extra de 1/(r +1)! .
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A derivada exterior satisfaz a propriedade de que atuando duas vezes sobre uma r-forma w,

P = d(dw) = ~ (

2
a wul s

oz Ozv

rl

) da* Adx¥ A datt A LA datt =0, (A.8)

que ocorre devido & contracao dos dois indices simétricos na derivada segunda com os dois

antissimétricos em dz* A dz”.

A.7 Bases Nao-Coordenadas: Formalismo de Primeira Or-

dem

A partir de agora suponhamos uma variedade do espaco-tempo equipada por uma métrica g,
definindo o produto interno dos vetores: na base de coordenadas, o produto de dois vetores V;

e V5 é dado por:
9(V1,V2) = g (2)V' (2) V5 (z). (A.9)

Como bases naturais para o espago tangente 7, num ponto p, temos tomado a derivada par-
cial com respeito as coordenadas naquele ponto, d,. Similarmente a base de coordenadas no
espago cotangente T ¢ dada pelas 1-formas dz”. Mas isto nao impede o uso de qualquer
outra base. Imaginemos que em cada ponto da variedade introduzimos um conjunto de ve-
tores base Er, (E; € T,) (indicadas pelas letras latinas maiusculas para lembrar que eles nao
estao relacionados a qualquer sistema de coordenadas). Escolhemos estes vetores base como

“ortonormais': seja que o produto interno destes vetores base dado por

9(Er, Ey) =111, (A.10)
onde
c 0
(771J) = )
0 1
Tloo = 03 T]ZZ:17(Z:177D_1)7 UIJ:()’(I#J) (All)

+1 : espaco-tempo Riemanniano,
com o=

—1 : espago-tempo Lorentziano .
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Assim 777 no espaco-tempo Lorentziano representa a métrica de Minkowski, ao passo que no
caso Riemanniano, a métrica 7;; é Euclidiana. O conjunto de vetores F; da base “ortonormal”
é conhecido como wvielbein. Em diferentes nimeros de dimensoes estes sdo o vierbein (quatro),

dreibein (trés), zweibein (dois), em D-dimensées (D-bein), etc.

Dado que temos uma base, qualquer vetor pode ser expresso como uma combinacao linear dos
elementos desta base. Especialmente pode-se expressar os antigos vetores base J, em termos

dos novos:
O = e, By (A.12)
As componentes e, ! formam uma matriz n x n inversivel. Denotemos a inversa por E*
Efp=n19"e,”, (A.13)
a qual satisfaz

Efe,l =", e, E" ;=6 (A.14)

v

os E* ; sao as componentes do vetor E; na base de coordenadas:

E; = E" 0,
Em termos dos veilbein (A.10) fica
guwE" 1EY j=n1; (A.15)
ou equivalentemente
gu () = e, " (x)e, T (x)n1y (A.16)

De (A.15) vemos que as componentes do tensor métrico na base ortogonal sao aquelas do tensor
da métrica plana, n;;. Entao podemos subir e baixar os indices latinos com a métrica plana

nrs e sua inversa n’’.

Quando expressamos a métrica através do D-bein, temos mais graus de liberdade para descrever

a mesma geometria, assim temos redundancias, o tensor métrico tem D(D + 1)/2 componentes
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independentes, enquanto o D-bein e,/ tem D? componentes. Isso significa que muitos D-bein
descrevem a mesma métrica, e eles estao relacionados uns aos outros por transformacoes locais

— ou de gauge. Desta maneira temos

(@) = el(x) = (A1) y(@)e’(2) = As (w)e’ (), (A.17)
El(x) — E'(z) = A j(z)E'(2), (A.18)

Vo € M. Definimos as 1-formas de D-bein por
el =e, da”, (A.19)

aqui EI = nIJEJ (& AJI = ’I]JK’UILAKL.

Escrevemos para posteriores fins a identidade
dAAT" + Ad(ATY) =0, (A.20)
obtida pela diferenciacao de AA~! = 1.

Visto que a métrica do espaco-tempo deve ficar invariante sob essas transformacoes, a matriz
A’ ; deve satisfazer,

niaN kN L =nkr

0 que implica em

SO(D) , se (M,g) é Riemanniano
SO(D —1,1) ,se (M,g) é Lorentziano

AIJ €

Assim o grupo de gauge é o grupo de Lorentz. Sob essas transformacoes de gauge os indices de
espaco-tempo sao deixados invariantes enquanto que os indices internos sao rodados. Assim,
o D-bein define um sistema de coordenadas (pseudo-)ortonormal no espago tangente em cada

ponto do espaco-tempo, cujas bases podem ser rodadas livremente.

Similarmente, podemos considerar uma base ortonormal de um-formas em 7). Em particular,
el definida por (A.19) fornece uma destas bases. Com efeito esta é a base dual de Ej, pois

usando (A.14) verificamos que,

e'(Ey) =65 (A.21)
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O inverso da Equagao (A.19) é dado por
dat = et el (A.22)
Um tensor “de Lorentz", T7v"Im ; _; (), ¢ definido por transformar-se como:

T () = A (o) A (), ()

s AJnLn (Z‘)TKl...Km Ly-Ln (.I’) (A23)

sob as transformagoes de gauge. O D-bein é um exemplo (ver (A.18)). Qualquer outro vetor
pode ser expresso em termos de seus componentes na base ortonormal. Se o vetor V' é escrito
na base de coordenada, V' = V*0,, e na base D-bein, V' = VIE;, as componentes estao
relacionadas por:

Vi=e, Vi VE=FEr VT

Assim os vielbein nos permite passar dos indices gregos para os latinos e vice-versa.

Os tensores também podem ser definidos com uma mescla de componentes, como exemplo,

1 Iy p 1 I v L
Vv J =€, VIJ:EMJV w = €u E JVIV

As bases dos sistemas nao-coordenados, podem ser trocadas independentemente das coorde-

nadas. A tnica restricdo ¢ que (A.10) seja preservada.

Além das transformagoes locais, temos também as transformagoes gerais de coordenadas — os
difeomorfismos

't =2 (x),
sob os quais um tensor espago-tempo 7%, ... transforma-se como

ox'™ Ox'Hm QP OxP

T//Ll"'/lm V1Un (I/) o al’al o al‘o‘m a([j/l’l o afL‘/Vn Talmam Br+Bn (I‘) (A24)

Os difeomorfismos atuam-nos indices gregos i, v, - - -, a0 passo que as transformacoes de Lorentz

locais atuam nos indices latinos I, J, - - .

Num espaco-tempo com coordenadas cartesianas a derivada covariante de um tensor do tipo

(A.24) é dada por suas derivadas parciais, porém para um tensor numa variedade Riemanniana
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em geral, um termo de conexao é necesséario, um para cada indice involvendo a conexao Ffw. Um
procedimento analogo vale para uma base nao coordenada, porém substituindo os coeficientes
de conexao ordinéria F;}V pela conexao de spin, denotada por wul s. Para cada indice latino
tem-se uma contribuicao da conexao de spin, e a derivada covariante escreve-se por exemplo,

COomao:
DX';=dX"j+w' g NXE;— 0B A Xk (A.25)

A derivada covariante é definida pela propriedade de DX ser um tensor de Lorentz se X é
um tensor de Lorentz. Como consequéncia, a conexao w se transforma sob o grupo de Lorentz

como
w/IJ — AIK(,UK <A71>LJ+AIK(dA71)K(]. (A.Qﬁ)

A conexao de spin pertence a algebra de Lie do grupo de Lorentz, o que significa que

W =~ onde Wl = Kol (A.27)

Chega-se nesta expressao assumendo que a métrica n!” seja invariante, isto é
1J 1J I kJ J Ik
D =dn™ +w ™ +w' k" =0

dado que '/ é uma constante entao dn’/ = 0. A partir de (A.27) pode-se escrever, no caso em

que a dimensao é igual 2,
W' = wel’ (A.28)
onde €/’ ¢ o tensor de Levi-Civita.

Qualquer tensor com um certo niimero de indices gregos inferiores antissimétricos e um certo
numero de indices latinos podem ser pensados como uma forma diferencial. Vejamos as ex-
pressoes da torcao e da curvatura neste formalismo, pois estes dois tensores caracterizam qual-

quer conexao dada.
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As relacoes que definem a torcdo e curvatura sao respectivamente:

T! = Del =de! +w'yne’, (A.29)

RIJ = deJ + wIK VAN u)K(] . (A?)O)

Estas duas ultimas equacoes sio chamadas de equacoes de estrutura de Cartan, onde R,

1

simboliza a 2-forma de curvatura de Riemann. Lembre-se que a base e! e a conecao w! ;, ambas

1-formas, sao definidas por:

el = e, dx", (A.31)

W'y = w,!dat. (A.32)

Entao os tensores torcao e curvatura escritos em componentes sao dadas pelas relacoes:

1
T! = §T1Wd1:“ Adx” (A.33)
1
R, = §RIJde“ Adx” (A.34)
onde
TIW/ = a,uez/l - aueul + w,uIJeuj - WVIJe,uJ (A35)
R[J/,LV = a;,ch[J - auwu{] + wu[KquJ - WVIKWMKJ (A36)

Os coeficientes TIW sao as componentes do tensor torcao e RIJW sao as componentes do tensor

de curvatura de Riemann.
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Apéndice B

Grupo e Algebra de Lie

B.1 Algebras de Lie

Usando o fato de que os grupos de Lie sao variedades diferenciaveis, pode-se aproximar a
vizinhanga de qualquer ponto do grupo de Lie G por um espaco vetorial, tangente ao grupo de

Lie naquele ponto particular. Esse espaco tangente possui a estrutura de uma algebra de Lie.

Um espaco vetorial G sobre um corpo K, se chama algebra de Lie sobre K se existe uma operacao
bilinear (chamada operagio de colchetes) G x G — G. Mais precisamente, uma algebra de Lie
G é um espago vetorial sobre um campo K equipado de um produto (z,y) — [z,y] com as

seguintes propriedades:
1. Antissimétrico, isto é [z,y] = — [y, z] (o que implica [z,z] = 0),
2. é bilinear, [z,ay + bz] = az,y] + b]z, 2],

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, [z, [y, z]] + [z, [z, y]] + [y, [z, z]] = 0.

Va,y,2 € G;a,be K

A dimensao desse espaco vetorial é igual a dimensao do grupo de Lie. Denotemos por J,(a =

1,...,dim(G)) uma base da algebra de Lie; num ponto do grupo G, eles satisfazem

[Jas Jo) = fap e, (B.1)
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se nos movermos de um ponto de GG a outro, esta relacao nao altera-se, consequentemente

c

as quantidades f,, ¢ sao independentes. Por esta razao elas sao chamados de constantes de

estrutura do grupo de Lie G. Os geradores J, satisfazem em particular a identidade de Jacobi
s [ Jel) + s [ ]+ [y [ Jal] = 0. (B.2)
De (B.1) e (B.2) pode-se ver que as constantes de estrutura satisfazem:

fabC = _fba C: (B?))
fadefbcd+fcdefabd+fbdefcad207 (B4)

a primeira delas é devida a antissimetria do colchete e a segunda a identidade de Jacobi. Usando
o mapeamento exponencial, os elementos g da parte de G conectada & identidade! podem ser

escritas como
g = exp(e*J,) (B.5)

onde os €* sao parametros do grupo de Lie. Se conjugarmos elementos da algebra de Lie com
elementos do grupo de Lie obtemos elementos da algebra de Lie. Se L e J sao elementos da

algebra de Lie temos que

J+
=1
= Zn_adL )

onde adyJ = [L, J]. Os termos no lado direito de (B.6) sao elementos da algebra de Lie, por
tanto a conjugacao gJg! define uma transformacao da algebra em si mesma. Em adicdo, se
g" = ¢'g, vemos que a composicao das transformacoes associadas a ¢’ e g d4 uma transformacao
associada a ¢”. Estas transformacgoes definem entdo uma representacdo do grupo G, sendo o
espaco da representacao a propria algebra de Lie de G. Esta representacao é chamada de

representacao adjunta do grupo de Lie.

LOs grupos de Lie que consideramos neste trabalho sendo conexos, essa propriedade valera para todo elemento
g de G.
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B.1.1 Matrizes da Representagcao Adjunta

Definimos as matrizes d(g) por
9Jag™ Joda(9), (B.7)

estas matrizes sdo de dimensao n(= dim(G)), e elas formam uma representagao de G. Tomando

os elementos g; e go, calculamos

Jd o(9192) = 9192Ja(9192) " = G192Jag5 g7
- glchca<92)g;1 = glchfldca(g2>
= JdddC(gl)dca<g2) .

Visto que os geradores J, sao linearmente independentes, temos:

d(g192) = d(g1)d(g2) -
Se g é um elemento de G infinitesimalmente proximo & identidade, podemos escrever:
g=1+¢€"J,.
com €” infinitesimalmente pequeno. De (B.7) temos

(1+€e*J) (1 —€J.) = Jdp(1+€"J,)
= J(0f + €d(Jn)) = o + € [Ju, )

= S+ Gafab J..
Visto que os parametros infinitesimais sao arbitrarios, obtemos
dcb(Ja> - fabca (BS)

por conseguinte, na representacao adjunta, as matrizes que representam os geradores sao dadas
pelas constantes de estrutura da algebra. Isto define a representacao matricial da algebra de Lie
na representacao adjunta. Mais geralmente, cada vez que se tem uma representacao matricial

do grupo de Lie, adquirimos através do mapeamento exponencial uma representagao matricial
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da correspondente algebra de Lie [106].

B.2 Forma de Killing

Dada qualquer algebra de Lie G com elementos x,y € G, definimos a forma quadratica k(z,y) =
Tr(ad zad y), onde ad x é uma matriz que denota = na representacao adjunta. Entdo, k é uma
forma bilinear sobre G, chamada a Forma de Killing. Também £ é associativa no sentido que
k([zy], z) = k(x, [yz]). Isto segue-se da identidade Tr([z,y]z)=Tr(z[y, z]). Uma algebra de Lie
G sobre o campo K é dita semi-simples se sua forma de Killing k(z,y) é nao degenerada, e um
grupo de Lie se chama semi-simples se sua algebra de Lie é degenerada. Serdo estes os tipos de

grupos que estudaremos [107,108].

Consideremos tensores M,ji. , (4,7, k,.. = 1,2, ..., D), numa representagdo de dimensao D. Os
geradores sao representados por matrizes J,, (a = 1,2, ...d dimensao do grupo), com elementos

Jai7. As transformacoes infinitesimais do tensor M; ;... sao dadas por
OMjk. = € (Jai " Mji. + Joj ™ Migngoer. + Jare " Mijm... + -+ ); (B.9)
para um tensor M, ... invariante, cumpre-se a relacao;
Joi " Mk + Jaj " Mipgeeo. + Jai " Mijm... +--- = 0. (B.10)
Os indices da constante de estrutura sao levantados e abaixados com a métrica Killing k,,

fabc = kcefab c

kqp ¢ um tensor invariante e simétrico, na representacao adj. (J, — fap©):

facek:eb + fabekce = facb + fabc = 0.

Entao

fabc = _facba

e de (B.3) sabemos que fupe = —fpae, podemos concluir desta maneira que a constante de

estrutura ¢ completamente antissimétrica com respeito a seus trés indices, isto €, fue = flabq-
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A forma de Killing em funcao das constantes de estrutura escreven-se como
g C
kab = _Efacdfbd ) (Bll)

onde 0 = +1 (+1 para o espaco Euclideano e —1 para o espago Lorentziano). Esta forma de

Killing define uma forma quadratica invariante sobre a &lgebra de Lie:
(A, B) = kg, A"B* = (B, A) (B.12)

onde A% e B® sao as componentes de A e B na base {J,}, A = A%J,, B = B%J,. Podemos

provar uma importante identidade de permutacao ciclica
(4,[B,C]) = ([A,B],C) = (C,[A, B]) (B.13)
com efeito;

(A,[B,C]) = kupA[B,C)" = kyA® B Jy, CJ,)°
AaBdCekabfde b == AQBdCefdea == AaBdCEfade
= [A, B].C® = k[A, BJfC® = ([A, B],C) = (C,[A, B]) .

Mudangas de sinais ocorrem em (B.12) e (B.13) se algums dos A, B, -- -, sao formas de grau

impar.

B.3 Grupo de Sitter e anti-de Sitter (A)dS

O grupo de Sitter e anti-de Sitter (A)dS sdo grupos semi-simples. Grupos semi-simples sdo
preferidos como grupos de gauge porque eles tem um invariante no grupo, conhecido como a

métrica de Killing, o qual é usado para definir termos cinéticos para os campos de gauge.

Grupos que nao sao semi-simples contém subgrupos invariantes abelianos, e os geradores dos
grupos abelianos comutam entre eles. O fato de que eles sejam subgrupos invariantes implica
que muitas das constantes de estrutura da algebra de Lie sejam nulas; o que implicaria que a

métrica de Killing adquiriria autovalores iguais a zero impedindo sua inversibilidade.
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Apéndice C

Formalismo de Dirac para Campos

Vinculados

A construcao de uma teoria quantica para um sistema com muitas variaveis é em geral compli-
cada de formular. A teoria poderia ser mais simples se fossemos na correspondente mecanica
classica, a qual poderia-se descrever por varidveis com interagoes simples entre eles. Porém é
possivel que isto nao seja adequado para descrever a natureza. Para tratar este problema com
variaveis mais gerais, usualmente constroe-se uma teoria Lagrangiana em forma de campos.
Logo, usando algumas regras estabelecidas (transformacao de Legendre) podemos colocar a
teoria classica em forma Hamiltoniana, assim obtendo uma formulacao generalizavel & teoria
quantica. Geralmente este procedimento produz, além da Hamiltoniana dinamica, um conjunto

de vinculos que os campos devem obedecer — como pode ocorrer ja na mecanica quantica.

Em nosso trabalho tratamos de uma teoria completamente vinculada. Nao ha Hamiltoniana
dinamica, mas somente vinculos. O problema de desenvolver a dindmica de uma Hamiltoni-
ana classica consistente correspondendo a tal sistema Lagrangiana singular foi primeiramente
atacado por Dirac [96] depois Anderson e Bergmann [109], Bergmann e Goldberg [110] entre

outros.

O tratamento de teorias singulares baseado no método de Dirac [81], ¢ muito aplicado na fisica
de altas energias, especialmente em teorias de calibre [82-84]. Com a presenca destes vinculos
na teoria temos que ter cuidado ao aplicar o formalismo de Dirac, especialmente quando surgem

os vinculos de primeira e de segunda classe, ja que s6 os de primeira classe sao geradores de
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transformacoes de calibre, os de segunda classe devendo ser eliminados. Os graus de liberdade
de calibre associados aos vinculos de primeira classe devem ser fixados por “condicoes de calibre”
apropriadas, o que pode produzir novos vinculos de segunda classe, que deverao também ser

eliminados.

C.1 Principio da Acao

Assumindo que existe uma integral de acdo S e que este dada por:

Sla(r). d(r)] = / UL ).

onde o integrando L(q%, ¢*) é a Lagrangiana, ¢*(7) as coordenadas canonicas e ¢*(7) := dq®/dr
as velocidades canonicas. Conhecendo L, podemos obter uma Hamiltoniana e determinando a

Hamiltoniana teremos dado o primeiro passo para obter uma teoria quantica.

Consideramos L = L(q¢% ¢*) com um numero finito de graus de liberdade sob uma variedade
M de dimensdo m, (isto pode também ser generalizado para um sistema com ntimero infinito

de graus de liberdade).

Da variagao da integral da agao obtemos a equac¢ao de movimento de Euler-Lagrange

d (0L oL
4oy -

Para ir ao formalismo Hamiltoniano introduzimos o momento candnico p,, definido por

Pa = (CQ)

aq*

Na teoria dinamica usual, supde-se que os momentos sao fungoes inversiveis das velocidades.
Queremos ter a possibilidade de que estes momentos nao sejam todos fungoes inversiveis das
velocidades, isto é, que nao existe uma tnica solucao ¢* que expresse as velocidades em termos
das coordenadas e momentos canonicos; quando isto acontece dizemos que estamos tratando
com Lagrangianas singulares.

Mais precisamente, uma Lagrangiana é chamada de singular se o determinante da matriz hes-
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siana é nulo, isto é:

O*L

det(w) =0

(C.3)

Supondo que a ordem da matriz (C.3) seja m —r com 0 < r < m. Entao podemos resolver

(a0 menos localmente) m — r velocidades ¢*, A = 1,--- ,m — 7 para m — r momentos pu,
permanecendo r velocidades ¢¢, i = 1,--- , 7.
aL(QJ Q> . . a %
A = ¢* =", pa, '), (C.4)

onde as equagoes restantes, p; = OL/0¢’, nao devem depender dos ¢' consideremos as equagoes
que definem os momentos p;,
a 9L(q, )
mi(q", pa) = p; = 0—(]'i’ (C.5)

deduzimos que os p, nao sao independentes uns dos outros. As funcoes

¢i(q",pa) = pi — mi(q",pa) = 0, (C.6)

sao chamadas de vinculos primdrios, que decorrem unicamente da Lagrangiana. Esta termi-
nologia ¢ devida a Bergmann e Dirac [81].

Consideremos a quantidade

H<qaapaa UZ) = (pava - L(qa,pa))qA:qA(an)A’vi) ) ’UZ = q‘i7 (07)

(que é a transformagao de Legendre), chamada de Hamiltoniana primaria correspondendo a L.
A Hamiltoniana ¢ linear em v com coeficientes ¢;. Com efeito, diferenciando com respeito a v’

a expressao
I:—,(qa7pa7 Ui) - pAqA<qa7pB7 Ui) + pivi - L(qau qA(qaapB7 Ui)a Uj)

obtemos

] a ,a <A a ,,a
OH _ aL(q , U ))qA:| aq + |: — (aL(aqU;U ))qA

Boi Pa= (=5 Bt
= p; —mi(q",pa) = $i(q", pa).
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Isto indica que (C.7) pode ser escrito como

H(q",pa) = Ho(q", pa) +v'$:(¢% pa), (C.8)

onde Hy, o qual independe dos v* é a Hamiltoniana canénica’. Com a extensao dos vinculos

(C.6), as equagoes de Hamilton da teoria definida pela Hamiltoniana H podem ser escritas

CcCOomo

. OH 0H, 0

T o op Vo (©9)

, oL O0H 0H, .0¢;

e — — v 1

b dq®  0gq,  Oqq v 0qq’ (€.10)

[§]
¢'(¢,p) = 0. (C.11)

Estas sao as equacoes de movimento mais gerais da teoria, e sao equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange (C.1). Assim o espago de fase esta dado por ¢° e p, enquanto que os v* sao
multiplicadores de Lagrange, os quais sao completamente arbitrarios. Para tratar estas equacoes

é conveniente introduzir o formalismo dos colchetes de Poisson.

C.2 Colchetes de Poisson

Se temos duas fungoes dos ¢* e pa, f(q,p) e g(q,p), o colchete de Poisson para estas fungoes é

definido por:

of dg af dg

,g = — : C.12
b 9q* Opa  Op, 0q° (C12)
Com esta definicao temos:
{pa.d"} =6, {4*.¢"} = {pap} =0.
Seguindo a definicao os colchetes de Poisson tem as propriedades:
! Hy representa a Hamiltoniana sem vinculos e as equa¢des de Hamilton para esta sio: ¢4 = gf: epd = — gfi‘;
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{f.9} = —{g, f}, é antissimétrico,

{fl + f2>g} = {flug} + {f27g}7 ¢ hneara

{fif2, 9} = [i{f2, 9} +{f1, g} f2, lei do produto,

{f, 49,0} +{h,{f,9}} +{g,{h, f}} =0, identidade de Jacobi.

Com ajuda dos colchetes de Poisson (C.12) e as equagoes de Hamilton (C.9) e (C.10), as

equagoes de movimento, para qualquer fun¢ao g = g(g, p), podem ser reescritas como:

) dg . dg . -
= n4 ——p, = H ’ . 1
g aqnq + apnpn {g, O} +v {97 (bz} (C 3)

Suponhamos que (C.13) escreve-se como:

g=19,Ho+v'¢;}. (C.14)

Os coeficientes v’ nao sao fungoes de ¢* e p,, assim (C.12) nao pode ser usado para determinar o
colchete de Poisson (C.14). Entretanto podemos usar as propriedades dos colchetes de Poisson,

obtendo

g={9,Ho} +{g.v'} ¢i +v' {g,:} . (C.15)

Aqui o colchete {g,v'} nao ¢ bem definido, porém ele ¢ multiplicado por algo que anula-se,
¢;, assim (C.13) e (C.14) concordam. Aqui temos que ter cuidado em nao usar estes vinculos
antes de trabalhar com os colchetes de Poisson, caso contrario poderiamos obter um resultado
errado. Para lembrar desta regra no formalismo de Poisson, escrevemos (C.6) como equagoes

com um simbolo diferente de igualdade “~”. Assim (C.6) é escrita como

O simbolo “~ 0" significa “ fracamente igual a zero” (terminologia introduzida por Dirac), o que
significa que ¢; poderia ter colchetes de Poisson com algumas varidveis canonicas que nao se

anulam. Assim nossa equacao de movimento pode ser consistentemente escrita como:

g= {g,ﬁ} , (C.17)
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é chamado de Hamiltoniana total.

C.3 Condicoes de Consisténcia

Vejamos as conseqiiéncias das equagoes de movimento. Os vinculos primarios forgam o sistema
a uma subvariedade do espago de fase definida por ¢; = 0, (i = 1,--- ,r). Isto é consistente
com a dinamica se, e somente se, aquela variedade é invariante, isto é, se (C.13) ou (C.17) com

g = ¢;, se anulam. Entao, deveriamos ter por consisténcia

sobre a superficie de vinculos M := My do espacgo de fase. Temos trés possibilidades:

1. com ajuda dos vinculos primarios as equagoes valem identicamente;

2. as equacoes reduzem-se 4s equacoes independentes dos v?, assim envolvendo unicamente
os g e p. Tais equacoes poderiam ser independentes dos vinculos primarios, sendo da

forma

¢ = x(q% pa) = 0;

3. se (C.19) nao se reduz ao 1° ou 2° caso, entao impdem-se condigdes sobre os v'.

O caso 1 nao tem problemas; o 2° indica que temos novos vinculos x(¢%, p,) sobre os ¢’s e p’s.
Vinculos que aparecem desta forma sao chamados de vinculos secunddrios. Estes diferem dos
primérios ja que os vinculos priméarios sao simplesmente conseqiiéncia da definicao das variaveis
momento (C.2). Enquanto isso os vinculos secundéarios fazem uso das equagoes de movimento

de Euler-Lagrange (ou Equagoes de movimento de Hamilton).
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Se temos vinculos secundarios aparecendo na teoria estes devem ser juntados aos vinculos

originais (C.6) fornecendo outras condicoes de consisténcia:

x = {x, Ho} +v" {x, ¢} ~ 0.

Com estas equacoes repete-se novamente o processo até que todos os vinculos independentes
e as condigoes sobre os v’ sejam encontradas. Se resultam r’ novos vinculos (¢ ~ 0, r' =
r+ 1,---,r + 1) adicionaremos estes aos r vinculos priméarios; aqui [ é o nimero total de
vinculos secundérios. Tanto os vinculos primarios como os secundarios sao trabalhados da

mesma maneira, entao todos estes vinculos podem ser escritos juntos como
op~0, k=1, r+l=f. (C.20)

Quanto ao 3° caso temos que observar que condi¢oes devem ser impostas sobre os coeficientes

v'. Estas condi¢oes sdo dados por as equacoes

{¢;, Ho} +v' {¢j, i} ~0, (i=1,---,rej=1--,f (C.21)
que dardo as condicoes sobre os coeficientes v'.

Suponhamos que os v* sao desconhecidos, e que em (C.21) tenhamos um ntamero de equagoes
lineares nao-homogéneas, com funcoes dos q e p como coeficietes dos v¢, e que as solugdes para

estes v’ sejam denotadas por:
vt = V(g pa). (C.22)

Tais solugoes devem existir, caso contrario significaria que as equacoes de movimento de Euler-
Lagrange seriam inconsistentes. A estas solucoes particulares é preciso acrescentar a solucao
geral do sistema homogéneo v* {¢;, ¢;} ~ 0 associado a (C.21). Entdo as solugoes mais gerais

possiveis de (C.21) sao

v =V uU," (C.23)
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onde os U, s representam as solucoes do sistema homogéneo e os u®’s sao coeficientes arbi-

trarios. Substituindo em (C.18) temos uma nova Hamiltoniana total

H = Hy+ Vig; +u'U,'d;,
= H' 4 u¢,. (C.24)

com H = Hy+ Vig; e ¢, = U,'¢;. O namero de coeficientes u® é usualmente menor que o
., . i i LA . . o~ . ~ .

ntumero de coeficientes v'. Os v* tém que satisfazer condicoes de consisténcia, ao passo que os

u®’s sao coeficientes arbitrarios. Poderia-se tomar os u®’s como funcoes arbitrarias do tempo e,

ainda assim, todos os requerimentos da teoria seriam satisfeitos. Como resultado, as variaveis

dindmicas nao sao completamente determinadas em qualquer tempo. Observamos finalmente

que qualquer combinagao linear dos ¢ ¢ um vinculo.

C.3.1 Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Uma classificacao mais 1til que a distin¢ao entre vinculos primarios e secundarios é o conceito
de vinculos de primeira e segunda classe. Qualquer variavel dinamica R, fungdo dos q e p, é

chamada de primeira classe se seus colchetes de Poisson com todos os ¢ sao fracamente zero:
{R,¢;} =0, i=1,---,f. (C.25)

De outra maneira R sera de segunda classe. Se R é de primeira classe, entdao {R, ¢;} tem que

ser fortemente igual a uma combinacao linear dos ¢’s, os quais sao fracamente zero. Assim

{R,¢i} =1 by (C.26)

Um fato importante das propriedades das funcoes de primeira classe é que os colchetes de
Poisson de duas destas fungbes é de primeira classe. Em particular H' na Equagao (C.24) é de

primeira classe.
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C.3.2 Vinculos de Primeira Classe como Geradores das Transfor-

macoes de Calibre

A presencga das fungoes arbitrarias u® (a = 1,--- ,l) na Hamiltoniana total (C.24) indica que
nem todos os p e ¢ sao observaveis, isto é, existe mais de um conjunto de valores das variaveis
canodnicas representando um mesmo estado fisico dado. Porém a teoria tem que ser independente
destas funcgoes. O fato dos coeficientes u* serem fungoes arbitrarias do tempo, significa que uma
variavel canonica em um instante qualquer poderia ter mais de um valor; ou melhor, dado um
conjunto inicial de variaveis candnicas em um tempo t; definindo completamente um estado
fisico, espera-se determina-lo completamente em qualquer outro tempo. Agora os coeficientes
u® sao fungoes arbitrarias, o que significa que os valores das varidveis candnicas em um tempo
posterior ty dependem da escolha dos u*’s. Considerando em particular t, = t; + dt, a diferenca
entre os valores que toma uma varidvel dindmica A no tempo t, correspondente a duas escolhas

u® e 1%, com a Hamiltoniana (C.24):

i = {ary={aH vuwo)={a 8]} +u (46
bA = (u—a%){A, ¢,}

de onde temos que
0A = (u® —a")6t{A, ¢} = u{A, o.}, (C.27)

com du® = (u® — u*)ot. A transformagao (C.27) nao deve alterar o estado fisico em ;. En-
tao estendendo a terminologia usada em teoria de campos de calibre conclui-se que os vincu-
los geram transformacoes de calibre. As transformacotes que ndao mudam o estado fisico, as
“transformacoes de calibre”, formam um grupo continuo (grupo de Lie), o que implica que as
transformagoes infinitesimais formam uma &lgebra de Lie (com o colchete de Poisson). Entdo
os colchetes de Poisson dos vinculos ¢ gerando essas tranformacoes devem ser iguais a combi-
nacoes lineares dos tais vinculos. Em outras palavras, os ¢ que geram transformacoes de calibre
sdo de primeira classe. Em geral as transformagoes (C.27) nao sdo as tnicas que nao fazem

mudar o estado fisico. De fato temos:

1. O colchete de Poisson de dois vinculos de primeira classe {¢,, ¢,/ } gera uma transformacao

de calibre.
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2. O colchete de Poisson de quaisquer vinculos de primeira classe ¢, com a Hamiltoniana de

primeira classe H | {qzﬁa, H /} gera uma transformacao de calibre.

O ntmero de fungoes arbitrarias é igual ao nimero de valores que toma o sufixo “a”. E ¢é o

ntimero de transformacoes de calibre independentes.

As fungoes de primeira classe formam uma subalgebra sobre M. Agora todos os vinculos (C.20)
podem ser divididos em dois conjuntos, um consistente com os vinculos de primeira classe, com

base de vinculos linearmente independentes

»i(q,p) = 0 t1=1,---,1, (C.28)
e os demais que ficam, N = f— [ de vinculos, de sequnda classe, com base

valq,p) = 0 a=1,---,N. (C.29)

Os 1; e ¢, poderiam incluir vinculos primdrios como também vinculos secundarios.

C.3.3 Vinculos de Segunda Classe. Colchetes de Dirac

Os vinculos de segunda classe dao origem a matrizes N x N dos colchetes de Poisson, nao

singulares, denotados como

Cap = {¥a: s} - (C.30)

Dado que o determinante de uma matriz antissimétrica anula-se se sua dimensao for impar,
pode-se concluir que o ntimero /N de vinculos de segunda classe deve ser par. Posto que Cyp é

nao singular sua inversa C’;[; existe e satisfaz
—1
CopCla, = Oan - (C.31)

Agora construimos, para qualquer variavel dinamica A, uma nova variavel A" que tenha colchetes

que se anulam com todos os vinculos de segunda classe. A’ é dada por

A= A= {A g} Cilps. (C.32)
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Com efeito,

{Alv 90’*/} = {A7 90’7} - {A7 (pa} 0076105’7
= {A7 907} - {A, (pa} 5&7 =0. (C33)

Aqui {A’,;¢;} ndo necessariamente é zero, ¥; sendo um vinculo de primeira classe.

Agora postulamos que os colchetes de Poisson de duas quantidades A e B sejam substituidos

pelos colchetes de Poisson das variaveis A" e B',
{A,B} - {A",B'} ={A, B} — {4, p,} 0;61 {¢s,B}. (C.34)

Apesar que A" ~ A, B’ = B, o colchete de Poisson {A’, B’} nédo é fracamente igual a {A, B}.

Entao definem-se os colchetes de Dirac como

{A, B}p ={A, B} — {A ¢a} Co5 {95, B} . (C.35)
verifica-se que (fracamente)

{A,B}, =~ {A",B'} ~ {A",B} =~ {A,B'} . (C.36)

Se todos os colchetes de Poisson sao substituidos pelos colchetes de Dirac, a equagao (C.36) nos
diz que estamos escolhendo tratar unicamente de vinculos de primeira classe. Todos os vinculos
de segunda classe podem ser estabelecidos como iguais a zero fortemente, ji que os colchetes

de Dirac de qualquer fun¢ao com vinculos de segunda classe é zero:

{A7 SO'Y}D = {A7 SO'Y} - {A7 (Pa} C(;,Blcﬁ’Y = O (C37)

De (C.36) e da definicao (C.32) pode-se ver que {A,{B,C},}, =~ {A {B',C"}}, assim a
identidade de Jacobi

{AAB, Clpip +{B.AC, Al p}t, +{C{A B}y =0 (C.38)
é satisfeita pelos colchetes de Dirac fracamente.

Ademais de (C.38) as propriedades que satisfazem os colchetes de Dirac sao:
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{AaB}D:_{BvA}D;

{A,BC}, ={B,A},C+B{A,C},;

{¢a, A} =0,V A(p,q), e po vinculos de segunda classe;

{A, B}, =~ {A, B}, para B de primeira classe e A arbitrario.

{AA{B,C}p}, = {A,{B,C}} para B e C de primeira classe e A arbitrario.

Depois dos colchetes de Poisson terem servido a seu proposito de distinguir os vinculos de
primeira classe dos de segunda classe, todas as equagoes da teoria sao formuladas em termos dos
colchetes de Dirac e os vinculos de segunda classe sao convertidos em identidades expressando

algumas variaveis canonicas em termos de outras.
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Apéndice D

Analise detalhada da acao do operadores
regularizados QAS(N ) e éf(N 1) sobre os

estados |I', )\,ﬁ>

Como discutido na secao 7.3.4, dado um estado |T, X, ﬁ>, fazemos uma segmentacao S(e) de
M suficientemente fina, de modo que todo edge x) de F(;\)7 ﬁ) esteja contido exatamente em
um segmento [; da segmentacao S(€), mais precisamente, coincida com a extremidade L; de I,

lembrado que, I, = [L;, R)).

Primeiro, vamos comecar com exemplos bem simples, para no final estabelecermos formulas

gerais.
(i) T, 6, 0>= |@ > (estado de vacuo na notagdo de Dirac), onde 0= (0,0,...,0)

G5(N)|@ >=0, (D.1)

G{(NY)|2 >=0. (D.2)

Pois V;, |2 >= 0 e &y, |@ >= 0.
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—

(i) |T, 6, ﬁ>, onde X: (0,0,...,0) e b= (1, f2, - - -, fim)

m
—

~

. - = o?Boh? -
. GE(N)[T, 0, A= — S N <|F,0,...,ak,...,0,u> —|I‘,O,...,—ak,...,0,u>>:
k

16

2 h3 _ -
= _Oé fg |:N1/L1(|F,O{1,0,...,0,,u> —|F,—CY1,O,...,0,,U>)+

+ Nops <|I’,0,0z2,0,...,0,ﬁ> |10, —ag,o,...,o,ﬁ>> +
N fin (|F,0,0, e am > —|T,0,0,. . —am,ﬁ>> ]

~

. Gi(NYIT, 0, >=0,

onde ‘A/Ik\F,a,ﬁ>:Oeak:aVkEN.
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(iii) T, X, 0) >, onde X= (A1, Ao, ..., \n) € A= (0,0,...,0)

~ — — n 1 N
o Go(N)II, X, 0>= ZNk [a2|)\k|2 (!F, NS Ry 2, =15 fe — By Pt 15 P2 + Bier,
k

Pty - - fom > =40 Xy pa, po, - =1, ok — By 1 + Brtts oty - - - fom > +

I X5 s oy - o k1, fe — 280, k1 + 208415 g2, - - s . > 2|1, X5 1> ) +

0sk=n
16a8 | \g| [ 3 ‘ 3
—$(|)\k+1|2ak+1—|)\k|2ak X

X <|F, N5 o1y 2 - oy k=1, Ik — Brs k1 + Bty Mkt2s - 5 b > +

_|F7>\;M17M2?"'7ukflauk_ﬁkaluk+17"'>:um >) +

Qoﬂh% 3 -
] |>‘n|2ak(|r> )\;:ulnu% ceey Hk—1, Mk + ﬂk’nuk-‘rla ey M > +

_lr) A;Mlyﬂ% ceey Hk—1, Uk — ﬂk7uk+1? ey Um > )]
= Nl |:CL?|>\1|%(|F,X;—61,0,53,0, s 70 > _4|F7K7 _61762707 s 70 >+

+]F,X;—2ﬁl,2ﬁz,o,...,0>+2yr,};o,o,...,0>)

16a$ - -
_a4h}1 (IA1||A2|§a2 - |A1|3a1) x (| \; —B1,32,0,...,0 > —|[", A;0,0,...,0 > ) +

QOK2h2U i —
8 (11<| )\35170;---,0>—‘F,)\;—ﬁ1,0,...,0>)

-4+ N, [aip\nﬁ <|F,X;0, ooy 0,=08,,0, By > —4|L, X; 0,...,0,=0,, Bny1 > +

+

HT, 00,00, 0, =280, 2801 > +2| X;o,o,...,o>) 4

0
16a8|\n| [ : ‘ : - -
_ﬁ(p\n«#l’garwrl_‘)\n’gan) X (‘Fa)\a()?aoa _BnaﬁnJrl >_’F7>\a070770>

+ 048 U|)\n|gan(|f‘,)\;0,...,0,ﬁn > —|T', X\;0,...,0,—05, > )},

N—
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~>~>

o GHNHIT, A, ZNHA,ﬁ (\F,Al,xz,...,Ak1,Ak—@k,AkH+ak+1,Ak+2,An;o,...,o>+
—|F,A1,A2,...,An;o,o,...,0>):N}|A1|2a;*(yr,A1—al,Ag+a2,A3,...,An;o,o,...,o>+
—|F,>\1,)\2,...,)\n;0,0,...,0>>+N21|)\2|2a§<|1“,)\1,)\2—ag,)\3+a3,)\4,...,)\n;O,O,...,0>+
—|F,/\1,>\2,...,An;O,O,...,O>>—|—---+N,ﬂ)\n|2ai(|)\1,/\2,...,>\n—ozn,anH;O,O,...,O>—|—

—|F,/\1,/\2,...,)\n;O,O,...,O>>, (D.6)
onde a, := |\, +a|% — |)\n|% e A\its Anga, ... = 0.

No caso geral, temos

]F,X,ﬁ>, onde \= (A1, Agy ooy M) @ f= (f1y f2y -« oy o)

~ — — n 1 —
b gS(N”F’ )\7 H>= ZN]C [a?];|)‘k|2 (|F7 )\;,ulnu’% ey ME—1, Mk — ﬁk::uk-‘rhuk-iﬂ + ﬁk+2auk+37 cee
k

"7/~Lm > _4|F7 )\;/“Llyﬂ27"'7,uk—l7ﬂ'k’ _/Bkaﬂk-‘rl +/8k+17[1’k+27"'7/1’m > _l_

+’F7 )\;,ulnu% ceey Hk—1, Mk — 2ﬁk7/1’k+1 + 25k+17/1’k+27 vy Him > +2|F7 )\7 > ) +

0&k=n
16a )\k 3 3
f;‘:bz; | (|>‘k+1|2ak:+1 _|)‘k|2ak) X

X <|F’ A;/*Lla/'LQa ey B—1y Mg — Bk?#’k-‘rl + ﬁk-l—la,uk-i-% B +

_|F7 )\;:LL17/~L27"'7,U’]€—17/L]€ _6k7uk+17"'7ﬂm > ) +

Qa2ﬁ2

‘)\ |2ak(’F >\ MlnuZ:"'7,ukflaﬂk+ﬁk7,uk+la"'7,um >+

_|_

_|F>)\;:u1>pd27"'nuk—l7ﬂk’_5knuk+17"'num >)

a?foh? & -
- /6 ZNkMk<‘Fa)\1a)\2a"'7)\k—17)\k+ak7/\k+1a"'7)\n;/’l'>
k

—|F,>\1,>\2, cey )\kfl, )\k — Oék,>\k+1, ey )\n; ﬁ> >, (D?)
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o Gi(NYID, x p>= > NiNel2a} [|>\k|gak (|F, AL A2y A1, Ak — Oy Akt + et Apgas
k

2

co A > (TN > ) + %Maorj A5 1y 25 - ey 1, M — By fkt1 + Bty g2, - - -

onde ag = [\ + a2 — [\e|2 € Ay = fimar = 0 Vk € N.
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