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Resumo

O objetivo deste trabalho é servir como um texto introdutério aos seguintes assuntos:
quantizacao canonica, quantizacao de lagos e modelo BF. Para tal, desenvolvemos ferra-
mentas matematicas apropriadas para se tratar uma teoria de calibre topoldgica do tipo
Yang-Mills em geral, para formular uma acao covariante e estudar suas simetrias via o
método de quantizagao canonica de Dirac, também conhecido como método hamiltoni-
ano vinculado. Este método é desenvolvido extensamente, embora mantenha o carater
introdutoério, para o caso do modelo BF de 2+1 dimensoes, que em seguida quantizamos
via lagos e encontramos identificagoes de todo este processo com a teoria da relatividade
geral expressa como uma teoria de calibre. Por tltimo, nds veremos como se desenvolve a
mecanica quantica destas teorias de calibre descrevendo a base para nossas funcoes de es-
tado que é chamada de rede de spin, bem como a dinamica destas teorias quantizadas por
lagos que é descrita pelo formalismo dos spin foams e ainda o calculo de alguns observaveis
associados a nossos estados.



Abstract

The main goal of this work is to serve as an introductory review on the following sub-
jects: canonic quantization, loop quantization and BF model. To achieve it we develop
the proper mathematical tools to study a topologic Yang-Mills gauge theory in general,
to formulate a covariant action and study its simetries via Dirac’s canonical quantization
method, also known as constrained hamiltonian method. This method is extensely devel-
oped, although at an introductory level, for the case of 241 dimentional BF model, which
then we quantized via loops and we find analogies with the general relavity theory ex-
pressed as a gauge theory. Finally, we’ll see how develops the quantum mechanics of these
gauge theories describing the basis for our state functions that is called spin networks, as
well as the dynamics of these quantized loop theories which is described by the formalism
of spin foams and still the calculation of some observables related to our states.
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Capitulo 1

Introducao

Grande parte dos frutos colhidos da fisica estudada no ltimo século tem sido cultivados
em duas teorias fundamentais: a mecanica quantica (MQ) [1], [2], [3] e a relatividade geral
(RG) [4], [5], [6]. Mas além do progresso cientifico, estas duas teorias também trouxeram
desarmonia a estrutura da fisica pré-relativistica classica, uma vez que ambas teorias
foram formuladas sobre conceitos que sao contraditos na outra teoria! A MQ é formulada
utilizando uma varidvel temporal externa (o t que aparece na equagao de Schrodinger)
ou ainda como um espago-tempo de background fixo (o espago-tempo definido na teoria
quantica de campos), e ambos os conceitos sdo incompativeis com a RG. Por sua vez,
a RG ¢é formulada em termos da geometria Riemanniana aonde a métrica é um campo
dinamico deterministico. Ora, mas na MQ todos os campos dinamicos sao quantizados,

isto é, em escalas pequenas temos quantas discretos regidos por leis probabilisticas.

Sendo assim, é de se esperar que em escalas pequenas exista um quantum de espago e um
quantum de tempo, superposigao de espagos, etc. uma vez que tenhamos uma gravitagao
quantica [7], [8], [9], [10], [11]. Formular esta teoria que combina a MQ e a RG é um
dos maiores desafios da fisica fundamental atualmente. O objetivo deste trabalho de
dissertacao é construir uma teoria de calibre topolégica tipo Yang-Mills (YM) [12], [13]
conhecida como modelo BF [7], [14], [15] em 241 dimensoes e desenvolver para este modelo

o método de quantizacao candnica culminando na aplicacao das técnicas de quantizagao
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de lacos, discutir brevemente a estrutura da teoria quantica obtida por este processo
bem como sua dinamica e estudar alguns operadores e observaveis dos nossos estados
quanticos, e finalmente, mostrar que todos estes resultados para o modelo BF em 2+1
dimensoes podem ser generalizados para a teoria da gravitacao tridimensional — que de

fato pode ser expressa como um modelo BF particular.

No capitulo 2 veremos as bases para a formulagao e construcao do modelo BF, cuja prin-
cipal caracteristica é ser uma teoria de calibre topolégica, por consequéncia independente
de background, isto é, uma teoria independente de métrica. O modelo BF também possui
outras propriedades interessantes por ser uma teoria de calibre (gauge theory), como in-
variancia sobre transformagoes gerais de coordenadas (difeomorfismos ativos) e invariancia
sobre transformagoes de calibre locais sobre o grupo de representacoes indicado (enfocare-

mos o grupo SU(2)), que no caso de uma teoria tipo YM é um grupo nao-abeliano.

No capitulo 3 esta uma das principais contribuigcoes deste trabalho que é o desenvolvimento
do método de quantizacao canonica para o modelo BF em 2+1 dimensoes, método que foi
proposto por Dirac [16], [17] para resolver sistemas cuja transformada de Legendre nao é
trivial, por existirem relacoes entre as coordenadas e os momentos generalizados chamadas
de vinculos. Historicamente o método foi desenvolvido para que se pudesse quantizar
pelo método hamiltoniano a teoria eletrodinamica, que é uma teoria de calibre com o
grupo de representacao U(1). A partir dos resultados da quantiza¢do canonica obtemos
as grandezas classicas (varidveis dinamicas, vinculos e multiplicadores de Lagrange) que
posteriormente se transformam em operadores ou parametros de evolucao de calibre. Com
o método de quantizacao de lagos introduzido no capitulo 4 podemos descrever um espaco
de Hilbert cinematico para estes operadores derivado do espaco de configuracoes classico

e descrever os estados quanticos no formalismo das redes de spin. [18], [19], [20], [21]

No capitulo 5, fica clara a razao para a escolha de trabalhar com o modelo BF de 2+1
dimensodes com grupo de representagao SU(2), que é devido a semelhanga que o modelo
BF escrito nestes parametros tém com a teoria da Gravitacao descrita pela Relatividade

Geral em 3 dimensdes expressa pelo formalismo ADM. [22], [23] De fato, mostramos que
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nestas condigoes as duas teorias sao isomorficas, logo todos estes resultados obtidos nos
capitulos anteriores podem ser generalizados para a teoria da Gravitagao 3D — pelo menos
na sua versao Euclidiana. Seguimos com uma breve revisao de RG analisando a agao de
Palatini-Holst, que nada mais ¢ do que a acao de Einstein-Hilbert escrita como uma

equacao de primeira ordem devido a uma mudanca de base nas variaveis dinamicas.

Esta revisao ¢ uma introducao para uma discussao sobre as simetrias que prevalecem
na teoria quantica, isto é, a implementacao dos vinculos candnicos na teoria quantica, e
como estas simetrias afetam a estrutura das nossas teorias de calibre quantizadas ¢ um dos
assuntos abordados no capitulo 6, assim como outra grande contribuicao deste trabalho,
que é a discussao de casos aonde temos observaveis [24] e transi¢ao entre estados de rede
de spin, dinamica estudada pelo formalismo dos spin foams. [7], [18], [25], [26] Vale a
pena ressaltar que esta dinamica em uma teoria de calibre topoldgica nada mais é do que
a soma das histérias de uma transicao de amplitude de estados e que a implementacao

completa dos vinculos é uma tarefa ardua e ainda nao concluida em 341 dimensoes!
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Capitulo 2

O Modelo BF

O modelo BF ¢é uma teoria de campos topoldgica que quando quantizada se torna uma
teoria quantica de campos topologica. Na sigla BF, como vamos ver adiante, B e F' sao
as variaveis que aparecem na acao da teoria. O modelo BF é o que conhecemos como toy
model, ou modelo de brinquedo, devido ao fato de ser uma teoria construida apenas para

estudar a aplicacao da quantizagao de lagos em uma teoria de campos topoldgica.

Contudo, o modelo BF tridimensional possui uma semelhanca notavel com a teoria da
relatividade geral tridimensional formulada via o formalismo de primeira ordem, e no
decorrer do trabalho vamos ver que a menos do grupo de calibre (que é SU(2) para o

modelo BF e SO(1,2) para a RG) estas duas teorias sao andlogas.

Nota: O leitor que nao estd familiarizado com as notacoes, conceitos e propriedades da

geometria diferencial é convidado a visitar o Apéndice A antes de prosseguir!
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2.1 Definicoes e Convencoes

2.1.1 Indices

E conveniente adotar uma notacao para os indices que aparecem nas variaveis, campos e

formas ao longo do texto. Considerando que dim(D) =2+ 1:

e Os indices gregos (u, v, p,...) assumem valores (0,1,2) ou (¢,1,2);
e Os indices latinos mintsculos (a, b, ... ) assumem valores (1, 2);

e Os indices latinos maitsculos (I, J, K, ...) sao indices de grupo e os valores que
estes assumem dependem do grupo de calibre G em questao. (Por exemplo, G =

SU(2) — (1,2,3))

2.1.2 A Derivada Covariante

O modelo BF também é uma teoria topoldgica, entao possui invariancia de calibre local.

Isto é, dado um campo (Z) € G, onde os valores de ¥ (%) sdo elementos do grupo:

(&) = P(@)g(T) (2.1)

Também queremos que a derivada deste campo se transforme da mesma maneira que o

campo, o que nos leva a definicao de derivada covariante:

O (%) = Qu(@)g(F) + U(F)9,9(2) (2.2)

Para calcularmos a derivada covariante levamos em consideracao um grupo de Lie nao-

abeliano (faremos o célculo para G = SU(2)). Entao, consideramos o caso de um campo
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Y € SU(2), e queremos (D, (%)) = D,)(Z)g(Z) entdo fazemos um Ansatz:

Du¢ = a;ﬂ/’ - ¢Au

(2.3)
Al =g 09+ 9 " Aug
E verificamos que com esta solucao (D,1)" se transforma de maneira covariante:
(D) = Bubg + 089 — vg(g~ 0.9 + g Aug)
= g+ V0.9 — Y09 — YAug
= (0w =9 A)g = (Dub)g (2.4)

Entao, tomamos g infinitesimal para determinar a transformacao infinitesimal de A,,:

g ~ l+w
g =g ~ 1—w

A, = (1-wiw+(1-wA,(1+w) (2.5)
Escrevendo os termos lineares em w:

A, = A+ 0w+ [A W]

0A, = Ouw+[Ay,w] (2.6)

Com este resultado e a dlgebra dos geradores de SU(2) descritos na equagao (A.9), ja
temos o necessario para definir nossa derivada covariante e escrevemos novamente a

equacao (2.6) passando da notacao matricial para a notacao em componentes':

(SA{LT] = auwIT[ + [AZTJ’ wKTK] (27)
= GMwITI + fJKIT]Ain
(5A{L = 8uw1 + fJK]AiU)K

= (00" = fixsAp)w" = (Duw)’ (2.8)

Ver apéndice A para notacoes e definicdes.
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Renomeando alguns indices livres, é facil ver que:

0A, = (6" 0, — frix A )w’ = D/w’ = (Dyw)! (2.9)

Chamamos D'’ de matriz derivada covariante, ou s derivada covariante.

Da definicao das formas diferenciais? podemos escrever nossos campos, operadores e ten-
sores na representacao adjunta, apenas multiplicando nossas equagoes pela direita com a

forma dx*:

A =g 09 +g ' Aug ldat = A =g ldg+g Ay (2.10)

D,x =0, x +A,x |dz"' = Dy =dx+ Ax (2.11)

Sobre um campo y € G na representacao adjunta. Pode-se que mostrar que, se X’ = g1,

entao:

(Dx)' =g~ Dx (2.12)

Isto é, nossa derivada exterior é covariante. Note que a lei de transformacao utilizada
para ' é diferente da utilizada para ¢’ (equagao 2.1). Pode-se mostrar que as duas leis

de transformacoes sao equivalentes para a mesma lei de transformacao de A.

Agora vamos calcular a derivada covariante de um tensor X arbitrario que esta na repre-

sentacao adjunta, entao seja X uma p-forma cuja derivada exterior se escreve como:
DX =dX + [A, X] (2.13)
Entao queremos verificar que se X’ = g~' X g entao:
(DX)' =g¢~'DXyg (2.14)

Verificacao:

(DX)' =d(g7'Xg)+ g 'dg + g "Ag, 97 ' Xg] (2.15)

2Ver apéndice A.
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Precisamos conhecer dg—'. Note que usamos ¢~ g = 1:

dlg7'g)=0 = dg'g+g 'dglg"
dg~' = —g 'dgg™! (2.16)
Dali:
(DX) = d(g ' Xg)+[g'dg+ g "Ag, g7 X ]

= dg ' Xg+g¢ 'dXg+g ' Xdg+ g 'dgg ' Xg— g ' Xgg'dg
+g ' Agg ' Xg— g ' Xgg " Ag

= g M dX +[A X]))g=9g 'DXg (2.17)

Se X esta na representacao adjunta, também DX estd na representagao adjunta.

2.1.3 A curvatura de Yang-Mills F'

Definimos também a curvatura de Yang-Mills:

Fo = 0,A,—0,A,+[A, A) (2.18)

FL{V = 0.4, - 81,AI€ + fIJKA,{Af (2.19)

Podemos escrever a curvatura na notagao de forma diferencial tomando o tensor F),, de

rank 2 e o multiplicando por uma 2-forma, e utilizamos a antissimetria do tensor F),,:

1
F. = 0,A, —0,A,+[A,A]| (édx“ A dx”) (2.20)
1 u L, 1 u Y
5(8MA,, — 0,A,)dz" A dz” + Q[Au,Ay]dx A dx
F = 0,A da"dx” + A, A, dxtdx”

F = dA+ A (2.21)
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Nao é diffcil mostrar que a atuagao do grupo sobre F é a adjunta: F’ = g~'Fg. Com-
parando (2.11) com (2.21), fica evidente que a curvatura F' pode ser chamada de derivada

da conexao A.

Uma relacao importante entre as derivadas covariantes e a curvatura de YM pode ser
obtida considerando um campo X na representacao adjunta X’ = ¢~'Xg, quando con-

veniente e que temos um comutador graduado para as formas diferenciais (vide apéndice

A4.2):

D*X = (d+ A)(d+ A)X (2.22)
= d(dX +[A, X]) + [A,dX] + [A, [A, X]]

= [dA, X]+[A* X] = [F, X] (2.23)

Este resultado pode ser escrito como:

Dy, D)X = [Fl, X] (2.24)

ns

Essa relagdo (2.24) entre o comutador das derivadas covariantes e a curvatura tem um
analogo na Relatividade Geral, onde F' é a curvatura de Riemann. Uma consequéncia
importante desta relacao no modelo BF, observado que neste caso uma das equagoes
de movimento é F' = 0, é que as derivadas covariantes comutam — se as equagcoes de

movimento estao satisfeitas.

2.1.4 A derivada de um tensor e as identidades de Bianchi

Como F' é adjunto, também deve ser DF'. Mas vamos ver que DF é de fato nulo. Com

efeito:

DF = d(dA + A%) + [A,dA + A% (2.25)
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Usando a regra de Leibniz generalizada para calcular o termo dA%:

dA? = d(ANA)=dANA— ANdA =[dA, A (2.26)
DF = [dA Al +[A, dA] + AA* — A%A

DF = 0 (2.27)

Esta equagao (2.27) é chamada de Identidade de Bianchi, e aparece também na Relativi-

dade Geral.

2.2 Construindo o modelo BF

Para comegarmos a constru¢ao do modelo BF (considerando a priori o caso D dimen-

sional), temos que definir os objetos presentes na teoria.

Entao temos:

e Uma 1-forma conexao (do espago dual T M) Al nao-abeliana, onde (1 = 0,..., D—
1);
e Uma (D — 2)-forma campo (do espago dual TpM) B) _, ~ (antissimétrico);

e Um grupo de calibre GG, G sendo um grupo de Lie.

Nao definimos nenhuma métrica pois o modelo BF é independente do background, portanto
independente de métrica. E também introduzimos a curvatura de Yang-Mills (2.18), que

é o nosso “F” da sigla “BF”, como veremos mais adiante.

2.2.1 O campo B e a invariancia sobre difeomorfismos

O “F” do modelo BF ja foi introduzido na secao anterior, entao vamos introduzir agora o

campo “B”. A idéia do modelo BF é termos uma teoria de curvatura nula, isto é, F' = 0.
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Ao mesmo tempo, F' tem que estar representado na acao e esta tem que ser consistente com
o principio variacional e gerar uma densidade lagrangiana consistente afim de realizarmos
o método de quantizacao canonica de Dirac. Como precisamos construir uma integral
invariante sob difeomorfismos, precisamos que o integrando seja uma D-forma entao, na
agao deve-se introduzir um termo multiplicador de Lagrange (D-2)-forma sobre F' que
também possa ser definido no espago tangente dual 75(M), para a principio garantir

estas condigoes de invariancia e consisténcia.

2.2.2 A invariancia de calibre

Queremos também que nossa acao seja invariante de calibre, entao temos que buscar
um B na representagao adjunta onde o produto B A F' seja invariante de calibre. Seja

X =g 'XgeY = g 'Y g D-formas adjuntas, entdao pelas propriedades do traco:

Tr(X'Y') =g 'Xgg 'Yg=9g'XYg=Tr(XY) (2.28)

Entao Tr(XY) é um invariante de calibre. Se B é uma forma se transformando na rep-
resentacao adjunta como B = ¢ !Bg, entdao a acdo Spr pode ser escrita como invariante

de difeomorfismos e também invariante de calibre da seguinte maneira:

Spr = Tr / B A F(A) (2.29)
Mp

Agora vamos escrever B em termos de componentes B = B!Ty utilizando as propriedades
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que definimos de (A.1) a (A.5) para o grupo SU(2):

B = (1-w)B(l+w)=B-w,B]
6B = —|w,B] (2.30)
(6BNYT; = —w/BX[T;,Tk] = —w’BX f1,.T;
sBl — _wJBKffKEwJ(;JBI
6;B' = —BXfl. (2.31)

E B escrito em componentes é:

1
B = gy By e (232

2.3 As invariancias de calibre das variaveis dinamicas

Vimos na segao anterior que podemos tomar uma agao (2.29) tal que esta seja invariante

de calibre e invariante de difeomorfismos:

5, Tr( / BF) = 0 (2.33)
M

S Tr( /MBF) =0 (2.34)

Escrevendo a acao na forma de coordenadas, vale lembrar que:

—161s
I J 1 Il
Tr(BF) = B'F/Tr(TyT;) = —5B'F (2.35)
Entao:
Spr :/ B'F = -2 Tr/ BF (2.36)
M M

Agora vamos escrever todas as invariancias de calibre do nosso sistema, isto é, as trans-

formacoes sobre os campos que levam a invariancias do modelo BF.
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2.3.1 As simetrias de calibre

O primeiro conjunto de transformacoes que deixa a acao invariante ja é conhecido, sao as

transformacoes do tipo Yang-Mills:

0A = dw + [A, W]
(2.37)
0B = [B,w]
O segundo conjunto de transformacoes véem da identidade de Bianchi DF' = 0:
0A=0
(2.38)

0B = Dn = dn+ [A,n]

Repare que se B é uma (D-2)-forma, n vai ser uma (D-3)-forma, isto é, tém a paridade
oposta a de B. Temos que ter cuidado com o comutador generalizado [A, 7] nesta situagao,
pois este é um comutador graduado. Deste segundo conjunto de transformacoes, se 6 F' = 0

entao:
=0
—_——~
6Tr/BF = T'r/cSBF = Tr/DnF = (—1)P2 Tr/nDFJrT'r/d(nF) (2.39)

Onde aplicamos a regra de integracao por partes que estd mostrada no apéndice A.4.3.

Nossa teoria possui outras invariancias além das ja mostradas, como a invariancia por
difeomorfismos, isto é, sob as transformacoes:

SA= LA
(2.40)

5B — ﬁgB

Que é 6bvia, mas € interessante ver que ela é consequéncia das duas invariancias de calibre

definidas acima. No capitulo seguinte discutiremos melhor estas transformagoes.
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2.3.2 As equagoes de movimento do modelo BF

Vamos agora analisar as equacoes de movimento da teoria, deduzidas da estacionariedade

da agao sob variagoes arbitrarias dA e 0 B. Uma variagao d B arbitraria gera a equagao:

5S:—2Tr/6BF = 0 VB

F =0 (2.41)
E para uma variacao 6 A arbitraria:

OF =0(dA + A?) = dSA+6AA+ ASA

= déA+[A,0A] = DA (2.42)
Utilizando a regra de integracao por partes encontramos:

65:—2TT/BD(5A:2T7"/DB(5A = 0 VJiA

DB = 0 (2.43)

Vamos estudar primeiramente a equa¢ao de movimento (2.41). Tomamos um ansatz para
a solucdo desta equacao como sendo uma conexao do tipo “puro gauge” A = e~ ?de?, onde

¢ é uma 0-forma tal que e® = h e e=® € G, que podemos verificar:
dA = dh™'dh = —h~'dhh~'dh = —A* . F =0

Mas A = e ®de? nao ¢ solucao geral, da mesma forma que para F' = dA — A = d¢
também nao vale em espagos nao-triviais, como um toréide. Contudo, o lema de Poincaré
nao-abeliano diz que localmente (em um aberto U C M) vai existir um h(x) € G tal que

A = h7ldh. Isto significa que a solucao A é, localmente, a transformada de calibre da
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conexao nula. Com efeito, fazendo uma transformacao de calibre com g = h~':

A = g ldg+ g tAg
= hdh "+ hAh™' = hdh™' + hh~'dhh~!

= hh'dhh™' +dhh™' =0 (2.44)

Estudando a equagao de movimento (2.43), que com A = 0 se escreve dB = 0, e con-

siderando que uma forma fechada é localmente uma forma exata, entao segue que:

B=dB=DB (2.45)

Isto nada mais é do que a transformagao de calibre de tipo (2.38), com n = B , do campo
B = 0. Esta discussao mostra que, localmente, a solucao das equagoes de movimento ¢é

dada pela solugao trivial A = B = 0 a menos das transformagcoes de calibre.

Vamos voltar a discutir as equagoes de movimento apds formularmos o Hamiltoniano da
teoria. Para tal, precisamos desenvolver um método para a partir da acao do modelo BF
sermos capazes de escrever a Lagrangiana e converté-la para uma Hamiltoniana, e ai sim
estudar estas equacoes “de movimento” no espaco de fase apropriado. Este método sera

discutido no capitulo 3.
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Capitulo 3

Quantizacao Canodnica

A quantizacao canonica é uma das varias maneiras na fisica de se quantizar uma teoria
classica. A palavra canonica se refere a estrutura classica que é preservada na teoria
quantica, que chamamos de estrutura simplética. Historicamente, a quantizagao canonica
foi o método utilizado por Dirac (que o denomina de método hamiltoniano) para se
construir pela primeira vez a formulagao de Mecanica Quantica mais conhecida e utilizada
hoje, mostrando que a MQ das fungoes de onda de Schrodinger é a mesma MQ das
matrizes de Heisenberg. Os passos desta construgao para os campos de Schrodinger estao

no Apeédice B.1 e sao uma boa introducao a quantizacao canoénica.

3.1 Visao geral

Antes de tratar o caso da quantizacao canonica do modelo BF em 241 dimensoes vamos
enumerar brevemente os passos do método para um sistema mecanico com um nimero
finito de coordenadas. A generalizagao para infinitas coordenadas é trivial e serd tratada

no caso do modelo BF.
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3.1.1 O formalismo lagrangiano

Seja um sistema fisico com coordenadas generalizadas ¢ onde i = 1, ..., d. Primeiramente,
vamos escrever uma lagrangiana L(q, ¢), integrante de uma agao S, e a partir do principio

variacional encontramos as equacoes de movimento de Euler-Lagrange:

d  OL oL
E(ﬁ_q’n) = o0, (3.1)

Vamos definir os momentos conjugados as coordenadas generalizadas ¢ como sendo:

oL
p === 2
g (32)

Se estes momentos sao tais que podem ser resolvidos para as velocidades generalizadas
¢* como funcoes de ¢ e P;, a transformada de Legendre é inversivel e a hamiltoniana é

obtida de forma trivial:

. g—’;eqzq@,m (3.3)
H@.P) = [P — L0 )limiter) (3.4)

3.1.2 A notacgao simplética

Utilizamos o formalismo dos Colchetes de Poisson para expressar as equacoes do nosso
sistemas nas varidveis ¢‘, P; de forma mais sucinta e algebricamente vantajosa para a

quantizacao:

_OFOG  OF G

F(q,P),G(q, P . — , 3.5

(Flg.P).Gla.P)} = Goom = S50 (35)
E os colchetes entre as coordenadas generalizadas e os momentos sao:
o dq* OP, ,

{¢.¢} =0 1 {P,P}=0 : {¢".B}="52"0 =06k = o (3.6)

dq' OP;
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3.1.3 Sistemas vinculados

Uma vez que temos a lagrangiana e os momentos conjugados, tentamos definir H(q, P)
e as equagoes de movimento de Hamilton fazendo uma transformada de Legendre, o que
nem sempre funciona em sistemas que sao vinculados (caso onde as equagoes (3.2) nao
podem ser resolvidos para as velocidades ¢'(q’, P;)), como é o caso do modelo BF, onde
temos que analisar os vinculos, que chamamos de fungées ¢,,(q, P), antes de escrever
H(q, P). Veremos que verificar a estabilidade dos vinculos e garantir que a hamiltoniana
seja bem definida nao é uma tarefa trivial para o modelo BF (e para teorias de calibre

em geral). Este procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann.

3.1.4 O algoritmo de Dirac-Bergmann

Primeiro, vamos escrever a hamiltoniana adicionada de uma combinacao linear de ¢’s, o

que determina unicamente a hamiltoniana numa teoria vinculada. Escrevemos entao H.:

Onde os coeficientes u,, sao multiplicadores de Lagrange. As equagoes de movimento de
Hamilton valem também para sistemas vinculados e utilizamos o formalismo dos colchetes
de Poisson para escrevé-las. Seja uma fungao F'(q, P) qualquer (neste trabalho consider-

amos que F'(g, P) ndo tem dependéncia explicita em t):

F(q,P) = {F, H.} (3.8)

Entao, comecamos o Algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condigoes de con-
sisténcia dos vinculos, tomando a equacao (3.8) e trocando F' por cada um dos ¢’s, que
chamamos de vinculos primérios. Um vinculo ¢ dito consistente ou estavel quando este

nao evolui no tempo, isto é, colocando F' = 0 e F' = ¢,,, temos a priori que fazer m
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verificagoes:

Aonde o simbolo &~ representa a igualdade fraca, o que significa que os vinculos sao
considerados como valores nao-nulos durante o processo de quantizacao canonica mas
que serao tomados nulos quando resolvidos no final. E possivel que estas verificagoes
levem a uma inconsisténcia, como achar um resultado do tipo 1 = 0. Se isto acontecer,
significa que nossa lagrangiana ¢é tal que as equacoes de movimento de Euler-Lagrange
sao inconsistentes, o que possivelmente significa um erro ao construir a acao da teoria e
que a lagrangiana nao pode ser arbitraria. Nesta situagao, as equagoes (3.9) podem ser

divididas em 3 tipos:

1. O primeiro tipo de equagoes (3.9) se reduz a 0 = 0, isto é, é identicamente satisfeito

com a ajuda dos vinculos primarios;

2. O segundo tipo de equagoes (3.9) se reduz a uma equagao independente dos u’s
envolvendo apenas os ¢’s e P’s, isto é, uma equacao da forma x(q, P) = 0. Estas
equacoes devem ser independentes dos vinculos primérios para nao se reduzirem a

equagoes do primeiro tipo.

Chamamos estas equacoes de vinculos secundarios, que sé se diferem dos vinculos
primarios na maneira de como chegamos até eles, pois os vinculos primérios sao
obtidos da definicdo dos momentos (3.2) e os vinculos secundérios s6 aparecem
quando utilizamos as equagdes de movimento (3.8). Os vinculos secundarios geram
outras condigoes de consisténcia para a teoria (estes também devem ser estdveis) e
também devem ser verificados pelo algoritmo, isto é, devem ser tratados em pé de
igualdade com os vinculos primarios, podendo inclusive gerar mais outros vinculos

secundarios.

3. O terceiro tipo de equagdes (3.9) ndo devem se reduzir em nenhuma das duas
maneiras postas anteriormente, isto é, gera uma equacao que impoe uma condi¢ao

sobre os u’s.
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Uma vez que esgotamos nossas verificagoes e todos os vinculos primarios e secundarios sao
consistentes, o algoritmo encerra e como resultado obtemos tantos vinculos secundarios
X(gq, P) e outros tantos coeficientes u e podemos escrever a hamiltoniana total, levando

em consideracgao estes resultados.

3.1.5 O principio da correspondéncia

Por fim, uma vez que temos nossa hamiltoniana resolvida podemos aplicar sobre a equacao
(3.8) o principio da correspondéncia da MQ, que afirma que o comportamento de sistemas
descritos pela mecanica quantica reproduzem o comportamento de sistemas classicos no
limite de nimeros quanticos muito grandes. Uma vez aplicado o principio da corre-

spondéncia concluimos o método de quantizagao canonica e temos o seguinte quadro:

e Todas as coordenadas generalizadas ¢‘, momentos P; e fungoes F(q, P) sdao agora
operadores ¢, P, F num certo espago de Hilbert;

—

e Podemos substituir o colchete de Poisson {X, Y} pelo comutador [X,Y] = ih[X, Y].

Em particular [¢%, P;] = ihd’;

e Podemos construir um espago de Hilbert contendo uma representacao da algebra

dos operadores ¢, P;.

Sendo assim, a equagao (3.8) se torna a equagao de Heisenberg, que descreve a evolugao

de um operador no tempo:

A

dF

[F, H] (3.10)

1
dt — ih
Sobre a qual pode ser deduzido o teorema de Ehrenfest, que é o analogo quantico da
segunda lei de Newton uma vez que tomamos os valores esperados dos operadores rela-

cionados.
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3.2 O formalismo lagrangiano do Modelo BF

Na secao passada definimos os passos para a quantizagdo canoOnica para um sistema
mecanico de coordenadas finitas e agora vamos aplicé-los sobre o nosso modelo BF. Note
que por nao termos definido nenhuma métrica, nao temos nenhuma receita para manipu-
lar os indices de “espago” e de grupo (que sao indices discretos e finitos) e as coordenadas
da variedade (indices continuos (7)), exceto pelas relagoes canonicas destas variaveis que

serao definidas adiante.

Entao seja a acao Spr dada pela equagao (2.29):

D! 1
S:/'MBIFI = //MdDZL’?SM'“quBmm#D2§F#D1MD

= /dt/ dPtaL(t, ) (3.11)
R \MD—l

~
L

Onde as coordenadas generalizadas no caso do modelo BF sao:

g — AB

q - 5tA,8tB

As equagoes de Euler-Lagrange sao dadas por (2.41) e (2.43). Vamos escrever a a¢ao em

2 + 1 dimensoes:

SBF = / glﬂ/ﬂd3$[Bl€ (&,Ag — apA£ + f[JKAiAﬁ()] (312)
M

J/

DO | —

N
I
F,

Quando definimos a lagrangiana estamos gerando sobre o espago uma restri¢ao topoldgica,
que € a hipotese de existéncia de uma dimensao temporal e calculamos a lagrangiana sobre
as demais dimensoes. A priori, na nossa teoria de calibre topolégica nao ha nenhuma
dimensao privilegiada mas introduzimos o conceito de tempo para realizarmos o método de

quantizagao canonica. Esperamos poder recuperar na teoria ja quantizada esta liberdade
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de calibre para a dimensao temporal. Em suma, restringimos nossa variedade a ser uma

foliacao:

Mp=RxY¥ (3.13)
R:—oco<t<oo (3.14)
A<D (3.15)

Aonde a = 1,2 e R é uma dimensao nao-compacta, entao ¢t é uma diregao privilegiada.
O “espaco” ¥ é uma variedade de dimensao 2. Todas as folhas ¥; (Fig. 3.1) possuem a

topologia de .

tro {

parame

Figura 3.1: Foliacao de uma variedade M = R ® ¥ que mostra a decomposicao da
variedade em varias “folhas” >,

Assim, a “evolugao temporal” preserva a topologia do espaco, de forma que possamos
montar nossa estrutura canonica independente do valor de t. Sendo assim, separamos a

acao em partes temporal e espacial, onde usamos 0 =t e a,b = 1,2. Temos:

SBF— //dzl’dt Oab BIF )_|_ bOa(B FI)_i_gabO(BinIt)]

b0a ab0

Note que g% = ghla — a0 — cab entjz0:

Spp = / / Padt[™(BIFL) + e (BIFL) + (B L) (3.16)

Note que os tensores % e F, sao antissimétricos e o primeiro termo reescreve-se: Bl (e®FL) =

Bl(e2Fyy + e Fy) = 2BIF], e o segundo termo pode se combinar com o terceiro, de
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forma que Spr fica:

Spr = / / d*xdt[Bl FL, + (B FL)] (3.17)
RJXE

Escrevendo o tensor F;t{z explicitamente € reagrupando 0s termos:
SBF / / d2$dt BIF 12 -+ 8tAI€abB; abB 8 AI + €abBb f[JKAJA ]

Utilizamos a defini¢cdo de Derivada covariante (2.9) nos dois ultimos termos da integral

acima:
Spr / / Padt[BIF!, + 0,AL Bl — b BI DM AJ]
Fazemos uma integral por partes (A.79) no terceiro termo e a integral da agdo Spr é:

Spr = / / d*xdt|Bl Fl, + 0,ALe® B} + D!’ B{ A] (3.18)
RJY
E podemos escrever a Lagrangiana do nosso sistema simplesmente como:
L= / d*x[B] F, + 0,ALe® Bl + Al D17 B/] (3.19)
b
3.3 O método hamiltoniano

3.3.1 Os vinculos primarios

Entao, comecamos o método hamiltoniano convertendo esta lagrangiana para uma hamil-

toniana. Para passar para o formalismo hamiltoniano introduzimos os momentos II con-
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jugados aos campos A/, B) , definidos por:

oL

O S

) = Sy =" 520
b -
e SOAE)

@ = saEr)

Cujos colchetes com as coordenadas generalizadas formam uma estrutura simplética:
{AL@), A ()} = 656,0%(F —§) {B,(2)." (5)} = 676,0°(& — 9) (3.21)
E todos os demais sao nulos:
{AL@), AV} = {17 (@), ()} = {A,(@), B/ ()} = ... =0 (3.22)

Este resultado é preocupante, pois quando consideramos L(q, ¢), os momentos conjugados
sao independentes das velocidades ¢ e esperamos poder escrever as velocidades também

como funcao dos momentos, o que nao é possivel aqui: temos entao um sistema vinculado.

As equagdes (3.20) sao vinculos, como definidos na segao 3.1.3:

¢ = A9 —e®Bl ~0 (3.23)
¢o = Plf~0 (3.24)
¢3r = =0 (3.25)
¢ = PI~0 (3.26)

Que chamamos ¢,,, para m = 1,2,3,4, como sendo uma forma de agrupar as equacgoes

(3.23) a (3.26), as 4 familias de vinculos ¢.
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3.3.2 A hamiltoniana canonica

Levando estes vinculos em consideragao, podemos agora escrever a hamiltoniana como a

integral H = / H(7)d*z da densidade hamiltoniana:
H(T) = “M90,AL — £ =—Ale*D! B — BIF, (3.27)

Sé que esta hamiltoniana nao é unicamente determinada porque podemos adicionar qual-

quer combinagao linear de ¢’s, que sao zero. Escrevemos entao H.:

H.(Z) = / &2 TH(T') + Ao (T) 017 (F) + Ao (F) 00 (T) + X5(T) 31 (') + A (T)bar (7))
” (3.28)
Onde as fungoes arbitrarias A(x) sdo multiplicadores de Lagrange. Usando o formalismo
dos colchetes de Poisson podemos escrever, conforme a equagao (3.8), a derivada temporal

de um funcional g das coordenadas generalizadas e momentos conjugados:

g=1{g9,H.} =g, /2 d*y' (H + Z Am®m)] (3.29)

3.4 A estabilidade dos vinculos

3.4.1 O algoritmo de Dirac-Bergmann aplicado ao modelo BF
Comecamos o Algoritmo de Dirac-Bergmann verificando as condi¢oes de consisténcia dos

vinculos, tomando a equagao (3.29) e trocando g por cada um dos ¢’s. Um vinculo é dito

consistente ou estavel quando este nao evolui no tempo, isto é, colocando ¢ =0 e g = ¢:

/Z &2y {6, 1(E), H(T)} + / P L) 6, 4E), o)} <0 (3.30)

Observe que devemos ter cuidado com a notacao p, pois u = a para ¢, e ¢ e =t para
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o3 e ¢y, entao temos a priori que fazer m = 4 verificacoes de estabilidade. Note que essas
verificagoes envolvem o célculo de todos os colchetes de Poisson (m' = 1,2,3,4) entre os

vinculos e faremos este exercicio primeiro:

Para simplificar a notagao: A2 = {¢1(Z), 9.5()}, ete.

A = {MYT) — e®BL(),PI5())} = —e*050% (& — §) (3.31)
Ay = {PI(@), T15(5) — e By (§)} = e*6{6°(Z — §) = Ar2
Az = {"Y(&) — ”BL(@), T} =0

Ay = {MMY(&) — By (D), 1 (5)} = 0
Segue diretamente da estrutura simplética que Ay3 =0, Agy =0 e Agy = 0.

Voltando a verificagao da estabilidade dos vinculos, fazendo qﬁ.lcf‘(f) = 0:

0@ = [ P05 H@D+ ML) 05))
= [ @) - B, Al @B @) ~ L AN B )
B ey 7y + / Py(~NL (@ (T~ 7))
= | P @ kB R~ )+ B0~ ) +

B ()e** frac Az ()0°(F — ) + /Z Ay (=g (™0 (T — 7)) =0 (3.32)

Depois de uma integragao por partes (A.79) no termo com a derivada parcial, reescrevemos

a ultima equacao como:

e"Ne(T) = e fruxc Al (1) By (T) — €08 (7) + e frix Ag (¥) B (7)

Me(@) = frow A (&) B () + D B (7) (3.33)

Caimos no caso onde ¢; = 0 determina A,. O vinculo ¢; é consistente.



40

Agora, fazendo gb';}(f) = 0:

03 = [ P DY+ ML) 05
— [ EPT@), Al B @) ~ L AN BE ) +
[ Evolme i@ - )
= [ Pl 0@ )~ A Ean AL~ ) +
| Evl@esa - ) = o (3.34)
CNL@E) = e0ANT) — e L ALE) A (@) = DY AY(@) (3.35)

Caimos no caso onde ¢o = 0 determina \; e o vinculo ¢, é consistente. Agora estudaremos

a consisténcia dos vinculos ¢3 e ¢4.

Fazendo ¢s;(Z) = 0:

bur(7) / Pyldsi (7). H(@)) = / Py [T (2), — A ()= D% BY (7))

= / d?ye“ DY'E B (i/)6%(Z — ¢) = e“DI* BX () = ¢“Y(D.By)' (%) (3.36)
)

Este resultado ¢3; = e“/DIX BK gera um vinculo secundario:

¢s1 = DB =~ 0 (3.37)

Fazendo ¢, (%) = 0:

@) = / Pylour (7). 1@} = / Py{PTL(F), — B () L)}
_ / Py(—FL@{PIL(2), B (7)) = / PyFLH8(E — §)

— Fl(@) (3.38)
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Este resultado ¢4; = F}, também gera um vinculo secund4rio:

8ab ;
¢61 = 7Fab ~0 (339)

3.4.2 A estabilidade dos vinculos secundarios

Alguns vinculos primarios geram vinculos secundarios, e estes ainda precisam ser estaveis
para que seus geradores também o sejam. Logo, o algoritmo se estende aos vinculos

secundarios, entao devemos fazer também a verificacao da estabilidade dos vinculos ¢5; e

¢6I .

Fazendo ¢s;(Z) = 0:

bur(@) = / Py E (D) 631(2), b1 () + M () 651 (D). 625, (D))
_ / Pyl MG fr By ()ESEE(E — §) + e\ ()DL 6518 (7 — )

=A@ frai B (F) — e DA (7) (3.40)
De (3.33) e (3.35), podemos escrever (3.40) como:

¢s1 = —eDELAL f1 B — e DY DM BM — e DI BY fraun AN (3.41)
Ao analisar os trés termos acima, encontramos que cada um deles é fracamente nulo:

L —e?frx DEF AP B = (frinAf)gss = 0

2. —e® DI DIMBM — _cab(D D, B,)! = —({Dy, D3} B,)! = —{F5, B}

= —fUMﬁf?fsJBtM ~0

3. =D BN frunAM = ¢sn(—frunAM) ~ 0

No segundo termo utilizamos a relacao (2.23). Entdo ¢5;, e consequentemente ¢z sao

estaveis.
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Finalmente, fazendo ¢g; (%) = 0:

ould) = [ Py NG 0u (@), 050)
= o [ Ry NDRE - )+ hund] |y NH@E - )
b} >

= “Oaie — frxAS M) (3.42)
De (3.35), podemos escrever (3.42) como:
(0700 — froxAg NI = €Dy’ DI AL = {66, A} = 0 (3.43)

O que mostra que ¢g; € ¢4 sdo consistentes e nenhum vinculo secundario gera mais

vinculos, entao o algoritmo encerra.

Calculamos agora os colchetes de Poisson entre os vinculos restantes: A,.5, A6 € Asg,

comm =1,2,3, 4.

NI = (69, ¢s5] = [T} — B, e“ DX BY] = [*T14, e f 15 AL BX)
A = —edf BRS? (7 — i) = AL (3.44)
A = [0y, ¢55] = [P, DJX BY] = —e* D" 8*(% — i) = ALy (3.45)

Observe que A35 = A45 = A56 =0.

5cd
NG = (017 dos] = ["TI} — e By, Fig] = ['T1}, - (0cA7 — 0aA] + frrct ATAD)]

A = —e"(0707 — fruAS)O* (@ — ) = —e" D" 0*(7 — i) = Agi (3.46)

E Ags = Azg = Ayg = 0.

Resumo dos vinculos:
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Vinculos Primarios | Vinculos Secundarios

a . ATT0 ~ ~abnRI
a . Byra ~ L cab DI RJ A

by8 + PII% & 0 51 1 € DIV BY ~ 0
LCATTE ~ N nl I

¢sr = "l =0 Por - Iy

¢4[Z BH?%O

3.4.3 A Hamiltoniana total

Antes de escrever novamente a hamiltoniana, note que os vinculos ¢3; e ¢4; sao vinculos
que comutam fracamente com todos os outros!, entdao uma vez definida a hamiltoniana,
nés tomamos as igualdades fortes 4II* = 0 e PII' = 0, o que define A; e B; como funcoes
arbitrarias. No caso do modelo BF conseguimos determinar explicitamente \,! (%) (3.35)
e \1(Z) (3.33) e os demais A sao multiplicadores de Lagrange arbitrarios. Com isto, a

hamiltoniana total se escreve como:
Hy = / P — Ale(D,By)! — BIFly + (DuA)' 6,5 + (1o AV BE + (DuB) ) (3.47)
¥

Note que os dois primeiros termos sao os vinculos ¢5; e ¢g; da teoria, entao esta expressao

da hamiltoniana identifica os multiplicadores de lagrange A\ e AL.

Com esta hamiltoniana podemos aplicar o principio da correspondéncia sobre a teoria
canonica. Na teoria quantica correspondente, onde A, B sao operadores, os vinculos ¢,,

também sao operadores que restringem o funcional de onda v, gerando condicoes do tipo:
Pt =0, ou, equivalentemente, Hy =0 (3.48)

S6 que quando temos alguns vinculos que nao comutam entre si (chamados de segunda

classe) aparecem alguns A,,, # 0, tais como (3.31), etc.

Se toméssemos estes colchetes como ponto de partida para a quantizagao, teriamos por

!Também conhecidos como vinculos de primeira classe. Ver apéndice B.1.4.
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exemplo:

[6,5(Z), 6o5(3)] = —ihe846*(& — §)

Mas este comutador ¢ inconsistente com lew =0e (éAgw = 0, pois:

[017(2), 625 (§)]1) = —ihe"856* (& — )y # 0 (3.49)

Neste caso nao podemos construir uma teoria quantica a partir destes comutadores. Entao
seguimos o procedimento proposto por Dirac, de redefinirmos os colchetes de Poisson em

colchetes de Dirac.

3.5 Colchetes de Dirac

Os colchetes de Dirac nada mais sao que os colchetes de Poisson subtraidos dos graus de
liberdade nao-fisicos de um sistema. Para definirmos o colchete de Dirac escrevemos os

colchetes entre os vinculos como sendo elementos de uma matriz My, isto é, as linhas e

colunas desta matriz sao representadas pelos vinculos ¢1, s, . . ., ¢g:
0 —5a05{752 00 —éadf]JKBé((;Q —€acD£J52
—g¢§L 52 0 00 —g D17 §2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
—Eadf[L]KBé((SZ —€GCD£J52 0 0 0 0
—ga DI 52 0 00 0 0

A partir desta matriz podemos realizar uma troca de base dos vinculos com um procedi-
mento de diagonalizagao em blocos, o que simplifica bastante a definicao dos colchetes de

Dirac, como veremos a seguir.
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3.5.1 Troca de base dos vinculos

Podemos aproveitar a possibilidade de que os vinculos ¢; ~ 0 possam ser substituidos por
combinagoes lineares deles — o que constitui uma troca de base no espaco dos vinculos.
Vamos escolher uma base de maneira que tenhamos quantos vinculos forem possiveis
escritos como vinculos de primeira classe, isto €, escritos como vinculos que comutam
fracamente com todos os outros. Os vinculos secundéarios Gy e F; (G = ¢5 e Fr = o)

podem ser combinados com os vinculos y; (x1 = @1 € X2 = ¢2):

Gr = Gr+al’xy

Fi o= Fr+0lxs

(3.51)

Onde a e b sao constantes. Podemos utilizar a notacao matricial para calcularmos a com-

binagao, primeiro dividimos M, em blocos. Se ¢ = (G, F) e x = (¢1, ¢2), simbolicamente:

M, = X Y_ Doxt {xvd (3.52)

Y oo {,x} {¢, ¢}
M, é a matriz formadas pelas linhas e colunas nao-nulas de M (1,2,5,6). Reescrevemos

as equagoes (3.51) de uma maneira um pouco mais geral:

v = oy + B (3.53)

/7

X7 = X (3.54)
Note que a e 3 sao matrizes. A matriz M, na nova base fica:

M- X 6 av} +{x, Bx} (3.55)

{a, x} +{Bx,x} {ow,Bx}+ {Bx, b} + {Bx, Bx}
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Note que a submatriz X = A, ¢ inversivel. Entao para diagonalizar a matriz queremos

Y’ =0, e encontramos os o em funcao dos f:

Y =aY +8X = 0 (3.56)
aY +8X = 0 |X! (3.57)
B = —aYX~! (3.58)
Substituindo em (3.53):
Y =a(—-YX 1) (3.59)

Escolhendo o como a matriz unidade, e escrevendo 1 e 9’ explicitamente?:

g/ g gacf Bg( 6“D£J €C(J,XC
_ n 1JK 2J (3.60)
F' F g DIJ 0 EcaXy
Gr = Gr+ frixBExS, + DX, (3.61)
F; = Fr+DMys, (3.62)

Para verificar este resultado vamos calcular os colchetes entre os x;, G' e F":

~—~

{Q}(f), i@} = {9:(¥) + fIJKBf(f)XgJ(f) + DéJXCfJ(f)a Xaz(9)}

e? fri By (£)6%(Z — §) — e fr1 BE(Z)6% (T — §)+ o X1 ,(F) =~ 0 (3.63)

Q

{G1(@), x5} = {Gr(@) + frare By (Z)x5,(%) + Dg?x45(2), x27. ()}

= —"DIE(T — §) + e DI (T — )+ o< x5,(F) = 0 (3.64)

2Cometemos um leve abuso de notacdo com os indices de grupo de X!, mas que nao afeta os
comutadores que seguem nem o resultado final.
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{F1@), 1@} = {F@) + D'x5,(@), xi5.(9)}

= —e“DE§2(7 — i) + D55 (Z — i)+ o< x5, (%) =~ 0(3.65)

{FH@), 0D}y = AF1@) + Da’x5,(2), xo1 (D)} = {FL(), x2L(5)} = 0 (3.66)

E temos que verificar se [¢)', 1] & 0, isto é, se a troca de base mantém os colchetes de
Poisson dos 1 fracamente nulos entre si. Note que devido aos colchetes calculados acima

(3.63) a (3.66), precisamos verificar apenas os colchetes [¢', 1]

G1(@), 6] = [G1(E) + frox By (D)x5,(Z) + DI XS (%), NL(9)]
xG =0 xGr=~0
= —frir e™(DyB)* 6% — firr e (DyBy)* 8* =~ 0  (3.67)

G1(@), FL() = [G1(&) + frax By (¥)x5,(7) + Dy x1,(%), FL ()]
xF =0
= —e*“DIVDIE§? =0 (3.68)
[F1(@), FL@)] = [Fi(@) + Dy'x3,(Z), Fr()] =0 (3.69)

a vos vi ao vi imei vi
Entao os novos vinculos G’ e F’ sao vinculos de primeira classe, enquanto os vinculos
Xi = (¢1, ¢2) s@o vinculos de segunda classe. Um resumo dos nossos vinculos de acordo

com a classe e origem na nova base:

Vinculo Primario Secundario

$3r: AL =~ 0 Gr: G+ fruxBEXS; + DY x4,

¢4]IBH1}%O f}if[‘{‘DéJXgJ

Primeira Classe

a ATTa ab I
iy A —e®B, =0
Segunda Classe Y ! ’
X5 PII =0




3.5.2 A definicao do colchete de Dirac

Chamamos A, de matriz dos vinculos de segunda classe x; remanescentes:
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, 01
Ay = X4 (@), X0 ()} = —e*05e™ 6% (T —§) = — e650%(7 —g)  (3.70)
10
Invertendo® a matriz:
0 1
AL = =200 (G- D) (3.71)
10
Com esta matriz AF ! podemos definir os colchetes de Dirac:
{&ntp = {&n} — {& x A s} (3.72)
Que definimos com o simbolo { , }p. Neste novo colchete, podemos colocar os xs = 0,
uma vez que, sendo g uma funcao qualquer dos campos A e B:
{9.xs}p = {9.x:} — {9 XA {xes X6}
= {g.xs} — {9, xsJALT - A
= {o.xs} —{9,x:1 =0 (3.73)

Entao as equagoes xs = 0 podem ser consideradas igualdades fortes. Definimos também,

para simplificar a notacao, o dual de B:

Ble = gang

Entao:

xi = 0— "lf=5"

xo = 0— PII$=0

(3.74)

(3.75)

(3.76)

3No sentido da dlgebra de convolugao para os indices continuos (%) e (§): (g f)(z) = [dy g(y) f(z—y).
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Como A11¢ o< B e PII¢ = 0, excluimos os momentos “11¢ e BI1¢ da teoria e passamos a

considerar (3.75) como o momento da variavel AZ.

3.5.3 A estrutura simplética

Os colchetes de Dirac fundamentais na nova definigao sao:

{AL(@), 4@} = {A@), A4/} _Z/d2x/d2y/{A£<f>7Xs(y_;>}A;1{Xs’(£;>>Abj(g)}

=0

= 0- [Py ala @)y Te@) 40)
=0

- / ' Py {ALE), o)} Ayt (@), A ()} = 0 (3.77)

{Bl(z),B/ (i)} = 0 (andlogo) (3.78)

!

{AL(), By (

<

)} = {AD), B/ (%)} —Z/dgx’de’{Ai(f),xs(ﬁ)}Agl{xsf(ﬂ?),Bé](?J)}

— 00— / &' dy {ALF), x1 (V) } AL {xe(2'), B (i)}

_ / d'd?y {AL(T), xo(0)} As 0o (@), BY (@)

= b5~ 7) (3.79)

Onde suprimimos o indice p do colchete de Dirac. Note que o ultimo colchete fica bem

mais simples na notacao dual de B:

{AL(D), B (§)} = —ePe0 6] 8%(§ — T) = 6;076°(§ — 7) (3.80)
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3.6 O problema da quantizacao

Nas subsecoes seguintes escreveremos a hamiltoniana total resolvida e veremos como
as nossas variaveis dinamicas se comportam em relacao a esta, e depois aplicaremos o

principio da correspondéncia sobre as variaveis do nosso modelo BF.

3.6.1 A hamiltoniana completamente vinculada
A Hamiltoniana total (3.47) do nosso sistema agora fica:
Hp = / d*x(—Ale® DY B) — B! FYL) (3.81)
s

Como os campos —A! e — B! sdo multiplicadores de Lagrange para os vinculos ¢s; = G;

e ¢g; = JF1, podemos reescrever a hamiltoniana total como:

Hy = / d*z ()\ég[ + )\éf[) (382)
b

E encontramos esta hamiltoniana completamente vinculada, que é o que esperavamos de

uma teoria de calibre topoldgica.

3.6.2 As transformacoes infinitesimais geradas pela hamiltoni-

ala

Pela definigao de vinculos de primeira classe (B.21), podemos ver que estes geram trans-
formacoes de calibre. Entao vamos agora calcular os colchetes de Dirac destes termos
da hamiltoniana (vinculos) com as varidaveis A e B, para descobrir os parametros das
transformacoes infinitesimais de calibre associadas aos termos da hamiltoniana, e uma

vez que H ¢é um invariante sobre as transformacoes geradas por estes vinculos, estas
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transformacoes sao simetrias do sistema:

Sal@) = {o(@), [ Euxoi) (3.83)

Escrevemos agora a transformacao ds), que age sobre as varidveis Al e BY | fazendo uso

da integragao por partes (A.79) e da definicao de derivada covariante (2.9):

b Al(T) = {Al(3), / Py () DYE B (7))
>

a

— [ @yDyNE @556 - 7) = - DI @) (3.84)
>

by B (F) = {B(), / Py () DK B (7))
>

- / @y N () Frrcn L0082 (F — B @) = M (BB (@) (3.85)
>

Escrevendo estas transformagoes na notacao matricial A, = AT}, etc.:

05 Aa = O\ + [Ag, A
(5) ’ ' [ ] (3.86)
5(5)Ba - [Ba, )\]
Onde escrevemos A = —X5. Ou seja, G ou d(5) gera as transformacoes de calibre tipo YM

espaciais.

Agora, escrevemos a transformacao (), que age sobre a varidvel B, fazendo uso da

integracao por partes (A.79) e da antissimetria dos tensores €% e frx:
S ALE) = 0 (3.87)

é\bc

S B(@) = (B@). | NS )

= / &Py " (ON(Y) — Fra AL (DN ()8 (& — §) = =D A[(Z) (3.88)
>
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Escrevendo na forma matricial:

d)Aa =0
o (3.89)
5(6)Ba = DbT]ab
Onde escrevemos 77 = —\g. F ou dg) gera o segundo tipo de transformacoes de calibre do

modelo BF, chamadas de tipo 2.

Entao os conjuntos de simetria d5 ¢ sao nada mais que transformacoes de calibre da teoria.
Na teoria quantica, ¢s¢ serao promovidos a operadores ¢sg, geradores do grupos de
simetria. Os estados |¢)) que obedecem ¢5¢|Y)) = 0 vao ser estados fisicos e invariantes

sobre as transformacoes de calibre.

A invariancia sobre as transformacgoes gerais de coordenadas (difeomorfismos), é uma
consequéncia das invariancias sobre transformagoes de calibre (3.86) e (3.89). Para ver-
mos isto, consideramos um campo vetorial espacial v = v®0, com o qual definimos os
parametros:

M(v) = v Al

(3.90)

Uabl(?]) — BaIUb
Verificamos facilmente que um difeomorfismo infinitesimal dado pela derivada de Lie ao
longo do campo vetorial v pode ser expresso como uma transformacgao de calibre com os
parametros 3.90:

L,A {l = O\ AY
( ) A(w) 41 (3'91)

(‘CUB)CLI = 5/\(v)BaI + 5n(v)BaI

E o resultado (2.40) anunciado no capitulo 2.
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3.6.3 A algebra dos geradores de transformacoes

Na secao anterior escrevemos a hamiltoniana do modelo BF completamente vinculada
e mostramos que estes vinculos geram as transformacoes de calibre da teoria. Vamos
entao analisar a algebra dos vinculos da hamiltoniana do modelo BF, escritos como trans-

formacoes de calibre:

d*x N (z)D,B(z) (3.92)

Q
=
I
[\le—\

d*x n()e™FL (z) (3.93)

a

E os colchetes nao-nulos sao de fato os colchetes entre os vinculos G e F que fazem parte

da hamiltoniana, embora sejam fracamente nulos:

{G(M),G(N)} = G(A1 x Ag) (3.94)

{9, Fm)} = Fxn) (3.95)

Onde (1 x €2)! = filelel e (e x n)r = f1,5¢/ Nk, lembrando que em SU(2) f = ¢
(tensor antissimétrico) e (e X €) é um produto vetorial. Logo, a élgebra dos vinculos é

fechada.

\ .
Fyea g
—_————

Figura 3.2: Esboco do espaco de fase cinematico, onde ha um subespaco dos pontos que
obedecem os vinculos.

Podemos pensar nos vinculos da hamiltoniana também como sendo equagoes que re-

stringem o espaco de fase a uma hipersuperficie vinculada, como a Fig. 3.2, e nesta
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hipersuperficie todas as varidveis dinamicas evoluem arbitrariamente. Reescrevendo a

hamiltoniana como:
H =G\ + F(n) (3.96)

Deixa manifesto que a dinamica da teoria na verdade é uma evolucao arbitraria dada

pelas transformacoes de calibre gerada pelos vinculos.

3.6.4 O problema do produto escalar

Antes de abordar a quantizacao desta teoria no formalismo de lacos no capitulo 4 faremos

algumas consideracoes, em um nivel mais formal.

Primeiramente devemos definir o funcional de onda ¥ = W[A!] sobre o espaco de con-
figuracoes das conexdes AL. Devemos também definir os operadores A e B, que devem

obedecer as relagoes de comutacao:
[AL(@), BY@)] = ihop650% (% — §) (3.97)
Os operadores atuam em W[A] da seguinte forma:

Aty = Alw (3.98)

. 50
B = —ih——— .
; i e (3.99)

Note que o operador Al é autoadjunto e B¢ niao é autoadjunto. Dirac comegou a estudar
a quantizacao da gravitacao com este esquema tomando A como a métrica e B como o

conjugado da métrica.

Agora vamos definir o produto escalar. Na mecanica quantica, o produto escalar é:

(1) = / g ¢ (0)(q) (3.100)
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onde q representa as coordenadas generalizadas. Este produto escalar pode ter uma forma

mais geral:

(1) = / dpu(g) v (0)9(a) (3.101)

onde dp é uma medida de integracao. O produto escalar no modelo BF teria a forma:
(0] = / DA(W[A]) (4] (3.102)

onde DA é uma medida de integracao no espacgo de configuracio das conexoes AL(F). Nao
¢ dificil de ver que esta medida de integracao corresponde a medida num espago muito
maior que os espacos de Hilbert das teorias quanticas usuais para particulas e campos, o

que torna sua definicao dificil.

Para construir um espaco com produto interno bem definido, substituiremos o espaco de
configuragoes dos Al (Z) pelo espaco das holonomias U[A, 7], que é o primeiro passo para

a quantizacao de loops. Estudaremos a construgao deste espaco no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Quantizacao de Lacos

4.1 Regularizacao de uma rede versus redes de spin

Um exemplo do desenvolvimento para definir o produto escalar pode ser encontrado em
Teoria Quantica de Campos e em outras teorias da fisica, que é aproximar o continuo
por uma rede, o que constitui uma regularizacao. Em TQC temos a integral funcional
de Feynmann, a partir da qual podem ser desenvolvidas as séries de perturbacao de
Feynmann, e também construgoes nao-perturbativas baseadas na regularizacao de rede.
Na regularizacao de rede, em vez de considerarmos todos os pontos dentro de um volume

V' consideramos apenas os vértices da rede, separados por uma distancia e.

£l

£

Figura 4.1: Espaco de Minkowski (mostrados apenas x; e x9) com uma rede que gera uma
restricao na qual o volume finito contém um nimero finito de pontos.
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Entao nosso continuo pode ser substituido por um conjunto de pontos z,, a = 1,..., N

e a integral funcional serd uma integral ordinaria:

[P ) = [ aA@) ...z (11)

Existem teoremas sobre aproximacoes de rede, para achar o limite para quando € — 0, que
em TQC ja foi resolvido rigorosamente para espacos-tempo de dimensao até 3 e por meio
de integragoes numéricas para dimensao 4 [3], cujos resultados podem ser aplicados no
calculo de parametros fundamentais dos quarks. Uma construcao da integracao funcional

deste tipo pode ser aplicada a definicao do produto escalar.

Em teorias independentes de background como o nosso modelo BF, geralmente adota-se
um outro esquema, baseado na noc¢ao de redes de spin que discutiremos em mais detalhes
nas secoes seguintes, mas vale a pena apontar algumas analogias do procedimento de

regularizacao de rede com a construcao da rede de spin.

Entao, considerando uma variedade M, vamos trabalhar com objetos chamados grafos
orientados (como o da figura 4.2), que sao objetos formados por curvas orientadas e, € M
na variedade e vértices vg € M, que sao pontos da variedade aonde estas curvas se
interceptam.

€1
Figura 4.2: Um exemplo de grafo orientado, composto por trés linhas e;, e; e e3 e dois
vértices.

A cada linha e, de um grafo, definimos um novo funcional de A, a holonomia de A ao

longo desta linha:

/ d{L‘aAéT[
he,[A] = Peea (4.2)

€a
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Onde P é o operador de ordenacao a ser definido na se¢ao seguinte e a integral no expoente
¢ uma integral de linha sobre e,. Também mostraremos que as holonomias sao elementos
do grupo de calibre e que isto é uma das motivacoes para se trabalhar com as holono-
mias, pois elas possuem leis de transformacao mais simples o que facilita a construcao de

invariantes.

Consideraremos funcionais de onda definidos como fungoes dessas holonomias — os chama-
dos funcionais “cilindricos”. Observamos que se um tal funcional cilindrico esté definido
sobre um conjunto finito de linhas (grafo), entao ele depende s6 dos valores da conexao
nestas linhas, e nao dos valores da conexao no espaco inteiro, andlogo ao caso da sub-
stituicao do continuo por pontos x, no caso da regularizacao de rede. Poderemos assim
construir um produto escalar a partir de uma medida de integracao definida num espaco

muito menor que o espago de todas as conexoes.

4.2 As holonomias de A

Entao, o primeiro passo para construir um espaco com produto interno bem definido é
substituir o espaco de configuragoes dos AL(Z) pelo espaco das holonomias U[A,~]. Note
que utilizamos de forma indiscriminada notagoes diferentes para holonomias, ora h.[A],

ora U[A,~].

by

Figura 4.3: A curva v; em X = M p_; parametrizada na variavel s.
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As equagbes paramétricas de 7 : [0, 1] — ¥ sdo:

¢ = x%(s) (4.3)
dz®
A 4.4
& 7 (4.4)
Aondea=1,...,D -1, 2%(0) = zf;y e 2°(1) = z{;). A holonomia ¢é o transporte paralelo

ao longo da curva ~.

4.2.1 O transporte paralelo

Figura 4.4: Holonomia como transporte paralelo, onde v} é o vetor v; transportado para
o subespago de vs.

Seja v1 e vy dois vetores definidos nos extremos de uma curva . Como eles nao fazem
parte do mesmo espaco vetorial, para compara-los é preciso transportar v, para o espaco
de vy. Se o deslocamento ¢ infinitesimal, o transporte é calculado pela derivada covariante.
A holonomia é a generalizacao disso, pois U[A,7](s), s € [0,1] é o transporte paralelo de

x; a z(s). Entdo, se U[A,7](0) =1 e U[A,~](1) = U[A,~]:

—U[A,7](s) = %(s) Aa(z(s))U[A,7](s) = 0 (4.5)

dU[A,~](s) = dAU[A,~|(s) (4.6)
Onde A = Aldz*T; e dsi® = dx®, entdo a solucao para U[A, ] é simplesmente:
U[A, ] = Pe*lo dsi*©ALNT — pet S, 4 (4.7)

Onde P é um operador que ordena por valores crescentes de s se o sinal da exponencial
é positivo e ordena por valores decrescentes de s se o sinal da exponencial for negativo

(path ordering).
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4.2.2 A fatoragao de uma holonomia

Se v vai de i — f, podemos definir y~! que vai de f — 4, isto é, a mesma curva porém

orientada no sentido oposto, entao:
UlA, 7 U[AN] =1 (4.8)
A menos de uma operagao de ordenagao. Expandindo a exponencial dada em (4.7):

P (% ( /0 1 A(x(s))>n> - /0 sy /0 sy /0 " s #(s0)Als1) - #(s) Alsn) (4.9)

O truque para ordenar é mudar os limites de integracao reduzindo-os para manter os

termos sempre decrescentes. O caso abeliano é 6bvio pois nao ha problema de ordem.

51

Figura 4.5: Decomposicao de uma curva vy em segmentos Sx)(k+1)-

Por causa dos s maiores alocados perto de f e os menores perto de i, temos uma pro-

priedade de fatoracao. Podemos, por exemplo, fatorar esta holonomia em duas curvas

v

UlAy] = U[A%]U[A 7] (4.10)

U(§2,§1) = U[A,")/Ql] :Z/ dSl/ dSQ"' (411)
r=0 V51 51

Note que esta fatoracao vale até para curvas continuas por pedacos.
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4.2.3 A holonomia infinitesimal

Agora que temos uma propriedade de fatoracao, vamos considerar a holonomia infinites-

imal 6U:

U = @fss%s ds'@*(s) AL ()T — Us o165 (4.12)

oUu

12

s+4ds
1+ / ds'i*(s") AL (s Ty + O(65?) (4.13)

Como ds é muito pequeno, note que nao temos P e a integral sobre este pequeno intervalo

é uma integral de Riemann, aonde z(s + ds) = z(s) + duz:
SU o~ 1+ 02°AL(s)Ty + O(65%) (4.14)

Agora vamos tentar descobrir como se transforma uma holonomia infinitesimal, entao

fazemos agora uma transformacao de calibre. Lembrando que A’ = g~1Ag + g~ tdg:

OU) = 14g "(x)6a"Au(x)g(zx) + (97 (x4 6z) — g~ (x))g(x)
= g 'z +bx)g(z) + g (z + 0x)d2" Ag()g(x)

= g a4 d2)[1 4 52°A,(2)]g(x) + O((62)?) (4.15)

Considerando as aproximacoes da expansao em série de poténcias e da integral de Riemann

a transformagao de calibre de (6U)" pode ser escrita como:
(OU) = g™ (a(s + 0s))els ™ HH AT g(3(5)) + O((95)%) (4.16)

Lembrando que quando consideramos intervalos maiores temos que utilizar o operador de

ordenacao P. Vamos decompor agora uma holonomia completa em N intervalos para ver
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como ela se transforma:

UlA,v] = lim U

“Usy o (4.17)

SN-1,SN—2 '

== lim Ul SN_1 ° U
N—oo

U/[A”Y] = ]\}LH})Og_l(xf)ULSN71g(x(Sn—1))'g_l(x(s'n—l))USN71,SN729(:E(S’H—2))

g (2(51))Usy09(:)

U'lAA] = g ' (zp)ULA,9]g(x:) (4.18)

4.2.4 A holonomia como um objeto invariante

Agora, supomos que temos um campo ¢(z), que se transforma como ¢'(x) = g~ (x;)p(z;) g(x;)
e queremos transportar este campo gzg(a: 7.2;) = U[A,v]¢(z;). Vamos ver como isto se

transformas

(zp,2:)) = g (xp)U[AANg(x:)g™ (i) p(a:)g(a:)

= g_l(xf)qg(ff, 2:)g(w;) (4.19)

-

(

Estes objetos se transformam como holonomias e sao covariantes, entao as holonomias
sao objetos que realmente podem descrever nossa teoria, que tem campos covariantes.

Entao podemos construir os invariantes desta teoria, entao tomamos o traco, lembrando

que Tr(XY)=Tr(YX):

TrU[A,~v] = W[A, 9] (4.20)

onde 7 é uma curva fechada, e W sao as holonomias que conhecemos como Lacos de

Wilson. A transformagao de um lago é invariante:

W'[A4] = Tr(U'[AA]) = Tr(g " (z)U[A A]g(x:))

= TrU[ANg(z:)g™ (z:)) = W[A, 9] (4.21)
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Figura 4.6: Laco 7, obtido tomando z; = xy.

Os lagos de Wilson foram utilizados na primeira tentativa de quantizar a gravidade com
grafos. W[A,~] sdo os lagos e A é a conexao de Ashtekar, que é relacionada a conexao do

campo gravitacional.

4.3 A construcao do espaco de Hilbert cinematico

Comecamos escrevendo nosso funcional de onda W[A] como uma funcao ¥[h,[A]] que

depende de um nimero finito de holonomias, lembrando que A = Al com a = 1,2 e
I =1,2,3 (SU(2)). Como vamos calcular transformagoes de calibre queremos objetos
que se transformam de maneira mais simples, entdao trocamos o funcional de A pelo

funcional das holonomias de A.

A priori, as holonomias de A sao uma restricao em nosso espaco, uma vez que as holono-
mias s6 estao definidas sobre as curvas v. A idéia é tomar todas as curvas possiveis, em

vez de todos os pontos do espago de configuragoes de A.

Algumas propriedades do espaco cinematico 74, e do espaco das fungoes de onda ¥(q),
onde ¢ é uma coordenada generalizada, criados a partir de um procedimento de quan-

tizacao canonica podem ser revistas no Apéndice B.2.
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4.3.1 As funcoes cilindricas

Definimos entao um grafo como sendo um conjunto de um ndmero finito de curvas e

vértices:

F={v,....,% ®{en,...,e} (4.22)

E nosso funcional de onda pode ser expresso como:
\Ijryf [A] = f(h% [A]7 sty h’Yp [A]) (423)

Onde f : G xGx---xG — C. Agora vamos fazer uma restricao sobre os grafos I'.

p vezes
Vamos tomar apenas grafos fechados e conexos, isto é, grafos onde as linhas sao todas

juntas e fechadas.

Y3

Figura 4.7: Grafo I' fechado e conexo.

Chamamos entdo Wr [A] de fungao cilindrica. O espago vetorial cilindrico C'yl sao todas

as combinacoes finitas de funcionais Wr ¢:

N k

U=>" calr,p[A] (4.24)

i=1 k=i

Este espaco de Hilbert cinematico C'yl é infinito, assim como o espaco de Hilbert cinematico
na Mecanica Quantica. Contudo, estes espacos sao muito diferentes, pois o espago da M@
¢é enumeravel e o espago C'yl nao é, pois para cada ponto x podemos tomar infinitos loops

que passam sobre este ponto cujas holonomias sao diferentes (A varia em cada ponto).
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Estes loops nao podem ser contados pois nao temos como contar todos os v que passam

por x.

4.3.2 O produto escalar de funcoes cilindricas

Um grupo de Lie G define o espago dos parametros, que podemos chamar de uma variedade

(G, que possui uma integral:

| a1 (4.25)
G

Onde g € G, a medida d,(g) ¢ invariante sobre transformagoes do grupo G:

[ ar)= [ o)1) (4.26)
G

G

Onde ¢ = hg ou ¢’ = gh, com h € GG. A medida invariante é chamada de medida de

Haar, que define a integral de grupos topolégicos localmente compactos.

Vamos considerar o grupo de Lie G = SU(2). Um elemento g € SU(2) depende de 4

numeros complexos, ou 8 parametros reais:

g= |7 (4.27)

v 0
Consideramos agora as duas propriedades do grupo:

1. g'g =1 : (U) Unitdrio (4 equagoes)

2. det(g) = 1 : (S) Especial (1 equagao)
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Que geram 5 equagoes. Entao, temos 3 parametros livres, cuja solucao é:

g = (4.28)

o + |87 = 1 (4.29)

Como a e 3 sao ntimeros complexos, a solugao de (4.29) é uma esfera S3, ou seja, SU(2) =

83. Os parametros de 8% sao 0, o, v. Entao, a integral de Haar é dada por:

T s 27
/ d,f(0,¢,v) :/ dVSiIl2l// d@sin@/ def(8,p,v) (4.30)
53 0 0 0

E a medida de Haar ¢ o angulo sélido invariante de rotacao 3D. Consideramos novamente

o espago Cyl, que é o espago das combinacoes lineares finitas de W f[A]:
Ur Al = f(Uey, Uey, - ) (4.31)
Onde U,, € G. Agora vamos introduzir a notacao de brackets para estes funcionais:
Ur s[A] = (A[L, ) (4.32)

Vamos primeiro escrever o produto interno de ¥’s diferentes mas do mesmo grafo: Wr g,

Up g

(T fI0 ) = / d (o) / 0, (02) - (g [A])* (U [A])
- / d(on) / du(oe) - (Fgra g ) F (g gorn)  (4.33)

Este produto estda definido num espaco Cylr que é vetorial. Agora vamos escrever o

produto interno em grafos diferentes, onde D=T,Ul, = {e1,€9,...,€6}.

(L FI f) = /du(gl) + - dyu(ge) - (f(91:92,93))" ' (93. 9, 95, 96) (4.34)
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Figura 4.8: Grafos I' e I” distintos. Note que neste caso I' NIV # ().

No caso I' = {ey, ez, e3} e IV = {e5', ey, €5, 66} 0 produto escalar fica:

<F7 f’l—‘/7f/> = /d,u(gl) o du(g(i) : (f(ghg2793))*f/(93_l>g4795796)

Podemos fazer a seguinte proposicao:

[a@se = [di (4.35)

Mas note que a orientacao relativa ainda é importante I' <» I'V. O produto escalar também

é linear:
(W1 + BU2[7Ws5) = y(a(V1|P3) + 57 (Pa|V¥3)) (4.36)

Note que as definicoes dadas acima também valem para grafos disjuntos: T NIV = () e

~

I'=T,UTl,.

Agora com o um produto escalar bem definido, podemos definir uma norma:

[1r " = /du(gl)"'du(gn)|f(91,---,gn)\2 = (I, fIT, £) (4.37)

E queremos que f seja quadrado integravel. Com a norma, podemos escrever a completude
de Cyl dada por Cyl = 4 = { conjunto das sequéncias de Cauchy de Cyl}, de forma

que o espago Cyl seja denso em 74;,. Uma sequéncia de Cauchy {|Wy),..., |¥;)} é tal que
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a norma da diferenga entre os |¥) tem o limite:

lim ||V, — U] =0 (4.38)

7,1M—00

Logo, 74, é completo V {¥ € J#,n = 1,...,00} tal que lim ||V, — ¥,,|| = 0. O que
chamamos de critério de convergéncia forte é quando existe um ¥ € J7, tal que lim ||¥ —

U,[| = 0.

4.4 A construcao de uma base ortonormal

O produto interno das funcoes cilindricas é completamente invariante, uma vez que temos:

1. Invariancia de calibre: Invariancia da medida de Haar;

2. Invariancia de difeomorfismos: Independéncia da parametrizagao dos grafos.

Entao, Seja a transformacao de calibre h € G, onde hg é uma transformagao unitaria.

Entao:

(T, ) = / du(hgr) -~ (f(hgy, .. )" f'(hgs,..)
= [l Tl = (AT (439)

Existe também um estado particular |¢) onde I' = ().

(Alg) = WolA] =1
W] [* = (dl¢) =1

(4.40)

Agora vamos tentar achar uma base utilizando o teorema de Peter-Weyl para G = SU(2).

Vamos considerar a representacao irredutivel de G:
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Espaco vetorial v\, j = 0, %, 1, %, ... de dim(2j5 + 1) com vetores de base |j, m), onde
—7 <m < j. g € G érepresentado pela matriz Rq(izn, = RY” , onde RY) sdo matrizes de
rotacao.

4.4.1 O teorema de Peter-Weyl para um loop

Enunciamos agora o teorema de Peter-Weyl, considerando as holonomias sobre um grafo

fechado de uma linha, um loop.

1. Seja a integral:
/ du(9)(R9?(9))"RY(g) = (25 + 1067 6000 077 (4.41)

A partir desta parte do teorema, podemos calcular o nosso produto escalar con-

hecendo j e g, que pode ser escrito como:
(T, s, BIT, 5,0, 3')(2) + 1) = (2] + 1)67 0006 (4.42)

Onde I' é uma linha fechada.

2. V f(g) de valores complexos, f(g) pode ser expandida na base descrita em (1):

+5 4

F@)=>> > ¢askP"(9) (4.43)

ja=—jf=—j

Entao os |T', j, «, 3) formam uma base ortonormal do espaco Cylr, onde I' é uma linha

fechada.
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4.4.2 A generalizacao para um grafo qualquer

A generalizacao do teorema de Peter-Weyl para quaisquer grafos segue da defini¢ao:
RUVP(U[A, e1]) - - RUMP(U[A, e,]) := r 0 5[A] = (AT, ], @, B) (4.44)

Onde os R sao multiplicados por um fator de normalizacao que depende de GG. O teorema

de Peter-Weyl para grafos quaisquer se escreve:

(F,j,&,ﬁ]f‘,j’,a’,ﬁ’> = 5jj/5aa’5ﬁﬂ/

(g0, B0, 50", 8) = (?) / du(g1) -+ du(90) (RIIM (g1) - ) (R (g1) - -+) (4.45)

Onde (?) é um fator de normalizacao que depende do grupo de representagao G. Agora,

se I' £ I, temos que considerar r=Tur.
r ™

J1 7

Figura 4.9: Exemplo de grafos I' e I".

Entao, neste exemplo o produto vai ser:

<F7j7a>ﬁ‘rlajlvo/aﬁ/> = /du(gl)du<92)du(93)(Rgll)ﬂl(gl)Rg;)ﬂQ(92)Rg§)ﬁ3(93))* :

(RUD% (gl)RS}j)ﬁ? (92)) (4.46)

B3

Podemos comparar com a situacao onde podemos substituir IV com I', entao:

UrjaslA] = RID™ (1) REP™ (92) RO (93) (4.47)

Mas R®(g3) = 1, entdo os vetores deste exemplo sdo iguais do exemplo acima. Entdo

temos duas versoes do mesmo vetor, isto é, vamos ter uma infinidade de funcionais
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Figura 4.10: O grafo I'" como um caso particular do grafo I'.

idénticos para grafos diferentes, pois podemos adicionar quantas linhas spin 0 quanto
quisermos. Entao, para evitar este problema de redundancia, apagamos as linhas com

spin 0.

4.4.3 Redes de spin

Nossa funcao cilindrica pode ser expressa como uma combinacgao linear destes vetores de
base que encontramos com o teorema de Peter-Weyl, base que chamamos de redes de spin,

ou spin networks.

-

) =Y ep 525T00,0.8) € Cyl (4.48)
ko J

Onde as somas acima sdo somas finitas e j # 0. Em particular, podemos considerar |¥)’s

sobre um mesmo grafo I
W)=Y caqll.j @)  eoylr) (4.49)
J ap

Onde j # 0. Veremos que o produto escalar entre U’s de grafos diferentes vai ser nulo.

Tomamos como exemplo os grafos I e I" anteriores:

=0

(T, 51, J2, gz, oy B T, 40, 55,0, o B0 ) = 879157202 630 5 - =0 (4.50)
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Em geral, p(U|¥) = 0 se I' # I, ou seja, Cyl(I") L Cyl(I"). O espago Cyl pode entao
ser escrito como uma soma direta dos subespagos C'yl(I):

Cyl = P Cyl(T) (4.51)

E interessante notar que tanto Cyl quanto sua completude C_yl = 4, sao conjuntos
infinitos e nao-enumeraveis. Contudo, os subespacos Cyl(I") sdo conjuntos infinitos enu-
merdveis (), entao Cyl(I") pode formar um espago vetorial separavel. Existem ainda
casos particulares aonde Cyl pode ser separavel, isto é, podemos escolher uma topologia

onde os grafos vao ser definidos apenas pelos seus vértices.

4.5 A aplicacao do vinculo de Gauss

Agora que ja temos uma base completamente invariante para expressar nossos W’s, vamos
aplicar nossos vinculos sobre os estados cinematicos para selecionar quais ¥ sao estados
fisicos. Neste final de capitulo realizaremos a aplicacao do vinculo de Gauss G e a aplicacao

do vinculo F sera discutida posteriormente.

4.5.1 A diferenciagcao de uma holonomia

Entao vamos primeiro aplicar o vinculo de Gauss G (3.92):

Gle) = /d?’xDaeIE? = /d3x(8aeI — elE 47K Ba (4.52)

Onde B* = —ih (SA
0AL

. A aplicacao deste vinculo é basicamente diferenciar uma holonomia,

isto é:

1
/ d%X{(y)MJ he[A] = / dt h.n X' Trho) (4.53)
b 0
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Onde X(s) = X!(s = t)T; foi inserido na curva e. A agao esperada deste operador
¢é transformar um vetor de forma que o vetor resultante passe a ser definido em duas

curvas, isto é, n curvas — 2n curvas, entao:

~

g(e)he[A] = —iﬁ/o dt h(u)j;a(t)DaeI(x(t))TIh(tyo) (4.54)

Onde €(t) = ! (t)T7.

Figura 4.11: Aplicacdo de G sobre uma curva e.

Usamos que De = dz®Dye = dti®D,e(t) para escrever nosso vinculo na notagao matricial:

A

G(e)haolA] = _ih/o hiy (de + [A, €])(£)he,0) (4.55)

Para calcular esta integral, precisamos saber como o campo A se relaciona com as holono-

mias de A, entao diferenciamos a holonomia em relacao ao parametro da curva:

d d

—h0) = 7

o Pe~ s dsi®(s)Aa(s) _ —j:a(S)Aa<S)h(t70) (4.56)

Note que esta expressao relaciona A e as holonomias de A. Multiplicando pela esquerda

os dois lados da expressao um valor dt:

d a
dt| %h(t’o) = —dta"(s)Aa(s) () (4.57)
dhoy = —dz"(s)Au(s)htp)
= —A(t)h(to) (4'58)

Ou para uma holonomia h 4,):

dh(t,to) = _A(t)h(t,to) (4.59)
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Para a holonomia inversa h, ;) temos a seguinte propriedade (lembrando que A, 40) = 1):

dh(to,t) == dh(;,lto) = —h(;’lto) dh(tﬂgo) h(;,lto) = h(to,t)A<t) (460)
—A)h(t,tg)
Entao agora podemos calcular (4.55):
X 1
G(e)hwo = —ih / hy (de + [A, €]) (1) heo)
0

1
= —iﬁ/ (h(Lt)de(t)h(t,o) + dh(l,t)e(t)h(t,o) + h(l,t)ﬁ(t)dh(t,o))
0

1
. d .
= —Zh/ dt%(h(l,t)ﬁ(t)h(w)) = —ili(hpe(t) o)l
0

G(e)hwo = —ih(e(1)h,0) = haoe0)) (4.61)

A equagao (4.61) é a transformacao infinitesimal da holonomia h, o, ou seja, o operador
G(€) gera transformagoes de calibre da teoria. Apenas ap6s calcularmos o segundo vinculo,
o vinculo F (equagao (3.93)), que poderemos afirmar se G gera todas as transformagoes

de calibre da teoria.

4.5.2 As transformacoes de G sobre um loop

Uma vez que definimos as transformacoes infinitesimais sobre as holonomias, vamos ten-
tar escreve-las de forma a tornar-las invariantes sobre estas transformacgoes. Note que
estas transformacoes inserem um ponto sobre a curva separando-a em duas, e a tUnica

possibilidade de um grafo sob esta transformacao se manter invariante é ser um grafo

fechado.

Gle(@)helA] = —ih(e(x)he[A] = he[Ale(x))

= —ihle(z), he[A]] (4.62)
Entao, vamos considerar agora funcionais de holonomias sobre loops ¥ € Cyl(I"):

Urja5lA] = RSP (U[A, €]) (4.63)
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Que se transformam sobre a acdo de um g(x) = e“® como:

WP aslAl = (BVg(2) ™% RPP(ULA, €]) (RVg(x))5 (4.64)
Note que (RWg~Y(z)) = (RWg(x))™t e v = x; = x,. Para esta transformacio ser

invariante ela tem que ser independente da escolha da base do lago (z) e para tal, tomamos

o trago:
Tr ‘Ilflyj =Tr ¥r; (4.65)

Pois o traco permite que fagamos permutacoes ciclicas em um produto de holonomias.

Entao, a operacao T'r implica em o = 3.

4.6 Invariancia dos vértices: os tntertwinners

Com a operagao de traco, temos que multiplicar os parametros a e 3 associados as ex-
tremidades das curvas, na formacao de um vértice. Os intertwinners sao quantidades
definidas nos vértices que assumem valores tais que mantém o grafo com as invariancias
definidas acima, de forma a definirem uma &lgebra para a representacao de spins das

curvas, (J,d, ().

4.6.1 Veértices bivalentes

Vamos comecar analisando o caso dos vértices bivalentes, presentes nos loops:

Onde vgé ¢ uma representacao para o vértice, onde os indices sao formados pelos indices
livres. Para multiplicarmos a; e 35 (operagao de trago), precisamos de j; = jo, isto é, que

sejam matrizes com dim(2j; + 1) = dim(2j, + 1). Entao tomamos o traco:

Tr RY — Z RO = 5§Rg)ﬂ (4.66)
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2

Figura 4.12: Vértice bivalente vgé

Onde 0f € o tensor invariante da representacao do grupo G = SU (2), um caso particular

de intertwinner.
1o p—18 ¢ca’ a _ p-ld a _ s«
3 =R g ,B'Ra' =R 5 R, —5ﬁ (4.67)

Entao a invariancia sobre tracos em vértices bivalentes implica em j; = js.

4.6.2 Veértice Trivalente

Vamos analisar agora outro caso, um vértice trivalente vgg ;> onde os indices de vgg o

sao formados pelos indices livres.

Figura 4.13: Vértice trivalente v

Q2,01 "

Entao:

vl = W DB p 0B e (4.68)

2,01

Onde vgg’ 4 ¢é o intertwinner que queremos inserir para garantir a invariancia. Vejamos
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como o vértice se transforma sob uma transformagao g(z):

V= R )R o) B )™ - n n
Ry (g() Rz (9(@)) R (9(x)) - 52 g, (4.69)

Para garantir a invariancia no vértice x, impomos:

B2 P, a3 —laf _ 03
R,@;Rﬁgvﬁz,ﬁlR% P =gl (4.70)

Pela lei de transformagao de um tensor, v’ 5 ¢ um tensor invariante. No caso do vértice
trivalente, temos uma analogia com a teoria de combinagao (adigdo) de momento angulares

Jjs — (J1,72), pois o estado final vai ser:
J1®jJa = i1 — Jol © i1 — Jo + 1D D |1 + J2 (4.71)
E uma expansao de Clebsch-Gordan, que pode ser escrita como [j; — 72| < j3 < ji + Jjo.

Os intertwinners vgf 5 sao coeficientes de Clebsch-Gordan.

. /
Se nossos R’s sobre o vértice sio da forma RY™ , analogamente:

(J172; mima|js, ms) ; M3 =My + Mo (4.72)

No caso do vértice trivalente, ainda existem casos particulares aonde todas as linhas estao
entrando ou saindo. Nesta situacao, os intertwinners nao sao coeficientes de Clebsch-
Gordan, entretanto existem representa¢oes mesmo nestes casos (como a representagao

adjunta).
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4.6.3 Vértices (n-m)-valentes

Em geral, temos vértices (n-m)-valentes, cujos intertwinners sdo da forma:

wram _ pB . pfh o pla | polam
L L i A (4.73)

Cuja construcao ¢ analoga a dos casos anteriores.

4.7 Uma nova base para as redes de spin

Podemos construir uma nova base para as redes de spin levando em consideracao as
invariancias dos links e vértices a transformacoes inifinitesimais geradas por G. E mais

simples de explicar esta troca de base com um exemplo.

4.7.1 Exemplo de mudancga de base

Seja o vetor |s), um vetor de base da rede de spin, definida sobre um grafo como o da

Figura 4.14.

Br vy

Q3

Figura 4.14: Grafo I' associado ao vetor |s) da base de rede de spin.

Ao considerarmos intertwinners diferentes aparecem condigoes de invariancia diferentes

para os j;, entdo |s) depende dos j; e dos .

U,[4]

(Als)

NR(lel)al R(ﬂj22)a2R(j3)a3 . _U(jljzjs)ﬁsv(j1j2j3)ﬁlﬁz (4_74)

B3 laas 2a3
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Onde N é um fator de normalizacao. Note que todos os indices estao somados, entao W
¢ invariante e |s) é a base de um espago J4 : |I', j1 ... jn;v1 ... vp,) ortonormal e diagonal

nos spins:

<F7.;a 17|F/7.;/71_/> =0 (475)

Se I' £ I ou j #* j” , isto é, a base é diagonalizada nos grafos e nos spins. Com I' e
fﬁxados, podemos diagonalizar em ¢ e no final podemos gerar uma base ortonormal.
Tomamos novamente o grafo do exemplo anterior, utilizando j; = j, = % e 73 = 1, entao

nos vértices:

1 1
Vél"tiCG'Ug : j1®j2:j3 - §®§:O+l
vértice v; @ J3 =71 ® Jo
Entao o intertwinner no vértice v, fica:
v =0 =o' (4.76)
(Daras Darae araz :

Onde 07, ,, 580 as matrizes de Pauli escritas como tensores de 3 coordenadas. As matrizes
de Pauli sao invariantes nesta representacao. O outro vértice pode ser resolvido de maneira
andloga. Com esta nova base para a rede de spin |I', 7, ¥) definida em ), temos uma

base para os nosso funcionais W,[A] que ja é invariante sobre transformagoes infinitesimais

sobre holonomias, ou seja, é uma base onde o vinculo G(¢) ja esta aplicado.

4.7.2 Como construir o espaco de Hilbert fisico

Nosso préximo passo é aplicar o segundo vinculo da teoria, F, sobre W [A] escrito na base
de rede de spin invariante, para entao reduzirmos nosso espaco de fase %) em um espaco

fisico %5, ou seja, o vinculo F aplicado sobre um ¥ € 7 é andlogo a uma projecao:
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Onde #;, = {|U) € # t.q. F|A]|¥) = 0}.

Como esta construcao é razoavelmente complicada, vamos considerd-la nos capitulos
seguintes. No Apéndice C o leitor pode encontrar o caso de 1 + 1 dimensoes do mod-
elo BF, ou seja, o caso com apenas 1 dimensao espacial aonde nao temos o vinculo F
(e nem curvatura!) e podemos construir um espago de Hilbert fisico e alguns operadores

observaveis de maneira bem direta.
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Capitulo 5

A Relatividade Geral e o Modelo BF

Antes de continuar com a aplicacao do vinculo F no modelo BF 241 dimensional, vamos
revisar brevemente a teoria da RG desenvolvendo-a em um formalismo hamiltoniano co-
variante conhecido como formalismo ADM, e vamos escrever este formalismo como uma
acao de primeira ordem apontando as semelhancas desta teoria com o modelo BF, discu-
tido nos capitulos anteriores. A acao de primeira ordem é a reformulacao da Relatividade

Geral utilizando a base dos vierbeins e a conexao de spin w, que sao definidos adiante.

5.1 O formalismo de primeira ordem

5.1.1 A acao de Einstein-Hilbert

Comegamos a nossa revisao de RG escrevendo uma grandeza que é invariante sobre trans-

formacoes de coordenadas, um intervalo ds? no espaco-tempo:
ds® = g, (v)dz"dz” (5.1)

Na RG temos a conexao de Christoffel I' 5» que define a derivada covariante V, e o tensor

de Riemann R, que representa a curvatura no espago-tempo, que pode ser definido todo
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em funcao da conexao de Christoffel:
A A
RPU#V = aﬂrlpla o aVFZO’ + FZ)\FVU - sz/)\r,uo (52)
O tensor de curvatura define o espaco, de forma que uma vez que R = 0 em um sistema

de coordenadas, vamos ter R = 0 em todos eles (defini¢cao de tensor). Podemos escrever

ainda:

R;w = R;Ojoa/ (53)

R = R, (5.4)
1

Gun = RW—§gWR:87rGTW (5.5)

Onde (5.3) é o tensor de Ricci, (5.4) é o escalar de Ricci e (5.5) é a equagao de Einstein,
aonde T}, € o tensor energia-momento, que obedece a equagao de continuidade V, 7" = 0.

Entao, o tensor de Einstein G, também deve satisfazer esta relagao:

V.G =0 (5.6)

Da acao de Einstein-Hilbert que podemos derivar as equagoes de campo de Einstein (5.5)

pelo principio da acdo minima. A acao se escreve:

1 1
Sen = ~l6:C d*z+/|g|R + §/d4x\/ 191000, 09" + - - - (5.7)

Onde g = det(guw), R é o escalar de Ricci. O primeiro termo desta agdo corresponde
ao campo gravitacional e os demais termos correspondem a campos de matéria, onde
um deles foi escrito explicitamente. Consideraremos por simplicidade apenas a parte

puramente gravitacional da agao na revisao que se segue.
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5.1.2 A variedade M na vizinhanca de um ponto P

Vamos agora analisar como nossa teoria se comporta na vizinhanca de um ponto P da
variedade. Na vizinhanga de um ponto P podemos tomar o plano tangente que ¢ uma
aproximacao linear da variedade que funciona bem para valores suficientemente proximos
de P, o que significa que podemos tratar esta vizinhanca com as regras da Relatividade

Restrita.
1,M

LT

Figura 5.1: Espaco tangente em P de uma variedade M.

Uma possivel base de coordenadas de Tp sao os vetores J,, ou seja, nesta base os indices
gregos u, v sao indices vetoriais. Entao, em Tp usaremos a Relatividade Restrita e para

tal introduzimos uma base ortonormal de Minkowski e;, I = 0,1, 2, 3.

er = €0, (5.8)

er-ey = gulx)eie =npy (5.9)

Onde n;; é a métrica de Minkowski. Esta base é chamada de tetrad ou de vierbeins.

Definimos agora o espago cotangente T} com base de coordenadas dz* (formas diferen-
ciais). O produto destas formas com os vetores de Tp obedece a ortogonalidade entre os

espagos:
dz" -0, = (5.10)
Na base de wvierbeins:
el ey =46 (5.11)

Ou seja, I, J sao indices tangentes devido a métrica de Minkowski. Algumas propriedades
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e resultados desta base:

1.
ef el = o (5.12)
e ey = 8] (5.13)

2.
g () = €l (x)e) (x)nrs (5.14)

3.
(") = (gu) ™" (5.15)

Se ') =1y

5.1.3 Transformacgoes do grupo de Lorentz

A troca de base de wvierbeins que preserva a ortonormalidade é um transformacao de

Lorentz:

el = Ale’ (5.16)

ey = Aley (5.17)

Onde A sao os geradores das transformagoes de Lorentz. O grupo de transformacoes de
Lorentz mantém invariante a métrica de Minkowski A7 = nren/ AK = AKAZngr = np;.
Entao localmente (em cada ponto P) vamos ter um grupo de calibre (Lorentz) associado,
isto é, o espaco tangente Tp possui um feixe fibrado de G = SO(1,3). Vamos procurar

invariantes sobre as transformagoes de Lorentz locais. Seja o campo vetorial v(z) : v =
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vh0, = vler, que possui a seguinte relacao entre as bases:

O (5.18)
vl = eiv“ (5.19)

Vi) = A(zw!(z) — =AM\ (5.20)

o' = Adv+0,Av (5.21)

Vai existir uma conexao w : wf]udm“ que faz com que esta derivada seja covariante. w é

conhecido como conexao de spin, ou apenas conexao:
I _ I I,
(Dyv)' = 0" +wj,v (5.22)
A conexao w se transforma como:

W, =AT9A+ AW, A (5.23)

I

Ou seja, w se transforma como uma forma diferencial. Escrevendo nossa derivada covari-

ante apenas com indices latinos, usando a notagao de forma para a conexao:
Dv' = dv’ +who! (5.24)

Note ainda que este objeto possui apenas indices latinos, entao ele é invariante sobre
transformacoes gerais de coordenadas. Um objeto que s6 possua indices gregos é invariante

sobre transformacoes de Lorentz.
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5.1.4 Transformacoes gerais de coordenadas

Vamos verificar os difeomorfismos (transformagoes gerais de coordenadas), que sao as
transformacoes que atuam sobre os indices p,r. Entao, um escalar de difeomorfismo é
dado por d¢(z) = #(z)0,¢(x), uma vez que ozt = &*(x). Seja um tensor t¥, vejamos

como ele se transforma e a partir dele vamos ver como nossas quantidades se transformam

sobre um difeomorfismo:

St = 0Nl — M + D, (5.25)
5g;w = f/\&\guu + augkgku + aug/\guk (526)
56;; = g)\akg;w + aﬂg)\g)\u (527)

E também temos em cada termo da agdo um termo |e| = +/|g|:

Vg = EV9) (5.28)
S(V=9X) = 0u(EV=9)X + V=g, X = 9,(¢"/=gX) (5.29)

Entao o termo |e| = y/|g| é quem garante que a integral ¢ invariante de difeomorfismos,
isto é, 1/|g| é uma densidade escalar pois obedece a invariancia sobre transformagoes

gerais de coordenadas n(x) : dn = J,(&n).

5.1.5 A acao de Palatini

Entao agora vamos estudar a agdo de Einstein-Hilbert Sgy|g] no formalismo de primeira

ordem. Os objetos que vamos usar para construir a acao sao os seguintes:

o ¢!(x) = ¢ (z)dz" a base de vierbeins;
I

_ 0 o = T
e w; =wy, (r)dz" a conexdo de spin;

_ 1] = )
® g = n1s€ 6, arelacao entre g, € ny;
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Temos também as transformacoes de Lorentz locais:

l(z) = A(x)e’ () (5.30)

Wi o= (AN + (AwA), (5.31)

Onde e’ é um campo vetorial e dA, = 9,Ada*.

Note que a maneira como e e w se transformam sobre o grupo de Lorentz é andloga a
maneira que B e A se transformam sobre o grupo de calibre SU(2) no modelo BF. Tanto

que tomando a dimensao D = 3, temos:
S=Tr / BF

Onde F' = dA + A? e B é uma 1-forma. Para o caso da gravitacao, podemos fazer:

I
A — wy

B — ¢

Uma diferenga aparece na posicao dos indices, pois no modelo BF sempre trabalhamos
com a constante de estrutura do grupo e nao definimos nenhuma operacao especifica
para levantar e abaixar indices, mas estas estao bem definidas no grupo de Lorentz com
nr;. Podemos introduzir particularmente no caso 3D a forma diferencial é;; = e e’ e
introduzir a curvatura R} = dw! + whw!’ que é um tensor antissimétrico e se transforma

como R’ = A~'RA. Entao:

Sp=Tr / eLR, = / eLR] (5.32)

Ea acao de Palatini. Tomando n;; = [— + 4] vemos que Sp se reduz a Sgg:

Sp:/égR}]: /HILSLJKEKR{ = /€LJK€LRJK :/d?’a:\/\—g\R (533)
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Cabe lembrar que no caso tridimensional a teoria é topolégica, isto é, nao tem graus de
liberdade locais. Na gravitacao 3D, isto significa que esta acao nao leva em consideragao
as ondas gravitacionais ou o transporte de energia. Podemos ainda acrescentar mais um

termo na agao de forma que:
S = Sp+ Sa (5.34)
Onde Sy € o termo de Holst, que no caso particular de 3D pode ser escrito como:
Sh = A/SUKeIe"eK (5.35)

Que é um termo invariante pois ek € invariante e o produto das formas também é

invariante sobre difeomorfismos AL AY, AKer = epun.

5.2 A construcao da agao de Palatini em 4 dimensoes

A razao para revisarmos aqui o caso da agao quadridimensional da teoria da gravitacao
de primeira ordem ¢é introduzir as bases para a melhor compreensao dos operadores e
observaveis que serao discutidos no capitulo seguinte. A quantizacao canoOnica desta
teoria mediante a uma fixacao de calibre gera as mesmas simetrias que encontramos no
modelo BF utilizando o grupo de representagoes SU(2), e a mesma estrutura de redes de

spin mediante a uma quantizacao de loops.

5.2.1 Montando a agao de Palatini-Holst

Temos vérios jeitos de escrever uma 4-forma, combinando e’ (1-forma) e R!7 (2-forma).

Escrevendo a acao ja com as constantes apropriadas:

Sp = 41 / ersxre’ Nel N REE (5.36)
K
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Onde o é a assinatura da métrica e k = 87(. Esta teoria deve ser capaz de descrever cam-
pos fracos, e para determinados valores de x temos analogia com a dinamica gravitacional

newtoniana. A assinatura ¢ da métrica é uma constante onde:

c 000
0100
oni) = (5.37)
0010
| 00 0 1
entao se ¢ = —1 a variedade é lorentziana, e se 0 = 1 a variedade é riemanniana.

Vamos trabalhar na RG com a variedade lorentziana, pois no caso riemanniano nao temos
estrutura causal, entao a variedade nao é um espaco fisico. Um termo desta acgao foi

“descoberto” recentemente, que envolve outra maneira de escrever uma 4-forma:

g

SHom = €I€JR[J (538)

_%

Onde v é o parametro de Immirzi. Note que Sp,,, nao é topoldgico, isto é, nao contribui
Y )

para as equacoes de movimento. Este termo foi inventado para introduzir o parametro

de Immirzi ja na acao classica, uma vez que este parametro é importante para a teoria

quantizada.

Ainda podemos escrever uma 4-forma sem usar o R, que vai gerar termos S, (da constante

cosmoldgica) e termos de matéria S, ,.qi., € podemos escrever a agdo completa:

S = SP + SHolst + SA + SMatéria (539)

E suficiente para a nossa discussao nos atermos apenas aos dois primeiros termos da acao

(5.39).
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5.2.2 As equagoes de movimento

Vamos comecar calculando as variacoes da parte Sp:

Sp = i/S]JKL«SI@JRKL (540)
4K
1. dw:
0S = i5/(dw§ + (W) ef e et (5.41)
4k —
=xJ

Onde X7 é uma 2-forma, entao d(wX) = dwX — wdX. Escrevendo §S em termos

dewe X:
o ) o
S = —4/{5T7“/(dw +w)X = P /5w(dX + [w, X]) (5.42)

Entao:

0S o o
5o ﬂ(dX + w, X]) = Es{KL(DeKeL —ef Del)

Onde Defel — eXDer = 2Def el entao:

(SSP g K L
5(,‘)1“7 = %gijLT e (543)

Onde T® = DeX, que é a torcao.

2. de:

(SSP = i'2/8]{][{[}5@16‘]}%KL
4k

0Sp o J pKL
it —_ 44
(561 2R€IJKL6 R (5 )



91

Agora vamos considerar a acao S com a parte Sy,

S = Sp + SHOlst = i /EIJKL«BI(EJRKL — L / €I€JR[J (545)
4K 2Ky

Podemos ver que a variacao de Sy, em relacao a w vai ser analoga a variacao calculada

em Sp, a saber:

Tl T Tga g )
1 1
= 2_(€[JKLTK€L — —(TIGJ — TJG[)) (546)
K v N—

Xr1J

Onde X;; = Tre; — Tyer e note que ey T e” é uma contracao de X E:

1
ey TXel = 51 grn(TRel —Thel) = X, (5.47)
XKL

Onde *X;; é o0 dual de X;;. Podemos definir o dual do dual de X:
1 1
(*(*X)[J)KL = §€KLIJ(*X)]J = Z€KLIJ€[JMNXMN = %(5]{25]% - 6]65]%4)XMN == O'XKL (548)

Isto é, o dual do dual é uma operagao idempotente, com assinatura ¢. Entao, tomando

52% = 0, temos:

1
(*X)rs — ;XIJ =0 (5.49)

Se v — 00, (*X) = 0 e temos as equagoes de Palatini.

Considerando v finito podemos montar um sistema de equacoes:

*X -1X =0
K (5.50)
O'X—%*X:O
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Onde utilizamos o fato da operacao *x ser idempotente para obter:
(oy——)X =0 (5.51)
Y

Entao, fazemos uma hipétese sobre o valor de 7, conhecida como hipétese de Ashtekar [27],
que é tomar v # o e entdo X = 0 ou *X = 0. Com v # o, ey T¥el = 0, isto é,

independe de v. Se X = 0:

XIJ =0 = T]@J — TJ@[ = T[MNGMGNGJ — TJMN€M€N€]

MNP(

= e’ee (Tiunnps — Timpnpr) (5.52)

Onde Ty nnps—Tmpnpr € a parte antissimétrica em M N P. Entao, tomando 7' completo
ficamos com Tyyy = 0 ou 77 = 0, isto é, uma das equacoes de movimento indica que o

sistema ¢ livre de torcao.

5.2.3 Variaveis de Ashtekar

Vamos considerar a acao S utilizando as variaveis de Ashtekar:

o
2K

s / ele’ (+R)py — %RU) (5.53)

Onde *xx = 0, 0 = 1, 7 = 1, o que simplifica bastante nossas equagoes de movimento:

05

dwry

=0 (5.54)
Que gera:

T = 0 (5.55)

Wt = wi‘](ei, 0,«3{) (5.56)
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Onde e e w sao variaveis independentes, assim como na formulacao canonica do modelo
BF onde B e A sao varidveis independentes. A segunda equacdo de movimento é de

primeira ordem em w e segunda ordem em e:

0S
= —_ R
del !

1

547& = (5.57)

Note que podemos tomar a variacao do primeiro termo para obter as identidades de

Bianchi:

1
E . 5 /€I€JR[J = GJR[J(: DT[ = 0) (558)

Que sdo consequéncia de (d? = 0). Entao temos:

' = de’ +whe’ (5.59)
RY = dw" + wiw™ = dw + W? (5.60)
dT" = dwhe’ —whde’! = dwe — WT + wwe = —wT + Re (5.61)

Lembrando que DT' = dT' + w!T7 = Rle’ entao:

dI’' = —wl'+Re — DT =dl'+uWwl = Re (5.62)

2

dR = dww—wdw = Rw —w*w —wR —ww® — DR=dR+[w,R]=0 (5.63)

E DR!, = dR} + wl, R — RLWK = 0.

5.3 Quantizacao canonica da RG

As simetrias da agao (5.39) construida acima sao:

I

1. Lorentz local (calibre): 6,..e! = ek (x)e

2. Transformacoes gerais de coordenadas (difeomorfismos): de = Lee, dw = Lew, ete.
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5.3.1 O formalismo hamiltoniano

Para realizarmos o formalismo canonico, precisamos resolver o problema de toda teoria
relativistica: introduzir o tempo t. De forma andloga a quantizacao realizada para o
modelo BF, faremos uma restricao topoldgica sobre a variedade por meio das seguintes

hipdteses.

Hipdtese: Nao existem curvas tipo tempo fechadas, isto é, podemos sempre num sistema

de coordenadas definir ¢ : —oco < t < 0o, para t € R.

Como consequéncia, o espaco-tempo é uma foliacaéo My = R x Ms.

Hipdtese: As folhas ¥ conservam as formas topoldgicas 3(t) = Mas, isto é, preserva a

topologia da variedade.

Na RG, o espaco pode ser deformado por difeomorfismos e estas transformagoes gerais
de coordenadas escondem a estrutura de foliacao da variedade. Como consequéncia desta

hipotese, existe um sistema de coordenadas tal que ¢t parametriza R e ¢ caracteriza a folha

(1)

Entao (2!, 2%, 23) = () sdo coordenadas de M3 arbitrarias e (¢, z', 2%, x®) sao coordenadas
de My. Podemos separar em partes temporal e espaciais nossos wvierbeins. Escrevendo

como uma matriz de blocos o vierbein forma:

e e?
=" (5.64)
e, e
E o vierbein vetor:
el el
eh=| " = ()™ (5.65)

Desenvolvendo o método de Dirac, encontramos vinculos secundérios complicados de
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tratar matematicamente. Uma saida para este problema é utilizar as variaveis de Ashtekar
e fazer uma fixacao parcial de calibre, isto é, vamos fazer uma fixacao de calibre “tem-
poral”: e} = 0. Este desenvolvimento candnico é conhecido como formulagio ADM, ou

formalismo hamiltoniano.

5.3.2 Fixacao de calibre parcial

A fixagao de calibre temporal escrita como vetor é e/, = 0. A condi¢ao equivalente
para formas é €2 = 0. Aproveitamos para introduzir uma nova notacio para algumas

componentes do vierbein:

e? = N°z)= N(z) (5.66)

el = N'(z) (5.67)

Onde N é chamado de lapse (lapso) e N* é chamado de shift (desvio). Com a fixacao de
calibre, agora nossos vierbeins sao matrizes de blocos triangulares, cujo calculo da matriz

inversa é trivial:

; N 0
e, = - (5.68)
N' el
E o vierbein vetor:
o I\—1 % 0
_N? pa
N )

Onde N® = e4N' = 2N + e4N!. Entdo, as componentes de base dos vierbeins vao ser:

eo=N"19, — N"IN99,
(5.70)
er = e}0,
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Note que como resultado da escolha de calibre, a componente J; nao aparece nos ey,
logo e; € Tp(M3) C Mas, isto é, Tp é uma hipersuperficie a t constante. Note que é
relativamente simples expressar o intervalo ds® na formulagio ADM, uma vez que g, =

I,J 2 __ v.
e e Ny € ds® = gy datde”:

ds* = —NZ%dt* + (N'dt + eldx®)(N'dt + e} dx’)

ds? = elefdx"da® (5.71)

Onde ds? foi tomado a t constante. O intervalo é a métrica de Ms.

5.3.3 Quebra da simetra do grupo de Lorentz

Entretanto, com esta fixacao de calibre ocorre um problema: o grupo de simetria de
Lorentz esta quebrado, isto é, perdemos a invariancia de Lorentz completa uma vez que

ao transformar os vierbeins de maneira geral os e; saem do espago tangente.

Ficamos entao com a invariancia de calibre residual, que sao as rotacoes em e; em cada
ponto P (rotagoes locais). Para descrever estas rotagoes locais, podemos usar tanto os
grupos de simetria SO(3) quanto SU(2), e escolhemos SU(2) por este ser um grupo
compacto e andlogo ao grupo G que escolhemos no modelo BF. Lembrando que a medida

de Haar do grupo SU(2) é finita:

/5 . du(g)‘ <o (5.72)

Um vez que integramos sobre os parametros de SU(2), que sdo angulos com dominio
limitado. Exemplo de rotagao:

x' =z cosf+ ysinb
(5.73)

Yy = —ycosh + ysinf
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J4 no caso de Lorentz temos o boost:

t' = tcoshn + zsinhn
(5.74)
x' = tsinhn + x coshn

Onde o parametro de Lorentz 7 : —0co < 1 < 0o e o grupo nao tem medida de Haar:

| dﬂ(g)‘ . (5.75)

A medida de Haar finita é a razao principal para a introducao de SU(2).

5.3.4 O método hamiltoniano

Entao, temos um método de quantizacao canonica analogo ao desenvolvido para o modelo

BF, os resultados para a formulacao ADM sao:

S = / dtL(t) (5.76)

L) = /M ()de[P,ﬂatAg] — H(AL P AT N N, W) (5.77)
3(t
Al = ol — o (5.78)
a g aoc g a
Pi = —goeenreier = = ewe (5.79)
1
A = — <§6§ngjK — 70w21> (5.80)

Onde A/ ¢ a conexdo de Ashtekar [28], w! = 1"/ 5w /% =TI Pf é 0 momento conjugado
de AI AT é um parametro de transformaciao, N® = N'e%, Nl =el N = ¢l e WY = K!|
que chamamos de curvatura extrinseca. Para escrever a hamiltoniana H em detalhes,
temos que aplicar o algoritmo de Dirac-Bergman, que se desenvolve de maneira analoga
ao método aplicado no modelo BF. Primeiro, analisando a equacao de movimento 77 = 0

(que implica em w = w(e, de)) vemos que esta equagao pode ser separada em equagoes de
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varidveis “dinamicas” T} e varidveis “nao-dinamicas” T . Escrevemos T} :

T, = de! + el T7e® =0 (5.81)

I = Tldz® =TI(el del)da* (5.82)

Note que A e K se juntam de forma que A o I' — K. A consequéncia disso é que as
variaveis independentes sao:

Al pe AT NN

Onde A e P sdao um par conjugado e A, N®, N sao multiplicadores de Lagrange. As

variaveis nao-independentes sao:

a

1
Il(e,0e), KI = W) = —E(Aé ~TH,el = —ory—pF
fy

Encontramos uma hamiltoniana completamente vinculada:
H(t) = / B(AGI(A, P) + N“Co(A, P, K) + NC(A, P, K)) (5.83)
Ms(t)

Onde os vinculos sao:

Gi(A,P) = D,P=0,P} —"KALpL (5.84)
2 _
C, = PFRL+ T " Tflge (5.85)
yo
572 br IJ K 2 I7-Jd 2 Pl o
¢ = 5 PiPjleg By —2(7" — o) K, K + (v —0)%(%(6 )G’] (5.86)
(3) (3)

I . I I I J K ’ ’ . ~ ’ . . 2
E F,, = 0,4, — 0,A, + ¢ Ala,t. Estes vinculos secundarios sao estaveis, isto ¢, geram
uma algebra de Poisson fechada e sao de primeira classe, isto é, geram um grupo de

simetria de calibre.
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5.4 Quantizacao de lacos da RG

Ja temos as informagoes suficientes para fazer a quantizacao da teoria. Tomamos A como
varidvel de configuragao para descrever as fungoes de onda W[A], que sdo fungoes das

holonomias de A:
heA] = PeJeA = PeJo dsi ()AL FNTr (5.87)

Que ja foram estudadas de forma extensiva no caso do modelo BF.

5.4.1 Aplicagao do vinculo de Gauss ¢

Entao vamos estudar os vinculos na teoria quantica, a comegar pelo vinculo de Gauss G:
G(A) = /M Pz A (2)Gr(z) = / d*xN' D, P} = — / d*xD, A\ P} (5.88)

3

Cuja algebra ¢é fechada:
{G(A1),G(A2)} = G(Ar x Ay) (5.89)

E (A x Ag)! = el . A{AL | que é a dlgebra de Lie do grupo de calibre SU(2). Este vinculo
é complementamente analogo ao vinculo de Gauss que encontramos anteriormente na

hamiltoniana do modelo BF. Entao:

{GI(N), 4] (y)} = DyA(y) (5.90)

{Gi(A), PL(y)} = —epixPPA" (5.91)
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A aplicagao deste vinculo em uma holonomia gera uma transformagao infinitesimal sobre

a holonomia:

G(A)h[A] = /0 b B () DuA (2 () e

~

G(Mhip[A] = —ih(A(1)h1o[A] — h1oA(0)[A]) (5.92)

) )

5.4.2 Redes de Spin e estados fisicos

Temos no caso da RG uma base idéntica a base definida na secao 4.7, onde ¥, é um
estado invariante sobre transformagoes infinitesimais e |s) é a base de um espago 7 :

I, j1 ... jn;v1...0p) ortonormal e diagonal nos spins:
<F7.;a 17|F/7.;/71_/> =0 (593)

Se I' 2 IV ou j # j', isto é, a base é diagonalizada nos grafos e nos spins. Com I' e j
fixados, podemos diagonalizar em ¢ e no final podemos gerar uma base ortonormal que
ja é invariante sobre transformacoes infinitesimais sobre holonomias, ou seja, ¢ uma base

onde o vinculo G(€) ja estd aplicado.

No capitulo seguinte vamos estudar a construcao dos estados fisicos na teoria quantica.
Ja discutimos esta construc¢ao para um caso mais direto (vide Apéndice C) que é o caso
do modelo BF de 141 dimensoes. Trataremos o caso do vinculo F do modelo BF 2+1

dimensoes e o caso do vinculo vetorial C, para a RG em 3+1 dimensoes.
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Capitulo 6

Operadores e Observaveis

Neste capitulo vamos analisar a estrutura do espaco de Hilbert fisico das nossas teorias,
isto é, o espaco aonde estao definidos os funcionais de onda que obedecem os vinculos
canonicos geradores de simetrias, tais como G e F no modelo BF em 2+1 dimensoes,
ou ainda G, C,(N) e C(N) no caso da RG 341 dimensional expressa nas varidveis de

Ashtekar.

Nos capitulos anteriores ambas as teorias foram desenvolvidas até a construcao dos estados
de base |s) = |I',J,7) € 4, onde & C A, ¢ ¥, = (Als) sdo funcionais de onda

invariantes de transformacoes de calibre infinitesimais, geradas por G.

Uma vez construidos estes funcionais de onda que pertencem ao espacgo dos estados fisicos
da teoria, é conveniente definirmos alguns observaveis e analisarmos a dinamica da teo-
ria, como faremos para o modelo BF em 2+1 dimensoes. Em teorias como a RG 341
dimensional que revisamos no capitulo passado, temos varias maneiras de tentar con-
struir nossos estados fisicos, contudo este ainda é um problema em aberto na fisica da
atualidade. Vamos mostrar rapidamente o tratamento do vinculo vetorial C’a(ﬁ ), cuja
aplicagao gera um subespago aonde temos observaveis parciais e a dinamica similar ao

caso do modelo BF 2+1 dimensional!
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6.1 Modelo BF: O operador curvatura

6.1.1 O estados invariantes de transformacoes infinitesimais

Seja Ws[A] = (A|V)s € J4 o funcional associado as holonomias U[A, e] escritas na base

de uma rede de spin |s), composta de i linhas e p vértices:

-

WA = NRGU ... Ry 6.1)
51

3, e vldh &y

E que possui um produto escalar bem definido:
(V| P) = / DA(VA,T)) @A, T = (T, j, 4]l 7, ) (6.2)

Que é ortogonal sobre os grafos I' e diagonal nos spins j, uma vez que consideramos ja

aplicado o vinculo de Gauss sobre W [A]:
(AIG|W), =0 (6.3)

O que resulta na condigao de termos estados |¥) = W,[A] invariantes sobre transformagoes

de calibre infinitesimais.

6.1.2 A construcao do projetor P

Entao tomamos este |¥) € Hy para aplicarmos o segundo vinculo da teoria, que é o

vinculo da curvatura espacial nula:

e F | W) =0 (6.4)

Como a teoria com ambos os vinculos ja aplicados deve possuir apenas estados fisicos,

é conveniente definir a atuacao do operador F sobre |¥) como sendo a atuagdo de um
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projetor P sobre nosso espaco 74):

Onde 2, = {|U) € s tq. F|A]|¥) = 0}. Esta condicio sobre o funcional ¥ pode
ser calculada explicitamente com o auxilio da teoria das distribui¢oes. [29] Seja uma

distribuicao T'(x):

(x —a)T(z)=0

Cuja solugao geral é T'(z) = ¢d(z — a). Este resultado nao pode ser analogo a nossa

condigao sobre W pois F[A] é um funcional de A. Vamos analisar:

f(@)T(x) =0 (6.6)

Consideramos agora z; os zeros de f e que os zeros das fungoes f sao zeros simples:

flz) =0 (6.7)
Vi) =0 3 fla1)#0 (6.8)

S6 exigimos que f(z) possua zeros e que as derivadas nestes zeros sejam nao nulas, logo:

T(x) = co(x—xq)

Voltando a f(x)T'(z), fatorando um dos zeros f(x) = (z — 1) f1(x) e a principio supondo
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degenerescéncia nula, encontramos:

(z—z)fi(@)T(z) = 0

[@)T(x) = do(x— ) (6.9)
T(z) flz/';l)(s(x — 1) (6.10)

Observe que f(x) = (x — x1) fi(z) — f'(z1) = fi(z1). A equagdo acima ¢é uma solugao

particular de (6.9), que podemos verificar por substituigao:

/ fl(x)

fl(x)Tpart<x> =G fl(xl)

d(x —x1) = d(x — 1)

Queremos construir uma solugao geral para 1" = T,,.. + 75, onde T3 é a solucao de

(5<I—.T2) +T3 (611)

Onde Tj é solucao geral de fo(z)T5 = 0. Enunciamos agora um lema para definir a forma

de T'(x):

Lema: Seja g(x) tal que g(zo) = 0 e ¢'(x9) # 0. A solugao geral de g(z)T(x) = 0 ¢ tal

que:

T(x) = 0z —xo) +T (6.12)

Onde T é a solucao geral de go(x)T(z) = 0 e gy é definido por g(x) = (& —x0)go(z). Entéo

temos que T(x) é uma série:

g(x)T(x) =0 — T(x) = Z cio(x —x;) (6.13)
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7

A férmula geral de T'(x) para o caso de um zero z; de ordem n; é:

n;—1

T(x) = Z Z cind ™ (x — ;) (6.14)

i

Note que tanto no caso de degenerescéncia nula ou nos casos degenerados, os coeficientes

¢; sao completamente arbitrarios.

6.1.3 A base dos coeficientes de T'(z)

Contudo, se analisarmos da construcao de F[A]|W¥) = 0 veremos que estes coeficientes nio
sao arbitrarios de fato, pois se T'(x) é nosso funcional de onda ele deve representar valores
projetados F [A] no espago fisico 7, entao estes coeficientes vao ser elementos do grupo
de representagdo, e formam uma base para o nosso funcional. Entao, escrevemos T'(x)

como sendo:

1
[/ (i)]

T(z) = co(f(z)) = CZ 5(z — ;) (6.15)

LN

Note que esta propriedade cria uma restricao para os coeficientes ¢;, de forma que

(O

|f’ z;)

’Er-) |. Podemos representar a fungao delta como a transformacao de Fourier de uma

constante:

1 .
x —x;) = by dk e*@=zi)
7T

T(x) = ) ¢ / dk e*@=o) (6.16)

E agora a solugao particular de fT" = 0 na representacao de Fourier fica:

T(@) = e8(f(2)) = — / i 1) (6.17)

:27T

Onde k é a base gerada pelos coeficientes de T'(x), isto é, temos a solu¢ao de f1" = 0

para um ponto x em particular. Para considerarmos a solucao em toda a variedade
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vamos tomar uma regularizacao para o espago, como fizemos anteriormente para definir

o produto interno no espaco das conexoes A.

6.1.4 A introducao de uma regularizacao

Voltamos a considerar nossa teoria de calibre aonde f é o funcional F'[A], definido em um

espago cujos pontos sao vértices de links v,:

Figura 6.1: Espago do funcional F[A] — F(A;4,...,Aq) que é um espago finito e enu-
meravel a = 1,...,Q e A, = A(Z,).

Sendo € a menor unidade de comprimento neste espaco, a derivacao em relacao a xp, por
exemplo, vai ser:

1

WAzl 22) = —(A(x}l + e2?) — A(zl, 22)) (6.18)

[

Temos entao um vinculo em cada ponto, o que é um sistema de €2 equagoes:

F(A)Y(Ay,...,Aq) = 0 a=1,...,Q (6.20)
Entao temos que resolver ponto a ponto. Para a = 1, ¥;[A] independe de A;:

U(Ap, Ay,.) = ) 6(Ar— AU (Ag, .., Ag)

= /leeiNlFMl)qﬂ(Ag, ) (6.21)

Onde \IJZI ¢ uma constante de integracao que depende dos outros parametros. Tomamos
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agora o ponto o = 2:
F(A)U =0 — F(A)¥l =0
WAL Ay, ) = )Y (AL — Arg)d(Ay — Agy) U (As, )
i

= / AN ANy NHFADFNFA) 124, 0y (6.22)
E U2 independe de A; e Ay, entdo em geral:

w(A] = [[6(F(A)) = / [ dNae! o Mo () (6.23)

a=1

Onde N, é um gerador do grupo de simetrias associado a este operador.

6.1.5 As transformacoes geradas por F

Tomando todos os ¥, do espago (¢ — 0) e considerando uma integracao funcional em

DN

U[A] = / [[an, e ===t = / DNl 4P ool (6.24)

——
/DN

E a solucdo de F(A)¥[A] = 0 que define o projetor P & §(F(A)). Para definirmos
o projetor P formalmente, consideramos entao o vinculo F' integrado, gerador de uma

transformacao:

o) = [ dan(a)F(a) (6.25)

Que age sobre as varidveis dinamicas A e B como vimos nas transformacoes (3.89) do

modelo BF tipo 2:

(6.26)
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Considerando os estados ¥ € 7, invariantes sobre estas transformacoes e também in-
variantes sobre as transformacoes (3.86) tipo YM espaciais geradas pelo vinculo de Gauss,
podemos dizer que estes estados sao invariantes sobre transformacoes de calibre infinites-

imais e também invariantes de difeomorfismos.

Uma vez que operador F' age sobre todo o espaco podemos escrever entao o projetor P,
que projeta o espago cinematico invariante de calibre em um espago fisico P : 74 — 4,

como sendo:

Plw) = / DNei/ M (6.27)

6.2 Os operadores e observaveis do modelo BF 241

dimensional

No Apéndice C discutimos sobre os operadores e observaveis para o modelo BF em 1+1
dimensoes, que como vimos é um modelo bem simplificado por nao possuir o operador

curvatura F nem as simetrias associadas a ele.

Contudo, na secao anterior definimos o operador curvatura F para o caso 2+1 dimen-
sional, e agora podemos discutir sobre os operadores observaveis nesta teoria, uma vez
que aplicados os operadores G e F temos um projetor P que age sobre os estados |¥);

escritos na base de uma rede de spin |s) em estados fisicos (6.27):

) z'/NF
Plw), = / DNe W), = 1), (6.28)

Cabe comentar que estamos estudando o modelo BF de 2+1 dimensoes no grupo de repre-
sentagoes SU(2), cuja assinatura é euclidiana. Poderiamos ter tomado um grupo SU(1, 1)
de assinatura lorentziana sem prejuizo a formulagao canonica previamente desenvolvida,

mas quanticamente existirao diferengas notéveis como foi mostrado por Freidel et al [30]
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que o espectro de autovalores do observavel comprimento .Z vai ser continuo no caso
lorentziano em vez de discreto, como veremos no caso euclidiano (SU(2)), devido ao

operador Casimir de cada uma destas representacoes.

Outro detalhe em relagao ao caso 1+1 dimensional é que 14 estudamos os observaveis T'
(operador trago) e L (comprimento). No nosso caso 241 dimensional nao temos como
definir um operador 7', uma vez que nosso campo B agora é uma l-forma e devido ao

produto wedge de formas o traco do produto B A B se anula.

6.2.1 O operador comprimento .Z

Classicamente, o comprimento de uma curva ¢ : s € [0,1] — ¢(s) € ¥ é dado por:

L.= /[01] ds\/éa(s)éb(s)B‘”(c(s))BbI(C(S)) (6.29)

O operador quantico que representa o comprimento classico é obtido substituindo o campo
B (z) pelo operador correspondente Bd! (). Vamos entao estudar a acdo deste operador
de comprimento em estados de uma rede de spin, de forma anédloga ao operador de area

na quantizagao de lagos em 3+1 dimensdes (como veremos na segao 6.4).

Entao consideramos a curva c e o grafo I' da base da rede de spin, e por simplicidade
consideramos que a curva c¢ sé intercepta o grafo em suas linhas e apenas uma vez por

linha, e que também nao corta nenhum vértice.

Figura 6.2: Curva c(s) interceptando um grafo I' da base de rede de spin.

Estas hipoteses podem parecer restritivas, contudo as holonomias definidas sobre um grafo

podem sempre ser decompostas em produto de holonomias, de forma que sempre podemos



110

ter apenas uma interse¢cao com a curva por linha. O caso da interse¢ao com vértices sera

discutido na préoxima subsecao.

A construgao deste operador que se segue faz uso da diferenciagdo de uma holonomia
definida na secao 4.5.1 e é analoga a construcgao de L realizada no apéndice C.1.5, isto é, a
acdo de B () sobre um estado da rede de spin insere um gerador T (da representagao
SU(2)) dentro do estado. Chamamos de 7 as linhas da rede de spin que interceptam a

curva c, e p os pontos onde ocorrem as intersecoes, para entao escrever:

24wy =t | [ds [ dpeuct ()L 00) o) [~ 10T 1) (630

O que mostra que estados de rede de spin sao autovetores do operador comprimento.

Definimos o niimero de intersecao € como sendo:

e:/ds/dp
c v

Que é o nuimero de interse¢oes entre a curva ¢ e uma linha v do grafo da rede de spin T,

eabe%s%a?w(p) ~o(s)) (6.31)

. b 7/’ . . ~ .
uma vez que 5abc“(s)% é 0 jacobiano da transformagcao entre as coordenadas ortonormais
(x1,22) e as coordenadas locais (s,p). Note que se a curva c e a linha «y forem tangentes,

o operador .Z, se anula.

6.2.2 O espectro do operador .Z,
Tomando € = 1, o operador comprimento se reduz a:

LNy =h |- ZT 79| ) (6.32)

E temos que >, T ])T( )= (Tl(j))2 = —j(7 + 1)1 é o operador Casimir na representacao

de spin j € SU(2), o que d& o espectro do observavel comprimento como sendo discreto:

L) = h/j(j + 1)|P) (6.33)
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6.2.3 O operador area .o/

O operador area do modelo BF em 2+1 dimensoes guarda analogia com o operador volume
na quantizacao de lagos de 3+1 dimensoes, como veremos na secao 6.4. Para definirmos
o operador area & é conveniente definirmos o vetor densidade normal B; para o campo

B! conjugado da conexo, como sendo:
" 1 paJ HbK
B[ = ifIJKgabB B (634)

Agora consideramos uma superficie S contida em uma folha ¥ (fechada e orientdvel) da
variedade M3 = R x X. A area desta superficie S vai ser dada pelo produto de dois

vetores:

s = / d?*s\/ 817 B, B, (6.35)
S

Escrita em termos do vetor densidade normal. Para analisar o operador associado a esta
grandeza, cabe lembrar que quando o operador é“l (x) age sobre uma rede de spin, a
atuacao do operador s6 vai gerar um resultado nao-nulo somente se x pertencer ao grafo.
Quando z estd no meio de uma linha, a atuagao do operador gera um valor proporcional

a tangente da linha 4(s)77 como vimos na se¢ao passada.

A atuacao do operador vetor densidade normal B; vai gerar um resultado do tipo 4,724 =
0 entao os Unicos pontos aonde B; vai ter uma atuagao nao-nula sao os vértices do grafo,

isto é, o operador area ¢ composto apenas de contribuicoes dos vértices da rede de spin.

Para calcular a atuacao do operador area /s em um estado da rede de spin, nés regular-
izamos a superficie em porc¢oes pequenas S, que contenham no maximo um vértice v da

rede de spin.

Por simplicidade, vamos tomar uma superficie elementar S,, que contenha um vértice
v, trivalente da rede de spin. O caso (n,m)-valente é muito bem apresentado em (ref

Thiemann 2+1). Para definir o operador area precisamos definir uma orientacao para X,
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Figura 6.3: O grafo I' definido sobre uma area X regularizada. As contribuigbes nao-nulas
vem dos elementos de superficie S; e Ss.

o que significa definir uma ordem para contar as linhas incidentes sobre o vértice.

Sendo assim, tomando um vértice v,, que tem 3 linhas incidentes v;, onde ¢ = 1,2, 3, com
representagao j; € SU(2), calculamos a agao de B; sobre o vértice com a insercao de

alguns geradores le :

Bl = == e e KT T Wi (6.36)
Onde 7,7 s@o duas linhas quaisquer se encontrando no vértice v,, e €, registra a ori-
entacao relativa entre as linhas. Esta expressao pode ser completada considerando a sime-
tria da representacao TG 4 TU2) 4 TU3) = ( e considerando todos os termos possiveis

com os pares de (v,7). Entao:

a(lziv)
L ‘2 )
Bruprr =~ 57 [ dsdtd o~ o(s)5a o/ (O) e (617 0)]
e
,GW/(Q:IJKT}M)TI((JW’)\113;11'2]'3 (6.37)

Onde a(x,v) é chamado de fator geométrico, que ao ser regularizado vemos que é justa-
mente proporcional & 6%(z — v,). Entdo, o operador de drea Q{:g agindo sobre um estado

da rede de spin vai ser:

JZ{js\lﬂijzjzs = 4 /511/B]B}\I/j1j2j3
2
= %\/ e TR g I T T T ) st (6.38)
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Note que ao contrario do caso 3+1 dimensional com o operador volume 7', os vértices
trivalentes (e os bivalentes) contribuem para o operador de drea o/ em 2+1 dimensoes.
Este operador é essencialmente auto-adjunto, positivo semi-definido e tem o espectro

completamente discreto.

6.2.4 O espectro do operador 75

Para fazer uma analise espectral deste operador precisamos considerar a estrutura dos
vértices e seus intertwinners, que no caso trivalente vao obedecer a teoria de Clebsch-
Gordan. Nesta situagao, existem dois casos nao triviais para as linhas de v, e ambos os
casos podem ser mostrados com um pouco de algebra entre os geradores do grupo. Para

simplificar a notacao, definimos A; como sendo:
A; = —ji(ji +1) = (T0)? (6.39)

O operador Casimir associado a linha ~; de spin j;. Entao analisamos os casos separada-

mente:

1. Duas das trés linhas (71,72, 73) nao tem tangentes colineares em v: Nesta situagao,
€y =1 com (v,7) = (1,2) = (2,3) = (3,1), isto é, nés tomamos a multiplicagao
cruzada das linhas no sentido anti-horario do vértice, de forma que év = TU)T(2) +
TU)TGs) 4+ TUDTE) | Com isto, escrevemos s:

N R (9
g Wiizis o) {Z[2<A1A2 + AgAz + AzAy) — (A% + A% + A%)]

N

1 o
—5 (A +A2+A3)} iz (6.40)

Este autovalor é estritamente positivo a menos que j; = j» = j3 = 0, caso onde o
operador se anula. Para vermos isto, lembramos que ji, j2, j3 nao sao arbitrarios,

isto é, respeitam a algebra de Clebsch-Gordan. Entao, podemos assumir sem perda
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de generalidade que j, > j; de forma que j3 € {j1 + jo,j1 +Jo— 1,...,j2 — j1}

f(A3) = 2(A1A; + AsAz+ AzAp) — (AT + A3+ A2)

= 4NNy — (A3 — A — Ay)? (6.41)

Em termos de autovalores, o valor mais baixo ocorre no maximo da funcdo |Az —
Ay — Ag| e —Aj é uma funcao crescente de j3. Para dados j, > j; quaisquer, os
extremos da funcao sdo dados quando j3 = jo + 71 e sdo [2j172] e | — 2j1(j2 + 1)|

respectivamente. Entao, (6.41) mostra que f(Asz) > 471(j2 + 1)(j2 — j1) > 0.

No caso de um vértice bivalente, podemos tomar As = 0 e A; = Ay = A para

encontrar um resultado extremamente simples:
oo h2 . h2 o
52%@;]1)2 — 5, [ APII2 — ? /](] + 1)@;31]2 (6.42)

. Duas delas, digamos 71,7, tem tangentes colineares em v mas y;,7y3 € 72,73 Nao

tem.

Nesta situacao, chamamos as linhas com tangentes colineares de 71,72, de forma
que €4, = 0 € €5,4, = 1, €5, = 1. Entdo B, = TUVTUs) 4 TUITU2), Com isto,

escrevemos .%s:

s K2 .
s VI3 — 7\/[2(A1A2 + AoAg 4+ AgAq) — (A2 + A3+ AZ)] — AgW/28 (6.43)

Que é positivo a menos que Az = 0, caso aonde o operador se anula.
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6.3 RG: O operador vetorial e o escalar

6.3.1 Os vinculos remanescentes

Agora vamos estudar os vinculos C, (vinculo vetorial) e C' (vinculo escalar). Os vinculos
C, e C podem ser escritos como uma combinagao de vinculos do tipo C, = C/ + (- -+ )Gy,

C = C"+ (---)Gr entao podemos redefini-los:

C, = P'Fl (6.44)
’Wz br IJ K 2 I1-J
= erar Pl Pjle™ kFyy —2(7v" — 0) K, K} ] (6.45)
€(3)

E os escrevemos como geradores de transformagoes:

Cu(N) = /Z BN (2)C (7) (6.46)

C(N) = /Z d*zN(z)C(z) (6.47)

Com a seguinte algebra entre os vinculos, lembrando que {G(A1),G(As)} = G(A; X Ag):

—

{Q(A),(Jdif(N)} = g<£1\7A) (6.48)
{Cdif(ﬁl)7cdif<ﬁ2>} = Cdif([ﬁlyﬁ2]) (6.49)

Onde L3zA = N?0O,A é um difeomorfismo gerado por um escalar e o colchete de Lie
[Ny, Ny)* = NP9, N¢ — N29, N ¢ um difeomorfismo gerado por um vetor. Ainda temos o

vinculo C(N):

{g(A),C(N)} = 0 (6.50)

—

{Cus(N),C(M)} = —C(LzM) (6.51)
[P“@aN,PbabN]) (6.52)

€(3)

[CN).C(VD)} = wrP0(ConlS) + G(S°AL)) + (0 — 126 (
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Onde S* = (N10,Ny — Ngale)%e(g) e P* = PAT1. Tsto é, C(N) tem todos os indices
somados entao € invariante de calibre. A tltima transformacao depende dos campos, entao
nao temos mais combinagoes lineares de vinculos, e a dlgebra de C'(N) nao é fechada. Isto

é, se conseguimos resolver {C'(Ny), C(Ny)} W) = 0, teremos problema de ordem, isto é,

{C(N2), C(N1)}| W) # 0.

6.3.2 O vinculo C,;

Como vamos ver, podemos desenvolver a quantizacao de Cy; aplicado sobre holonomias
e vamos encontrar as bases para desenvolver o formalismo de spinfoam, que também

aparecem de forma analoga ao modelo BF com o desenvolvimento da quantizagao de F.

Entao, consideramos os ¥,,,, que sao os ¥ que ja obedecem o vinculo de Gauss G|V,;,) = 0.

Como {Cly, Cus} x Cy¢ entao se Cyy

U) = 0, também teremos {Cyy, Cyc}|¥) = 0. Ou

seja, podemos escolher uma ordem para os geradores da transformacao de Cj:

~

Cdif(N) = /stxNa(f)C'a<f) (653)

Onde escolhemos C, = F, P?. Entao:

Ao , 0 )
Col N)UA] = —ih /E A 2N () Fl (o) V1A (6.54)
Vamos comecar a calcular por Cly (N)AZ (y):
CueN)A(y) = —ihN“(y)FL(y) = —ihN*(0,A] — 0.A] + et AL AL)
= —ih(N*0,A! + 0.N*A! —0. (N*A)) —e AKX N*AL)
~ ~ - —— ——"
,CNACI ¢J ¢L
= —ih(LzAl — D.(N*A])) (6.55)
Onde DC(N“Ag) = 52ﬁ“breAg . Entao, o vinculo C}; gera transformacoes de calibre e

tranformacoes de difeomorfismo na RG assim como o vinculo F no modelo BF.
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6.3.3 Analise dos difeomorfismos

Queremos analisar apenas os difeomorfismos contidos em Cy;, entao fazemos uma troca

de base de vinculos:

Cae(N) = Cue(N) + G(N"A,) (6.56)

E entdo Cy(N)AL(z) = £ sAL(z) é um difeomorfismo espacial, como era de se esperar
do vinculo vetorial. Por fim, sob algumas condi¢oes podemos dize também que o vinculo

C(N) gera os difeomorfismos temporais e toda a teoria é invariante de difeomorfismos.

Agora vamos calcular C (N)W¥[A]:

Cu W1 = [ L gal(o) 7

P[A] =0 (6.57)
Se |W) = |T',7,7) = |, s), um difeomorfismo ¢ (finito) vai ser:

T, s) = [T, 5) (6.58)
Entao os difeomorfismos que mantém os grafos invariantes sao uma classe muito restrita

de difeomorfismos, pois um difeomorfismo infinitesimal ¢ aplicado sobre o grafo ja torna

o estado ortogonal.

¢

Figura 6.4: O difeomorfismo ativo ¢ agindo sobre um grafo I'.

Seja L o gerador de difeomorfismos infinitesimais:

L = lim (o)~ 1) (6.59)
(LIw) = T (X[0) ~ ~(T]o(0)|7) (6.60)
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No caso T = ¥, considerando estados normalizdveis ||¥|* = 1:

=0

o1, le/—— 1
(U[L]) = lim( |0 — - TIO(O) = lim + = oc (6.61)
Entao nao podemos fazer a“f(]\7 YJW[A] = 0, isto é, ndo podemos quanticamente fazer

transformacoes de difeomorfismos infinitas, entao vamos estudar os difeomorfismos finitos

¢. Seja o produto escalar para N links:

(I FIT f) :/du(gl)"'du(gN)f*(gl»--~79N)f/(91>--~79N) (6.62)

Onde d,(g) sao as medidas de Haar. Este produto é invariante sobre deformacoes nos
grafos, isto é, invariante sobre difeomorfismos espaciais. Seja entao uma transformacgao

unitaria (que preserva o produto escalar) U =y 5 L.

U, f) = oL, [) (6.63)

UsUrs[A] = Wypslo* A (6.64)

Queremos uma solugao do tipo Ug|¥) = |¥), V ¢ e vamos utilizar uma técnica conhecida
como group averaging, ou média sobre o grupo dos difeomorfismos, que a partir de um

(W) € s, temos V), = >, Uy|V) que funciona bem no caso finito:

U¢o|\ll>inv = ZU¢0U¢|\P>:ZU¢0¢|\I}>
¢

¢
- ZU¢/‘\IJ> = |le>inV (665)
d)/

Onde fizemos uma troca de varidveis ¢' = ¢op < ¢ = ¢y ¢'. Entdo, as dificuldades para

este tipo de implementagao no nosso caso sao:

1. Temos um numero infinito de elementos geradores de difeomorfismos;

2. A solugao de Uy¥) = ) nao pode sair do espago, isto é, |¥) € H,,.
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6.3.4 O espaco das distribuicoes temperadas

Vamos introduzir um espaco maior, ou espaco um espaco de distribuicoes analogo ao de
Fourier que chamamos de espago das distribuigoes temperadas. Para tal, escrevemos o

triplo de Gelfand:
SclLy,cd& (6.66)

Onde S ¢ o espago de Schwartz que é denso em Lo, que é o espaco de fungoes de decresci-
mento rapido (fazem a integral da distribuigao convergir) que chamamos de fungoes teste
C>™ e &' é o dual, que é o espago dos funcionais lineares destas fungoes teste. Entao seja

a distribuigao temperada 7' € &’ um funcional linear 7' : S — C que para um ¢ € S:

<T,p>= /dm T(x)p(x) (6.67)

Se ¥(z) € Ly podemos escrever uma distribuigao:

<WU,p>= /d:p U(z)p(r) (6.68)

Entao vamos tomar as funcoes teste de J4,,, S C ;. que vamos chamar de funcoes

cilindricas |U) .y

() ey = anlraafa> (6.69)
a=1

Onde identificamos %, = S que é a completacao de Cauchy do espaco S para satisfazer
o teorema de convergéncia de Cauchy. Entao, o dual S’ é composto por formas lineares

dos vetores de S (fungdes cilindricas).

Vamos ver se em &’ existem invariantes de difeomorfismo, e se dai podemos definir um

produto escalar. Seja |®) € 7., a distribuicao < ®, serd definida por:

<O, U >=(D|T) VIv)eS (6.70)
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A atuacgao de um difeomorfismo ¢ sobre uma distribuicao < ®, entao vai ser:
<P, = < PU,, (6.71)
Logo, ¥V |¥) € S a distribuigao < &, é invariante:
< QU ¥ > = (P, Uy|V) = (2]¥) (6.72)
Entao, para um grupo finito, com N elementos:

W) = Uy ) (6.73)
¢

———
=P

Onde P é um projetor (obedece P? = P):

1
P= N%:U¢|\I/> (6.74)

6.3.5 O projetor generalizado P,,

Vamos introduzir entdo um projetor generalizado P,; : & — &’ proposto por Rovelli,

onde:
W) eS — Pul¥)ed (6.75)
Tal que P|¥) seja invariante sobre difeomorfismos. Seja W e W' € S, Py, vai ser:

<Py, W >=> (V) V[I)es (6.76)

[w)
Onde |¥") = Uy|¥). Se |¥”) — TI', temos que considerar todos os ¢I' possiveis, o que é
uma soma infinita. Contudo, (V”|¥’) = 0 a nao ser que ¢I' = I = IV pois como vimos

anteriormente, qualquer deformacao sobre o grafo ortogonaliza os estados. Entao sobre a
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acao de Py nos ¥ € § s6 temos os difeomorfismos que preservam o grafo. Seja entao ¢

um difeomorfismo que preserva o grafo, entio ¥V ¢ : ¢ = ¢¢y ou ¢y = .

r T

Figura 6.5: Difeomorfismo finito ¢ que preserva o grafo e age apenas sobre as orientacoes
relativas entre os [inks.

Como ¢I" = T" entdo ¢ € Gr que é o espaco dos difeomorfismos que preservam I”, a
acdo de ¢ modifica as orientacoes e/ou a ordem dos links/vértices. Como Gy é finito, a
somatoria é finita. Entao < PV, ¥ > é linear em V' e < P, € &’ é invariante sobre
difeomorfismos.

Si,.=1{<®, | <®, = <PV, comV e S} (6.77)

inv

Pdif
Figura 6.6: A imagem de S dentro de S’

Este mapeamento nao é invertivel, isto é, podem haver vetores fisicamente equivalentes
(difeomorficos) que pertencem ao kernel de Py, O produto escalar tem que levar em
conta que podemos substituir |[¥;) por um |Wy) equivalente. S6 que isto é simplesmente
reordenar a somatdéria no caso do group averaging, logo o produto escalar é independente

da escolha de |¥;) e |¥s) nas classes de equivaléncia correspondentes.

Logo, temos um produto escalar bem definido e que podemos completar o espaco de

Hilbert invariante sobre difeomorfismos, a saber:

%if:y

inv

(6.78)

Este espaco de Hilbert é separével.



122

6.3.6 Comentario sobre o vinculo escalar C

Aqui vamos apenas comentar sobre o ltimo vinculo a ser resolvido, o vinculo escalar C,

que pode ser escrito como:

2
Ry a
CN) = [ deN SRR EL -2~ )KIK]

= S¥(N)—-2(y*-0o)T(N) (6.79)

Aonde fizemos uma separagao conveniente, chamamos S¥(N) de contribuigao Euclidiana:

a pb
PIPJ 1J K

SE(N) = | d®xN—"—L—L_c"_ F 6.80
(V)= | daN el (6:50)
E T(N) é a contribuicdo restante:
Papb
T(N)= | d®aN——LL_K!'K/ 6.81
™= [ KK (6:51)

Estes termos sao de fato muito complicados devido a nao-linearidade, o que traz problemas
para a quantizagao relacionados a regularizacao, normalizacao e ordenagao dos fatores e

ainda possui termos proporcionais a e a curvatura extrinseca K!. A simplificagao

1
det(P)

adotada para tratar deste problema vem das idéias de Thiemann [10,31], que introduz o

funcional do espaco de fase K:

K:/KiP]‘l (6.82)
%

E seguem as seguintes propriedades:

a

K= Al Tl = L4l 7y (6.83)
Ky
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2.
_ 1
R =L st),v) (6.84)
ny
Onde V = / v det(P) é o volume de ¥ (que é um operador que vamos discutir na
proxima segao);
3.
PepY 4
— LR = —{AF V) (6.85)
det(P) K7y

Com isto, podemos escrever os termos do vinculo escalar como colchetes de Poisson entre
grandezas que sao mais simples de quantizar. A saber, a contribuicdo Euclidiana agora

Se€ escreve:
SE(N) = / d*xNe® 6, FL{AT VY (6.86)
P

E o termo T'(N) se torna:

T(V) = [ oo AL (PO VIHAL (SP). VIHAR, VY (087

Escritos desta maneira, vemos que podemos quantizar este vinculo ao tomar os colchetes
de Poisson como comutadores e tomarmos as grandezas volume, conexao e curvatura como
operadores para obter nossa teoria quantica relativistica, considerando nossos funcionais
de onda ¥ como sendo invariantes de calibre e de difeomorfismos. Contudo, fica claro em
(6.86) que vao surgir ambiguidades relacionadas a problemas de ordenagao e de escolha
da regularizacio para a quantizacio de Al e Fl e em vez de termos uma tnica teoria
temos infinitas teorias que sao matematicamente consistentes, e ainda é um problema em

aberto se alguma destas teorias é suficiente para reproduzir a relatividade geral no limite

continuo clédssico.
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6.4 Os operadores e observaveis parciais para a RG

3+1 dimensional

Faremos para a RG 3+1 dimensional a andlise do operador de area o , que guarda analogia
com o operador comprimento & que encontramos para o modelo BF em 2+1 dimensoes,
assim como o operador volume ¥ na RG é analogo ao operador area o que definimos no
modelo BF 241 dimensional. Um estudo mais profundo sobre estes observaveis parciais na
RG 3+1 dimensional podem ser encontrados nos textos de Rovelli [7,32], Perez [18,24,33],

e outros ja citados [23].

6.4.1 A construcao do operador area o

Uma vez que temos uma base invariante de calibre e de difeomorfismos espaciais, podemos
calcular alguns observaveis parciais. Vamos entao montar o operador area e calcular a

area de uma superficie &7(X).

Figura 6.7: Superficie A(X) € M.

Primeiro calculamos a area classicamente tomando uma superficie ¥ : 2% = z%(c!, 0?)

parametrizada por dois parametros, entao:

(%) = / d*s = / d*o\/det(uqup) (6.88)

a . 7
Idz® o o determinante é:

I _
Onde v, = e, 5%

uiu uiLu
det(uqus) = | (6.89)

U2Uy  U2U2
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A area formada por estes dois vetores é um produto vetorial. Agora vamos tentar formular

o operador drea. Nossas varidveis dinamicas sao a conexao Al(Z) e o campo cldssico

PHT) = ierxe™efel ou ainda P = det(e)e™. Os operadores gerados por estas
grandezas:
Al@) = AU@) (6.90)
R )
Py) = —ih81Gy——— 6.91
[AL@), Py()] = ihsyd*(& — )55, (6.92)

Onde x = 87G. Ainda classicamente podemos escrever a area 7 (%) como:

a(2) = /Zd2cr|P| (6.93)

b c , .
Onde |P| = /PP, Pi(0) = Pfn, e 1, = SGbC%% = egpctibus é um produto vetorial.

Agora vamos considerar uma holonomia U, [A], onde a derivada desta em relagao a A:

5
SAL(Z)

a

0 [A) = [ dsit (U AT A a(s) o) (6.94)

I _ Alsa SA(x(s)) _ sJsas3 _ 5 >
Onde ATy = A 3%(s)dsTy e 54l = 07050 (z(s) — ). Entao o operador P;(¥) pode

ser escrito como:

. ] o)
Pi(Y) = —ih /E d*on.(o) SAT (6.95)

(#(0))

Onde 7,(0) é uma funcao de teste. Entao trocamos a integral no espago todo por uma

integral na superficie.

6.4.2 A area que vamos calcular

Vamos fazer agora duas hipdéteses sobre a area que vamos calcular:

1. A curva 7 s6 intercepta > em um ponto p. Note que a curva v de uma holono-
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mia sempre pode ser fatorada em segmentos menores, entao esta hipotese nao gera

restricao sobre nosso operador;

2. O ponto p nao é uma das extremidades de . Se a curva v de uma holonomia compoe

um grafo, podemos mostrar que este vértice gera um volume 7', e ndo uma area.

b ‘(Da/

Figura 6.8: A curva v interceptando a area > em trés pontos. Podemos fatorar v em 3
curvas que interceptam > uma unica vez.

Entfo, a aplicacio de P;(X) em U,:

A . ! 02%(c) 0x*(0) 5, -, L, 0z¢(s)
P (X)U,[A] = Zh/zdaldJQ/O dS€Eape 50l Do 5 (Z(o) —:JJ“(QS))TUMTIUW2 (6.96)

Para resolver, temos que fazer uma troca de varidveis o', 02, s — 2%(ct,0?) + 2%(s) =

1

2%(0!, 02, 5) e podemos escolher o ponto p como a origem deste sistema de coordenadas.

x%(s,) =0
(50) (6.97)
z%(0,,07) =0
1,2 .3
E calculamos o jacobiano J = M destas coordenadas:
d(ot,02,s)
dx® dxb Ox°
J=cpe—7— 6.98
S Dot o? B (6.98)

Que é exatamente o que aparece no integrando de (6.96), entao:

Pi(X)UL[A] = +ih / x5 (7)U,, TyU,,

— €hU,T,U,, (6.99)
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Onde o sinal + vem do jacobiano, que depende da orientagao relativa entre as coordenadas

originais. Definimos € = £1, que é um indice de orientacao, ou indice de intersecao.

6.4.3 Os grafos como redes de spin

Agora vamos considerar que a curva 7y possui spin, isto é, possui uma representacao TI(J ),

cujo operador Casimir associado é:
TOTH = —j(j +1) (6.100)

Tomamos entao um grafo I' e vamos aplicar Py duas vezes, Pr(X)Pr(X) = P?(3). Note
que como os vértices estao fora de ¥, ndo precisamos nos preocupar com os intertwinners.

Vamos tomar primeiro P?(X)|s;), onde s, tem apenas 1 linha em intersecao com I'. Logo:

A

PX(51)]s) = —=h*j(j + 1)]s) (6.101)

. 2 _ . . ’ . . 7
Pois U, T7U.»U,,U,, = —j(j + 1)U,,U,,U,,. Para calcularmos areas maiores, isto ¢, que
interceptam mais linhas, temos que introduzir uma regularizacao de forma que dividimos
Y em N células e tomamos N grande de forma que cada célula sé contenha um ponto de

intersecao py.

A

Figura 6.9: Grafo I' interceptando a superficie 3. Note que cada célula X s6 contém um
ponto de intersecao py.
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Entao 7 (%) pode ser escrito como:

N

(D) = A}i_r)nooz —F2(%,) (6.102)
N N

(5 = Jim Y (S,) = lm Y /Z o (6.103)
n=1 n=1 n

Aonde &7(%) é o limite cléssico de &7 (%). Lembrando que P! = —ih87 G557, entdo:

N
o () = 871G dim > -EA(Z,) (6.104)
n=1

Temos que verificar se o limite (6.104) existe, entao aplicamos o operador sobre um estado
da rede de spin |s). Lembrando que os “elementos de drea” 3, que nao interceptam com
~ sao nulos e os que interceptam sao dados por Zpk, entio o valor de & (3J) ndo depende
explicitamente do N da regularizacao se a malha é suficientemente pequena para incluir
apenas um ponto por elemento de area ¥,,. Logo, o limite existe e |s) sdo autovetores do

operador o7 (%).

N
o (D)]s) = 87Gy lim thx/jk(jk+1)|s> k=1,2,3,...
= SWGWhZ Vik(r + 1)|s)

Onde lppna = 1/ %i =1,6-1073° m é o comprimento de Planck. Deste resultado podemos
ver que a menor unidade de area possivel é quando apenas uma linha de spin % atravessa

a superficie.

V3

A (D) = 872, ~— 5~ 10769 m? (6.106)

Se v = O(1).
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Figura 6.10: A menor area possivel: Apenas uma linha de spin j = % atravessa 2.

Note que este operador o que calculamos aqui é completamente analogo ao operador
comprimento %, que calculamos na segao (6.2) para o modelo BF 2+1 dimensional, o que

era esperado uma vez que o grupo de representagdo em ambos os casos é o grupo SU(2).

6.4.4 Determinacao do parametro de Immirzi

Por fim, ainda podemos utilizar esta relacao do operador de area para determinar o
parametro de Immirzi v, utilizando dos resultados de Hawking para a entropia de um
buraco negro. [34] A idéia é quantizar um setor contendo um horizonte de eventos isolado
e entao contar o ntiimero de estados fisicos N/ compativeis com a drea macroscépica Ay do

horizonte.

A entropia S de um buraco negro é definida como S = In(N'). A contagem pode ser feita

de forma exata quando Ay >> I2:

_ Yo Ay

Ay

Onde o ntimero real vy = 0.2375. .. segue da contagem de estados. Vale a pena enfatizar
que o calculo da entropia acima utiliza o observavel parcial area, portanto é independente
da maneira que realizamos a quantizacao do vinculo escalar C. Consideracoes semi-

classicas levam a S = (23), o que usamos para definir o valor do parametro de Immirzi:
p

vy =" =0.2375... (6.108)
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Que ¢é consistente com os calculos realizados para qualquer buraco negro da familia Kerr-

Newman.

6.4.5 Quantizacao do volume 7

A construgao do operador volume ¥ segue a mesma linha da construcao do operador
o/, descrita na subsecao 6.4.1. O volume de uma regiao tridimensional D C ¥ é dada

classicamente por:

Vp = /D d*x+/|det(P)| (6.109)

1
Onde |det(P)| = geabCPij’Pf{eUK :

do operador de area, escrevemos a integral anterior como o limite de somas de Riemann

Realizando uma regularizacao anédloga ao caso

definidas em termos da decomposicao de D em superficies infinitesimais S,,, como uma

rede cubica.

Figura 6.11: Regularizacao de um volume. Tomamos a regularizagao de forma que no
maximo um vértice esteja contido em cada célula ctubica D,,.

Entao, quantizamos esta versao regularizada utilizando os resultados para P obtidos an-

teriormente.

Yp = lim VY (6.110)

N—oo
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Aonde:

N
. 1 . .
V=2 \/‘gffabcPI(S%)PJ(SZ)PK(SE)S”K (6.111)

Assim como vimos para o operador area s da secao 6.2, calculado para o modelo BF
241 dimensional, temos o operador volume ¥ como o analogo 3+1 dimensional desde
caso. [35], [36] A maneira como escrevemos os autovalores deste operador é dependente
da maneira de como é a estrutura dos vértices da nossa rede de spin, que estudamos
considerando o caso trivalente na secao supracitada. Cabe lembrar também que na secao
anterior nés vimos que o vinculo escalar C' depende da quantizacao do operador volume
para ser quantizado, logo, o vinculo escalar C' depende da estrutura dos vértices da nossa

rede de spin.

6.5 Introducao ao formalismo dos spin foams

Precisamos construir um método para descrever a dinamica dos estados quanticos na quan-
tizacao de lacos, assim como o formalismo das integrais de caminho descreve a dinamica
da MQ. Chamamos este método de formalismo dos spin foams (espumas de spin) e vamos

discutir de forma breve nesta secao algumas caracteristicas desta teoria.

6.5.1 A dinamica dos estados quanticos

Para discutirmos a dinamica dos estados quanticos, precisamos partir de uma base bem
definida para estes estados, isto é, temos que tomar estados com um produto interno bem
definido em um espago separavel fisico J#,. [18,37] N6s vimos que em ambos os casos
discutidos neste trabalho, temos um projetor generalizado P que define nossos estados

fisicos a partir dos estados do espaco de fase cinematico construido pela quantizacao de
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lagos, e este projetor foi definido de maneira covariante como sendo:
P = /D[B]D[A]ILL[A, B] exp[iC(A, B)] (6.112)

Onde P esta escrito em funcao de variaveis de primeira ordem, onde A é a conexao do
espago-tempo, B é o campo conjugado (no caso da RG, é o vierbein e), u[A, B] é a medida
de Haar apropriada e C'(A, B) sao os vinculos nao resolvidos até entdo. Logo, para um

estado arbitrario |¢) € J4,,, P|¢) é uma solucao para C(A, B)|¢) = 0.

Sendo assim, os elementos de matriz de P definem o produto interno fisico. Se |s),|s’) €

<%iin:

(s,8"), = (Ps,s") (6.113)

Quando estes elementos de matriz sao computados numa base de rede de spin invariante
(como a definida para o modelo BF 2+1 dimensional na se¢ao 4.7), eles podem ser ex-
pressos como a soma das histérias das amplitudes de transi¢ao das redes de spin, ou spin

foams.

qf/ o

Figura 6.12: Representacao gréafica de um spin foam, um 2-complexo simplicial que mostra
a transicao entre 3 estados diferentes de rede de spin.

Graficamente, uma histéria de spin foam do estado |s) ao estado |s') (Fs_s,{j}) gera um
espago topoldgico combinatorial conhecido como 2-complexo simplicial cujos limites sao
os grafos dos estados de rede de spin |s) e |s), e {j} s@o os valores de spin associados as

linhas e dos grafos (e C F;_¢) e as faces f C Fs_y. Vértices sao chamados de v C Fy_.,
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e o produto interno fisico pode ser expresso como a soma de amplitudes de spin foams:

(.80 = (Ps.s) = SONF-) Y T A TT AG) T A (6119

F, . (Y fCF, g eCF, . vCF, g

§—S8 S§—8 s§—s

Aonde N (F;_y) é um fator de normalizacao, e As(jr), Ac(je), Ay (ju) sdo as amplitudes de
face, linha e vértice, respectivamente. Veja que cardter discreto para o espago descoberto
na quantizacao de lacos é essencial, uma vez que podemos substituir a integral funcional
sobre este por uma soma de amplitudes de objetos combinatoriais, que sao os spin foams.
Com este método, podemos representar por spin foams a histéria de um campo gravita-
cional que pode ser interpretado como um conjunto de transicoes entre diferentes estados

quanticos do espaco.

6.5.2 Spin foams no modelo BF 241 dimensional

Como vimos acima, o formalismo dos spin foams é desenvolvido a partir da construgao de
um projetor P que define os estados fisicos da teoria e do produto interno destes estados
em uma base de rede de spin invariante, assunto tratado na secao 6.1. Tomamos entao a
equagao (6.27):

1 r(NEF(A
P|¥) = [ DNe /zT( ( ))|\1J> (6.115)

Onde N(z) € SU(2) e |¥) € 4, onde 4 C H,, que é separdvel. Lembrando agora
da regularizacao que fizemos no espaco, aonde a variedade foi dividida em p células de

2

tamanho €, aonde cada célula corresponde a uma plaqueta que forma um loop de uma

holonomia W, [A]. Entao, podemos escrever:

/ Tr(NF(A)) = lii%ze?Tr[Npr] (6.116)
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Onde N, F, sao os valores de N' e e Fl, no interior de uma plaqueta x,. A holonomia

W,[A] é dada por:
WAl = 1+ ET1e™ Fl(z,) + O(e?) (6.117)

Com isto, podemos escrever uma forma linear P(s) = (¢|P|s), onde |s) é um vetor da

base de rede de spin invariante e |¢) é o estado de vacuo (I' = 0):

e—0

P(s) = lim( ng/D./\/GZTTN Wil ) (6.118)

Podemos realizar a integracdo em N, utilizando o teorema de Peter-Weyl (secao 4.4.1):

/ DN TTINWT = 5725 4 l)Tr[li[(W)} (6.119)

E a equacao 6.118 se escreve como:

i)

—llinHZ 2j(p) + 1)(¢ Tr[] [(W,)]. ) (6.120)

Onde j(p) sao os valores de spin associados a holonomia W),. O produto interno definido

em P(s) é conhecido como representagao de Ashtekar-Lewandowski (AL).

Note que ao tomar o limite de P(s) estamos removendo a sua regularizagao, e a realizagao
deste processo varia com o genus g da variedade que estamos considerando ser >, mas
¢é demonstrado que o limite existe para ¢ arbitrario. Para uma variedade sem “buracos”
(g = 0), a regularizagao é trivial uma vez que nossas varidveis dinamicas A e B sdo bem

definidas sobre toda a variedade.

6.5.3 Os operadores de loops

Na representacao AL, cada Tr[[]’"” )(Wp)] age criando um loop fechado em torno da

plaqueta p com valor de spin j(p).



135

-2 N

K ] . : : TR I
LMWl [ gL =] \

\ B

Figura 6.13: Representagao grafica da acao de um operador de loop em um estado de rede
de spin.

Podemos introduzir um parametro de evolugao (nado-fisico) “temporal” que serve de co-
ordenada para organizar as sequéncias de agoes dos operadores de loops de (6.120), isto

é, assumimos que a acao de cada operador de loop ocorre em “tempos” diferentes.

Seguindo o método de derivacao das integrais de caminho de Feynman, vamos inserir a

particao unitaria de AL em cada instante t:

1= |07, 0(T,J,7l (6.121)

res

Que nada mais é que a soma da base completa de estados da rede de spin |s). Dessa forma,
P(s) pode ser interpretado como a soma de amplitudes correspondentes a uma sequéncia
de transicoes que podem ser vistas como uma evolucao “temporal” entre o estado inicial
|s) e o estado final |¢). Entao, o produto interno fisico entre estados da rede de spin |s)

e |s') é definido como:

(s,8"), = (Ps,s'y = (Ps,s) (6.122)

Ou seja, (6.120) é um operador hermitiano. Este produto pode ser interpretado como a

soma de amplitudes das transigoes entre o estado inicial |s) e o estado final |s')

Vértices da rede de spin evoluem como linhas cujos valores de spin sao dados pelos
intertwinners e as linhas da rede de spin (links) evoluem como faces bidimensionais,
cujos valores de spin sao dados pelos spins. Os locais aonde os operadores de loop criam

novas linhas definem os vértices.

Estas estruturas sao chamadas de spin foams e as amplitudes s@o puramente combinatérias
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Figura 6.14: A esquerda temos um conjunto de transigoes discretas do produto interno
fisico loop a loop e a direita temos a representagao continua (¢ — 0) de spin foam destas

transigoes.
ko 5
; n ;
m

Figura 6.15: Representacao grafica da acao de um operador de loop em um vértice da
rede de spin.

e podem ser calculadas explicitamente da acao dos operadores de loop na representagao

AL.

Um caso simples para o célculo destas amplitudes ocorre quando |s) e |s') s6 possuem

vértices trivalentes. Entdo na notagao de (6.114):
, °f Ji J2 Js
sl =>_ II @r+0> ] (6.123)
{]} fCFS—’S, UCFS*’S, j4 j5 jﬁ

Aonde vy é tal que:

L.vop=0se fNs#0AfNs#0
22vp=1se fNs#0V fNs #0

3.up=2se fNs=0AfNs =0
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Figura 6.16: A esquerda temos um conjunto de transicoes discretas que mostra a atuacao
de um operador de loop sobre um vértice de rede de spin e a evolucao loop a loop. A
direita temos a representacao (¢ — 0) de spin foam destas transigoes.

Onde V é a soma wedge ou uniao de um ponto, que faz a uniao disjunta de varios espagos

topoldgicos em um tinico ponto de base.

A amplitude dos vértices é dada pelo simbolo-6j de Wigner, que é uma maneira compacta
de descrever as simetrias entre estes valores de spin j, como permutacao de colunas,
elementos da linha de cima com a linha de baixo, condigoes de triangulacao j; = |72 —

J3| @+ @ jo + j3 e relagoes de ortogonalidade.

6.5.4 Comentarios sobre spin foams na gravitacao 3+1 dimen-

sional

Como discutimos anteriormente, nao existe rigorosamente a construc¢ao de um produto
interno fisico na quantizagao de lagos 3+1 dimensional. A utilizagdo do formalismo dos
spin foams como método para a definicao do produto interno fisico foi introduzida for-
malmente por Rovelli e Reisenberger. [7,38,39] As dificuldades de se analisar a dinamica

em 4 dimensoes estao associadas as dificuldades de se quantizar o vinculo escalar C, como
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vimos na secao 6.3. O produto interno fisico é definido como:

: i [ N
< Ps, s >y= H5[C(x)] = /D./\f <e Jz 5,8 >

= /DNig<
n=0

/E N(x)é(x)rs,s' S (6.124)

Aonde < |, >4 é o produto interno do espaco de Hilbert das solugoes do vinculo
vetorial ;. J& se sabia (ref?) mnos primérdios da teoria que estados de loops suaves
eram aniquilados por C independente de qualquer ambiguidade em sua defini¢ao, entao,
C age apenas sobre os vértices da rede de spin, como o operador volume 7#5. Logo, a

acao dele é criar novas linhas e vértices, modificando o grafo dos estados da rede de spin.

n

m nop m

Figura 6.17: A agao do vinculo escalar e sua representagao de spin foams. N(z,) é o valor
de N no vértice e Cy,)p sao elementos de matriz de C'.

Entao, cada termo de (6.124) representa uma sequéncia de transi¢oes dadas pela agao de
C nos vértices da rede de spin dos diferentes estados que interpolam os estados |s) e |s) e
assim como vimos no modelo BF 2+1 dimensional, a equagao (6.124) pode ser interpretada
como a soma de “historias” de redes de spin representada graficamente por um espaco
simplicial 2-complexo. Os valores das amplitudes de “transicao” vao ser dados pelos
elementos de matriz de C , Ou seja, mesmo que a estrutura qualitativa seja independente
das ambiguidades na quantizacao de C’, as amplitudes de transicao vao depender da

maneira que tomamos C'.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho nés analisamos a construgao e consequente quantizacao de duas teorias:
o modelo BF e a gravitagao. Para realizar a construcao destas teorias, desenvolvemos
as ferramentas matematicas adequadas para se tratar teorias de calibre (e no caso da
gravitacao, antes desenvolvemos o formalismo para expressar esta teoria como uma teoria
de calibre) e utilizamos este formalismo para realizar o procedimento de quantizacao

canonica.

Em 241 dimensoes, tanto o modelo BF quanto a gravitagao sao teorias topoldgicas, isto
é, possuem a hamiltoniana completamente vinculada entao toda a evolucao da teoria é
dada por estes parametros das simetrias geradas pelo vinculo hamiltoniano. Em 3+1
dimensoes, vimos que a teoria da gravitacao, mediante a uma fixacao de calibre parcial,

pode também ser descrita por uma hamiltoniana completamente vinculada.

Afim de dar continuidade na quantizacao da teoria construindo um espaco de Hilbert para
as nossas grandezas dinamicas quantizadas canonicamente, desenvolvemos o formalismo
da quantizacao de lacos e com este formalismo foi possivel construir uma base ortonormal
para os estados quanticos, conhecida como rede de spin. Dai, em ambas as teorias anal-
isadas neste trabalho nés estudamos a construcao dos operadores gerados pelos vinculos e

consequentemente a construgao de uma base para os estados quanticos fisicos (que contém
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as simetrias da hamiltoniana), que chamamos rede de spin invariante.

Uma vez que construimos uma base de estados fisicos (exceto no caso da gravitagdo 3+1
dimensional, onde este é um problema em aberto) nés podemos estudar alguns observéveis
(parciais, no caso da gravitagao 3+1 dimensional) da teoria, em particular, no caso do
modelo BF 2+1 dimensional num espaco euclidiano, vimos que os observaveis compri-
mento e area geram um espectro de autovalores discreto para a base de rede de spin
invariante, o que corrobora com a idéia de que ao quantizarmos o campo gravitacional,
teriamos a discretizagdo do espago-tempo. A partir da base dos estados fisicos também
podemos construir o formalismo dos spin foams, que da um significado dinamico ao pro-
duto interno de dois estados quanticos na base de spin invariante, que pode ser visto com

a soma das histérias das amplitudes de transicao das redes de spin.

As perspectivas de estudos futuros que surgiram no desenvolvimento deste trabalho en-

volvem:

e Explorar a dinamica dos estados quanticos obtidos no modelo BF 141 dimensional
afim de estabelecer um comparativo com a dinamica da teoria de Chern-Simons

tridimensional, discutida em [19], [40];

e A andlise mais formal de um modelo BF de dimensoes maiores que possivelmente
apresente outros termos acoplados a a¢do (como o modelo BF 4D de J. Baez [15]
ou o modelo Barrett-Crane (BC) [41]) [42] e as implicagoes destes na compreensao

da gravitagao quadridimensional;

e A analise das teorias descritas aqui neste trabalho considerando outras algebras de
Lie, tomando outros grupos de representagao (como o modelo BF 2+1 lorentziano

SU(1,1) estudado por Freidel [30,43]);

e Um estudo mais cuidadoso da construgao do projetor P para o modelo BF 241
dimensional utilizando a teoria das distribuicoes e das implicacoes para a dinamica
quantica ao fazé-lo, bem como acompanhar o estudo da construcao do projetor

generalizado P para a gravitagao quadridimensional via o programa do vinculo
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mestre de Thiemann [31], [33], [32] que visa reduzir ou tornar independente de

ambiguidades de quantizacao o formalismo dos spins foams nesta teoria.
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Apeéendice A

Revisao de Geometria Diferencial

A.1 Grupos de Lie

Na matemadtica, um grupo de Lie [13], [44] é um grupo que também é uma variedade
diferenciavel, o que faz com que as operacoes dos elementos do grupo, ou geradores,
sejam compativeis com a estrutura diferencial. Neste trabalho, quando nos referimos
a grupos de calibre (gauge) ou ainda grupos de simetria, estamos considerando que os

grupos citados sao grupos de Lie.

Os grupos de Lie, por serem variedades diferenciaveis podem ser estudados utilizando o
calculo diferencial, em contraste com os casos mais gerais de grupos topoldgicos. Uma
das idéias chave na teoria de grupos de Lie é substituir o objeto global, o grupo, por sua
versao local ou linearizada que é chamada de grupo infinitesimal cujo estudo é conhecido
como algebra de Lie, que é a teoria que atualmente melhor descreve as simetrias continuas

de objetos e estruturas matematicas.
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A.1.1 Alguns de grupos de Lie

Escrevemos aqui alguns exemplos de grupos de Lie que aparecem neste trabalho, ao longo

do texto.

e O espaco euclidiano R"™ com a adi¢ao vetorial comum como operacao do grupo se

torna um grupo de Lie abeliano nao-compacto n-dimensional;

e O grupo circulo 8! que consiste em ntimeros complexos com valor absoluto = 1

sobre multiplicacao. Este é um grupo de Lie abeliano compacto unidimensional.

e O grupo ortogonal O(R"™), formado por todas as matrizes ortogonais n X n com

(n—1) ;- .
———-dimensional desconexo, mas que tem um

valores reais. Este é um grupo de Lie
subgrupo conexo SO"(R) de mesma dimensao que é formado por matrizes ortogonais
de determinante = 1, que é conhecido como grupo especial ortogonal (em inglés,

Special Orthogonal group) (para R™ = 3, temos o grupo de rotagoes).

e O grupo unitario U(n) é formado por matrizes unitdrias nxn com valores complexos.

Este é um grupo de Lie de dimensao n?

compacto e conexo. Matrizes unitarias de
determinante = 1 formam um subgrupo conexo fechado de dimensao n? —1 chamado

de SU(n), o grupo especial unitério (em inglés special unitary group).

e O grupo de Lorentz e o grupo de Poincaré sao os grupos de isometrias lineares e
afins do espago de Minkowski (interpretado como o espago-tempo da relatividade

restrita). Eles sdo grupos de Lie de dimensao 6 e 10.

A.1.2 A Algebra do grupo SU(2)

Para definir o Grupo de Lie G (consideramos grupos semissimples) temos que definir os

geradores de transformagoes infinitesimais g. Vamos definir o grupo SU(2) como exemplo
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e para tal, seja 1 um vetor do espago tangente Tp.M cuja fibra é o grupo G:

g € Gy =gy (A1)
g ~ l4+w; |w<<1 (A.2)

Propriedades de SU(2):
Os ¢ sao matrizes 2x2 (A.3)
do~(1+w)il4+w =140 +w=1 : |wl=—-w (A.4)
det(g) =1 : |Tr(w)=0 (A.5)

Com estas propriedades, podemos escrever uma base para as matrizes w usando as ma-

trizes de Pauli oy, com (I = 1,2,3).

I
Q
w

I

>
=

01 = ;02

E chamamos a base dos geradores w de 17, que obedecem: —%al =T;. Em geral:

w(z) = w!(2)T; (A.7)

Note também que:
1
Tr(TiTy) = _§5IJ (A.8)
As relagoes de comutacao entre os 17:
[T7,Ts] = froxTk (A.9)

Onde fr;x é a constante de estrutura do grupo, em SU(2): frjx = €1k, 0 tensor de

Levi-Civita.
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A.1.3 Homeomorfismos de SU(2)

H& um homeomorfismo entre SU(2) — SO(3) dado por:
1
9 € SU(2) — Ry;(g) = §T7"(0i90j9ﬂ (A.10)

Onde i,j = 1,2,3. S6 que R(—g) = R(g), entdo o espago nao ¢ isomoérfico, pois uma
curva indo de g a —g em SO(3) é uma curva aberta, mas em SU(2) ¢ uma curva fechada,
entao esta mesma curva vai ter classes de homotopia diferentes dependendo do espago em

que ela estiver definida, o que mostra que estes espagos nao sao isomorficos.

A.2 Formas diferenciais e vetores

A.2.1 Representacao adjunta para formas e vetores

A partir do estudo da dlgebra do grupo de calibre SU(2), podemos adotar uma notagao

para expressar nossos campos vetoriais e formas diferenciais da seguinte maneira:

A, — ALT] = Ai (A.11)

B, — BIT; = B (A.12)

A.2.2 Formas, vetores e tensores em uma variedade diferenciavel

Vamos introduzir o conceito das formas diferenciais [4], [13], [44], que temos como exemplo
Aﬁdx“. Aﬁ pode ser considerado uma conexao, que define a derivada covariante na var-
iedade diferenciavel. Uma variedade diferenciavel é um conjunto de pontos P que possui
uma topologia e estes pontos possuem homeomorfismos, ou seja, uma transformagao que

caracteriza de maneira tnica o ponto P.
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Figura A.1: Para pontos P € U, e Q € Ug podemos definir transformacoes de coordenadas ¢,
e pg que mapeiam os pontos da variedade M em subespagos R".

Podemos escrever as transformacoes de coordenadas de forma geral:

o =2 (x) (A.13)

Que em uma variedade diferenciavel sao funcgoes definidas em C*°, infinitamente difer-

enciaveis.

Agora vamos definir os Vetores:

oM@ ,pu=0,...,D—1 (A.14)

E a derivada na direcao de um vetor:

o (D)0,/(%) (A.15)

Onde f (%) é uma funcao que é definida de forma que os vetores escritos nesta forma sejam
invariantes. Chamamos f(p) uma fungao escalar, isto é, invariante sob uma transformagao

de coordenadas:
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Considerando transformagoes infinitesimais:
a = at = (&) €] pequeno

f@) = f@-¢)
(&) = [@+8) = f(@) +&"0uf = (&) +6f(Z)

Entao escrevemos o vetor v(p) com p € M, sendo um operador diferencial definido num

sistema de coordenadas x por:

(0f)(&) = v*(Z)0uf(7) (A.16)

Note que v*(Z) pode ser visto como o médulo das componentes e 0, f(Z) como os vetores
da base definida por f. Uma vez definido desta forma, temos independéncia do sistema de

coordenadas, o que queremos para trabalhar com vetores na nossa variedade diferenciavel:

0 0
(= !/ =/ — w2 —
HE) o fF) = (@) ()
o ox”

A equacdo (A.17) é justamente a definigao de vetor covariante, que obtivemos como

consequéncia de f(p) ser escalar. Em geral, temos o tensor:

oz'M ox'H2
Lk (7Y = tyH2 B tHvEsTEn L A.18
(@) == e (A.18)

A.2.3 O espaco tangente 7Tp e o espacgo dual T}

Sempre podemos definir um espaco dual a um espaco vetorial pré-definido, entao chamamos

de T o espago dual do espago tangente T),. Um elemento w € T ¢ uma forma linear
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w(av + fw) = aw(v) + fw(w) sobre T),:

w:T, — R (A.19)

v — wv)

Figura A.2: O conjunto dos vetores v de um ponto p se chama espago tangente 7, que
é um espaco vetorial, isto é, obedece propriedades vetoriais tais como o produto de dois
vetores continua dentro do espaco, etc.

v k2

O dual T} também ¢ um espago vetorial:

w1 (V) + cows (V) = (crwy + cows)(v) (A.20)

Onde wy,wy € Ty, v € Ty ecy,c € R A dim(T)) = dim(7,) = dim(M) = D. Escrevemos
uma base de um sistema de coordenadas para T : {dzt,p = 0,...,D — 1} definida por

dxz#(9,) = 0} para definirmos a 1-forma geral w € T

w = w,(T)dx" (A.21)

Que independe da escolha de coordenadas. O delta descrito acima nada mais é do que a

maneira de escrever a 1-forma como sendo um vetor contravariante:

ox”
O = gt
oz’ oz¥
oo v . —
dz'" = 8:1:”dx #wu(x)——ax/uw,,(a:) (A.22)
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A transformacao infinitesimal associada a 1-forma w é:

ozt = o't —at = -7 (A.23)

dw, = f’\é?,\wu—l—auﬁ)‘w,\ (A.24)

A.2.4 Multiplicagao de formas diferenciais

Podemos generalizar a 1-forma para p-formas de forma anédloga ao que fizemos dos vetores

para tensores:

e vetor — produto tensorial 7, ® T, ® - - - ® T}, (p vezes) — gera um tensor de rank p;

e 1-forma — produto tensorial o B (p vezes) — gera p-formas.

Mas o produto tensorial ¢ antissimétrico T AT}, entao uma 2-forma geral vai ser escrita

da seguinte maneira:

1
Wy §wu,,(f)d:v’“‘ A dx” (A.25)
E como a base da# A dov = —da¥ A dxp sao nimeros de Grassmann, w,, pode ter uma

parte simétrica e outra antissimétrica, mas sé a parte antissimétrica sobrevive a contragao

dos indices, entao w,, = —w,, e:

wiadzt A dx? + wordz? A dxt = 2wiadxt A da? (A.26)

As p-formas sao entao:

Wy = awm...upd:c“l A ANdatr (A.27)
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Se queremos a independéncia de um sistema de coordenadas, os w’s vao se transformar

de uma maneira particular:

r — (D)

ox” ox¥r

/ _»I p— e —
Wy (T) = S iy (A.28)
oWy, = E0Wprpy + O & Wiy + 0 & Wy (AL29)

Consideramos agora o produto exterior, que mostra algumas propriedades importantes

das formas:

1 1
Wy Nwy = Ewm“.upawm...pqu“l Ao Ndat AdaP Ao N daPe (A.30)

E uma (p+q)-forma. Se os nimeros p ou q forem pares eles comutam e se ambos forem

impares eles anticomutam:
wp A wy = (—1)Pw, Aw, (A.31)

Note que da* A dz* = 0. Seja dim(M) = D, entao o maximo de dx que podemos colocar

juntos ¢ igual a D. Por exemplo, para D = 2:

I-forma:  w,dr" = widz' + weda? (A.32)
2-forma: wdr! N dx” = wiadx! A da? + wyrda® A dat (A.33)
3-forma: Wuwpdx! N dz” N\ dz” = wig, dxl A dz? A d.21311+ --e=0 (A.34)

=0

Por fim, uma 0-forma nada mais é do que uma fungao escalar:

w = w(?) (A.35)

Sw(@) = 9w(T) (A.36)
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A.2.5 Derivagao de uma forma

Definimos da seguinte forma o operador derivada exterior d:

1
dwp = = 0uwpy ey, d? N dzh™ A - A da? (A.37)
p

Este operador derivada exterior d é intrisecamente um operador impar, uma vez que ao

derivar uma p-forma w, geramos uma (p+1)-forma dw,,.

Algumas propriedades desta derivada:

& =0 (A.38)

d(wp ANwy) = dwp Awg + (—1)Pw, A dw, (A.39)

A propriedade (A.38) pode ser mostrada levando-se em conta que o produto de uma

grandeza simétrica com uma grandeza antissimétrica ¢ nulo com a permutagao dos indices:

dw, = Oyuwdz" A--- (A.40)

ddw, = 0,0, w dx"ANdz" N---=0 (A.41)
N

simétrico antissimetrico

Faremos alguns exemplos para mostrar que este operador realmente representa uma

operagao de derivacao, primeiro consideramos p = 0:

wo = [(2)
dwy = 0,f(Z)dz" (A.42)

Onde f(Z) é uma fungao escalar (0-forma), entao 0, f(Z) nada mais é do que um gradiente

e o operador d faz o papel de derivada convencional. Consideramos agora 1-formas:

wi = wydah

dwy = Oyw,dz” Adz" (A.43)
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Lembrando que devido a contracao com dz* Adx” sé a parte antissimétrica vai contribuir,

entao:

1
dwr =[50 + Ouw) + 50wy = Oy )da N da”

N —

(Opwy — Opwy )dx! A dz” (A.44)

dw1 =

N | —

Que ¢é o rotacional de w,. Note que os resultados que achamos até agora sao consistentes
com as duas propriedades citadas acima, levando-se em conta que o rotacional de um
gradiente é sempre nulo (equacao A.38). Olhando para formas de ordens maiores, como
p=2,3,..., sempre vamos encontrar o padrao de permutacao ciclica entre derivadas de
componentes, que é uma analogia ao rotacional das componentes, como a divergéncia no

caso p = 2.

A.2.6 Integracao de uma forma

Seja wp uma D-forma, e queremos calcular a integral / wp, com V C M. Para tal,
1%

faremos uma generalizagao, melhor dizendo, restringiremos nossas formas dx* que sao a

base do espago dual T3 a serem elementos infinitesimais no espago V, isto é:

1
WD = 7@ dx! N\ A dx!? (A.45)
forma volume av
Entao a permutacao de dz*' A dx#? A --- A dz*P gera uma forma volume +dV se as

permutagoes forem pares e uma forma volume —dV se as permutacoes forem impares.
O simbolo que expressa este comportamento é o tensor de Levi-Civita e#1"#P  que é

completamente antissimétrico. Entao, seguindo a seguinte convencao:

+1 se a permutacao for par
L012:(D=1) _ | (A.46)

—1 se a permutacao for impar
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Temos dx"* A - -+ AdxhP = gt FodV | entao:

1
wp = ﬁg“l'"“Dwm...#DdV
wp = wdV (A.47)
Finalmente, escrevemos a integral:
/ wp = / dadx! - - - daP o (%) (A.48)
1% v

E importante notar que esta operacao de integracao nao define nenhuma métrica, mesmo
que estejamos falando de uma “forma volume”. O que esta operacao faz é definir um
mapa entre coordenadas, e se definirmos uma base encontraremos comprimentos, areas,

volumes naquele sistema de coordenadas definido.

A.3 Outros operadores derivadas

A.3.1 A antiderivada

Um operador que obedece a regra de Leibniz gera uma operacao que chamamos de
derivacao. Um operador que obedece a regra generalizada de Leibniz gera uma operagao

chamada de antiderivacao.

Definimos entdo o operador i, associado a um vetor v : v = v*(Z)d, de forma que suas

propriedades sao tais que:

ip(wp Awy) = (lywp) Awy + (—1)Pwyiyw, (A.49)
iydxt = v" =i, 0-forma =0 (A.50)
(i,)> = 0 (A.51)

Note que (A.50) transforma uma forma de grau (D) em uma forma de grau (D-1) e
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também é um operador impar de antiderivacao. Chamamos i, de derivada interior ou

contracao. Calculando algumas derivadas de formas:

w1 = dy(wde?) = wyiydet = w,t (= w - v) (A.52)

) 1
LWy = mwﬂl‘“ﬂpvﬂld‘r2 A Adxtr (A53)

A.3.2 A derivada de Lie

E um operador £, associado a um vetor v, e é uma combinacao da derivada interior e da

derivada exterior:

Lyw, = (iyd + diy)w, (A.54)

Este operador é um objeto par, pois conserva o grau da forma. E respeita a regra de

Leibniz, assim sendo chamamos £, de uma derivagao.

Notacao: A partir de agora, sempre que nos referirmos ao produto de duas formas,

estaremos falando do produto wedge, a menos que se diga o contrario w, A wy = wywy.

Da definicao da derivada de Lie, podemos deduzir varias propriedades interessantes, tais

CcOomao:

dlyw = L,(dw) (A.55)

Liw = fLywH+df Niyw (A.56)

Vamos calcular a derivada de Lie £¢ para uma 0-forma associada & = £/0,:

Egu)() = igdtdo‘}‘dig(.do

= ?:gaqudl’u = f‘uaqu = 5diﬁreowO (A57)

Ou seja, a derivada de Lie sobre uma O-forma tem o efeito de uma transformagao geral

infinitesimal (2/* = z* — &*) de coordenadas Oyge.wo = EH0,wpy, onde a O-forma é um
diffeo“0 w0
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invariante sobre difeomorfismos associados ao parametro £#. No caso da 1-forma:

Lew, = dedw,drt + digw,dz"
= ig(Oyw,da”da?) 4+ d(§Hw,)

= Ow,tdat — O,w,dz" & 4 0,"dr"w,, + £HOyw,dat
Renomeando alguns indices somados e cancelando o segundo e quarto termos:

,ngl = (f’\akwqu@M{)‘w)\)dx“

= (5diffeow/.l,)dxu (A58)
Em geral:

1
Eﬁwp = H((Sdiffeowm...“p)dxm - dxhr (A'59)

A derivada de Lie entao é uma boa candidata para escrevermos uma integracao invariante

sobre difeomorfismos (2’ =z — &):

/w’p—/wp Z/ngDZ/(ifdeeri&wD) :/ding (A.60)
v 1% 1% 14 v

Pode-se mostrar que digwp = dig(0dV) = d(@igdV) e nossa integral pode ser escrita

comao:

/V diewp = /V dPz0,(£"D) (A.61)

O difeomorfismo deixa a borda de V fixa, entao a integral é invariante quando tomamos
o limite de V' — oo e d”z — 0. A quantidade entre parénteses (£#@) é uma densidade

escalar.

Um exemplo onde este tipo de estrutura é utilizada ocorre na RG, onde os escalares da
teoria sao multiplicados por fatores envolvendo ,/g justamente pelo fato que queremos

que os objetos desta teoria se transformem como (A.61).
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A.4 Invariancia sobre difeomorfismos

Na secao anterior estudamos as condigoes para que wp seja invariante sobre difeomorfis-

maos:
8op = Lewp = 0,(8"ap) (A.62)

Onde &"wp é a densidade escalar. Uma vez que / wp = 0, vamos utilizar esta forma
M

para escrever agoes, que vao ser invariantes sobre difeomorfismos. Por exemplo, na RG a

acao tem uma forma do tipo / d4x\/§R, onde R é um escalar de curvatura. A invariancia

desta integral é obtida devido ao termo de densidade escalar /g que podemos mostrar a

partir da lei de transformacao do tensor métrico:

6difg/u/ = fkaug;w + 8/15“9/\;1 + aug/\gu/\ (A63)

5(V19IR) = OAEIg)R + V]9l R = 0r(€"/]g|R) (A.64)

Com isto vemos que a acao de Einstein-Hilbert é invariante sobre difeomorfismos:

1
SEH = 5/d4l’\/ —gR (A65)

A.4.1 Integrais invariantes

Estudaremos agora as integrais de linha, entao consideraremos uma 1-forma a = a,dz*
integrada sobre uma curva C'.

Sg

C(s)

g k'
51 \1/‘ Reta tangente a ds

a

Figura A.3: A curva C' € M, aonde aplicamos uma parametrizagdo x(s) para realizar a
integracao.
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Definimos o sistema de coordenadas para a integracao:

e Coordenadas de M :z*, u=0,...,u=D —1

e Parametrizar a curva s,s; < s < 89

Escrevemos as equagoes paramétricas de C"

= ah(s),s1 <5< 59 (A.66)
dat
drt = %ds = 2™"(s)ds (A.67)

Ao longo de C'. Note que tomamos as formas dz* como diferenciais e a nossa integral de

linha é definida como:

/C 0= / ds a,((s))2™ (s) (A.68)

Que independe das escolhas de coordenadas e de parametrizacao.

1
Consideramos agora a integral de uma 2-forma: w, = §wu,,(:c)d:c“ A dx”. Note que ao

tomarmos dz* A dz” como diferenciais, temos um elemento de area.

Figura A.4: A superficie S € M, aonde aplicamos uma parametrizacdo x(u,v) para
realizar a integracao.

Uy, U2, V1, U2
Escrevemos as equagoes paramétricas ao longo da superficie S:

o = zt(u,v) (A.69)

dzt = %idu+aidv (A.70)
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O elemento de 4rea se escreve como:

0t 0x” 1 gy 4 0292
ou Ov Y v ov Ou

oz* 0x¥ Oz Ox”
<8u 5% Do du Ydu A dv (A.71)

dz* Ndx¥ = dv A du

E a integral de superficie é definida como:

1 Ox* Ozv  Ox* Ox”
/E o= /Z dud w (o, 0)) (55— S50 (A.72)

A generalizacao para D-formas ¢é evidente.

A.4.2 Comutadores de formas diferenciais

Os comutadores e anticomutadores que aparecem entre formas podem ser reescritos como
comutadores graduados, devido a antissimetria do produto wedge. Seja entao X uma

P-forma e Y uma Q-forma, o comutador generalizado ou graduado ¢ tal que:

[(Xp, Yol = XpYo — (-1)" ¥ Xy (A.73)

Isto é, se P e QQ forem impares teremos relacoes de anticomutacao e em outras situagoes,

relacoes de comutacao.

A.4.3 Regra de Integracao por partes

Considerando Xp uma P-forma e Yy uma Q-forma:

D(XpYy) = (DX)Y + (-1)PXDY = d(XpYy) + [A, XpYq) (A.74)

Tomando o Tr(XpYy) vemos que:

D(Tr(XpYy)) = d(Tr(XpYo)) + 0 (A.75)



Pois Tr[Xp, Yg| = 0, uma vez que:

(YoXP)ay = YgapXrp,
Tr(YoXp) = YgapXppa

= (~1)*"XpsaYoas = (1) Tr(XpYp)
Entao:
d(XpYy) = D(XpYg) = (DXp)Yg + (1)’ XpDYy
Entao este resultado gera uma férmula de integracao por partes:

Tr/(DXp)YQ = (—1)P+1Tr/XpDYQ +Tr/D(XPYQ)
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(A.76)

(A.77)

(A.78)

Aonde podemos utilizar a notagdo de componentes e as propriedades do trago para obter:

Tr / &2’ X' DY) = (—1)P2 Tr / ' DI XYY"

No caso particular (2.39) da equagao (A.78), o dltimo termo é entdo:

d(nF) = DnF + (-1)"*nDF =0

(A.79)

(A.80)

Sabendo que DF' = 0 mostramos que a variacao da acao é mesmo dada pela regra de

integragao dada em (2.39):

§ TT/BF = Tr/DnF = (—1)D2Tr/77DF =0

(A.81)
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Apeéendice B

Complementos sobre Quantizacao

Canonica

B.1 A quantizacao do campo de Schrodinger

B.1.1 A acao de Schrodinger

Vamos comegar da integral de acao I, que gera a equagao de Schrodinger, e mostrar que
podemos obter a dinamica da mecanica quantica descrita pelos comutadores, e mediante

a aplicacao do teorema de Ehrenfest, obter a base da representacao de Heisenberg:

2

I = / Ldtd*z , onde L = ika)*h — h—ww* (B.1)
M 2m

Note que ¥ e ¥* sao campos independentes.

Entao, o primeiro passo do método é converter a nossa lagrangiana para uma hamiltoni-

ana.

Vamos escrever as equacoes de movimento de Lagrange em coordenadas generalizadas, que

L : _ d, 0L oL _
seguem da variacao da integral de acao: — = —— e para passar para o formalismo

dt(a_qn) A



hamiltoniano introduzimos as variaveis de momento P,, definidas por:

)

Pn—_.
I

161

No caso da agao de Schrodinger, definimos os momentos conjugados aos campos ¢ e ¥*:

o= %y

0
oL

a0

*

Que respeitam as relagoes fundamentais de comutacao:

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Note que os momentos nao sao fungoes independentes das velocidades, entao vao existir

relagdes do tipo ¢,,(q, P) =~ 0 que sdo chamadas vinculos primérios, no nosso caso:

Q

b1

Gy ~ II"

T — ifi*

Podemos agora escrever H = P, ¢,— L e nosso H vai ser uma equacao integral da densidade

hamiltoniana H = / Hdz:

. . . . OR2
H = I, — L=1Iy+IT"Y* —ihp™y + %vaw*

2
H = il )+ 0" — it + ;—mww*
H = ﬁww*
2m

(B.8)

Sé que esta hamiltoniana nao é unicamente determinada porque podemos adicionar qual-
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quer combinacao linear de ¢’s, que sao zero. Escrevemos entao H..:

2

°" 2m

As equagdes de movimento de Hamilton segundo o método variacional sao:

: OH Odm,

Un o, o, (B.10)
. 0OH Obrm

I, = a0, U, a0, (B.11)

Usando o formalismo dos colchetes de Poisson, podemos reescrever estas equagoes para

que sejam da forma (sendo g uma fungao qualquer):

9 =9, H| + umlg, om] = 9, H + tm&m] (B.12)

B.1.2 O Algoritmo de Dirac-Bergmann

Comecamos o Algoritmo de Dirac-Bergmann, primeiramente devemos verificar as condic¢oes
de consisténcia dos vinculos, trocando g por um dos ¢’s. Um vinculo é dito consistente

quando este nao evolui no tempo, isto é, colocando g =0 e g = ¢,,:

[¢m7 H] + Uy [Gbm, gbm’] ~ 0

No caso de Schrodinger temos que fazer duas verificagoes, uma pra ¢; e outra para ¢s:

(91, H] + uz[¢1, 2] = 0 (B.13)

(92, H] + ui[¢2, 1] = 0 (B.14)
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Entao resolvemos os seguintes comutadores:

[ Eve@. 0@ = [ @y - i @.mm)
= [ @yl @1 @)
_ —ih/d?’yég(f—gj)
— i (B.15)

h? h?

H é a integral: 2—/d3yv¢v¢* = 2—/d3y{V(VQM)*) —¢*V*)} ou sua conjugada,
m m

entao utilizamos o teorema de Stokes e excluimos o primeiro termo (divergente) e ficamos

com — / d®>y1*V*) ou sua conjugada. Assim os comutadores sdo triviais:

[l —ihp*, H] = %v%* (B.16)
I, H] = %V% (B.17)

Podemos entao resolver explicitamente (13) e (14) de forma que:

th _,
= B.1
Uy 2mV (0 (B.18)
ih _,
= —— * B.19
U2 2mv v ( )

Note que u; = u3. Caimos no caso onde as condigoes de consisténcia impoem valores para

os coeficientes u,, e o algoritmo encerra.

B.1.3 A hamiltoniana total

Agora vamos supor que os u’s sao desconhecidos e temos duas equagoes nao homogéneas

para u; e uq, onde u,, sao funcoes de q e P.
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Como esta solugdo nao é unica, podemos adicionar qualquer solugao V;, (g, P) da equagao

homogénea associada a (13) e (14):
Vi [ Grr] = 0

Como queremos a solucao mais geral, devemos considerar todas as solucoes V,,,, indepen-

dentes u,, = U,, + v,Van em termos de v, que sao arbitrarios.

A hamiltoniana total se escreve como:

HT = H+ Um¢m + Uavam¢m - Hc + Ua¢a

i
Hy = %ﬁ BTV — TV + vt (B.20)

Note que essa nova hamiltoniana total tem equagoes de movimento da forma ¢ ~ [g, Hr].
Os v’s sao coeficientes ou fungoes arbitrarias do tempo que satisfazem os requerimentos

para uma teoria dinamica.

B.1.4 A classe de um vinculo

(ACHO QUE O COLCHETE COM H DEVE TAMBEM SER FRACAMENTE NULO.
POR FAVOR VERIFIQUE.)q
Olivier, no livro do Dirac [16] estd como defini¢ao o colchete de g e 0s ¢ apenas - Diego

08,/02/10

Para desenvolver o algoritmo de Dirac-Bergmann, precisamos introduzir o conceito de

classe dos vinculos: Uma varidvel dinamica g(q, P) é dita de primeira classe se

(9, ¢m] =0 (B.21)

Caso contrario g(q, P) é dito ser de segunda classe. Vale ressaltar que apenas uma igual-

dade fraca é necessdria, isto é, o resultado do colchete (B.21) pode ser uma quantidade
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fracamente nula, como um vinculo.

B.1.5 Os colchetes de Dirac

Observe que se fazemos g = ¢,y na equagao (B.21):

[¢1, ¢2] = _ih53(f— ?j) # 0

Entao nossos vinculos sao de segunda classe. A idéia por tras de quantizar uma teoria
com vinculos secundarios é que a propria existéncia de vinculos secundarios significa que
existem graus de liberdade que nao sao fisicamente importantes e podemos redefinir os
colchetes de Poisson em colchetes de Dirac. Primeiro formamos um determinante com os
vinculos de segunda classe ¢; = x;:

0 , 0 —ih ,
det(A) = bl | FB(F— ) = R8T —§) #0

[XQ, Xl] 0 ih 0

Como det(A) # 0, a matriz A pode ser invertida:

0 1
ATl = " eE-g)
_iLh 0
Definimos o novo colchete como:
(€t =6l = Y [ dadyleIaden) (B.22)

Note que as propriedades e as equagoes de movimento associadas se sustentam com a
redefinicao do colchete {g, Hr} ~ [g, Hr|. Antes de trabalhar com os novos colchetes

podemos colocar os x = 0. No caso de Schrodinger, significa que os dois vinculos podem
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ser tomados como igualdades fortes:

p1=0 — Il =ihy* (B.23)

po=0 — II"=0 (B.24)
Isto significa que nossa hamiltoniana pode ser escrita como:

HT = H+Ua¢a

h2
Hr = 3 BrVYVY* + Ve, (B.25)

Como II o 9* e II* = 0, excluimos o grau de liberdade II e nossos comutadores funda-

mentais sao:

W@ @} = 0@ @} =0 (B.20)
@@y = 20 (B.27

E com isto terminamos o método hamiltoniano de quantizacao canonica sobre a acao de
Schrodinger. Note que basta chamar os campos de operadores ¥» — 1) para termos o
operador hamiltoniano Hy — Hp bem como as relagoes fundamentais de comutacao da

mecanica quantica.

(@5, 2;] =0, [p;,p;] =0, [2:,0;] = ihd;;. (B.28)
ﬁ:ﬂ@+vw) (B.29)
2m

Onde p = —ihV e V(Z) é arbitrario.
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B.2 Construcao do espaco de Hilbert cinematico

B.2.1 O espacgo de fase classico

Seja um espago de fase cldssico formado por coordenadas generalizadas (¢%, P,) com
a =1,...,D cujo colchetes fundamentais se escrevem como [¢%, P3| = 5. Os vinculos de

primeira classe s@o tais que C,(q, P) =~ 0 com a = 1,... e obedecem [C,, Cy| = F,,“C..

O primeiro passo para quantizarmos este espago de fase é definirmos os operadores autoad-

juntos ¢* e P, com &lgebra finita gerada pelo comutador, via principio da correspondéncia:

(%, B)] = ihd (B.30)

B.2.2 O espaco de Hilbert na MQ

Vamos construir um espaco de Hilbert cinematico 7% de representacao desta algebra.

Entao seja ¢* e P, operadores lineares autoadjuntos atuando em .77, entao V |¢) € J4;:
J J

qlv) € A, (B.31)

Ply) € # (B.32)

Na Mecanica Quantica convencional temos em J;:

F) = @) (5.33)
Pasta) = —inZH Y (B.34)

Temos que construir um espaco de Hilbert cinematico .77, de representacao desta algebra
andlogo ao espago de Hilbert da mecanica quantica, onde 1(g) é uma funcao tal que

/ dAq|? < oo, isto é, ¥(q) precisa ser diferencidvel e bem definida no subespaco S das
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fungoes C'*° de decrescimento rapido.

O subespaco S C %, e se S é denso, S = . S é chamado de fecho de S, que podemos

definir melhor a seguir:

Seja uma sequéncia de Cauchy |¢,), n =1,...,00 tal que || [¢,) — [m)]| — 0. Temos as

seguintes condicoes:

1. 4, é completo se todas as sequéncias de Cauchy ,, tém um limite 1):
Jim [[ 46} — )] = 0 (8.35)

2. Se S nao é completo, definimos S, que é o conjunto de todos as sequéncias de Cauchy

de S.

3. Seja V e W dois espacgos vetoriais onde V' C W, W é completo e V' é denso em W

se Vw € W, existe um vetor ¥ € V tal que:
| — ]| <e ,Ve>0 (B.36)

Entdo, S é denso em S.

Na MQ preferimos fazer os calculos em S pois devido as suas propriedades pode-se nele
aproximar de uma funcao de onda qualquer funcao C'* de decrescimento rapido. Entao o
procedimento do segundo passo de fato é construir um espago S = Cyl e completar C'yl,

entao Cyl = 7%,.

B.2.3 Um espacgo de estados fisicos

O terceiro passo do procedimento de quantizagao é resolver os vinculos, isto é, temos

definir um espaco fisico #%;; com os vetores que obedecem os vinculos:

) € A, tal que Colp) =0 (B.37)
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A importancia destes vinculos serem de primeira classe fica evidente aqui, pois os vinculos

devem obedecer as regras de comutagao:

[Ca, Collp) = CaCalyp) — CoClalth) = Fop“Celt)) (B.38)

As vezes, o comutador dos vinculos gera uma anomalia Ay [Cy, Cy] = F,, °Ce + Agp que
nao ¢ um vinculo. Isto acontece quando os vinculos sao de segunda classe ou quando os
vinculos sao de primeira classe mas possuem termos que sao produtos de ¢ e P, 0 que na
mecanica quantica gera um problema de ordem dos operadores. No caso de um problema
de ordem, a anomalia pode ser eliminada fazendo uma combinacao linear dos vinculos de
maneira que A, que sao coeficientes que dependem da representacao e dos grupos, se

anule.



170

Apeéendice C

Casos particulares

C.1 O modelo BF em (1+ 1) dimensoes

A acgao do modelo BF vai ser:
S = / d*rB'F! = / d*r B! (dA" + f1,. A7 AK) (C.1)
Onde B é uma 0-forma e F' é uma 2-forma. Em componentes:

S = /d%sWBIFjV = Tr/B ANF (C.2)

C.1.1 As simetrias do caso bidimensional
1. Simetrias do tipo YM infinitesimais:

0A = Dw = dw + [A, w] (©.3)

0B = [B,uw]

Onde 0 A é como se transforma a conexao e 6B é como se transforma o campo. Esta

simetria vem do fato que 07r BF = Tr [BF,w| = 0.
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2. Consideramos ainda as possiveis simetrias do tipo-2:

SA=0
(C.4)

0Bp_o = Dnp_3

Ou seja, para D = 2, np_3 nao esta definido, entao nao temos as simetrias do tipo-2.

C.1.2 O método hamiltoniano
Comecamos expandindo os termos da acao:
EIU/FNV == 801F01 + €1OF10 == 2F01 == 2th (05)

Onde F,, = 0;A, — 0, A; + A; ® A,, entao separando as coordenadas temporal e espacial

na acao, determinamos a lagrangiana:

S = / dt / dx(B'o,AL + AID,B") = / dtL (C.6)

Os momentos vao ser:

5L

t
Al Lo 5% _ B, (C.8)

Ou seja, (C.7) é o vinculo priméario da teoria e (C.8) define o conjugado da varidvel AL

(mediante a aplicacao do método de quantizagao canonica de Dirac):

{AL(2), Bs(y)} = 050(z — ) (C.9)

O vinculo primario gera um vinculo secundario:

D,B" ~ 0 (C.10)
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Que € o unico vinculo secundario que aparece neste caso unidimensional. A hamiltoniana

entao é:
H=— /dxA{Dchf (C.11)

Que gera o primeiro conjunto de simetrias (YM infinitesimais).

C.1.3 O espago de Hilbert cinematico invariante

Como é o espaco cinemadtico neste caso? Tomamos ., = R x S', entdo os grafos
3 )

I = {e},e,...,e,} possiveis neste espago sao os arcos do circulo St

€1 r

€2
Sl

Figura C.1: Grafo I' sobre o circulo S*.

Quais destes grafos possiveis sao invariantes? Para construir invariantes temos que tomar
a transformacao de uma holonomia, e sabemos que uma transformagao de uma holonomia
age em pontos diferentes se a curva em que a holonomia estd definida for aberta. Entao,

a invariancia de calibre exige grafos fechados, entao s6 temos uma possibilidade:

r,=3S, (C.12)

Entao nosso espaco ., possui uma base [T, j,a, 3), onde x € S*:
<F:E7j7a76|rxaj/70/76/> = 6]']"5040/56)5/ (Cl?))

Se os = sao diferentes, nao necessariamente temos estados ortogonais, contudo devido as

permutacoes ciclicas possiveis devido a invariancia de traco, os estados sao ortonormais,
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e z é fixado.

Lembrando do estudo de vértices, quando temos dois vértices sobre um loop este pode
ser dividido em duas curvas de spins j; € jrr1 € Vimos que a Unica opg¢ao invariante é

Jk = Jrk+1, €ntao temos que tomar spins iguais em todos os segmentos de um loop.
(AITs, j, 0, B) = RYP[UL[A] (C.14)

Onde U,[A] = Pe~fs1 4 = Pe~ Iz dzhs,

O espaco #7;s vai ser descrito por uma base [j), onde:

(Alj) =[] = Tr (Ple ¥ 4]Y)

= Tr (RY(U,[A)) (C.15)

Onde RY)(U,|A]) sdo chamados de caracteres, que é o invariante associado a representacio

J. Note que o traco do caracter independe de z.

Glihy = &7 (C.16)

VU e A o [U) = ¢li) (C.17)

C.1.4 A construcao de observaveis sobre os estados fisicos

Agora vamos verificar se existem observaveis no espago #%;s, € queremos que estes ob-

servaveis sejam invariantes de calibre:
o =0 (C.18)

Entao para todo |V) € 5, O|¥) € 575, logo O deve ser invariante de calibre uma vez

que |U) ja o é.
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Queremos que O se transforme sob uma transformagao g(x) como:
O'(x) = g~ (x)O()g(2)! = O(x) (C.19)

Agora vamos buscar candidatos a observaveis, entao olhamos para a nossa teoria classica,
onde existem alguns campos bésicos e operadores proporcionais a eles. Na teoria classica

temos A,(x) , B(z). Seja € = €T}, entdo:

A, = Dye = Ope + [Ay, €]
0B = [B, €]

Uma possibilidade de observéavel é o operador L:

1
L = TrBAB= —53131 (C.20)

5L = 0 (C.21)
Pois L é o produto de dois campos B, e 6 B = [B, €], entao:

d(BB) = |[B,€|B+ B[B,¢] = [BB,¢|

§Tr (BB) = 0

Entao L é invariante sobre permutagcoes ciclicas. Outro candidato a observavel é o préprio

lago de Wilson:
T =Tr Pe $ 4% = Tr U[A,S'] (C.22)

Pode-se mostrar que no nosso caso 67" = 0.
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C.1.5 A aplicacao dos observaveis T e L

Seja ‘\Ij> € jiaczn

(Alw) = f(U[A]) (C.23)
(ATID) = UIA]- f(U]A]) € A, (C.20)
No caso |V) € ;s
(A|W) = f(Tr U[A]) (C.25)
(AIT|W) = TrU[A]- f(Tr UA) (C.26)

Entao T|¥) € s, T é apenas um operador multiplicativo.

O operador L é um pouco mais complicado de definir pois B é um operador diferencial

dado por Bl(a:) = —ihﬁ%@), entao vamos ver o resultado da aplicacao de B. Seja

|W) € i, tal que |¥) = |j, a, B), entdo:

<A|]7 O{,6> = \I]joaﬁ[A] - [Pe_fdfo(x)TK]ag (027)
- 0 AR ()T
Bi(2)¥japlA] = —ih—pg (x)Pe § oAy @) (C.28)

Para fazer esta diferenciacao vamos representar a exponencial como uma somatoria, e
vamos decompor a integral em n intervalos e definir um ponto de base z, para o lago,
para evitar problemas de ordenacao com P:

€T
b ’Yﬂ:p:r:

P}/:r:a':p

Figura C.2: A decomposigao dos limites de integracao do lago da holonomia |¥).
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_%pA —/%A —/A
e Tp =€ T Tp (C29)

- €

Onde todos os A integrados no primeiro termo sao posteriores a x, e todos do segundo

termo sao anteriores a x,. Sobre z,, (corte) temos A% (x,) Entao:

E[(ZE)\I[]‘QB[A] = h(SAI / dSl/ dSQ / dSn'

2(s1) - x(sn) - AR Tn) (C.30)

Bi(z),,5[A] = —thZémp / dry - - / dz,, - - / dz,, -

n=0 p=1

AR () — ) - AR () .TI@ . T}gj . T[(gz (C.31)

Note que &7 KPTI((jp) = TY). Resolvendo a integral / dz,d(x — x,) = 1, nosso B vai ficar

entao como:

R —/ dxA, —/ dr A,
Bi(2)W o5 = —ihe TV ¢ Jn (C.32)

Este operador nao é invariante de calibre. Entao vamos aplicar novamente Bj:

- faear [ e,
> Bi( Vs =—h2e Jn ST e I (C.33)
I

1

S6 que Y TPT = (TV)? = —j(j + 1)1, entdo:
I

> Bi(w)Br(x)¥jas[A] = B(j + 1) as(A]

(B'B")(2)|j, o, B) = B*j(j + 1)|j, 0, B) (C.34)

Que é um operador invariante de calibre. Este operador é analogo ao operador momento



177

angular J da Mecanica Quantica, que gera autovalores para a base |7, m):

T2|j.m) = B2(j + 1)|j,m) (C.35)

Entao, no espaco cinemético, nosso operador L corta a holonomia em duas e adiciona
um operador T? entre elas. Para projetd-lo no espaco fisico, vamos tomar o traco da

expressao:

B*(x)|j) = 1*j (5 + 1)Ij) (C.36)

Entao, L(z)|j) = B*(x)|j) € #7}:isV j > 0 e é independente de z.

Entéao, nossos estados fisicos |j) € 7}, s@o invariantes sobre transformagoes de calibre
(gauge) e sobre transformagoes gerais de coordenadas (difeomorfismos), e fomos capazes de
encontrar observaveis, tais como 71" e L, que atuam sobre o espaco fisico, isto é, compartil-

ham com nossos vetores as invariancias sobre transformacoes de calibre e difeomorfismos.
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