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Este trabalho apresenta uma implementacdo do método de elementos finitos para resolver
o sistema de equacdes de Euler compressiveis bidimensionais em varidveis conservativas,
usando a formulacdo estabilizada submalha Difusdo Dinamica, considerando escalas
submalhas estdticas e transientes. O método Difusdo Dinamica € baseado no formalismo
multiescala e foi proposto para resolver problemas de transporte predominantemente
convectivos. Um operador dissipativo ndo linear é acrescentado ao método de Galerkin
adicionando uma difusdo artificial ndo parametrizada em todas as escalas da discretizacdo.
Além disso, estamos considerando que as escalas submalhas variam em funcdo do
tempo. Dessa forma, apresentamos uma expressdo para representd-las em cada passo
de tempo. Um algoritmo preditor multicorretor de segunda ordem € utilizado para a
integracdo no tempo e os sistemas lineares resultantes em cada correcdo sdo resolvidos
pelo método iterativo GMRES. Sdo considerados um conjunto de experimentos cldssicos
tais como, choque normal, choque obliquo e choque refletido para aferir a acuidade da
solu¢do aproximada encontrada. Os experimentos numéricos realizados demonstram que
o método Difusdao Dindmica — com subescalas transientes — obtém solu¢des mais precisas
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Capitulo 1

Introducao

As equacdes de Euler compressiveis formam um sistema acoplado de equagdes
diferenciais parciais ndo lineares de primeira ordem, proveniente das leis de conservacdo
da massa, momentum e energia. Essas equagdes descrevem o escoamento de fluidos
na natureza, considerados ndo viscosos. Na engenharia de petrdleo, as equacdes de
Euler podem ser utilizadas na simulacao de explosdes acidentais em plataformas offshore
(Cant et al., 2004) e na engenharia aeroespacial essas equacdes sdo utilizadas no projeto

de aeronaves e afins (Donea e Huerta, 2003; Lohner, 2001).

Em geral, a solucdo analitica de uma equacdo diferencial parcial ou de um sistema
de equagdes diferenciais parciais ndo € uma tarefa trivial, mesmo considerando casos
mais simples com comportamento linear. Neste contexto, os métodos numéricos sdo
utilizados para discretizacdo das equagdes diferenciais, resolvendo o problema de forma
aproximada. Dentre os métodos utilizados para resolver as equacgdes de Euler, destacam-
se o método de elementos finitos, 0 método das diferengas finitas e 0 método dos volumes
finitos. Este trabalho apresenta uma metodologia baseada no método dos elementos finitos

(Hughes, 1987).

O estudo das equacdes de Euler no contexto do método de elementos finitos €
desenvolvido desde os anos oitenta (Aliabadi et al., 1993; Almeida e Galedo, 1996;
Beau e Tezduyar, 1991; Catabriga e Coutinho, 2002; Catabriga et al., 2005; Shakib,
1988; Tezduyar e Hughes, 1982, 1983; Tezduyar e Senga, 2006, 2007; Tezduyar et al.,

2006). E conhecido que o método de elementos finitos de Galerkin cldssico ndo é

adequado para resolver equagdes diferenciais com comportamento hiperbélico, como €
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o caso das equagdes de Euler. Para contornar as dificuldades numéricas desse método,
foram desenvolvidos os chamados métodos estabilizados ou métodos de Petrov-Galerkin.
Estes métodos consistem em adicionar um termo a formulag¢do de Galerkin, baseado no
residuo da equacdo e ponderado com um parametro de estabilizacdo, gerando uma nova
formulacdo variacional consistente e com maior estabilidade. Esta nova classe de métodos
surgiu no inicio dos anos oitenta com o método SUPG (Streamline Upwind Petrov
Galerkin) (Brooks e Hughes, 1982) para problemas predominantemente convectivos. Os
métodos estabilizados possuem uma sélida fundamentagdao matematica e numérica, mas
0 seu uso pratico depende da escolha adequada de um coeficiente, comumente chamado
de parametro de estabilizacdo. Além disso, o método SUPG nao impede oscilagdes
nas regides de altos gradientes. Pode-se evitar ou reduzir estas oscilacdes através
dos métodos de captura de descontinuidades, como o CAU (Consistent Approximate
Upwind) (Almeida e Galedo, 1996; Galedo e Carmo, 1988) e o YZ( (Rispoli et al., 2007,
Tezduyar e Senga, 2007).

Os métodos estabilizados podem ser também entendidos segundo a abordagem
multiescala, que em geral, consiste em decompor o problema em dois subproblemas:
um associado a discretizagdo utilizada (macro escala - escala resolvida) e o outro
relacionado as escalas menores, submalhas (micro escala - escala nido resolvida).
Os efeitos ndo locais da micro escala sdo incorporados na macro escala resultando
em um problema enriquecido para as escalas resolvidas, que é entdo solucionado
numericamente (Santos, 2007). Como exemplos de métodos multiescala, destacam-
se: RFB (Residual-Free Bubbles) (Brezzi e Russo, 1994; Brezzi et al., 1997), VMS
(Variational Multiscale) (Hughes, 1995; Hughes et al., 2004), MFEM (Multiscale Finite
Element Method) (Hou e Wu, 1997; Tang et al., 2006) e SGS (Subgrid Stabilization)
(Guermond, 2001, 1999; Guermond et al., 2006; Heitmann, 2003; Kaya e Layton, 2003;
Layton, 2002). Em (Santos, 2007; Santos e Almeida, 2007) € desenvolvido um método
multiescala nao linear (NSGS - Nonlinear Subgrid Stabilization) para problemas de
transporte predominantemente convectivos, onde um operador dissipativo ndo linear
e ndo parametrizado agindo isotropicamente somente na micro escala € adicionado
a formulacdo de Galerkin. Como extensdo deste método, é apresentado o método
de estabilizacdo Difusdo Dindmica (DD), introduzido por Arruda et al. (2010) para
a equacdo de conveccdo-difusdo-reacdo que adiciona a formulagdo de Galerkin um
operador nio linear, agindo em todas as escalas da discretizacdo. Em geral, os resultados

numéricos obtidos pelo método DD sao melhores do que aqueles obtidos pelo método
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NSGS. Em ambos métodos multiescala ndo lineares, a quantidade de difusdo artificial é
determinada pela solucdo na escala resolvida a nivel do elemento, sendo portanto um
método auto-adaptativo e livre de parametros de estabilizacdo. Werner et al. (2010)
e Werner (2011) aplicaram o método Difusdao Dinamica no problema de escoamento
miscivel em meios porosos, considerando a hipdtese de submalhas quase-estdticas
(Codina e Blasco, 2002; Juanes, 2003). As solugdes encontradas foram similares aquelas

obtidas pela formulacaio SUPG/CAU.

Neste trabalho € apresentada uma implementacdo do método de elementos finitos para
resolver as equacdes de Euler em varidveis conservativas usando o método Difusdo
Dindmica. A quantidade de difusdo artificial utilizada pelo método DD € dada em
funcdo de normas do residuo e do gradiente da solucdo do problema associada a macro
escala. Para problemas escalares, utiliza-se a norma euclidiana. Almeida (1993)
apresentou uma generalizagdo do método CAU para o sistema de equagdes de Euler,
obtendo normas generalizadas para o célculo da difusdo artificial deste método, que
também € dado em funcdo do residuo e do gradiente da solugdo. Neste trabalho,
sdo utilizadas as normas apresentadas em (Almeida e Galedo, 1996; Almeida, 1993;
Catabriga, 2000) para o calculo da quantidade de difusdo artificial do método DD.
Além disso, estamos considerando que as escalas submalhas variam em funcdo do
tempo. Dessa forma, apresentamos uma expressdo para representd-las em cada passo
de tempo. Para o armazenamento das matrizes resultantes do modelo numérico, que sdo
altamente esparsas, ¢ utilizada a estratégia de armazenamento elemento por elemento
(Hughes, 1987). O algoritmo preditor/multicorretor de segunda ordem descrito em
(Hughes e Tezduyar, 1984) € utilizado para a integragdo no tempo € os sistemas lineares
resultantes em cada correcdo sdo resolvidos pelo método iterativo GMRES (Residuo
Minimo Generalizado)(Saad e Schultz, 1986), com um pré-condicionador bloco diagonal
nodal (Catabriga e Coutinho, 2002). E considerado um conjunto de experimentos
classicos, tais como, choque normal, choque obliquo e choque refletido para aferir
a acuidade das solucdes aproximadas encontradas. Os resultados numéricos sao
comparados com as formulacdes estabilizadas SUPG/CAU (Almeida e Galedo, 1996;
Catabriga e Coutinho, 2002) e SUPG/YZ( (Tezduyar e Senga, 2006).

Este texto € composto desta introdugdo e o restante estd organizado como apresentado
a seguir. No capitulo 2 sdao apresentadas as leis de conservacdo de massa, momentum

e energia, e as equagdes de Euler bidimensionais, considerando escoamento inviscido.
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No capitulo 3 € apresentada a formulacdo variacional do modelo matemadtico, as
formulacdes numéricas adotadas e o algoritmo preditor/multicorretor de integracdo no
tempo. O Capitulo 4 € dedicado a apresentagdo das matrizes dos elementos associadas
as formulacdes numéricas descritas no Capitulo 3. No Capitulo 5 sdo discutidos os
resultados dos experimentos numéricos realizados para verificar a formulagdo numérica
adotada. No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes, as consideragdes finais e trabalhos

futuros.

22



Capitulo 2

Equacoes de Euler

Os trés principios fisicos fundamentais sobre o qual toda a dindmica dos fluidos se baseia
sdo representados pelas conhecidas leis de conservacdo da massa, momentum e energia.
Neste capitulo sdo apresentadas as expressdes gerais dessas leis, bem como as equagdes

de Euler que sdo provenientes delas, considerando o escoamento inviscido.

2.1 Leis de Conservacao para Campos Escalares e

Vetoriais

Seja U uma quantidade escalar por unidade de volume, definida num dominio arbitrério
2, fixo no espaco e limitado por uma superficie fechada S. A intensidade local de U varia
devido a atuagdo do fluxo que expressa a contribui¢do do meio externo a {2 e das fontes q.
A forma geral da lei de conservacdo para a quantidade escalar U € expressa assumindo-se

que a variagdo de U dentro de €2 por unidade de tempo é dada por

0

a/QUdQ. (2.1)

Assumindo que o fluxo de U através de S seja uma funcdo denotada por f : 2 — R",

n =2 oun = 3, o fluxo total de U em S é dado por

- f f. ds. (2.2)
S

23



Adicionando a contribuicdo das fontes que podem ser divididas em volumétricas, gy, e
superficiais, qg, obtemos a forma geral da lei de conservacdo para a quantidade U, dada

por

0 UdQ+7§f-d8=/quQ+j{qS~ds. 2.3)
ot S 0 S

Supondo a continuidade do fluxo e das fontes superficiais, podemos aplicar o Teorema de

Gauss na Eq. (2.3), obtendo

0 /UdQ—l—/V fdQ) = /quQ—l—/V-quQ. (2.4)
ot Q Q

Como a Eq. (2.4) € escrita para um volume () arbitrario, a igualdade do integrando é
vélida localmente em qualquer ponto do dominio (2, determinando a forma diferencial da

lei de conservagdo, expressa por

ou
— +V-f=qgv+V-qs (2.5)
ot
ou
oU
E‘FV (f_q5> =qv. (2.6)

Se a quantidade conservada é descrita por uma quantidade vetorial u, entdo o fluxo e
o termo relativo as fontes superficiais se tornam tensores, F e Qg respectivamente. O
termo correspondente as fontes volumétricas se torna um vetor qy e as Eqgs. (2.4)-(2.6)

assumem, respectivamente, a forma

aat/udQ— /V FdQ+/quQ+/V Qqd 2.7)

€
LRV - 28
EJF (F-Qs)=qv. (2.8)
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2.1.1 Leide Conservacao da Massa

A lei de conservacdo da massa € uma declaragdo geral de natureza cinemadtica, ou seja,
independente da natureza do fluido ou das forcas que atuam sobre ele. A lei expressa o
fato empirico de que, em um sistema fluido, a massa ndo pode desaparecer do sistema,
nem ser criada (Hirsch, 2007). A quantidade de U é, neste caso, a massa especifica, U = p
em kg/m?. Como ndo existe fluxo difusivo no transporte de massa, a massa s6 pode ser
transportada através do processo de convec¢do. Considerando que o fluxo convectivo é
definido por
f=1fc= PV,

onde v é o campo de velocidades da massa fluida, e que ndo existem fontes, a forma

integral da equacdo de conservacdo da massa € dada por

2/de%—j{pv-dS—O (2.9)
e a forma diferencial,
dp
zF . —0. 2.1
5 +V-(pv)=0 (2.10)

A Eq. (2.10) é chamada de equagdo de conservacao da massa ou equagao da continuidade.
Considerando que

V.(pv)=v-Vp+pV- v,

a Eq. (2.10) pode ser reescrita como

Dp

- v=20 2.11
onde

Dp  9dp

Di ot TVVP

¢ uma derivada material.

A Eq. (2.10) corresponde a forma geral da lei de conservacdo, uma vez que € escrita na

forma conservativa ou na forma de divergéncia, enquanto que a Eq. (2.11) estd na forma
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quase-linear ou nao conservativa (Hirsch, 2007).

2.1.2 Lei de Conservaciao do Momentum

Momentum é uma grandeza vetorial, com direcdo e sentido, definida como o produto
da massa especifica, p, pela velocidade, v, e cuja direcdo e sentido sdo os mesmos da
velocidade. Neste caso, a quantidade u em (2.7) € expressa por pv, e a lei de conservacao

terd a forma geral dada pelas Eqs. (2.7)-(2.8).

O tensor do fluxo convectivo € definido por
F=Fc=pv®v, (2.12)

onde & representa o produto tensorial.

E conhecido da Lei de Newton que as fontes para variacdo do momentum em um sistema
fisico sdo as forcas externas, f., e internas, f;, ao volume, que agem sobre ele e sdo
definidas por unidade de massa. O termo de fonte, qy, consiste na soma das forcas

externas de volume, pf,, e na soma de todas as forgas internas, pf;.

Assumindo que o fluido € Newtoniano, as tensdes internas, Qg = o, sdo dadas por
o=—-pl+T, (2.13)

onde I € o tensor identidade, p é a pressdo e 7 € o tensor das tensdes cujas componentes

sao dadas por

. 8vj (%i 2
Tij = |:/JJ (axz + 8,1‘]) - g(v . V)(SZ]:| s (214)

sendo 4 a viscosidade dindmica (ou molecular) do fluido e d;; o delta de Kronecker. O

coeficiente de viscosidade cinemdtica € definido por v = %.

Substituindo o valor da quantidade u em (2.7) para a lei de conservacdo do momentum,

o termo de fonte qy,, o tensor do fluxo convectivo (2.12) e as tensdes internas (2.13) nas
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Egs. (2.7) e (2.8), obtemos

aﬂdQ = — / V- (pv®v)dQ+ / pf.dQ) + / V-(=pI+7)dQ (2.15)
o O Q Q Q
e
Jpv
W%—V-(pv@v—i—pI—r):pfe. (2.16)

2.1.3 Leide Conservacao de Energia

A primeira lei da termodindmica estabelece que os agentes responsdveis pela variacio
da energia total em um sistema s@o o trabalho das forcas atuando no sistema e o calor

transmitido para o0 mesmo.

A quantidade conservada no escoamento de fluidos é a energia total do sistema por
unidade de massa, denotada por E/ e definida como a soma de sua energia interna e e

. P . 2 . ,
sua energia cinética por unidade de massa "7 isto €

E:e+%. 2.17)

Considerando a forma geral da lei de conservagdo para a quantidade p£’ (energia total por

unidade de volume), temos como fluxo convectivo de energia

V2
fo =pv (e + 7) (2.18)

e o fluxo difusivo,
fp = —vpkVe (2.19)

uma vez que, por definicdo, ndo existe fluxo difusivo associado ao movimento. Em
(2.19) k € o coeficiente de difusividade (ou condutividade térmica) e deve ser definido

empiricamente, junto com a viscosidade dinamica . O coeficiente v € a razdo entre os
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coeficientes de calor especifico, considerando a pressdo (c,) e o volume (c,) constantes,

%
Co

’Y:

A Eq. (2.19) pode ser escrita usando a lei de Fourier, dada por
fp = —kVT, (2.20)

onde 7' é a temperatura absoluta.

Com relagao as fontes de variagdes de energia, temos que as fontes volumétricas sao dadas
pela soma do trabalho das forcas de volume f. e de outras fontes de conducdo de calor
(radiagdo, reacdes quimicas, etc.), designadas por qy. As fontes volumétricas sdo dadas
por

qv = pfe - v +qu (2.21)

e as fontes superficiais devidas as tensdes internas, considerando que nao existem fontes

de calor externas agindo sobre a superficie, sdo dadas por
qs =0 - V=—pvV+T-V. (2.22)

Usando U = pE, (2.17), (2.18), (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.3), obtemos a forma integral

da lei de conservagao de energia,

9 pEdQ%—j{pEv-ds :j[k:VT-dS+/(pfe-v%—CJH)dQ%—]{(a-v)-dS. (2.23)
ot Jo s s Q s

A forma diferencial da lei de conservacao de energia é dada por

d(pE)
ot

+ V- (pEv) =V - (kNT)+V - (0-v) + (pfe - v+ qu). (2.24)

Introduzindo a entalpia
h=e+=, (2.25)

a entalpia total

:E+% (2.26)
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e usando (2.13) em (2.24), obtemos uma forma alternativa da Eq. (2.24), dada por

d(pE)
ot

+V . (pvH —kNVT —7-v) = pf. - v + qy. (2.27)

2.2 Equacoes de Euler Bidimensionais

As equacgOes de Euler expressam a conservacdo de massa, momentum € energia em um
escoamento compressivel ndo viscoso. Na secdo anterior, as Egs. (2.10), (2.16) e (2.27)
que descrevem as leis de conservagdo na forma diferencial foram descritas, formando um

sistema dado por

0
Liv-(pv) = 0

ot
0
ﬂ+v-(pv®v—|-p1—7) = pf; (2.28)

ot
d(pE
%—FV'(pVH—k‘VT—T'V) = pf.-v+aqu,

conhecido como equagdes de Navier-Stokes. Considerando que o escoamento seja nao

viscoso, entdo a equacao constitutiva (2.13) torna-se
o= —pl, (2.29)

e além disso, que fp = 0 em (2.20), o sistema (2.28) resulta em

dp S
)
% YV (pvovapl) = (2.30)
I(pE)

WJFV'(PVH) = pfe- v +qm,

conhecido como sistema de equacdes de Euler compressives. Esse sistema de equagdes

pode ser escrito na forma vetorial em 2D como,

oU OF, OF,
ETr i 231
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onde U € o vetor de varidveis conservativas, F, ¢ F, sdo os vetores de fluxos de Euler
associados, respectivamente, as dire¢des espaciais = e y, € B € o vetor dos termos de

fonte. Esses vetores sdo dados por

P pU1 pU2 0
v v? 4 Vg f.
U— pU1 . F, = pvy TP . F, = pLU2V1 e B P
pU2 pPU1V2 pus +p pfe - v1 + qu
| PE ] | puipH | | puopH | pfe-vatqu |
(2.32)

onde p é a massa especifica, v; e v, sdo as componentes do campo de velocidades v, E' a

energia total do sistemae H = E + f.

O modelo matemaético associado as equagdes de Euler, usando varidveis conservativas

definidas por U = (p, pv1, pv2, pE)T, e considerando B = 0 pode ser descrito por

ou A8U+A8U

o T A oy = 0, sobre Q x [0,T%], (2.33)

onde 2 é um dominio convexo poligonal de R? com fronteira I', 7 é um ndmero real

positivo e
OF, _ OF,

“ou ¢ MT U

A, (2.34)

sdo as matrizes Jacobianas associadas aos fluxos de Euler a serem definidas na proxima

secao.

Um conjunto de condi¢des de contorno e iniciais deve ser definido de forma apropriada

para a Eq. (2.33), completando a descri¢do do modelo.
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2.3 Matrizes Jacobianas dos Fluxos de Euler

Considere o vetor U dado por

variaveis conservativas

1
U1
p
V2
FE
N i

varidveis primitivas

As matrizes Jacobianas (2.34) sdo descrita da seguinte forma,

Ag aU, 90Uy 9Us Uy © Ay [ AU, 9Uy 09Uz aUy |’ (2.35)
onde % ¢ um vetor de ordem 4. Os vetores F, e F,, (ver Eq. (2.32)) podem ser reescritos
J

em termos das varidveis primitivas ou das varidveis de conservagao (Catabriga, 2000):

J/

onde a pressao p pode ser escrita como

p=(7—1)(U4—

31

20U,

)

UL U,
| e || B4
pU1V2 %1
| u(pE +p) | B+ |
prim‘i,tivas conservativas
pU2 Us
PU1V2 B U(QJ—[{?’
pua® +p G+ p
| wpE+p) || B4R
prim‘i,tivas conservativas
|| U] |

(2.36)



com ||Uys|| = (U)? + (Us)? = p?|v|?. Calculando as derivadas da pressdo em relagio a

algumas grandezas conservativas, obtemos

Portanto,

OF,
o,

OF,
oU,

p v?|
U, (v — 1)7;
Jp
s = (=D (2.37)
dp
o, —(y = Dvg;
Ip
U, = (v— 1.
0 1 0 0 ]
2 2 2
o ) v2 4 =Ll _oF,
—UE—IIQJB —V1V2 ap
12
— 0 [’YU4 - (- 1)%] | | uGE-(y=1vP)
1 1
(83— B (3 =7)u _ OF,
% Uy 81}1
|- SRl +203) || B = SRV + 203)
0 0
oF, | ~(r=Vg | | -(v=1w | 0F,
| (v =D | —(y = Duviey |
0 0
oUu, 0 N 0 oE
75—? A
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8Fy _
ou,

OF,

oUs

aFy _
Uy

Us _
| Tt

U2 U- 2
_U_LI; + (7 _ 1)“ 23]

202

Us
Uz

U.
-(v=-1g

Ut

1

Uy
U1

(3=

G (U] ? + 2U3)

0

oF, | 0
OUs (v—1)

0

2
5 Ui~ (3~ DI

—(y -1

—V1V2

v2
—v3+ (v = 1)

S ; ]
B U2 oF,
| - | v

| (v =Dy |
|| 1
— v
- (3—=")va
VE = B (v + 203)
o
— 0 _ aFy
|- | 9B
L Y2 .

Em termos de varidveis primitivas, a matriz jacobiana A, é dada por

| (B = (y=1)vP)

— aFy

OF,
81}2

0 1 0
—1)lv|2
—vf + o= (3 =7)u —(7 = Do
— U1 V9 VU2 U1

| —0(VE = (v = DIVP) B = SR+ 208) —(y = Duioy
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€ em variaveis conservativas tem-se

0 | 0 0
U2 Ussl|2
A, — —g + (y— 1) 5" (3—7)2 ~(v-1%E  (y-1)
) - Y B B 0
1 1 1
2
| - U - (- DR B - SR 0asP +203) —(v - 1% AR

De forma andloga obtemos as matrizes jacobianas A,

0 0 1 0
—U1V2 V2 U1 0
Ay = 5 v
—u; + (v —1)5%- —(v = Du (3 = 7)vs (v—1)

| —w(E—(y =DV —(v=Dows vE -5V +208)  ym |
em varidveis primitivas e

[ 0 0 1 0 |

_UaUs Us Ua 0
A o U2 Us U1
vy U2
o R GRS ORI (3- g (-1
2 _
| 8 U - (- DI (Ul gl GD (U2 20) 4L |

em varidveis conservativas.
No préximo capitulo sdo descritas a formulagdo variacional do modelo matemaético e as

formulacdes numéricas adotadas para resolver as equacdes de Euler.
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Capitulo 3

Formulacoes Numéricas Estabilizadas

para as Equacoes de Euler

O desenvolvimento de métodos numéricos para simulagao de problemas complexos é uma
area bastante ativa devido as intimeras aplicagcdes da dinamica de fluidos em diferentes
areas da ciéncia aplicada e engenharia, como, por exemplo, na industria aeroespacial e

automobilistica, na industria do petréleo, meteorologia, oceanografia, entre outras.

Neste capitulo apresentamos as formulagdes numéricas utilizadas para resolver as
equagdes de Euler. Inicialmente descrevemos a conhecida formulacdo variacional semi-
discreta baseada no método de elementos finitos de Galerkin e os métodos estabilizados
SUPG, CAU e YZB. Em seguida, apresentamos o método de estabilizagdo Difusio
Dindmica e um esquema numérico para calcular as variacdes temporais das escalas
submalhas, desenvolvido nesse trabalho. E por dltimo, apresentamos o algoritmo de

integragcdo no tempo preditor/multicorretor.

3.1 Formulacao Variacional Semidiscreta para as

Equacoes de Euler

A formulagdo variacional semidiscreta de Galerkin caracteriza-se pela combinacdo de
aproximacdes distintas para as varidveis espacial e temporal, sendo utilizados os espagos

de aproximacgdes polinomiais cldssicos de elementos finitos para discretizar o espago, € o
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método de diferencas finitas para discretizar o tempo.

Para discretizagdo do problema, considera-se uma parti¢io 7, = {€.} do dominio
espacial €2 em n,; elementos tridngulares, 2., e = 1,2,---  n, tal que
Nel

Q:UQe € QzﬂQj:(ba i)j:1727"'anelv 7’7&]
e=1

Define-se o espaco das funcdes testes S, e o espaco das variacdes admissiveis V,

repectivamente por

Sn = {U,|Uy, € [H} ()", Uplo, € [P ()], U e = gi(t) em Ty} e (3.1)
Vi = {W,|W,, € [H,(Q)]*, Wh|a. € [P(Q2)]*, W), e, =0 em T,,}, (3.2)

com H} (Q) C C°(£2) denotando o espago de fungdes de dimensdo finita sobre €, P(€,)
o conjunto de polindmios de 1* ordem em (2. e I'y, o contorno de {2 com condi¢des de

contorno de Dirichlet prescritas.

A formulagido variacional semidiscreta de Galerkin para o problema (2.33), considerando

t € (0,T), consiste em achar U"(x,t) € S}, tal que

auh ouh ouh
h. Al Al dQ = h . .
/QW <8t+xax+y8y> 0 YW'eV, (3.3)

Em geral, o método de elementos finitos de Galerkin cldssico € caracterizado pela falta de
estabilidade quando utilizado para resolver problemas predominantemente convectivos,
como aqueles regidos pelas equacdes de Euler, produzindo solucdes numéricas instdveis,
que ndo representam o modelo fisico. Nas proximas se¢des serdo descritas formulagdes

numéricas estabilizadas para o sistema de equacdes de Euler (2.33).

3.2 A Formulacao Estabilizada SUPG

Dentre os trabalhos desenvolvidos considerando formulacdes estabilizadas para as
equagdes de Euler, destacamos o trabalho apresentado por (Hughes e Tezduyar, 1984)
como uma das primeiras publicacdes estendendo o método SUPG para sistemas

hiperbdlicos ndo lineares de leis de conservacdo.
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Um avanco na formulacdo dos métodos de elementos finitos estabilizados, para problemas
de escoamento compressiveis, apresentou a ideia de trabalhar com leis de conservacdo

7z

simetrizada (Hughes ef al., 1986). A simetrizagdo € realizada por uma mudanca de
varidveis que conduzem a formulacdo das equacdes de Euler nas varidveis de entropia
(Catabriga, 2000). Por razdes praticas, é desejavel desenvolver métodos de elementos
finitos estabilizados para as equacOes de Euler usando varidveis conservativas, uma vez
que as varidveis de conservacdo tem uma relacdo linear com as varidveis primitivas que

sdo as variaveis fisicas de interesse.

O método SUPG para as equacdes de Euler consiste em adicionar a formulagdo
variacional de Galerkin (Eq. (3.3)), uma contribuicio elemento por elemento dependente

do residuo local da equagdo. Isso resulta no seguinte problema: para ¢ € (0,7'), encontrar
Uh(x,t) € S, YW €V, tal que U”(x,0) = Uy(x) e

8Uh ou” ouh
h h h
/ W +A — o + Ay —— By )dQ

nel

W W'
+Z/ TSUPG xa lAh8 > . R(U)dQ =0, YWh e Vh,

ox Y 0y
(3.4)
onde , . ,
ou ou ou
— Ah Ah
R(U) 5 + A, B +A, 2y

¢ o residuo local do sistema de equacdes de Euler. O 75y p € uma matriz de estabilizacio,

definida como em (Catabriga, 2000) por

Tsurc = T1,
com
T = mCLCL'[O, Tt + C(Ta - 7-5)]7 (35)
onde ¢ é um parametro definido por

2aCFL

“ T 15 20CFL

(3.6)

T¢, Tq © T sA0 parametros de estabilizacdo correspondentes, respectivamente, aos termos

dependentes do tempo, advectivos e de desconto dos efeitos do operador de captura de
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descontinuidades CAU, presentes na Eq. (3.5) e definidos por

2

T 3(1+2aCFL) @ S
h

" 5t VA 39
)

" T VB o

onde « € o parametro que controla a estabilidade e precisdo do algoritmo de integracio,

adotado neste trabalho como o = 0.5, C'F'L € o nimero de Courant-Friedrichs-Lewy,

dado por
At
CFL = % (3.10)
e B um vetor unitdrio arbitrario, definido da seguinte forma:
VI[U]2
B=-=-—— onde|.|[. =||20ul.|],-:- (3.11)
IVIIOI]] Ao
A velocidade acustica c € dada por
2
& = (7~ (e~ %)
e o comprimento caracteristico de malha adotado é h = +/2A4¢, sendo A° a area

do elemento triangular §2.. O pardmetro ¢ referente ao operador de captura de

descontinuidades CAU serd definido na proxima secao.

3.3 Operadores de Captura de Descontinuidades

O método de estabilizacdo SUPG evita que as oscilagdes que surgem nas regides de
camadas limites sejam propagadas para todo o dominio computacional. No entanto,
algumas oscilacdes permanecem proximo as descontinuidades ou proximo a regioes de
altos gradientes. Para contornar essas limitagdes do método SUPG, pode-se utilizar os

métodos de captura de descontinuidades, como proposto em Galedo e Carmo (1988).

A maioria dos métodos de captura de descontinuidades consiste em decompor o termo

de estabilizacdo em duas partes: uma parte € um termo de estabilizacio linear, como o
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operador SUPG, que controla o gradiente da soluc@o na dire¢do das linhas de corrente
e a segunda parte ¢ um termo ndo linear que controla o gradiente em outras dire¢des,
impedindo oscilagdes localizadas proximas as camadas limites (Santos, 2007). Para o
sistema de equacdes de Euler, esse termo (conhecido como Operador de Captura de

Descontinuidades - OCD) tem, em geral, a forma

nel
OW" gur  owhr gu”
. . Q 12
;/5506d< oxr = Ox + oy Oy )d ’ (3.12)

onde d,.4 é um parametro de estabilizacio que depende de U” e que caracteriza os vérios
operadores existentes na literatura. Neste trabalho consideraremos os métodos de captura
de descontinuidades CAU (Almeida e Galedo, 1996) e YZ/ (Tezduyar e Senga, 2006).
Dessa forma, a formulacao variacional SUPG/OCD para as equacdes de Euler consiste

em encontrar U" € S, tal que

out  our  , oUh
h h h
/QW <8t FAL AL )as

nel
+Z/ TSUPG<AhaWh +Ahawh> . <8Uh +Ah3Uh +AhaUh>dQ
e=1 Qe

T Ox Yoy ot T Ox Y 0y

nel
OW" gut  owW" ogu” b yh
+;/Qeéocd( 5 or T o By )dQ_o, YWh e Vi (3.13)

A seguir, os parametros de estabilizacdo (d,.4) para os métodos CAU e YZ[3, denotados

respectivamente por dc 4y € dy z3, serdo definidos.

Parametro de estabilizacao do método CAU

O sistema de equacdes de Euler pode ser escrito em uma forma simétrica em
termos de varidveis de entropia (Hughes et al., 1986). Denotando por V o vetor de
varidveis de entropia, a forma simétrica das equacdes de Euler (Almeida e Galedo, 1996;
Hughes et al., 1986) € dada por

~ 0V  ~ 90V ~ 0V

A LAY ROV 14
0 Ty T =0 (3.14)

onde
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A = %Y é uma matriz simétrica e definida positiva;

A, =A;Ape A, = A A, sdo matrizes simétricas.

O parametro de estabilizagio do método CAU em varidveis de entropia

(Almeida e Galedo, 1996; Catabriga, 2000), denotado por d¢c 4y, € definido por

L [VeVPh|z, #0:
Soar =4 IIVevhllz, ¢ A7 (3.15)
0, se vavh”go =0,
onde
Iwlzr = (WA W) 2 e lwl 5, = (w5 Agw)%; (3.16)
~ OV . ogVh . gVh
VY = Ay + A, + A, 17
R(V) 00t+$0x+y8y 3.17)
¢é o residuo no interior do elemento €2, €
oxr OV Oy ovh ox OV" Oy ovh
NAG[ :’—x—+—y— ’—x + 27 . (3.18)
0 o0& Oxr  0¢ Oy A on dr  Jdn Oy A

0r; ~ . ~ . .
Os termos 6—2 sdao as componentes da matriz de transformacao das coordenadas fisicas

para o sistema de referéncias das coordenadas locais &; nos elementos.

Reescrevendo o pardmetro do operador ¢4y em varidveis conservativas (ver

Almeida e Galedo (1996); Catabriga (2000) para maiores detalhes), obtemos

[r0)"|

L (A Sl #£0;
L ? 3 - 9
Soav = VeVl V0l (3.19)
0, se HVgUh”Aal =0,
onde X . .
U U U
R(U)" = 0 + AI‘9 + A 0 (3.20)

ot o Yoy
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Parametro de estabilizacdo do método YZJ

O parimetro de estabilizacio do método YZS, conforme apresentado em

(Tezduyar e Senga, 2006) e denotado por dy 7, é definido por

]

onde Y é uma matriz diagonal construida a partir dos valores de referéncia das

Nsd

bvzs = Y72 [

a=1

v-19U" 75"

T e (e (3.21)

2

componentes de U, dada por

(U)res
U re
Y = (U2)res , (3.22)
(U3)ref
| (U4)ref )
au” HU” HU”
Z=-—+A" A" 2
ot ey T (3-23)
TNen 1
hyws = 2| D13 VNG| (3.24)

a=1
onde n., = 3 € o nimero de pontos nodais em cada elemento (2., N, € a funcio de

interpolagdo associada ao ponto nodal a e

Yk
= ——. (3.25)
V|
Para regides com gradientes suaves, utiliza-se = 1 e para regides com gradientes

elevados, utiliza-se § = 2. Dessa forma, o parametro Jy z3 ¢ definido como uma média,

considerando esses dois valores de (3, ou seja,

1

Ovzp =5 <(5YZﬁ)g:1 + (5YZB)5=2>' (3.26)
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3.4 Métodos de Estabilizacao Difusao Dindmica (DD)

Arruda ef al. (2010) introduziram o método de estabilizacdo Difusdo Dinamica (DD)
para problemas de transporte predominantemente convectivos. Este método consiste
em adicionar a formulacdo de Galerkin um operador dissipativo ndo linear, agindo
isotropicamente em todas as escalas da discretizacdo. A quantidade de difusido artificial
¢ determinada pela solucdo do problema na escala resolvida a nivel do elemento, sendo

portanto um método auto-adaptativo e livre de parametros de estabilizacao.

Werner (2011) aplicou o método DD na soluc@o do problema de escoamento miscivel em
meios porosos, usando a hipétese de escalas submalhas guase-estdticas. Neste trabalho,
aplicaremos o método DD na solugdo do sistema de equacdes de Euler compressiveis,
considerando escalas submalhas estéticas e transientes. Para a apresentacao do método
considere uma parti¢cao 7;, do dominio {2 em elementos triangulares, junto com o seguinte

enriquecimento dos espagos de aproximacao Sy, € Vy:

St = She SP; (3.27)
VvE = Yhg VB, (3.28)

onde SP e VP sio, respectivamente, os espacos de funcdes testes e admissiveis, formados
por funcdes bolhas (Santos, 2007) — ver Fig. 3.1. As fungdes enriquecidas U¥ € S¥ e

W£E € VE sdo decompostas unicamente da seguinte forma

U?Y = U"+U?P, onde U'eS'eU? e SP (3.29)
WP = W'+ W2E  onde W'eV'ieW? e VP (3.30)

A funcdo bolha pp € SB, associada ao elemento ). € 7},, é uma funcdo polinomial

satisfazendo

vp(x) >0, Vxe Qg
pp(x) =0, Vxe€dQ UQ/Q,;

¢p(x) =1, no baricentro do tridngulo €2..
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Neste caso, a funcdo bolha utilizada € uma fung¢@o polinomial cuibica definida por
pp(z,y) = 27N} (7,y) N3 (2, y) N5 (2, 9), (3.31)

onde Nf(x,y) representa a fun¢do de forma local do MEF associada ao ponto nodal

(macro) j, para j = 1,2, 3 do elemento (2.

No contexto dos métodos multiescala, S* e V" representam os espacos das escalas
resolvidas (espagos macro), enquanto que S” e VP representam os espagos das escalas
nio resolvidas (espacos micro ou submalhas) (Santos, 2007). Em geral, os espacos S” e
V" sdo formados por fungdes continuas em () e lineares em cada elemento Q. € 7. O
método de estabiliza¢io Difusdo DinAmica para a Eq. (2.33) consiste em achar U” € S¥

tal que

aUE ou” ou”
E h Ah
/ \% FALT AT )dQ
nel

8 W B 8UB OW?E  guUB
E / & + .
ox dy dy

>dQ — 0 YWFeVE (332

onde o coeficiente &, representa a quantidade de viscosidade artificial adicionada pelo
modelo numérico. Para o caso escalar, esse coeficiente é dado em termos das normas
euclidianas do residuo e do gradiente da solu¢do da equagdo associdada a macro
escala. Almeida (1993) apresentou uma generalizacdo do método CAU para o sistema
de equacgdes de Euler, obtendo normas generalizadas para o calculo do parametro de
estabilizacao deste método, que também é dado em funcao do residuo e do gradiente da
solucdo aproximada. Neste trabalho, utilizamos a norma dada pela Eq. (3.16). Portanto,

definimos &}, da seguinte forma:

[R5

& =& (U") = (3.33)

0, caso contrério,
\

sendo p(h) = v/2A¢ o parAmetro caracteristico submalha, com A€ a drea do elemento €2,

tole = 1079 neste trabalho, R(U") € o residuo da equagdo no interior de €, denotado
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por

ouh ouh ouh
hy _ Ah Ah

R(U") o +A; 9 + A, oy

or oU" oy ou”r

Ox LW oz oU" 9y ou*
o0& Ox o0& dy

VU"| 51 = gro~
|| ||AO ‘ an ox +an ay

A-1 ’ A-1 ’
AO AO

Para acelerar a convergéncia do processo iterativo, o cédlculo de (3.33) no passo de tempo

n + 1 é determinado conforme em (Santos e Almeida, 2007), isto é,

1
p= P ( A €h>

et modkfdsldeSS eV

Figura 3.1: Representacdo dos espacos S¥ e VE.

A Eq. (3.32) pode ser particionada em duas outras equacdes, uma associada as escalas

resolvidas:
/Wh. (5;h+Aga;h+Agaaih dQ + /Wh +A§a;f +Aza;;B>dQ
+§:/ §h 8Wh . aUh + a;zh . 8;';)619 —0, YW"'e V" (3.34)
e a outra associada as escalas submalhas:
/WB +A§,ﬁaa[jc +A§;a;;h dQ+/QWB %J—Bdﬂ

nel B B B B
+Z/ & W -aU oW” U )dQ:o, VWP e VP, (3.35)

ox y dy
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Em (3.34) e (3.35), os termos

gW" guUB  gWh guUP OWE guU  gWB auP
/ & (55— )0 e / 6 (5 .
Qe

Q
ox ox + oy oy ox ox + oy dy )d

provenientes da formulagdo numérica DD e o termo convectivo associada a micro escala

ouUB ouUB
Bo(AM—— + A= )dQ .
/QW (wax+yay> (3.36)

foram omitidos, por serem nulos.

As Eqgs (3.34) e (3.35) formam um sistema fortemente acoplado, dificultando o processo
de condensagdo estdtica para eliminar a varidvel U” (Werner, 2011; Yang e Samper,
2009). Uma forma de simplificar a solu¢do desse sistema € assumindo a hipdtese de
escalas submalhas quase-estdticas (Codina e Blasco, 2002; Juanes, 2003; Yang e Samper,
2009), isto &,

ag—tB ~ 0. (3.37)
Essa abordagem foi utilizada por Werner (2011) no método Difusd@o Dindmica aplicado
a problemas de escoamento miscivel em meios porosos e as solucdes encontradas foram
similares aquelas obtidas pela formulacdo SUPG/CAU. Trabalhos recentes considerando
escalas submalhas transientes (ou dinamicas) sdo apresentados em (Codina et al., 2007;
Gamnitzer et al., 2010; Nassehi e M.Parvazinia, 2009). Neste trabalho, propomos um
esquema numérico para resolver (3.34)-(3.35) considerando que as escalas submalhas

sejam transientes.

As Eqgs. (3.34) e (3.35) resultam em um sistema local de equacdes diferenciais ordindrias

fortemente acoplado da forma

My, Mg Uy Ky Knp Uy, On
. + = , (3.38)
Mpn Mpp Up Kpn Kpp Up OB

onde

e U, e Up s@o os vetores que representam as solugdes Uy, e Up nos pontos nodais

macro e micro, respectivamente, de cada elemento {2.. Analogamente, U, e

dgth e Bg_tB nos pontos nodais macro e micro,

Up sdo vetores que representam

respectivamente, de cada elemento (2.;
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o Myn, Mug, Mp, e Mpp sdo matrizes globais locais de massa associadas,

respectivamente, a contribuicdo dos termos

h B h B
/Wh aldQ /Wh ou s, /WB aidQ e /WB-agt d;
Qe

e K, € a matriz global local de rigidez associada ao termo

out  auh OW" oUt  gW" gU"
h . h h . dQ
/QEW <Awa A, "oy )9 /5h< or  or | oy ay>

e Kp e Kpj sdo matrizes globais locais de rigidez associadas aos termos

ou” ouB auh auh
h [ Ah h B (Al h
/ew (Ax b A, )dQ e /EW (Ax o A, >dQ

respectivamente;

e Kpp é amatriz global local de rigidez associada ao termo

OW? 8UB OW?5B  guUB
: Q.
/ €h< ox * dy oy )d

3.4.1 Método de estabilizacao Difusao Dinimica com escalas

submalhas estaticas

Usando a hipétese (3.37), as matrizes locais Mg e Mpp se anulam, de forma que o

sistema (3.38) resulta em

My, 0 U Ku, K U 0
hh el nh Knp no| h | (3.39)
Mpy, 0 0 Kpn Kpp Ugp Op

Utilizando o processo de condensagao estatica em (3.39) para eliminar a varidvel Up, em
cada elemento ()., obtém-se um sistema local de equag¢des diferenciais ordindrias para U},
da forma

MU, + KU, =0, (3.40)
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onde

<
|
=
|
=
>
-
2
|
5

O valor de Up pode ser obtido pela expressao

Ug = —(Kpp) [ KpnUn + MppUs).

Como a matriz K pp € associada somente ao termo proveniente do método DD,

/ 5h(@WB ' ous  ow?h . (9UB>d97
Qe

ox ox * oy oy

segue-se que K pp € inversivel, sempre que &, > 0 (ver Eq. (4.53)). O termo convectivo
(3.36) associada a micro escala que deveria fazer parte da matriz K g se anula (ver Secao
4.2.77, Eq. (4.49)), quando se utiliza funcdes bolhas definidas da forma (3.31). Pode-
se definir outras funcdes bolhas de forma que (3.36) seja ndo nulo. Quando &, = 0,
utilizamos o método SGS (Subgrid Stabilization) proposto por Guermond (2001), com o

coeficiente de estabilizacdo igual a um, de forma a preservar a ndo singularidade de Kpp.

Nos testes numéricos realizados os resultados apresentados ndo foram satisfatorios,
conforme pode ser observado no Cap. 5. A seguir é apresentado um esquema numérico

para resolver (3.34)-(3.35) considerando que as escalas submalhas sejam transientes.

3.4.2 Método de estabilizacao Difusao Dinamica com escalas

submalhas transientes

O sistema (3.38) resulta em duas equagdes:
My Up + MygUp + KUy, + KipUp = 0 (3.41)

Mg, Uy + MpgUp + KU, + KggUp = 05. (3.42)
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Considerando uma aproximacao por diferencas finitas de primeira ordem para a derivada

temporal na escala submalha, no passo de tempo n + 1,

n+1 n
UB _UB

VI (3.43)

'TL+1QJ
Uz =

onde At > 0 € o passo no tempo e substituindo este resultado na Eq. (3.42), associada
a micro escala, obtemos uma expressao que representa a variacao no tempo das escalas

submalhas, dada por
Upt = (Mo + MKps) " [2MisUf — At (Mp U+ KU |, G44)

onde (Mpp + AtKpp) é uma matriz local 4 x 4 inversivel (ver Lema 3.4.1).

Lema 3.4.1. A matriz local (Mpp + AtKgg) é inversivel.

Demonstragdo. De fato,

onde [, € a matriz identidade de ordem 4 e

3
féj’; ST(a? +y2) — (1m0 + 2123 + T3 + Y1y + 1Yz + Yoy3) | >0, se &, > 0;
i=1

0, se &, =0,

sendo z; e y;, © = 1,2,3 as coordenadas espaciais dos pontos nodais do elemento (2.

Portanto,
81A° 4
det(MBB+AtKBB): < 930 +Atﬁ> 7&0
e (Mpp + AtKpp) é inversivel. O
Usando (3.43) e (3.44) em (3.41), obtemos o sistema
MUM! 4 KUM= NUZ, (3.45)
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onde

M= My~ (Mys + AtEp) (Mps + AtKpp) ™ My

K = [Khh — (Myg + AtKpp)(Mpp + AtKBB)_lKBh];

~ 1

N = At [MhB — (Myp + AtKp)(Mpp + AtKBB)_lMBB} .

Resolvendo o sistema global associado de equagdes diferencias ordindrias (3.45) através
de um algoritmo predito-multicorretor, obtemos U7! e U+, O vetor U% no lado direito

de (3.45) € atualizado usando a expressdo (3.44).

Diferentemente do caso anterior, a matriz (Mpp + AtKpp) € inversivel, independente
do valor de &, conforme o Lema 3.4.1. O passo de tempo associado a micro escala em
(3.43) € o mesmo utilizado na resolucao do problema macro. Passos de tempos diferentes
para a micro e macro escalas podem ser considerados. Os resultados numéricos usando
essa metodologia sao mostrados no Capitulo 5. O problema global (3.45) associado €

resolvido usando o algoritmo preditor/multicorretor, descrito na proxima se¢ao.

3.5 Integracao no Tempo / Linearizacao

O algoritmo de integracdo no tempo adotado é o preditor/multicorretor, apresentado em
(Hughes e Tezduyar, 1984). Neste algoritmo, a equacdo global associada as equacdes

locais (3.40) e (3.45), definidas de forma genérica por
MU + KU =F,F = F(U,U,Up),K = K(U)

¢ discretizada por diferencas finitas. Para sua descricdo, seja n o contador de passos
no tempo, At o passo no tempo, U” e U™ as aproximagdes para Uy (t,) e Un(ty),

respectivamente, o algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:

Dados U e U™
Predicao:
1= 0;
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U’(10+)1 =U"+ aAtU”;
i+l _ Q.
U =0
Correcao:
=1+ 1;
Calcule R = F — (MU?_JHI + KU,
Resolva M*AU = R;
Atualize U = UM + AU;

Atualize UP™ = UM + aAtAU,

onde

a € [0,1] é um pardmetro que estabelece o controle da estabilidade e precisdo do
método de integracdo no tempo. Neste trabalho, utiliza-se o = 0.5, que corresponde

a um método implicito de segunda ordem.
o M* =M + aAtK € a matriz efetiva cuja ordem € o nimero de graus de liberdade;

R=F- [MU + KU] € o vetor de residuos em fung@o dos valores iniciais da

multicorrecdo dos valores nodais de Ue U;

e AU ¢ a correcdo dos valores de U para a préxima iteragdo;
O numero de corregdes foi fixado em trés para todos os métodos. Os sistemas lineares
sdo resolvidos utilizando o método GMRES com um pré-condicionador bloco diagonal

nodal (Catabriga e Coutinho, 2002). Os experimentos numéricos serao apresentados no

Capitulo 5.
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Capitulo 4

Matrizes dos Elementos

As formulacdes numéricas variacionais discretizadas apresentadas no Capitulo 3 resultam
em sistemas algébricos de equacdes diferenciais ordindrias ndo lineares, que sdo
resolvidos por um esquema discreto de integracdo no tempo, descrito na Secdo 3.5 do
capitulo anterior. As matrizes globais provenientes dessas formula¢des t€m uma enorme
esparsidade e seus coeficientes ndo nulos nao sao dispostos uniformemente. Os métodos
iterativos ndo estacionarios, também conhecidos como métodos livres de matrizes, sao
mais indicados nesse caso, pois apresentam facilidades no armazenamento das matrizes
esparsas (Saad, 1995). Além disso, a principal operagdo desses métodos, o produto
matriz-vetor, pode ser realizada acessando apenas as posi¢des ndo nulas da matriz dos
coeficientes. Entretanto, para que essa vantagem dos métodos ndo estacionarios possa ser
melhor aproveitada, ha necessidade de se definir estratégias de armazenamentos especiais
das matrizes envolvidas. Dentre as vdrias estratégias de armazenamento aplicadas ao
método dos elementos finitos, armazenamento elemento por elemento (EBE) (Hughes,
1987), aresta por aresta (EDE) (Catabriga, 2000; Martins, 1996) e a tradicional estratégia
de linhas esparsas comprimidas, do inglés, Compressed Sparse Row (CSR) (Saad, 1995),
optou-se por utilizar a estrutura elemento por elemento. Dessa forma, neste capitulo sdo
apresentadas as matrizes dos elementos associadas as formulagdes numéricas descritas no

Capitulo 3.

O conjunto de equacdes originadas da aproximagdo pelo método de elementos finitos,

forma um sistema acoplado de equag¢des diferenciais ordindrias ndo lineares, que pode ser
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representado de forma matricial por
MU, + KU, = F,F = F(U,, Uy, Up),K = K(U)

onde M € a matriz de massa generalizada e K € um operador ndo linear de U
representando os termos das equagdes de estado. As matrizes de (4.1) sdo construidas

a partir da contribui¢ao de matrizes associadas a cada elemento.

A matriz de interpolagdo € definida por

N 0 0 0 N 0 0 0 N3 O 0 O

0O Ny O 0 0 Ny 0O 0 0 Ng 0 O
N = 4.1)

0O 0 N O 0O 0O N O 0 0 N3 O

0O 0 0 N O 0 0 N 0 0 0 Ns

L d4x12
ou de forma mais compacta

N = N114 NQI4 N314 ) (42)

onde I, € a matriz identidade de ordem 4 e Ny, N, e N3 sdo as funcgdes de interpolagdo

no interior do elemento.

A matriz de interpolagdo N = Np(x,y) associada as fung¢des bolhas é dada por

Np

ou, de forma compacta,

onde

Ny 0 0 0
0O N, 0 O
0O 0 N, O
0 0 0 M

Np = [N,

Nb - 27N1N2N3.

4x4

4.3)

(4.4)

(4.5)

Para simplificar as funcdes de interpolacdo, realiza-se uma transformagdo de varidveis

globais (z,y) para varidveis locais (§,7n) - Fig. 4.1
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interpolag@o para elementos triangulares sdo dadas por

n

0.1

©

j=2

0,0)

w g

Figura 4.1: Elemento Triangular Linear

S
7;

1—¢—n. (4.6)

A Matriz Jacobiana que define a transformacdo das coordenadas globais para as

coordenadas locais € dada por

%
8€j or
an

sendo z; e y; as coordenadas globais do elemento €., e z;;

inversa da Matriz Jacobiana é dada por

23
ox
J—l — 862 _
aij @
ox

onde A¢ € a darea do elemento ().

9y
o€ B
_ T13 Y31 ’ @7
oy —T32 Y23
an

= JTZ‘—ZL']‘,L]' = 1,273. A

9%
y 1 |Y23 32
= 51 , (4.8)
on Y31 T13
Ay

O operador gradiente discreto das funcdes de
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interpolag¢do do método de Galerkin € definido por

ou seja,

B - 2Ae

ON
B.| oz 1
B, IN | 24¢
dy

Y231y

T32ly

yaily  yi2ly

zi3ly w114

(4.9)

(4.10)

O operador gradiente discreto associado as fungdes bolhas do método de Galerkin é dado

por

ou seja,

o

ONp

ox

ONp

dy

(Y23 N2 N3 + y31 N3Ny + 312 N1 N2 )1y

24 (232N3N3 + 213 N1 N3 + 291 No N7 )14

.11

(4.12)

A seguir sdo apresentadas as matrizes dos elementos provenientes das formulagdes

numéricas descritas no Capitulo 3. As matrizes A" e AZ sdo avaliadas no baricentro

de cada elemento, usando a solu¢do do passo de tempo anterior. Dessa forma, elas sdo

consideradas constantes em cada elemento.
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4.1 Matrizes Locais dos Métodos Estabilizados
SUPG/CAU e SUPG/YZ[

As matrizes locais dos métodos estabilizados SUPG/CAU e SUPG/YZ[3 sdo representadas
pelas matrizes de massa do método de Galerkin e do método SUPG e pelas matrizes
de rigidez associadas aos método de Galerkin, SUPG e pelo Operador de Captura de

Descontinuidades.

4.1.1 Matriz de massa do método de Galerkin

A matriz local de massa M}, proveniente do método de Galerkin é associada ao termo

OW" ou"
| oo
Q Ot Ot
Portanto,
fViI4
Mlgh :/ NTNdQe :/ N>l [ N1, Noly Nzl ] dSQe,
Qe Qe
N3y
que pode ser escrita como
2, I, L,
9 A
My, = ID I, 21, 1L . (4.13)
I, I, 2L,

12x12

4.1.2 Correcao SUPG da matriz de massa

O termo referente a correcdo SUPG da matriz de massa, denotada por M, "9, é associada

W Wiy oU”
/ TSUPG<Ax— +A 0 > : ﬂdQ&
Qe

ao termo

ox Y Oy ot
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Dessa forma,

MpP = Tsupa / (BfoNJngAyN)dQ (4.14)
Qe

_ TSUPGBL%( / NdQ)+TSUPGB§Ay< / NdQ), 4.15)

€ e

onde

/ Nd2 :/ [ N114 NQI4 N314 ] ds.
Qe Qe

Como er N;dQY =4, i=1,2,3, entdo

/ENTdQ:§[14 Lo 1y ]4x12'

Usando (4.9), obtemos

Yosla z3214
Myt = TSU% ynly | Ac [ L, L L ] + TS%PG z13Ly | Ay [ L L L }
| Y1214 roly
YasAy + T32Ay  yYosAn +130A, YasAy + T32A,
= TS%PG ynAy +113A, y31A, +113A, ynAp +Ti3A, - (4.16)
i Yi2As + 221Ay Yi2A, +x01A, Y12A, + 191A, Lox12

4.1.3 Matriz de rigidez do método de Galerkin

A matriz local de rigidez K}, proveniente do método de Galerkin é associada ao termo

convectivo . .
oU oU
oA A ..
/QEW ( Y Ox Ay oy ) ¢
Logo,
kY, = / (NTAszJrNTAyBy)dQ 4.17)
_ ( / NTdQ>A$Bm—|— ( / NTdQ>AyBy. (4.18)
Qe Qe
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Mas,

N1,
/ NTdQ) = / NoI, | dS.
Qe Qe
Ns1,
Como [, N;d2 = 4. i=1,2,3, entdo
I
Ae
/ N =" | 1,
Q. 3
I4 12x4
Usando (4.9), obtemos
A, A,
1 1
Ky, = G A, [?J2314 Yys1ly y1214] + 6 A, [133214 z1314 962114]
] A, A,
. Y3 Ay + 132A, YAy +r13A, yi2As + 121Ay
I YAy + T32Ay ysiAg +113A, y2Ap + 19Ay (4.19)
| YasAp + T32A, ynAp +x13A, YA, + 121A

4.1.4 Correcao SUPG da matriz de rigidez

7z

A parcela referente a corre¢io SUPG da matriz de rigidez, denotada por K", ¢é

associada ao termo

/ TSUPG (Ax‘g_; + Ay@@_?) : (A”g_; + Ayaa—I;)dQe.

e

Dessa forma,

s | AA, ALA,
wh = Tsurc [ B BdQ (4.20)
o | AJA, AA,
Eyn B Eig
TSUPG
= AAe E9r Ezy Eag | (4.21)
E3 B3y Ess
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onde cada E;; € uma submatriz 4 x 4, definida por

Eiy = yo3(ys1 Az Ay + 213A,A ) + 223(y31 AyA, + 213A,A);
Eis = yos(y12A A, + 201 A A)) + 232(Y12A A, + 291 A A);
Eo = y31 (Y23 Az Ay + 1320A.Ay) + 213(Yo3 Ay Ay + T32A,A);
Eos = y31(y12As A + 221 AL Ay) + T13(y12A Ay + 291 A AY);
E31 = y12(y2s Az Ay + 230A A ) + 291 (Y2s Ay A, + 230A A,);
Esy = y12(ys1A; Ay + 213A,A ) + 201 (ys1 A A, + 213A,A,);
By = —(En + Ei3);

Eay = —(Ea1 + Ea3);

Es3 = —(Es1 + Es).

4.1.5 Matriz de correcao do Operador de Captura de

Descontinuidades

ocd

A matriz local Kp};* de corre¢cdo do método de Captura de Descontinuidades (CAU ou

YZ3), associada ao termo
Socd / VW". vU"dQ,
Qe

¢ dada por

KXY = $peq [ B'BdQ = 6,.,,B'B / dQ

Qe Qe
= 0,.4A°BTB. (4.22)
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Substituindo BT e B pelas matrizes de interpolacio correspondentes, tem-se que

. yasly  w3oly I I I
Yazly  Y31la Y12l4
B'B = A(Ae)2 yaily  x1314
(Ae) r3oly w13l xo1ly
i yi2ls 2114

(ygs + x§2)14 (y23y31 + $32!E13)I4 (y23y12 + 51532$21)I4

= (Y31Y23 + T13232)14 (y§1 + 93%3)14 (Ys1y12 + T13221)14
(Y12y23 + T21732) Ly (Y12931 + T21713) 14 (3/%2 + 5’331)14

Portanto,

(Y23Yas + T32232)Ls  (Yasys1 + x32213)Ls  (Yasyro + 30291)14
ocd ocd
Ky = A1Ae (Ys1y2s + T13232) Ly (ys1ys1 + 213213) L (Ys1y12 + 213221) 14

(Y12Y23 + xa1232) Ly (y12ys1 + xa1213) L (Yi2y12 + xo1291)14
(4.23)

4.2 Matrizes Locais do Método de Estabilizacao Difusao
Dinamica

As matrizes locais do método DD sdo representadas pelas matrizes de massa M}, do
método de Galerkin, dada por (4.13), das componentes Mz, Mp, e Mpp, conforme
(3.38), pelas matrizes de rigidez K7, do método de Galerkin, dada por (4.19), e das

componentes Kz, K, ¢ Kpp, conforme (3.38).

4.2.1 Matriz de massa M,z do método DD

A matriz local de massa M}, proveniente do método DD € associada ao termo

B
/ wh. ou Q...
Qe

ot
Logo,

My = | NTNgdQ.. (4.24)

Qe
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Substituindo N7 e N 5 pelas matrizes de interpolagio correspondentes, tem-se

N1y NyN1 14
Myp = / NI, [th]dﬂe: / NyNoLy | dQe,
’ N1, - NyN3Ly
onde
5 NyN;dQ, = 32—f, i=1,2,3.

Portanto, a matriz local de massa M}, € dada por

I

3A¢
Myp = 20 I,
I

4.2.2 Matriz de massa M g;, do método DD

A matriz local de massa Mpg;, proveniente do método DD € associada ao termo

h
/ wW£E. aldﬁe.
a, ot

Dessa forma,
Mgy, = NgNdQ..

Qe

Substituindo Nz e N pelas matrizes de interpolagdo correspondentes, tem-se

MBh = / [ NbI4 :| |: N114 NQI4 N314 :| dQe;

- / [NbN114 NN, 1L, NbN?,IJdQe,
Qe

onde
Ae
NyN;dS), = 3—, 1=1,2,3.
Q. 20

Logo, a matriz local de massa Mp), é dada por

MBh =

- [14 L Lo = (Myp)T.
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(4.27)

(4.28)
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4.2.3 Matriz de massa Mz do método DD

A matriz local de massa Mpp proveniente do método DD € associada ao termo

B
/ wW£E. ou dQ..
Qe

ot

Dessa forma,

Mpp = / NLENgdQ,.
Qe

Substituindo N% e N 5 pelas matrizes de interpolacio correspondentes, tem-se
B p rpolag p

Mps = /ﬂe[NbLl][th}d@:/ﬂe[zvgh}dﬁ,

com
81A°

280

/ NZdQ) = 27° / NINZNZdQ), =
Qe Qe

Logo, a matriz local de massa Mpp € dada por

81A°
Mpp — ( )I .
BB 280 4

4.2.4 Matriz de rigidez K}; do método DD

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

A matriz K}, € formada pela matriz associada ao termo convectivo da equacdo de Euler,

ja representada no método de Galerkin por K7, (Eq. (4.19)), adicionada a um termo

associado ao operador de difusdo artificial proveniente do método DD, ou seja,
K, = K3, + Kif,
onde K}, é dado pela Eq. (4.19) e

KM —¢, / VW". vU"dQ.
Qe
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De forma andloga a (4.23), obtemos

(y23Y23 + T32T32)Ls (y2sys1 + x32213)Ls (Yastiz + x32221)14

&n
K-

(Y1292 + To132)Ls  (Y12y31 + o1213) 1y (12912 + To1221) 1y

4.2.5 Matriz de rigidez K}z do método DD

A matriz K5 é dada por
Knp = K" + Kij,

z

onde K ;%" € associada ao termo convectivo da equagdo de Euler,

oUB oUB
hA hA
/QE<W o WA )dQ

e K4 ¢ associada ao operador de difusdo artificial,

& [ VWP . vUBQ

Qe
proveniente do método DD.
Entao,
Ko — NTA By, + NTA Bby> dQ
Qe
= [ [nTau( )14 +NTA (aN")LJ dQ
Qe Ay

_/ aNb )NTA, + (%Z")NTAPQ

_ / aNb LINTa0) A, +[/Q <88]\y7b>NTdQ}A

e
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AAe (Ys1Yas + T13T32) Ly (ys1ys1 + x13213) s (ys1v12 + 213221)14

(4.35)

(4.36)



onde

N1,
[ (G [ (52)] v |-
N3l

Resolvendo as integrais da equagdo (4.37), temos que

(Y23 + 2y3

ON\ oy 9
f, (G~ 5 | o

ON,
—— N1dS2,
or
ONy 16,
ox

ON,

(/.
(/.

—— N3dS2,
_< 0. O ’

1+ 2y12)1y
1+ 2y12)14

(2y23 + 2y31 + y12)14

Analogamente,
N1
ONY\ \iT 7y ON, B
/ e (a—y)N dt = / (a—y> Nol, | df2 =
Nsl,

Resolvendo as integrais da equacdo (4.39), temos que

%NldQ
Qe dy
%NQdQ
Qe dy
( Ny v a6
Qe dy

(IgQ + 2.7}13 + 21’21)14

/Qe <8a—];7b>NTdQe - %

(2230 + 13 + 291 )14

(23332 + 2%13 + 11321)14

Substituindo (4.38)-(4.40) em (4.36), resulta em

(Y23 + 2y31 + 2y12) Ay + (T32 + 22
(2y23 + Y31 + 2y12) Ay + (2230 + @
(2923 + 2y31 + y12) Ay + (2230 + 2

9
KCOH’U -
hB 40
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13+ 2w01) Ay
13+ 2291) A,
T13 + Ta1)Ay

)
)

12x4

.
i
).

-

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)



A matriz K¢, é dada por

Ky = & [ (B'Ba)io,
Qe

yazly w321y

1
= & /Q ﬂ yaly wi3ly 9 Ae
yioly  woily

Y23 (Va3 + ys1 + y12) + Taa(x32 + T13 + 791) | Iy
gfh i i
= 16Ac Y31 (Y3 + ys1 + y12) + T13(x32 + 213 + 291) | Ly
Y12(Y23 + Ys1 + y12) + 21 (232 + 13 + 221) | LIy
= Ol2><4~

De fato,

Yos3 + Ys1 + Y12 = Ta2 + T13 + 221 = 0.
Isso significa que o termo

& | VW' vUBIQ

Qe

associado ao método DD é nulo.

4.2.6 Matriz de rigidez K g;, do método DD

A matriz Kgj, é dada por
Kon = K" + K,

z

onde K" € associada ao termo convectivo da equagdo de Euler,

ouh ouh
B i B i
/Qe (W AT+ WA, >dQ

e K¢ & associada ao operador de difusdo artificial,

& | YVWPB.vU"Q

Qe

proveniente do método DD.
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27 (y23NaN3 + y31 N3Ny + y1aN1No)1y

(x32N3N3 + 213N1 N3 + 291 No N1 )1y

ds),

(4.42)



Entao,

Ko = / <NBAxB$+NBAyBy>dQe

= | / NpdQ] AB, + | / NpdQ.| A,B,, (4.43)
Qe Qe
onde
Ae
/ N 3dQ, = (27 / NlNgNnge)L _ 94 (4.44)
Qe Qe 20

Substituindo (4.44) em (4.43), obtemos

9
Kjéi =0 [923Ax + x32A,  ys1Ap +T13Ay  Yi2A, +x91A, inls (4.45)

A matriz K¢ é dada por

K = & [ (BB)ao,
Qe

- -
Y23 (Yas + Y1 + y12) + T32(T32 + 213 + 221) | Iy

9% |7 1

= 1GA° Y31 (Yas + ys1 + yi2) + 213(x32 + 213 + 221) | Iy
Y12(Y23 + Y31 + Ya2) + o1 (232 + 213 + 221) | Iy

= szm = Oyx12- (4.46)

De fato,

Yo3 + Y31 + Y12 = T3z + T13 + T21 = 0.

Isso significa que o termo
&n / VW7 . vU"dQ
Qe

associado ao método DD é nulo.

4.2.7 Matriz de rigidez Kz do método DD

A matriz Kzp é dada por
Kpp = Ki5" + K,
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7z

onde KF5" € associada ao termo convectivo da equagdo de Euler,

HUB JUB
BA B
/ (W o WA )dQ

€

e K ¢ associada ao operador de difusdo artificial,
&n / VW?EZ . vUBd0
Qe

proveniente do método DD.

Entao,
Koo — / (NoALBy. + NuA,By, )d0,
Qe
27
= S (Nb(y23N2N3 + Y31 N3 N1 + y12 N1 \2) A,
Qe
+  Ny(x32N3Ny + 213N N3y + 9021N2N1)Ay) s,
onde
27A°
Ny N1 NodQ), = NyN{N3dQ), = NyNoN3dQ), = ——.
o o Q. 630
Substituindo (4.48) em (4.47), obtemos
conv 81
Kgp® = 1410 [(y23 + ys1 + v12) Ay + (T32 + T13 + T21) A
= O4><4-

De fato,
Ya3 + Y31 + Y12 = T3z + x13 + 291 = 0.

Isso significa que o termo convectivo

au? ous
BA, BA Q
/ e (w o WA )

¢é nulo.
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A matriz K%, proveniente do operador submalha do método DD € dada por

K = ¢, / BLBgdQ.
Qe

~ & [ Bhaorg [ Bhao (4.50)
Qe Qe
onde
B2 d0. — 815}1 2 2 2 I
&n pr@lle = M(yzg + Y31 + Yis + Yosys1 + Yostrz + Ysiyaz) s (4.51)
Qe
e
2 _ 81§h 2 2 2
gh BbdeG = M(l’32 -+ T3 -+ Lo + T32X13 + T32T91 + .1’13.1’21)14. (452)
Qe
Portanto,
KBB = 7"14, (453)
onde
81&
ro= FA}; 933 + y§1 + Y2y + Yo3ys1 + Yosvio + Y31Y12

2 2 2
+x39 + X713 + T3 + T32T13 + T32T21 + T13%21 | > 0, se §h > 0.

No préximo capitulo serdo apresentados os resultados numéricos considerando trés
exemplos na andlise de escoamento com gradientes elevados regidos pela equacdo de
Euler: Choque Normal Unidimensional, Choque Obliquo Bidimensional e Choque

Refletido Bidimensional.
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Capitulo 5

Experimentos Numéricos

Neste capitulo sdo apresentados os experimentos numéricos considerando trés exemplos
de escoamentos regidos pelas equacdes de Euler: choque normal unidimensional, choque
obliquo bidimensional e choque refletido bidimensional. Os resultados obtidos utilizando
o método de estabilizacdo difusdo dinamica, considerando que as escalas submalhas
sejam estdticas e transientes, sdo comparados com as respectivas solucdes analiticas e
com as solucdes obtidas pelas formulagdes estabilizadas SUPG/CAU e SUPG/YZ/3. Para
facilitar a leitura do texto, neste capitulo o método difusdo dinidmica usando escalas
submalhas transientes € chamado simplesmente de difusao dindmica transiente (ou DD

Transiente), enquanto que para escalas submalhas estdticas o método é chamado de

difusao dinamica estatica (ou DD Estatico).

Em todos os exemplos sdo considerados gases compressiveis com expoente adiabdtico
(y = 1.4 e c, = 716.5). No algoritmo de avang¢o no tempo o nimero de multicorrecdes
foi fixado em 3, o nimero de vetores para o restart do método GMRES adotado € igual a 5
e a tolerancia fixada em 10!, Os testes foram realizados numa méquina com processador
Intel Core2 Duo 2.10 GHz com 4GB de memodria RAM e sistema operacional Windows

Vista Home Basic.
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5.1 Choque Normal Unidimensional

Este problema consiste de um escoamento através de duas regides separadas por um
choque normal. A velocidade inicial do escoamento apresenta uma descontinuidade, que
€ propagada para o dominio temporal. Considera-se uma malha com 39 x 2 células, sendo
2 elementos triangulares em cada célula, totalizando 120 n6s e 156 elementos, distribuidos
no dominio retangular 2 =|0, 39[x] — 0.5, 0.5], conforme Fig. 5.1. A massa especifica,
a temperatura e os campos de velocidades sdo considerados prescritos na entrada do
escoamento e a temperatura na saida. O choque ocorre em x = 20 e as condig¢des iniciais,

em um sistema de unidades compativel, sdo dadas por:

(M = 20 (M = 057735;

p = 1.0; p = 2.6666T:;
r <20 vy = 1.0; x> 20 v = 0.37500;

vy = 0.0 v, = 0.0;

| p = 0.17857, | p = 0.80357,

onde M ¢é o nimero de Mach e p € a pressao.

=0

x=0 x=39

Figura 5.1: Formato da Malha — Choque Normal Unidimensional.

A Fig. 5.2(a) mostra os perfis de massa especifica da solucdo exata e das
solucdes numéricas obtidas pelos métodos SUPG/CAU, SUPG/YZS e Difusao Dindmica
Transiente. Considerando At = 10~2 em todas as formula¢des, observa-se que a solugio
obtida pelo método DD Transiente estd mais préxima da solugdo exata do que a obtida
pela formulacdo SUPG/CAU. O método SUPG/YZS apresenta oscilacdes na regido do
choque. A Fig. 5.2(b) compara as solucdes obtidas pelos métodos DD Transiente e
DD Estatico apds 300 passos de tempo. Assim como o método SUPG/YZ, o método

DD Estatico apresenta um comportamento oscilatério proximo ao choque. As Figs.
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2.8

T T
SUPG/CAU —+—
SUPG/YZB
26 | DD Transiente ------
Exata

24 |

22 F

2k

18 |

16 |

14 F

12 F

1

08 L L L L L L L
5 10 15 20 25 30 35 40

0
(a) Massa especifica dos métodos SUPG/CAU, SUPG/YZ}S e
DD Transiente

2.8

T T
DD Estatico —+—

DD Transiente R T I 1 N A
26 F Exata -+ : I\/’— e

24 : ]

22 E
18| E
16} r i

14 i e

12 A 4
1 -

08 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

(b) Massa especifica dos métodos DD Estético e DD Transiente

Figura 5.2: Choque normal unidimensional — Comparativo dos perfis de massa especifica
das formulacdes numéricas
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5.3(a) e 5.3(b) mostram, respectivamente, o comportamento dos residuos das formulacoes
SUPG/CAU e DD Transiente. Ambos decaem a medida que o tempo avanga, porém, a
magnitude do residuo do método SUPG/CAU € maior do que a do método DD Transiente.
Ao analisar o residuo dos métodos SUPG/YZ$ e DD Estatico, Figuras 5.3(c) e 5.3(d),
ao contrario do comportamento dos métodos anteriores, observa-se um crescimento dos

residuos nos ultimos 150 passos.

A Tabela 5.1 apresenta o desempenho computacional das implementagdes realizadas.
O método DD Transiente foi cerca de 50% mais rdpido para solucionar o sistema de
equagdes que todos os demais métodos, realizando 1174 iteragcdes GMRES a menos
do que o método SUPG/CAU e 1782 iteragdes a menos do que o método SUPG/YZS.
Entretanto, na montagem das matrizes, onde se encontra o maior esfor¢o computacional,

o tempo obtido pelo método DD € um pouco mais elevado.

SUPGICAU —— DD Transiente

01

0

50

100

150

200

250

300

0.001
0

50

100

150

200

250

300

(a) Residuo da massa especifica do método (b) Residuo da massa especifica do método DD

SUPG/CAU

0.1

\ aves
‘ ‘\f\//

0.01

[N S

SUPGIYZB ——

(©) Resfduso da l
SUPG/YZS

Figura 5.3:
formula¢des numéricas

150

200

250

300

Transiente

0.1

DD EStatico

0.001 -
0 50

Estatico

71

100

150

200

250

300

massa especifica do método (d) Residuo da massa especifica do método DD

Choque normal unidimensional — Residuos da massa especifica das



Tabela 5.1: Choque normal unidimensional — Desempenho computacional.

Método ItergymrEs Tempocpy (S)

Montagem das matrizes | Solu¢gdo GMRES | Total
SUPG/CAU 2199 24.342 1.025 27.253
SUPG/YZp 2807 25.857 1.193 28.751
DD Estético 2444 27.908 1.163 30.877
DD Transiente 1025 28.716 0.592 31.215

5.2 Choque Obliquo Bidimensional

Este problema consiste em um escoamento bidimensional supersonico — numero de Mach
M = 2 — de um fluido inviscido sobre uma cunha, fazendo um angulo de —10° em
relacdo a malha, conforme mostrado na Fig. 5.4. Pode-se determinar analiticamente
a formacdo de um choque obliquo a 29.3° com a parede. O dominio 2 =0, 1[x]0, 1|
considerado € discretizado em 20 x 20 células com dois elementos triangulares em cada
célula, totalizando 441 nds e 800 elementos. Considerando um sistema de unidades

compativel, as condi¢des de contorno prescritas na entrada e no topo de {2 sdo dadas

por
M = 2.0;
p = L1.0;
v1 = cos10°%
vy, = —sin10°%
lp = 0.17857.

Além disso, a velocidade v, é nula na parede inferior, ndo sendo imposta nenhuma
condi¢do na saida. As condi¢des iniciais sdo consideradas como de escoamento livre.

A solugdo exata na saida abaixo do choque é dada por

(

M = 1.64052;
p = 1.45843;
vy = 0.88731;
vy = 0

p = 0.30475.
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\s

- _3_9M=1.64

/,,/\/2/9.30

Figura 5.4: Esquema do problema - Choque bidimensional obliquo.

A Fig. 5.5 apresenta as isocurvas e perfis da massa especifica para as formulagdes
SUPG/CAU (a), SUPG/YZS (b) e DD Transiente (c), usando uma malha 20 x 20 e
At = 1073. Observa-se que o método Difusdo Dindmica Transiente apresenta uma
solu¢do menos difusiva na regiao do choque. A Fig. 5.6 apresenta as isocurvas e perfis da
massa especifica dos métodos em malhas ndo estruturadas com 507 nés e 932 elementos
e a Fig. 5.7 em malhas ndo estruturadas com 2560 nos e 4996 elementos, sendo bastante
refinada na regidao do choque. Para as malhas ndo estruturadas pode-se observar oscilagdes

obtidas pelo método DD Transiente em regides de alto gradiente.

As Figs. 5.8, 5.9 e 5.10 mostram os perfis de massa especifica no ponto x = 0.9 para todas
as formulagdes, considerando trés malhas (10 x 10, 16 x 16 e 20 x 20) com respectivos
passos de tempo. As solu¢des obtidas com o método DD Transiente representam melhor
o choque do que aquelas obtidas pelos métodos SUPG/CAU e SUPG/YZ/. Pode-se
observar que, em geral, as solu¢cdes DD Transiente e SUPG/YZS sdo préximas, porém
a solucdo DD Transiente € ligeramente mais precisa. A representagdo do choque obliquo
pelo método DD Estatico ndo foi satisfatéria e teve um comportamento mais difusivo a

medida em que o passo de tempo diminuia.

O método DD Transiente apresentou um comportamento condicionalmente estdvel, o que
pode justificar as oscilagdes ocorridas na regido do choque para malhas ndo estruturadas
(Figs. 5.6 € 5.7). A dependéncia do método em relagdo ao pardmetro At é mostrada na
Fig. 5.11, usando uma malha 20 x 20. Note que a solu¢@o aproximada oscila na regido do
choque quando At = 1072, Para At = 1072 ou At = 10~%, o comportamento da solugdo

€ praticamente o mesmo, apresentando apenas uma pequena oscilagdo na parte inferior
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1.154

] |1i1| I 12 L1 |1'|3| 1 |-|'4
M’ il inininl .
0.947551 1.46519 0 02 04 0.6 08 1

(a) SUPG/CAU

] |1i1| I 12 L1 |1'|3| [ |-|'4
093 T T
0.947551 1.46319 0 02 0.4 06 08 1

(b) SUPG/YZS

] |1i1| 1 12 I |1'|3| 1 |-|'4
095 T T
0.947551 1.46519 0 02 04 06 08 1
(c) DD Transiente

Figura 5.5: Choque obliquo bidimensional — Isocurvas e perfis da massa especifica —
malha 20 x 20 e At = 1073,
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1.154

] |1i1| L1 12 L1 |1'|3| [ |1'4
1 T T T T
0.947331 146319 0 02 04 0.6 08

(a) SUPG/CAU

] |1i1| I 12 L1 |1'|3| [ |-|'4
0.947551 1.46519 o 02 04 0o 08

(b) SUPG/YZS

1 4

|1i1| 1 12 I |1'|3| 1 I-LH
0.947551 1.46519 0 02 04 0 08
(c) DD Transiente

Figura 5.6: Choque obliquo bidimensional — Isocurvas e perfis da massa especifica para

malhas nio estruturadas sem refinamento e At = 1073.
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1.154

1.054
] | |1i1| I |-|ﬁ| L1 |1'|3| [ |1'4H
ﬂ 1

0.947551 1.46619 0 02 04 06 08 ]

(a) SUPG/CAU

“I |1i1| I |-|ﬁ| L1 |1'|3| [ |1'4H
0.947551 1.46519 o 02 04 06 08 7

(b) SUPG/YZS

] | |1i1| [ |1f| 11 |1'|3| [ |1'4H
0.947551 1.46519 T 02 04 0 03 }
(c) DD Transiente

Figura 5.7: Choque obliquo bidimensional — Isocurvas e perfis da massa especifica para

malhas ndo estruturadas refinadas na regidio do choque e At = 1073,
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T
SUPG/CAU —+—
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Exata
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(a) Massa Especifica dos métodos SUPG/CAU, SUPG/YZS e
DD Transiente

T
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15 Exata -+ 1
14 |

13 F

11F

0.9 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Massa Especifica dos métodos DD Estatico e DD Transiente

Figura 5.8: Choque obliquo bidimensional — Comparativo dos perfis de massa especifica
das formulagdes numéricas — malha 10 x 10 e At = 1072
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(b) Massa especifica dos métodos DD Estético e DD Transiente

Figura 5.9: Choque obliquo bidimensional — Comparativo dos perfis de massa especifica
das formulagdes numéricas — malha 16 x 16 e At = 1073
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DD Transiente ---%--- 7

Exata
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0 0.2 0.4

0.6 0.8 1
(a) Massa especifica dos métodos SUPG/CAU, SUPG/YZ}S e
DD Transiente

T
DD Estatico —+—
DD Transiente

15 Exata -+ 1

14 | : B

0.9 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Massa especifica dos métodos DD Estético e DD Transiente

Figura 5.10: Choque obliquo bidimensional — Comparativo dos perfis de massa especifica
das formulagdes numéricas — malha 20 x 20 e At = 1073
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do choque. A melhor solu¢io é obtida quando At = 107°.

A Fig. 5.12 mostra que o residuo do método DD Transiente, 5.12(b), diminui com maior
rapidez do que os residuos das metodologias SUPG/CAU, 5.12(a), e SUPG/YZ/3, 5.12(c),
além de apresentar uma magnitude consideravelmente menor. O comportamento varidvel
do residuo do método DD Estético, cuja solucdo numérica mostrou-se extremamente

difusiva, indica que o método nio convergiu.

O tempo de processamento e o ndmero de iteragdes dos métodos analisados sdo mostrados
na Tabela 5.2. Na resolucdo dos sistemas lineares, o método DD Transiente executou
menos de um ter¢co do nimero de iteracdes GMRES obtido pelo método SUPG/CAU
e 15179 iteragdes a menos que o método SUPG/YZS. No entanto, o maior esfor¢o
computacional do método DD encontra-se na estrutura utilizada para montagem das
matrizes, tornando o tempo total de processamento deste método maior em relacdo ao
tempo obtido pelo SUPG/CAU. O método SUPG/YZ/ se mostrou ainda mais custoso
que o DD Transiente na montagem das matrizes do sistema. O resultado obtido pelo DD

Estdtico demonstra a inviabilidade do método neste exemplo.

16

15 | At=10° E

14 | E
13 E
12 | ) i

11F A -

0.8

Figura 5.11: Choque obliquo bidimensional — Perfis de massa especifica do método DD
Transiente — malha 20 x 20.
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Tabela 5.2: Desempenho Computacional — malha 20 x 20 — Choque Obliquo
Bidimensional.

Método Itercgyres Tempocpy (s)

Montagem das Matrizes | Solucaio GMRES Total
SUPG/CAU 30389 1161.509 64.252 1268.125
SUPG/YZp 24185 1455.933 62.292 1556.114
DD Estatico 389136 1465.959 829.497 2345.703
DD Transiente 9006 1383.513 29.948 1456.456

[\J/\ i i i i SUPGICAU —— i i i i DD Transiente ——

s s s s 0.001 s s s s s
1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

(a) Método SUPG/CAU (b) Método DD Transiente

0.1

T 1e+006 T T T T T
SUPG/YZB —— DD Estatico —

10

100000 |

10000

1000

0.001 s s s s s s s s s s
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000

(c) Método SUPG/YZS (d) Método DD Estético

Figura 5.12: Choque obliquo Bidimensional — Residuos da massa especifica das
formulagdes numéricas — malha 20 x 20 e At = 1073
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5.3 Choque Refletido Bidimensional

Este problema consiste de trés regides de escoamento separadas por um choque obliquo e
sua reflexdo ao longo de uma parede, conforme Fig. 5.13. O dominio 2 =]0,4.1[x]0, 1] é
particionado em 60 x 20 células com 2 elementos triangulares em cada célula, totalizando
1281 no6s e 2400 elementos. Condicdes de contorno de Dirichlet para massa especifica,
velocidade e pressdo sdo prescritas no contorno de entrada e no topo de 2. Nao sdo
impostas condi¢des de contorno na fronteira a direita do dominio. Na fronteira inferior,
a componente horizontal do campo de velocidades é prescrita com valor nulo, ou seja,
v; = 0. As condicdes iniciais sdo de escoamento livre. Considerando um sistema de

unidades compativel, os dados na entrada do dominio (parede a esquerda - regido 1) sdo

/

M = 2.9;
p = 1.0;
Regidgo 1: ¢ v, = 2.9;
Vg = OO7
| p = 0.714286.
y
M=2.378
\ _
)290 S
M=2.9 M=1.942
— o @) T T
y=025| =~ IR IO
o\ 28
L

Figura 5.13: Esquema do problema - Choque refletido bidimensional.

Considerando que a incidéncia do choque faz um angulo de 29°, as solugdes exatas nas

regides 2 e 3 sdo dadas por:
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M = 2.3781; M = 1.94235;

p = LT p = 2.68728;
Regidao2: ¢ v; = 2.61934; e Regido 3: v = 2.40140;

vy = 0.50632; vy = 0.0;

p = 1.52819 p = 2.93407.

A Fig. 5.14 apresenta as isocurvas e perfis da massa especifica, considerando uma malha
60 x 20 e At = 1073. Observa-se que a solugio obtida pelo método DD Transiente
€ mais precisa do que aquela obtida pelos métodos SUPG/CAU e SUPG/YZ/S. A Fig.
5.15 apresenta as isocurvas e perfis da massa especifica dos métodos em malhas ndo
estruturadas com 536 nds e 968 elementos, onde observa-se uma boa precisio da solu¢do
obtida pelo método DD Transiente. As Figs. 5.16(a) e 5.16(b) exibem os perfis de massa
especifica para as formulagdes avaliadas, usando uma malha 60 x 20 e At = 1073,
Podemos observar que a solugdo obtida pelo método DD Transiente representa melhor
o choque. A Fig. 5.17 mostra a dependéncia do método DD em relacdo ao tamanho do
passo de tempo At. Quando At = 1072, pequenas oscilagdes aparecem nas regides dos

choques. Solugdes melhores sdo obtidas quando At = 1073 ou At = 1072,

O comportamento dos residuos € mostrado na Fig. 5.18. Podemos observar que,
exceto para o DD Estético, o residuo dos métodos decaem com o tempo, diferenciando
somente na magnitude dos mesmos. O método DD Estético obteve, além de uma solucio
difusiva, um comportamento crescente e varidvel do residuo, indicando que 0 mesmo nao

convergiu.

A Tabela 5.3 mostra que o método SUPG/CAU executou quase quatro vezes mais
iteragcdes GMRES, na solu¢do dos sistemas lineares, do que o método DD Transiente. No
entanto, devido ao custo computacional necessario na montagem das matrizes, o método
DD necessitou de maior tempo computacional, quando comparado ao SUPG/CAU,
contudo ndo mais que o método SUPG/YZS. O método DD Estiatico mostrou-se

novamente invidvel para o problema considerado.
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Figura 5.14: Choque refletido bidimensional - Isocurvas e perfis da massa especifica —

Malha 60 x 20
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Figura 5.15: Choque refletido bidimensional — Isocurvas e perfis da massa especifica —

Malha ndo estruturada
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Figura 5.16: Choque refletido bidimensional — Comparativo dos perfis de massa especifica
das formula¢des numéricas
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Figura 5.17: Choque refletido bidimensional — Perfis de massa especifica do método DD
Transiente — Malha 60 x 20.
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Figura 5.18: Choque Refletido Bidimensional — Residuos de Massa Especifica das
formulacdes numéricas — malha 60 x 20 e At = 1073

Tabela 5.3: Choque refletido bidimensional — Desempenho computacional — Malha 60 x

20.
Método Itercyres Tempocpy (s)
Montagem das matrizes | Solucio GMRES Total
SUPG/CAU 34869 4189.882 242.964 4545.313
SUPG/YZS 31473 4989.128 254.620 5364.641
DD Estatico 390502 4389.009 2382.762 6874.362
DD Transiente 9006 4750.084 101.701 4960.722
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho apresentou uma implementacdo do método de estabilizagdo difusdo
dinamica, para resolver o sistema de equacdes de Euler compressiveis, considerando
escalas submalhas estdticas e transientes. Para as escalas submalhas transientes foi
proposto uma expressao para representd-las em cada passo de tempo. O armazenamento
da matriz global foi realizado através da estrutura de dados elemento-por-elemento. Para
a integracao no tempo foi utilizado um método preditor multicorretor de segunda ordem e
os sistemas lineares resultantes em cada correcdo foram resolvidos pelo método iterativo

GMRES, com um pré-condicionador bloco diagonal nodal.

Um conjunto de experimentos, incluindo choques normal, obliquo e refletido, foi
considerado e as solucdes obtidas pelo método difusao dindmica com escalas submalhas
estdticas e transientes foram comparadas com a solucdo exata e as solucdes obtidas
pela formulagdo estabilizada SUPG/CAU e SUPG/YZ. Observou-se que os métodos
SUPG/YZ[ e difusao dindmica com escalas submalhas transientes obtiveram resultados
mais precisos € com menor numero de iteracdes GMRES para os choques obliquo e
refletido, comparados ao método SUPG/CAU que mostrou-se mais difusivo. No entanto,
para os trés problemas testados, o tempo total de processamento obtido pelo método
SUPG/CAU foi menor, devido ao esfor¢co computacional utilizado na montagem das
matrizes dos outros métodos. Contudo, o desempenho do método difusdo dinamica com
escalas submalhas transientes foi melhor com relacdo a solugcdo dos sistemas lineares
resultantes, tanto em relacio ao ndmero de iteracdes, quanto em relacdo ao tempo

computacional despendido para resolucao do sistema.
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Durante a realizacdo dos testes para malhas de diferentes tamanhos observou-se um
comportamento condicionalmente estdvel, em relacdo ao passo de tempo, do método
difusdo dinadmica para os choques obliquo e refletivo. O método difusdo dindmica com
submalhas estaticas, mostrou-se invidvel e com solug¢des ndo satisfatérias quando aplicado

as equacgoes de Euler compressiveis.

A metodologia difusdo dinAmica com escalas submalhas transientes apresentou resultados
promissores. Como trabalhos futuros podemos destacar a implementacdo dessa
metodologia em aplicagdes tridimensionais e nas equacdes de Navier-Stokes. Podem
também ser desenvolvidas, além de estratégias de aceleracao de convergéncia, tais como
outros pré-condicionadores e controle automético do tamanho do passo de tempo, formas
mais otimizadas para montagem das matrizes envolvidas no método, com o intuito de
diminuir o tempo de processamento. A utilizagdo de estruturas de dados por arestas,
paralelizagcdo do c6digo computacional e um estudo a respeito da defini¢ao de diferentes

passos de tempo para as escalas micro e macro justificam a continuidade do trabalho.
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