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Este trabalho apresenta uma formulacao do método dos elementos finitos para
resolver um sistema acoplado nao linear de equacoes diferenciais parciais,
composto de um sub-sistema eliptico para a pressao-velocidade e uma equagao
de transporte advectivo-difusivo para a concentragao, que modela o problema de
escoamento miscivel em meios porosos. A pressao é determinada pelo método
de Galerkin classico e para o campo de velocidades é considerado uma técnica
de poés-processamento. Na equacao de concentragao ¢é utilizado o método de
estabilizagao submalha Difusao Dinamica. FEste método, baseado no formalismo
multiescala, consiste em adicionar a formulagao classica de Galerkin enriquecida
com fungoes bolhas um operador dissipativo nao-linear e nao parametrizado agindo
isotropicamente em todas as escalas da discretizagao. O sistema resultante das
equagoes nao lineares é resolvido pelo método implicito de avango no tempo
preditor/multicorretor.  Para verificar a metodologia adotada sao analisados
um problema de injecao de tragadores e um problema de injegao continua

bidimensionais, sendo realizadas comparacoes com a formulacao estabilizada

SUPG/CAU.
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This work presents a finite element formulation to solve a coupled non-linear
system of partial differential equations, composed by an elliptic sub-system for the
pressure-velocity and an advective-diffusive transport equation for the concentration
for miscible displacements in porous media. The pressure is determined by the
classical Galerkin method and it is considered a post-processing technique for the
velocity field. The Dynamic Diffusion subgrid stabilization method is used in
the concentration equation. This method is based on the multiscale formalism
and consist to add in the classical Galerkin formulation enriched with bubbles
functions a nonlinear and non parameterized dissipative operator acting isotropically
in all discretization scales. The resulting nonlinear system of ordinary differential
equations are discretized using the implicit predictor/multicorrector scheme.
Numerical simulations of tracer injection processes and miscible displacements with

high adverse mobility ratios in two dimensions are reported, and comparisons with
the SUPG/CAU stabilized formulation are performed.
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Capitulo 1

Introducao

A simulagdo computacional de escoamento de fluidos em meios porosos é de
grande interesse para estudos em diversas areas, tais como: exploragao de petroéleo,
contaminacao de lengois fredticos, extracao de aguas subterraneas, etc. Torna-se
cada vez mais necessério que os resultados obtidos nestas simulagoes tenham grande
precisao, ou seja, representem uma solugao fisicamente real de forma satisfatoria.
Na area de exploragao de petréleo, os métodos computacionais auxiliam muito em
tomadas de decisao, pois através deles é viavel testar as melhores praticas para
realizar a extracao e com menor custo financeiro. Além disso, muitos experimentos

sao invidveis de serem realizados em laboratorios.

O petroleo consiste fundamentalmente de atomos de carbono, hidrogénio e quase
sempre de enxofre. Sua formagao vem da decomposi¢ao de restos de animais
e vegetais mortos ao longo de milhares de anos. Estes restos foram sendo
cobertos por sedimentos, que mais tarde se transformaram em rochas sedimentares,
também conhecidas como rochas geradoras. Pela agao do calor e da alta pressao,
provocados pelo empilhamento das camadas sedimentares, é possivel o surgimento
de reagoes complexas, formando o petroleo. Apos sua formagao, o petroleo migra,
principalmente por capilaridade e for¢as de empuxo, para a rocha reservatorio, nao
conseguindo se deslocar para cima em funcao da presenca de uma rocha capeadora,
que tem baixa permeabilidade e que o envolve na parte superior [15]. Para extrair
o petroleo acumulado nas rochas reservatorio, varias técnicas sao utilizadas. No

momento da descoberta do reservatorio, a alta pressao existente no mesmo faz com

19



que o petroleo seja expulso do reservatorio sem a necessidade de interferéncia. Neste
estagio ocorre a recuperacao primaria do 6leo. A medida que o petréleo vai sendo
expelido, a pressao no reservatorio diminui, e com isso a capacidade de producao
sem utilizacao de técnicas para a extracao fica inviavel. Para recuperar a grande
parte de petréleo remanescente, utiliza-se técnicas de recuperacao avancadas. A Fig.
1.1 ilustra um reservatorio sujeito a um processo de recuperacao de petréleo com

injecao de agua.

Pogo Produtor 1 7 Pogo injetor

dePetroleo [ & de Agua

| s s

Rocha Capeadora

Falha Geologica .
Rocha Reservatorio

™ Rocha Geradora

Petroleo
Rocha

Figura 1.1: Corte vertical de um reservatorio sujeito a um processo de recuperagao

de petréleo com injegao de dgua. Figura extraida de [15].

Apesar da dificuldade existente na caracterizacao de reservatorios de petroleo e na
determinacao de todas as propriedades fisicas que afetam o escoamento do o6leo,
o modelo matematico utilizado para simulagao deste escoamento fornece solugoes
bastante satisfatorias e cada vez mais aperfeicoadas através da utilizacao de métodos

que incrementam o modelo.
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O modelo mateméatico que governa o escoamento do fluido em um meio poroso
é constituido por um conjunto de equagoes diferenciais, originadas da lei de
conservacao da mistura, da lei de Darcy e de uma equagao de advecgao-difusao,
predominantemente advectiva [49]. A combinagao destas equagoes origina as
equagoes da pressao e da concentracao. Assim, o modelo matematico é descrito
por um sistema fortemente acoplado, formado pela equacao da pressao, lei de
Darcy e equagao da concentragao. Este sistema ¢ altamente complexo, o que torna
invidvel sua resolugao de forma analitica. Desta forma, sao utilizados métodos
numéricos para resolver as equacoes que constituem o modelo, resultando em uma
solucao aproximada que representa satisfatoriamente o escoamento no meio poroso.
As principais técnicas numéricas utilizadas na resolucao de tais problemas sao os

métodos de diferencas finitas, volumes finitos e elementos finitos [15].

Neste trabalho utiliza-se o método dos elementos finitos para aproximar as grandezas
fisicas de interesse: pressao, velocidade e concentracao. Este método ¢ amplamente
utilizado devido a sua capacidade de trabalhar com malhas nao-estruturadas,
que representam formas geologicas complexas, por exemplo. O método dos
elementos finitos ¢ uma técnica usada para construir solugoes aproximadas através
do particionamento do dominio em um ntimero finito de subdominios, denominados

elementos finitos, visando solucionar problemas de valor de contorno e de valor inicial
[31].

A formulagao classica de Galerkin para o método dos elementos finitos gera
bons resultados quando aplicada a problemas predominantemente difusivos, como
é o caso da equagao da pressao. Nos casos em que os efeitos advectivos
predominam em relacao aos difusivos, esta formulacao nao é indicada, pois a
solugao numérica obtida pode apresentar oscilagoes espurias. Neste caso, ¢
necessario o acréscimo de uma estabilizagao a formulagao de Galerkin. Devido a
equagao da concentragao possuir um comportamento altamente advectivo, para sua
aproximacao o método de Galerkin serd empregado com as seguintes formulagoes
estabilizadas: SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin) [10] com o operador de
captura de descontinuidade CAU (Consistent Approximate Upwind) [24] e Difusao
Dinamica [2] para problemas transientes, que é a metodologia proposta neste

trabalho, aplicada a escoamento miscivel em meios porosos.

A formulagao estabilizada SUPG, apresentada em [10], consiste em adicionar uma
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difusao artificial somente na dire¢cao das linhas de fluxo. Este método apresenta
solugoes numéricas globalmente estaveis para problemas com predominancia
advectiva, porém nas regioes do dominio com altos gradientes, podem ocorrer
instabilidades nos resultados. Neste caso, para a obtengao de uma solucgao
numérica livre de oscilagoes localizadas, pode-se recorrer aos métodos de captura
de descontinuidades, como por exemplo, o método CAU [24]. A formulagao SUPG
com o operador de captura de descontinuidade CAU, vem sendo utilizada com
sucesso para resolver numericamente a equacao da concentragao, presente no modelo
matematico utilizado na simulagao de problemas de escoamento miscivel em meios

porosos [47, 1, 17, 43].

Além do SUPG/CAU, outras formulagbes estabilizadas sdo utilizadas para
problemas predominantemente advectivos. Pode-se destacar neste contexto os
chamados métodos multiescalas, popularizados nos tultimos quinze anos pela
necessidade de tratar problemas que exibem comportamento multiescala. Estes
métodos, conforme descrito em [54], consistem em decompor a variavel de interesse (e
a fungao peso) em duas partes: a primeira representada pela discretizagao utilizada
(macro escala ou escala resolvida) e a segunda relacionada as escalas menores,
submalhas (micro escala ou escala nao resolvida). Esta decomposigao permite dividir
a formulacao variacional do problema em dois sub-problemas: um para a macro
escala e outro para a micro escala. Os efeitos da micro escala sao incorporados na
macro escala resultando em um problema enriquecido para as escalas resolvidas,
que ¢ entao solucionado numericamente [54]. Exemplos de métodos multiescalas
sdo: Residual-Free Bubbles (RFB) [8, 5, 22, 6, 7, 23|, Variational Multiscale (VMS)
[32, 34, 29|, Subgrid Stabilization (SGS) [27, 40, 28, 37, 30] e Nonlinear Subgrid
Stabilization (NSGS) [55, 54]. O método NSGS, inspirado nos métodos SGS e CAU,
consiste em uma decomposi¢cao multiescala do espaco de aproximacao e do campo
de velocidades da equagao de transporte, adicionando uma difusao artificial extra
nao linear e nao parametrizada somente na micro escala. Isto conduz a um método

auto adaptativo e livre de parametros de estabilizacao.

Recentemente, o método de estabilizagdo submalha Difusao Dindmica (DD)
foi introduzido em [2]| para a equacdo de transporte advectivo-difusivo-reativo
estacionario. Esta metodologia, inspirada no método NSGS, adiciona a formulagao

classica de Galerkin um operador extra dissipativo nao-linear agindo isotropicamente
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em todas as escalas da discretizagdo. Assim como no NSGS, a quantidade de
difusao artificial é determinada pela solucao da equagao na escala resolvida & nivel

de elemento, conduzindo a um método sem parametros de estabilizacao.

A obtencao do campo de velocidades também requer um cuidado especial, pois ele
influencia no calculo da concentragdo da mistura. A velocidade, quando calculada
diretamente pela lei de Darcy, apresenta uma ordem de aproximacao inferior &
pressao e a concentracao. Para solucao deste problema, utiliza-se a técnica de
pos-processamento desenvolvida em [43, 44, 41, 45]. FEsta técnica consiste em
primeiro resolver a equagao da pressao e posteriormente obter uma aproximagao
para a velocidade, considerando uma forma residual da lei de Darcy com a pressao
conhecida, combinada com a equagao de balango de massa. Este procedimento

conduz a um método mais preciso e com melhores taxas de convergéncia.

Neste trabalho, o método de estabilizagao submalha Difusao Dinamica, para o
cenario de discretizagao Py /bolha (ver [2]), é estendido para problemas transientes
de advecgao-difusao-reacao. Esta nova metodologia é utilizada para resolver
a equacao de concentracao do modelo matemético que governa o processo de
escoamento em meios porosos, com o campo de velocidades calculado usando a
técnica de pos-processamento. Sao apresentados experimentos numéricos mostrando
a performance deste método, como também comparagoes com a formulagao
SUPG/CAU. A equagao da pressao ¢ resolvida via método de Galerkin classico. Para
o armazenamento das matrizes resultantes do modelo numérico, que sao altamente

esparsas, é utilizado a estratégia de armazenamento elemento-por-elemento [35].

A discretizagao utilizando o método dos elementos finitos resulta em um sistema
acoplado de equacgoes diferenciais parciais nao-lineares. Na solucao deste sistema
nao é indicado usar métodos diretos, pois a medida que se aumenta o tamanho
do problema, estes métodos se tornam mais dispendiosos que os métodos iterativos
em relagao ao tempo de processamento e ao consumo de mémoria. Neste caso, é
mais vantajoso usar métodos iterativos. Dentre os métodos iterativos, sao adotados
os nao-estacionarios baseados nos sub-espacos de Krylov, como o método dos
Gradientes Conjugados (GC) utilizado para resolucao dos sistemas resultantes da
equagao da pressao e da velocidade, e o método do Residuo Minimo Generalizado
(GMRES) [53] utilizado para resolugdo do sistema resultante da equacdo da

concentragao.
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Sao realizados experimentos para duas classes de problemas: inje¢ao de tracadores
e injecao continua. A injecao de tragadores é importante para obter informacoes
que caracterizam o meio como barreiras ao escoamento, dire¢ao de escoamento,
dispersividade, etc. [18]. A injegao continua esta relacionada a recuperacao de 6leo,
sendo caracterizada pela injecao de um fluido buscando o deslocamento do 6leo na

dire¢ao do poco produtor.

1.1 Organizacao dos Capitulos

No Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos fisicos sobre meios porosos, as

propriedades fisicas de reservatorios de petroleo e os tipos de recuperagao de petroleo.

As equagoes matematicas que governam o escoamento de fluido miscivel em meios

porosos e suas caracteristicas fundamentais sao apresentadas no Capitulo 3.

No Capitulo 4 ¢ apresentado o método de estabilizagao submalha Difusao Dinamica
aplicado a problemas transientes de adveccao-difusao-reacao. Sao realizados

experimentos numéricos, validando a metodologia proposta.

A formulagdo variacional do modelo matemético composto pelas equagoes da
pressao, da velocidade e da concentracao ¢ descrita no Capitulo 5. Para a
equagao da pressao é aplicado o método de Galerkin padrao, na equacgao do campo
de velocidades ¢ utilizada a técnica de pods-processamento e para a equacgao da
concentracao, utilizam-se as formula¢oes SUPG/CAU e Difusdo Dindmica para

problemas transientes.

No Capitulo 6 sao apresentadas as matrizes dos elementos associadas as formulagoes
numeéricas descritas no Capitulo 5, a estrutura de dados elemento-por-elemento e um

algoritmo preditor/multicorretor de integragdo no tempo.

No Capitulo 7 sao discutidos os resultados dos experimentos numéricos realizados

para verificar a formulagao numeérica adotada.

No Capitulo 8 sao apresentadas as conclusoes, as consideracoes finais e trabalhos

futuros.
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Capitulo 2

Propriedades Fisicas dos
Reservatorios de Petroleo e Tipos de

Recuperacao de Petroleo

Neste capitulo sao descritos alguns conceitos fundamentais sobre meios porosos, e
mais especificamente, sobre reservatorios de petroleo. Tais conceitos sdo essenciais
para o entendimento das equagoes que governam o escoamento de fluido em meios

POTrosos.

2.1 Propriedades Fisicas Basicas

2.1.1 Fluido

A matéria existe basicamente em dois estados, solido e fluido. O fluido é divido em
estados liquido e gasoso [21]. Uma das caracteristicas que diferem os soélidos dos
fluidos é a capacidade que os primeiros possuem de suportar for¢as que provocam
tensoes de cisalhamento, que nao causem ruptura do material, enquanto que fluidos
sao incapazes de resistir a elas. Assim, o fluido é uma substancia que se deforma
continuamente quando submetido a uma tensao de cisalhamento, por menor que ela

seja.
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Alguns fluidos escoam com mais facilidade do que outros. Isso ocorre devido a
propriedade de viscosidade do fluido. A viscosidade mede a resisténcia de um fluido

em escoar. Os fluidos escoam da regiao de maior pressao para a de menor pressao.

Os fenémenos relacionados com o movimento de fluidos podem ser bastante
complexos. Devido a inviabilidade de se realizar experimentos em laboratério ou
em reservatorios de petroleo, os métodos numéricos sao freqiientemente a tunica
ferramenta que se dispoe para o estudo, com algum nivel de detalhe, dos fenémenos
que ocorrem durante o escoamento de um fluido [21]. Neste trabalho sao utilizados
ferramentas numeéricas para determinar a solugao aproximada do modelo matematico

que representa o escoamento do fluido em meios porosos.

2.1.2 Rocha Reservatorio

A natureza das rochas e dos fluidos que compoem o meio poroso sao duas
importantes caracteristicas de um reservatorio de petroleo [11]. O petroleo tem
origem em transformacoes quimicas ocorridas na matéria organica depositada na
rocha geradora, um mineral argiloso e rico em matéria organica, existente em
ambiente de baixa energia. Posteriormente, com o soterramento do material
depositado ocorre aumento da pressao e da temperatura, fatores que sao os

responsaveis pela transformagao da matéria organica em petroleo [26].

A estrutura de um reservatorio de petroleo é complexa devido a heterogeneidade e
principalmente a estratificacao em camadas, que é natural nas rochas reservatério
(rochas caracteristicas de um reservatorio de petroleo) [4]. A soma do volume de
materiais solidos e do volume de espacos vazios representa o volume total ocupado
por uma rocha reservatorio. Ao volume de espagos vazios dé-se o nome de volume
poroso. A porosidade representa a fracdo de volume que estd disponivel para
escoamento. Assim, a porosidade (¢) de uma rocha é definida como a razao entre
volume poroso e o volume total da rocha [48], ou seja,

Vi Vi

A

(2.1)

onde V, e V; sao o volume vazio e o volume ocupado pela matriz soélida,
respectivamente, em um dado volume de referéncia V', como representado na Fig.

2.1.
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Meio poroso

Volume de referéncia V

Matriz sélida

Espaco vazio

Figura 2.1: Volume de referéncia em um meio poroso.

A permeabilidade da rocha é a capacidade que ela possui de permitir o escoamento de
fluidos. Quando existe um tnico fluido saturando a rocha, esta propriedade recebe
o nome de permeabilidade absoluta, denotada por k. A permeabilidade efetiva k,
(da fase ) é a capacidade que a rocha possui de deixar fluir preferencialmente um
fluido particular quando outro fluido esté presente no reservatorio. A permeabilidade
relativa k,,, amplamente usada em simulacao de reservatorios, é a razao entre a

permeabilidade efetiva e a permeabilidade absoluta, ou seja,

ko = k,ok. (2.2)

Em um escoamento bifasico, a fase que adere com maior facilidade a superficie
solida do meio poroso é chamada de fase molhante. A outra fase é chamada de
nao-molhante. Exemplos de fase molhante e ndo-molhante sdo a dgua e o 6leo (Fig.
2.2). Esta caracterizagao das fases esta intimamente ligada a definigao de pressao
capilar. Devido a curvatura e a tensao de superficie da interface entre as duas fases,
a pressao no fluido molhante é menor do que aquela no fluido ndo-molhante. A

pressao capilar p. é dada por

Pe = Po — Pw, (23)

onde p, ¢é a pressao do fluido ndo-molhante (6leo) e p,, é a pressao do fluido molhante

(Agua).
A saturacao de uma fase fluida é definida como a fracao do volume vazio de um
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Deslocamento bifasico

Volume de referéncia V

Matriz solida
Fase molhante

Fase ndo-molhante

Figura 2.2: Caracterizacao das fases em um deslocamento bifasico.

meio poroso ocupado por esta fase, ou seja,

Stase = : (2.4)

Os dois fluidos, molhante (w) e ndo-molhante (0), juntos ocupando os espagos vazios

implicando na relacao

Sw+ S, =1 (2.5)

A massa especifica p é a massa de fluido por unidade de volume. Quando a densidade
de um fluido é constante ao longo do escoamento, ou possui variacoes despreziveis,

define-se o escoamento como incompressivel.

As varidveis citadas nesta secdo sao importantes na composicao do modelo
matemético para simulacao de reservatoério de petroleo, que serd abordado no

Capitulo 3.

2.2 Tipos de Recuperacao de Petroéleo

2.2.1 Recuperacao Primaria

A natureza dos fluidos que preenchem um reservatério de petroleo depende

fortemente do estagio de recuperagao do 6leo. Em um estagio, muito inicial, o
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reservatorio contém essencialmente um tipo de fluido, tal como gas ou o6leo (a
presenga de agua pode ser normalmente negligenciada) [11]. Muitas vezes a pressao
nesse estagio é muito alta, o que faz com que o 6leo seja produzido pela decomposicao
natural, sem a necessidade de utilizagdo de técnicas avancadas de recuperacao. A
esse estagio da-se o nome de recuperagao priméaria, que se encerra quando a pressao
de equilibrio entre o campo de 6leo e a atmosfera ocorre. A recuperagao primaria

comumente deixa de 70%-85% dos hidrocarbonetos no reservatorio [11].

2.2.2 Recuperagao Secundaria

Para recuperar parte do 6leo remanescente da recuperacao primaria, utiliza-se
a técnica de injegao de fluido (normalmente agua) em alguns pogos de injegao,
enquanto o 6leo é produzido através dos pocos de produgao. Esta técnica faz com que
a pressao no reservatorio permaneca alta, havendo assim deslocamento do 6leo em
dire¢cao ao pogo produtor. Na recuperacao secundéria, o deslocamento ¢é imiscivel,
composto por duas fases, dgua e 6leo, nao ocorrendo transferéncia de massa entre as
fases. Esse fato pode ocasionar altas tensoes nas interfaces entre os fluidos, reduzindo
a capacidade do fluido injetado de deslocar o 6leo. Apos este estagio, 50% ou mais

de hidrocarbonetos permanecem no reservatorio [11].

2.2.3 Recuperagao Terciaria

Para recuperar mais hidrocarbonetos algumas técnicas para recuperacao tém sido
desenvolvidas. Tais técnicas envolvem complexos quimicos e efeitos térmicos e sao
chamadas de recuperacao terciaria. Neste estagio, o 6leo é recuperado injetando-se
materiais que normalmente nao estao presentes em um reservatorio de petroleo. O
objetivo principal das técnicas melhoradas de recuperagao ¢ alcangar miscibilidade e
dessa maneira eliminar a saturagao do 6leo residual. Essa miscibilidade ¢ alcangada
com o aumento da temperatura ou injecao de outra espécie quimica como por

exemplo CO4 [11].
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Capitulo 3

Formulacao Matematica

Neste capitulo sao enunciadas as equagoes que governam o escoamento de fluido
miscivel em meios porosos, assim como conceitos fundamentais relativos a este
modelo. Modelos matematicos de reservatorios de petroleo tém sido estudados
e utilizados desde 1800 [11]. O modelo mateméatico é composto por equagdes
diferenciais parciais que descrevem o escoamento de fluidos em um reservatorio,

juntamente com as condigoes de contorno e/ou condigoes iniciais.

O movimento do fluido no reservatorio é governado pela lei de conservagao da
massa, equagao do momento e equagao da energia. Na simulagao do escoamento
no reservatorio, a equagao do momento ¢ dada na forma da lei de Darcy. Derivada
empiricamente, essa lei indica uma relacao linear entre a velocidade do escoamento

do fluido e o gradiente de pressao [11].

Para descrigao das equagoes governantes sera considerado o escoamento miscivel de

fluido incompressivel que ocupa todo o espago vazio no meio poroso isotropico.

3.1 Lei da Conservacao de Massa

A lei da conservacao da massa, ou equagao de continuidade, estabelece o balango de
massa de um determinado fluido, tomando como referéncia um elemento de volume

de controle.

Considera-se como volume de controle um cubo retangular, tal que suas faces sejam
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paralelas aos eixos das coordenadas x,y e z. O centro do cubo ¢ indicado por
(x,y,z) e seu comprimento na dire¢ao das coordenadas z, y e z é Ax, Ay e Az,

respectivamente. O volume de controle segue ilustrado na Fig. 3.1.

Az
Fluxo entrando Fluxo saindo
—_— —
I . L
— (xv,2) >
Ay
Ax

Figura 3.1: Volume de controle.

As variaveis espaciais e temporais sdo representadas por x = (z,y,z) e t,
respectivamente. Denota-se ¢ para a porosidade do meio e p para a massa especifica
do fluido (massa por unidade de volume), v = (vy,v9,v3) para a velocidade

superficial de Darcy e ¢ para fontes e sumidouros.

Durante um intervalo de tempo At, o fluido entra por uma face do cubo e sai pela
outra. As componentes x, y e z do fluxo de massa do fluido sdo pvy, pvs e pus,
respectivamente. Assim, para a coordenada x, a massa que escoa entrando sobre a

superficie do cubo, x — %, por unidade de tempo, é dada por
(pv1), a0, AyA2 (3.1)
e a massa que escoa saindo através da superficie do cubo, x + %,
(pvl)x—‘r%,y@AyAZ' (32)

De forma anéloga, sao deduzidas as expressoes que fornecem a vazao de massa nas

direcoes das coordenadas y e z.

A massa acumulada devido a compressibilidade, por unidade de tempo é dada por

0
%A:pAyAz (3.3)

e a massa acumulada/decrementada devido a fontes ou sorvedouros ¢ é
—qArAyAcz. (3.4)
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A diferenga entre a vazao de massa que entra e a vazao de massa que sai da superficie

do cubo ¢é igual a soma da massa acumulada dentro do cubo, ou seja,

[(001)s 5 e = (P01, AyAz
+ [(ﬂvz)x,y_%,z - (pvz)x,w%,z] ArAz

+ [(pv3)x,y,z—% o (pv3>m,y,z+%i| ASL’Ay =
0
<M — q) AxAyAz. (3.5)
ot
Dividindo esta equacao por AxAyAz, obtém-se

(PV1) gy 2z = (PU1) ey

Ax

(pv2>m7y+%,x - (pv2)x,y— Ay 2

Ay

[(pv:i):c,y,z—l—% - (pv3>m,y,z—ﬁ] .

Az

(%0, o

Fazendo Ax — 0, Ay — 0 e Az — 0, obtém-se a equagao de conservagao da massa,

dada por
%0 _ g (pv) 4. (3.7
ot
onde
V-V— 8’(]1 i 8’(]2 81)3 (38)

S W A M}
Jor Oy 0z
¢ o divergente do campo vetorial v.

Na préxima secao é apresentada a derivagao do campo de velocidades, dada pela lei

de Darcy.

3.2 Lei de Darcy

Em 1856, Henry Darcy realizou um experimento que resultou em uma relagao entre a
taxa de fluxo do fluido e o gradiente de pressao. Este experimento tinha como escopo

a purificagdo de agua através de um filtro de areia (ver Fig. 3.2). Darcy percebeu
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uma relacao direta entre a vazao que atravessava o leito de areia e a diferenca de carga
associada a essa vazao, sendo a velocidade de filtracao proporcional ao gradiente da

pressao [50]. A relagao encontrada ¢ dada por
1
v=——K(Vp—pgVz), (3.9)
i

onde K ¢é o tensor de permeabilidade absoluta do meio poroso, p é a viscosidade
do fluido, g é a magnitude da aceleracao gravitacional e z é a profundidade. O
gradiente da pressao ¢ dado por
dp Jdp O
vp= (LY
Ox Oy 0z

Em alguns casos é possivel assumir que K seja um tensor diagonal, ou seja,

kty 0 0
K= 0 ]f22 0
0 0 ks

Se ki1 = koo = k33 0 meio poroso é chamado isotrépico, caso contrario é chamado

anisotrépico.

injecao de agua a
vazao constante (Q)

e

coleta e medicdo |
da agua

Figura 3.2: Esquema utilizado para a realizacao do experimento de Darcy.
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3.3 Equacao da Pressao

A equacao da pressao é obtida através da combinacao da equagao de conservagao
da massa e a lei de Darcy [11]. Inserindo a velocidade relativa de Darcy (Eq. (3.9))

na equacao da continuidade (Eq. (3.7)), resulta na seguinte expressao:

% - Vv. (5 K (Vp— ngz)) +q. (3.10)

Assumindo que os efeitos gravitacionais sao despreziveis [48|, a Eq. (3.10) pode ser

reescrita como

% —Vv. <§KVp) tq. (3.11)
A Equacdo (3.11) possui duas variaveis dependentes, a pressdo (p) e a massa
especifica (p). Para obter uma equagdo com uma tnica variavel dependente, utiliza-
se uma equacao de estado, relacionada a compressibilidade do fluido. A equacao de

estado, expressa em termos da compressibilidade do fluido (¢y), é dada por

= V op

_10p

=L (3.12)
. POp

T
onde a temperatura 7T é fixa e o volume V' ocupado pelo fluido é constante, nas

condigdes do reservatorio. Integrando a Eq. (3.12), obtém-se
p = p’ cf(p—p“)’ (3'13)

onde p° é o valor da densidade com a pressao p°. Usando a expansao em série de

Taylor de p = p(p) em torno de p°,

(0] (0] 1 (0]
p=p {1+Cf(p—p )+ 5 e’ (p—p )2+---}
pode-se obter de forma aproximada o valor de p, dado por

p=p°(1+cr(p—p°)). (3.14)

A compressibilidade da rocha é definida por

1 do
= - —. 3.15
0 dp 319
Integrando a equagao (3.15), obtém-se
b = ¢’ CR(I?—PO)’ (3.16)
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onde ¢° é a porosidade em p°. Similarmente, obtém-se uma aproximacao para ¢,

via expansao em série de Taylor, dada por

¢~ ¢°(1+ cr(p — p°)). (3.17)
Segue-se que
d
d—jj = ¢%cp. (3.18)
Diferenciando o lado esquerdo de (3.11), a equagdo da continuidade resulta em
dp) | do\ dp p
— — | ==V-| =KV . 3.19
<8p+pdp 5 . p)+q (3.19)

Substituindo (3.12) e (3.18) em (3.19), obtém-se

0. \OP P
p(pcy + ¢ CR)E:V. (; KVp) +q.

Como a compressibilidade total é dada por

o

o =cyp+ %CR, (3.20)
segue-se que
Jp p
—=V.| =KV 3.21
opcis, (u p) +4q (3.21)
uma equagao parabolica em p, com p dado por (3.14).

Considerando o escoamento incompressivel e a porosidade constante, segue-se que
cg =cp = 0ea Eq (3.21) é simplificada, resultando na equacdo que governa o

campo de pressao, dada por

1
V. (;KVp) +q=0. (3.22)

Na proxima secao é desenvolvida a derivacao da equacao da concentragao. As
equagoes da continuidade, lei de Darcy e concentracao formam um sistema de
equagoes diferenciais parciais, que modela o comportamento fisico do problema de

deslocamento miscivel de fluidos incompressiveis em meios porosos.

3.4 Equacao da Concentracao

O fluido que se movimenta no meio poroso de volume V é composto por dois

componentes, 6leo (0) e solvente (s), formando uma tunica fase. Seja a taxa de
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massa acumulada do componente ¢ no volume V' do meio poroso dada pela Eq.

(3.23), descrita em [51],

d
—/gb,oc,-(x,t)dV, i=o0,s, (3.23)
dt |,

onde ¢; € [0,1] é a concentracao do componente ¢ na fase. Restringindo a lei de

Darcy ao componente i, obtém-se sua velocidade v;, dada por
K
v = —ciﬁ(Vp — pgVz) =¢v.

O deslocamento miscivel é caracterizado pelos processos de difusao e dispersao. A
difusao é governada pela lei de Fick, que em linhas gerais, ¢ o resultado do movimento
aleatorio das moléculas no fluido [51]. Este movimento é representado pela expressao
ov oC
— = —apA— 3.24
ot " ox (3:24)
onde V' é o volume do fluido que passa pelo meio poroso na dire¢ao x, cuja face de

entrada do meio tem area A, C' é a concentragao do fluido e a, ¢ o coeficiente de

difusdo molecular. Da lei de Fick (3.24), obtém-se a taxa do fluxo difusivo
Vidiff = —¢oszcZ-. (325)

A taxa do fluxo dispersivo é obtida da lei de dispersao e pode ser escrita como

oc; oc;
Vi disp = —azlvi\a—é — atlvi\—é\i, (3.26)

onde o é o coeficiente de dispersao longitudinal, o; é o coeficiente de dispersao
transversal, €, e e sao vetores unitarios paralelos e perpendiculares a v,

respectivamente.

Para realizar uma transformacao de coordenadas na Eq. (3.26) sao definidas as

seguintes relacoes

e = eycos(f)+eysin(f); (3.27)
e, = —eysin(f) + e, cos(d); (3.28)
cos(f) = %; (3.29)
sin(f) = %' (3.30)

onde 6 é o angulo entre é, e é, que sao os vetores unitarios cartesianos.
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Utilizando estas relagoes de transformacao de coordenadas na lei de dispersao (3.27),

resulta na expressao
B vy Oc; vy Oc; Vp o Uy
v = o] (5 ) (6

Iv] Uy 8ci+vm dc; UyA_'_UmA
—ylv] | ——— 4+ —— ——=é, +—¢, |,
' [v| 0z |v] Oy v v

que depois de simplificada, tem a forma

—Q 9 C; i 8Ci z 4 C; 4 28@' z
Vidisp = ——— || —Vom— + VsVy—= | € VpUy—=— + v
s v Ox Y Oy Yor Yoy )Y

oy 5 Ci 0c; \ . i 206\ ~
e - Uy 4 V2 . 31
] {(Uy&)s Uy Uy 8y) er + < vxvyax + v 8y) ey} (3.31)

De (3.23), (3.24), (3.31) e utilizando o teorema da divergéncia, obtém-se a equagao

de concentragao, dada por

0 -
/ a(aﬁpci)d‘/ = - / V - (peiv + puigiss + pPUidgisp)dV + / cipqdV, (3.32)
1% 1% 1%

onde ¢; é tanto a concentracao do componente 7 no pocgo injetor quanto a
concentragao residente no pogo produtor. Assumindo incompressibilidade do fluido

e da rocha, a Eq. (3.32) resulta em

dc; o ~
/V[<z§ 5 V - (DVe¢; — vg)]dV = /Vcl-qu, (3.33)

sendo D o tensor de difusdo-dispersao, definido pela expressao (ver [47])

o 0 VypUp VgV a; 0 VpUyp  UgV
m (87 zVx zVy —|—|V| t _ﬂ zVx z Yy . (334)

D= 2
0 a, M Vs Uy 0 V] VyUp Uyl

Utilizando a notacao
VpUp = Ugg, UgUy = Ugy € Uyly = Uy,

o tensor D pode ser reescrito da seguinte forma

_ 1 Q| V] + e[ V|2 + (g — ) Vg (u — ) gy (3.35)
V] (g — o) vgy am|V] + V2 + (g — a)vyy
ou
p_ | %2 (3.36)
do1  dao
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onde

dyy = |17|(am|v| + Ozt|V|2 + (g — ) Vgs);
d12 = i(Oél - at)vxy;
[v]
d21 - i(Oél - at)vxy;
[v]
dyy = |17|(oam\V\ + |V + (o — an)uyy). (3.37)

Como V' é um volume arbitrario, pode-se obter a forma diferencial da Eq. (3.33),
que é um sistema acoplado dado por

8 C;
ot

¢p——V - (DV¢ —ve) =¢q, i=o,s. (3.38)

As equagoes que constituem este sistema sao chamadas de equacao do dleo e equagao
do solvente. Somando estas equacoes e utilizando o resultado ¢, + ¢5 = 1, obtém-se
o sistema

K

-V (m(Vp—pQVZ)) =V-v—gq (3.39)

0 -
%—j ~ V- (D(v)Ve - ve) = &, (3.40)
onde c =c5 e ¢ =7¢, A Eq. (3.39) é a equagao da pressao, obtida em (3.16) e a Eq.

(3.40) é a equagao da concentragao do solvente, que pode ser escrita como
dc -
(ba +V.(cv) = V- (D(v)Ve) =¢q. (3.41)
Usando a regra de Leibniz [57],
V. -(ev)=v-Vc+cV-v=v-Vc+qc,
a Eq. (3.41) pode ser reescrita como
oc -
qba +v-Ve—=V - (D(Vv)Ve) + cq=cq. (3.42)

A fonte externa ¢ é diferente de zero apenas nos pogos injetor e produtor. Como a
concentragao injetada no pocgo injetor e a concentragao residente no pogo produtor

sao iguais [3], a equagdo da concentracao é reescrita como
oc
¢E +v-Ve—V.-(D(v)Ve) = 0, (3.43)
uma equagao de transporte transiente do tipo advectivo-difusivo.
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As equagoes da pressdo (Eq. 3.22), da lei de Darcy (3.9) e da concentracao (Eq.
3.43) formam um sistema acoplado de equagdes diferenciais parciais nao lineares

que modela o escoamento de fluido incompressivel em meios porosos. Este sistema

¢ dado por
V.-v—q = 0; (3.44)
v = —A(c)Vp; (3.45)
QS% +v-Ve—-V - (D(v)Ve) = 0, (3.46)

onde v é o campo de velocidades, ¢ representa os termos de fontes e sumidouros, ¢
¢é a concentracao, p ¢ a pressao e ¢ ¢ a porosidade do meio. Dessa forma, a equagao

da pressao pode ser reescrita como

V- (=A(c)Vp) —¢=0, (3.47)
onde o tensor A(c) é
Ac) = LK, (3.48)
pi(c)

sendo K o tensor de permeabilidade e p(c) a viscosidade da mistura. O tensor de

permeabilidade é dado por

K — A Ar
Ao1 Azo
Portanto, A(c) sera representado por
A A
A= |1 TR (3.49)
Aor Mg

onde A;; = /\_u] para i,j = 1,2. A viscosidade pu(c) é dada pela expressao descrita
em [60]:
ple) = (1 —c+ M**c) y,, (3.50)

sendo M a mobilidade do fluido, isto é, a razao entre a viscosidade do fluido residente

i € o fluido deslocante pg:

M= bt 10 (3.51)
pa s (1)

Quando M > 1, a viscosidade do fluido deslocante, o solvente, é menor que a

do fluido residente, o 6leo. Portanto, podem ocorrer instabilidades nas frentes
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de concentragao, ocasionando a formagdo dos dedilhamentos viscosos ("viscous
fingers") [51]. Essas deformagoes ocorrem devido a instabilidade do encontro entre
os fluidos. Usualmente, o fluido injetado no reservatorio para expelir o 6leo residente
é menos viscoso. Assim, na interface entre os dois fluidos, o menos viscoso invade o
6leo, gerando formas semelhante a longos dedos. Quando um desses “dedos” atinge
o poco produtor, o fluido deslocante prioriza este caminho e a extragao do 6leo
fica comprometida, pois o fluido injetado através desses caminhos preferenciais se
dirige rapidamente para o pogo produtor, nao se propagando de forma adequada
no reservatorio, deixando grandes volumes de hidrocarbonetos nos locais onde o
deslocamento nao ocorreu [48, 58]. Mais detalhes sobre mobilidade adversa serao

vistos na descrigao dos experimentos numéricos.

Para finalizar a descricao do modelo matematico, na préoxima segao sao descritas as

condicoes de contorno e as condigoes iniciais do problema.

3.5 Condicoes de Contorno e Condigoes Iniciais

Para que o modelo matemaético formado pelas equagoes (3.44)-(3.46) possua solugao
Unica ¢ necessario a especificagao das condigdes de contorno e iniciais. Considere
uma regiao € limitada de R?, com fronteira poligonal Q = I'. Considere também

uma divisao da fronteira I', dada por
r=n,ul,ulr’'yuly,

onde I';, '), I'y, I', sao as partes da fronteira com condigdes de contorno
associadas ao pogo injetor, ao poco produtor, a pressao prescrita e ao fluxo nulo,

respectivamente (ver Fig. 3.3).

As condig¢oes de contorno relacionadas & equagao da pressao podem ser tanto de
Dirichilet quanto de Neumann. Para o caso de fluxo nulo na fronteira sao utilizadas
as condigbes de contorno naturais (Neumann). Para a equacdo da concentragao,

apenas a concentra¢ao no pogo injetor é especificada como condi¢ao de contorno.
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Figura 3.3: Descricao das condigoes de contorno.

Assim, as condig¢oes de contorno adotadas sao

v.n = 0 em I, Vte/(0,tf]; (3.52)
Dv)Ve-n = 0 em I (3.53)
cx,t) = ¢ em Iy (3.54)
(3.55)

onde t; ¢ o tempo final e n é o vetor normal unitério externo a fronteira I'.

As condigoes inicias utilizadas para as equagOes da pressao, concentragao e

velocidade sdo

p(x,0) = poem € (3.56)
c(x,0) = ¢gem (3.57)
v(x,0) = 0=(0,0) em €. (3.58)

As equagoes da pressao, velocidade e concentracao, juntamente com as condigoes
de contorno e iniciais descrevem o modelo matematico. Este modelo é composto
por um sistema de equacoes diferenciais parciais, acopladas, dependente do tempo
e nao-linear, inviabilizando desta forma, sua solugao analitica. Assim, a solugao do

modelo ¢ obtida aproximadamente, via metodologias numéricas.

No préximo capitulo é apresentado o método de estabilizacao submalha Difusao
Dinamica para a equagao de transporte advectivo-difusivo-reativo transiente, com
adveccao dominante. Este método é utilizado na solugao numérica da equacao de

concentragao.
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Capitulo 4

Método de Estabilizacao Difusao

Dinamica

Na equacao da concentracao podem ocorrer fendbmenos de propagacao de frente
de concentracao do fluido, gerando regides de fortes gradientes de concentracao
em varias partes do dominio. Este fenémeno produz dificuldades numéricas que
podem resultar em perda de exatidao da solugao, estimativa imprecisa do tempo
de chegada do fluido injetado e conseqiientemente, influencia na recuperacao do
6leo. A equacao da concentracao é uma equacao de transporte do tipo advectivo-
difusivo transiente com advecgao dominante e dessa forma, o método de elementos
finitos de Galerkin cléssico nao é adequado para resolver este tipo de problema,
apresentando solugoes nao fisicas conhecidas como instabilidades numéricas [20].
Solugoes estaveis de problemas predominantemente advectivos podem ser obtidas
via métodos estabilizados ou métodos multiescalas, tais como SUPG (Streamline
Upwind Petrov Galerkin) |9], GLS (Galerkin/Least Square) [33|, RFB (Residual-
Free Bubble) [7], VMS (Variational Multiscale) |34] ¢ SGS (Subgrid Stabilization)
[27].

Apesar de grande parte dos métodos de elementos finitos estabilizados ou
multiescalas mencionados conduzirem as solugoes numéricas globalmente estaveis,
eles nao evitam a possibilidade de ocorrer oscilacoes localizadas nas vizinhancas de
altos gradientes [54]. Neste caso, para a obtenc¢ao de uma solu¢do numérica livre de

oscilagoes localizadas, pode-se recorrer aos métodos de captura de descontinuidades,
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como por exemplo, o método Consistent Approximate Upwind (CAU) [24]. Vale
ressaltar que a estabilidade e precisao das solugoes obtidas por essas metodologias

dependem do projeto adequado dos parametros de estabilizagao [54].

Recentemente, o método de estabilizagdo submalha Difusao Dindmica (DD)
foi introduzido em [2]| para a equacdo de transporte advectivo-difusivo-reativo
estacionario. Esta metodologia, baseada no método Nonlinear Subgrid Stabilization
(NSGS) [55, 54|, consiste em uma decomposicdo multiescala do espago de
aproximacao e do campo de velocidades em escalas resolvidas e nao-resolvidas.
Um operador dissipativo nao-linear agindo isotropicamente em todas as escalas
da discretizagao é adicionado & formulagao classica de Galerkin. A quantidade de
difusao artificial ¢ determinada pela solucao da equagao na escala resolvida a nivel
de elemento, conduzindo a um método auto-adaptativo e livre de parametros de

estabilizacao.

Neste capitulo o método de estabilizagdo submalha Difusao Dinamica é estendido
para problemas transientes de adveccao-difusao-reacao, usando o cenario de
discretizagao Py /bolha. Experimentos numéricos mostrando a performance desta

nova metodologia sao apresentados.

4.1 Meétodo de Estabilizacao Difusao Dinamica

Para Problemas de Transporte Transientes

Considere a equagao genérica de transporte advectivo-difusivo-reativo transiente

cuja solugao u(x,t) satisfaz

%—V'(DVU)—FV'VU—FUU = f em Qx(0,t5); (4.1)
u = g emI x(0,t5); (4.2)
u(x,0) = wp(x) em (2, (4.3)

onde Q C R? ¢ um dominio limitado aberto com uma fronteira poligonal I' = 9,
(0,tf) o intervalo aberto de tempo (ty > 0), t € (0,%5) o tempo e x = (z,y) € Q 0
vetor posicao. Os coeficientes desta equagao sao:

e v:Qx(0,tf) — R? o campo de velocidades;
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D : Qx(0,t;) — R*? ¢ o tensor de difusividade, simétrico e positivo definido;

o: Qx(0,tf) — R, o coeficiente de reagdo, onde ¢ > 0 para dissipacdo,

destrui¢ao ou absorgao e o < 0 para producao;

f:Q2x(0,t7) — R, o termo de fonte;

g:T'x(0,ty) — R, a condicao de contorno;

up : 2 — R, a condicao inicial,

considerados fungoes de (x,t) ou x suaves o suficiente. Assume-se que
1
0’—§V'VZO’0 em 2 x (0,ty), (4.4)

onde o > 0 é uma constante com oy > 0 no caso estacionario [38].
A formulagao variacional do problema (4.1)-(4.2)-(4.3) é dado por: achar u(x,t) €
V,, para todo t € (0,ty), tal que

(w, %&L) +a(w,u) = (w, f), Yw €V, (4.5)

onde

e a(w,u) = (Vw,DVu) + (w,v - Vu) + (w,ou),

com (w,u) = [, wudQ o produto interno usual em L*(€2), o espaco das fungdes

mensuraveis quadrado integraveis em §2;
o V,={ue HY(Q);ulr = g}, o espago das fungoes admissiveis ou testes,

com H'(Q) = {u € L*(Q); &, % ¢ [2(Q)} e

) Oz ? B_y
o V=H}Q) ={ue H(Q);u|r = 0}, o espago das fungoes pesos.
Para obter o problema discretizado, considera-se uma partigao 7, = {{2.} do dominio

) em n, elementos (tridangulos ou quadrilateros), Q., e = 1,2, -+, ng tal que

Nel

Q=J0 e anQ=0 ij=12 na i#]
e=1
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No modelo discreto, utilizam-se os espagos de aproximacoes de dimensao finita V, ;, C

Vy e Vi, C V, dados por

Vo = {un € HY(Q) tal que ulg, € P,,VQ, € Ty e ulr =g} e (4.6)

Vi = {un € Hy(Q) tal que u

0. € P, VQ, € T}, (4.7)

com P, denotando o espa¢o de polinémios de grau < r definidos em €2, e h o
parametro caracteristico de malha. A forma discreta do modelo (4.5) é dada por:
achar uy € V5, Vt € (0,t5), tal que

0
(twn, ) + alwn wn) = (wn, f),  Vuon € Vi (48)

Para o método de elementos finitos de Galerkin, considera-se o mesmo espago de

aproximagcao para as fungoes admissiveis e pesos. Neste caso,

Neq

un(3x,1) = 3 Ny (x)ds 1) (4.9)

onde n., ¢ o nimero de pontos nodais incognitas (ntmero de equagoes), N;(x),j =
1,2, ,ne, s@o as funcoes de interpolacao globais do método de Galerkin e d;(t) é
o valor calculado da solugao aproximada no ponto nodal j, no tempo t. A funcao

peso ¢é definida de forma analoga,

Neq

wy(x) = Z Ni(x)w;. (4.10)

Usando uma formulagdo Semidiscreta, substitui-se (4.9) e (4.10) na equagao (4.8)
para obter um sistema de equacgoes diferenciais ordinérias, que pode ser resolvido

por um dos métodos trapezoidais generalizados.

O método Difusao Dinamica é proposto para dois cenérios de discretizagao: Py /dois-
niveis e Py/bolha (ver [2| para maiores detalhes). Neste trabalho, utiliza-se o
cenéario P /bolha (ver Fig. 4.1). Neste caso, a particdo 7, do dominio 2 é
formada por elementos triangulares. Por simplicidade, considere g = 0 e o seguinte

enriquecimento do espago de aproximagao V},, dado em (4.7) com r = 1:
Ve =V, ® Vg, (4.11)
onde Vg denota o espaco de fungoes bolhas dado por
Vi = {v tal que v|q, € Hy(),YQ € Tp}.
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Uma fungao bolha g € Vg é, portanto, uma fung¢ao que possui suporte contido em

um unico elemento €2, € 7}, e satisfaz
vp(x) > 0,Vx € Q;

p

0, Vxe€ oQ;

pp(x) =

1, no baricentro do triangulo €2..
\
A fungao bolha utilizada no cenario P; /bolha é definida por

(%) = 27TN7 (x) N3 (%) N3 (x),

onde Nf(x) representa a funcao de forma local do método de Galerkin associada ao

ponto nodal (macro) j, para j = 1,2,3 do elemento (..

Qe

® pontos nodais de V),

o ponto nodal de Vp

Figura 4.1: Representacao do cenario Py /bolha

No contexto dos métodos multiescala, V}, representa o espago das escalas resolvidas
(espago macro) e Vg representa o espago das escalas nao resolvidas (espago micro ou
submalha) [54]. Em geral, o espago macro V}, é formado por fungbes continuas em
2 que sao lineares em cada elemento 2, € 7;. A equagao (4.11) implica que toda

fungao up € Vg tem a seguinte decomposi¢ao tnica
Ug = Up +Up

com u, € Vj representando a parte macro da solucao e ug € Vg representando a

parte micro ou submalha da solugao.
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O método de estabilizagdo Difusdo Dinamica para o problema (4.1)-(4.2)-(4.3)
consiste em: dado t € (0,ts), achar ug = up +up € Vg, com uy, € Vj,,up € Vp, tal
que ug(x,0) = ug(x) e

0
(wg, %)%—a(wE,uE)%—Z/ Vwg-&(up)VugdQ) = (wg, f), Ywg € Vg, (4.12)
Qe V0

onde
.
%§(h)‘f$;h| , se |Vuy| > tolg;
0, caso contrario,
\
com

2v/measQe, seQ.NTL#0, Ty={xel;v-n>0}
s(h) = (4.14)

vmeas§,, caso contrario

\

denotando o parametro caracteristico submalha e

R(up) = % — V- -(DVuy)+v-Vu, +ou,—f sobre Q.

O método é resolvido através de um processo iterativo no tempo e no espacgo, cuja

solugao inicial ug(x) é dada. O processo iterativo no espago é definido por: dado
u'y, achar vl satisfazendo
i+1

0 .
(wg, g? )+ af( wE,ugl —I—ZE (ul) VwE-VugrldQ = (wg, f), Ywg € V.

(4.15)
Note que

Vuwg - VudtdQ = Vwy, - VulttdQ + Vwg - Vu'litdQ

Qe Qe Qe

+ Vuwy, - VUH—ldQ + Vuwg - VUZ—HCZQ
Qe Qe

Usando a primeira identidade de Green (|36]), tem-se

th : Vug_ldQ = —/

AwpudtdQ + / (Vawy, - n)u'd1dl = 0,
Qe

Qe 00
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pois Aw;, = 0 em cada elemento €, e u’;l = 0 em 0f).. Analogamente, tem-se

Vwg - VutdQ = —/ AwguittdS +/ (Vwp -n)uit'dl = 0.  (4.16)
e 0N

Qe

De fato, usando a segunda identidade de Green ([36]),

/(w Auitt — uit Awg)dQ = / (wpVuitt - n — ui'Vwg - n)dl
e 00

e as hipoteses Au’“ =0em €, e wg = 0 em JS), segue-se o resultado em (4.16).
Portanto, para o cenario Py/bolha, o termo de estabilizagdo extra adicionado a

formulacao de Galerkin em cada elemento 2. é dado por

§(up) | Vwp - Vui 1dQ = £(uy,) / Vuy, - VuZ“dQJrﬁ(u;})/ Vwg - Vuld'dQ.
Q. o
(4.17)

Observagao 4.1.1 A equacao (4.17) mostra que para o cendrio de discretiza¢ao
Py /bolha, o método Difusdo Dindmica é idéntico ao método Nonlinear Subgrid

Stabilization with Discontinuity Capturing (NSGS/DC) [56].

Para acelerar a convergéncia do método, caso seja necessario, a seguinte estratégia

para calcular £(u}) pode ser utilizada [55]:

(up) = ¢ s(h);

atl = wat + (1 —w)é, com w € [0,1] escolhido adequadamente; (4.18)
(
1 |[R(uj)l i
3 \Vu}iil , se |Vuj| > tolg;
524—1 —

0, caso contrario.
\

A equagao (4.15) pode ser particionada em duas outras, uma associada as escalas

resolvidas:
i+1

8uh

ot

ou'd!
)+
ot
(wha Ugl) ('LUh, f)a \V/'LUh S VE (419)

(U]h,

) + a(wp, ui™) Zg / Vwy, - VuitdQ + (wp,

e a outra associada as escalas submalhas:

8uz+1 auz-l-l
(wg, T ) +a(wp,uit) + (wp, Zﬁuh VwB VulitdQ +

CL('LUB, Ugl) (wB> f)a \V/’LUB S VE (420)
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Diferente do caso estacionario, as equagoes (4.19) e (4.20) resultam em um sistema

local de equagoes diferenciais ordinarias fortemente acoplado da forma
Myn  Mpp Uy N Kpn  Knp Un F,
Mg, Mgg | | Us Kpn Kpp | | Us Fp

onde

e U, e Up sao vetores que representam as solucoes u;, e up nos pontos nodais

macro e micro, respectivamente, de cada elemento €2;

e U, e Up sao vetores que representam as variagoes temporais a% e 6;—;3 das

solugoes uy, € up nos pontos nodais macro e micro, respectivamente, de cada

elemento €2,;

o My, Myp, Mg, e Mpp sao matrizes locais de massa associadas aos termos

i+1 i+1 i+1 i+1
(wp, aua;} ), (wn, 8@&6—};’), (wp, %) e (wg, 8”(9—};’), respectivamente;

e K, ¢ a matriz local de rigidez associadas ao termo

a(wp, ult) + Z Euf) [ Vwy - VuittdQ;
Qe Qe

e Kp e Kpy, sao matrizes locais de rigidez associadas aos termos
i+1 i+1
a(wp,up ) e  alwp,uy, ),

respectivamente;

e K pp é a matriz local de rigidez associadas ao termo

a(wg, ud) + Z E(up) | Vwp - Vuldd;
Qe Qe

e [}, e Fp sao vetores associados aos termos (wy, f) e (wg, f), respectivamente,

em cada elemento €.;

Devido ao acoplamento do sistema (4.21), utilizando o processo de condensagao
estatica para eliminar a varidvel Ug, em cada elemento ()., obtém-se uma equacao

associada & macro escala em funcio da variavel Ug:
MU, + KU, + NUg = F, (4.22)
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onde

= Mu, — Knp(Kpp) ™ Mpy;
Knw — Knp(Kpg) ' Kpn;

= Mup — Kinp(Kpp) ™' Mpp;
= F,— Knp(Kgg) ' Fa.

= N )
I

O valor de Ug é obtido pela expressao
Up = (Kgg) ™" |Fp — KpnUp — MypUp — MBBUB] :

Uma forma de evitar o aparecimento de Up em (4.22) é assumir que as escalas
submalhas s@o quase estdticas |13, 12, 39, 59|, isto ¢é,

oup
ks 0. (4.23)
Neste caso, as matrizes Mg ¢ Mpgp e o vetor UB em (4.21) se anulam e o
procedimento de condensagao estatica resulta no seguinte sistema local de equagoes
diferenciais ordinarias:

MU, + KU, = F. (4.24)

Observacao 4.1.2 A validade da hipdtese (4.23) € discutida em [13]. Esta hipdtese
¢ utilizada para simplificar as equagoes (4.19) e (4.20), que sao fortemente acopladas.
O seu uso requer um esquema bastante preciso de integracdao no tempo, de forma
que a variagao temporal da solucao seja bem representada pela solu¢ao associada
a macro escala [59]. Trabalhos recentes considerando escalas submalhas transientes

para a Equagao de Navier-Stokes incompressivel sao apresentados em [14, 25].

O sistema global
MU, + KU, = F (4.25)

associado a (4.24) é resolvido via um algoritmo preditor-multicorretor, descrito da
seguinte forma: sejam n o contador de passos no tempo, At o passo no tempo, Un
e U, as aproximacoes para Uh(tn) e Un(t,), respectivamente. Dados U,eU,, o

algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:

Fase de Predicao:
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1= 0;
U = U, +aAtlU,;
Ug]—l)—l =4
Fase de Correcao:
=141
Calcule R = F — (ﬁfjj;rll + KUY
Resolva M*AU = R;
Atualize Uﬁl = I'ji;rll + aAU:;
Atualize U, = U} + aAtAU,

onde

M* = M+ aK ¢é uma matriz esparsa cuja ordem é o niumero de pontos nodais

(macro) incognitas;

e R=F- [MU + IA(U] ¢ o vetor de residuos em funcao dos valores iniciais da

multicorre¢ao dos valores nodais de Ue U;

AU ¢ a corregao dos valores de U para a proxima iteragao;

e o ¢ um parametro que estabelece o controle da estabilidade e precisao na
integracao no tempo. Neste trabalho, utiliza-se a = 0.5 por conduzir a um
método de segunda ordem e incondicionalmente estavel.

O critério de parada do processo nao linear (no espago) é dado por
i < maziter ou max |up; —uy | < tolpp, (4.26)
p— 7-7 7]
J=1,...,nos
onde maxiter ¢ o nimero maximo de iteragoes no espacgo, n,s ¢ o naumero de pontos

nodais (macro) de 7, e tolpp ¢ uma tolerancia, definida por tolpp = 1072

4.2 Experimentos Numéricos

Nesta secao sao apresentados alguns experimentos numéricos para avaliar a
performance da metodologia apresentada neste capitulo. Em todos os experimentos,

sao utilizados tole = 107 em (4.13) e w = 0.5 em (4.18).
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4.2.1 Exemplo 01 - Adveccao em um campo de escoamento

rotacional com solucao suave

Este problema simula o transporte, em um problema de adveccao-difusao, de uma

fungao seno em um campo de velocidades rotativo. Os dados do problema sao:
D =€l com e = 1072, onde I é o tensor identidade,
f=0=0, Q=(-05,0.5) % (-0.5,0.5)
e o campo de velocidades é dado por
v = (—y,x).
As condigoes de contorno sao homogéneas, isto é,
u(z,y) =0, ¥Y(z,y)eTl.
Na fronteira interna {(0,y);y € [—0.5,0]} é prescrita a funcéo
u(0,y) = —sen(2my).

As solugoes aproximadas obtidas com os métodos SUPG/CAU e DD sao
apresentadas na Fig. (4.2), utilizando uma malha 40x40, t; = 10 e At = 0.5. Devido
a dominéncia dos efeitos advectivos, a condi¢ao de contorno imposta na fronteira
interna deve ser propagada ao longo do dominio sem perda em sua amplitude,
isto é, os efeitos difusivos sobre o transporte sao minimos. Observa-se que as
solugoes obtidas pelos dois métodos introduzem uma difusao efetiva que provoca

uma dissipa¢ao nao fisica.

4.2.2 Exemplo 02 - Problema de Advecgao-Difusao-Reacao

Neste exemplo é considerado um problema de adveccao-difusao-reagao, cuja solucao
exata e respectivas curvas de nivel sao apresentadas na Fig. 4.3. Os coeficientes de
difusao e reacao da equacao sao D = el com € = 107* e 0 = 2, respectivamente. O

campo de velocidades é definido por
v = (vg,vy),
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X X

(a) método SUPG/CAU (b) método DD

Figura 4.2: Exemplo 01 - Transporte rotativo: solugoes aproximadas CAU e DD

usando uma malha 40 x 40.

onde
v, = =2y —1)[r5 = (x —20)® = (y — %)*] ;
v, = (20 —1)[r5 = (z —20)* = (y — )],
para
0<(z—m0)=(y—w)* <rj

v =(0,0),

caso contrario. O termo de forca e as condigoes de contorno de Dirichlet sao

escolhidas de forma que
1 1
u(z,y) = 5 + ;arctg [a(rg — (. —20)* — (y — y0)2)} ,
com xy = yo = 0.5, ro = 0.25 e a = 1000, é a solugdo exata do problema (Fig. 4.3).

A solugao aproximada juntamente com suas curvas de nivel, usando o método DD
sao apresentadas na Fig. 4.3. Foi utilizada uma malha 40 x 40, t; = 10 e At =
0.5. A solugao obtida pelo método DD representa a regiao de alto gradiente sem
oscilagoes, porém com um comportamento relativamente difusivo, como pode ser

melhor observado comparando suas curvas de nivel com as da solugao exata.
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O

(b) Curvas de nivel da solucao exata

(¢) método DD (d) Curvas de nivel da solu¢ao do método DD

Figura 4.3: Exemplo 02 - solugoes exatas e pelo método DD, usando uma malha

40 x 40.
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Capitulo 5

Formulacao Numérica Variacional

Em geral, as equagoes (3.44), (3.45) e (3.46) junto com as condigdes de contorno
e iniciais, dificilmente podem ser resolvidas analiticamente. Desta forma, deve-
se recorrer a ferramentas numéricas para obter solu¢oes aproximadas, fisicamente
satisfatorias. Os principais métodos numeéricos utilizados para resolver equagoes
diferenciais parciais sao diferencas finitas, volumes finitos e elementos finitos. Nesta
dissertagao, utiliza-se uma formulagao variacional semidiscreta, que consiste em uma
discretizacao pelo método dos elementos finitos no espago seguido pela discretizacao
pelo método de diferengas finitas no tempo. Neste capitulo serda realizada a
discretizagao espacial das equagoes (3.44), (3.45) e (3.46), utilizando o método de
elementos finitos de Galerkin classico para a equacao da pressao e formulagoes de

elementos finitos estabilizadas para as outras equacoes.

Como ja visto no Capitulo 04, a discretizacao de elementos finitos no espago
considera uma partigdo 7, = {Q.} do dominio Q2 em n,; elementos finitos, €,

e=1,2,--- ,ny tal que

Nel Nel

Q:UQE e ﬂQe:(b.
e=1 e=1

Para definir a formula¢do variacional ou fraca do problema (3.44)-(3.45)-(3.46)
(junto com as condigoes de contorno e iniciais), utiliza-se duas classes de fungoes:
as funcgoes admissiveis e as fungoes pesos. A primeira classe é composta por
fungoes candidatas a solucao, que atendam as condi¢oes de contorno e que tenham

regularidade suficiente. Como deseja-se obter a solucao das grandezas pressao,
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velocidade e concentracao, portanto, sao definidos grupos de fungoes candidatas
a solugao para a pressao p, para a velocidade v e para a concentracao c. A segunda
classe é formada por fungoes similares as fungoes admissiveis, diferindo destas, por

assumirem o valor nulo no contorno.

5.1 Formulacao Variacional para a Equacao da

Pressao

A equagao da pressao possui um comportamento predominantemente difusivo. Desta
forma, é utilizado o método de Galerkin cléssico por apresentar boas solugoes
aproximadas neste caso. A formulagao variacional continua da equagdo da pressao

¢ dada por: achar p € P = {p € H*(Q) tal que p = p, em I'y} tal que
(Vw,A(c)Vp) = (w,q), YweE Ry = H(Q), (5.1)
onde
(Vw,A(c)Vp) = /QVw~A(c)Vde, e

(w,q) = /qudQ-

Para encontrar uma aproximacao p; da solucao p via método de Galerkin, define-se
P, C P como o espaco de dimensao finita das fungoes admissiveis que satisfazem as
condicoes de contorno e P,y C F,, como o espaco de dimensao finita das fungoes

pesos, ou seja,

P, = {pe€ HI(Q) tal que plg, € P1,VQ, € T, e plr, = ppt e (5.2)

Poo = {p€ Hy(Q) tal que u|g, € P;,VQ, € T;}. (5.3)

Para uma particao 7, de §2, a formulacao de Galerkin para a equacao da pressao é
obtida restringindo a forma variacional (5.1) aos espagos (5.2) e (5.3), ou seja, achar

pn € Py, tal que

(Vwy, A(c)Vpy) = (wh,q), Vwy € P, (5.4)
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onde

(th,A(C)Vph):/th'A(C)Vphdﬁa e
Q

(wh, q) Z/whqu-
Q

A funcao py é aproximada da seguinte forma:

Neq

pr(X,t) = Z N;(x)p; (1), (5.5)

onde N; ¢ a funcao de forma usual do método de Galerkin associada ao ponto nodal
J e p;(t) é o valor incognita da pressao no ponto nodal j. No método de Galerkin,

a funcao peso wy, é definida de forma que

wp, € Pro = span{Ny, Na, -+, Ny }. (5.6)

No Capitulo 06 sdo apresentadas as matrizes locais associadas a formulacao (5.4)

com py, e wy, dados por (5.5) e (5.6), respectivamente.

5.2 Técnica de Pbés-Processamento e Lei de Darcy

O valor calculado da velocidade de Darcy influencia diretamente na precisao da
solucao da equagao de concentragao. Uma vez obtido o campo de pressao através
da Eq. (5.4), uma aproximagao natural do campo de velocidades é aquela dada
diretamente pela Eq. (3.45) (lei de Darcy). Neste caso, ocorre uma reducio da
ordem de aproximacao do campo de velocidades, devido a presenca das derivadas
parciais de p em (3.45). Além disso, para fung¢oes de interpolagao lineares, utilizadas
neste trabalho, as velocidades obtidas sao constantes nos elementos conduzindo a
fluxos normais descontinuos nas fronteiras dos mesmos. Para obter uma solugao mais
precisa e com a mesma ordem de aproximagao do campo p, sao utilizados esquemas
de pos-processamento para a velocidade. A técnica de pds-processamento melhora
a aproximacao da velocidade baseando-se em uma combinacao de formulagoes
variacionais das equagoes (3.44) e (3.45). Maiores detalhes sobre esta técnica podem

ser encontrados em [43].

Seja p, uma aproximagao para a pressdo p obtida por (5.4), a técnica de pos-

processamento para a obtengao do campo de velocidades consiste em encontrar
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vy, € Vy,, tal que

Nel

(Wh, A(Ch) vy + Vph + Z / V.- Wh(V Vi — q)dQ = 0 VWh c Vh,(5 7)
onde
o (Wi, Alcp) v+ V) = [, Wi (Alen) vy + Vi, )d<;

o V, ={veW,xW,tal que v-n =0 sobre I',}, com

Wy, = {’U € HI(Q)

0. € P, VQ, € Tp};

e 0,, ¢ uma constante positiva dependente do comprimento caracteristico de
malha, definida por

5 Mlh

e A(c)™! & um tensor de 2* ordem positivo definido, dado por

1 Aoy —Ayo

Afe) =
TR |

(5.8)

Os termos que compoem a Eq. (5.7) podem ser interpretados da seguinte forma:

Lei de Darcy: / wi, - A(cn) vidQ; (5.9)
Divergente da velocidade: ”61 / V -w,V - v,dQ; (5.10)
Gradiente da pressao: / W, - VprdQ; (5.11)
Divergente de fluxo: "el / V - wpqdQ. (5.12)

A funcao vy é aproximada da seguinte forma:

Neq

= 2 N (®), (5.13)

onde N é a funcao (vetorial) usual do método de Galerkin associada ao ponto nodal
J e v;(t) é o valor incognita do campo de velocidades no ponto nodal j. A fungao
peso wy, é definida de forma anéloga. As matrizes locais associadas a formulagao

(5.7) sao apresentadas no proximo capitulo.
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5.3 Formulacao Estabilizada Difusao Dinamica

para a Equacao de Concentracao

A equacao da concentracao é uma equagao de transporte do tipo advectivo-difusivo
transiente com advecgao dominante. Dessa forma, o método de elementos finitos de
Galerkin cléssico nao é adequado para resolver este tipo de problema, pois apresenta
solugoes nao fisicas conhecidas como instabilidades numéricas ([20]). Nesta secao,
a formulagao estabilizada apresentada no Capitulo 04 ¢ utilizada para estabilizar a
equagao da concentragao. Por simplicidade, considere as condi¢oes de contorno para

a equagao da concentragao como sendo homogéneas. Seja
Ch = {cn € Hy(Q) tal que clq, € P1,VQ. € T;} (5.14)

o espago de aproximagoes do método de Galerkin classico. A estabilizagao via
método Difusao Dinamica é obtida através do enriquecimento do espaco C) com
fungoes bolhas e a inser¢ao de uma difusao artificial no modelo numérico. Para isto,

considere

Cp=Chr®Cp,

onde Cp é o espago das fungoes bolhas, dado por
Cp = {w tal que w|qo, € Hy(2),VQ, € Tp}.

O método de estabilizagao Difusdo Dindmica para a equagao de concentragao (3.46)
consiste em: dado ¢ € (0,%y), achar cg = ¢;, + ¢ € Cg, com ¢, € Cp,cp € Cp tal
que cg(x,0) = co(x) e

0
('LUE, Qﬁ%) + B(’LUE, CE) + Zf(ch)/ V’LUE . VCEdQ = 0, \V/'LUE € CE, (515)
Qe

e

onde &(¢p) é dada por (4.13) e
B(wg, cg) = (Vwg,D(v)Vcg) + (wg, v - Veg).

Usando a hipotese (4.23), (4.17) e ponderando (5.15) com wy, € C, C Cg, obtém-se

a equacao associada as escalas resolvidas

0
(wh, (b%) + B(wh, Ch) + B(wh, CB) -+ Zﬁ(ch)/ th . VCth = 0, th S Ch.
Qe S

(5.16)
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Analogamente, fazendo a ponderagao de (5.15) com wp € Cp C Cg, obtém-se a

equagao associada as escalas nao resolvidas ou submalhas

0
(wB>¢%)+B(“’BaCh)+B(wBaCB)+Z§(Ch) Vuwp-Vad =0, Ywg e Cp.
Qe Qe

(5.17)
As equagoes (5.16) e (5.17) resultam em um sistema local de equagoes diferenciais

ordinéarias da forma

M, O U, C., C U 0)
hh h 4 hh hB h _ ’ (5.18)

Mg, O O Cpn Cgsp Ugp O

onde

My, e Mp, sao matrizes de massa associadas aos termos (wh,qﬁaacgl) e

(wp, %), respectivamente;

Uy, é um vetor associado ao termo %’1;

Chn € a matriz de rigidez associadas ao termo

B(wh, Ch) + Zf(ch) / th . VCth;
Qe Qe

Chp e Cpy sao matrizes de rigidez associadas aos termos

B(wh,cB) (§ B(wB,ch),
respectivamente;

e Kpp ¢ a matriz de rigidez associadas ao termo

B(wg,cp) + Zg(ch)/ Vwpg - VepdSl;
Qe Qe

U, e Up sao vetores que representam as solugoes ¢, e cg nos pontos nodais

macro e micro, respectivamente, de cada elemento Q..

Utilizando o processo de condensagao estética em (5.18) para eliminar a variavel Ug,
em cada elemento ()., obtém-se um sistema local de equagoes diferenciais ordinarias

da forma
]\//fUh+6Uh:5, (519)
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onde

M = My, — Chp(Cpg) ' Mpy;
Ky — Knp(Kpp) ' Kgh,.

=)
|

O valor de Ug é recuperado pela expressao
Up = —(Kgp) " KpnUp.

O sistema global associado a (5.19) é resolvido via um algoritmo preditor-

multicorretor, descrito no préximo capitulo.

As funcoes ¢, % e cg em (5.15) sdo aproximadas, respectivamente, da seguinte
forma: .
=3 Nylx)es () (5.20)
j=1
Acn(x,1) =
C" * Z N;(x (5.21)
TNel
ZNBe x)c, (t (5.22)
onde

e N, ¢ a fungao de forma usual do método de Galerkin associada ao ponto nodal

macro j;
e ¢;(t) é o valor incognita da concentracdo no ponto nodal macro j;

e a;(t) é o valor incognita da derivada temporal da fungdo ¢, no ponto nodal

macro 7;

o Np, =27NyNsN$ é a funcao bolha para o elemento (2., com Ny, N5 e NS as
trés fungoes de forma do método de Galerkin associadas aos trés pontos nodais

macro do elemento €2,;

e cp (t) é o valor incognita da solugao cg no ponto nodal micro do elemento €2..

As fungoes pesos wy, e wp sao aproximadas de forma anéloga. As matrizes locais

associadas & formulagao (5.15) sdo apresentadas no proximo capitulo.
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5.4 Formulagao Estabilizada SUPG/CAU para a

Equacao de Concentracgao

Nesta segao sera apresentada a formulagdo variacional estabilizada SUPG/CAU
para a equagao da concentragao. Como descrito na secao anterior, a equagao de
concentragao possui um comportamento predominantemente advectivo e o método
de Galerkin classico nao ¢ adequado para este tipo de problema, necessitando
desta forma, de uma formulagao estabilizada. A formulacao SUPG, introduzida
por [10] para a estabilizacdo de problemas predominantemente advectivos, faz
parte da classe dos métodos estabilizados de Petrov-Galerkin. Estes métodos
utilizam fungoes peso diferentes das empregadas no método de Galerkin, visando a
obtencao de formulagoes numéricas variacionalmente consistentes com propriedades
de estabilidade superiores as deste. O método SUPG ¢é uma formulagao estabilizada
de Petrov-Galerkin com fungoes peso descontinuas, que adiciona uma difusao
artificial somente na dire¢ao das linhas de corrente. A fungdo peso para o método

SUPG ¢ dada por
Wy, = Wy, + Pa, (523)

onde wy, é a fungao peso continua do método de Galerkin e p, é a fun¢ao descontinua

de Petrov-Galerkin, definida (ver [10]) por
pr =1V Vuy, (5.24)
onde 7¢ é o parametro de estabilizagao, dado pela expressao

1 P, }
7¢ = ——h°min< —,1.0 (5.25)
2[|vl { 3

sendo
e v o campo de velocidades;
e h® =+/2A¢, o parAmetro caracteristico, onde A° é a area do elemento €2, e
e P, o numero de Peclet local, definido por
L. |vIP

P. = -k

2 BTy (5.26)
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Apesar do método SUPG conduzir & solugoes globalmente estaveis para problemas
com advecgao dominante, é preciso evitar as oscilagoes localizadas na vizinhanca
de camadas limites internas e/ou externas. Para isso, pode-se utilizar o método de
captura de descontinuidades CAU, apresentado em [24]. Este método, que consiste

em acrescentar um operador nao linear da forma

cau

nel
/ o¢ th VCth (527)

a formulagao de Galerkin com SUPG, evita as oscilagoes indesejaveis localizadas

proximo as regides com altos gradientes. O termo 0%, em (5.27) ¢ um pardmetro

cau

de estabilizagdo nao linear, definido (ver [1, 16, 17, 47]) por

1 . [ Pe |R(c")]
86 = =h®min{ —%, 0.7} , 5.28
piemin {07 oy 025
onde
e Pe, = lhengI(’H) - é o numero de Peclet local correspondente ao campo de

velocidades v,;

v-Vcl
2
[[Veh|

gradiente da solucao, Vey,;

oV, = Ve, é o campo de velocidades projetado na direcao paralela ao

e R(cp) é o residuo da equagao no interior do elemento €., dado por

R(cy) = gb——l—v Ve, = V- (D(v)Vey,). (5.29)

Portanto, a formulacao variacional SUPG/CAU da equacao da concentracao é dada

por: encontrar ¢, € Cp, Vt € (0,ty) tal que ¢,(x,0) = co(x) e

/wh(qﬁaa—t—l—v Ve, + V- (D(v)Ve,)dQ  +

J

~
GALERKIN

nel
Z/ Pn ¢—+V Ve, + V- (D(V)Ve,)dQ)  +

-~

SUPG

cau

nel
Z / 3¢ Vwy - Verd) = 0, Yy, € Ch, (5.30)

-

CAU
onde Cj, é dado por (5.14). Substituindo p, por (5.24) e aplicando a primeira
identidade de Green [36] nos termos difusivos da Eq. (5.30), tem-se
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8ch

(wh, ¢E> + (wh, V- VCh) + (th, D(V)Vch) +

S

~
GALERKIN

nel
Z 7€ (/ V- thgb%dﬁ + / (v Vuwp)(v-Vep,)dQ— | V(v-Vuwy) - D(V)Vcth)
1 e ¢

e= t Qe

SUPG

nel
+> /Q 8¢ Vwy - VedQe =0, (5.31)
e=1 e

-

CAU

8ch . 8ch .
(whaéﬁE) —/Qwhéﬁﬁdﬁ

(wp,v-Vep) = / wpv - VepdS;
Q

onde

(Vwp,,D(v)V¢p,) = /vah -D(v)V ¢ dSQ.

Cada termo que compoe a Eq. (5.31) recebe uma denominagao:

nel

_ dey, . dep
massa: /Qwhgbﬁdﬁ e ; T / V- thgbgdﬂ, (5.32)
nel
advecgao: / wpv - Ve dQ) e Z Te/ (v - Vwp)(v - Vep)dS; (5.33)
0 e=1 e

nel

difuséo: / Vuwy, -D(V)VedQ e Y 1 [ V(v-Vuw,) - D(v)Ve,dQ;
Q e=1 Qe

(5.34)
nel
CAU: > / 8¢ Vwy, - VerdQ. (5.35)
e=1 Ve
As fungoes ¢, e aacf em (5.31) sdo aproximadas conforme (5.20) e (5.21),

respectivamente. De forma analoga, obtém-se a aproximagao wy,.

No préximo capitulo sao descritas as matrizes locais provenientes das formulagoes
variacionais vistas neste capitulo, bem como a estrutura de dados elemento-por-

elemento utilizada para armazenagem das matrizes globais.
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Capitulo 6

Estrutura de Dados

Elemento-Por-Elemento

A formulagdo numérica variacional apresentada no capitulo anterior resulta em um
sistema algébrico de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares, que é resolvido
por um esquema discreto de integracao no tempo. As matrizes globais provenientes
da formulagao discreta sao armazenadas em uma estrutura de dados elemento-por-
elemento. Nesta estrutura de dados, os elementos de uma matriz sao armazenados
a nivel de elemento. Neste capitulo sao apresentadas as matrizes dos elementos
associadas as formulagoes numeéricas descritas no Capitulo 5, a estrutura de dados
elemento-por-elemento e um algoritmo preditor/multicorretor de integragdo no

tempo.

O conjunto de equagoes originadas da aproximacgao pelo método de elementos finitos

forma um sistema acoplado que pode ser representado de forma matricial por

Kp = Q; (6.1)
MV = F; (6.2)
Ma + Cc = 0, (6.3)

onde p, V e ¢ sao os vetores incognitas da pressao, velocidade e concentragao,

respectivamente.

As matrizes globais K, M, M e é, formadas a partir das contribuigoes das matrizes

locais, sao esparsas. Para reduzir o consumo desnecessario de memoria e o niimero
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de operacoes de ponto flutuante, serd utilizada a estratégia de armazenamento

elemento-por-elemento (EBE) [35].

As matrizes e vetores do sistema acoplado (6.1), (6.2) e (6.3) sdo construidos a partir

da contribuicao de matrizes associadas a cada elemento da malha, da seguinte forma

nel

K - A() (6.4
M= A+ ) (65
M= A, (69
& - A@) (6.7
Fo— AU+ 1) 63
Q - A ©9)

nel
onde A ¢é o operador " assembly” conforme definido em [31], que indica a montagem

e=1

das matrizes globais a partir das contribuigoes de cada elemento.

As aproximagoes de elementos finitos para a pressao, a velocidade e a concentragao,
descritas no Capitulo 5, sdo dadas a nivel de cada elemento triangular linear (ver

Fig. 6.1) da seguinte forma:

Pi(x, 1) = ZNj(x)pj(t); (6.10)
ch(x,t) = ZM(x)cj(t); (6.11)

vile,t) = 3 N;(0v; 1), (6.12)

onde N; e Nj, j = 1,2,3 sao as fungoes de interpolagao locais para a pressao,
a concentracao e a velocidade. Para simplificar a descricao do processo de
implementacao computacional, define-se o vetor de interpolagao, formado pelas

fungoes de interpolagao, como
N = |N,I NI Ngl] , (6.13)

onde I ¢ a matriz identidade de ordem 1 para a pressao e concentragao e de ordem 2

para a velocidade, devido a velocidade ser um campo vetorial com duas componentes

66



vy e v,. Desta forma, para os campos de pressao e concentracao, o vetor de
interpolacao ¢ dado por

N=|N N N (6.14)

e para o campo de velocidades,

g Nl 0 N2 0 N3 0
N = : (6.15)
0O Ny 0 Ny 0 N

né 2)

y2

yl (no1

y3

x3 x2 x1 X

Figura 6.1: Elemento triangular linear.

Buscando simplificar as fungoes de interpolacao, realiza-se uma transformacao de
variaveis globais (x,y) para variaveis locais (£,7), conforme representada na Fig.

6.2. Apos esta transformacao, as fungoes de interpolacao podem ser definidas como

N, = 53
Ny = mn;
Ny = 1—-¢&—n. (6.16)

A Matriz Jacobiana que define a transformagao das coordenadas globais para as

coordenadas locais é dada por

or Or
o5 on _

Xe=J= e (6.17)
dy Oy —Ys1 Y23
9 on
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¥ n02 n

y2

yl

¥3 | (no n62)

X3 x2 x1 X | (0,0) 0,1) {

Figura 6.2: Transformagao de variaveis globais (x,y) para variaveis locais (£, 7).

onde x;; = x; — xj € y;; = y; — Y, com x; e y; as coordenadas globais dos pontos

nodais do elemento 2., 7,7 = 1,2,3. A inversa da Matriz Jacobiana é dada por

9 08
oxr Oy
1
Il = = o) (6.18)
877 877 Y1 T13
dy oy

onde A° ¢ a éarea do elemento .. O operador gradiente discreto das fungoes de

interpolagao ¢é definido por

ON; ON, ON;3
B, 1 ox ox ox
B - - @ (619)
By 8N1 8]\72 8]\73
oy Oy Oy

ou

1 yasl  ysil  yiol

_ L 2
S Ae (6.20)

1’321 {IJ131 1’211

Esta definicao do operador gradiente sera utilizado nas segoes seguintes para a

definicao das matrizes locais correspondentes a pressao, velocidade e concentragao.

6.1 Matrizes dos Elementos

Nesta se¢ao sao apresentadas as matrizes dos elementos a partir das formulagoes

numéricas descritas no capitulo anterior e das func¢oes usuais de interpolagao dadas
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por (6.16). As integrais presentes nas formulagoes podem ser resolvidas facilmente
de forma analitica, usando a formula de integragao sobre elementos triangulares

/ (N1)*(No)"(Na)“dQ = o Z!j!i: A (6.21)

e

onde A° é a area do elemento €. e N; = N;(x), j = 1,2,3 as fungdes de forma do

método de Galerkin.

6.1.1 Matriz Local Associada & Equagao da Pressao

Usando a formulagao variacional para a pressao, dada pela Eq. (5.4), segue-se que

Vwy - A(c,)VprdQ = k°= / BT A(c;,)BdS2. (6.22)
Qe e

Considerando a permeabilidade homogénea, o tensor A(cy,) é dado por

A 0
22

onde A;; = %, 1=1,2.

Reescrevendo k® na forma matricial, obtém-se

| Y23 T32 A 0
B 11 Y23 Y31 Y12
k= AAe Y31 T13 . (6-23)
0 Ao r32 T13 T21
Y12 T2

Efetuando as operagoes matriciais envolvidas em (6.23), conclui-se que k® é uma
matriz simétrica positiva e com deficiéncia de posto, podendo ser reescrita da

seguinte forma:

) — (P12 + Pr3) Py Py
k= 4pAe —(Pri2 + Pa3) P , (6.24)
simétrica —(Pi3 + Py3)

onde os coeficientes P;; sao dados por
Pry = M1ys1yas + A2aZ13x32;

P13 = M1y2syia + AoaZ32%01;

Po3 = M1ys1y12 + AoaZ13%01.
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6.1.2 Matrizes Locais Associadas & Equacao da Velocidade

Todos os termos que compoem a formulagao numérica da equagao do campo de

velocidades, dados por (5.9), (5.10), (5.11) e (5.12), serao analisados separadamente.

Matriz Local Associada ao Termo da lei de Darcy

O termo correspondente a lei de Darcy (Eq. 5.9) na formula¢do numeérica para a

equagao da velocidade é dado por

/ wh - A(e) T vpdQ = mé = / NA~'NdQ (6.25)
Qe Qe
ou
Ny 0
0 M
—e Ny 0 1 A22 —A12 Ny 0 Ny 0 N3 O
mw:/ ds.
2 |0 N[ det(A) Ay Ay | [0 N 0 N, 0 Ny
N; 0
0 N3
(6.26)
Considerando a permeabilidade homogénea e usando
T sei=j;
NiN;dy =S °
9 & sei#)
segue-se que
2)\22 0 )\22 0 )\22 0
0 2)\11 0 )\11 0 )\11
Ac | A 0 2\ 0 A 0
e = 1 22 22 22 (6.27)
12 0 A1l 0 2\; O A1
)\22 0 )\22 0 2)\22 0
0 )\11 0 )\11 0 2)\11
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Matriz Local Associada ao Divergente da velocidade

A parcela referente ao divergente da velocidade (Eq. 5.10) é expressa por

Nel

> o /Q (V-wp)(V-v,)dQ = my, = /Q BJ,,Bpi.dQ,
e=1 e e

onde Bp;, ¢ o operador divergente discreto para a velocidade, dado por

1
BDiv:ﬁ[yzs T32 Y31 T13 Y12 9321}-

Considerando o vetor de interpolagao com dois graus de liberdade, tem-se

Y23

X32
e

~ e 5pp Ya1

mdw:4Ae Y23 T3z Y31 Ti3 Y12 T2
T13

Y12

Z21

Efetuando as operagoes matriciais envolvidas em (6.30), segue-se que

Y23Y23 Y23T32  Y23Y31 Y23T13 Y23Y12  Y23T21
T32T32 T32Y31 T32X13 T32Y12 T32T21

~ e 5§p Y31Ys1 Y311z Ysi1Yiz  Ysida2

13213 T13Y12 T13x21

Y12Y12  Y12%21

stmétrica T91T21

Matriz Local Associada ao Gradiente da Pressao

A parcela referente ao gradiente da pressao (Eq. 5.11) é representada por

Wi VpdQ = f,= [ N BpdQ,
Qe Qe
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onde Bp ¢é o vetor associado ao gradiente da pressao.

er N; dQ) = %, a forma matricial para o gradiente da pressao é

= o = O = O

SO = O = O

Efetuando as operacoes matriciais, resulta em

Matriz Local Associada ao Divergente de Fluxo

Y23 Y31 Y12

T3z T13 T21

Y23P1 + Ys1P2 + Y12D3
T3aP1 + T13P2 + T21P3
Y23P1 + Ys1P2 + Y12p3
T32P1 + T13P2 + T21P3
Y23P1 + Ys1P2 + Y12D3
| L32P1 + T13P2 + T21P3 |

D1
D2
b3

A parcela referente ao divergente de fluxo (Eq. 5.12) é representada por

nel

0,y /Q (V-wi)gd= £, =06 BF.q
e=1 e
ou o
Y23
€32
~e 56 Y31
_ "pp

fpos - 2A66(x - xl) - )
13
Y12
Z21

Como Bp ¢ constante e

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

onde ¢ = 0(x —x;), com ¢ a fungao Delta de Dirac. O valor de ¢ nao é nulo somente

nos pogos injetor e produtor. Assim, a fun¢ao Delta de Dirac é nao nula apenas nos

pontos nodais que representam os pogos injetor e produtor.
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6.1.3 Matrizes Locais Associadas a Equacao da Concentragao

com a Formulacao SUPG/CAU

Todos os termos que compoem a formulagdo numérica estabilizada SUPG/CAU da
equagao de concentracao, dados por (5.32), (5.33), (5.34) e (5.35), sdo analisados

separadamente.

As contribuigbes de cada elemento utilizando a formulagao SUPG/CAU

sao reescritas como

C=A(+d+c,+d, + o)

e=1
onde
e mg ¢ a contribuicao de massa de Galerkin;
e my, ¢ a contribui¢do para a corregao de massa do SUPG;
e ¢; ¢ a contribuigao de advecgao de Galerkin;
e d ¢ a contribuigao de difusao de Galerkin;
e ¢, ¢ a contribuicao de corregao de advecgao do SUPG;

e d;, ¢ a contribuigao de corregao de difusao do SUPG;

€

°. € a contribuicao de corregao do CAU.

® C

Matriz Local de Massa de Galerkin para a Concentragao

A matriz de massa para cada elemento €2, é dada por

/ whqb%dQ = m-— / SNTNIQ (6.37)
Qe €
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ou

211

e _ 9A°

m, = —7 1 2 1. (6.38)
1 1 2

Matriz Local de Adveccao de Galerkin para a Concentracao

A matriz de advecgao para cada elemento €2, é dada por

/ wpv" Ve dQ = o= [ N'v'BdQ. (6.39)
Qe Qe

Como B”v é constante,
ci = ([ N'dQ)v'B. (6.40)

Qe
Segue-se que a matriz ¢ é dada por

1
. 2A° 1 Y23 Ys1 Y12
=" 1| [ o) ox (6.41)
1 T3z T13 T21

Realizando as operagoes matriciais e considerando que c¢; possui deficiéncia de posto,

resulta em
. —(c12 + 13) C12 C13
C, = 6 c1 —(e11 + c3) €13 ; (6.42)
C11 C12 —(c11 + ¢13)

onde c¢y; com ¢ = 1,2, 3 representam as parcelas
C11 = Y23Uy + T32Uy;

C12 = Y31V + T13Vy;
C13 = Y12V + T21Vy.

A matriz ¢, nao é simétrica e pode ser representada por apenas trés coeficientes

€11 G2 Ci3
1
e _
cg—g C11 Ci2 Ci3] - (643)

C11 Ci2 (13

74



Matriz Local de Difusao de Galerkin para a Concentragao

A parcela referente ao termo de difusao no método de Galerkin para a concentragao

(Eq. 3.22) ¢ dada por

Vuwy,-DVe,dQ) = d= / B DBdA. (6.44)
Qe e
Segue-se que
) Y23 T32 Qe d .
B 11 @12 Y23 Y31 Y12 o
do1  da2 T32 L13 221
Y12 To1

Efetuando as operagoes matriciais, dy resulta em

1 Dll D12 D13
d; = 1A Dys Dosl (6.46)
stm D33

onde

D1 = ya3(dinyes + dai1xs2) + w32(di2yas + daoTsz);
Dy = ysi(diyes + da1se) + 213(di2yas + daaTsz);

I

D3 = yia(di1yas + da1s2) + 221 (di2y2s + dooxse

Dys = yia(di1ysi + do113) + 221 (di2ys1 + doexis

I

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
Doy = ysi(di1ys1 + dorz13) + x13(d1oys1 + doot13);
( ) ( )
( ) ( )

D33 = yia(dinyiz + da1va1) + w21 (di2yar + daowar).

Observa-se que dj possui deficiéncia de posto, podendo ser reescrita como

. —(D12 + Da3) D15 Diys
d =75 —(Da1 + Das) D3 : (6.47)
Sim _<D31 + D32)

Corregao SUPG da Matriz de Massa

A parcela referente a correcao SUPG da matriz de massa é dado por

oc
° /Q vhvw%&—t"dﬁ = mj, =7 ) BTvN dQ. (6.48)

1)



Sendo B”'v constante, verifica-se que

m{, = t°¢B’v / NdS.
Qe

ou
Y23 T32
. e, 1 V| 2A°
mpg:T¢2Ae Y31 T3 Y 6 [1 1 1}.
Y
Y12 To21

Correcao SUPG da Matriz de Advecgao
A parcela referente a corregao SUPG da matriz de adveccao é dado por

P

T / Vi, Vv Ve d) = o, =71° / B"vv'BdQ.
Qe e

Considerando a velocidade constante no elemento, tem-se

Y23 T32
R 1 Vee Vay| 1 |Y23 Y31 Y12 e
pg — T oAe |Y31 T3 5 e :
Vay Vyy T3z T13 To21
Y12 T2

Corregao SUPG da Matriz de Difusao

A parcela referente a corregao SUPG da matriz de difusao é dado por

T V(Vh . th) . DVCth
Qe

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

Devido a utilizacao de fungoes lineares e o integrando da expressao depender de

derivadas de segunda ordem das fungoes de interpolacao, segue-se que

d, = 0.

(6.54)

Matriz de Correcao do Operador Captura de Descontinuidades CAU

A parcela referente a corre¢ao do operador CAU (Eq. 5.4) é representada por

cau cau

/ 6. Vwy, - VepdQ) = ¢, = / 6¢, BTBdQ.
Qe Qe

76

(6.55)



Como 9§ é constante no interior de cada elemento 2., tem-se

5 Yo23 T32
. cau Y23 Y31 Y12
Ceau = AAe Y31 T13 . (6.56)
T3z T13 T21
Y12 T21

6.1.4 Matrizes Locais Associadas a Equacao da Concentragao

com a Formulacao Difusao Dinamica

As contribuig¢oes de cada elemento utilizando a formulagao DD

sao reescritas como
nel

M= eél(m; +miy);

nel

C = Al(cz +chy + o Cl),

e=
onde
e mg ¢ a contribui¢ao de massa do método de Galerkin;
e my, ¢ a contribuicao para a corre¢ao de massa do método DD;
e ¢; ¢ a contribuigao de rigidez do método de Galerkin;

® C},, Cp, € Cpy, sao as contribuigoes de corregao de rigidez do método DD.

Matriz Local de Massa 4 x 4 do Método DD para a Concentracao

A matriz local de massa proveniente do método DD é formada pelos termos

(wp, ¢%) e (wg, gﬁ%). O primeiro termo, idéntico a parcela referente a formulacao

de Galerkin calculada em (6.58), gera uma submatriz 3 x 3 e ¢ dado por

/ whqb%dQ = m-— / HNTNAQ (6.57)
Qe €

7



ou

211

e _ 9A°

m, = —7 1 2 1. (6.58)
1 1 2

O segundo termo, que resulta em uma submatriz 1 x 3, é dado por

)
(/ wpd T A0 = mé, = [ $27 N NaNsNdQ, (6.59)
o, 50 e
ou seja,
Ae
mgh:?’ﬁo o1 (6.60)

Portanto, a matriz local de massa 4 X 4 do método DD para a equacao da

concentragao ¢ dada por

1/6 1/12 1/12
1/12 1/6 1/12
1/12 1/12 1/6
3/20 3/20 3/20

m¢, = ¢A° (6.61)

o o o O

Matriz Local de Advecgao 4 x 4 do Método DD para a Concentragao

A matriz local de advecgao proveniente do método DD é formada pelos termos
(wp, v - V), (wp,v - Veg), (wp,v - Ve) e (wg,v-Veg). O primeiro termo,
idéntico a parcela advectiva referente a formulagao de Galerkin em (6.62), gera uma

submatriz 3 x 3 dada por

C11 Ci2 (13
1
e __
Cg—é C11 Ci2 Ci13| - (6.62)

C11 Ci2 (13

onde c¢y; com ¢ = 1,2, 3 representam as parcelas
C11 = Y23Vy + T32Vy;

C12 = Y31VUz + T13Vy;

C13 = Y12V + T21Vy.
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O segundo termo, que resulta em uma submatriz 3 x 1, é dado por

b1
/ UJh(V . VCB)dQ = C;Lb = /82 )
s
com
27
b = 120 [va (Y23 + 231 + 2u12) + vy (@352 + 2213 + 2221)] ;
27
b= 1o [02(2423 + 31 + 2u12) + 0y (2252 + 713 + 2021)];
27
B = 120 [V2(2y23 + 2y31 + Y12) + vy (2732 + 2213 + 721)] .

O terceiro termo resulta em uma submatriz 1 x 3 e é dado por

/ wp(v-Vep)d) = ¢y, = [71 Yo 73] ,

e

com
27

M= m(vxy23+vy$32);
27

Yo = m(vmygl-irvyicw);
27

V3 = m(vxy12+vy$21)-

O 1ultimo termo resulta em uma submatriz 1 x 1 e é dado por

/ wp(v - Veg)dQ = cp = (0],

e

com

81
0= 140 [V2 (Y23 + Y31 + y12) + vy(232 + 213 + 221)] -

Portanto, a matriz local de advecgao 4 x 4 do método DD para a equacao da

concentragao ¢ dada por

cii ¢z cas B

C11 C12 C13 62

¢ = . (6.63)
i1 ci2 ¢z s

Yoy 3 0
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Matriz Local de Difusao 4 x 4 do Método DD para a Concentragao

A matriz local de difus@o proveniente do método DD é formada pelos termos
(Vwy, DV¢y,), (Vw,, DVeg), (Vwg,DV¢,) e (Vwg,DVeg). O primeiro termo,
idéntico a parcela difusiva referente a formulagao de Galerkin (ver (6.64)), gera uma

submatriz 3 x 3 dada por

1 _(D12 + DlS) D12 D13
dy = 4Ae —(Da1 + Do) Do : (6.64)
Sim _(D31 _'_ D32)

onde

D1y = ysi(di1yas + dorse) + x13(d12yes + daosa);
D13 = yia(di1yes + do1ws2) + w21 (di12yas + doatss);
Dys = wyia(di1ys1 + da1z13) + o1 (dr2ys1 + daoys).

O segundo termo, que resulta em uma submatriz 3 x 1, é dado por

€1

Vuwy, - DVCBCZQ = d}elb = | €

Qe
€3
com
9
ETC (Y23 + @32) (din + da1) (Y3 + Y31 + y12) + (diz + da2)(T32 + T13 + T21)] ;
9
€2 = 16A° [(ys1 + 213) (d11 + do1) (Y3 + Y31 + y12) + (dia + dao) (239 + 713 + 291)] 5
9
T 16Ac (Y12 + 21)(di1 + do1) (Y23 + Y1 + y12) + (dia + da2) (732 + 713 + 21)]

onde d;; para ¢,j = 1,2, sao as componentes do tensor D.
O terceiro termo resulta em uma submatriz 1 x 3 e é dado por

V’LUB . DVCth = dl?h = |:a1 (o2 a3] R

Qe
com
ay = 16?46 [(y2s + ®32)(da1 + di2) (Y23 + Y31 + Y12) + (do1 + do2) (w32 + 213 + 221)] 5
@2 = 16%4@ [(ys1 + @13)(du1 + di2)(y2s + ys1 + y12) + (dor + da2) (w32 + 213 + 221)] 5
“oT 16%4e [(y12 + @21)(di1 + di2) (Y23 + ys1 + y12) + (dor + da2) (232 + 213 + T21)] -
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Como djy = dyi, as matrizes associadas aos termos (Vwy,, DVeg) e (Vwg, DV¢y,)

sao iguais.
O ultimo termo resulta em uma submatriz 1 x 1 e é dado por

/ V’LUB . DVCBCZQ = dl?b = [77],
Q

com
81d
77 = 14(1]1 I:(yg?) + y?2,1 _I_ y%Q) _I_ (y23y31 + Y23Y12 + y31y12):| _I_
81d
1432 [(1'12’,2 + l’%g + Ilfgl) + (1'32113'13 + T30X91 + 1'131»21)} +
81(dis + d
(%021) (Y2332 + Y3113 + Y12T21] +
81(d2 + d)

980 (Y2313 + Ys1232) + (Y2321 + Y12T32) + (Ys1221 + y12213)] . (6.65)

Portanto, a matriz local de difusao 4 x 4 do método DD para a equacao da

concentragao ¢ dada por

dyi dip diz €

dor doa doz €
dZd _ 21 22 (23 €2 . (6.66)
d3i dsp dsz €3

o gy o3 M

onde

din = —(Dia+ Di3);
diz = Dia;
diz = Das;
do1 = Da;
dyy = —(Da1 + Da3);
doz = Dag;
dz1 = Dsi;
dzz = Ds;
dsz = —(Ds31+ Ds)
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Matriz Local de Rigidez 4 x 4 do Método DD para a Concentragao

A matriz local de Rigidez 4 x 4 do método DD para a concentragao é formada
pela soma dos termos difusivos (Vw,, DV¢,), (Vw,,DVeg), (Vwg,DVe,) e
(Vwp,DVcg) adicionados aos termos advectivos (wp,v - V), (wp,v - Vep),

(wp,v-Vey) e (wp,v-Veg).

Portanto, a matriz local de rigidez 4 x 4 do método DD para a equagao da
concentragao ¢ dada por

e __ e e
g, = dgg + Cag

sendo dj; definido por (6.66) e cg,; definido por (6.63).

Matriz Local de Massa Condensada do Método DD para a Concentragao

A condensagao estatica ¢é realizada conforme (5.19). As matrizes locais de massa e

rigidez sao dadas, respectivamente, por

1 1 1
mi1 Mz Miz Mg 5 12 12 0
1 1 1
Mol Mg Moz Moy 5 5 13 0
m¢, = = pA° : (6.67)
1 1 1
Mm31 M3z M3z M3q 5 13 5 U
3 3 3
741 Mgz M43 Mgy | (20 20 20 0_
e
11 Ti2 T13 T4 dii dip diz € cii c2 cas B
e Ta1 T22 T23 T24 do1 dyo daz € cn iz Be
31 T32 1733 T34 d3i d3p dsz €3 C11 Ci2 (13 53
T41 T42 T43 T44 oy Qg a3z 7 Yoy 3 0
A matriz local de massa proveniente da condensacao estéatica é dada por
my; — (7”14/7”44)77’&41 mig — (7’14/7”44)7”42 miy3 — (7”14/7’44)7”43
e __
my, = m21—(7“24/7“44)m41 m22—(7’24/7“44)m42 m23—(r24/r44)m43 : (6-69>

ms; — (7“34/7“44)7"141 mgsg — (7’34/7“44)77142 ms3 — (7“34/7’44)7"143
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Matriz Local de Rigidez Condensada do Método DD para a Concentragao

Usando (5.19), (6.67) e (6.68), a matriz local de rigidez proveniente da condensagao

estatica do método Difusao Dinamica é dada por

ri — (7’14/7’44)7"41 T2 — (7’14/7’44)7"42 T3 — (7’14/7’44)7"43
rfld = 721 — (7’24/7’44)7’41 To2 — (7’24/7’44)7’42 To3 — (7’24/7’44)7’43 : (6-7())

r31 — (7’34/7’44)7’41 32 — (7’34/7’44)7’42 33 — (7’34/7’44)7’43

6.2 Integracao no Tempo

O algoritmo de integracao no tempo adotado é o preditor-multicorretor, apresentado
no Capitulo 4 para a resolugao da equagao de transporte transiente via método de
estabilizagao Difusao Dinamica. O algoritmo é apresentado novamente nesta segao
em um contexto mais geral, envolvendo a resolu¢do numérica do problema (3.44)-
(3.45)-(3.46). O método preditor-multicorretor ¢ usado amplamente na resolugao
de problemas de escoamento |1, 19, 46]. Para sua descrigao, seja n o contador de
passos no tempo, ¢ o contador das iteragoes nao-lineares no espago, pn, Vp, Cn € Gy
as aproximacoes da pressao, da velocidade, da concentracao e da derivada temporal
para a concentragao, respectivamente. O tamanho do passo de tempo ¢ dado como
At e Aa é o incremento da derivada temporal da concentragao. Portanto, o algoritmo

de integragao no tempo preditor-multicorretor é descrito como

Loop no tempo
Predicao:

.= ¢, +05Ata,

0 _
an+1 -

Correcgao:

Loop nao linear

Bloco 1 : Resolver a equacao da pressao
K(ciy)Ph = Q (6.71)
Bloco 2 : Resolver a equacao da velocidade
M(ch Vi = F(05h) + foos (6.72)
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Bloco 3 : Resolver a equagao da concentragao
M*Aa=R
onde

M* = M + 0.5AtC
R = _M(ail-i-l) aiH-l - C(Vz:—rkllv pln—:}l? C;+1)Ciz+1
Atualizacao das variaveis
il = ¢ +05AaAt
a i = a, +Aa
Até obter a convergéncia

fim do Loop no tempo

A convergéncia é alcancada apos as seguintes condigoes serem satisfeitas:

ep < tol;

e, < tol;

e. = maz{e,, er,ep} < tol,

(6.73)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

onde tol uma tolerancia pré-fixada. As medidas de erros das incognitas de interesse

€p, €y, €c, €q, €R € €p sa0 dadas por

||Pi:-r+11 — Phall
= e (6.81)
’ ) |
[vihs = Vil
TR o8
n+1
_ lIaafhll
S i A5 1 (6.83)
2l
IRl
erR = (6.84)
IR, +1||
€8 = (Aai=2 TR -
n+1 n+1
onde ||.|| ¢ a norma Euclidiana. A valor ez mede o erro no balan¢o de massa da

equagao da concentracao e eg representa o erro relativo a norma da energia.
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Quando as condigoes (6.78) e (6.79) forem satisfeitas, o processo iterativo para
obtencao da solugao numérica do sistema pressao-velocidade para, permanecendo
constante durante as iteragoes nao-lineares envolvendo o célculo da concentragao

147].

O algoritmo preditor-multicorretor requer a solugao de trés sistemas de equagoes
lineares. Na proxima secao, sao apresentados os métodos utilizados para a resolugao

destes sistemas.

6.3 Resolugcao dos Sistemas Lineares

A solugao dos sistemas lineares pode ser obtida através de métodos diretos e
iterativos. Um método direto ou exato é caracterizado por fornecer a solugao exata
para o sistema dado, nao fossem os erros provenientes de arredondamento. Estes
métodos nao sao recomendados para sistemas de grande porte, devido ao elevado
tempo de processamento que necessitam. Os métodos iterativos sao métodos que
refinam a solu¢ao a cada iteracao. Os mais utilizados na atualidade para sistemas
de grande porte sao aqueles baseados nos espagos de Krylov denominados métodos

iterativos nao-estacionarios.

Os métodos nao-estacionérios utilizam informacoes das iteragdes anteriores o que
resulta em taxas mais elevadas de convergéncia. Devido & sua performance,
neste trabalho sao empregados os métodos iterativos nao-estacionarios. Como as
caracteristicas da matriz referente a equagao da concentragao sao diferentes das
caracteristicas das matrizes referentes as equagoes da pressao e velocidade, sao
utilizados métodos distintos para a resolugao destes sistemas. Para o sistema de
equacoes referente & pressiao e a velocidade, as matrizes K e M sdo simétricas,
portanto foi empregado o método dos gradientes conjugados (GC) [52]. Para a
resolucao da equacao de concentragao foi utilizado o método do residuo minimo

generalizado (GMRES) [53].
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Capitulo 7

Experimentos Numéricos

A metodologia adotada e as formulagbes estabilizadas Difusao Dinamica e
SUPG/CAU sdo examinadas nos exemplos a seguir com relagdo & precisdo
da solugao, interpretagao fisica dos métodos e desempenho computacional. A
performance do método de estabilizagao submalha Difusao Dinadmica para problemas
transientes, apresentada no Capitulo 4, é comparada com a performance do método
de estabilizagdo SUPG/CAU. Os experimentos foram divididos em duas classes de
problemas: injecao de tragadores e injecao continua. A injecao de tracadores é
bastante utilizada quando deseja-se obter informagoes que caracterizam o meio, tais
como barreiras ao escoamento, diregao do escoamento, dispersividade, etc. A injecao
continua esta relacionada a recuperagao de 6leo, sendo caracterizada pela injecao de
um fluido buscando deslocar o 6leo residente no reservatoério. Os tempos de execucao
de cada método de estabilizacao utilizado e o ntimero de iteragoes dos métodos
Gradiente Conjugado para pressao e velocidades e GMRES para a concentragao sao

comparados.

7.1 Caracteristicas Gerais dos Experimentos

Na simulacao dos problemas de injecao de tragador e injegao continua foi utilizado o
esquema de injecao conhecido como five-spot. Neste esquema, os pocos injetores sao
distribuidos no reservatério em linhas e os produtores estao dispostos a uma distancia

média destas linhas, conforme pode ser observado na Fig. 7.1. Considere um

86



0O Poco Injetor

@ Pogo Produtor

Figura 7.1: Malha five-spot.

reservatorio de petroéleo hipotético constituido por um poco produtor localizado no
centro do reservatorio e quatro pocgos injetores dispostos nos vértices do reservatorio

como apresentado na Fig. 7.2. Observa-se nesta figura que o reservatorio pode ser

O Pogo Injetor

@ Pogo Produtor

Figura 7.2: Modelo five-spot.

dividido em quatro setores iguais em relacao a forma e ao comportamento no que
se refere a distribuigdo de pressoes, de escoamento de fluxos, etc [50]. Assim, a
simulagao pode ser realizada em apenas um setor, e o que ocorrer nesse setor seré
observado no restante do reservatorio. Portanto, o estudo sera considerado em um

quarto do dominio.

O setor do reservatério a ser utilizado na simulacao ¢é representado por uma malha

estruturada dividida em células, onde cada célula esta dividida em dois triangulos.

87



Os lados do setor medem L = 1000.0ft. O pocgo injetor esta localizado no canto
inferior esquerdo (z =y = 0) e o pogo produtor no canto superior direito (z =y =
1000). O meio poroso é homogéneo com permeabilidade K = kI, sendo k& = 100mD,
porosidade ¢ = 0.1, difusao molecular «,, = 0.0 e a viscosidade do fluido residente
(1) = 1.0cP para o problema de injegao de tragador e p(1l) = 1.0cP ou pu(1l) =

20.0cP para injecao continua.

@) 0
0 Poco Injetor
0 O O

@ poco Produtor

Malha Diagonal Malha Paralela

Superposicdodas Malhas

Figura 7.3: Tipos de orientagao de malhas.

Malha Paralela

Malha Diagonal

Figura 7.4: Malhas estruturadas.

Para o problema do tragador e para o de injecao continua utilizou-se as seguintes

condigbes de contorno e iniciais [3]:
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e A pressao é prescrita em um dos vértices onde nao existe vazao, assim, no ponto
(0, 1000) ou no ponto (1000, 0) o valor da pressao é nulo. E importante ressaltar
que nao se deve forcar uma simetria prescrevendo o valor da pressao em
(0,1000) e (1000,0) simultaneamente, pois isso pode comprometer a solu¢ao

para M > 1;
e As condigbes de contorno para o campo de velocidades sao:

Emz =0, v, =0;

Emy =0, v, = 0.

Estes valores representam as condi¢oes de contorno de Dirichlet para a técnica

de pds-processamento;

e Para a concentracdo apenas o ponto (0,0) é prescrito com valor 1.

7.2 Injecao de Tracadores

A injegao de tracadores, no contexto da engenharia de petrdleo, visa monitorar o
movimento do fluido para obter informacoes relevantes sobre as propriedades do
reservatorio. A injecao de tragadores ocorre por um periodo de tempo determinado
e, posteriormente, ha a sua interrupcao. Nos experimentos realizados, um volume
de tracador ¢ injetado no poco injetor e ¢ movimentado pelo escoamento de dgua,
sendo retirado no poco produtor. No exemplo, o volume do tragador injetado ¢ de
0,25% do volume poroso (250ft3), o que equivale a uma injecao realizada por um
perfodo de 5 dias a uma taxa de 200ft?/dia. A viscosidade do tracador é a mesma
do fluido residente (M = 1), de forma que nao existem instabilidades provenientes

da nao-linearidade. A malha utilizada para os experimentos é a paralela.

O resultado do histérico da concentracao observado no pogo produtor para o nivel de
dispersao, a; = 1.0, ay = 0.0, é comparado com a solu¢ao semi-analitica obtida por
Abbaszadeh-Dehghani [42] e a solugao obtida pelo método SUPG/CAU (Fig. 7.5).
A solugao numérica via método DD é bem representada e os resultados assemelham-

se aos obtidos em [19, 47].

O comportamento do tragador foi observado em 800 e 1200 dias com dois niveis

de dispersao oy = 10.0, oy = 1.0 (Fig. 7.6 e Fig. 7.7) e oy = 1.0, oy = 0.0
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Figura 7.5: Comparagao da solugao DD do histérico da concentragao no pogo

produtor observado em 3000 dias com uma solugdao semi-analitica e a solugao

SUPG /CAU.

(Fig. 7.8 e Fig. 7.9). Os resultados a esquerda das duas figuras correspondem &
formulagdo SUPG/CAU e os resultados a direita correspondem a formulagao DD.
Pode-se observar que os resultados numéricos obtidos pelas duas metodologias sao
bastante similares e condizem com aqueles apresentados em |19, 47, 44]. Porém, o

método DD apresenta um comportamento ligeiramente mais difusivo que o método

SUPG /CAU.

Com o objetivo de observar o comportamento dos métodos em relagao ao tamanho
da malha e a variacao do passo de tempo At, foi analisada a injecao de tracadores

para 1200 dias, com niveis de dispersao a; = 10.0 e oy = 1.0, utilizando as seguintes

configuragoes:

e malha (20 x 20) com At = 5.0 (Fig. 7.10);
e malha (40 x 40) com At = 2.5 (Fig. 7.11);
e malha (80 x 80) com At = 1.25 (Fig. 7.12) ;

e malha (100 x 100) com At = 0.5 (Fig. 7.13).
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1000

1000

(a) 800 dias - método SUPG/CAU

1000

(b) 800 dias - método DD

1000

Figura 7.6: Curvas de concentragao para os niveis de dispersao, oy = 10.0e oy = 1.0,

800 dias e At = 1.0 - Problema do tragador.

1000

0 200 400 800 1000

(a) 1200 dias - método SUPG/CAU

1000

(b) 1200 dias - método DD

1000

Figura 7.7: Curvas de concentragao para os niveis de dispersao, a; = 10.0e oy = 1.0,

1200 dias e At = 1.0 - Problema do tragador.
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1000 1000

1000 1000

(a) 800 dias - método SUPG/CAU (b) 800 dias - método DD

Figura 7.8: Curvas de concentracao para os niveis de dispersao, ay = 1.0 e oy = 0.0,

800 dias e At = 1.0 - Problema do tragador.

1000 — 1000

800 -

600

400

200

1000 0 200 400 600 800 1000

(a) 1200 dias - método SUPG/CAU (b) 1200 dias - método DD

Figura 7.9: Curvas de concentracao para os niveis de dispersao, ay = 1.0 e oy = 0.0,

1200 dias e At = 1.0 - Problema do tragador.
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Observa-se que a medida que a malha vai sendo refinada e o passo de tempo

diminuindo, a precisao da solucao aproximada aumenta.

1000 1000
N
. - . /‘ ;
800 |- T T T / i 800 B
o P -
600 - [ 4 600 -
[
400 B 400 B
I
\ i ‘
200 | y \ IR 200 -
\ | Vi R
|
|
i
0 | | | 1 0
0 200 400 600 800 1000 1000

(a) 1200 dias - método SUPG/CAU (b) 1200 dias - método DD

Figura 7.10: Injecao de tragador com os niveis a; = 10.0 e oy = 1.0 , malha 20x20

e At =5.0

1000

1000

800 1000

600 1000

(a) 1200 dias - método SUPG/CAU (b) 1200 dias - método DD

Figura 7.11: Injegao de tragador com os niveis a; = 10.0 e oy = 1.0 , malha 40x40

e At =25
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1000 — 1000

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(a) 1200 dias - método SUPG/CAU (b) 1200 dias - método DD

Figura 7.12: Injegao de tragador com os niveis a; = 10.0 e oy = 1.0 , malha 80x80

e At =1.25

1000 1000

(a) 1200 dias - método SUPG/CAU (b) 1200 dias - método DD

Figura 7.13: Injecao de tragador com os niveis a; = 10.0 e oy = 1.0, malha 100x100

e At =0.5
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7.3 Injecao Continua

A injegao continua trata do escoamento monofasico com duas componentes em um
meio poroso bidimensional, 6leo e solvente. Esta classe de problemas representa

uma das formas de recuperagao terciaria, abordada na Segao 2.2.

Quando o fluido residente (6leo) possui a mesma viscosidade que o fluido deslocante
(solvente), isto é, (M = 1), ndo existem instabilidades numeéricas causadas pela nao-
linearidade. A razao de mobilidade unitéaria significa que o fluido injetado e o 6leo
do reservatoério podem escoar através do meio poroso com a mesma facilidade ou
mobilidade. Na simulacao do problema de deslocamento miscivel com mobilidade
unitaria (M = 1), foi utilizado o mesmo reservatério hipotético definido para o
problema do tracador. A Fig. 7.14 apresenta a trajetoria da mistura para 250 e 500
dias, e a Fig. 7.15, para 750 e 1000 dias, com niveis de dispersao oy = 10.0 e oy = 1.0,
sendo que as figuras da esquerda correspondem & formulagdo SUPG/CAU e as figuras
da direita correspondem a formulagao DD. Os resultados sao similares e condizem
com aqueles apresentados em [19, 44]. No entanto, nota-se um comportamento um

pouco mais difusivo do método DD em relacao ao SUPG/CAU.

A simulagdo do deslocamento miscivel com M > 1 é uma das classes mais
importantes de problemas envolvendo a recuperagao terciaria. Na maioria das vezes,
o deslocamento miscivel possui mobilidade adversa, o que pode causar oscilagoes
numéricas indesejaveis, sensibilidade & orientacao da malha e formagao de fingers.
O comportamento do fluido presente no reservatério, a partir da reagao com os
fluidos injetados, afeta diretamente na forma de producao do reservatorio. A razao
de mobilidade adversa indica que o fluido injetado é menos viscoso que o fluido
residente. Quanto maior o valor de M, maior o acoplamento do sistema e a

probabilidade de ocorrer instabilidades.

Os experimentos para mobilidade adversa foram realizados utilizando p, = 20 e
g = 1. Os demais parametros sao idénticos aos experimentos realizados para
mobilidade unitaria. A Fig. 7.16 apresenta a trajetéria da mistura para 250 e
500 dias, e a Fig. 7.17 para 750 e 1000 dias, com niveis de dispersao a; = 10.0 e
a; = 1.0, sendo que as figuras da esquerda correspondem a formula¢ao SUPG/CAU
e as figuras da direita correspondem a formulacao DD. Nota-se que os resultados

obtidos pelo método Difusao Dinadmica reduzem os erros numéricos, apresentando
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Figura 7.14: Curvas de concentragao

mobilidade unitaria para 250 e 500 dias.
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(b) 250 dias - método DD
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do deslocamento miscivel com razao de
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(a) 750 dias - método SUPG/CAU

1000

800

600

400

200

200

;1
F+ 08

F4 06

< 04

400 600 800 1000

(c) 1000 dias - método SUPG/CAU

Figura 7.15:

Curvas de concentragao do deslocamento miscivel com razao

mobilidade unitaria para 750 e 1000 dias.
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melhores solu¢oes comparando-se ao método SUPG/CAU. Estes resultados também

sdo bastante similares e condizem com aqueles apresentados por [19, 44, 3.

1000 ! 1

F+ 08

g 1 1000

800 F+ 08 800

600 F4 06 600 F4 06

400 4 04 400 4 04

200 £ 02 200 Fq 02

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(a) 250 dias - método SUPG/CAU (b) 250 dias - método DD

1000 1000

800 800
600 600
400

400

200 200

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(c) 500 dias - método SUPG/CAU (d) 500 dias - método DD

Figura 7.16: Curvas de concentragao do deslocamento miscivel com razao de

mobilidade adversa para 250 e 500 dias.

Neste problema de injecao continua, os resultados sao observados com duas
configuragoes de malha estruturada: paralela e diagonal. Esta representacao pode
ser vista nas figuras (7.3) e (7.4). O efeito de orientagdo da malha é um dos mais
indesejaveis das formulagoes numeéricas para a simulagao de escoamento em meios
porosos. De fato, o ideal seria que os resultados para as simulagoes obtidas em

ambas as malhas fossem iguais, contudo nao ¢ isso que acontece, como pode ser
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Figura 7.17: Curvas de concentragao do deslocamento miscivel com razao

mobilidade adversa para 750 e 1000 dias.
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observado na Fig. (7.18). Observa-se que os resultados obtidos utilizando malhas
paralelas tém um comportamento mais estavel do que aqueles obtidos com malhas
diagonais.

400

200 200

(a) 1000 dias - Malha Paralela - método DD (b) 1000 dias - Malha Diagonal - método DD

Figura 7.18: Comparagao das curvas de concentragao do deslocamento com razao de
mobilidade adversa considerando duas orientagdes de malha para o método Difusao

Dinamica.

7.4 Desempenho Computacional

O desempenho computacional dos métodos Difusdo Dindmica (DD) e SUPG/CAU
é avaliado quando o método GMRES(Kmaz) é utilizado para resolver o sistema de
equagoes algébricas, proveniente da equacao de concentracao. As dimensoes Kmax
dos subespacos de Krylov utilizadas sao 5, 25, 50 e 100. Os resultados obtidos
sao apresentados na Tabela 7.1. Note que o método DD apresenta um tempo de
processamento menor do que aquele apresentado pelo método SUPG/CAU. Para
ambos os métodos, os melhores tempos sao obtidos com Kmax = 25. O método

DD para este caso apresenta uma melhora aproximada de 28%.

As configuragoes da maquina utilizada nos experimentos foi:

e Processador Intel Pentium Dual-Core 1.73 GHz;
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e Sistema Operacional Windows Vista Home Basic.

SUPG/CAU DD
Kmaz | Itergyres | Tempocpy (s) | Iterayures | Tempocpy ()
5 18034 22418.4900 17753 21703.8920
25 4163 14872.9660 4089 10738.9280
50 4264 15685.5780 4136 10840.6330
100 4279 15779.8450 4253 15215.9130

Tabela 7.1: Desempenho Computacional - método SUPG/CAU versus método DD.
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Capitulo 8

Conclusoes

Este trabalho apresentou uma extensdao do método Difusdo Dindmica (DD)
para problemas de transporte advectivo-difusivo-reativo transiente, analisando os
resultados desta metodologia quando aplicada a problemas de escoamento miscivel

em meios Porosos.

O escoamento miscivel em meios porosos é governado pela equacao da pressao, lei
de Darcy e equacao da concentragao. Juntas, estas equagoes formam um sistema
fortemente acoplado, ndo linear, composto por um subproblema eliptico (pressao
e velocidade) e uma equacgao de transporte (concentragao). Para aproximagao
numeérica da solucgao deste sistema, foi utilizado o método de elementos finitos para a
discretizagao no espago e o método de diferengas finitas preditor /multicorretor para
a discretizagao no tempo. Devido a equagao da pressao possuir um comportamento
predominantemente difusivo, a formulacao de Galerkin foi aplicada com sucesso
para sua resolucao. Para a equacao da velocidade foi usada a formulacao de
Galerkin com uma técnica de Poés-Processamento. A equagao da concentragao,
devido ao seu comportamento predominantemente advectivo, foi aproximada pelo
método DD. Os resultados obtidos foram comparados com aqueles obtidos pelo
método SUPG/CAU. Para o armazenamento das matrizes associadas as formulagoes

numéricas foi utilizada a estrutura de dados elemento-por-elemento.

Duas aplicagoes importantes foram simuladas: injecao de tracadores e injecao
continua. Os resultados obtidos pelo método DD para o problema do tracador e

injegdo continua com mobilidade unitaria (M = 1) mostraram-se um pouco mais
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difusivos que os resultados obtidos pelo método SUPG/CAU. Para o problema de
inje¢do continua com mobilidade adversa (M > 1) o método Difusdo Dinamica

apresentou uma melhora significativa da solugao aproximada.

Durante a verificagado do problema de injecao de tragadores, também foram
realizados experimentos com diferentes tamanhos de malha e passos de tempo,

mostrando que quanto mais refinada a malha, melhores sao as aproximacoes.

Foi avaliado também o desempenho computacional dos métodos DD e SUPG/CAU
em relagao a dimensao dos subespacos de Krylov quando o sistema algébrico,
proveniente da equacdo de concentragao, é resolvido via método GMRES. A
performance do método DD foi melhor, tanto em relagao ao nimero de iteragoes
do método GMRES quanto ao tempo computacional despendido na solucao do

problema.

A metodologia numérica apresentada nesta dissertacao mostrou-se bastante
promissora, apresentando varias perspectivas para desenvolvimentos futuros.

Podemos destacar neste contexto:

e utilizagao de escalas submalhas transientes;
e estruturas de dados por arestas;

e implementagao de pré-condicionadores;

e paralelizacao do co6digo computacional;

e utilizagao de malhas nao estruturadas;

e extensao para escoamento imiscivel;

e implementagao de modelos tridimensionais.
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