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Resumo

As solugoes do tipo muros de dominio chatos na gravitagao massiva tridimensional com
matéria escalar e com potencial de Higgs sao construidas com o método do Superpotencial.
As propriedades de uma familia de solu¢bes cosmolégicas do tipo ricochete sao investi-
gadas. Dependendo dos valores da constante cosmoldgica A e da massa m? do graviton
estas solugoes descrevem evolugoes qualitativamente diferentes do universo 3D, incluindo
aquelas com dois perfodos de aceleragao entre dois estados inicial /final do tipo vacuo dS3.



Abstract

Flat domain walls solutions of three dimensional new massive gravity extended by massive
scalar with Higgs-like self-interaction are constructed by Superpotential method. The pro-
perties of the cosmological bounce-like solution are investigated. Depending on the values
of the cosmological constant A and of the graviton mass m? they describe qualitatively
different evolutions of the 3D universe including the one of two periods of acceleration
between two dS? representig initial /final states.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Extensoes da relatividade geral

A Relatividade Geral (RG) baseada na agao de Eintein-Hilbert!:

_ 1 4
Ser = 6:C d*z\/—g[R — 2N + 167G L, (0, ¢, 0)], (1.1)

com L, representando todos os “campos de matéria” o, ¢, etc., como por exemplo:
1 p
L,(0)= _EV“UV o—V(o), (1.2)

descreve com alta precisao um enorme conjunto de fendmenos astrofisicos observados
ao redor de nosso sistema solar como também alguns periodos de evolug¢ao do universo
inteiro. Porém a acao (1.1) leva a sérios problemas (inconsisténcias quanticas) quando
aplicada na descricao de efeitos gravitacionais nas pequenas escalas de [, =~ 10™7cm &
Iy ~ 107%cm, i.e, no regime de geometria (/ gravitagao) e de matéria quantica. Logo
a eq. (1.1) sendo uma teoria de gravitacao perfeita nas escalas intermediarias e grandes

exige sérias modificagoes para descrever efeitos gravitacionais nas pequenas escalas.

!'Nesta dissertacao usamos ¢ = 1 (velocidade da luz) e a assinatura (—,+,...,+)



A lista (incompleta) das diferentes extencoes da gravitagdo de Einstein (1.1) inclui entre

outros:

RG com dimengoes extras d > 4;

RG com graus de liberdade (campos) geométricos além da métrica — dilaton, axion,

ete.;

RG baseada nas geometrias nao-Riemannianas;

f(R, R, R") - RG, incluindo altas derivadas da métrica, veja por exemplo [1].

Uma alternativa é a que surge naturalmente na teoria de unificagdo das interagoes (Su-
percordas) para energias relativamente baixas (distancias ndo muito pequenas) e inclui

novos termos com origem quantica

1
Sip = 15— [ 'ov/=g (R =20+ aR* + bR R + cRupe R (1.3)

Dependendo dos valores especificos dos novos parametros a, b, ¢ (de dimensoes: dim|a] =
dim[b] = dim|c] = cm?), esta extengao da relatividade geral pode sofrer efeitos “colate-
rais” indesejéveis, como: fantasmas, graviton massivo, energias negativas, problemas com
descrigao deterministica classica, etc. Em quatro dimensdes (d = 4) nao existe escolha
apropriada para os parametros a, b, ¢, A, G que elimine todos os defeitos deste modelo [4].
Porém estudos intensivos [5], [6], [7], [8] realizados recentemente mostram que para d = 3
a eq. (1.3) é consistente como uma teoria classica (escalas intermediarias e largas) e como

uma teoria quantica (renormalizavel e unitaria) para algums valores de A, a, b, c.

Esta dissertacao ¢ dedicada ao estudo das propriedades deste modelo gravitacional na

presenca da matéria escalar:

Supm = d*z V9 {R —2A+ aR’ + bRuuRMV + CRuupaR’Wpa

167G

167G (%vuawa + V(a)) } | (1.4)



Os objetivos principais sao:

1. Construcao e anéalise das propriedades das solugoes classicas do tipo muros de do-
minio. Dedugao dos valores (ou dominios) dos paramentros a, b e ¢ garantindo a

consisténcia do modelo.

2. Consequéncias cosmologicas para um “universo chato” (k = 0) e V; = A = const,
Vo = A(0? — B?)?, baseadas nas solugoes explicitas do tipo Friedman-Robertson-

Walker

ds? = —dt* + e*V (dz® 4 dy?), 0 = o(t),

visando as propriedades do paramentro de desaceleracao.

1.2 Algumas propriedades da gravitacao massiva

1.2.1 Sobre a escolha dos parametros a, b, c

Em trés dimensoes o tensor de Riemann escreve-se em termos do tensor de Ricci R, a
métrica g, € R = g" R, |3|:
1
R)\uux = g)\VRuX - g)xxRuu - guuR/\x + guXRAV - _R(g)\ugux - g)\x.guu)a (15)

2

como consequéncia temos
Apv v 2
Ry RMX = 4R, R" — R

, 0 que permite considerar o caso ¢ = () sem impor restricoes, i.e.?

aR? 4+ bR, R" + cRa R = (a — ¢)R? + (b + 4c) R, R*, (1.6)

ou seja, redefinindo (a — ¢) — a e (b+ 4c) — b.

2queremos dizer que tomar ¢ = 0 é equivalente a redefinir as constantes a e b.



A nova gravita¢ao massiva (NGM) em d = 3 de Bergshoeff-Hohm-Tonwsend [5], [6] cor-

responde a uma escolha especifica dos parametros a e b;
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por razoes de unitariedade (auséncia de fantasmas) e renormalizabilidade (na versao quéan-

tica) deste modelo [7].

A mesma condigao (1.7) elimina as terceiras e as quartas derivadas nas equagoes, deduzi-

das da agao (1.4), para solugoes de tipos muros de dominio
ds? = dn? + e#™ (dz? — dt*) ;o = o(n), (1.8)
i.e., garantindo que estas equagoes sejam de segunda ordem (ver apéndice A):

G+¢o =0, ¢*1+42p?) +4A = &2
(1.9)

G(1+8AH%) + 2 [67 + @? (1 + 4M@?) +4A] =0,
onde “” denota a derivada em relacao a variavel n e fixamos G = ﬁ eV =2A.

Logo as condigoes “iniciais” necessarias para determinar as correspondentes solugoes sao
00, 00, o, Yo, 1.€. elas ndo incluem mais que as primeiras derivadas dos campos (1), ¢(n)
(igualmente como acontece com a gravitacao (de segunda ordem) de Einstein) garantindo
assim o determinismo desta teoria. Deve ficar claro que esta é uma caracteristica peculiar
de nosso “ansatz” (eq. (1.8)), pois em geral, as equagoes da NGM sao de terceira ou

quarta ordem.



1.2.2 Solucoes assintéticas do tipo vacuo

Por definigao as solugdes das eqs (1.9) com energia minima e méaximo nimero de isome-

trias, i.e. 0 = const, 0 =0

S(1+8X?) =0
(1.10)

G (1 +4Xp?) +4A =0,
determinam uma classe de solu¢des chamadas de vacuo. Por exemplo, para A = 0 = A
(= gravitagao de Einstein)

p=0=¢",

reproduz o espaco tempo chato de Minkowski
ds® = dn® + e?°(dz® — dt?). (1.11)
Para A = 0, mas A < 0 temos:
=0, @*=4|A],
que da origem ao espaco de anti de Sitter AdSs:

ds® = dn? + =2V (2 _ qp?),

-
R® = —2¢p— §¢2 = —6]A]. (1.12)

Na gravitagdo modificada (NMG) A # 0 e mesmo sem constante cosmologica (i.e. A = 0)

existem solucoes do tipo vacuo chatos e curvos, como por exemplo:

o )\ <0,
Sb:i: = :tz;l)\w %b() = 07
RO(ga) =~ (AdSy)

R®(¢g) =0 (Ms).

e A\ >0 ¢g=0 esomente Mz é solugao.



No caso geral A # 0, A # 0:
2 1
o= (1:F\/1—64>\A), (1.13)

tanto no caso A < 0, A < 0 quanto para A > 0, A < 0 existem dois diferentes AdS; (com

curvaturas diferentes).

1.2.3 Limite Newtoniano e a massa do graviton

O estudo do limite Newtoniano (campo gravitacional fraco) é independente da forma da
agao e é baseado na linearizagao das equagoes (para a métrica e a matéria) ao redor de

uma solucao do tipo vacuo:

vac

g,LLI/ = g/ﬂ/ + K/h“y,

k?* = 167G, (1.14)

3

descartando termos com x° nas equagcoes. No caso da gravitacao de Einstein temos:

vac

Gy = N = CONSt, (1.15)
que nos leva as solugoes estaticas:
Ahy, =0, (1.16)

(o campo hy, representando o graviton = particula com spin 2 e massa zero). E ho(r) é

identificado como o potencial de Newton (¢ ~ —Td%g, num espago-tempo d-dimensional).

No caso da nova gravitacgdo massiva tridimensional [5], a lineariza¢do ao redor de um

vacuo do tipo AdS;3 tem a forma:

G = Guv + KRy, (1.17)



co1m

Rw = Rw(gul/) :2Aeff§w/=

= 3
R = §g"™R,, =6A; ;= —5@. (1.18)
A derivada covariante ¢ construida com I, (g,.), i.e.

VA, = 8,4, —T0 A,

As correspondentes equagoes linearizadas, obtidas a partir da agao (1.4) com b = —%a =
—64)\ = — -, tomam a forma 8], [13]:
=2 =2 2, O
(V +2Aeff>(v +(m +—Aeff)>huy ~ 0. (119)
—— 2
(]\/[1)2 (Mz)?2

Na presenga da constante cosmolégica os possiveis valores para a massa do “graviton” (i.e.

os polos no propagador do campo h,,,) sao definidos como:
Mg,y = (Mi)* = 2Aepy, i=1,2, (1.20)

obtidas através da transformada de Fourier da equagao acima. Explicitamente:

A
2 2 2 eff
Mgr(l) = 07 MgT(Q) =m- + 2 y (121)

onde

2
Neps ==z By =% (1+/1+3=). )
1.22

_ 1 2 1
A=—L mi=L

A condigao de unitariedade




indica a existéncia de um Ay critico
2
?} ;= 2N = —2m?*,

que corresponde ao “graviton” sem massa.

O limite Newtoniano (forga gravitacional fraca) neste caso é descrito pela equagao
Dy (B +m?) hoo(r) = 352 (@ - ) (1.23)

cuja solucdo representa o potencial gravitacional (em duas dimensoes espaciais):

2 2
2
hoo(r) = @(r) ~ —0 Inmy — L0 emmr | m—j (1.24)

4rm? m2

para r >> 1/m. Fica claro que, ao contrario da gravitagdo de Einstein, a (NGM) repro-
duz o potencial gravitacional Newtoniano em duas dimensdes espaciais (primeiro termo),

acrescido de uma corregdo do tipo “Yukawa’ (segundo termo).



Capitulo 2

Muros de dominio na gravitacao

massiva tridimensional

2.1 Conceito de vacuo

Nas teorias de campos definidas no espago-tempo chato de Minkowski My (d = 3,4,5,---)

como por exemplo

S = / d'z <—%8M08“0 - V(0)>

o0s vacuos representam configuragoes de campo {0} que sao solugoes estaticas, com menor

energia
1 a1, (1.2 1 2
E=-[d x| =0+ 5(@-0) +V(o) ), (2.1)

estéaveis:

ou seja, o conjunto dos minimos do potencial (quando existem). Para o potencial constante

Vi(o) = 2A4 todos os valores 0 € R obedecem a estas condigdes, logo temos um exemplo



10

de um vacuo continuo.

No caso Va(0) = const. + 24?2 existe um anico vicuo o9 =0, (V"(0) = M? > 0). Os

vacuos determinam as possiveis condig¢oes assintoticas do campo

|z|—00, t—to0
o(z;,t) — oY
. ~ L. ’ . . .o,
ou seja, todas as solugdes fisicas o (z;, t; | 0%, (0®) ) nos infinitos do espago e no inicio (final)
dos tempos aproximam-se de um dos vacuos. Sendo assim cada solucdo o(x;,t; | 0¢, (c®))

representa a evolugao do vacuo {0} causada pelas forgas (i.e. pelo correspondente po-

tencial V(o)).

As solugbes do tipo vacuo na Relatividade Geral (extendida ou nao) descrevem as
possiveis geometrias do universo (estatico!) na auséncia da matéria (i.e. para o = {0 .})
com ou sem constante cosmologica (A ; 0). Da forma da agao (veja egs. (1.1), (1.2)) fica
claro que os valores do potencial V(¢%,.) = Vyq. contribuem para a constante cosmologica,
efetiva. Na teoria de Einstein A = 0 = A (e quando V(0,,.) = 0) existe uma unica

solucdo desse tipo: a métrica chata g,, = 7., i.e. R(n,) = 0 em todos os pontos do

espaco-tempo de Minkowski My;. Uma das consequéncias da adi¢ao do termo cosmologico:

A d
_ 2.2
S = Sen G d*z\/—g, (2.2)

i.e. admitindo energia do vacuo A ~ V(0,,) na RG nao-extendida (A = 0) é que a
geometria do espaco-tempo vazio nao é mais M,: os vacuos cosmologicos! representam
espagos com curvatuta constante R(g,,) = £6|A| (para d = 3) do tipo anti-de-Sitter
A<O

ds® = dn® + e2VINT (da? — dt?) (2.3)

ou de Sitter A > 0.

'Para A > 0 nao existem solucdes estaticas nio singulares das equacdes de Einstein sem matéria
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Na extensao massiva (veja eq. (1.7)) a inclusao de termos com derivadas superiores [5], [6]:

1 3
Sz = / d*r\/—g (RWR“” - §R2) , (2.4)

160Gm2

(lembrando que 64\ = #) leva a mudancas qualitativas na estrutura do vacuo gravi-
tacional. O fato mais surpreendente é que na auséncia de matéria (V(0"*) = 0) e sem
constante cosmologica (i.e. A = 0) no caso A < 0 existem duas geometrias diferentes

representando o vacuo:

3

B (2.5)

R(gp,) =0, R(g,,) =

i.e. Ms(Aesr =0) e AdS; (com |Aesr| = %I/\\) O efeito da constante cosmologica negativa
A < 0 na gravitagao “massiva’ com \ < 0 é a existéncia de dois vacuos diferentes do tipo

AdS; (para 64 |A| |A] < 1):

3
R() = ~ 157 (1% VIT=GITAT). (2.6)

O caso da RG “massiva” com A > 0 (A E 0) é parecido com A = 0 (i.e. com a teoria de

Einstein): nao existe desdobramento dos vécuos:

e paraA=0, A>0, R(g),)=0

e para A <0, A>0, R(g,)=—6[Aysl,

com [Acysl = 12y (1 + /T 64\ \A|)

e para A >0, A > 0, nao existem solugoes estaticas do tipo vacuo.

A maior mudanca na RG “massiva” acontece quando A > 0 e A < 0. Apesar da costante
cosmologica ser positiva, existe uma solugao estatica porém representado um espago com

curvatura constante negativa

R(gy,) = 6Acyy,

Aers = =g (1+ T+ 64INA)

(2.7)
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Ou seja, o termo massivo (2.4) modifica ndo somente o valor da constante cosmologica

(de A para A.ss como no caso A <0, A.sy < 0 ) mas o sinal desta também.

Em conclusédo: os efeitos que o termo massivo (2.4) causa na estrutura do vacuo gravita-
cional (sem matéria V (0,,.) = 0) s@o equivalentes & presenca da energia de vacuo de um
campo escalar o com potencial V(o) que tem um ou dois minimos (parametrizados por

Aed).

2.2 Muros de dominios

O objetivo principal da Relatividade Geral é a descrigao dos diferentes (quase inumeréaveis)
fenémenonos astrofisicos (dos movimentos e formagoes de galaxias, estrelas, planetas,
buracos negros, etc. as leis da evolugao do universo inteiro) como solugoes apropriadas

das equagoes do movimento (egs. de Einstein e dos campos):

R, — %Rgm, = 81GT), (0, ¢%),
(2.8)

v (o,¢° a _ dV(c,0®
V. 0lo = (d<7¢)’ V0ot = c(ldf?)’

dependentes da escolha da matéria (conjunto de campos, fluidos, etc.; ie. 7)), das
condigoes assintdticas e iniciais, das simetrias impostas, etc.. As solugoes mais simples
com menor energia (e maior simetria) denominados vacuos:

{gvac O_i Ai — V(O'i )} ,

uv vac) vac

descrevem as geometrias estaticas “puras” do universo eventualmente “curvo” (como AdS,)

pela “presenca da energia do vicuo material” AT = V(o ), i.e. pelo campo uniforme

aﬁfw de fundo, ou seja pelo T;’ﬁc = gWV(UUiac)-

A idéia principal da teoria de Einstein é que o movimento de um corpo (planeta, feixe
de elétrons, luz, etc.) sob a agao de forgas gravitacionais (ou outras forgas excluidas) de

um conjunto de campos de matéria (a distribuigdo de matéria com ou sem massa dada
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pelo T},,) é equivalente ao movimento “livre” (i.e. seguindo as geodésicas) numa geometria
(pseudo) Riemanniana definida por uma métrica g,,(z,) com curvatura R(g,,) # const.

sendo uma solugao da eq. (2.8). A realizagao desta idéia exije uma construgao explicita

das solugoes da eq. (2.8) {g (), o(z), ---} com condicoes assintoticas definidas pelas
solugoes do tipo vacuo { gpae, ok }

A familia de solugoes mais popular é com simetria esférica estética (do tipo AdS-Schwarzschild):

2

dr
dss? = —f(r)dt® + + r2d6?,
s
o=o(r), r*=a*+y% (2.9)

Em d = 3 elas possuem simetria cilindrica SO(2) 0 — 0 + 0y (em d = 4 temos simetria
SO(3)). No limite para r — 0o obtemos uma das solugoes do vacuo (Ms ou AdS;3), e em

r = 0 o espago-tempo ¢ singular.
Os muros de dominio representam uma outra familia de soluces definidas como {g,., (), o(z)}:

dss® = dn? + e gy (z, t)da da®

R(gix) = 2k = const. (2.10)

o= o)

A métrica acima tem como grupo de isometrias (i.e. as simetrias da parte bidimensional

gir(x,t) com curvatura constante):

e SO(2,1) para k =0,

e SO(2)®T; para k =0,

refletindo o fato que cada corte bidimensional 17 = const. representa um espago-tempo
AdS, (k < 0),dS; (k > 0) ou M, (k =0). A distribuigdo da matéria escalar {o = o(z,)} é

uniforme e estatica para cada um destes cortes, e com distribui¢ao especifica nao uniforme
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na diregao (n) - “ortogonal” as superficies (z, t) descritas por AdSy, dS; ou Ms. A curvatura
desta métrica R®)(¢g") ndo é constante e dependedo dos valores assintéticos do campo

escalar

oF = o(n — £00), (2.11)

apresenta uma, duas ou nenhuma singularidade (do tipo nuas, i.e. sem horizontes) no
caso A = 0, i.e. na teoria de Einsten tridimensional (as mesmas propriedades sao validas
parad =4 e d =05). A principal caracteristica destas solugoes (além do maior niimero
de isometrias na presenca de matéria nao-uniforme) é que no caso o4 # o_, (A < 0) sdo

solugoes interligando dois vacuos

vac +
{g/.LV ? Jvac )

diferentes. As correspondentes geometrias sao do tipo assintoticamente AdSs, i.e. AdS;
produzidas pela distribui¢do nao-uniforme do dilaton ¢ = o(n), com potencial V(o) =

const. no caso em discussao [2[, [14], [15], [16].

As mudancas na estrutura dos vacuos (desdobramento) na gravitacao massiva (1.4) (com
b = —8—;) deixam em aberto a questao da existéncia e das propriedades dos muros de
dominios dilatonicos (V (o) = const. e V(o) # const.) nesta teoria. A construgao e
anélise completa destas solugoes (como dependéncia dos valores A, A, e &) é o principal

objetivo desta dissertacao.
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2.3 Muros de dominio na gravitagao massiva com campo

escalar

As equacoes de movimento da gravitacao massiva tridimensional?, derivadas no Apéndice

A, sao:

Rm/ - %Rg,uu + 64)\Km/ = %3#08,,0 - %guy(%aﬁaapa + V<U))’

(2.12)
V,0to = d‘g((f) =V'(0),
onde o tensor simétrico K, ¢ dado por:
1 po 3 2 o o
K;w = 59#1/ RpoR - gR +V vaua +V VVRMU
—0OR, — 9w V°VPR,, — 2R, RR;,
3
+ 3 (2RR,, - V,V,R—-V,V,R+2g,0R) . (2.13)

Escritas para os muros de dominios (ver (2.10)) e fixando o potencial como V(o) =

const = 2A, as eqgs. (2.12) nos levam ao seguinte sistema de equagoes ordinarias para,

e(n) e a(n):
G+¢o =0,
@ (1 + 82 + 32k e ?) + 1 (¢ + 62 + 4N + AN + 64k>Ne=2%) = 0, (2.14)

62 = @2 (14 4Ap2) + 4\ — dke % + 32kAp%e? — 64k e 2%,

Solucoes analiticas deste sistema para valores arbitrarios dos parametros A\, A e k sao des-
conhecidas. Também é importante salientar que a eq. acima independe das coordenadas
escolhidas para a métrica gi;, s6 utilizamos o fato de R(g;;) = 2k = const. Resolvendo a

primeira das equagoes (2.14)

—0=u=—e ?, (2.15)

2nesta secao usamos 167G =1
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onde H é uma constante® (de integracio), logo um invariante do sistema. Substituindo

na terceira, chega-se a uma equacao nao linear para o fator de escala e¥:

u*(1 + 16AH?) — 4A + 2Hu = v*(1 + 4\v® + 16AHu), (2.16)
com
. 1du
V= —
v udn

Junto com as equagbes mais simples representando os vacuos (veja o segao 2.1)

w=0, Ui:—gi)\ <1q:\/1+64|A|)\>.

Existe uma outra solugao muito simples correspondendo ao valor critico de H e k < 0

(para A < 0):

o _ 4N

— Bl it B 2.17
T T =64 AN (2.17)
(64X |A| < 1 para A > 0), que nada mais é do que H calculado em
A
UZO@U—UCT—:EQ\/|A| ‘ |
Ou seja temos
0(77) = 00 = UerT)s
o(n) = o = const, (2.18)

ds® = dn2—|—e“’°ds%2)(Ang).

Esta solucao é conhecida como vacuo linear dilatonico representando uma geometria do

tipo R®AdS,.

A familia de muros de dominio chatos (i.e. k = 0) permite uma descri¢ao analitica mais

3¢ evidente que k = 0 ndo implica em o = const (basta ver aeq. (2.14)), logo se k = 0, necessariamente,

H =0 t.q. arazao %f = —0o(n = ny)e?"=") exista.
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completa devido & simplificagao das eqs. (2.14):

U = uv,

O(1 + 8\02) = L(u? + 4A + v2(1 + 4 0?)), (2.19)

1
2

vi(1 4+ 4 v?) = u? — 4A.

2.3.1 Caso A<0

(i) Quando A = 0, existem trés pontos criticos no plano (u,v),

(0,0), (O,i%\/m),

+,0 O':t}. O vinculo

representando os vacuos { [

v (1 — 4|\ v?) = u?, (2.20)

descreve analiticamente oito diferentes curvas no plano (u,v) (veja fig. 2.1) correspon-
dentes as diferentes geometrias. As eq.s (2.20) sugerem as seguintes restri¢oes sobre os

valores de u e v:

Figura 2.1: Curvas representando as diferentes solugoes para A = 0 e A < 0. As
outras quatro solugoes correspondem a uma reflexao no eixo v = 0.
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(2.21)

O valor maximo de u

corresponde &

+
24/2 )|
Existem dois tipos de curvas (solugoes das eqgs. (2.19)): v4(n), v—(n) (e todas as outras —

oito em total — sdo obtidas usando as simetrias u — —u e vy — —v4(—n))

1
2

- — (1£ VI=T6]0[). 2.22
=g ( u (2.22)

As solugoes analiticas:
T — oo (LT 2VIARY (2.23)

14+ 24/|A|v

deixam claro que a curva AT que parte do vacuo u = 0, v?r =3 1|>\| em 7 — —o0 l.e.

09 = vy (n — —o0) (AdS;3) e num “tempo” finito (i.e. distancia radial finita) 7. :

e% = 6_2‘/§ (ﬂ_ 1)

o (2.24)

chega ao ponto (Umqz, v*) que corresponde a singularidade nua:

() — 3,2 _2u*
RY = —50" + T—8[A 2’

(2.25)
R®) (umm,v* =1 ) = 00.

A solucao A~ é completamente analoga, basta inverter a direcao de 7.

A outra solucdo Ay na fig. 2.1 que corresponde & curva v? da equacio (2.22) comega no

ponto critico u = 0, v = 0 (representando Mj3) e no mesmo “tempo” 7, desenvolve uma
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singularidade nua ao aproximar-se do ponto (umqs,v*). Essas solu¢bes nao representam
muros de dominios, pois intepolam entre um vacuo (AdS3; ou M3) e uma singularidade

nua (Upae, v*). A solugdo Ay é a mesma invertendo a diregao de 7.

(ii) No caso da constante cosmologica negativa A < 0 (e A < 0) quando 64 [A||A| < 1

temos quatro pontos criticos

(07 :|:U_) ’ (07 :|:U+),

todos representando véacuos do tipo AdS3 com constante cosmologica efetiva

1
A = ——(14+/1—064|\||A]). 2.2

Oito curvas B na fig. 2.2 descrevem graficamente todos as solucoes neste caso, i.e.,

vt 4£V B* (Umax, V)
Ve B—):-.:l:’é'
|
05 1:0 ‘ u ‘
. ct |
-V — —al
_V+E ________ —_.}. .
- los (Umax, —V

Figura 2.2: Solugoes para A < 0 e A < 0. As outras quatro solugdes correspondem
a uma reflexdo no eixo v = 0.

v (u) = ghy(1 £ /T~ 16]A[u? — GA]ATIA]),

Umaz = £551/T = GATATAT, (2.27)

* 1

U= 24/2A|

A forma analitica das solugoes é obtida integrando as eqs. (2.19)

22 2/l

R (i R A (2.28)
v+ vl (U e
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onde v} denotam os pontos criticos

. 1
v =02 (u=0) = gy (1% V1= GINTAD,

A solucao B, (representando a curva v, (u)) comega no ponto (0, v* ) (n — —o0) e termina

no ponto (U, v*) (n — n4), onde ny é dada por

N
>

M * * |*
e — (L0 (T Ty (2.29)
v* vk v* 4 vt

3

que corresponde a uma singularidade nua (R® (tqe, v*) = 00).

A solugdo B_ é muito parecida com B, : comega no outro ponto critico (0,v*) e termina
no mesmo ponto (Uyqq, v*). As duas representam geometrias singulares com uma borda
do tipo AdS3 e uma singularidade nua. De novo estas geometrias do tipo assintoticamente

AdS; (a AdS3) nao descrevem muros de dominio pois nao interpolam entre dois vacuos.

(iii) O caso A > 0 (A < 0) é qualitativamente diferente dos casos com A < 0: agora temos

dois pontos criticos

1
0,£vy), o3 = W“ + 1+ 64|AA),

que correspondem ao vacuo do tipo AdS; com

1
Aeff — —32—|)\|(1 + vV 1 + 64|>\|A)

As curvas A e C representando todas as solugoes sao desenhadas na fig. 2.3

1
Umar — im\/1+64|)\|A,

1
Umin = F2VA, v* = (2.30)

2v/2[A]

A curva A tem propriedades similares as AT e BT: comeca no ponto critico v, do tipo
AdS; e termina num “tempo” finito com uma singularidade nua no ponto (uma.,v*). A

novidade neste caso é a curva B que interpola entre duas singularidades nuas (g, £0*).
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Figura 2.3: Solugoes para A > 0, A < 0. As outras quatro solugoes correspondem a
uma reflexdo no eixo v = 0.

2.3.2 Caso A >0

Esse modelo demonstra muitas das caracteristicas da gravitacao nao-extendida A = 0 e

k = 0. Para A > 0 nao existem pontos fixos (i.e. vacuos) e as solugoes sao periodicas

20

22

i v —1 /’07’2 A v_ |2 v —1 /’UJr’Q VA (2 31)

e = | ——— _— , .
v+ i/ |v_|? v+ i/ |vg|?

onde

1
ol = (—1 + 1+ 1602 — 64A/\> , (2.32)

e nao representam muros de dominio.
Em ambos os casos A =0 e A <0 as curvas (u,v)
V2 (14 4 %) = u? + 4|A|,

que descrevem as solugoes das eq.s (2.19) ndo impoem restri¢oes sobre os valores de u e
v (ao contréario do caso A < 0!). Por exemplo para A = 0 temos um vacuo Mz (o ponto

u =0 =) e todas solugoes

1
n+ny = - + 2V arctan(Q\/Xv), (2.33)
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comegam neste ponto (paran — —oo) e terminam em uma singularidade nua para u — oo,

v — oo, num “tempo” finito 7, = 7. No caso A < 0 existem dois pontos fixos

1
0, £[v_]), v* = §(\/1 + 64A|A| — 1),

descrevendo véacuos do tipo AdSs. As solugoes
2X i G222
o (v (o)
oriel)  \ewil)
onde vy e v_ sdo dados pela eq. (2.32) com A — —|A[, demostram que temos geometrias

com curvatura nao-constante com uma borda (quando n — —oo parav > 0, u >0 ) e

uma singularidade nua para n, = 0.

A andlise das propriedades das solugoes do tipo Muros de Dominio (DW’s) para k = 0,
V =1, A # 0 na gravitagao massiva dilatonica tridimensional esclarece as diferencas e as

semelhangas com o modelo sem extensao (A = 0), e como conclusdo para k = 0 (A E 0,

A ; 0) nao ha solugoes interligando dois vacuos. Logo como no caso k = 0, A = 0

nao temos muros de dominio legitimos. As investigacOes numéricas usando o programa

Mathematica apresentam evidéncias que para k < 0, A < 0, A < 0 existem solugoes

interligando dois vacuos diferentes do tipo AdSs.
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Capitulo 3

Superpotencial

O objetivo deste capitulo é a investigacao das propriedades da gravitacao massiva na
presenga de matéria representada por um campo escalar com autointerac¢ao V(o) # const.
Nosso principal interesse é estudar as condigoes sobre V(o) que permitam multiplos vacuos
e solugoes do tipo muros de dominio interligando-os. Seguindo os trabalhos de Bergshoeff,
Hohm e Townsend [5], [6], consideremos o modelo da Nova Gravitagao Massiva (NGM)

com a agao

1 1 3 1

Svem = = | dvv/=g | eR— — ( RWR"™ — ZR* | — k*( 50,00"0 + V(o) ] |, (3.1)
K m 8 2

com k? = ﬁ e ¢ = £1, ou seja, o termo de Einstein-Hilbert pode ter o sinal “certo”

(e =1) ou “errado” (e = —1).
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3.1 Definicao do Superpotencial

As equagoes (2.12) da gravitagdo massiva com potencial V(o) arbitréario e para muros de

dominio chatos (i.e. k= 0)
ds? = dn? + e#M (da* — dt?),
tém a seguinte forma (64A = -5 ):

§=—0p+V (o),

2 2 2 2
N (¥ 2 (9 _
4 <1 8(—:m2> 3 <1 166m2) Ten ( > " V(U)> 0

2
-2 ¥ 2 =2 —
@ (1— 16€m2> +ex” (2V(0) —6%) = 0. (3.2)
Mesmo para potenciais mais simples do tipo Vi(0) = F(0® — 01)? — 2A e Va(o) =

B(2cos(20) — 1), que admitem multiplos vacuos degenerados ¢ dificil encontrar uma solu-
¢ao analitica para as eq.s (3.2) com A # 0 e até A = 0 (i.e. m? — 00). Para o caso A = 0
(a gravitacao 3-D de Einstein) existe um método simples e eficiente chamado “Super-
potencial” que providencia uma familia restrita de solu¢oes analiticas do correspondente
sistema de equagoes (3.2) com m? — oo (A = 0). O ponto chave consiste na introducao

de uma nova, e desconhecida, fungao W (o) (chamada de Superpotencial) [14], [15], [16]:

2
V(ie) = FWz—zevt/?,

2
o = —2ekW, 6="W. (3.3)
KR

E facil verificar que todas as solucdes das eqs (3.3)' sio também solucdes das eqs (3.2).
Dado o potencial V' (o), deduzir a forma de W (o) (resolvendo a primeira das egs (3.3))
que reproduz V(o) é um problema extremamente dificil. Em alguns casos a forma do
Superpotencial é conhecida, por exemplo o potencial V;(o) (do tipo Higgs) tem como
Superpotencial

Wi(o) = Ba® + A,

'hasta substituir as eqs. (3.3) nas egs. (3.2).
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porém neste caso nao existem solugoes das equacoes de primeira ordem do tipo muros
de dominio. Logo, invertendo a logica, podemos reformular nosso problema: quais sao
os Superpotenciais que permitem solugoes (do tipo kink ou muro) com dois (ou mais)
vacuos e interligando esses vacuos? O exemplo mais simples (referindo-se aos potenciais

polinomiais) é dado por um Superpotencial ctubico:

B 2
Wo(0) = T"(zg +34),

que de acordo com as eq.s (3.3) corresponde ao potencial:

2

T 322

Vhera(0) o*[(o + A)? — ex?a?(20 + 3A)?.

Antes de tudo é necessario estabelecer como os extremos de Vje.,(0) s@o codificados na

forma do Superpotencial ou seja:

/ ’ "

K2V (0) = 4W (W — ex®W).

Devido a forma da equagao para o campo escalar

o= EW (O’),

as solugoes do tipo vacuo, i.e. o = const, reproduzidas por este método correspondem

aos extremos do Superpotencial

!/

14

c

w(0)=Bo(oc+ A) =0,

* *
o, =0, 0 = —A.

Este resultado deixa claro o fato que somente solugdes interligando os extremos de V(o)
(i.e. V'(0%) = 0) do tipo W'(cF) = 0 sio reproduzidas. Os extremos que correspondem
as solucoes de

17

W' (o) = ex*W (o),
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chamados instaveis ou nao-supersimétricos sao descartados.

A curvatura escalar pode ser rescrita em termos de W e W’ como:
1\ 2
R® =8¢(W')” — 6x*W?2.
Assim, para as solugoes do tipo vacuo temos:

RO (g7,.) = —6K2W?2(07F,.) = 6A.y;.

vac vac

Consequentemente:
. . Kk2B2AS
Aepr(og) =0 Aeprloy) = EEEE

i.e. esses vacuos representam geometrias M3 e AdS3 . As correspondentes solugoes do

tipo muro (= kink) tém a seguinte forma (para A< 0):

2B|Al(n+ng) | 4

on) = [AlQ+e =)
e\A|2r€2 K2e A
e?M = a(|Al —o(n)) s eTolAlo) (3.4)
quando
0<o<|A],

e descrevem muros de dominio

ligando os vacuos (a3, M3) e (o, AdSs).

No caso da gravitagio massiva (i.e. A\ # 0,m? # o0o) a forma do vinculo (a terceira das
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egs (3.2)) sugere a seguinte generalizagao do conceito de Superpotencial® e das egs (3.3):

p = —2exW,
2 ’ W21‘i2
;o= “wi(1-
’ K ( 2em? > ’
2 2,2
) /2 W2k? oer o W2k
V(o) = 2(W) (1 - 26m2> —2erW (1 ~ aem ) (3.5)

Nossa observagao ¢ que as solugoes das egs (3.5) também resolvem as eqs (3.2) (o inverso
nao é necessariamente verdadeiro). Como no caso A = 0, a relagdo dos extremos o de
. ’ . . , :

V(o) (i.e. V(o)) = 0) que descrevem os possiveis vacuos com forma (e propriedades)

do Superpotencial W (o) é dada por:

2,.2 2,.2 2
K2V (o) = W' <1 Wr ) [W” <1 Ws ) o w - e?w

2em? 2em? em?

Analisando de novo a forma da curvatura

W?2K?

2em?

R®) = 8e(W')? (1 - ) — 6K22, (3.6)

e da equagao para o campo escalar

chegamos a conclusdao que somente os extremos de V(o) que correspondem a:

2em?
k2

w (O'*) =0 s WQ(O':‘:) =

descrevem as solugoes do tipo vacuo com

R(3)(O'Uac) = —6H2W2(O'vac) = 6Aeff.

2A forma das eqs. de primeira ordem representa uma modificacio do Superpotencial [17], introduzido
na gravitagdo em cinco dimensoes com termo de Gauss-Bonnet.
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Consideremos o exemplo mais simples (e mais interessante) de potencial V(o) do tipo

Higgs:
2A

;
V(o) =T~ o) - 2,

4

(quando em? > 0). Este caso corresponde a seguinte escolha de Superpotencial W (c):

onde:

A = m2 R Aeff = —2em2. (37)

, . - . . , 2
A forma explicita das solugoes interligando os vacuos o, e o_ (0% = ]236322) depende das

condicoes de contorno impostas:

e do tipo (1): 0_ <o <oy,

e do tipo (2): (a) —co <o <o_ , (b) 04 <0 < 0.

Somente o primeiro caso corresponde a muros de dominio legitimos:

2
o(n) = |o4|tanh | B m(n - 770)] ,
2e€ mQ‘ 2
e?M+e0 — cosh™ 57 | B W(n — o) | - (3.8)

As condigbes de contorno do tipo (2) nos levam a solugoes singulares ligando um vacuo



O A

(0 ) R

-------------------- —00

Figura 3.1: Curva de o(n) da eq. (3.8).

A .

e? e?
e=1
m

Figura 3.2: Curvas de ¥ da eq. (3.8) para os casos e =1 ¢ € = —1.

(04, AdSs) a uma singularidade 0 — 00, €¥ — oo para € = —1:

a(n) = lot|coth

B? i(77 - 770)] )

m?|

B? |m12|(77 - 770)] ‘

sinh

29
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>
>

n

Figura 3.3: Curva de o(n) da eq. (3.9). A curva é singular em n = ny = 0.

6801\

64,0;\

]

s

Figura 3.4: Curvas de e? da eq. (3.9) para os casos € = 1 e € = —1. No primeiro
caso e?(M diverge no ponto 7 = 19 = 0 e tende & zero no infinito, j4 no outro caso,

temos exatamente o inverso.

3.2 A estrutura causal dos muros de dominio

Os espagos assintoticamente AdS3 (3.8) e (3.9) que representam os muros® estéticos e

chatos “dividindo” os dois vacuos AdSs (04,Acrf) € (0—,Aesp) sd@o do tipo conforme-

chatos. A prova deste fato é a nova forma da métrica:

dss® = e?W (dy? + dx® — dt?),

30 primeiro (3.8) é ndo singular; o segundo (3.9) representa uma singularidade quando 1 — 7.
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onde a nova coordenada para o caso (3.8) ¢ definida por:

n
ym) = i/ e dy (3.10)
10
tanh <B2 “Z(n — n0)> 2 2
[m?] |m?| 1 elm?| 3 of o [ 2
= =+ Fil =1 :—:;tanh” | B,/ —(n —
B2 9 2 1(27 + 232 727 an ‘m2’(77 770) )
e para ¢ = —1 (m? < 0) varia entre Y < ¥ < Ymax COM:
[Im2 252
Ymaz — Ymin = Ay = |2 | 1 2] s (311)
BT (5 + m)

onde o F(a, b;c;2) e I'(z) sdo, respectivamente, as fungdes hipergeométrica e gamma de-
finidas no apéndice C.

A estrutura causal desse espago é parecida com a de M3 (espago de Minkowski) com uma
pequena diferenca, aqui y esta definido na semireta y € (Ymin, Ymaz)- As geodésicas do
tipo luz séo retas (com inclinagdo de 45 graus) porém um feixe de luz emitido arbitrari-
amente proximo de n — —o00 (= Ymin) viaja até um ponto arbitrariamente proximo da
outra borda 7 — 00 (= ¥mae) em um tempo finito At = Ay. No caso e =1 (m? > 0) a

estrutura causal do muro é do tipo M3 com

Fy/2lm?(n
RS :F2€— ey +o00,
2 |m?|
implicando que y € R.
Para os espagos AdSs singulares, (i.e. R®)(n — 1) = —o0,a(n — 1) = oo, e?17M0) (¢ =

—1) = 0 para n > 1) o correspondente fator conforme

e?y) — sinh_@ B2 i(y — )
2] ’
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é dado explicitamente por:

ecosh B <B2\/m7| n— 170>

y(n) = - (3.12)

V2 [m?|
elm? 1 elm? 1 e|m’| 2 | 2
£ - - h? (B - .
2 <232 ot oy T g 1 \mz\(” o)

Para o caso “unitario” € = —1 (m? < 0) temos duas situagoes completamente diferentes

em funcao dos parametros m? e B

2
e (a) 0 < |7gz| < 1: como no caso nao-singular (¢ = —1), a nova coordenada y ¢é

restringida ao intervalo ¥min < ¥ < Ymaz COM

T 1 |m? 1 |m?
mazr T Ymin — Ay = 'N=z—==|T|(= 5 3.13
Ymaz =Y Y=\ 2w (2 232) (2 o (3:13)

Um feixe de luz emitido em um ponto arbitrariamente préoximo da borda n — —oo
viaja, em um tempo finito At = Ay, até um ponto arbitrariamente proximo da
singularidade “nua” n = 7.

i

. () 2

> 1: agora y esta definido na semireta —00 < Yy < Ypmae < 00. Um feixe de
luz leva um tempo finito para chegar a borda (do tipo AdSs; em n — —o0), porém

tal tempo finito é arbitrariamente longo (ao contrario do outro caso).
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Capitulo 4

Consequéncias cosmologicas da

gravitacao massiva

A extengao massiva da Relatividade Geral oferece meios para a descrigao dos efeitos
gravitacionais nas pequenas distancias (de tempo e/ou volume) devido a auséncia de
fantasmas e renormalizabilidade perturbativa. O maior desafio nas largas escalas é a
explicacao da atual aceleragdao do universo. Assumindo que esta nova gravitacao massiva,
ao menos em trés dimensoes, ¢ valida para todas as escalas (i.e. lygnee = G, L? ~
—‘—/1“, >~ # = 8)\) surge o problema de verificagao das consequéncias cosmologicas desta
teoria. Para a realizagao deste objetivo é necessario a construcao explicita das solugoes

das equagoes de movimento da gravitacao massiva tridimensional nao estacionarias do

tipo Friedmann - Robertson - Walker (FRW) [3].

ds? = —dt® + e?Wgy(x;)da'dat, (4.1)

o = U(Zf),R@)(g_ik):Qk,

ou seja , a métrica g;; representa a esfera S? no caso de k > 0, o plano hiperbdlico H?

para k < 0 e o plano euclidiano E? se k = 0. Uma representagao da métrica g;; para
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qualquer k é:

Giidride? = dr? + do?, 0 <6 < 2, 4.2
J

(Sin(\/Er))2
k

comr >0sek<0e0<r<msek>0. Repare que a métrica é bem definida mesmo

para k < 0 ((sin(\fr))2 . (sinh(\/mr))Q) ek —0 <(sin(\£Er))2 . T2>.

|K|

A substitui¢ao das eq.s (4.1) nas equagdes de movimento da gravita¢do massiva tridimen-

sional para k£ = 0 nos leva ao seguinte sistema de equacoes de FRW:

U = uv,
V(1 — 4 ?) = u? +4A,

1
O(1 —8\?) = 5(u2 + 0?2 — 4\ — 4 %), (4.3)

—_.:_d_o— —_‘:_d_L‘D
ondeu=—-6=—-Cev=—p= .

4.1 Cosmologia - ingredientes basicos

Acredita-se que as possiveis “histérias” da evolugao de um universo homogéneo e isotropico
(i.e. uma “idealizagao” razoavel para os momentos iniciais e finais) sdo codificados nas
condi¢oes iniciais para o fator de escala e?® (i.e. @y e ¢g) e para os “campos de matéria”
o(t) (i.e. o¢ e dp) e na escolha do potencial V(o) . Evidentemente os fatores principais

que determinam a natureza desta evolucao sao:

(a) Qual é o tensor energia-momento associado & matéria: 7),,=7 i.e. que tipos de
campos, fluidos, etc. entram no lado direito das equagoes de Einstein; condigoes de
energia (forte, fraca, dominante), por exemplo em (d = 3) a condigao forte exige p > 0;

as equacoes de estado ligando a pressao p e a densidade p. Nosso modelo simplificado
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(V(c) = 2A = const.) corresponde a':

1 1
81GT,,(0,\) = 5@08,,0 - L—lng,,avpa —Agu,
1,
= 4\
o) = sio(6+ ),
1 .92
= —4A .

ou seja, a equagao de estado é de um fluido do tipo “rigido”

p(t) = p(t) = —=- (4.5)

As condigbes iniciais para o(t), i.e. o4 = o(t — £00) formam um continuo: o4 € R.

(b) Qual é a geometria: G, (g,,) =7 i.e. o lado esquerdo das equagoes de movimento. A
geometria ¢ sempre (pseudo)Riemanniana (por convicgao!) porém a forma do tensor de

Einstein G, fica em aberto: a classica (E-H)

1
G =R, — 5 R (4.6)
ou a extendida
G =G\) + 64\K (4.7)
onde:
1 o 3 2 o o
Kuu = §9uu(RpoRp - gR ) +V V#RW +V VVRU#
- UR, — 9w V°V?R,, — 2R, R,
3
+ §(2RRW -V,V,R-V,V,R+2¢,0R). (4.8)

Nosso objetivo agora torna-se buscar respostas para a seguinte pergunta: Dada a matéria

com tensor energia-momento (4.4) e a equagao de estado (4.5) (a mesma para as duas

Inosso tensor momento energia representa um fluido homogéneo e isotrépico, i.e. pode ser escrito

como: T, (p+ p)U,U, + pguw, com U* = (1,0,0).
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escolhas G,(}V) e G,(EV)) Quais sao as eventuais mudangas que o termo “massivo”, 64\, K,
provoca nas “historias” de evolu¢ao do universo (especialmente o chato, i.e. k = 0) e como
a natureza destas mudancas dependem dos valores relativos dos parametros “cosmologicos”
Ae A?

A resposta exige uma comparagao entre as propriedades das solugdes cosmologicas do
tipo FRW para A = 0 e A # 0 com A.sr(A) > 0, ndo necessariamente A > 0. Ao julgar
as vantagens e desvantagens das diferentes escolhas de A\, A e das condigoes iniciais (o,
Jo € o, Po) tendo como a base as atuais interpretagoes das observagoes astrofisicas e as
“crencas modernas”™: big-bang, aceleracao = red-shift, expansao, etc. é necessério calcular

e comparar os valores (e o comportamento) das seguintes grandezas fisicas:

(a) Curvatura R®)(t) - presenca, auséncia, nimero e tipo de singularidades:

9" R, = RO (t, X\, Aug, vo) = 24 + §¢2 _ 3 e (4.9)
m 0T 2 20 18\ ‘
(b) Parametro de desaceleragao (ver Apéndice B):
2 + 20) v? —8A
@) (¢, A, A _ ) . 4.10
q ( ) 7\ |u0’ UO) (’-02 1)2(1 — 8)\?}2) ( )
De acordo com a propria definigao:

) )
ez (0?%e2

q(3)(t) = _—( ie?) (4.11)

(0,e5)

o sinal de ¢/®(t) é oposto ao sinal da aceleracao (97e7) do fator de escala e do universo
bidimensional. No caso convencional e para nossa escolha de matéria temos A=A =0 o

que nos déa:

327Gp(t)

q(s) (t,A=0) = R

(4.12)

logo a energia positiva é equivalente a pressao positiva p(t) > 0, que corresponde a época,
de desaceleragao (¢©® > 0). Portanto o “universo” em aceleracio (neste modelo A = 0 e

T,, dado pela eq. (4.4)) exige a quebra da condicao forte de energia e pressao negativa.
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No caso “massivo” (i.e. A # 0) devido a mudanca na forma de ¢®:

32rGp(t) + 4 v

(3) —
R v2(1 — 8\v?)

(4.13)

Mesmo para p(t) > 0, sdo possiveis ambos os sinais, i.e. as épocas de aceleracao ou

desaceleracao.

4.2 As “histérias” do universo na nova gravitacao mas-

siva

As maiores surpresas sao a existéncia de modelos cosmologicos consistentes com acelera-
¢ao, big-bang e expansao para A = 0 e A < 0, impossivel para A = 0, devido a constante

cosmologica efetiva A sy positiva em ambos os casos.
(A) Caso A=0,A>0

As solugbes no plano (u,v) sdo apresentadas por oito curvas mostradas na figura 4.1

(porém somente quatro “historias” diferentes!). Os pontos fixos sao:

1 1
V=t ——— Upar = ——, 4.14
2v/2\ 4\ (4.14)

w_»

que representam singularidades iniciais ou finais “+” do tipo “big-bang” ou “big-
crunch”. As solugoes Ay e A~ descrevem universos em expansao (v < 0) do momento
inicial “big-bang” (umqez, —v*) com:

- 1

¢(Ao) = =552 <0, (4.15)

correspondendo a um universo em aceleracio que termina em um espaco chato R® (u =

0,v = 0) = 0 e com distribui¢do de matéria uniforme 0 = o, = const.. No caso A~
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temos:

q(A7) >0, (4.16)

que descreve um universo em desaceleragao rumo ao espago de de Sitter com constante
cosmologica Acpr = 535. As historias AT e Ay sdo ambas de contragao (v > 0) rumo ao

“big-crunch” final sendo

q(Ao) <0, (4.17)

descrevendo um universo em aceleragao e

g(A") > 0, (4.18)

para um universo em desaceleracao, que tinha nascido como dSs; com A.fp = 5

Figura 4.1: Caso A =0, A >0

(B) Caso A >0, A >0

Este caso oferece “historias” mais realistas. Como sempre os pontos laterais (umqq, £0%)

representam as singularidades. Os pontos (0, £vF) representam estados finais (v < 0) ou
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iniciais (v > 0) do universo de Sitter com constantes cosmologicas efetivas

1
Ay = 32—A(1 + V1 —64AA), 64)A < 1. (4.19)

Para o universo C" que comega sua “historia” (ver figura 4.2) no “big-bang” (umaz, —v*)

com

g(C*) = 022112_—88;\2}2), (4.20)
no intervalo
8A < v? < i, (4.21)
8\
temos
q(C") >0, (4.22)
i.e. o parametro de desacelera¢ao chegando ao ponto T (ver figura 4.2) onde
v? =8A, q(CT,v?* =8A) =0, (4.23)
troca de sinal
q(CT,v* < 8A) <0, (4.24)

entrando na fase de aceleracao até terminar sua “histéria” como um universo de Sitter
com Aeyp = Ay, no final dos tempos. Por outro lado, o universo C™ apresenta uma
“historia” simples de aceleracao eterna expandindo-se até um outro universo de Sitter
com Acsp = A:f ;> Ay o As “historias” BT sao semelhantes as de C*, porém descrevem

universos em contragao ao final comum (e “quente”) do “big-crunch”.

(C) Caso A <0,A >0
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vt 4:V B* (Umax, V)
V_Zi B—):-.:l:’—*'
|
05 1:0 ‘ u ‘
_V—2 q < O C+ T q $ O
LB - - _ _“_“_.S
—V- q< 0 los (Umax, —V

Figura 4.2: Caso A >0, A >0

Mesmo com constante cosmologica negativa (A < 0) a “histéria” do tipo A na figura 4.4

representa um universo inicialmente de Sitter

|
AT =5 (1+ VI+64/AT) .

em contragdo rumo ao “big-crunch”. A “histéria” do tipo C (ver figura 4.4) é de um
universo nascido do “big-bang” em expansao e acelerando rumo a um destino final de
espaco de Sitter com matéria uniformemente diluida. A “histéria” B é de um universo que
nasce no mesmo “big-bang” (ua., —v*) sempre em desaceleragdo rumo ao “ big-crunch”,
porém até o ponto (U, 0) estd em expansao, mudando para contragao na segunda época
de sua existéncia.

Todas as outras “historias” do universo para A < 0 (e A < ou > 0) tém muitas das

caracteristicas do caso convencional A = 0.

Figura 4.3: Caso A <0, A >0
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4.3 Solucao “grande ricochete” da cosmologia massiva

tridimensional

Esta secao é dedicada ao estudo das consequéncias cosmologicas para a evolucao de um
universo tridimensional, com assinatura (— + +), homogéneo, chato (k = 0) e isotropico,

no modelo NMG (3.1) com matéria escalar do tipo Higgs, i.e.

1
La(0gulrd) = V=3( = 30.00"0 =V(o)),

V(o) = %(02 - 2—;)2 —2A. (4.25)

Os parametros v, m, e A, i.e. a constante de acoplamento -, a massa de “Higgs” m, e a
energia do vacuo A podem depender da massa do graviton \g = 1/64m?. Nosso problema
¢ a construgao das solugoes analiticas das equagoes da cosmologia massiva tridimensional

[18]:

g + op+V'(e)=0,
1
B(L + 8ehp?) + 5¢7(L+4ehy’) = —(—:(—d . V(a)),

e(6? + 2V(0)) — *(1 + 4eg®) = 0. (4.26)

Note que a constante cosmologica A agora esté “escondido” no potencial, i.e. V(01?2 =

me?

ow ) = —2A, no caso €\g < 0. Vale lembrar que uma caracteristica importante deste

modelo é que as equagoes (4.26) s@o de segunda ordem apesar de que a agao (3.1) incluir
derivadas de ordem quatro em g,,. Por este motivo as solugoes cosmologicas do tipo
FRW nao sofrem de problemas de “causalidade”, ou seja, elas tém as condigOes iniciais
do problema de Cauchy bem definidas para todos os valores dos parametros €, Ao,y €
my2. Porém a construgao explicita das solugoes do sistema (4.26) ¢ bastante dificil, como
também o problema da dependéncia das propriedades destas solugoes com as condigoes

iniciais (o9, do, Yo, Yo)-
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O método do Superpotencial para a gravitagdo massiva introduzido no cap. 3 oferece
ferramentas simples para construgao de solugoes nao-perturbativas das equagoes (4.26).
De novo, como no caso dos muros de dominio considerados no cap. 3, é necessario a

introducao de uma fung¢do W (o) do campo escalar o de modo que:

V(o) = 2eW2(1 4 16eAgW?) — 2(W")2(1 + 32eAW?)?,
o = —2W (o),

& = 2W'(0)(1+ 32eAW?). (4.27)

E facil verificar, por inspecdo direta, que as solucdes das equacoes (4.27) de primeira
ordem fornecem solugbes para o sistema original (4.26) das equagoes de segunda ordem.
Em seguida vamos estudar as solugoes para o caso particular de um Superpotencial linear:
W (o) = Bo. Ele descreve o modelo NMG (3.1) com potencial de Higgs correspondente

aos parametros especificos dados por:

v = 128X\ B*(1 — 64\ B?),

m2 = —8e¢B*(1 — 64)\,B?),
1 1
e 32N\ B2’ 64N, (4.28)

Dependendo dos sinais de e\g e B ; m? o potencial V(o) representa o potencial de Higgs
(normal e invertido) quando e\g < 0. No caso €\y > 0 o correspondente potencial ¢ do
tipo o (com um minimo somente). E necessario salientar que para esta escolha particular

2

de W (o) os parametros 7, m,2 e m? nao sao independentes:

2

m; m2 me B2
v = —e?<1 +4/1+ €2m2> = etk (4.29)

Vamos estudar primeiro o caso ey < 0 que descreve:

(a) e = —1, A\g > 0: modelo NMG(1) com potencial de Higgs V_ (o),

(b) e =1, Ag < 0: modelo NMG(1) com potencial de Higgs invertido V(o).
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Figura 4.4: Curvas dos potenciais para os casos (a) e (b), respectivamente.

Em ambos os casos temos o1 = j:\/";:(f representando os dois minimos (para € = —1)
ou os dois maximos (para € = 1) dos potenciais Vi (o). Para os valores o+ (ou seja os
vacuos do modelo NMG) do campo o(t) o modelo NMG representa uma gravitagdo com
constante cosmolégica A = m?: temos A < 0 para \g < 0 e A > 0 para Ay > 0. Uma
caracteristica importante deste modelo ¢ a constante cosmoldgica efetiva A.ys, definida

pelos valores da curvatura tridimensional R® correspondentes as solucdes do tipo vacuo,

ie. (gﬁ’“c, oy)

.3
RO(gir,ox) = 26+ 5¢% (4.30)

—8e(W')2(1 + 32X0eW?) + 6W?2,

Mais precisamente temos que

3 +

= 6AT, ..
16€)g 0Acrs

R® (QZZC, 0x) = —

Em ambos os casos com €\ < 0 a constante cosmologica efetiva Ay = 2|m?| é positiva

2

e consequentemente o fator de escala (a?(t) = e#®) a2, (t) = V<! representa um

espago de Sitter (dS3).

Temos que considerar dois tipos de condigdes iniciais para o(t) e a(t) :

e tipo (1): o?(t) < ok

o(t — to0) =04, 0_ <o(t) <oy,
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a;ac = 445y Mas a<t0) =0e R(g)(t = tO) = 00,

No primeiro caso, as condigdes do tipo (1), as solu¢oes nao singulares que interpolam

entre dois vacuos o, e o_ tém as seguintes formas

gi(t‘e) =\ / %tanh(bi(t — to)),

04
a’ (t|e) = eP=tl9) = (COSh by(t— t0)> : (4.31)
onde
m? m2
by — —(1 +4/1 o )
* V2 m2] BT
m?2 |m?|
b = —lo— o 4.32
* 62%: ‘ B (4.32)

As curvas das egs. (4.31) sao as mesmas apresentadas nas figuras 3.1 e 3.2.

A forma explicita da curvatura

8B
~ cosh? by (t—to

RO ) (= e+ 202 sinh?ba(t — 1)), (4.33)

4

sugere que esta solucao é do tipo ricochete, que sao solucoes que descrevem universos que
comegam e terminam de formas semelhantes em torno de um minimo ou méaximo do fator
de escala, ela descreve um espaco assintoticamente dS3, ou seja:

6
ROt — +o0) = 12|m’| = 6A%,, = PR L2> 10 (4.34)
gr
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A caracteristica mais importante desta solucao é dada pela aceleracao

@ s+(€)
H=-1-22—_1— , 4.35
() 2 sinh?(bs (t — to)) (4.35)
onde s4 sao numeros reais
1 m2 B2
=) = S [1+4/1- 2 ) ==
=1 = Lioieme) B
e 2 2m? |m?|
Repare que as solugoes do tipo ricochete (e = —1,Ag > 0 e € = 1, \g < 0) sdo inversa-
mente proporcionais (a*(e = —1) = a ?(e = 1)), logo descrevem evolugoes do universo

tridimensional bastante diferentes. A origem dessa diferenga esta na forma de Vi (o): com

vacuos estaveis para € = —1 e com maximos nao estaveis para ¢ = 1.

Consideremos primeiro o caso € = —1, Ag > 0. Devido ao fato que os expoentes s (e = —1)
sdo sempre positivos, a desaceleracao ¢ (t|e) é sempre negativa para todos os tempos, i.e.
t € (—00,00). Logo este caso descreve um universo eternamente acelerado. Ele comega
sua evolucao no vacuo (o_,dSs3(Acry)) que representa o minimo esquerdo do potencial e
vive um periodo de expansao acelerada (¢ > 0 para B < 0) para todo t < tg. No momento

t = 1o este universo entra em contracdo (¢ < 0) rumo ao vacuo “final” (o, dSs(Aesy)).

O segundo caso (e = 1, \g < 0) corresponde ao potencial de Higgs invertido. A principal
diferenga é o valor negativo s_(e = 1) = —% que causa duas mudancas no sinal da
desaceleragao ¢_(t|le = 1). Logo neste caso temos duas épocas de aceleracao (a “inicial”
e a “final”) divididas por um periodo finito de desaceleragao. Estudando as propriedades
do fator de escala (e suas derivadas a e d) podemos reconstruir a histéria completa deste
universo. No passado remoto (f — —o0) quando o(t) - o_ea_? — ezmt, 0 universo
encontra-se no vacuo instavel (o_,dSs3) representando o maximo de V. (o). Em seguida
ele passa um periodo (semi-infinito) de aceleracdo e contragdo com curvatura R®)(t)

decrescente de R®)(o_) = 12|m?| até R®)(t,) = 0.
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No momento especifico t; < 0,

1 2s_| \/2|3_|
ty=——1 1
! b_n(¢ 3 VT3 T )

a curvatura troca de sinal, entrando numa época de curvatura negativa de duracao finita

T_ = 2|t;| até o momento t; = —t; > 0 quando troca de sinal de novo. Sobre as

propriedades da acelera¢do observe que para tempos |t;| > |t,]:

1
tal = o= In (VIs T+ VI + 1)

o universo entra numa época de desaceleracao de duragao finita 7, = 2|t,|. A segunda
e ultima época de aceleracao é agora de expansao, comega no momento t = |t,| rumo a
eternidade futura, i.e. o novo vacuo (o,dSs). Uma descri¢ao equivalente dessa evolugao
do universo ¢ baseada na analise da equagao de estado pesr = pess(pess) onde a pressao

efetiva p.ss e a densidade de energia p.;s sao definidos pela equagao:

d@'ag(T“l,(O, hul/)) = <_p€ff7p€ff7p6ff>7

onde

1 1
éﬁwu@mngw—EmW+Amw

Partindo das equagoes (4.26) e (4.27) chegamos a seguinte forma da equagao de estado:

peff(t) = 8€m28i + (Si — 1)peff(t), Peff > 0. (436)
No caso € = —1, A\g > 0, temos
B2
prs(®) = =88 = @) (1- 5 )
B < m? (4.37)

ou seja, pers ¢ sempre negativa e consequentemente o universo é eternamente acelerado.

No caso € = 1, Ay < 0 a pressao muda de sinal duas vezes, nos momentos +t,, devido a
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existéncia de um valor critico da densidade de energia

or 852 |m?|
Peprle =10 <0) = Tm? + B2 (4.38)

onde psr = 0. Este fato nos leva a dois periodos de pressdo negativa (aceleragao) e um

de pressao positiva (desaceleracao).

Um problema interessante na cosmologia é o da escolha das condigoes iniciais. Mais
precisamente, como as particularidades da evolugao do universo dependem (ou nao) das
condigbes iniciais (ou finais). O modelo NMG providencia um exemplo de dois tipos de
condigbes iniciais distintas (denominadas do tipo (1) e do tipo (2)) que levam & diferentes
historias do universo: as solugoes nao singulares do tipo “grande ricochete” discutidas
acima, como também solugoes singulares do tipo “big-bang” no caso 0% > (0)? para os

mesmos valores dos parametros (k2 Ao, my>2) do novo modelo:

2

5(tle) = 27:1 coth (be(t — to)),
a2 = |sinhbs(t —to)[°*. (4.39)

Estas solucoes apresentam singularidades “nuas” no instante t = ¢,

G(t — ty) — 00, Pt — tg) — oo,

R (t — ty) — oo, (4.40)

e sao definidas em dois intervalos de tempo desconexos. Para t € (—o0,ty) esta solugdo
descreve um universo acelerado rumo ao “big-crunch”. No caso € = —1 (correspondente ao
potencial V_(¢)) o periodo inicial de aceleragao termina no momento t = t,, quando (¢)
muda de sinal e inicia-se uma nova época de desaceleragao. As solugoes (4.39) consideradas
no intervalo ty < ¢t < oo representam um universo acelerado (e em expansao) iniciado no
momento ¢ = t, da singularidade inicial (“big-bang”) rumo ao futuro remoto ¢ — oo que
correspondente ao vacuo (o4,dSs), no caso € = —1. Novamente o caso € = 1 apresenta

periodos de aceleragao e desaceleragao.
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Por ultimo consideremos os modelos correspondentes a condicao €\g > 0, ou seja, com

potencial

2|m?|

BQ

cyc o m 2
Vi¥(o) =+ 1 (0 +

)2 —2A. (4.41)

As correspondentes solugoes sao periodicas (- <t < t,):

1
Oee(t) = ———tan (8B%y/2|\ot),
ll) = e tan 8BVl
Qe\rg%
al,.(t) = ‘cos (8B%V/2[\olt)| 7 . (4.42)

Elas apresentam singularidades R®) (1) — 00, 0oye(t+) — 00 nos instantes (t) = + ;é”\}'i

Estas solugoes podem ser usadas para descricao de uma evolugao ciclica do universo ou,

|m|
2B2

equivalentemente, um modelo de universo de duracao finita T, = comecando no

“big-bang” e terminando no “big-crunch”.
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Capitulo 5

Conclusoes

As modificagdes na ac¢ao (e consequentemente nas equagoes) da Relatividade Geral de
Einstein tém que respeitar o principio de equivaléncia, ser baseadas nas geometrias (pseudo)
Riemannianas e no limite de forga fraca (Newtoniano) reproduzir uma forga gravitacional
atrativa. Os modelos de gravitacao extendida do tipo Loveloch [1], ou seja incluindo novos
invariantes do tipo RM, (R, R* )M e (R, R**7)Ms na agao surgem naturalmente nas
teorias de unificacao de todas as interacoes conhecidas como Supercordas, como também
nos modelos gravitacionais, cujos objetivos sao a descricao da energia e matéria “escuras”
e o segundo periodo de aceleragao e expansao do universo acontecendo na época contem-
poranea da evolugao do universo. Esses termos quadraticos, ctibicos, etc., nos invariantes
de curvatura sao também indispensaveis na quantizacao perturbativa da gravitagao de
Einstein, pois agem como “contratermos” e sua adicao a Lagrangiana gravitacional eli-
mina as divergéncias ultravioletas (de curtas distancias) que sdao comuns em célculos de
energias de vacuo e amplitudes de espalhamento das “particula de spin-2” - os gravitons.
Os mesmos termos sao necessarios para a resolugao das divergéncias que surgem nas te-
orias quanticas dos campos (escalar com potencial 0% por exemplo) nos espacos classicos
(de fundo) curvos. Porém a inclusdo destes termos na acao cria ao menos dois novos

problemas (ausentes na gravitagdo de Einstein):
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(a) de causalidade devido as altas (maiores que a segunda) derivadas da métrica,

(b) de unitariedade, causados pelo aparecimento de normas negativas nas teorias quanticas

corrspondentes.

Nas teorias gravitacionais com dimensoes d > 4 nao sao conhecidas escolhas particulares
de combinagoes de termos quadraticos (ou cuibicos, etc.) que levam a modelos consistentes
livres dos problemas mencionados acima. De outra forma, a gravitacao de Einstein em
duas (1 + 1) ou trés (2 + 1) dimensdes nao descreve forgas gravitacionais, devido ao fato
de que o excesso de simetrias (difeomorfismos) nao deixa graus de liberdade fisicos. Os
recentes estudos do modelo tridimensional de Bergshoeff, Hohm e Townsend [5], [6], dado
pela acdo (1.3) (veja também a eq.(3.1)) com escolha especifica dos coeficientes relativos
dos termos quadraticos mostraram que este modelo é livre dos defeitos do tipo (a) e (b)
acima. Ou seja, ele ¢ um modelo consistente com dois graus de liberdade fisicos (as
“polarizagoes” de s = £2 do graviton), causal e unitario (sem problemas com fantasmas).
Foram achadas solugoes do tipo vacuo com significado fisico interessante como buracos
negros legitimos, ondas gravitacionais entre outras. Para a escolha do sinal errado e = —1
do termo €R e certas condigoes sobre os parametros Ay e A foi mostrado que o modelo
descreve no limite Newtoniano uma forga gravitacional atrativa com potencial um pouco
mais complicado do que o de Newton na gravitacdo em quatro dimensoes (3 + 1) (veja

Cap. 1 e 2).

Esta dissertacao contém os resultados de um estudo das solugoes do tipo muros de do-
minio e cosmologicas do tipo FRW do modelo da gravitagao massiva tridimensional com
matéria escalar. Além das construgoes explicitas das solugoes, o principal objetivo das
investigagoes foi o estudo das propriedades geométricas, e no caso da cosmologia o estudo
das propriedades do parametro de desaceleracao em busca dos valores particulares dos
parametros (Ao, A, 7, |m,2|) que reproduzem a evolugao (“histérias”) do universo com ou
sem singularidades iniciais e finais, com dois ou mais periodos de aceleracao e com dura-
¢ao (tempo de vida = existéncia) finita ou infinita. Os principais resultados deste estudo

podem ser resumidos da seguinte forma:
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(1) O estudo das solugoes da gravitagdo massiva tridimensional com matéria representada

por um campo escalar livre e sem massa.

(2) O desenvolvimento do método chamado “Superpotencial” introduzindo um sistema de
equagoes de primeira ordem, cujas solugoes sao solugoes das equagoes (de segunda ordem)

da gravitacao massiva.

(3) A aplicagao desse novo método para a gravita¢do massiva com potencial do tipo Higgs
com dois minimos degenerados. O estudo das consequéncias cosmoldgicas das solucoes do
tipo “grande ricochete” especificas para esse modelo (ausentes na gravitacao de Einstein,

i.e. para \g = 0).

Os resultados referentes as novas solugoes foram recentemente publicados no jornal Phys.

Lett. B (veja referéncia [18]).

A escolha do potencial estudado (¢* - do tipo Higgs) foi motivada por sua simplicidade
e importancia fisica conceitual. Porém o método do Superpotencial desenvolvido nesta
dissertacao permite a construcao analitica de solugoes interessantes do tipo muros de
dominio ou solugbes cosmologicas para uma variedade de diferentes potenciais como, por
exemplo, os do tipo periodicos, ou seja, W(o) = A 4+ Bcoso que descreve o potencial

“real” V(o) do tipo sine-Gordon duplo.

E importante mencionar que os métodos desenvolvidos para construcdo de solucoes da
gravitagao massiva tridimensional no caso dos muros de dominio chatos e solugoes do
tipo FRW (homogéneos, isotropicos e k = 0, i.e. espagos chatos) permitem uma simples
extensao para dimensoes arbitrarias d > 3. Porém, como jé foi mencionado, a consisténcia
“quantica” é um privilégio do modelo d = 3. Mesmo assim para aplicagoes “classicas”
como, por exemplo, a explicacao dos periodos de aceleracao do universo, estes modelos
em quatro ou mais dimensoes apresentam problemas fisicos atuais e bem definidos cuja

investigagao promete resultados interessantes.
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Apéndice A

Deducao das equacoes de movimento

da gravitacao massiva tridimensional

Mostraremos agora o procedimento de dedugao das equagoes de movimento da gravitacao

massiva tridimensional. Dada a acao geral':

1
5= 167TGd

/ d'z/=g[R+ 1 R? + R R™ + 3Ry pe R™P + 167GLy], (AL

onde

1
L, = —iquV“U — V(o)

no caso d = 3 , como ja foi dito anteriormente
vpo v 2
Rype R"?? = 4R, R" — R”,

entao
61R2 + CQRMVRMV + CgRM,,pURMVpU = (Cl — Cg)R2 + (02 + 463)RMVR’M/7

fazendo a = (¢; — ¢3) e b = (c2 + 4c¢3) , a agao torna-se:

1
N 167TG3

/d%v—g[ﬁ’ +aR?*+ bR, R" + 167G3L,,]

!Nesta dissertagdo usamos a seguinte convengao para o tensor de Riemann: RE o = 0,10, =0, +. ..
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Fazendo a variacao da agao com relagao a métrica temos que:
1

~ 167G
+v/—g[0R + 2aRIR + bd(R,,, R") + 167 G30L,,,]]. (A.2)

05

/d3x[5\/—g[R + aR? + bR, R" + 167G3L,,)

Fazendo uso das variagoes conhecidas [3]:

o (1)0v/=9=—3v=99uw09";
e (2)0R =6(Rug") = Ruogh + g"oR,.;

o (3)0R,, = V,\(SFW’\ — VnéFMAA, ou em termos da métrica

1
5Run = §(anz\5.ga',u + Vuvl/gcm - VUV)\(SQ;U@ - Vuvnég)\o'>7
b (4)59)\0 - _g)\ﬁgopégnp

E do teorema de Gauss:

/ 0, A"dQ) = ]{ ArdS,,.

Analisemos o termo em a:

/2a\/—gR5Rd3a: = /Za\/—gRRwég“”d?’x

+ / 2av/=gRg"" g (V sV 300y +

+ V.Vibox — VoVr0Ggu, — Vuvﬁég,\a)d%,

desenvolvendo o segundo termo do lado direito da igualdade acima e sabendo que as

variacoes da métrica sao nulas nas fronteiras de integracao, obtemos

/ch\/—gRéRde = /Qa\/—gRRuﬁég““d3x+/ 2a+/—g(RR,, — V,V,R+ ¢,0OR)dg" d’x.
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Analisemos o termo em b :

/b\/—gé(ng“ag”ﬂRaﬁ)d% = /Qb\/—g(R“WRW + RHAR,\Vég“”)d?’J:, (A.3)

desenvolvendo o primeiro termo da integral do lado direito da igualdade, com os mesmos

argumentos utilizados para o termo em a, obtemos

/ bv/—g0( R, R*™)d*x = / bv=9g(2R, R\ + OR, + 6w VaV,RY — 2V VR, )ég" d*x.
Do principio variacional de Hamilton 65 = 0 , portanto

1
Ry = S9mw(R+ aR? + bR, R") —a(—2RR,, + V,V,R+ V,V,R — 2g,,0R) —

b(—2R, R, — OR,, — 9w VAV, R + V*V,R,, + V*V,R,,) =
1
= 87Gjs <(9#08,,0 — §g,wVpJVpa — gw,V(a)> : (A.4)

Analogamente, variando a a¢ao com relagao ao campo escalar obtemos:

59 = / N {—%5(vu0—w0) _ 5v<0)} iz,

ou seja
dv(o)
V. (0"0)=V'(0) = T
No caso da gravitagdo massiva tridimensional com e b = —(8/3)a = —64\ = — - temos,

além da equacao acima:

1 1
R, — égWR + 640K, = 8n(Gjs (@La&,a — §gm,8p08pa — g#,,V(a)> ,

onde

1 3
Ky = 59/“/ (RPURPU B §R2) + VIV Ry + VIV Ry

— DRy — g V°V’ Ry, — 2Ry, RS
3

+ 5 @RR, =V, VR = V,V,R +2g,,0R). (A.5)



95

que sao justamente as eq.s (2.12).

Para os muros de dominio (eq.s (2.10)) com k& =0 e d = 3 temos:

o Iy = 3905, Tlj=—3¢7G,p, I5=T] =T, =T =0;
© Ry =— (64397, Ry=—30,(2+¢"), R=—(2¢+5¢);
o Ry R =57+ 500 + 200"

o V,V,R= =20 =3(pp~+ @), V,V;R=—3e9G,0(2¢0" + 3p9);
o OR = —(2¢p + 3¢° + 5o + 30*);

® RoR,)” =@+ 19"+ 93, RigR;7 = 17G,,(¢* + ¢" + £°9);

° VuvnR“n = —p — 9 %gogo + }l¢2¢;

o V, ViRl = —1evG,. (3° + 209 + 16%3);

o ORy = — (¢ + 200 + @ + 15%%);

o OR,; = —%W?ij (o + 3% + 262 + 3pp);

o VIVPR,, = — (¢ + 3@ + S0 + 3423),

onde “” denota a derivada em relagdo a variavel 7, fixando o potencial como V(o) =

const. = 2A (com 167G5 = 1), as equagdes de movimento tornam-se

U = uv,
B(1 + 8 v?) = L(u? + 4N + v2(1 + 4)\?)), (A.6)

V(1 + 4 ?%) = u? — 4A,

que s@o justamente as eq.s (2.19).

Para o caso cosmologico FRW (eq.s (4.1)) com k =0 e d = 3 temos (denotando com * *

” todas as quantidades a ele relacionadas e sabendo que agora “ - 7 representa a derivada

em t):
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b FI/ = Fnji7 Ffjt =—Ty", Fj'kl = F?tt = F:fkti = F:it =0;

e R, =R,,, Rj=-R; R =-R, R, R"=R,R",
e V\V,R"=-V,V,R, V,;V,R"=V,;V,R;

e LUR"=0UR, R,R°=-R,R,°, R,R’=R,R;

o V,V,R*, = -V, VRt  V,V,R"; =V, ,V;RF;;

e LR}, = —-UR,,, UR;;=0R;, V'V’R, =V7V’R,,;

e novamente fixando o como potencial V(o) = const. = 2A (com 167G3 = 1) as equagodes

de movimento tornam-se

U = uv,
V(1 —4\?) = u? +4A, (A7)

1
o(1 — 8 v?) = §(u2 + 0% — 4\ — 4 %),

que s@o justamente as eq.s (4.3).

E interessante notar que as eq.s (4.3) coincidem com as eq.s (2.19) com a troca formal
n—t, A— -\ A— —A

Logo, a construcao e analise das propriedades dos muros de dominio feitas no capiulo 2

podem ser facilmente “transferidas” para as solugoes cosmoldgicas FRW em consideracao.
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Apéndice B

Deslocamento para o vermelho e

parametro de desaceleracao

Agora descreveremos o fendémeno conhecido como deslocamento para o vermelho e defini-

remos o parametro de desaceleracgao.

Para a verificacao das consequéncias cosmologicas da teoria da gravitacdo massiva tridi-
mensional é necessario a construcao explicita das solu¢oes das equagoes de movimento

nao estacionérias do tipo Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
dss® = —dt* + e#(da* + dy?), o= o(t). (B.1)

Como ja foi dito anteriormente, a principal caracteristica dessas solucoes é seu o carater
nao estacionéario (¢ = ¢(t)) . A melhor forma de se obter informagoes experimentais do
fator de escala e é observando os deslocamentos na frequéncia de um feixe de luz emitido
por uma fonte distante. Tal fendmeno é chamado de “deslocamento para o vermelho/azul”,
e esta associado ao fato da variagao do fator de escala levar a uma variacao na distancia

entre quaisquer dois corpos do universo.

Considerando um observador na origem do sistema de coordenadas (poderia ser qualquer
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ponto devido & total isotropia do espago) recebendo um sinal luminoso radial, entao:

ds* =0 = —dt* + e?dr?,

to B
/ e dt =rg, (B.2)
ta

onde tg é o instante em que o feixe foi emitido na galaxia localizada no ponto rg, que nao
varia com o tempo, e ty é o instante em que o feixe serd observado na origem. Entao se
um feixe de luz for enviado da mesma galdxia no instante tg + dtg ele sera observado na

origem no instante ty + dtq:

to+dto .
/ e? dt =rg, (B.3)
t

c+ota

subtraindo (B.3) de (B.2) temos que:

to+to to Ly to+dto tctitc Y
( —/)e?dt—(/ —/ >e2dt—0,
tg+dta ta to tg

se 0t for o perfodo de oscilagao da onda eletromagnética (= 10™'*seg), provavelmente dt
também sera dessa ordem de grandeza e podemos supor p(t + dtg) = ¢(t) e o(t + dtg) ~

©(t) concluindo que:

—¢(tg) —»(tg) —o(t)

dtpe ™2 = tge 2 ou we 2 = const., (B.4)

onde w é a frequéncia da onda. Denominando wg a frequéncia do feixe enviado e wy a

frequéncia recebida, de (B.4) temos que:

etg)—¢(tg)

wo(ty) =e wal(ta)- (B.5)

Para um universo em expansao p(t + Atg) > ¢(t) , wo < wg , i.e. a frequéncia observada
é menor que a original (por isso dizemos que ela é deslocada para o vermelho), para um

universo em contragao wy > wq, dizemos que ocorre um deslocamento para o azul. Na
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cosmologia, usualmente, usa-se o desvio relativo do comprimento de onda do feixe de luz

Ao — A o
OAG R (B.6)

z

para descrever o deslocamento para o vermelho/azul. Deve ficar claro que tal desvio,
de natureza cosmoldgica, nao deve ser encarado como um efeito Doppler, oriundo da
velocidade relativa entre fonte e observador, e sim um resultado da expansao/contracao do
espago. Esta observagao ¢ importante, pois na relatividade geral o conceito de velocidade
relativa so se aplica em torno de vizinhancas, ja que velocidade relativa, necessariamente,
exige uma soma de vetores em um mesmo ponto, sendo os vetores afastados serd necessario
um transporte paralelo tomado por um caminho arbitrario, tornando o conceito sem

sentido.

A distancia percorrida pelo feixe de luz (Al) da galaxia G até ndés é At, uma informagao
que nao temos. Necessitamos de uma quantidade observavel independente de distancias
e velocidades relativas. A solugao para esse quebra-cabecas é a dita “distancia” luminosa

(na verdade é uma segao de choque para feixes) definida como:

Dl = — (B.7)

onde L é a luminosidade absoluta da fonte (“poténcia” (energia/area)) e F é o fluxo medido
pelo observador (“vetor de Poyting” (poténcia/area)). Essa definigao vem do fato de que
para um espago-tempo tridimensional “chato”, com uma fonte a distancia Dy, a razao
fluxo /luminosidade é apenas o inverso do comprimento do circulo centrado em torno da

fonte.

A generalizagao da idéia para espacos curvos é imediata, basta uma analise dimensional

e a ajuda de (B.4):

energia,(frequéncia) energia,(frequéncia)

Fl = _ p(ta)—ep(to)
[Fo) [tempoy|[ areag] ‘ [tempo,|[area]
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onde

areag = 2mAl = ZW(RG%),

to 0
R = / e 2 dt,
tg

e a luminosidade L ¢ [energia/tempg]. Fazendo (1 + z)72 = e#(ta)=#{t0)  gbtemos:

com

Dy =(1+2)*(Re?). (B.8)

A distancia de luminosidade é algo que temos a esperanca de medir, pois existem fontes
astrofisicas cujas luminosidades absolutas sdo conhecidas (“velas padroes”). Mas R nao é
um observavel, entao ele deve ser eliminado da equagao. Para z << 1, necessariamente,
to —te << 1 (R também nado pode ser muito grande), tornando a tarefa de eliminar
R algo nao muito complicado, na verdade escreveremos R em termos de z. Comecemos

expandindo o fator de escala em uma série de poténcias em torno do ponto ¢t = ¢,

P(t) »(tg)

ez =e 2 (1 + Ho(t —to) — %qug(t —t0)? + O((t — t0)3)) : (B.9)

sendo H = ¢/2, Ho = H(to) e

7] ) p(t

)= Quc T e (gw + 1> , (B.10)
2 ¥

que é o famoso parametro de desaceleragao do universo, ou seja, para ¢ > 0 temos um

universo em desaceleragao, para ¢ < 0 um universo em aceleracao e para ¢ = 0 um

@(t)

universo estatico. Repare que quando a aceleragao do fator de escala (Jye 2 ) é negativa,

q ¢ positivo e vice-versa.

Voltando a idéia original de escrever R como fungao de z, o proximo passo é expandir z

em série de poténcias, através de (B.7) com t = g

(po—ra

P R Ho(t —ta) + (1 + %) Hy(t —te)” + O((t — ta)?),
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invertendo

(to — tg) = HLO (z - (1 + %2) 22+ O(z3)> : (B.11)

Com esses resultados estamos prontos para expandir R em série de poténcias de (t—ts)(2),

resultando em R(z). R é dado pela integral:

to ot to —oltg
R:/ ea“dt:/ e ><H0(t0—t)+ (1+@) Hg(to—t)2+0(((t0—t)3>) dt,
ta ta 2

—¢(tg)

H
R=¢ 2 ((tO —tg) + 70(t0 —tg)? +O((ty — t)3)> . (B.12)
Substituindo (B.11) na equag@o acima temos R como fungao de z.

1

D= —
! M,

(z + %(3 —q)2* + 0(23)) :

que é o resultado desejado, essa equagao é conhecida como Lei de Hubble (tridimensional).
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Apéndice C

Funcoes especiais

Aqui mostraremos algumas defini¢Ges, propriedades e representacoes das funcoes especiais

que aparecem no texto.

C.1 Funcao Gamma

A func¢ao Gamma é definida como:

n!
r =l = N; C; 0,—-1,—2,... . C.1
G =l ey e "EN 2eG 2A0 712 (©1)

Substituindo z por z + 1 nessa defini¢ao obtemos

[(z+1) =2I'(2), (C.2)

que é a relagao de recorréncia. Em particular quando z = n € N temos

Fn+1)=n! . (C.3)
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Uma segunda definigao da fungao Gamma ¢é sua representacao integral:
I(z) = / gt Re(z) > 0, (C.4)
0

onde a restrigao sobre z é necessaria para evitar a divergéncia da integral. As defini¢oes

(C.1) e (C.4) sdo equivalentes, para mostrar isso consideremos a fungao

n t n
F(z,n) = / (1 - ﬁ) t=~ldt, Re(z) >0, neN, (C.5)
0
como
: AN
lim (1——) =e (C.6)
n—oo n
entao

lim F(z,n) = F(z,00) = /000 e 7 ldt = T(2). (C.7)

n—oo

Por outro lado, fazendo u = £ em (C.5) temos
1
F(z,n) = nz/ (1 —w)"u**du, (C.8)
0

realizando sucessivas integracoes por partes obtemos

tomando o limite

lim F(z,n) = F(z,00) =I'(2), (C.10)

n—oo

comparando (C.10) e (C.7) concluimos a prova.
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C.2 Funcao Beta

A funcao Beta é definida como:

[(a)l'(b)

B(a,b) = m;

Re(a), Re(b) > 0. (C.11)
Uma forma alternativa pode ser obtida através da forma integral de I'(2):

['(a)T(b) = ( /0 b e_zx“_ldx> ( /0 N e—yyb—ldy) : (C.12)

fazendo x = u?, y = v?, dv = 2udu e dy = 2vdv temos
[(a)T(b) = 4/ / e (W) 201 251 gy gy, (C.13)
o Jo

fazendo u = rcosf, v = rsinf e dudv = rdrdf obtemos

Jus

P(@)D(b) = 20(a + b) / * (cos 0% (sin 6)?~dp, (C.14)
0
portanto:
T'(a)T(b 2
B(a,b) = % = 2/02 (cos 0)*~ ! (sin 0)**~1d6. (C.15)
De outra forma, substituindo a por @ + 1, b por b + 1 e fazendo t = cos?d, dt =

—2cos @ sin #df, obtemos
1
Bla+1,b+1) = / (1 — t)bdt. (C.16)
0
A funcao Beta incompleta é definida como:
B,(a,b) = / 11—t dt; 0<x<1, a>0, b>0, (C.17)
0

quando x = 1 obtemos a fungao Beta.
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C.3 Funcao Hipergeométrica

A funcao Hipergeométrica é definida como sendo uma das solugoes da equagao diferencial

de segunda ordem:
(1l —2)y" () + [c — (a+ b+ 1)z]y' (x) — aby(z) = 0, (C.18)

que é singular em = = 0,1 e oo, e “ ' "denota a derivada em relacdo a x. A funcao

Hipergeométrica é obtida através do método de Frobenius para || <1lec—a—0b> 0:
= ianxk”, EeR, ag#0, (C.19)
substituindo em (C.18) obtemos uma restri¢ao sobre os possiveis valores de k
k(k—14¢) =0, (C.20)

ou seja, k =0 ou k =1 — ¢, fornecendo duas distintas relagoes de recorréncia:

e Caso k =0.

A recorréncia é:

b)an, neN, c¢#0,-1,-2,... (C.21)

nos dando

ab ala+1)b(b+ 1) x*

y(ac)zl#—?x—l— et ) 5t (C.22)

ou seja, se a e b € N*, temos

> Fa+n)'(b+n)x
et n) )F =, F1(a, b; c; ), (C.23)

y()

n=0

que é a funcao Hipergeométrica propriamente dita. Repare que se a ou b = 0 —



66

=1 (solucao trivial), ese a ou b = —n, n € N*, a série trunca em um polindmio
b ) )

de grau n.

e Caso k=1—c.

A recorréncia é:

m+a+1—c)n+b+1—c)
(2—=c+n)(1+n)

A1 = Qn, 0%2737"' )

nos dando

y(x) =2 %Fa+1—cb+1—c¢2—cn).

A representacao integral da funcao Hipergeométrica é:

Re(c) > Re(b) >0, |z| < 1.

2Fi(a,bycz) =

Seus assintoticos sao:

o |2 — oo
oz 1
JFi(abie ) ot LEe—a=b) T@Matb=c), o0y

I'(c—a)l'(c—0) ['(a)T'(b)
Sua relagao com a funcao Beta incompleta é:

B.(a,b) = / t N1 =)t = a e Fy(a, 1 — ba+ 15 2).
0

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)
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Utilizando a eq. (C.29), nos vamos calcular as integrais abaixo:

? dx 1 (7 d(tanh®bz) 1
yz) = /0 (cosh bx)d/2 %/0 tanh bz (cosh bx)%/2-2 (C-30)

il p
= W / d(tanh? bx) (tanh? bx)~Y/2(1 — tanh? ba)?/4~1
0 N——

1
[tanh bz |

com a troca X = tanh? bz

sinal z tanh? bz - -
y(Z) _ ( % )/ dXX1/2 1(1 _X)5/4 1
0

N J/

:Btanh2 bz(1/2’6/4)

Para b = B2, /Ifj_"’\’ §= —QGJBWfl e z =1 — 1o obtemos a eq. (3.10).

Da mesma forma

() = /Z dx B L 1 0d< 1 )coshgb:p 1 B ;
e o (sinhbx)o/2 77 . \cosh?bz/ sinhbz (sinhbx)’/? cons

1 /0 d( 1 > ( 1 >3/2 1 ,
YA — cons
2b /., cosh? bx/ \cosh? bz (cosh2 b — 1)1/2+0/4

_ ’ d( ! > ( ! )5/4_1 (1 R >1/2_5/4_1 —const  (C.32)

2b . cosh? bz/ \cosh? bz cosh? bz
1
com a troca X = —
1 /1
y(z) = %/ dX X411 — X)L const
cos}}2 bz
1 1
— / dXX§/471(1 . X)1/275/471 _% /cosh2 bz dXX5/471(1 B X)1/276/471 _ const
0 0
:c:;nst
1 T E 5/4—1 1/2—6/4—1
= —= AX X011 — X)) (C.33)
20 Jo
B 1 (6/41/2-56/4)
cosh# bz
2 1

1
- St (6/4,1/2+ 8/4 1+ 8/4; m) 1/2+6/4# —n, neN.
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Para b= B2, /-2 6 = 2% ¢ » = 5 — g obtemos a eq. (3.12).

Im?| B?

Através da formula assintotica da funcao hipergeométrica, i.e. da eq. (C.28), obtemos as

egs. (3.11) e (3.13).
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