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Resumo

Modelos de energia escura tornaram-se bastante estudados nos tltimos anos. No ini-
cio desse século surgiram propostas para descrever o Universo por meio de um fluido cuja
equagao de estado rompia com o paradigma imposto pela cosmologia padrao. Fluidos
dessa natureza necessitam violar algumas condi¢oes de energia e possuem um comporta-
mento bastante peculiar, sendo por este motivo denominados "fantasmas". Este trabalho
investiga a formacao de estruturas por meio do estudo de perturbacoes cosmologicas num
Universo cujo cenério é o da cosmologia fantasma. Sao propostos dois modelos, o primeiro
deles resolvendo as equacgoes perturbadas para modos escalares, utilizando um fluido em
representacao hidrodinamica e de campos e prosseguindo com a analise do comportamento
assintotico. O segundo modelo é uma composicao de dois fluidos, sendo um componente
de matéria sem pressao e o outro com pressao negativa, representado por um campo esca-
lar auto-interagente. A solugao neste caso foi obtida via calculo numérico. Os resultados
foram confrontados com os dados observacionais que mostraram que modelos fantasmas

dessa natureza sao perfeitamente possiveis e abrem uma nova janela de pesquisas.
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Abstract

Dark energy models have became extensively studied in recent years. Earlier proposals
have emerged this century to describe the Universe by means of a fluid whose equation of
state was breaking with the paradigm imposed by the standard cosmology. Fluid of this
kind require to violate some energy conditions and have a very peculiar behavior, deno-
minated for this reason "phantom fluid". This work investigates the structures formation
through the study of cosmological perturbations in Universe which scenario is the phan-
tom cosmology. They have proposed two models, the first them by solving the perturbed
equations for scalar modes, using a hydrodynamic and fields representation for the fluid
and then making the asymptotic behavior analysis. The second model is a composite
of two fluids, one component of pressureless matter and another with negative pressure,
represented by a self-interacting scalar field . In this case, the solution was obtained by
numerical calculation. Results were confronted with the observational data and it showed

models phantom of this nature are quite possible and its open a new window of research.
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Notacao e Abreviacoes

Durante todo o trabalho, as seguintes notagoes e abreviacoes sao utilizadas:

A assinatura da métrica é dada por (4, —, —, —)

e Caso nao seja mencionado o um sistema utilizado aqui é o de unidades naturais

onde ¢ = 1.

e Indices gregos variam de 0 a 3 e latinos de 1 a 3 e quando repetidos obedecem a

convencao de Einstein.
e Derivada parcial é representada por X , = 5=

e Derivada covariante é dada por X}, = X + Iy X

e SN Ia — Supernovas tipo la

e RG — Relatividade Geral

e RCF — Radiacao Césmica de Fundo
e CDM — Cold Dark Matter

e MEF — Matéria Escura Fria

e HDM — Hot Dark Matter

e MEQ — Matéria Escura Quente

e ME — Matéria Escura

e FE — Energia Escura

o WIMP — Weakly Interacting Massive Particles
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FLRW — Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker

HST — Hubble Space Telescope

WMAP — Wilkinson Microwave Anisotropy Probe

2dFGRS — Two degree Field Galazy Redshift Survey

SDSS — Sloan Digital Sky Survey

COBE — Cosmic Background Ezplorer

MOND — Modified Newtonian Dynamics

Ga — Giga anos

Mpsc — Megaparsec

Expressoes ou denominagoes em outro idioma serao escritas em italico



Introducao

A cosmologia moderna teve seu inicio com o advento da teoria da relatividade geral
proposta por Albert Einstein em 1915 [1]. Desde entdo, varios trabalhos sugerindo os
mais diversos modelos cosmolégicos surgiram no meio académico. O modelo proposto por
Einstein em 1917 [2| era uma solugdo para suas equagoes do campo gravitacional. Ele
enfrentou dificuldades para encontrar um resultado que fosse compativel com sua ideia de
que o Universo seria estatico, uma vez que a matéria, sob o efeito da gravitacao, faria com
que o Universo sofresse um colapso sobre si mesmo. Deste modo, para compensar o efeito
atrativo inerente a gravidade, Einstein acrescentou um termo constante em suas equagoes
de campo que faria o papel de uma for¢a em contraposi¢ao ao efeito gravitacional. De
maneira genial ele conseguiu obter o modelo que desejava.

Em 1929, o astronomo Edwin Powell Hubble, com a utilizacao de um telescopio que
possibilitava visualizar estrelas de forma individual, observara que as linhas espectrais
das galaxias sofriam um deslocamento para o vermelho. Ao medir as distancias entre as
galaxias ele percebera que a velocidade de afastamento era proporcional a sua distancia,
ou seja, quanto mais distante a galaxia se encontrasse, maior a velocidade com a qual
se afastaria. Isto mostrava, portanto, que o Universo, diferente do que se imaginava,
encontrava-se em processo de expansao, o que fez com que Einstein renegasse a constante
cosmologica declarando que aquele teria sido o pior erro de sua vida.

Em 1998, uma vez mais, a cosmologia adentrava nova fase com um avanco significativo
através de dados observacionais advindos de supernovas do tipo la em altos redshi fts. Os
dois maiores programas da época, o Supernova Cosmology Project e o High-z Supernova
Search, de maneira independente, e usando as SN Ia como velas-padrao, chegaram a uma

mesma conclusao. Ambos observaram, de fato, que as SN Ia eram menos brilhantes do



que previam os modelos de Universos nao-acelerados. Este era um forte indicio de que a
cosmologia deveria reaver os modelos para os quais o Universo estivesse expandindo de
forma acelerada.

A indica¢ao de um Universo com este cenario implicava nova descrigao para seu con-
tetdo material. Muitos pesquisadores recuperaram a constante cosmologica de Einstein,
no intuito de produzir circunstancias favoraveis a expansao. Esta nova componente, de-
nominada energia escura, seria responsével por fazer o Universo acelerar e representaria
uma enorme quantidade na fracao da densidade de energia césmica. Modelos contendo
este fluido exdtico se tornaram crescentes por estarem em acordo, em muitos sentidos,
com os dados observacionais. Em geral, denominados de modelos de energia escura, bus-
cam descrever o Universo utilizando um fluido com pressao negativa que seria responsavel
pelo efeito da expansao. Tais modelos podem ser associados ao valor do parametro da
equagao de estado, de maneira que o limite esta nas condicoes de energia que determinado
fluido devera ou nao obedecer. Modelos de quintesséncia, por exemplo, admitem valores
para —1 < «, mantendo a validade da condi¢ao de energia nula. Estas condigoes serao
discutidas adiante.

Naturalmente, dada a grande quantidade de modelos de Universo cujo fluido obedega
uma equacao barotropica de estado com « > —1, parece interessante investigar o com-
portamento de um fluido com pressao mais negativa, ou seja, tal que o < —1. Modelos
cosmologicos com esta caracteristica sao denominados Fantasmas e adquirem um com-
portamento bastante interessante. Nos dltimos anos, muitos modelos tedricos admitindo
um cenario fantasma tém sido propostos e os dados observacionais mais recentes parecem
admitir essa possibilidade.

Uma analise simples desses modelos, para o comportamento da base, mostra que,
com o passar do tempo, a densidade cresce & medida em que o fator de escala também
aumenta, em contraposi¢ao ao que propoem os modelos tradicionais. Nesse caso, quando
a densidade cresce para um valor infinito, num tempo finito, surge uma singularidade
denominada de Big Rip, grande rasgo em portugués. Este desfecho faz com que o modelo

seja fortemente criticado. Entretanto, analises do comportamento de perturbagoes da



matéria indicam a possibilidade de se contornar a ameaca do Big Rip, uma vez que
devera ocorrer também a quebra da homogeneidade e isotropia. Se nos proximos anos os
dados observacionais apontarem para um favorecimento de uma pressao muito negativa,
modelos como os que estao sendo propostos aqui necessitarao de maiores investigagoes e
certamente serao mais aceitos que atualmente.

Seguindo esse contexto, o presente trabalho propoe analisar o processo de formagcao
de estruturas em modelos fantasmas e verificar seu comportamento em comparagao com
os dados observacionais.

O primeiro capitulo faz um breve tratamento da cosmologia moderna e apresenta as
equagoes que sao mais fundamentais para o entendimento do trabalho, enquanto o capitulo
seguinte trata da matéria e energia escuras e aborda o cenario fantasma como base para
os modelos descritos nos capitulo 4 e 5.

O terceiro capitulo trata da teoria de perturbacao cosmologica, que sera ferramenta
bésica na confec¢ao dos dois capitulos seguintes.

O capitulo quatro descreve o modelo de um fluido e discute os resultados obtidos. Parte
deste capitulo refere-se a trabalhos anteriores, de outros autores, onde sao considerados
casos sem curvatura. A outra parte trata de investigacao original, onde foram estendidas
as analises para qualquer curvatura. Representando, portanto, ideia original, tornou-se
um trabalho que foi submetido e publicado.

O quinto capitulo investiga um modelo contendo dois fluidos e faz a comparagao com
os dados observacionais. Os gréaficos sao apresentados e o resultado ¢ discutido logo a
seguir.

Para finalizar, o ultimo capitulo é uma conclusao global do trabalho, apresentando

argumentos para os quais modelos fantasmas sao apreciaveis.



Capitulo 1

Elementos da Cosmologia Moderna

1.1 Introducao

A cosmologia tem como papel principal descrever a estrutura dindmica do Universo
como um todo, confrontando as predigoes de modelos teéricos com os dados observacionais
obtidos de projetos como o WMAP, SDSS, COBE, etc e programas como o 2dFGRS [3-9].
Atualmente, a cosmologia tedrica vem sendo confrontada com evidéncias observacionais
com alto grau de confiabilidade, tornando os modelos de cunho teérico mais avaliados
mediante a robustez de grandes projetos da cosmologia observacional que se agiganta a
cada dia.

Para grandes escalas, como é o caso, a for¢a gravitacional é predominante e exige,
portanto, que a cosmologia seja sustentada por uma teoria fundamental da gravitacao. A
primeira proposta de se descrever os fendmenos gravitacionais com artificios matematicos
bem fundamentados partiu de Isaac Newton. Sua teoria proporcionou o desenvolvimento
da cosmologia conhecida como "Newtoniana". Entretanto, com o progresso cientifico e as
novas observagoes cosmologicas, diversos problemas, que nao possuiam solucao dentro da
cosmologia newtoniana, foram surgindo.

Um dos grandes problemas atacados por Einstein devia-se ao fato de que na visao

newtoniana era permitido que uma informacao se propagasse com velocidade infinita,



de modo que as interagoes seriam percebidas instantaneamente. Depois de propor a
"Teoria da Relatividade Especial", que reformulou a mecénica newtoniana, por exemplo,
admitindo uma velocidade limite para a natureza, a da luz, foi a vez de formular a
"Teoria da Relatividade Geral" [10-12], que fornecia nova estrutura fisica e matematica
na compreensao do Universo. Muitos dos modelos cosmologicos sao obtidos resolvendo-se
as equacoes desta teoria que permite descrever o comportamento do campo gravitacional.

A grande genialidade da relatividade geral esta na proposicao de que a distribui¢ao de
matéria determina a geometria do espago-tempo, portanto, sua curvatura.

Este capitulo apresenta os principais elementos da cosmologia que se fundamenta na
teoria da relatividade geral e os argumentos baseados no processo de formagao de estru-

turas, assunto deste trabalho.

1.2 Para Além da Teoria Newtoniana

De acordo com a teoria newtoniana, a gravitacao ¢ uma forca que age instantaneamente
a distancia. Combinando a expressao que descreve a forca entre duas massas e a segunda
lei de Newton, obtém-se que a aceleragao ¢ independente da massa do corpo analisado.
Isto s6 ¢ verdade porque as massas inercial e gravitacional sao idénticas, mesmo que o
significado fisico de uma e da outra seja completamente diferente. Esta relacao é conhecida
por "Principio de Equivaléncia". Mais que simplesmente propor a identidade das massas,
isto é um fato, pois pode-se verificar experimentalmente que todos os corpos percebem a
mesma aceleragao quando estao sujeitos a gravidade.

A cosmologia newtoniana é descrita por um sistema de equagoes, admitindo que um

fluido de densidade p seja o contetido material do Universo. Desse modo,

ap L
E—FV.(p’U)—O,

o0 . Up
E—I—U.V’U— 7 VQb,

V¢ = 47G p



representam, respectivamente, as equacoes da continuidade, de Fuler e de Poisson. Nesse
contexto, ¥ é o campo de velocidade do fluido, p a pressao e ¢ representa o potencial
gravitacional.

Apesar da teoria newtoniana ter sido bem aceita durante muito tempo, duas ques-
toes incovenientes fizeram com que sua revisao fosse inevitéavel. Além do problema da
velocidade de propagacao infinita, discutida anteriormente, a teoria nao tratava a ques-
tao da equivaléncia entre as massas inercial e gravitacional. Estas questoes fizeram com
que Einstein propusesse uma nova descricao para a gravitagao, que passou a ser vista
nao mais como uma forga, mas como a estrutura 4-dimensional do espago-tempo. Deste
modo, todos os corpos sujeitos a uma mesma geometria espago-temporal se deslocam da

mesma maneira, garantindo assim, de forma explicita, o principio de equivaléncia.

1.2.1 Ferramental Matematico da Relatividade Geral

A relatividade geral (RG), sendo uma teoria tensorial e covariante, necessita de elemen-
tos matematicos baseados em tensores e suas propriedades. De forma bastante sucinta,
pode-se introduzir alguns elementos importantes para a teoria. O primeiro elemento que

deve ser definido, representado em termos da métrical, é conhecido como "simbolo de

Christoffel":

o 1 (e
L = 59 K <8ug'w + OvGyu — avgw) . (1.1)

Em seguida, o "tensor de Riemann"

a o a B8 o _ 1B o
R, =01, — o, + 1,15, -1 I, , (1.2)
que caracteriza a curvatura de uma dada variedade, esté relacionado a nao-comutatividade
das derivadas covariantes:

Ve, -V, =RV, (1.3)

SV Yy

1A descrigdo geométrica do espago-tempo ¢ dada pela quantidade denominada "métrica", g,., que
pode ser definida como a quantidade fundamental utilizada para representar o elemento de linha, ds2,
que serve para medir um intervalo espago-temporal. Questoes relacionadas & métrica serao discutidas
mais adiante.



onde a derivada covariante é representada pelo ponto-e-virgula.
Do tensor de Riemann, pela contracao de dois indices, obtém-se o tensor de Ricci,

Ry, = 0.1, — 9,T%, + T, I, — 9,17 (1.4)

pr= af uB= av

a partir do qual é possivel construir o escalar de curvatura (ou escalar de Ricci):

R=g¢"R,, . (1.5)

1.2.2 As Equagoes de Campo da Relatividade Geral

A dindmica de um sistema é descrita por equagoes que governam seu movimento. Se
o sistema ¢ o Universo em expansao, as equagoes que descrevem sua dinamica sao as
equacoes do campo gravitacional de Einstein. Ha duas maneiras® de se chegar nessas
equagoes: (1) por meio de argumentagao fisica, utilizando como recurso a analogia com a
teoria da gravitagdo newtoniana e (2) com elegincia matematica, baseando-se em técnicas
envolvendo operagoes tensoriais e no principio variacional, como sera feito aqui.

As equagoes do campo gravitacional sao obtidas por meio da agao,

A (R+2A) v—gd'a+ / Loaiy/=g d'z (1.6)

T 2%k

na qual R é o escalar de Ricci e a quantidade A é a constante cosmologica. A primeira
integral refere-se a geometria e a segunda diz respeito a agdo da matéria, onde L4
representa a densidade de lagrangiana da matéria.

Prosseguindo, toma-se a variacao da acao, tal que

5A:5{%/(R+2A) \/——gd4x+/£mat\/—_g d%} . (1.7)

2Existem diversas bibliografias [10-13] que tratam deste assunto.



Para facilitar o calculo, separa-se as integrais, obtendo

5A(1) = ié/R\/—g d4SL’,
5A(2) = —(5/2A\/—g d4LL’, (18)
5A(3) = 5/£mat\/—g d4:L'.

Comecando com a variacao da "agao de Einstein-Hilbert", escrita na primeira dessas

equagoes, obtém-se

§ / Ry—gd'v = / R (6/—g) d*z + / V=9 " (0R,) d*x +
+ / V=g R, (6g") d'z. (1.9)

A primeira integral pode ser reescrita observando-se que

1
5\/__ = _5\/__9 g 59;”/ )

e, portanto,

1

/R(é\/—_g) dhr = —

/R V=9 9" 69, d'z. (1.10)

Para resolver a segunda integral da equacao (1.9) s@o necessérias algumas considera-
goes que podem ser encontradas em [11,13]. A conclusao que se obtém é que esta integral

resultard em quantidade nula, ou seja,

/\/——g g" 6R,, d*z = 0. (1.11)

Isto posto, a equagao (1.9), agora simplificada, toma a forma

1
5/RV ) d4LL’ = / V—9g |iR;w - iR guy:| 59’“’ d4l’, (112)



em que o termo entre colchetes, denominado tensor de Einstein, é definido como
1
Guw =Ry — §R I - (1.13)
Desse modo, a primeira das equagoes (1.8) fica assim escrita,

1
0w = o / V=9 G,og" d'z . (1.14)

A segunda daquele conjunto de equagoes tem solucao imediata, ja que A é uma cons-

tante. Dali,

5/2A\/ —g d4x = —/A\/ —g gy,z/ 5gwj d4$ 5 (115)

e entao,

1

0Ap) = ~o% AV—g g 69" d'z (1.16)

Por fim, a ultima das integrais das equagoes (1.8), que se refere a variagao da acao da

matéria, é dada por

5/£mat\/—g d'z = —% / V=9 T,,6g" d'z | (1.17)

na qual a quantidade 7},,, denominada "tensor de energia-momento", é definida como

ro— 2 Ly

Mg g

ou ainda,

5£mat
dgrv

T/u/ = g/u/'cmat -2 (118)
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Portanto,

1
0A@ = —5/\f—g T, g™ d'z . (1.19)

O passo final é substituir as equagoes (1.14), (1.16) e (1.19) na (1.7), considerando o

principio variacional para o qual §A = 0, ficando, portanto

1

1 1
o / V=9G 09" d*z — o5 | AV=9909" d'z = o | FV=9Twog" d'z, (1.20)

ou ainda,

1 1
i | V79 G = A 09 e = o [V (T s e 21

Comparando-se o lado direito com o lado esquerdo da equacao acima e escrevendo

k = 87(, chega-se, por fim, as equacoes de Einstein,

G — Agp = 87G T, . (1.22)

1.3 Cosmologia Relativista

A Cosmologia Relativista esta alicercada sob 3 pilares bésicos [10] denominados (1)
Principio Cosmolégico, (2) Postulado de Weyl e (3) Relatividade Geral. A seguir se-
rao abordadas as duas primeiras questoes e, na segao seguinte, a relatividade geral sera
discutida a luz da cosmologia.

O Principio Cosmolégico

Em geral, os modelos cosmologicos apresentam como base fundamental o denominado
Principio Cosmologico, que pode ser enunciado da seguinte maneira:

"Para cada época, com excecao de irreqularidades locais, o Universo apresenta o mesmo
aspecto em todos os pontos.”

Equivale a dizer que nao ha diregoes de observagao privilegiadas e, portanto, o Universo

pode ser visto como homogéneo e isotropico.
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Em 2005, pesquisadores usando dados obtidos do projeto SDSS [14] mostraram que
para distancias maiores que 3.10% anos-luz, que equivale a aproximadamente 70Mpc, a
distribuicao de galaxias ¢ bastante homogénea. Isso permite que para grandes escalas
tal consideracao possa ser utilizada e que muitos modelos cosmologicos se fundamentem
nesse principio simplificador.

O Postulado de Weyl

Em 1923, o matematico Hermann Weyl levantou a questao de como uma teoria covari-
ante como a R.G. poderia ser utilizada na descri¢ao de um sistema tnico e completo como
o Universo. Ele se perguntava a respeito da possibilidade de se relacionar as propriedades
observadas localmente com os efeitos a distancia que se deseja estudar. A resposta poderia
estar na observagao de teorias véilidas em nossa vizinhancga, tomando-as como base para
tentativa de se compreender o distante.

Weyl propos a introdugao de um substratum, ou fluido, que permearia o espago tal que
as galaxias se movessem como as particulas fundamentais se movimentam num fluido. A
esséncia do postulado de Weyl esta no fato desse substratum poder ser considerado como
um fluido perfeito, que relaciona densidade de matéria p(z*) e pressao p(z*), medidas a
partir de um referencial comével, ou seja, um referencial em repouso em relacao ao fluido.
A relagao entre p e p é estabelecida por meio de uma equagao de estado e caracteriza,

juntamente com a quadrivelocidade, o fluido em questao.

1.3.1 O Universo Segundo Einstein

Como foi dito na se¢ao anterior, a expressao (1.22) representa as equagoes de campo
da gravitacao. Além de elegante, esta relacao entre a geometria do espago-tempo e a
distribuigdo de matéria sugeria certa simplicidade de interpretagao. Apesar disto, esta
teoria somente foi aceita pela grande maioria dos cientistas da época depois de comprovado
o desvio sofrido pela luz devido ao campo gravitacional do Sol durante o eclipse solar de
1919. Einstein havia previsto matematicamente 1,7" de graus para o desvio da luz de
uma estrela que passava perto do sol.

Obviamente, muitos daqueles cientistas insistiam em refutar tal comprovacao, ale-
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gando que a precisao dos instrumentos daquela época estava no limite da medida. Atual-
mente, a validade da teoria nesse ambito nao é mais questionada e as medidas podem ser
feitas sem a necessidade de eclipses® e com alto grau de precisao. Outras previsoes da RG,
como o efeito das lentes gravitacionais®, fazem da teoria uma proposicao que descreve tao
bem a realidade para grandes escalas que fica dificil a contestagao.

Pouco depois de formular sua teoria da gravitagao, Einstein voltou sua atengao para a
cosmologia, aplicando suas equagoes com o intuito de descrever o Universo conforme seus
conceitos. O termo cosmologico —Ag,,,, que foi adicionado ao lado esquerdo da equacao,
relacionando-o & geometria, segundo Einstein, garantiria um Universo estatico. Dai, suas

novas equagoes assumiram a forma dada pela (1.22):

1
R, — iR G — NG = 871G T}, . (1.23)

Com isto, Einstein acreditava que as novas equagoes, nao mais admitindo o espago
plano como solucao, estariam em acordo com sua proposta de Universo estatico. Todavia,
para a surpresa de Einstein, as observacoes mostraram um Universo dindmico e o termo
cosmologico se apresentou dispensavel. Ademais, Willem de Sitter ja havia mostrado
que existia uma solucao de vicuo para as equagoes, com espago-tempo curvo, mesmo
mantendo o termo de A. De Sitter, portanto, obtivera o primeiro modelo cosmolégico [15]
para um Universo em expansao.

Posteriormente, Friedmann obteve solugoes [16,17| para um Universo em expansao
dominado por matéria e na auséncia da constante cosmologica. As contribui¢oes de Fri-
edmann e Lemaitre foram fundamentais para a obtencao do modelo cosmolégico que
seria considerado como padrao. Além do mais, com a descoberta de Hubble da relagao
distancia-redshift [18], o Modelo Cosmologico Padrao estava mais perto de ser formulado.

Nesse contexto, nao havia mais razao para se utilizar a constante cosmolégica nos

modelos que descreviam a dinamica do Universo. Contudo, cientistas enxergavam nessa

3Por exemplo, medidas feitas por meio do desvio da luz de quasares, objetos que emitem grande
quantidade de radiagdo na faixa de ondas de radio, dispensam o acontecimento de eclipses.

40 efeito de lentes gravitacionais é responsével por produzir miltiplas imagens, por exemplo, de um
mesmo quasar distante, quando esse se encontra atras de uma galaxia relativamente proxima da Terra.
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constante a possibilidade de se resolver algumas questoes, como por exemplo, o problema
da idade do Universo, ou mesmo para tentar explicar o aparecimento de um pico no ntimero
de quasares com desvio para o vermelho em z = 2. Porém, ambos os casos puderam ser
explicados sem a necessidade de A [19] e uma vez mais a constante introduzida por Einstein

parecia ser dispensavel.

1.3.2 A Meétrica do Espago-tempo e o Elemento de Linha

Tensores sao objetos definidos sobre uma entidade geométrica denominada "varie-
dade". Quando essa variedade é equipada de uma quantidade chamada métrica (que
descreve o espago-tempo), como ocorre na relatividade geral, torna-se um caso particular
e passa a ser denominada "variedade riemanniana".

Uma métrica pode ser definida como um tensor covariante simétrico de grau 2, nor-
malmente representado por g,,(z). Como o préprio nome indica, esta quantidade esta
associada a medidas geométricas fundamentais, como distancia, comprimento e angulo.
O tensor métrico possui as trés propriedades necesséarias para se caracterizar um espaco

completamente, numa analise local, ou seja,

9w = Gup ~ => simetria,
g =det(g,,) #0 => determinante diferente de zero,

9"“gow = 0 => possui elemento inverso.

A quantidade ds?, denominada elemento de linha, representa uma distancia infinite-
simal entre dois pontos z* e x* + dz# e é expressa em termos da métrica por meio da

equacao

ds® = g, (z) dzda”, (1.24)

onde os indices p e v variam de 0 a 3.

Definir variedade com clareza é uma tarefa ardua e demanda mais esforco que se pretende dispensar
ao assunto. Grosso modo, pode-se dizer que uma variedade é algo que, localmente, se assemelha a um
espaco euclidiano n-dimensional R™.
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O exemplo de elemento de linha mais simples é para o caso de um espaco plano definido
sobre uma variedade 4-dimensional e dotado de uma métrica 7,,,, denominada de métrica
de Minkowski. Sendo o espago plano, existe, por defini¢ao, um sistema de coordenadas

especial que cobre toda a variedade com a métrica diagonal

N = diagonal (+1,—1,—1,-1) , (1.25)

tal que o elemento de linha associado a esse espago de Minkowski ¢ um caso particular da

equagao (1.24), ou seja,

ds® = n,,(z) da"da” . (1.26)

Como o espago-tempo é plano, pode-se usar o sistema de coordenadas especial denominado

sistema de coordenadas de Minkowski, expresso por

(z") = (2% 2", 2%, 2%) = (¢, 2, y, 2).

Portanto, o elemento de linha de Minkowski assume a forma caracteristica

ds? = dt? — dz? — dy? — d2? . (1.27)

Obtendo a Métrica de FLRW

A métrica que se deseja obter aqui descreve um Universo que seja globalmente homo-
géneo e isotropico e que evolua com o tempo. A forma geométrica mais intuitiva para
esse caso ¢ uma esfera. Como o espago-tempo é 4-dimensional, a geometria é de uma

hiperesfera cujo raio pode ser representado por um vetor contravariante X*, tal que

X? = g, (z) X'X". (1.28)

Se, ndo apenas para o vetor X* mas para todos os vetores X, tem-se X? > 0 diz-se que a
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métrica é positiva-definida e para X? < 0 é negativa-definida. Para qualquer outro
caso a métrica ¢ dita indefinida [20].

Prosseguindo, desde que o Universo seja homogéneo e isotropico, como sustentam as
observagoes, a secao espacial para cada hiper-superficie de tempo constante t deve ser
homogénea. Dai, a métrica descrita pela equagao (1.24), pode ser reescrita com o termo

que representa a contribuicao temporal isoladamente, ou seja,
ds? = dt* — g;;(v) da'da? | (1.29)

onde os indices latinos i e j referem-se & parte espacial. Esta equagao pode ser reescrita

utilizando-se uma fungao 7;; que depende apenas de (z', 22, 2%) [21], ou seja,
ds* = dt* — a®(t)y;(x) da'da? | (1.30)

onde a(t) é uma quantidade que depende apenas do tempo. A parte espacial desta equagao

pode ser representada por do?, tal que,
do? = v;5(z) da'da’ | (1.31)

sendo 7;; a métrica do 3-espago considerado homogeéneo e isotropico. Por esta caracte-
ristica, apoiando-se em um teorema da geometria diferencial, este deve ser um espago
de curvatura constante [13,21]|. Nesse caso, o tensor 3-dimensional de quarta ordem de
Riemann pode ser construido a partir da métrica, e nao de suas derivadas. Deste modo,

obtém-se

Rijr = k(ikvi — Yavik) (1.32)

onde k é uma constante. Para que o tensor de Riemann 3-dimensional da contribuig¢ao
espacial dada pela (1.31) tenha a forma (1.32), a escolha de +;; deve obedecer a métrica

expressa por
1 -2
do? = |1+ 1/f(g:% + a3+ ;)| (dai + daj + dzj) (1.33)
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A representacao para o elemento de linha, fica, portanto:

a?(t)(da?f + da3 + da3)

ds? = dt* — 5
[1 + 1k (23 + 23 +x§)]

(1.34)

Para o caso de coordenadas esféricas, tal que z; = r senf cos¢p, ro = r senf sen¢ e

xr3 = r cosf, a equagao acima torna-se

dr?

2 _ 2 2

+ 7%(d6* + sen®d d¢2)] , (1.35)

onde
) r3 + 23+ 23

T = .
(14 2k(22 + 2% + 23)]°

A equagao (1.35) é conhecida como métrica de FLRW e a constante k é o pardmetro de
curvatura, podendo assumir os valores 1 (caso da esfera), 0 (segao euclidiana - caso plano)
e —1 (pseudo-esfera). A quantidade a(t) é denominada fator de escala e esta relacionada
a evolucdo do Universo. Escrever a métrica em termos de a(t) significa trabalhar num
referencial que evolui com o Universo, ou seja, um sistema de referéncia que esta em
repouso em relacao ao fluido utilizado na descricao de sua dindmica. Este referencial é

denominado comovel.

1.4 A Lei de Hubble e o Universo em Expansao

Dezessete anos antes que Hubble obtivesse resultados convincentes de que o universo
estaria expandindo, o astréonomo Vesto Slipher® ja havia observado uma nebulosa em
espiral que apresentava um desvio espectral. Ele conseguiu calcular a velocidade com que
Androémeda se aproximava do Sol e, em 1917, obteve as velocidades de outras galéxias,
mostrando, inclusive, que a maior parte delas estaria se afastando.

Somente em 1929, por meio de um telescopio inaugurado naquela data, Edwin Hub-

ble observou que o desvio das linhas espectrais das galaxias, afastadas o suficiente para

6Slipher usou o efeito Doppler 6ptico para fontes luminosas em movimento para medir a velocidade
de aproximagao ou de afastamento das galaxias.
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que se pudesse desprezar irregularidades locais, ocorriam na direcao do vermelho. Esse
fato permitiu concluir que as galaxias estariam se afastando entre si bem como da Via
Lactea. Utilizando dados observacionais de 24 galdxias que apresentavam um desvio para
o vermelho de aproximadamente 0,003 [32] e a analise dos dados obtidos por Slipher, foi
possivel estabelecer uma relagao entre a distancia r e a velocidade radial v para nebulosas

extra-galacticas [18]|. A expressdo matematica

v=H(t)r (1.36)

expressa esta rela¢ao, na qual H(t), que sera definido posteriormente, ¢ um dos paradmetros
fundamentais da cosmologia, pois esta relacionado a idade do Universo, e ¢ denominado
parametro de Hubble’.

A equagao (1.36) pode ser obtida, considerando o principio cosmologico, por meio da

disténcia fisica propria r(t), tal que

r(t) = ro a(t) (1.37)

onde ry representa um valor constante para um par de galdxias, num sistema de coorde-

nadas comoéveis. Tomando a derivada da equagao acima com relagao ao tempo obtém-se

dr(t)  dalt)
a0

=To a(t)

=uv(t) erg= %, pela propria equagao (1.37),

H = O (1.38)

"Em geral usa-se Hy quando se deseja representar o parametro de Hubble para os dias atuais, passando
a denominé-lo constante de Hubble.
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obtém-se a equacao que relaciona distancia e velocidade dada pela (1.36).

1.5 Equacoes da Dinamica na Cosmologia de FLRW

Como observado em segoes anteriores, a dindmica do Universo ¢ descrita pelas equagoes
de campo de Einstein. Em geral, nao é uma tarefa simples obter solugoes para estas
equagoes que sao nao-lineares. Entretanto, pode-se obter solugoes simples quando se
considera algumas simetrias, como é o caso, por exemplo, da métrica de FLRW, dada
pela (1.35).

Representando o tensor de Einstein dado pela (1.13) na forma de um tensor misto, as

equagoes de campo podem ser reescritas como segue:

v

Gt =R\ — %Ré;j — 87G T, (1.39)

Em seguida, calculando o tensor e o escalar de Ricci dados pelas relagdes (1.4) e (1.5), tal

que,

; a  2a*  2k\

R:—6<é+d2+ k) (1.42)

a a?  a?

obtém-se a contribui¢ao devida a geometria das equagoes que descrevem a dindmica do

Universo, para a métrica de FLRW, ou seja,

22
0 (a4 k
;20 a® kg
Gi=(T+5+5)0 (1.44)

Para calcular a contribuicao devida & matéria é necesséario ditar seu comportamento.
Pelas consideracoes de homogeneidade e isotropia o tensor 7* deverd assumir uma forma

diagonal, que pode ser escrita de maneira conveniente, no referencial de repouso do fluido,
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como T = Diag(p, —p, —p, —p). Esta forma representa um fluido ideal® de pressdo p e
densidade p, tal que o tensor de energia-momento ¢é escrito, em termos da quadrivelocidade
do fluido, como

T = (p+ p)u'u, —pdl . (1.45)

Deste modo, a relagao (1.39) fornece duas equagoes independentes, uma referente a

componente temporal e outra para as quantidades espaciais. Portanto,

a>  k 8nG
Al 1.46
24 a?

conhecidas como equagoes de Friedmann, quando combinadas com a equagao de estado do
fluido, determinam completamente o fator de escala, a densidade de energia e a pressao.
Combinando estas duas equagoes, obtém-se a importante relagao para a quantidade

d/a, que pode ser interpretada como a aceleragao do Universo, ou seja,

a 4G
Z__2+ ) 1.4
a 3 (p+3p) (1.48)

Observa-se que, se a matéria obedece a condi¢ao (p + 3p) > 0 implica d < 0, ou seja, um
periodo de desaceleracao. Porém, para que se tenha um Universo acelerado hoje, como
os dados observacionais indicam, necessariamente a > 0, e imediatamente deve-se impor
que (p + 3p) < 0. Significa dizer que, neste cenario, mantendo a RG como uma teoria
intocavel, a tinica forma de se obter um Universo em expansao acelerada ¢ considerar um
fluido cuja equagao de estado obedega a condigao p/p < —1/3. Esta questao sera melhor

discutida no capitulo seguinte.

8Para caracterizar completamente este fluido é necesséario conhecer a equagio de estado p = p(p) que
relaciona a densidade e a pressao.
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1.6 Os Parametros Cosmolbgicos

A quantidade e a composi¢ao de matéria/energia no Universo sdo fundamentais para
compreender sua dindmica. Deste modo, os modelos cosmologicos dependem das quanti-
dades denominadas "parametros cosmologicos", que caracterizam a dindmica e curvatura
do Universo. Provavelmente, o mais conhecido dentre eles é o parametro de Hubble,
H(t), definido na equagao (1.38). Esta quantidade estd relacionada com a velocidade
da expansao em termos do fator de escala e é por meio dela que se estima a idade do
Universo.

Quando se deseja referir ao valor desse parametro hoje, convencionalmente, reescreve-
se a equagao acima utilizando o indice 0 e trocando o fator de escala a(t) por a(ty) = ap®.
Portanto, a relagao serd Hy = ag/ag. Os pesquisadores muitas vezes preferem escrever
o parametro H em termos da quantidade h, o parametro de Hubble adimensional, e em

unidades de 100 km s~ '*Mpc™'. Dai,
Hy = h 100 km s 'Mpc™". (1.49)

Conforme dados obtidos do WMAP nos tltimos cinco anos [41] e de pesquisas da radia¢ao
cosmica de fundo (RCF), a medida atual de h indica um valor [24] de 0.719, assumindo,
em geral, valores compreendidos no intervalo de 0.60 a 0.75. Das observagoes do projeto
HST [43], o parametro h esta compreendido entre 0.64 e 0.80.

A densidade critica, p., representando o valor limitrofe entre um Universo em expansao
e um Universo em contragao, ¢ outra das quantidades consideradas fundamentais para a
cosmologia. Pode ser expressa em termos da constante de Hubble, tomando k£ = 0 na
equagao (1.46). Definida num tempo ¢ qualquer como

3H(t)?
SrG

Pe(t) (1.50)

tem sua representacao para o tempo presente, p.y, apenas escrevendo Hy ao invés de

9Com uma escolha de escala adequada pode-se escrever o fator de escala atual como sendo a unidade,
ou seja, ag = 1.
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H(t). A determinagao de seu valor é muito util no célculo dos parametros de densidade,
que serao introduzidos a seguir, permitindo avaliagoes quanto ao contetiido material do
Universo. Estes parametros sao representados pela razao da densidade da componente ¢

relativamente a densidade critica, ou seja,
0= (1.51)

onde i= M indica matéria, i=R ¢é radiagao e i=A significa constante cosmoldgica. Deste

modo, cada parametro de densidade pode ser escrito individualmente ficando, portanto,

8w
8rG

QR: 3H2pR y (153)
8w

A soma de todos os constituintes fornece o parametro de densidade total, €2, dado por

plt) _ 86 (1.55)

Q=
pc 3H2p?

onde p(t) ¢ a densidade total, a soma de todas as contribuicoes, ou seja, p = > . p;. Em

termos dos parametros de densidade fica

Q=Qu+Qr+Q . (1.56)

Como o parametro de densidade total esta particularmente relacionado a curvatura da
secao espacial, ¢ importante dispensar uma atengao mais cuidadosa ao assunto.
Partindo da equacao de Friedmann (1.46) e dividindo todos os termos por H?, obtém-

se:
_ 831G k

1= .
32’ T 2

(1.57)
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Definindo

k

como sendo o parametro de curvatura, e, usando a equagao da densidade critica, dada
pela (1.50), obtém-se
Q+Q =1, (1.59)

lembrando que €2 é a soma de todas as contribuigoes, ficando, portanto,
Qu+Qr +U +Q=1. (1.60)

Para k = 0, onde se tem um Universo plano, obtém-se {2 = 1. Portanto, para o caso da
secao espacial ser plana, a densidade critica é exatamente a densidade total, ou seja, a
soma de todas as contribuigoes, que remete a unidade. De fato, a anélise de () para os
dois outros casos implica que, para 2 > 1 o Universo é fechado, com k£ = 1 e quando {2
< 1 o Universo é aberto, sendo k = -1.

Outra quantidade importante relacionada a medida da aceleracao do Universo pode
ser obtida da equacdo (1.48). Usando os parametros calculados anteriormente para o
tempo presente e multiplicando toda a equacao por 1/HZ, obtém-se

do 1 81G
w2 2. 3w) g .

onde considerou-se que, para cada componente ¢, a pressao se relaciona linearmente com
a densidade, ou seja, p; = «a;p; (por exemplo, para a matéria ay; = 0, para a radiacdo ag
= 1/3 e para a energia do vacuo ay = -1).

Usando a (1.50) e em seguida a (1.55) na equagao acima, obtém-se, ainda

ao 1 3
_ o S (230 o,
o ;(2+2a0> :

onde §2;9 representa a contribui¢ao da componente ¢ para o parametro de densidade hoje.
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Figura 1.1: Resultados recentes da relagio Q-5 para trés métodos diferentes mostrando, pela regiao
de interse¢ao, um favorecimento para Q; ~ 0.3, Qp ~ 0.7 e Qg ~ 1.0.

Definindo
d() Qo do
qo0 a(g) ang ) ( )
chega-se, por fim, a relagao
0= ! (1 + 3042‘0) Qo (1.62)
©=73

i

que representa o parametro de desaceleracao medido hoje. De forma geral, o valor deste
parametro pode ser avaliado para qualquer tempo apenas reescrevendo a equagao anterior
sem os subscritos 0 e considerando um tempo ¢ qualquer.

Como foi dito anteriormente, o parametro de densidade €2 ¢ a razao da densidade de
matéria referente ao contetido material do Universo pela sua densidade critica. Projetos
de detecgao de SN Ia [5,42] indicam que o parametro de desaceleragao é negativo, impli-
cando que o Universo hoje deve ser dominado por um fluido de pressao negativa. Além
disto, estas observagoes apontam para um Universo plano, sendo {2 = 1, e um percen-
tual de matéria/energia tal que Q0 ~ 0,3 e Qy9 ~ 0,7. O grafico mostrado na figura

(1.1) relaciona os dados de trés observagoes diferentes (supernovas, RCF e aglomerados),
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indicando o favorecimento de um Universo plano, como se vé pela regiao de intersegao.
Apesar de todo o ferramental matemético que foi desenvolvido no século passado, a
cosmologia ainda estd numa fase muito inicial no que tange ao estudo da descrigao do
Universo. Existem diversos modelos cosmolégicos cuja elegancia matematica impressiona.
Apesar disto, mais que apenas propor modelos elegantes existe a necessidade de confron-
tar tais propostas com a realidade. Os grandes aliados da cosmologia tedrica atual sao
os dados observacionais advindos de projetos audaciosos que buscam conhecer melhor o
Universo. Através destas pesquisas se obtém informagoes bastante ricas acerca dos pa-
rametros cosmolégicos e da dinamica do Universo, fazendo com que os modelos sofram
adaptagoes & medida em que se adquirem novos dados. A questao da expansao acelerada,
por exemplo, tem pouco mais de 10 anos e os modelos cosmologicos que surgiram depois
disso tiveram que levar em consideracao este fato. Mais recentemente, pesquisas com
alto indice de confiabilidade indicaram que um modelo de Universo descrito por meio de
um fluido exdtico que violasse a condigao de energia fraca seria provavel [78]. Fluidos
com esta caracteristica podem ser estudados no ambito da cosmologia e denominam-se

"fantasmas", assunto deste trabalho.



Capitulo 2

As Componentes Escuras do Universo e

0 Cenario Fantasma

2.1 Introducao

Evidéncias observacionais da expansao acelerada do Universo podem indicar a ne-
cessidade de uma nova componente, provavelmente de caracteristica nao-baridnica, com
pressao negativa, em oposicao a forca atrativa da gravitacao. Em contrapartida, me-
didas da velocidade de rotagao de galédxias, dentre outras evidéncias, também sugerem
a presenca de matéria nao-visivel para se obter resultados tedricos condizentes com as
observagoes. Por este motivo, as componentes do Universo ditas escuras sao objeto
de pesquisa em toda parte do mundo, tendo se tornado uma das maiores incognitas da
cosmologia moderna.

Este capitulo aborda as questoes referentes ao contetido material do Universo, sua
contribui¢ao no processo de formagao de estruturas e apresenta brevemente os resultados
de alguns modelos que visam reproduzir os dados observacionais. A secao final dedica-se

a uma breve introducgao & cosmologia fantasma.
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2.2 A Descoberta de Matéria Invisivel

A maior parte das informagoes sobre os corpos celestes é proveniente da luz que estes
corpos emitem ou da luz que absorvem, medidas por meio de aparelhos 6pticos. Com o
avango tecnologico, instrumentos modernos observam os astros com o objetivo de captar
a emissao de fotons destes objetos, realizando medidas na faixa dos raios-X e raios gama,
por exemplo. FEstes corpos emitem e absorvem particulas de luz de maneira diferente
dependendo de sua composi¢ao. Portanto, alguns absorvem (ou emitem) mais que outros
e isto faz com que a eficiéncia seja diferenciada. Esta quantidade pode ser escrita em
termos da razdo massa-luminosidade (M /L) dos corpos astronémicos. Devido & variacao
desta medida entre as amostras, por que nao imaginar que possa existir algum tipo de
matéria que nao absorva e nem emita luz?

Medidas da massa total de objetos conhecidos excederam enormemente sua massa
luminosa estimada e, atualmente, grande parte da comunidade cientifica acredita que
pode haver matéria que se comporte de maneira diferente, isto é, que nao interaja com a
radiacao, ou, que a interacao ocorra de forma ainda desconhecida.

Em 1932, o astrénomo Jan Henrik Oort observou o movimento vertical de estrelas e
calculou a aceleragao da matéria. Posteriormente, estendeu o calculo para todas as estrelas
proximas conhecidas. Para sua surpresa, a densidade destas estrelas nao era suficiente
para explicar seus movimentos. No ano seguinte foi a vez de Fritz Zwicky, por meio de
observagoes do aglomerado de Coma, concluir que, de maneira a assegurar que as galaxias
se mantivessem conectadas ao aglomerado seria necessaria grande quantidade de matéria
invisivel. Estes dados contribuiram para a proposta de que haveria, obrigatoriamente, a
necessidade de um acréscimo de matéria que, contrariamente ao que se espera pelo senso
comum, nao emite nem absorve luz.

Além da astronomia, a cosmologia também exerceu um papel muito importante na
proposicao da matéria faltante. A confirmacao da expansao do Universo abriu as portas
para o calculo de quantidades fundamentais necessarias para se estudar sua dindmica.
Através da velocidade da expansao pode-se calcular a densidade critica e fazer previsoes

sobre o futuro do Cosmo. Por exemplo, se a densidade média for menor que a densidade
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critica, o Universo tenderéa para uma expansao eterna. Caso contrario, em algum momento
a expansao cessara e poderd conduzir a um cenério de colapso.

A estimativa da densidade média pode ser feita usando a massa das galaxias e do gas
presente entre uma e outra galaxia. O que se vé é que a densidade média da matéria
luminosa é apenas uma pequena fragao da densidade critica.

Na década de 1970, os primeiros dados do desvio para o vermelho de galédxias lumino-
sas mostraram que sua distribui¢ao nao se dava de maneira aleatéria, mas em forma de
filamentos. Curiosamente, o espaco entre esses filamentos é, em sua maior parte, desti-
tuido de galédxias. Nessa época ja se supunha que a formagao de estruturas no Universo
tivesse ocorrido lentamente, por meio da aglomeracao gravitacional originada de peque-
nas flutuagoes na densidade de matéria. A amplitude dessas flutuagoes deveria ser de, no
minimo, um milionésimo da prépria densidade no instante da recombinagao para que se
pudessem formar as estruturas observadas hoje.

A discussao sobre a quantidade de matéria presente em populagoes de estrelas, nas
galaxias e em aglomerados é bastante antiga. Em 1915, o astréonomo Ernst Julius Opik
mostrou que a soma de todas as populagoes estelares conhecidas, juntamente com o gés
interestelar, seria suficiente para explicar as oscilacoes verticais de estrelas sem a necessi-
dade, portanto, de matéria adicional.

Ao longo dos anos, muitas estimativas foram realizadas com resultados diversos, grande
parte delas confirmando a versdo de Opik e outras com propostas que fugiam ao tradicio-
nal. Zwicky e outros pesquisadores, com base em seus trabalhos, perceberam a necessidade
de matéria invisivel no Universo, diferentemente da posicao assumida por Opik. Porém,
houve muita resisténcia da comunidade cientifica em aceitar esse prognostico e o trabalho

de Zwicky ficou esquecido por muitos anos.

2.2.1 Evidéncias de Matéria Escura no Universo

Duas evidéncias poderiam ser consideradas como prova razoével da existéncia de maté-
ria escura (ME) no Universo. A primeira delas diz respeito a curva de rotagao de galaxias

e a segunda trata do efeito denominado de lente gravitacional.
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Curva de Rotagao de galaxias

Medidas da razao massa-luminosidade (M/L) e da distribui¢ao de massa em galaxias
espirais apresentaram valores muito altos para a velocidade de rotagao calculada pela lei
de Kepler [22|. Verificou-se que essa velocidade aumenta lentamente com a distancia do

centro da galaxia e permanece quase constante para distancias radiais entre 16 e 30 kpc.

observed

expected
from
. luminous disk

" M33rotation curve

Figura 2.1: Tragado da curva de rotacio de galaxias.

A presenca de matéria escura tem sido estabelecida através da determinagao da ve-
locidade de rotagao v(R) em galaxias individuais. Pela terceira lei de Kepler, tem-se
que

GM(R)

o(R) = || T (2.1)

onde R é uma dada distancia radial do centro da galdxia. Quando se afasta do centro da
galaxia o suficiente para que toda a matéria visivel esteja no interior de uma esfera, o que
se esperaria, sendo a massa M aproximadamente constante, seria uma relagao entre v e R
tal que v o« R~Y/2. Porém, o que se obteve foi um comportamento do tipo v ~ constante,
conduzindo a uma relagdo M(R) ~ R. A figura (2.1) mostra que a curva tragada por meio
dos dados observacionais sugere que a massa das galdxias continua a aumentar mesmo

se nao houver vestigio algum de componente luminosa que possa justificar esse aumento.
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Comparando a curva tedrica com a observacional , vé-se um afastamento substancial no
valor da velocidade quanto maior o valor de R.

Uma caracteristica interessante e bastante importante sobre a distribuicao de ME
esté associada & sua preferéncia por estruturas como galdxias. Enquanto as observagoes
mostram que essa componente aumenta com a distancia para o caso de galaxias, em
aglomerados parece ocorrer o inverso, ou seja, a quantidade dessa matéria diminui com a
distancia.

Lentes gravitacionais

Outra evidéncia da possivel existéncia da componente de matéria escura no Universo é
o denominado efeito de lentes gravitacionais [23]. De acordo com a RG, o espago-tempo é
curvado na presenca de matéria e desse modo o fendmeno das lentes gravitacionais ocorre
porque a gravidade desvia o caminho do raio de luz [24,25].

As lentes gravitacionais se formam quando a luz de um objeto-fonte distante é desviada
em torno de um objeto massivo, como galaxias e aglomerados, que se encontra entre o
objeto-fonte e o observador. Nota-se que a matéria visivel, devido a efeitos gravitacionais,
nao é capaz de provocar a deformagao na geometria, suficiente para se produzir os efeitos
de lentes que sao observados. Na tentativa de resolver esta questao acrescenta-se uma
componente de matéria desconhecida. A distribuicao dessa matéria nas lentes pode ser
mapeada modelando-se as distor¢oes das galédxias, o que auxilia na descrigao de suas
propriedades. Portanto, a ideia de uma componente escura para a matéria é bastante
pertinente.

Apesar de inimeras pesquisas, até o momento nao se conhece a verdadeira natureza da
ME [27|. Entretanto, é possivel, por meio de simula¢oes numéricas, mostrar que a matéria
fria! possibilita a formacao de estruturas de superaglomerados tipo filamentos que se
observa hoje. Mesmo assim, pode-se especular a respeito de sua natureza, aguardando que
futuros experimentos possam encontrar a particula dessa matéria invisivel confirmando,

assim, as propostas tedricas.

LA matéria escura é classificada quanto a sua natureza como "fria" ou "quente". Pode-se caracterizar
a matéria escura quente por sua velocidade tipicamente relativistica, ou seja, v ~ ¢. Por outro lado, a
matéria escura fria tem sua velocidade tipica nao-relativistica, tal que v << c.



30

2.2.2 Especulacoes sobre a Natureza da Matéria Escura e seu

Papel na Evolucao do Universo

O estudo da evolucao do Universo, de modo geral, depende da quantidade e da na-
tureza da matéria e energia bem como da maneira como se distribuem. A proporcao,
composigao e seu papel no desenvolvimento das estruturas [26] observadas nos dias atuais
sao objeto de estudo da cosmologia. A utilizagao do satélite Cosmic Background Explorer
(COBE), da sonda Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), de pesquisas como
o espectrografo 2dF Galazy Redshift Survey (2dFGRS), dentre outros tantos, visa esclare-
cer duvidas de carater fundamental para a cosmologia. Por exemplo, até o presente nao se
tem explicagao definitiva para as questoes relacionadas ao contetido material do Universo.
A natureza da energia escura, ou mesmo sua existéncia, permanece uma incognita. O que
se tem de mais valioso para tentar explicar a dindmica do Universo sao os dados observa-
cionais. Um dos grandes aliados dos pesquisadores é o registro deixado pelo processo de
desacoplamento da matéria-radiacao nos primoérdios do Universo. Essa "impressao", um
tipo de radiacao cuja frequéncia vibra na faixa das microondas, ¢ denominada Radiacao
Cosmica de Fundo (RCF)?, descoberta em 1964 [28].

Para efeito de estudo, o processo de evolu¢ao do Universo pode ser dividido em 3 fases
principais [34, 35|, considerando que existem, para tanto, ao menos 3 componentes que
evoluem de maneira diferente com z, o desvio para o vermelho cosmolégico.

1% Fase — z > 10* e t < 10* anos. Nessa fase o Universo é dominado por radiacao e as
particulas existentes sao fétons e neutrinos. Durante esta fase o espectro de particulas
relativisticas cresce com a temperatura.

2¢ Fase — 0,2 < z < 10* e 10* anos < t < 10! anos. Nesse periodo o Universo entra
numa fase denominada de era da matéria. E a fase em que a matéria se aglomera e as
estruturas se formam.

3% Fase — z < 0,2 e t > 10'° anos. Depois de passar pelo periodo no qual as estruturas
se formaram, o Universo entra na fase atual, cuja caracteristica principal é o fato de estar

em expansao acelerada.

2Traducao do inglés para o portugués do termo Cosmic Microwave Background Radiation (CMBR).
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A questao de que somente 4% da densidade critica do Universo ¢ de origem bariénica
induz a afirmacao de que a ME que se observa é de caracteristica nao-bariénica. Além
disso, para explicar o platd que aparece na curva de rotagao de galaxias ou mesmo o
processo de crescimento de estruturas a partir de pequenas flutuagoes de densidade (dados
do COBE e experimentos da RCF apontam para § ~ 107 quando z ~ 1,100)3, os modelos
que adotam somente matéria barionica encontram dificuldades. Mais propriamente, pode-
se dizer que a busca por um candidato & ME com esta caracteristica ¢ de fundamental
importancia pois nenhuma matéria contendo apenas barions consegue reproduzir os dados
observacionais.

A ideia de uma componente de caracteristica nao bariénica, que nao interage com a
radiacao de forma convencional, abriu as portas para a procura do candidato que preen-
cheria os requisitos bésicos para descrevé-la. Nesse interim, duas categorias foram criadas:
a matéria escura quente (MEQ)*, que propunha o neutrino como a particula invisivel e a
matéria escura fria (MEF)®, na qual o 4xion seria um candidato em potencial.

A MEQ consiste de particulas que viajam com velocidades ultrarelativisticas e por
esse motivo o neutrino, que possui massa infima, seria um forte candidato. Entretanto,
eles sao dificeis de detectar pois interagem apenas fracamente. Projetos como o Super-
Kamiokande se dedicam a estudar os neutrinos.

O problema da MEQ [36] vai além da dificuldade de detecgdo da particula que a
descreve. De fato, esse tipo de matéria, sabe-se, nao pode explicar como as galéxias
individuais se formaram a partir do Big Bang. As medidas realizadas pelo COBE indicam
que a radiagao césmica de fundo é bastante homogénea e tais particulas, se movendo
rapidamente, teriam dificuldades em formar estruturas menores que superaglomerados de
galéxias.

Por outro lado, modelos que sao compostos apenas de MEF também nao atendem as
expectativas das estruturas observadas. Esses modelos sao caracterizados pela formacao

de estruturas, partindo de objetos pequenos que sofrem colapsos e dao origem a estrutu-

3Define-se 4, o contraste de densidade, como § = §p/p.
4Da sigla inglesa HDM -Hot Dark Matter.
®Da sigla inglesa CDM -Cold Dark Matter.
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ras maiores. Entretanto, a questao que permanece mais em aberto em teorias de MEF
gira em torno de sua natureza. Esse tipo de teoria nao faz predigdes sobre a particula
que a compoem e nem mesmo sobre sua composi¢ao. A busca por particulas massivas
que interagem fracamente, denominadas WIMP’s (do inglés, Weakly Interacting Massive
Particles), ocorre em laboratorios de aceleradores de particulas que possuem detectores
altamente sensiveis. Como até o momento nao foi possivel encontrar tais candidatos, a
procura continua.

Existem diversas outras propostas que tentam combinar modelagens de um tnico tipo
de matéria com outras, por exemplo, acrescentando uma pequena fracao de matéria escura
quente com a fria [23,36]. Ademais, pesquisadores que trabalham com teorias modificadas
da gravitacao, como o MOND (Modified Newtonian Dynamics) [37-40], utilizam essas
teorias como uma alternativa & matéria escura.

Mas, dizer qual dos modelos melhor descreveria a dindmica do Universo é uma questao

bastante subjetiva e ainda conduz a incanséveis pesquisas a respeito.

2.3 A Energia Escura

Dados observacionais recentes de Supernovas tipo la (SN Ia) [5, 6,29, 30| para altos
valores do desvio para o vermelho confirmam a aceleracao da expansao do Universo. Isto
indica que o parametro de desaceleracao é negativo, ou seja, gy < 0. As evidéncias
apontam uma quantidade de matéria total (matéria escura e barions) aproximadamente
igual a 1/3 da densidade critica. Para o caso de um Universo com curvatura nula a
densidade total da componente de matéria e energia é igual & unidade, )y = 1, faltando,
portanto, o equivalente a 2/3 para se fechar a contabilizagao. Esta quantidade em falta,
um tipo de energia escura, tem caracteristicas bastante curiosas que serao discutidas a

seguir.
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2.3.1 A Expansao do Universo e a Componente em Falta

Em meio a tantas descobertas nos ultimos anos, a medida da expansao acelerada
do Universo, por meio da equagao (1.61), pode ter sido a mais surpreendente. FEsta
quantidade ¢qq, proposta incialmente para medir o processo de desaceleracao da expansao,
apresenta hoje nova faceta. Por outro lado, o desvio para o vermelho pode ser escrito por

meio de uma expansao em torno de ty, ou seja [44,45],

2= Ho(to —t) + (1 + qo/2) Hj(to —t)* (2.2)

onde foram feitas algumas manipulagoes algébricas, considerou-se expansao até segunda
ordem e usou-se uma escala tal que ag = 1. Esta relacao, onde ¢y aparece no termo
de ordem 2, mostra que para obter uma medida apreciavel deste pardmetro é necessério
observar os objetos para valores mais altos de z.

Dentre os parametros cosmologicos discutidos no capitulo anterior, o valor de h tem
sua melhor estimativa atualmente para valores proximos a 0.70 [41]. As supernovas® do
tipo la, consideradas como velas-padrao, sao excelentes fontes de luz e extremamente tteis
nestas medidas. Por causa de sua intensidade luminosa é possivel observar esses objetos
mesmo para altos valores de z, ou seja, olhar mais longe, tal qual se objetiva.

Para atender aos dados observacionais [5,42| que mediram um valor negativo para
qo ¢ considerando as equagoes da RG, o Universo deve ser dominado por um fluido de
pressao negativa, cuja equacao de estado p = ap, assume o ~ —1. Essa componente, que
desempenha o papel de uma gravidade repulsiva, seria o agente causador da expansao
acelerada atual. Porém, os requisistos para essa componente sao bastante intrigantes:
uma energia que nao interage de forma convencional com coisa alguma, distribuida de
maneira suave e , "curiosamente", tem desempenhado um papel fundamental no presente

momento, mas nao no passado, quando as estruturas estavam se formando.

6As supernovas surgem como consequéncia de explosdes de estrelas. Os astronomos as classificaram
quanto as linhas de absorgao dos elementos quimicos de seus espectros. Quando o espectro de uma SN
contém uma linha de hidrogénio esta é conhecida como supernova de tipo II. Caso contrario é uma SN
do tipo I. As SN de tipo Ia, além de ndo apresentarem a linha de hidrogénio, apresentam apenas uma
tnica linha de silicio ionizado, para 615.0 nm.
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Para que essa componente escura nao atrapalhasse o processo de formagao de estru-
turas, a densidade de energia teria que mudar mais lentamente que a matéria, nao tendo
sido, portanto, quantidade dominante no passado. Poderia supor-se que os 70% da quan-
tidade faltante seria matéria distribuida suavemente. Entretanto, como a pressao e a
densidade possuem a mesma ordem de grandeza e para o caso de se ter matéria espera-se
que p < p , a proposta de que a quantidade faltante seja algum tipo de matéria pode
ser desconsiderada [35]. Por esse motivo, a componente responsavel pela acelera¢ao foi
batizada de energia escura.

Para analisar como essa energia evolui considera-se o Universo permeado por um fluido
de pressao p e densidade p, obedecendo a equacao de estado p = ap, sendo a o parametro

que caracteriza o fluido. Utilizando a equacao da conservacao’ para uma componente i,
) a
pi + 35(pi +pi) =0, (2.3)
e considerando a equacao de estado para tal componente, de modo que,

dp; da
=—-3(1 i)— 24
) 3(1+ai)— (2.4)

cuja solucao fornece o seguinte resultado para a densidade de energia escura:
Pee o< @30T (2.5)

Para o comportamento da densidade da matéria faz-se p = 0 em p = ap, sendo a solugao,
simplesmente,

Pm < a”? . (2.6)

Tomando, enfim, a razao entre essas quantidades e trocando a™! por (1 + 2), obtém-se

% oc (14 2)% . (2.7)

"Esta equacdo pode ser obtida por meio da equacdo de conservacio do tensor de energia-momento,
ou, pode ser construida a partir da termodindmica, como esté feito no terceiro capitulo.
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O que se observa ao analisar esta relacao é que, quanto mais negativo for «, mais rapida-
mente a razao pe./pm vai a zero no passado. Significa que, sendo um fluido exdtico cuja
pressao ¢ suficientemente negativa, a EE nao representa uma componente dominante em

tempos remotos, nao impedindo, portanto, a formacao de estruturas.

2.3.2 Candidatos a Energia Escura

Dificil enumerar todos os possiveis candidatos a EE. Diversas propostas podem ser
encontradas na literatura para tentar solucionar esta questdo. Na referéncia [31], por
exemplo, existe uma relagao com pelo menos 15 candidatos que buscam explicar, por
meio de solugoes exodticas ou nao, a questao da EE. Pode-se citar, dentre as propostas
mais conhecidas, Modelos de Quintesséncia, k-esséncia, Campos de Camaleoes, Teorias
Modificadas da Gravitagao, Géas de Chaplygin ou, ainda, Fluidos Fantasma. Cada modelo
tem um tratamento especifico, mas todos procuram modelar, de alguma forma, o Universo
que hoje se encontra na fase de expansao acelerada.

Nas paginas que se seguem, alguns modelos cosmologicos de EE serao abordados de
forma objetiva, apenas com o intuito de tecer comparacoes e facilitar a compreensao a
respeito de modelos fantasmas.

Como a maior parte das observagoes aponta para um valor do parametro da equagao de
estado proximo a —1, muitos modelos tentam caracterizar o fluido utilizado para descrever

a dindmica do Universo de modo compativel com o caso da constante cosmologica.

A Constante Cosmologica

As equacoes de Einstein, dadas pela (1.23), ou seja, G, = 87G T),,, considerando
um Universo de FLRW, fornecem as equacoes da dinamica, conhecidas como equagoes de
Friedmann, apresentadas no capitulo anterior. E, conforme discutido naquele capitulo,
sendo p > 0 e p > 0, obtém-se a < 0, ou seja, o Universo estaria desacelerando.

Em 1917, acreditando que o Universo deveria ser estatico, Einstein introduziu no lado
esquerdo de suas equacoes, portanto representando geometria, um termo cosmologico que

faria o papel de um fator de compensagao a atracao gravitacional. Esta quantidade, por-
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tanto, pode ser imaginada como um termo para frear o efeito de um colapso gravitacional.

Entretanto, apds a constatacao de que o Universo estaria de fato expandindo acelera-
damente, a constante cosmologica assume outra posicao, porém agora com caracteristicas
fisicas e filosoficamente diferentes. As equagoes de Einstein podem ser reescritas com a
constante cosmologica [48| a direita da igualdade, lado esse que representa o contetido

material do Universo. Desse modo, a equacao toma a forma

1
R, — §gWR =87G T + A g - (2.8)

Considerando um Universo homogéneo e isotrépico e tomando a equagao de Friedmann
que tem dimensao de aceleragao,
a AnG

A
_ 3 = 2.9
- 3 @+m+3, (2.9)

e admitindo uma equagao de estado tipo poeira (p = 0), obtém-se:

4 A
dz—%ﬁpMa+§a. (2.10)

Observando esta equagao, vé-se que o primeiro termo apoés a igualdade representa a forga
gravitacional e tem carater atrativo. O termo da constante cosmolédgica, ao contrario, tem
caracteristicas de uma forga repulsiva.

A relagao entre p e p na (2.9), oferecida por intermédio da equagao de estado, deter-
mina, em parte, a dindmica do modelo. Se p = ap, sendo p > 0 e a podendo assumir
valores negativos, o que se obtém sao modelos com pressao negativa. No caso da cons-
tante cosmologica o parametro da equagao de estado é a = —1. Outra possibilidade sao
os modelos conhecidos como fantémicos, ou fantasmas, cujo parametro da equacao de
estado é o < —1 [67,72,73,82]. Este é o assunto desta tese e serd, portanto, melhor
discutido nos capitulos que se seguem. Mas, existem modelos que utilizam uma equagao
de estado reparametrizada [52| onde « deixa de ser uma constante e passa a ter depen-

déncia temporal. Estas propostas buscam aliviar problemas como o do ajuste fino que
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acompanha os modelos de energia escura [27].

A descricao de um Universo permeado por um fluido, de fato, permite varias propo-
sigoes para a equacao de estado. Por exemplo, o fluido pode ser viscoso, pode ser nao
adiabatico, ou mesmo se pode ter uma combinacao de fluidos ao invés de um compo-
nente inico. Modelos bem conhecidos, como aqueles que utilizam o denominado gds de

Chaplygin (generalizado) [49-51], com uma equagao de estado do tipo
p=—— | (2.11)

sendo A e a pardmetros positivos, também sao bastante estudados.
Existem ainda modelos que propoem uma modificagao na gravitacao descrita pela
relatividade geral, de forma que, ao invés do escalar de Ricci, R, utiliza-se uma funcao do

tipo f(R) a ser definida [46].

A Energia do Vacuo

No final da década de 1960, pesquisadores estudando a fisica de particulas [53] mos-
traram que as flutuagoes do vacuo no ponto-zero atenderiam a invariancia de Lorentz.
Isto significa que em sistemas de coordenadas localmente inerciais o valor esperado do
tensor de energia-momento do vacuo, < T’ }Xf”c >, deve ser proporcional a métrica 7, de
Minkowski ou, para um sistema de coordenadas geral, a g,,. Desta maneira, este tensor
atende a relacao < TZ}’C >= — < py > G, sendo < py > o valor esperado da densidade
de energia do vacuo. Com algumas consideragoes [31] pode-se fazer uma estimativa do

valor esperado para a densidade de energia do vacuo, tal que
P00~ 1074 eVt | (2.12)

Por outro lado, se a densidade de energia do vacuo é responsavel por orginar a constante

cosmoldgica, sabendo por meio de dados observacionais que o valor de A é da ordem do
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parametro de Hubble medido hoje, o que se obtém ¢
ploPserado) 1017 Geyt (2.13)

Os problemas com respeito & constante cosmoldgica tratada como a energia do vacuo
surgem neste momento. O valor para a energia do vacuo calculado pela teoria difere
por 120 ordens de grandeza do valor medido da expansao, conduzindo a uma questao
conhecida como o problema do ajuste fino.

Portanto, apesar de parecer a opc¢ao mais simples considerar a energia associada com as
particulas do vacuo quantico, que possuem uma equacao de estado a = —1 e distribuem-
se espacialmente de forma uniforme, como sendo a constante cosmologica, esta enorme
divergéncia entre teoria e observacao gera muitas discussoes [35] a respeito da limitagao
humana para se compreender o vacuo e os mecanismos da gravitagao. Modelos e teorias
alternativas |54, 55|, como os de quintesséncia, ou cordas, buscam responder as questoes

mais fundamentais da cosmologia, como por exemplo a questao da expansao acelerada.

Quintesséncia

A ideia do vacuo quéntico fazendo o papel da constante cosmologica, como visto
anteriormente, implica usar o pardametro da equagao de estado como uma quantidade
invariante. Entretanto, os modelos que consideram « constante devem ter condigoes
iniciais muito bem ajustadas de modo que esta quantidade nao seja dominante no passado,
mas apenas no presente momento. O fato de se ter um universo em expansao acelerada
apenas "hoje" tem sido estudado por diversos grupos de pesquisa com observagoes de SN
Ia distantes®.

Uma maneira para tentar aliviar esse problema é propor uma equagao de estado que
seja dependente do tempo, introduzindo um novo grau de liberdade para tornar a energia
do vacuo dinamica. Modelos com essa caracteristica sao, em geral, denominados quintes-

séncia e utilizam campos escalares minimamente acoplados a gravidade.

8Observacoes de supernova tipo Ia por meio do telescopio espacial Hubble sugerem que para z > 0.5
o Universo poderia estar desacelerando, ou seja, no passado nao haviam indicios de expansao acelerada.
Maiores detalhes em [6].
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Supondo um campo escalar ¢(x,t), a densidade de lagrangiana ¢ dada pela equagao

L= 50000 -V(0)| V3 . (2.14)

sendo V(¢) a energia potencial. Considerando o campo ¢ como espacialmente homogéneo,

ou seja, ¢(x,t) = ¢(t), o tensor de energia-momento fica,

Iy=p= %q? +V(9) . (2.15)
Ti=p= V() | (216)

onde ¢ /2 representa a energia cinética. Usando as equagoes (2.15) e (2.16), o parametro

da equacao de estado fica

0ol o gLtV (2.17)
p 14 ¢%/2V
Se é2/2V < 1, isto é, se o campo evolui muito lentamente, tem-se o ~ —1, ou seja, o
comportamento do campo escalar ¢ analogo a uma energia do vacuo que varia lentamente
conforme py (t) ~ V[¢(t)]. Por outro lado, se ¢*/2V >> 1, isto é, se o campo evolui muito
rapidamente, tem-se o = 1. Além disso, de modo geral, o pardmetro da equagao de estado
dado pela (2.17) varia com o tempo.

Prosseguindo, a equagao de movimento que governa a evolugao do campo ¢é obtida
resolvendo a equagao da conservacao, p + 3H(p + p) = 0, utilizando a (2.15) e a (2.16).
Dai,

G+3HG+V'(¢) =0 , (2.18)

onde a linha representa a derivada de V' com respeito a ¢. A interpretacao fisica para
essa equacao ¢ de uma particula de massa unitaria com coordenada ¢ se movendo num
potencial V' (¢) sob a agdo de uma forga de friccao dada por —3H .

Em geral, os modelos podem ser classificados dinamicamente como de resfriamento,
por exemplo, com um potencial que cai exponencialmente para grandes valores de ¢, ou

de aquecimento, a exemplo de um potencial descrito em termos de um campo escalar
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de massa mg, ou seja, V(¢) = mj¢®/2.

A solugao da equagao (2.18) que determina a dinamica do campo ¢ vai depender
do valor de H, assim como do comportamento do potencial V(¢), ou seja, da maneira
como esse potencial depende de ¢. Existem muitos modelos cosmologicos com campo
escalar para diferentes tipos de potenciais, por exemplo, Vj exp(—A¢) estudado por [57],
ou V senh™(A¢), proposto por [58], ou ainda Vjlexp(ako) + exp(Sr¢)], abordado na

referéncia [59].

2.3.3 A Relacgao entre Matéria e Energia Escuras

Para que nao haja confusao, é necessario esclarecer que a matéria e a energia escuras
nao sao a mesma coisa, apesar de receberem denominagoes que possam induzir a pensar
isto. Primeiramente, o argumento fisico para cada uma delas é totalmente diferente.
Enquanto a ME ¢é necesséria para explicar fendmenos como a curva de rotacao de galaxias
ou o efeito de lentes gravitacionais, a EE escura é uma proposta para se explicar a expansao
acelerada. Enquanto a ME tem uma tendéncia de ser encontrada em maior quantidade
no interior e no halo de galaxias, a EE seria um fluido distribuido por todo o Universo,
sem sofrer aglomeragoes. Além disto, a ME possui uma equagao de estado com a = 0,
enquanto para a EE este parametro deve ser mais negativo que —1/3.

Mesmo que algumas propostas de modelagem cosmologica procurem unificar as com-
ponentes de matéria e energia escuras, o efeito gerador de cada uma delas continuaria
a ser bastante diferente. Apesar de contabilizarem a maior parte do conteido material
do Universo, uma boa investigagao pode mostrar que dentro da cosmologia classica as

componentes escuras do Universo foram sempre quantidades distintas.

2.4 Cosmologia Fantasma

2.4.1 Introdugao

A expansao acelerada do Universo tem sido confirmada por diversas evidéncias ob-

servacionais diretas nos ultimos anos, por exemplo através de supernovas, ou mesmo de
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forma indireta, por meio de observagoes da radiacao césmica de fundo ou da dindmica de
estruturas cosmicas. Dentro da cosmologia padrao a possivel explicacao para este efeito
necessita de um tipo de energia exética que viole a condicao de energia forte®. Para su-
pernovas distantes [5,29] as observagdes tém corroborado com a descrigdo de um Universo
cujo contetido material dominante, caso seja descrito em termos de um fluido perfeito,
possui uma equagao barotrépica do tipo p = ap, sendo p < 0.

Além disto, muitas pesquisas indicam ainda, com alto indice de confianga, que modelos
de Universo em expansao acelerada seriam possiveis quando outras condi¢oes de energia
sao violadas e nao apenas a condicao de energia forte. Estas pesquisas abrem um novo
leque de possibilidades de modelos tedricos que utilizem como contetido material um tipo
de energia com caracteristicas que devem ser investigadas.

Esse capitulo é uma revisao de diversos artigos [67,69-72,78,85-87| que abordam a
questao dos fluidos denominados fantasmas, em cenarios cosmologicos, que é objeto de

estudo nesse trabalho.

2.4.2 Por que Fantasma?

A primeira vez que surgiu na cosmologia a denominagao fantasma foi em 2002 em
artigo publicado por R. R. Caldwell [67]. Ele atribui a um fluido cuja pressao seria
suficientemente negativa o nome de fluido fantasma'®. Devido & aceleracao na expansao,

nas palavras de Caldwell: '

"...parece entao que o fluido cosmoldgico seria dominado por
algum tipo de densidade de energia fantdstica, cuja pressao € megativa, e que So teria
comegado a desempenhar um papel importante hoje.”.

O titulo de seu artigo, Uma ameaca fantasma?, faz alusao ao destino tragico que um
modelo que utilize este tipo de fluido possa conduzir o Universo. Ainda de acordo com

Caldwell "Um fantasma € algo aparente aos olhos ou outros sentidos, mas nao possui

existéncia corporea”, sendo uma descrigao, segundo ele, "apropriada para uma forma de

9A questao relacionada & violacdo da condicdo de energia sera melhor abordada mais adiante, ainda
nesse capitulo.

10NZo esta bem definida a traducdo para o portugués da expressio phantomic fluid. Alguns pesqui-
sadores traduzem como fluido fantomico e outros como fluido fantasma. Nesse trabalho ambas serao
utilizadas sem distincao.
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energia que seria necessariamente descrita por uma fisica nao ortodoza’.

2.4.3 Violando as Condicoes de Energia

No Universo real, o tensor de energia-momento deveria ser construido partindo de
contribui¢oes de um grande ntimero de diferentes campos de matéria. Seria, portanto,
extremamente complicado descrever de maneira exata o tensor 7),,, mesmo conhecendo a
forma precisa da contribuigao de cada campo e as equagoes de movimento que o governam.

O problema, na verdade, é que tem-se pouca ideia do comportamento da matéria sobre
condicoes extremas de densidade e pressao. Portanto, ha pouca expectativa de predizer
a ocorréncia de singularidades nas equagoes de Einstein quando nao se conhece o lado
direito da igualdade. Porém, existem certas desigualdades que sao fisicamente razoaveis
de se assumir para o tensor energia-momento. Decorre que em muitas circunstancias essas
sao suficientes para provar a ocorréncia de singularidades, independente da forma exata
daquele tensor.

As condigoes de energia que serao tratadas aqui referem-se a limites impostos ao tensor
energia-momento com relacao aos campos de matéria no Universo. Essas condi¢oes tém
por objetivo forcar a validade das propriedades fisicas desses campos. As quatro condigoes

de energia mais conhecidas da cosmologia podem ser resumidas da seguinte forma:

e Condigao de Energia Nula - (CEN): para qualquer vetor de campo nulo v*,

tem-se T, vFv” > 0 ;

e Condigao de Energia Fraca - (CEf)!!: para qualquer vetor de campo do tipo-

tempo X*, tem-se 7, X*X" >0 ;

e Condigao de Energia Forte - (CEF): para qualquer vetor de campo tipo-tempo
X*, tem-se [T}, — (T'/2) g ] X" X" > 0 ;

e Condigao de Energia Dominante - (CED): para qualquer vetor tipo-tempo X*

e desde que T}, X* nao seja um vetor do tipo-espaco, tem-se que T, v v” > 0.

HEssa condicdo abrange, necessariamente, a condicao de energia nula.
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2

Como o tensor energia-momento é escrito em termos de p e p, isto &, T, = (p +

P)U, U, — Py, & implicacao direta para a densidade e pressao para cada caso acima sera:
e CEN: = p+p>0
e CEf: —p>0 e p+p=0
e CEF: = p+3p>0
e CED: = p > 0 e p > ||

A expansao acelerada do Universo que se observa hoje [5,6,42,89,90| faz com que se
busque explicagoes para essas evidéncias. Para o caso de manter a Teoria da Relativi-
dade Geral intacta, necessita-se de um tipo de fluido que exerca o efeito de aceleracao
observado. Neste contexto, a condicao de energia forte deve ser violada, o que implica
p/p < —1/3. Existem ainda fortes evidéncias de que os dados observacionais favoregam
valores negativos para o parametro da equagao de estado [67] de tal forma que a condigao
de energia nula seja também violada. Se isto de fato ocorrer, a densidade do fluido devera
crescer a medida em que o Universo se expande, conduzindo-o para uma singularidade
num futuro finito'?. H& que se observar também que existem muitos indicios de se ter
uma violagao da condigao de energia dominante e que diversos trabalhos dedicam-se a

essa questao [87].

2.4.4 Equacgoes que Descrevem a Dinamica do Fluido Fantasma
Representacao Hidrodinamica

A expressao mais simples da hidrodinamica que pode ser utilizada para descrever o

fluido que permeia o Universo é a equagao de estado

p=(@—1p, (2.19)

12 de se notar que a singularidade devida & divergéncia na densidade aconteca num tempo préprio
futuro, porém finito, e nao assintoticamente.
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onde v = a+1 é o indice barotropico. O valor desse indice determina o tipo de fluido com
o qual se esta trabalhando. Em v = 0 (caso da constante cosmologica) tem-se o limite
entre o fluido cosmoldgico considerado convencional (y > 0) e o fluido dito fantasma
(7 < 0). Além desta diferenciagao, existem outros casos caracteristicos determinados pelo
indice barotropico, como por exemplo, v = 4/3 para a radia¢ao ou v = 1 sendo poeira. O
caso fantasma, para o qual v < 0, implica, obviamente, o« < —1.

Apesar de ser v o indice barotrépico da equagao de estado, observa-se que a maioria
dos trabalhos considera o parametro « para efeito de anélises, o que também acontecera
aqui.

As equagbes de campo da relatividade geral para o caso de um Universo permeado

por um fluido perfeito sao:
1

R, — §gw,R =81G T, , (2.20)
T;‘;V =0, (2.21)

onde
T;w = (,0 + p)uuuu — P9uv (222)

com p = ap.
Como foi visto no capitulo anterior, o conjunto de equagoes para o caso de um Universo

homogéneo e isotropico de FLRW ¢é dado pelas equagoes (1.46) e (1.47),

a®> k&G

Z oy 2T 2.23
Sta="3 7 (2.23)
a a> k

que quando combinadas, originam a equacao (1.48), ou seja,

a 4G
Z__2 ) 2.2
a 3 (p+3p) (2.25)

A simples anélise de (p + 3p) sendo maior ou menor que zero implica um Universo em

expansao acelerada ou nao. Entretanto, para verificar o comportamento da densidade



45

com o fator de escala, é necessério recorrer a equagao da conservagao,
p‘+3(1+a)gp:o. (2.26)
A solucao desta equagao fornece a relagao entre p e a, ou seja,
pox a3+ (2.27)

Com este resultado, os seguintes comportamentos sao observados:
e paraa > —1 — p e asao inversamente proporcionais;
e paraa < —1 — pe asao diretamente proporcionais.

A proporcao direta entre o fator de escala e a densidade de energia pode indicar uma
singularidade futura. Para verificar de que forma isto ocorre é preciso escrever p em
fungao do tempo e analisar seu comportamento. A soluc¢ao da (2.23), tomando k = 0 por

simplicidade, fornece a relacao para a em funcao do tempo, ou seja,
a(t) oc ¢?/30F) (2.28)
que inserida na (2.27), fica:
poxt 2. (2.29)

Resumindo a anélise e comparando um modelo fantasma com um nao-fantasma,

observa-se:
e para o fluido fantasma (o < —1) tem-se:
-a(t) mo0ep—ooset—0-

-a(t) - 0ep—0set— o0

para o fluido nao-fantasma (o > —1) tem-se:

-a(t) = 0ep—ooset—0
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-a(t) mo0ep—0set—o00.

O resultado surpreendente para o caso fantasma mostra que a tende a infinito num
tempo finito!3, ou seja, quando ¢t — 0_. Neste cenario, a densidade de energia também
aumenta, tendendo a uma valor infinito. Este ¢ o tipo de comportamento exatamente
oposto ao do fluido nao fantasma. A singularidade apresentada pelo modelo que utiliza o
fluido fantasma é denominada "grande rasgo", tradugao de Big Rip do inglés. Esta deno-
minacao foi oferecida por Caldwell e outros pesquisadores em 2002, quando analisaram o
comportamento de fluidos com equagao de estado a < —1.

De acordo com a teoria do Big Rip, o Universo, expandindo aceleradamente, atingi-
ria uma velocidade tal que toda a matéria ficaria desconectada numa incrivel rapidez,
violentamente. Isto comecaria a acontecer com as estruturas em grande escala como os
aglomerados de galaxias e rapidamente o efeito atingiria as escalas menores como galaxias,
estrelas, planetas e atomos. Caldwell diz que no tltimo momento do Universo até mesmo
os atomos e os quarks seriam rasgados violentamente, tal a energia adquirida.

Obviamente, este ndo ¢ um cenario muito animador. Entretanto, existem trabalhos [72]
onde a EE ¢é tratada por meio de um campo escalar, cuja escolha adequada do potencial

pode desviar a ameaca fantasma a qual o Universo estaria submetido.

Representacao de Campos

Para o caso de uma representagao em termos de campos, o fluido que descreve a energia

escura pode ter uma densidade de lagrangiana do tipo:
L=—16rG) 'R+ L,, + Ly, (2.30)
onde L,, ¢ a lagrangiana da matéria, e

£ = ~50:090 — V(9) (2:31)

I3Na representacdo t — 0_, o sinal negativo subscrito & direita do ntimero zero indica que ¢ vem de
um tempo inicial —oo e tende a zero no futuro.
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representa a lagrangiana da energia fantasma. A diferenca entre o comportamento de um
campo fantasma e de um campo considerado normal esti no termo cinético, representado
pelo primeiro termo a direita da igualdade na equacao acima. Para o caso de um campo
ordinario o termo cinético é positivo, ao contrario do que se observa aqui para o campo
fantasma. Portanto, é a energia cinética negativa que difere os campos fantasmas dos
demais.

As equagbes de campo nesse caso sao:

1 -
R/u/ o §guuR — T/il;ljaterla + T/iintasma ’ (232)

é relativo

onde T’ ;ll,ate“a ¢é o tensor de energia-momento da matéria e radiagao e Tiaumasma

ao campo fantasma, que toma a forma
fantasma __ a a 1 af 8 8'6 V
T,uzx - ,u(b l/(z) + [59 a¢ (b - (¢)] . (233>

Portanto, a densidade de energia e a pressao na representagao de campos para o fluido

fantasma sio:

1.
po=—58+V(0), (2:31)
1.
po= =58 —V(6). (2:35)
de modo que py + py = —¢? < 0. Este resultado indica que o campo fantasma percebe a

curvatura do espago-tempo de maneira contraria ao caso da matéria comum. O parametro

da equagao de estado nesse cenario fica:

— —39" = V() (2.36)

TR V)

de onde se observa que a, < —1 quando ¢%/2 < V(¢).

A equagao de evolugao do sistema, obtida a partir da (2.30) e (2.31), para esse fluido

b+ 3%& —Vy(¢) =0, (2.37)
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onde Vy(¢) = dV(¢)/d¢ . Por fim, a equacdo que representa a conservagao, que para o
caso hidrodinamico é descrita pela (2.26), em termos do campo escalar assume a forma

usual:

) a
po+3(ps +ps)- =0. (2.38)

A natureza bastante peculiar do campo fantasma desperta o interesse de muitos pes-
quisadores e requer ainda muitos estudos. A analise do comportamento de um campo
fantasma depende do tipo de potencial escolhido para descrever esse campo e da escala
observada. O destino tragico do Universo rumo ao Big Rip pode, talvez, ser contornado
desde que se faga uma escolha adequada do potencial usado na solugao das equagoes de
campo.

O proximo capitulo dedica-se ao estudo da teoria de perturbagdes cosmoldgicas com
aplicacao, nos capitulos seguintes, aos processos de formacao de estruturas em modelos

fantasmas.



Capitulo 3

Perturbacoes Cosmologicas

3.1 Introducao

Evidéncias observacionais apontam para um Universo primordial bastante homogéneo
e isotropico para todas as escalas, que pode ser bem descrito pela métrica de FLRW. A
evidéncia mais forte disto vem da isotropia da radiacao césmica de fundo. Para que se
formassem as estruturas observadas hoje, como as galaxias e aglomerados de galéxias,
considera-se que existiam pequenas flutuagoes primordiais cujas amplitudes cresceram
lentamente devido & instabilidade gravitacional. Portanto, para entender o problema
do crescimento dessas flutuagoes, os pesquisadores fazem uso de teorias de perturbagoes
e as aplicam a cosmologia. Em geral, perturba-se um sistema para analisar questoes
relacionadas ao seu equilibrio, buscando para isso compreender sua evolugao, como se
procede em modelos de crescimento de estruturas. Numa visdo matemética, a tarefa de
se fazer a teoria de perturbagao cosmoldgica implica, no contexto da relatividade geral,
resolver as equacoes de Einstein linearizadas num Universo cujo cenério ¢ o da expansao.

Deste modo, para explicar as estruturas que se apresentam hoje sob a roupagem de
galdxias e aglomerados de galaxias é necessario o estudo das perturbagoes iniciais. Na
maioria dos modelos considera-se que esta perturbagao ¢ produzida num tempo muito re-

moto, sendo uma flutuacao de pequena amplitude que cresce gradativamente em virtude
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da instabilidade gravitacional. Com o decorrer do tempo, a aglomeracao de matéria da
origem a regioes de maior densidade que atraem gravitacionalmente a matéria em sua
vizinhanga. Como resposta, a perturbagao tem sua amplitude aumentada e produz um
aumento da forga atrativa em torno dessa aglomeracao. Esse processo de amplificacao
é suavizado pela propria condicao de expansao do universo, fazendo com que a atragao
gravitacional seja, em parte, neutralizada, impedindo um cenario de instabilidade expo-
nencial.

O problema de se construir uma teoria de perturbacao cosmologica, com respeito ao
calibre, pode ser atacado de duas maneiras, uma delas por meio da escolha deste calibre,
por exemplo, fixando-se o sistema de coordenadas. A outra possibilidade ¢ trabalhar
com uma teoria invariante por transformacoes de calibre. Neste contexto, as quantidades
fisicas da teoria, sendo todas invariantes de calibre, possibilitam uma melhor interpretacao
fisica, o que nao ocorre no primeiro caso. Quando se fixa o calibre é necessario ter cautela
na anélise das quantidades fisicas, pois uma escolha infeliz da coordenada pode produzir
elementos que nao sao fisicos. Deste modo, o resultado estaria sendo mascarado e seria
preciso identificar e excluir estas quantidades, tarefa que nem sempre é simples. No
método tratado em [60], baseado na proposta de J. M. Bardeen [33] na década de 1980,
estuda-se as perturbagoes cosmoldgicas utilizando uma abordagem na qual se constroi
quantidades que sao invariantes de calibre por meio de parametrizacoes arbitrarias destas
perturbagoes. Conhecido por "perturbagoes cosmoldgicas invariantes de calibre", este
método é de mais simples aplicagdo do que o anterior [63,65] justamente por obter-se
equagoes onde todas as quantidades sao invariantes.

A teoria de perturbagao (linear) é de grande importancia para a cosmologia no estudo
do processo de formacao de galaxias e aglomerados e pode ser aplicada desde que se
considere que estas estruturas se formaram por meio de pequenas flutuacoes iniciais. Além
disto, em estudos de anisotropia da radiagao césmica de fundo, por exemplo, a teoria de
perturbagao linear é bastante apropriada justamente porque até bem recentemente as
flutuagoes observadas eram muito pequenas [64]. Ademais, além do fato de uma teoria

linear ser matematicamente mais facil de se trabalhar, possibilita calculos computacionas
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mais rapidos e precisos.

Esse capitulo é uma revisao bibliografica baseada em referéncias como [25,33, 60,61,
63|, sobre perturbagoes cosmologicas invariantes de calibre a nivel classico. As equagoes
de movimento sao obtidas e posteriormente aplicadas a modelos de perturbacoes cujas

representacoes sao hidrodinamicas e por campo escalar, sempre para o caso fantéomico.

3.2 Equacoes para o Espaco nao Perturbado

Nesta secao é feita uma descricao da base! com a métrica de FLRW e escreve-se as
componentes do tensor G, e 1), para o espago nao perturbado. Nas se¢oes seguintes as
perturbagoes serao introduzidas.

As equagoes de Friedmann apresentadas no primeiro capitulo estao expressas em ter-
mos do tempo césmico t. O estudo de perturbagdes cosmoldgicas serda todo feito na

representacao do tempo conforme 7). Esta reparametrizagao do tempo facilita o calculo.

3.2.1 Equacgoes de Friedmann para a Base

O Universo é descrito aqui por uma variedade pseudo-riemanniana, M, 4-dimensional,

cuja métrica® é g,,. O elemento de linha para a base,
ds* = g, da" dz¥ = dt* — a*(t) v;; da' da’ (3.1)
escrito em termos do tempo conforme 17, tal que dn = a~'dt, passa a ser
ds® = a*(n) [dn? — ij dx’ da’] . (3.2)
A quantidade v;; ¢ a métrica da base para o caso do espago 3-dimensional, tal que,
b;; dx* dx?

odat do? = , 3.3
T T T g G 202 (3:3)

LA base é a denominacdo que se da ao espaco nao perturbado.
2A assinatura da métrica é a mesma utilizada anteriormente, ou seja, -2.
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onde k£ = 0,1 ou —1, correspondente a hipersuperficie = constante ser plana, fechada
ou aberta, respectivamente.

Para calcular as componentes 0 — 0 e i — j das equagoes de Einstein (1.39), usando a
métrica (3.2) que estd representada no tempo conforme, é necessario escrever as compo-

nentes RY. Feito isto, as componentes nao-nulas para as equagoes de campo fornecem a

relacao:
I\ 2 1
0 _ a k _ 0
- 2a” ad\? k ] -

onde as quantidades com linha representam as derivadas com respeito a 7. Estas sao as
j& conhecidas equagoes de Friedmann, apresentadas no primeiro capitulo, porém agora
expressas no tempo conforme. A solugdo para tais equagoes depende da relagao entre a

pressao p e a densidade p do fluido.

3.2.2 Universo Descrito por um Fluido Perfeito

O tensor de energia-momento é definido em termos de seus autovalores p e p, a densi-
dade de energia e a pressao. Para grandes escalas, sendo a matéria aproximada para um
fluido perfeito com quadrivelocidade u* = (a,u’ = 0), a relagao que descreve o tensor T

¢ dada pela (1.45), com a restrigao utu, = 1:

T = (p+ p)uru, —p & . (3.6)

A outra equagao necessaria nesse estudo advém da conservagao da energia. Conside-
rando que a pressao p numa esfera de volume V' em expansao é significativa, a energia
total £ = p V' ja nao se conserva porque a pressao realiza um trabalho dado por —p dV.

Pela primeira lei da termodinamica, esse trabalho deve ser igual & mudanca na energia
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total. Dali,

dE = —p dV . (3.7)

Tomando a diferencial de E'= p V, tem-se

dE = Vdp+pdV . (3.8)

Comparando as equagoes (3.7) e (3.8), obtém-se a relagdo Vdp = —(p + p) dV. Conside-

rando o volume V o a® chega-se, portanto, a lei de conservacao®:

dp=-3(p+p)dlna. (3.9)

A equagao da continuidade! para a matéria pode ser obtida tomando-se a (3.9) com

relacdo a dt e escrevendo H = a/a, ou seja,

p=-3(p+p) H . (3.10)

Solugao da densidade para a base
O Universo pode ser descrito por meio de um fluido perfeito, cuja equagao de estado

relaciona sua pressao e densidade através do parametro «, ou seja,

p=ap. (3.11)

Desse modo, a solugao para a equagao (3.10) serd, da mesma forma que discutido anteri-

ormente,

p=poa 17, (3.12)

sendo py a constante de integragao. As solugdes para 3 casos interessantes sao:

3Para chegar até aqui todas as relacdes anteriores foram obtidas mantendo-se a entropia constante.
4Para um Universo homogéneo e isotrépico pode-se obter a equacio da continuidade também por meio
da conservagao do tensor momento-energia, isto &, T}, = 0.
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e matéria tipo poeira, pma = 0, fornece ppq o< a3 ;

e radiacao, onde se tem p,.q = % Prad, & densidade é p,qq o< a7 ;

e constante cosmologica, onde py = —py, acarretando p, = constante.

Solucgoes do fator de escala para a base.

A solugao para o fator de escala para o caso de um espago nao-perturbado pode ser
obtida introduzindo a (3.12) na equagao de Friedmann (1.46), porém escrita em termos
de n, de modo que,

CL/2 k 87TG —3(14a)

pr R W

(3.13)
Como esta é uma equacao que depende da curvatura espacial k, o resultado final deveré
ser diferente para cada um dos 3 casos, k = 0,1, —1 . Sendo assim, uma relagao geral seréa
mostrada aqui e apenas a solugao para k = 0 sera obtida nesse capitulo, ficando as duas

outras para o capitulo seguinte.

Organizando a equagao anterior obtém-se

1/2
g-1rsay2da /871G <1 3k a1+3a> ‘ (3.14)

dn 3 B 87 G po

Apo6s uma mudanga de variaveis, tal que

3
_ (1430)/2 3.15

chega-se a seguinte equacao

d (1+3a)
/(1_1{22)1/2 = . (3.16)

Para uma curvatura espacial nula, ou seja, para k = 0, a solugao da (3.16) fica,

simplesmente,

a = agn?/ 173, (3.17)

A analise deste resultado para os valores limites de «, por uma questao de conveniéncia,
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¢ obtida no capitulo seguinte.

3.3 Introduzindo as Perturbacoes

O modelo que descreve a dindmica do Universo de uma maneira mais fiel necessita

considerar as perturbacoes. Pode-se iniciar pela perturbagao da métrica, ou seja,

Ju = g,uzx + 59;111 ) (318>

onde dg,, ¢ uma pequena perturbagao e g, ¢ a métrica da base, ou seja, da parte nao

perturbada. Deste modo o elemento de linha ¢é representado da seguinte forma:
ds® = g, da" dz”’ + 8g,, da" dx. (3.19)

Pode-se classificar as perturbagoes da métrica em 3 categorias: perturbacgao escalar,
vetorial e tensorial®. Elas sao assim classificadas pela maneira como os campos que com-
poem a quantidade perturbada se comportam mediante as transformacoes de coordenadas
na hipersuperficie de tempo constante.

No estudo dessas perturbagoes ¢ necessario escrever a métrica perturbada dg,, em
termos de campos escalares, vetoriais e tensoriais. Como a métrica do espago-tempo é,
por definicao, um tensor simétrico de dois indices, podendo cada qual assumir quatro

possibilidades, pode-se representa-la como uma matriz 4 x 4:

goo Yo1 YGo2 Yos

gor 911 g12 913

go2 912 g22 g3

Jgo3 d13 Gg23 033

Observando a representacao matricial de g, percebe-se que existem 10 componentes

distintas da métrica, correspondendo, portanto, a 10 graus de liberdade. Pela equacao

5Essas definicoes de escalares, vetores e tensores sao feitas em relacdo a secio tridimensional.
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(3.18), vé-se que a métrica se relaciona proporcionalmente com a perturbagao e sendo esta

arbitraria® conclui-se que tera também 10 graus de liberdade.
A escolha da representagao dos graus de liberdade da perturbagao da métrica é feita da
seguinte forma. A componente 0-0, tendo apenas um grau de liberdade, pode ser escrita

como uma funcao escalar’, ou seja,

Em seguida, as componentes mistas 0-i podem ser caracterizadas como um campo vetorial,
representadas por uma parte paralela, o gradiente de uma funcao escalar®, e outra parte

transversal, o rotacional de outro campo vetorial, isto é,

Por dltimo, as componentes i-j da perturbagao da métrica, de forma analoga & analise

anterior, podem ser escritas como uma soma do tipo

592‘]‘ XX QIp”yij + 2E;ij + E;j + F]vl + Hij s (323)

onde ¢ e F sao campos escalares, [ representa um campo vetorial e H;; um tensor de
ordem 2.

A perturbacao da métrica pode ser separada conforme a ordem tensorial dos objetos
que a compoem, ou seja, escalares, vetoriais e tensoriais. Nesse ambito, considerando,
como dito anteriormente, que dg,, possui 10 graus de liberdade, necessita-se fazer a se-

guinte analise:

e Os campos escalares ¢, B, 1 e F, provenientes das equagoes (3.21)-(3.23), corres-

pondem a 4 graus de liberdade;

6Por arbitraria entende-se que a perturbacdo da métrica ndo possui qualquer simetria, como por
exemplo, esfericidade, homogeneidade ou isotropia.

"Define-se funcio escalar como um objeto matemético que obedece a seguinte propriedade de trans-
formagao: ¢'(z’) = ¢(x), onde ¢’ representa a fungdo na nova base de coordenada (z').

80 ponto e virgula seguido da letra que indica a coordenada representa a derivada covariante com
relagao a determinada componente.
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e Os campos vetoriais S; e F;, que estao sujeitos a restricao de divergéncia nula, tém
suas 6 componentes independentes reduzidas® para 4, representando, portanto, 4

graus de liberdade;

e O campo tensorial H;; que possui genericamente 9 componentes distintas, devido a
simetria, sofre redugao de 3 componentes. Com as imposig¢oes de traco e divergéncia
nulos, suas componentes sao reduzidas em mais 4. Desse modo, dos 9 graus de

liberdade tensoriais restam apenas 2.

Nem as perturbagoes vetoriais nem as tensoriais apresentam instabilidades significati-
vas para o processo de formacao de estruturas. Em particular, as perturbagoes tensoriais
descrevem as ondas gravitacionais, que sao os graus de liberdade do proprio campo gra-
vitacional. Os trés tipos de perturbagao da métrica sao desacoplados a nivel linear e por
este motivo permitem o estudo separadamente. Como o presente trabalho tem por fina-
lidade justamente estudar o processo de formagao de estruturas, apenas as perturbagoes
escalares sao abordadas.

Portanto, colecionando os campos escalares ¢, B, ¢ e E, das equagoes (3.21)-(3.23),
o termo perturbado da métrica para o caso de perturbacoes escalares, representado ma-

tricialmente, fica

2¢ B;l
Bi 2(Yyii+ Ea) 2(Wyi2 + Eaz) 2(¥is + Eas)
Bo 2(Yy12 + Eia2) 2(¥ye + Ea) 2(1yes + Eas)

Bs 2(Yms+ Eas) 2(Vyes + Eas) 2(¢yss + Ea3)

B,

)

By

)

(3.24)

Usando a equagao (3.24) na (3.19), o elemento de linha assume a forma mais geral, ou

seja,

ds* = a®(n) {(1 4 2¢) dn* + 2B, da'dn — [(1 — 2¢)yi; — 2E] dz'da’} . (3.25)

9Sendo S% = 0, pode-se sempre colocar uma das componentes em termos das outras duas, como por
exemplo, SY = —(5% + §%).
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3.3.1 Quantidades Invariantes de Calibre

Para se obter as quantidades que sao invariantes de calibre, considera-se a transfor-

magcao infinitesimal de coordenadas
¢ = =2+ £ (3.26)

onde &% sao componentes infinitesimais de um vetor. Realizando expansoes até primeira

ordem obtém-se

5§a6 - 6go¢6 - gaﬁ,fygy - gygija - goryg?g 5 (327)

onde, novamente, as quantidades barradas referem-se a base e dg,s diz respeito a nova
coordenadal®.

Escrevendo as componentes do vetor infinitesimal na forma £* = (£°, &%), onde & =
&' + (" representa '! a parte espacial do quadrivetor £%, as perturbagoes na nova coorde-

nada podem ser escritas como segue:

dgoo = dgoo — 2a(ag®)’ (3.28)

8g0i = 0go; + a* €+ (¢ - 50),i] ; (3.29)
. a

0Gi; = 0gi5 + a” 25%50 +2Ci5 + (ELiy — )| - (3.30)

Comparando as equagdes acima com as (3.21)-(3.23), verifica-se as relagoes

7 _1 0/ o &/0
0=0— (), v=v+_&, (3.31)
B=B+(-¢, E=FE+¢(. (3.32)

Como a transformagao infinitesimal de coordenadas atribuiu aos novos campos duas fun-
coes arbitrarias €% e (, é possivel, fixando-as de modo conveniente'?, anular dois dos

novos campos. Esse ¢ um caso particular onde se fixou o calibre. Entretanto, para se ob-

ODaqui em diante sempre que aparecer a letra com um circunflexo acima representara uma quantidade
na nova coordenada.
11 : i N A 4 5 aceals
A quantidade £’ , que obedece a condigao £ ‘i =0, representa o 3-vetor e ¢ é uma fungao escalar.

12Por exempo, fixando-se ( = —F e £ = B — E’ obtém-se E=B=0.
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ter combinagoes lineares invariantes de calibre dessas funcoes define-se dois novos campos

escalares,
/

b—¢-Lla(B-F) , U=v+ B-F) . (3.33)
a a

No processo descrito acima retira-se duas importantes consequéncias. Primeiramente,

os 4 graus de liberdade das perturbacoes escalares sao reduzidos para apenas 2. Em

segundo lugar, os campos escalares definidos na equagao (3.33) sdo grandezas invariantes

por transformacoes de coordenadas. Portanto, se esses campos sao nao-nulos num dado

sistema de coordenadas pode-se afirmar que existem perturbacoes verdadeiras da métrica.

Entretanto, para os 4 campos escalares definidos na se¢ao anterior, nao se pode fazer

a mesma afirmacao, pois é possivel, por meio de uma transformacao de coordenadas

conveniente, anular alguns dos campos. Assim, as quantidades perturbadas podem, na

verdade, ser um efeito de uma transformacgao de coordenadas, induzindo a uma aparente
perturbacao na métrica.

As definigdes dos campos escalares ® e ¥ nas equagoes (3.33) ndo sao univocas, isto

é, existem varias formas possiveis de defini-los [60].

3.3.2 Perturbacgoes Invariantes de Calibre e as Equagoes Gerais

de Campo

Para se obter as equagoes perturbadas como se deseja, é necessério linearizar as equa-
¢oes de FEinstein, para pequenas inomogeneidades no Universo de Friedmann. Para o
modelo da base, usando a métrica (3.2) e definindo o parametro de Hubble no tempo

conforme, isto é, H = a'(n)/a(n), tem-se,

. 1 ’ .
0 2 0 % 2 )

7

Comparando as equagdes (3.34) com (1.39), verifica-se que o tensor energia-momento
para a base deve obedecer as seguintes propriedades: T = 0 e T} o< p 6:. Fazer uma

perturbacao na métrica inicial implica, necessariamente, uma perturbagao do tensor G*.

Mantendo a veracidade também para as equagoes de Einstein perturbadas, tem-se, obri-
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gatoriamente, que perturbar o tensor energia-momento da base. Dali,
Gl +0GE = 8nG (T} + 6TY) . (3.35)
Por outro lado, a validade das equagoes (1.39) para a base, implica na relagao
0GY =8nG 0T} . (3.36)

Fazendo-se uma transformacao arbitraria de coordenadas, vé-se que essa equagao nao é
tensorial. Portanto, 0G* e 6T* nao sao invariantes de calibre. Dai, para se construir uma
teoria que seja invariante necessita-se redefinir essas quantidades. Para isso utiliza-se as
relagdes provenientes da transformagao geral de coordenadas (3.26), para uma grandeza

escalar ¢ e uma vetorial v,

8¢ =6 — ", (3.37)
00, = 0v, — v, 8" —v,E", . (3.38)

M

Utilizando as equagoes (3.27), (3.37) e (3.38) obtém-se as relagoes invariantes de cali-

bre!? para os tensores energia-momento e de Einstein, que obedecem a relacao (3.36):

01 = 6Ty — (17) (B~ E) , 6y = 0Go — (Gy) (B — E') (3.39)

o2 a1 (10— 318 ) (B - B, 062 =46~ (G- 36 ) (BB, (340

i i i/ ~i i iy
0T =0T, — (T}) (B—E') 0G5 =06, — (G) (B—FE'). (3.41)

A quantidade perturbada do tensor de Einstein, 0G*, depende da perturbacao da
métrica. Com isso, pode-se escrevé-las em termos dos 4 campos escalares dados pela
equagao (3.25). Além disso, usando as relagoes (3.33), pode-se escrever ¢ e 1) em termos

de ® e W. Substituindo esses campos na equagao (3.36) com os termos invariantes de

I3 As quantidades invariantes de calibre estdo representadas por um til sobre a letra.
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calibre, obtém-se, por fim, as equagoes de campo:

V2 +3 kU — 3H(H® + V') = 4nGa?5Ty) | (3.42)
(H® + V'), = 4nGa5T) | (3.43)

1 .
(2H + H*)® + H(P + 2¥) + " — kU + 5V2(o1> — )| 8+

1, [
_§7m(<b = W)y = —ArGa’oT; . (3.44)

3.3.3 Perturbacoes Hidrodinamicas

A equagao (3.6), que descreve o tensor energia-momento para um fluido perfeito,

quando perturbada,
5T,uzx = (ﬁ + ﬁ) (ﬂu(suu + au(su;L) + (5p + 5]9)@“@,, - 5]9@#1/ - p(;g;w - a2p7r;w 9

fornece as seguintes relagoes [33]:

0Too = pogoo + dp (3.45)
6T0i = _p(ngi + (ﬁ + ]3) (51/4)7@' + 6UJ_Z) , (346)
5T,-j = —]55gij — a2 [51]5]9 + T.ij + Ure + T4 + 7Tij] s (347)

Nessas equagoes, dp, dp e du, sao as quantidades perturbadas da densidade, pressao
e quadrivelocidade, respectivamente, e m, m; e m;; representam as correcoes dissipativas
(componentes de cisalhamento), sendo 7, conhecido como tensor de pressao anisotrépica.

A quantidade dp pode ser expressa em termos da entropia e da densidade perturbada,

op Op 2
S — = 4
op (8p)sép+ <8S)p55 c;0p+T10S (3.48)

onde ¢, representa a velocidade adiabatica do som para a matéria hidrodinamica e 7 ¢
simplesmente (9p/0S),.

Para escrever as equagoes (3.45)-(3.47) na forma invariante de calibre, considera-se,
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primeiramente, perturbagoes adiabaticas, 6S = 0 e o tensor 7, nulo'* [25]. Em seguida,

utiliza-se as relagoes (3.37)-(3.41). Desse modo, chega-se as seguintes equagdes:

0Ty = 6p (3.49)
0T = a= ' (p+ p)(Silo; + dus) | (3.50)
0T = —0p 0! . (3.51)

Inserindo a equagao (3.51) na (3.44), para i # j, obtém-se (& — U).;; = 0, que fornece
como TUnica solugao consistente, com ¢ e ¥ sendo perturbagoes, a igualdade & = W. Por
fim, com o objetivo de escrever as equagoes invariantes de calibre para as contribui¢oes

escalares, substitui-se as relagoes (3.49)-(3.51) nas equagoes (3.42)-(3.44), ou seja,

A® + 3k® — SH(H® + &) = 47Ga® 55 (3.52)
(a®)'; = 4nGa®(p + p)diio, (3.53)
D" + 3HP + (2H' + H? — k)® = 47Ga® §p . (3.54)

Usando a rela¢ao (3.48), considerando-se as perturbagoes de entropia (55 # 0), as

equagoes (3.52) e (3.54), quando combinadas, fornecem o seguinte resultado:

"+ 3H(1 + )P — AP + 2H + (H? — k)(1 + 3¢2)|® = 4nGa® 765 . (3.55)

Para o caso de perturbagoes puramente adiabaticas, como sao feitas neste trabalho, o
termo de fonte, & direita da igualdade na relagao acima, desaparece e as equagoes tornam-

se homogéneas. Além disso, fazendo o = 2, a (3.55) fica reescrita na forma:

D" + 3H(1 4 )® — aAD 4+ 2H + (H* — k)(1 4 3a)]® =0 (3.56)

A solugao desta equacao para k = 0, tanto para valores positivos do parametro da equagao

14 A nulidade deste tensor ocorre por se tratar de um fluido perfeito onde néo hé pressio anisotrépica.
Isto quer dizer que nao hé corregoes dissipativas por nao existirem elementos fora da diagonal no tensor

THY.
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de estado, quanto negativos, foi discutida na referéncia [62]. Naquele trabalho os autores
utilizaram as equacoes perturbadas no calibre sincrono, mas a solugao para o contraste
de densidade é basicamente a mesma que no caso invariante de calibre. A anélise para
aquele caso foi feita no contexto da inflagdo e mostrou que, para pequenas escalas, nao
hé colapso exponencial e a matéria parece ser estavel. Para escalas maiores os modos sao

decrescentes.

3.3.4 Perturbagoes para um Campo Escalar

Modelos que descrevem o Universo por meio de um fluido hidrodindmico tornam-se
pouco eficientes no limite de altas energias, quando surgem efeitos quanticos'®. Neste
caso, a melhor opcao ¢ imaginar que a matéria possa ser descrita em termos de campos,
como se faz em modelos de fisica de particulas ao se acrescentar campos escalares.

Analogamente ao caso hidrodinaAmico, com o objetivo de obter as perturbagoes para o
modelo de Universo cuja matéria é descrita por campo escalar, é preciso perturbar o tensor
energia-momento descrito em termos deste campo. Para tanto, toma-se a densidade de

lagrangiana (2.14) de um campo escalar minimamente acoplado a gravidade e obtém-se

1

T = g"p 50, — 59”%%&5 —Vi(p)| o . (3.57)

Para um campo escalar ¢, que corresponde a uma possivel solucao de um Universo

homogéneo e isotropico, isto é, = ¢(t), faz-se uma pequena perturbagao da forma

(2’ t) = @(t) + dp(a',t) | (3.58)

sendo |0p] < @.
A perturbagao no campo escalar causa uma perturbagao em seu tensor energia-momento,

que pode ser descrita como segue:

T =T"+ 0TH | (3.59)

I5Para estes sistemas, a melhor descricdo seria feita por uma estatistica quéntica ou por campos quan-
tizados. A hidrodinamica cléssica nao tem se mostrado apropriada para estes limites.
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onde se impoe que a quantidade 07} seja linear nas perturbagoes da matéria, dp, e da
métrica, 0g,, .
Pelas equagoes (3.57) e (3.2), obtém-se as seguinte componentes nao-nulas para o

tensor energia-momento do campo escalar da base:

, (3.60)

5 P
i 1 —/ — ) — 1
T = [_7¢ 2 4 V(@} 8t = —pd’ . (3.61)

Para se obter as quantidades perturbadas 67/, basta tomar a variagao da equacgao (3.57),

de modo que,

OT) = a2 | =@+ @6 + Z—Zcﬂé@} , (3.62)

0T = a™* §'op; (3.63)
% — _—/ -/ dV %

0T = a™® | @ — @0y’ + %az&p} 85 . (3.64)

Para representar as equagoes (3.62)-(3.64), na forma invariante de calibre, ¢ neces-
sario observar as transformagoes (3.37) e (3.39)-(3.41) (com respeito ao tensor energia-

momento), levando em consideragao as quantidades da base (3.60) e (3.61). Dai, obtém-se

. [ dv

ST = a2 | =@ + @6¢ + %cﬂ&ﬁ] , (3.65)

TP =a"2@6p,, (3.66)
- [ dv .

0! = a2 |20 — §'6@ + @a%@] 5t (3.67)

Analogamente ao estudo das perturbagoes hidrodinamicas, nota-se, pela equagao (3.67),
que 5T~’; é proporcional a 5; também para o caso do campo escalar. Inserindo, portanto, a
expressao (3.67) em (3.44), para i # j, obtém-se & = W. Desse modo, substituindo as re-
lagoes (3.65)-(3.67) nas equagoes (3.42)-(3.44), chega-se as equagoes de campo invariantes

de calibre:
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dV
(A +3k)® — 3HP' — (H' + 2H*)® = 47G (@’&;}’ + a2@5@) , (3.68)
O+ H® = 47GF 6P , (3.69)

dVv
" + 3HPY + (H' + 2H* — k)® = 47 G (@’5@’ - a2@5¢) : (3.70)

onde usou-se a equacao de movimento da base!¢:
4G @2 =H*—H' . (3.71)

E possivel obter a equacdo diferencial parcial de segunda ordem para ® combinando
as relagoes (3.68) e (3.70) e considerando a (3.69) e a (3.71). Além disto, a relagdo
& = —@" — 2H¢', proveniente da equagao de Klein-Gordon, deve ser utilizada. Deste

modo, obtém-se:

=1

<I>”+2<H—S0 )(I)’—A(I)+2(H’—H%><I>:0, (3.72)

=

cuja solucao depende do potencial ¢.

Nesse capitulo foram obtidas equagoes de perturbacoes para um fluido perfeito e para
um Universo permeado por matéria descrita por campo escalar. Esta ferramenta sera
utlizada daqui em diante.

No proximo capitulo o tratamento hidrodinamico seré aplicado a um modelo descrito
por fluido fantasma e o comportamento assintético das fungoes sera analisado, com dis-
cussoes a respeito tanto em representacao hidrodinamica quanto de campos. No capitulo
seguinte serd a vez da analise do espectro de poténcia para o caso de perturbagoes de

densidade em modelo de dois fluidos.

16Essa expressdo é obtida derivando a equacdo de Friedmann para o campo escalar com respeito ao
tempo e subtraindo a equagao (2.18).



Capitulo 4

Modelo Fantasma em Representacao

Hidrodinamica e de Campos

4.1 Introducao

A medida em que os dados observacionais mais recentes corroboram o cenario de um
Universo que se expande de maneira acelerada, diferentes propostas de modelos cosmolo-
gicos surgem com o objetivo de cumprir a tarefa de reproduzir as observacoes. Modelos
que utilizam fluidos com pressao negativa tém sido amplamente divulgados em pesquisas
recentes. De fato, mesmo antes que se pensasse que o Universo pudesse estar se expan-
dindo de maneira acelerada, fluidos com esta caracteristica ja haviam sido propostos no
contexto do cenario inflacionario do Universo primordial [66], onde este passou por um
periodo bastante curto de expansao acelerada.

O sucesso da teoria inflacionaria juntamente com a indicagao observacional de uma
expansao acelerada fez com que o universo dos modelos cosmologicos transcendesse para
além do senso comum, abrindo as portas para fluidos ditos exéticos como componentes
de carater fundamental. Em [67], Caldwell denominou o fluido exotico que descreveria a
EE para o qual a equagao barotrépica teria a < —1, como componente escura fantasma. A

partir de entao, o termo fantasma, do inglés phantom, passou a ser utilizado em cosmologia

66
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para designar modelos de Universo cujo parametro da equagao de estado fosse menor que
—1.

O capitulo 3 apresentou o estudo de perturbagoes cosmologicas em dois ambitos di-
ferentes: & luz da hidrodinamica, para o caso de um fluido com equacgao barotropica de
estado p = ap, e sob a 6tica da teoria de campos, com a introduc¢ao de um campo escalar.
A préxima segao tratara da andlise das perturbagdes para o primeiro caso, considerando
o modelo fantasma, e a secao seguinte se encarregara da anélise do modelo com campo

escalar.

4.2 Andalise Perturbativa do Modelo Fantasma

Para o caso de perturbagoes adiabaticas, tal que a equagao (3.48) se resume em
dp=aidp, (4.1)

a relacao que representa as equacoes perturbadas invariantes de calibre para o caso hi-

drodindmico é dada pela (3.56):
" +3H (1+a)® +2H + (1 +3a)(H? — k) +ag’] @ =0, (4.2)

sendo k o parametro de curvatura espacial. A quantidade ¢ surge da solucao V2® = —¢*®,
onde ¢? & o autovalor do operador Laplaciano V2.
Como a (4.2) é a forma geral da perturbagdo nesta representagao, faz-se necessario

analisar os resultados para cada caso, isto é, para k = 0,1 e — 1, como sera feito a seguir.

4.2.1 Analisando o caso plano (k = 0)

O estudo das perturbagoes hidrodindmicas para o caso plano, feito em [72], inicia-se

substituindo k& = 0 na equacao (4.2), de modo que se tem

D" +3H (1+a) &+ 2H +H*(1+3a) +ag’] =0 (4.3)
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E preciso agora escrever H em termos de 7, lembrando que H = a’/a e que a solugao do

fator de escala para a base é dada pela equacao (3.17),
a = ag n/+3 (4.4)

Desta equacao se observa que a evolucao temporal ocorre, conforme o Universo se expande,

da seguinte forma:
e para @ > —1/3, a — oo quando 1 —
e para a < —1/3, a — oo quando n — 0.
Usando a solugao de a para escrever H, tal que,

2 ) 4 , =2
= (14 3a)n’ "= (1+3a)2n?’ = (1+ 3a)n? (4:5)

e substituindo na equagao (4.3), obtém-se a relacao

6(1+a) @

(I)//_'_i
(14+3a) n

ag®®=0. (4.6)
Apos algumas manipulagoes algébricas para que se possa chegar numa relagao conhe-
cida, a soluc¢do para a equacao (4.6) se assemelha a tipos especiais escritos em termos de

funcoes de Bessel [76],

® =(qn)""{c1(q) LL(Vaqn) + e2(q) J-o(Vaqn)}  para a >0 (4.7)

® =(gqn){e1(q) L (V=a qn) + c2(q) K,(V—a qn)} para a <0. (4.8)

Nestas equagoes, J, ¢ denominada funcao de Bessel de primeiro tipo, [, e K, sao fungoes
de Bessel modificadas de argumentos imaginarios, os coeficientes ¢; e co sao constantes
de integracao e v = (5 + 3a)/(2 + 6cr). Obviamente, somente a solugao (4.8) é valida
no limite tratado aqui, onde o modelo utiliza equacao de estado cujo parametro assume

valores negativos.
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A anélise assintotica é realizada por meio da verificagao do limite de grandes e pequenos
valores do argumento das fun¢oes de Bessel. No limite em que o argumento vai a zero,

isto é, gn — 0, para qualquer valor de v, as solugoes tém o seguinte comportamento:

® ~¢i(q) + &(q)(gn), (4.9)

onde as constantes de integragao foram redefinidas. FEsta solucao apresenta um modo

)~2. Como o Universo

constante, ¢;, e outro modo que depende de 1, dado por ¢ (q)(qn
em expansao atende a condicao a — o0, existem duas possibilidades para este segundo
termo: uma para o > —1/3, tal que n — oo e outra para o < —1/3, que implica
n — 0. Uma anélise simples mostra que o segundo termo serd sempre decrescente a
menos que o < —5/3. Abaixo deste limite, ou seja, se o parametro da equacao de estado
for mais negativo que —5/3, o segundo termo deveréa crescer. Portanto, se o fluido em
questao violar a condi¢cao de energia dominante, caracterizando-o como fantasma, com
pressao suficientemente negativa (a« < —5/3), as perturbagoes devem crescer para escalas
grandes, conduzindo a destruicao da homogeneidade nao apenas localmente, como requer
o cenario padrao de formacao de estruturas, mas de maneira global.

A anélise do comportamento assintotico no limite de valores grandes do argumento

das fungoes de Bessel, ou seja, qn — oo, fornece a solugao:
@ D (1) €T 4 Sy(g)e ) (4.10)

Neste caso verifica-se instabilidades para alguns intervalos do parametro da equagao de
estado. Existe uma relacao entre os limites destes argumentos e as escalas que sao observa-
das no Universo. E possivel fazer esta conexao fixando alguns parametros. Primeiramente
deve-se fixar o fator de escala para os dias atuais como sendo igual a unidade, ou seja,
ap = 1.

Com isto, o parametro de Hubble "hoje", que ¢ definido em termos do fator de escala,

é escrito como:

/

a 2 1

w143 ||

to a2
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Nestas igualdades percebe-se uma relagao inversa entre o tempo conforme 7, e o parame-
tro de Hubble Hy, representados hoje, de modo que ny ~ Hj L' = 14, onde considerou-se
o sistema de unidades tal que ¢ = 1. Isto mostra que é o comprimento de Hubble, [y,
que delimita os regimes de pequenas e grandes escalas. Conforme anélise feita em [72],
quando a > —1/3 o tempo conforme aumenta com a expansao do Universo implicando
que, quando o tempo evolui, mais modos satisfazem a condigao qn >> 1 podendo ser
interpretada como a entrada destes modos no horizonte de Hubble com a evolucao tem-
poral.

Quando o < —1/3 ocorre o inverso, ou seja, com a evolu¢ao temporal mais modos
satisfazem a condigao gqn << 1, que ¢é a situagao normal para um Universo em fase de
expansao acelerada. No intervalo —5/3 < a < —1/3, os modos sao esticados para fora
do horizonte de Hubble e, ou decaem, ou sao congelados!, nao acarretando riscos para a
homogeneidade. Entretanto, para a < —5/3 estes modos tornam-se fortemente instéaveis
e podem destruir a homogeneidade.

Os resultados discutidos acima, se analisados em termos do comprimento de Hubble,

|1 + 3a| | n |3(1+a)/(1+3a)

lH(n) - 2 |/)70|—2/(1+304) ) (411)
tal que os argumentos das fung¢oes de Bessel em termos de Iy (n) sejam
g ~ g [l ()] OO (4.12)

conduzem, para o caso de um Universo permeado por um fluido fantasma, a um [y (n)
decrescente & medida em que o Universo se expande.

A segao seguinte é uma obtencao de solugoes para os casos com curvatura, represen-
tando uma complementacao ao trabalho da referéncia [72]. Daqui em diante, todos os
resultados foram obtidos durante o estudo de doutorado e publicados em |73] represen-

tando, de fato, ideias originais.

10 sentido aqui da expressdo modos congelados é de uma onda cuja amplitude permanece constante.
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4.2.2 Analisando os casos com curvatura (k # 0)

O estudo dos casos k = 1 e k = —1 ¢ feito de forma analoga a anterior, escrevendo
a solugao do fator de escala para a base. As equagbes para os dois casos sdo bastante
parecidas, razao pela qual o tratamento k& = 1 serd completamente desenvolvido e para

k = —1 as solugoes serao adaptadas e seguidas dos devidos comentérios.

Caso k=1 Iniciando pelo caso fechado e substituindo, portanto, o valor do para-

metro de curvatura k = 1 na equagao (3.16) obtém-se:

(1 +23a) )= / = 1/2)1/26@ 7 (4.13)

lembrando que y = , /ﬁ al39/2 - A solucdo da (4.13) é obtida fazendo y = sen 6, tal

143
2

1, de modo que se tem

1/(1+3a) 2/(143)
87 G po 1+ 3a
a= 3 sen 5 . (4.14)

Em seguida, escrevendo as quantidades

1 1 1
H = cotg( 4—2304 n) e H = —( 4_230[>cose02< —i—23a 7}) , (4.15)

e substituindo na equagao (4.2) para k = 1, obtém-se,

que 0 =

+ 3

1
D" +3(1 + «) cotg( n) P+ [aq2 —2(1+3a)]<1> =0. (4.16)

Para encontrar a solugao da equacao acima é preciso fazer algumas redefini¢oes de

variaveis. Reescrevendo ® = d®/dn como ®y(df/dn), onde novamente § = 1+23O‘17, e

®y = dP/dh, chega-se a

o\ > do 2
Doy (d_n) + 3(1 + «a)(cotgh) (I)Od_n - [ozq —2(1+ 3a)] d=0. (4.17)
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Tomando a derivada de 6 com relacao a 7, substituindo na equacao acima e multiplicando

tudo por 4/(1 + 3a)?, obtém-se

6(1+ )

Py T E)
00+ (1+3a)

(cotg 0) @y + P =0, (4.18)

sendo ¢ = 4[aq® — 2(1 + 3a)]/(1 + 3a)2.

Ainda com o intuito de obter a solu¢ao da equagao perturbada é preciso simplifica-la
ainda mais, absorvendo a func¢ao trigonométrica cotg 6, escrevendo uma nova variavel
x = cos 0 e em seguida fazendo z = (1 4 z)/2. Apo6s algumas manipulagoes algébricas,

chega-se, finalmente, & seguinte equagao diferencial hipergeométrica para a perturbacao:

7+ 9«

1_ @// o
A Ti ey

(1—-22)" +3P=0 (4.19)

A solugao da equagao acima pode ser representada na forma de fungdes hipergeomé-

tricas:
Dy () = coF[A, B;C; 2] +b 2" C yR[A-C+1, B—C+1; 2-C; 2] (4.20)
sendo
1) 1+« (1+)? _
A=-{6 36— + 42 4.21
2{ 1+3a+\/ (1302 ([ (4:21)
1] 1+« (14 «a)? .
B=-{6 — 1 [36A—Z + 42 4.22
2{ 1+ 3a \/ (11302 (- (422)
7+ 9
— 4.2
¢ 2(14 3a) (4.23)

e ¢ e b sao constantes.
A anélise para o caso de um espaco curvo é um pouco mais complicada que o caso

plano, uma vez que existem duas escalas para serem analisadas, uma dada pelo raio de
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Hubble e outra devida a curvatura. Por este motivo, é mais facil, e mais relevante segundo
a proposta deste trabalho, considerar-se o comportamento nos extremos do intervalo de
tempo. Para cumprir esta tarefa ¢ preciso levar em conta as seguintes propriedades de

transformagoes nas fungoes hipergeométricas [76]:

I(C)T(C — A— B)

2F1[A, B; C; 2] “TC_A)T(C D) F(A,B;A+B—C+1;1—2)+
F(C)FF(ES ;g; D1 = )eABR(C—AC—BC—A-B+11-2)
(4.24)
2F1[A, B; € 2] %g Eﬁf} — j; (—2) R (A, A+1—-C;A+1— B; %)+
+£Ei§ Il:Eél — g; (—2) ByF(B,B+1—C;B+1—A; %) (4.25)

Baseando-se nisto, os seguintes comportamentos assintoticos sao observados:
z— 0 implica oF1[A, B;C; 2] ~ 1

z— 1 implica oF|[A, B;C; 2] ~ ggg)_l;x()cr_(g:g; + F(C%(I})A;Eg;rc) (1 —z)c—A-B

I'(C) I(B—A) _A |, D(C)T(A-B) _
T'(B) I‘(C—A)(_z) + 1@ F(C—B)(_Z) b,

z — oo implica o F1[A, B; C; 2| ~

Com as expressoes acima ¢ possivel determinar o comportamento das perturbagoes,

21
1+3a

observando as duas extremidades do intervalo de tempo, ou seja, 0 < 7 < para

a>—1/3e 1i§a <1 <0 para a < —1/3. As perturbagoes comportam-se, portanto, da

seguinte maneira:

e para a > —1/3 existem dois modos decrescentes, para 7 = 0, e quando o Universo

2
14+3a?

se aproxima do Big Crunch?, que ocorre para n = um modo constante e um

crescente;

e para —5/3 < a < —1/3 existem, inicialmente, durante a fase de contra¢ao, um
modo crescente e um constante e quando o fator de escala diverge, no outro limite

assintotico, um modo constante e um modo decrescente;

2Big Crunch é uma teoria que prevé que, devido & atracdo gravitacional, o Universo comecara a
contrair-se no futuro tendendo para um colapso.
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e para o = —5/3 existem, tanto no comego da fase de contra¢do quanto no final da

fase de expansao, somente modos constantes;

e para a < —5/3 existem um modo constante e um decrescente no inicio da fase de

contracao e dois modos crescentes quando se aproxima do Big Rip.

Caso k = —1 Asequacgoes para o Universo aberto possuem em sua esséncia a mesma
forma que as do caso anterior, porém com fun¢oes hiperbélicas ao invés de trigonométricas

simples. A (4.14) é reescrita como

S 1/(1+30) - 2/(1430)
a= ( 7T3 po) [senh( 5 an)] (4.26)

e a (4.16) fica:

7o =0, (4.27)

1+3 1+ 3a)?
<I>”+3(1+a)cotgh( i an) (I>'+w

4

onde

7 = [aq® +2(1 + 3a)) (4.28)

(1+3a)?
Novamente, fazendo certas mudancas de varidveis e algumas manipulagoes algébricas

obtém-se uma equagao analoga a (4.19), porém com sinal negativo no termo de ®:

7+ 9«
1—2)20" + ————(1-22)® — P = 4.2
onde
1 1
2=3 1—|—cosh< 4—23%)] : (4.30)

A solugao da (4.29) é representada pela (4.20), onde A, B e C sdo dadas pelas equagoes
(4.21)-(4.23), sendo que A e B tém seus sinais que antecedem a raiz trocados e o termo
+44* fica negativo.

O tratamento do caso aberto é mais complicado que para o caso fechado pois aqui o
comportamento assintético dos modos depende da escala da perturbacao. Neste caso, a

anélise sera feita considerando a situagao para a qual os autovalores do operador laplaciano
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sao nulos.
Para £k = —1 os comportamentos assintoticos sao andlogos ao caso anterior, mas,
observando o intervalo de tempo 0 < 7 < oo para o > —1/3 e —oo < n < 0 para

a < —1/3, o comportamento das perturbagoes segue a seguinte anéalise:

e para o > —1/3 existem, tanto inicialmente quanto no futuro infinito, dois modos

decrescentes;

e para —5/3 < a < —1/3 existem, inicialmente, dois modos decrescentes e no futuro

infinito, um modo constante e outro decrescente;
e para a = —5/3 existem, tanto no comego quanto no final, somente modos constantes;

e para a < —5/3 existem, inicialmente, dois modos decrescentes que tornam-se modos

crescentes quando se aproxima do Big Rip.

4.3 Uma Descricao mais Fundamental

As instabilidades que surgem para pequenas escalas nao sao tao relevantes uma vez
que o problema se deve, principalmente, a aproximagao hidrodinamica. Para que se possa
fazer um tratamento mais fundamental na representacao dos fluidos fantasmas, deve-se
considerar um campo escalar auto-interagente, que reproduza, do ponto de vista do com-
portamento experimentado pela base, a mesma aproximagao hidrodindmica empregada
anteriormente. Analisando o caso k = 0, pode-se obter o fator de escala com comporta-
mento dado pela equacdo (4.4), para o fluido fantasma, considerando-se um campo escalar

minimamente acoplado auto-interagente [72], tal que

V() = Voexp { =/ =3(1+ oz)qﬁ} : (4.31)

—-3(1+ «)

=+ | . 4.32
¢ 14 3 7 ( )
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Neste cenério, a equagao para o potencial de Bardeen é dada por:

<I>”+2[H—%,:]<I>’+ [q2+2(H’—H—)}<b=o. (4.33)

Usando as relagoes da base para H e ¢, a (4.33) torna-se,

6(1+a) @'
O 4 - 2p = 4.34
+ 1+3a 7 ta 0, (4.34)

com as solugoes

® = (qn) ™" [e1(q)Ju(qn) + c2(q) T (qn)] (4.35)

que sao validas para qualquer valor do parametro a. No pequeno limite assintotico, as
solugoes se comportam da mesma maneira que na representacao hidrodindmica e ainda
existe um modo crescente para o < —5/3. Usando a expressao assintotica das fungoes de
Bessel para valores grandes do argumento, o potencial que se encontra no regime gqn > 1,

pode ser expresso como
® ~ (qn) 1O/ A3 co5(gn + 6) (4.36)

onde ¢ é a fase. Pode-se verificar que, quando o > —1 o potencial oscila com amplitude
decrescente, enquanto que, para @ < —1, o potencial cresce. Portanto, nestas circuns-
tancias o campo fantasma pode exibir instabilidade para grandes e pequenas escalas.
Porém, deve-se fixar que o comportamento para pequenas escalas é bastante dependente
do modelo, de maneira que outra representagao para o campo fantasma pode modificar as
conclusoes para pequenas escalas [74,75]. Entretanto, para grandes escalas parece sempre
existir um modo crescente, para a < —5/3, independente da representagao escolhida.
Portanto, um fluido considerado super-fantasma como o que foi descrito aqui, ou seja,
com equagao barotropica de estado dada por o < —5/3 é gravitacionalmente instével para
todas as escalas e pode levar a um Universo inomogéneo. Com isto seria possivel evitar o

Big Rip, que ocorre sob as condigoes de isotropia e homogeneidade.
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4.4 Avaliagao Geral do Modelo

Com o objetivo de produzir uma conclusao sobre o modelo pode-se fazer uma avaliagao
global das analises feitas nas secoes anteriores. Pode-se dizer de forma incisiva que a prin-
cipal conclusao sobre o estudo realizado até aqui é que um cenario cosmologico fantasma
¢ altamente instavel com relagao a perturbagoes escalares, para um Universo de fundo
homogéneo e isotropico e cuja pressao é bastante negativa (o < —5/3). Significa dizer
que as perturbagoes escalares crescem quando se aproxima do Big Rip. Outra observagao
¢é que o raio de Hubble encolhe com o tempo quando a anélise ¢é feita para o caso plano.
Isto quer dizer que a aproximacgao para escalas grandes torna-se essencialmente valida
assintoticamente para todas as escalas no caso fantémico.

Em geral, a condigao para que os processos das perturbagoes nao sintam a microfisica
é Aisico > dp, sendo Agsico = a(t)A. 0 comprimento de onda fisico, A\, o comprimento de
onda co-moével e dy = a/a é o raio de Hubble. Escrevendo, para simplificagdo da analise?,
a x t77, sendo v = a + 1, pode-se, desde que para os casos curvos seja considerado
um periodo de tempo curto, tomar uma aproximacao valida em quaisquer dos trés casos

estudados, ou seja,

Miico 41—y (4.37)

Pode-se verificar, por esta relagao, que todos os modos terminam satisfazendo a condig¢ao
de comprimento de onda grande no cenério fantasma (desde que ¢ — 0 quando o Universo
evolui), e, portanto, todos os modos devem deixar de sentir os processos microfisicos e
comegar a crescer quando o < —5/3.

Uma outra avaliagao interessante observada aqui diz respeito ao ponto critico a =
—5/3, que nao corresponde a qualquer condigao de energia, a exemplo do que ocorre com
a=—1/3 e a = —1. Também nao parece indicar qualquer relagdo com os parametros de
Hubble, de desaceleracao ou de statefinder |[79]. Entretanto, parece tratar-se realmente
de um ponto critico geral em anélises perturbativas, mas que nao reflete nas quantidades

cinematicas em questao nesse trabalho. Além do mais, nenhuma caracteristica particular

3Para o regime fantémico dito "normal"tem-se 1 < 7 < oo; para o intervalo 0 < v < 1 o regime &
denominado "super-fantomico" (denominagao feita por [78])
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com relagdo as equagoes da base ¢ observada numa analise do sistema dindmico [80]
revelando que o« = —5/3 nao representa um ponto critico para o background. Mesmo para
a equagao perturbada, por exemplo a (4.3), ndo existe uma rela¢ao explicita para o valor
particular do parametro o = —5/3.

Diversos trabalhos, como [78-81|, apresentam este ponto como sendo um valor critico
e fazem suas consideragdes a respeito. Por exemplo, na referéncia [81] mostrou-se que
se —5/3 < a < —1, um observador nao acelerado pode encurtar o tempo decorrido até
o Big Rip aumentando sua velocidade. Isto pode auxiliar na compreensao deste ponto
critico, que naquele trabalho supde que o = —5/3 esté conectado ao comportamento das
geodésicas.

No modelo apresentado aqui a anélise foi feita usando apenas um fluido perfeito como
conteido material, descrito por representagao hidrodinamica e por um campo escalar. No
capitulo seguinte uma representagao de dois fluidos é proposta de modo a fornecer uma

descricao mais completa.



Capitulo 5

Espectro de Poténcia em Modelo

Escalar-Tensorial Fantasma

5.1 Introducao

Fundamentado em observagoes que indicam que o Universo estd numa fase de expansao
acelerada, e ainda, considerando que a violagao da condi¢ao de energia fraca é permitida,
o modelo proposto nesse capitulo considera um caso simples onde a energia escura satis-
faz uma equagao barotropica de estado do tipo p = ap. A quantidade « representa o
parametro da equacao e da mesma forma que para o modelo anterior, discutido no quarto
capitulo, é tomado como um valor constante.

Para iniciar a construgao do modelo propoe-se uma composicao de dois fluidos, sendo
uma componente com pressao p = 0 e outra componente com pressao p # 0. O contetido
material da quantidade cuja pressao ¢ nula ¢ uma combinacao de barions e matéria escura.
Para a outra componente utiliza-se um fluido perfeito com pressao p, que tem por objetivo
descrever a energia escura. A representacao do fluido seré por meio de um campo escalar

auto-interagente ¢ com um potencial V(¢). Neste modelo nao sao considerados priors! na

INas referéncias [83,84] é possivel encontrar discussoes sobre a influéncia de prior na evolugio de
paradmetros cosmologicos usando dados observacionais.

79
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analise estatistica e a segao espacial é tomada como sendo plana, fazendo desta proposta
um caso ainda nao investigado na literatura.

Como forma de testar o modelo em questao serao considerados dois testes observa-
cionais. Em um dos casos a comparacao ocorrera por meio da anéalise do espectro de
poténcia da matéria utilizando para isto dados do programa observacional 2dFGRS [§].
O outro teste utilizara os dados da amostra gold proveniente de observagoes de SN do
tipo Ia [6]. Apos obter as equagoes para as perturbagoes com os dados do modelo, as so-
lugoes sao obtidas via célculo numérico e, em seguida, faz-se a comparagao com os testes
observacionais.

O resultado final é apresentado graficamente por meio de curvas da fungao de distri-
buigao de probabilidade, tragadas em termos da variavel investigada. Sao analisados os 3
parametros livres: a, o parametro da equacao de estado, {24,,, 0 parametro de densidade
da matéria escura e h, o parametro de Hubble. Depois de maximizar as funcoes, os valores

mais provaveis para cada caso sao determinados e discutidos no final do capitulo.

5.2 Descrevendo o Modelo

Como foi dito acima, a descrigao do modelo a seguir utiliza dois fluidos, sendo uma
componente de matéria escura juntamente com barions e outra componente de energia
escura. Tal fluido deve obedecer a equagao de estado p = ap, sendo « uma constante,
que para o caso de um fluido ex6tico cuja pressao é negativa e densidade positiva, deve

atender a condi¢ao a < 0.

5.2.1 Equacoes para a Base

Antes de escrever as equagoes perturbadas é necesséario obter as relagoes para a base,
entrando com os dados do modelo investigado. A quantidade p, representa os barions
e pam @ matéria escura. Portanto, a densidade de matéria considerada nas equagoes,
Pm, ¢ a soma dessas duas contribui¢oes, ou seja, pn, = pam + pp- A outra componente,

representada por p,, é a de densidade de energia escura. Apods estas consideragoes, o
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passo seguinte ¢é escrever as equacoes da dinamica para o modelo.
Partindo da equacao de Friedmann (1.46) com k = 0, e usando a relagao p = p,, + s,

obtém-se

As solugoes da densidade para as duas componentes do fluido sao, para a matéria, p,, =

3(+e) - Em seguida, dividindo toda a equacio

Pmoa@ >, € para a energia escura, p, = Pz
(5.1) pela densidade critica hoje e considerando as relagoes (1.50) e (1.51), com 2,0 =
Qamo + o, chega-se a

H2 — QmO a—3 + on a—3(1+a) ’

ou ainda, em termos de 7,
H? = Quoa™" + Quoa” 13 (5.2)

onde H esté escrito em unidade de Hy, devido a uma redefini¢ao temporal.
A solugao para o fator de escala quando se tem uma equagao de estado p = ap para

o fluido ¢ dada pela (3.17), isto é&,
a = agn? 13 (5.3)

A equagao (5.2) juntamente com a solugao (5.3) fornecem a dindmica do sistema para

o caso da base.

5.2.2 Equacoes para o Potencial

O teste observacional de SN Ia restringe apenas a relacao da base por meio da funcao
distancia-luminosidade, que sera definida mais adiante. A anélise do espectro de poténcia
da matéria, por outro lado, depende fortemente da natureza do conteido material repre-
sentado por suas componentes. Neste caso, a representacao por meio de um fluido ou de
um campo escalar conduz a resultados bem diferentes para a estimativa dos parametros

cosmologicos.
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Quando se considera, como no caso da energia escura, alguma componente cuja pressao
seja negativa, a situagao claramente se torna mais delicada. Para o caso da representacao
hidrodinamica a velocidade do som se torna imaginaria, sendo instavel para pequenas
escalas. Entretanto, na representacao de campos, utilizando um campo escalar auto-
interagente, a velocidade do som fica positiva para escalas de sub-horizonte [69]. Portanto,
se os dados observacionais para o espectro de poténcia da matéria consideram modos de
sub-horizonte, ¢ de fundamental importancia para a interpretagao dos dados uma descrigao
especifica para a matéria e energia escuras.

Para lidar com esse problema de instabilidade a energia escura pode ser modelada
[72, 73] por um campo escalar auto-interagente. A forma do potencial para este caso
representa a descri¢gao de campo mais simples para uma dada componente cosmologica.
Certamente nao se trata da tnica possibilidade de escolha, tao pouco representa a des-
cricao mais préoxima da realidade. Entretanto, é uma boa proposta para este trabalho
a investigacao de um modelo com estas caracteristicas, mesmo porque, escolhas que po-
deriam ser consideradas mais convenientes necessitariam do conhecimento a respeito da
origem do campo de energia escura, o que , até o momento, ¢ uma questao especulativa,
ainda em aberto.

Na auséncia de campo de matéria é relativamente simples reproduzir o comporta-
mento da energia escura por meio de um campo escalar auto-interagente. A equagao de

Friedmann acoplada a um campo escalar com este comportamento ¢ a seguinte:

3(%/)2 = e; +V(gp)a*. (5.4)

A equagao de Klein-Gordon para o campo ¢ neste cenario é:

! dV
o' + 2%¢, = —e%cﬁ , (5.5)

onde a virgula significa derivada com relacido ao tempo conforme®. Observa-se nestas

relagoes a quantidade e que serve para definir o modelo quanto ao tipo de fluido, isto é,

2Lembrando que o tempo conforme ¢ definido como dt = a(n)dn.
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um fluido de energia escura ”convencional” possui € = +1, enquanto ¢ = —1 descreve um
fluido fantasma.

O fator de escala, para o caso de auséncia de campo de matéria, se comporta como
na expressao (5.3). Este é o tipo de comportamento que pode ser reproduzido [72, 73|
por um campo escalar auto-interagente, semelhante aquele descrito pelas equagoes (4.31)

e (4.32), ou seja,
3e(1+ a)

o) = +2 1+ 3«

Inny , (5.6)

V(g) = Vo V(x| (5:)

sendo V uma constante. Novamente, a quantidade e diferencia um modelo descrito por
um fluido fantasma de um convencional. Além disto, a descricao do potencial® em termos
de uma fungao exponencial nao representa surpresa e pode ser encontrada, por exemplo,
na referéncia [85].

Entretanto, é importante observar que quando a matéria sem pressao estd presente,
o potencial descrito acima nao representa exatamente a dindmica do fluido de energia
escura. Na verdade, esta representacao s6 ¢ exata no limite assintotico. Na presenca
da matéria, o potencial que reproduz o sistema acoplado matéria/energia escura ¢ mais
complicado e, aparentemente, nao pode ser representado usando fungoes elementares.
Ainda assim, o campo escalar e seu potencial neste caso podem ser expressos de forma
implicita em termos do fator de escala. A relagdo de ¢ e V' com a é obtida impondo-se
que:

e 2

€5 +Va* = 87G p, e €5~ Va* = 8rG p, .

14+3c)

Como p, = ap, € pr = Pao a( , as expressoes acima se tornam:

2
e% +Va* = 871G pyoa~ 13 (5.8)
12
e% —Va? = 81G o pyo a3 (5.9)
Uma observacao interessante é que para o caso particular a« = —1 pode-se notar

3Para o caso de uma equacdo de estado ndo-constante, cujos potenciais se comportem como lei-de-
poténcia, h4 anilises interessantes em [86].
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pelas equacoes acima que a derivada do campo torna-se zero e o termo cinético se anula
restando apenas o potencial, que passa a ser constante. Fazendo isto reproduz-se o caso

da constante cosmologica.

5.3 Perturbacoes para o Modelo Proposto

Para se obter as equagoes que descrevem as perturbacoes para o modelo composto por
dois fluidos, deve-se recorrer as relagoes obtidas no terceiro capitulo. Para o caso de uma

representagao hidrodinamica, as expressoes sao a (3.52) e (3.54), com k = 0, ou seja,

V20 — 3H(H® + @) = 4rGa® dp (5.10)

" + 3HY + (2H' + H?)P = 47Ga’ dp . (5.11)

Na representagao de campos as equagoes analogas, também com k = 0, sao as expres-

soes (3.68) e (3.70), isto é,

V20 — 3HP' — (H' + 2H?)® = 4nG (¢'6¢ + a®V60) | (5.12)

" + 3HP + (H' 4 2H*)® = 47G (¢'6¢' — a’Vyd9) | (5.13)

onde se fez a redefinicao ¢ = ¢, 0p =dp e V, = Z—‘;
Apos a comparagao das relagoes (5.10) e (5.12), e, (5.11) e (5.13), as equagodes pertur-

badas para o caso em que se combina a matéria sem pressao e o campo escalar considerado

sao:

ﬂlégb’ + Eaz&b, (5.14)

¢

12
V2P — 3HD' — [3712 ¢] = 41Ga*6p + €

= 47rGa25p+e 8¢ — ¢ a*5¢,  (5.15)

12
O + IHD' + {2H’+H2 +e¢ }

onde ® é o potencial de Bardeen. Além destas duas, existe ainda a equacao de movimento

para a perturbagao do campo escalar, d¢, proveniente da linearizagao da equagao de Klein-
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Gordon
¢" — 2H¢ = Vya®. (5.16)

Deste modo, a equagao perturbada [61] fica representada por

§¢" + 2HS¢ — V3¢ + €Vypa®0p = 4¢' D' — 2eV,a* D, (5.17)

onde Vyy € a segunda derivada de V(¢) com respeito a ¢.

Se o fluido representa matéria tem-se que dp = 0 e a equacao relevante, neste caso,
¢ a (5.15). O passo seguinte é escrever as equagoes (5.15) e (5.17) em termos do fator
de escala e ndo mais em termos do tempo conforme. E mais conveniente fazer isto para
proceder o calculo numérico, que utilizara os limites do fator de escala, de a = 1073 até
o tempo presente, para o qual a = 1. Deste modo, apds algumas manipulagoes algébricas

tem-se:

. 3 a// . a// 1 ¢/2 1 (b/ . V¢ CL2

S I F W D B = -25p 2L 1
" [a * a/2} +{ aa? a2 + €2a/2] 2 a/5¢ 2 a’26€ZS ’ (5.18)

. [2 a ) qlo 2 a2 & . a2

onde o pontinho acima da letra representa a derivada da respectiva quantidade com res-
peito ao fator de escala.

Ao observar-se as relagoes acima, vé-se que foram obtidas duas equagoes diferenciais
acopladas. Para inserir essas equagoes, que serao avaliadas no programa que fara o célculo

numeérico, é necessario escrever as relagoes da base em termos do fator de escala, ou seja:

d = /Qumoa + Quoall—30), (5.20)
1
al = §[Qm0 + (1 — 3a) Q0 a™], (5.21)

¢ = /314 a|Quea”1F30/2, (5.22)
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Vie) = ng0(1—a)a—3<l+a>, (5.23)

Vy(a) = —;(1—a)\/BQxOH—l—a|a_(7+3°‘)/2a', (5.24)
a d

Voola) = g%%(a)a (5.25)

onde novamente o subescrito ¢ significa derivada com respeito ao campo escalar. Além
do mais, ¢ ¢ o nimero de onda da perturbacao proveniente da decomposicao de Fourier e

lo = 3000 h Mpc é o raio de Hubble hoje.

5.4 Ferramentas Estatisticas para Analise dos Dados

5.4.1 Usando a Amostra Gold de SN Ia

As analises de SN tipo Ia podem ser feitas utilizando-se a distancia moduli, que é a
quantidade definida por
p = 5log,,(Dr/Mpc) + 25, (5.26)

onde a distancia-luminosidade Dy é dada por

dz'

c z
Dy =(14+=z —/
L ( )HO 0 \/Qmo(l T Z’)?’ + (1 _ Qm())(l + Z/)3(1+a)

, (5.27)

sendo z o desvio para o vermelho. Esta expressao ¢ valida quando se tem um Universo
plano para o qual €,,0 + Q2,0 = 1. O parametro de Hubble pode ser escrito de forma
conveniente em termos da constante de Hubble adimensional, A, de modo que, Hy =
100 h km Mpc=t s71.

O modelo analisado possui 3 parametros livres, a, Q4,0 € h, mas a componente de
matéria barionica ¢é fixada e assume o valor {2,y = 0.04. Utiliza-se a amostra gold relativa
a SN Ia, cuja tabela pode ser encontrada na referéncia [88|.

A estatistica y? para este calculo é definida por

N P
(luiizeorlco _ ,Ufi)bservac)2
Xov = , (5.28)
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teodrico
)

observac

onde s

; é o dado observacional para a distancia moduli da i-ésima SN, p

(0)

correspondente valor calculado teoricamente e o? ¢ a barra de erro observacional que
inclui a velocidade de dispersao. A fungao de distribuigao de probabilidade, cuja sigla
adotada aqui foi mantida em inglés, PDF (probability distribution function), é obtida

através da expressao

Py (h, Quo, o) = Ae X5n/2, (5.29)

sendo A uma constante de normalizacao. A funcao de distribuicao de probabilidade é
tridimensional, mas pode-se obter as fun¢oes correspondentes unidimensional integrando

em duas variaveis e bidimensional integrando em apenas uma.

5.4.2 Calculando o Espectro de Poténcia

O calculo do espectro de poténcia da matéria é definido por
Pr = |0k]” (5.30)

onde d; é a componente de Fourier do contraste de densidade da matéria.
De forma analoga ao que foi feito anteriormente, o parametro estatistico y? tem a

seguinte representacao:
tedrico __ pobservac)2
P‘h P‘h )

N
(P .
Xbs = = , (5.31)
i=1

i

onde k; corresponde ao i*™° modo de Fourier, P} & o valor teorico para este modo,
P;’fser"a" é o correspondente dado observacional, e o; sua incerteza observacional. A equa-
¢ao (5.31) fornece a qualidade da curva tracada dos dados observacionais em relagao ao
modelo teorico.
Com o valor calculado acima para x%g pode-se definir a funcao de distribui¢ao de
probabilidade, tal que
Py(Qmo, @) = Be Xbs/?, (5.32)

onde B é o fator de normalizagao. Como se pode observar, ele depende de dois parametros

livres, isto é, de Q4n0, que representa a fragao de densidade de matéria escura e de «, que
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é o parametro da equagao de estado. Novamente a densidade de bérions é mantida fixa.

5.5 Analisando os Graficos e Avaliando o Modelo

Os resultado obtidos a partir de calculos numéricos representam a flutuagao na densi-
dade de matéria para este modelo. As amostras citadas anteriormente que serviram como
teste para o modelo proposto neste trabalho foram obtidas, como comentado no inicio do
capitulo, de projetos de SN Ia e espectro de poténcia para a matéria. Os resultados estao
apresentados graficamente, seguidos das devidas anélises e interpretagoes.

Amostra Gold

Observa-se na figura 5.1 as curvas referentes a funcao de distribuigao de probabilidade
bi e unidimensional para o caso dos dados da amostra gold de SN Ia. Se a secao espacial
for suposta plana existirao trés parametros independentes: h, 4,0 € . Minimizando
X%y, obtém-se Qgmo = 0.47, @ = —2.40, h = 0.66, sendo x%y = 1.11.

As fungoes de distribuigao de probabilidade bi e unidimensional, como dito anterior-
mente, sao obtidas integrando-se sobre um e dois parametros, respectivamente. Pela dis-
tribuicao de probabilidade bidimensional pode-se perceber um favorecimento para o = —2
e h = 0.65. Isto se confirma apds a marginalizacao: os picos de probabilidade ocorrem
para a = —2.29 e h = 0.66. Observa-se ainda que a probabilidade para a diminui apds o
maximo, porém lentamente.

A extrapolagao dos valores de o para quantidades muito negativas gerou um pequeno
acréscimo no valor estimado de h com relagao ao valor previsto pelo teste CMB que fica
em torno de h = 0.72. De modo geral, esses resultados estao em acordo com aqueles
tratados na referéncia 87|, onde a origem da componente de energia escura é obtida a
partir de efeitos quanticos e seus vinculos sao obtidos impondo-se que o campo escalar
resultante nao tenha uma massa muito maior que a massa de Planck. Comparando-se o
cenario que se configura naquele trabalho com o que esta sendo proposto nesse, existe um
maximo de probabilidade em torno de oo = —2.

Para Q4,0 a anélise € um pouco mais delicada. A func¢ao de distribuicao de probabi-

lidade prediz um pico para €2, = 0.49 que é um valor grande se comparado ao modelo
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Figura 5.1: Os trés gréficos superiores mostram a fungao de distribui¢ao de probabilidade bidimensional
usando dados de SN Ia para diferentes combinacoes de h, Qgm0 € . Abaixo destes sdo mostrados os

graficos unidimensionais correspondentes.

ACDM, para o qual Qg0 ~ 0.25 [6,89]. Mas, nota-se, observando a 5.1 referente & PDF
para « e Qg4n0, que valores bastante negativos do parametro da equagao de estado exigem
valores maiores para o parametro de densidade da matéria escura. Portanto, apds a nor-
malizacao, estender a integracao para valores bastante negativos de « implica aumento

no valor previsto para Qg0.

Analise do Espectro de Poténcia

Na figura 5.2 a andlise do espectro de poténcia traz novas restrigoes aos parametros
da equacao de estado e de densidade de matéria escura, que sao os dois parametros livres
nesse caso. O melhor cenario de curvas tracadas conduz aos seguintes resultados em
fungao de h: a = —0.90, Qgm0 = 0.95 e x%g = 0.38. Pelo grafico fica claro que valores

positivos de « s@o excluidos e apos av ~ —1/3 atinge-se um plato.
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Figura 5.2: O painel da esquerda mostra a funcio de distribuicao de probabilidade bidimensional usando
dados do espectro de poténcia da matéria para 4,0 € a. No centro e & direita estao os correspondentes

unidimensionais. Observa-se que a probabilidade é quase constante.

Uma questao que vale ressaltar é que nada em especial parece acontecer para a =
—5/3, o novo ponto critico identificado nas referéncias [72,73|. Entretanto, vale lembrar
que o espectro de poténcia para a componente de matéria foi calculado e, portanto, nao
ha contradigdo com as referéncias citadas. Apo6s a marginalizagdo, a probabilidade é
essencialmente constante de a ~ —0.3 em diante; para (4,0 ocorre proximo a 1. A
variacao na funcao de distribuicao de probabilidade é muito pequena para ambos os
parametros enquanto a < —0.3.

Combinando os Dados

Uma nova verificagao pode ser feita quando se combina os dados da amostra Gold das
SN Ia com o espectro de poténcia da matéria. Matematicamente significa simplesmente
multiplicar as probabilidades do primeiro caso com as do segundo. O resultado mostra
que os resultados das SN Ia dominam.

Na figura 5.3 observa-se graficamente o resultado da composicao de ambos os dados
representados pelas figuras 5.1 e 5.2. O méaximo da func¢ao para o parametro de densidade
da matéria escura é novamente 4,0 = 0.49, ou seja, o mesmo valor obtido para o caso
da SN Ia. Da mesma forma, o valor médximo da PDF para o parametro da equagao de
estado ocorre para o = —2.29, como no caso da SN Ia puro.

E importante frisar que nenhum prior especial foi utilizado, ao contrario por exemplo
de analises feitas em [6,89]. Ademais, particularizando o valor da componente de energia

escura para aquele utilizado na referéncia citada, obtém-se essencialmente os mesmos
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Figura 5.3: O gréfico a esquerda representa a fungdo de distribui¢do de probabilidade bidimensional
para Q4mo € « usando os dados de SNIa e do espectro de poténcia da matéria. Os gréaficos do centro e

da direita sao os correspondentes unidimensionais.
resultados da [6,89], com o valor do pico da distribui¢do de probabilidade para a ~
—1. Outra observacao relevante é que os resultados obtidos sao altamente dependentes

do modelo, ou seja, qualquer pequena alteracao pode conduzir a resultados bastante

diferentes.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Modelos de energia escura tem sido cada vez mais estudados, favorecidos pelos dados
observacionais crescentes nesta ultima década. O Universo esta de fato expandindo, mas
nao apenas isto, ele esté acelerando. Neste cenario, fluidos com pressao negativa podem
descrever a dindmica observada. Depois de exaustivos trabalhos de investigacao em busca
do candidato a energia escura, tal que a ~ —1, surgem propostas que analisam o ou-
tro lado, ou seja, a < —1. Além do mais, modelos fantasmas deixaram de ser apenas
especulagao ou coisa parecida e tornaram-se possibilidade real como contetido material
dominante do Universo.

Numa representacao mais simples a matéria fantasma é descrita por um fluido com
pardmetro o < —1. Entretanto, um tratamento mais fundamental ¢ obtido quando se
utiliza uma representagao de campo para descrever o contetido material. Para o caso
fantasma, isto pode ser feito utilizando-se um campo escalar auto-interagente de maneira
que o termo cinético possua sinal trocado em relagao ao caso padrao.

Neste trabalho, o processo de formacgao de estruturas foi investigado através da anélise
das perturbacoes e verificou-se o comportamento das instabilidades nos modos escalares
perturbativos. O fluido utilizado na descri¢ao de ambos os modelos obedece a equagao
barotrépica de estado p = ap, com a < —1 para o caso fantasma. Utilizou-se o formalismo
invariante de calibre para descrever as equagoes perturbadas e considerou-se perturbagoes

escalares adiabaticas.
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No quarto capitulo mostrou-se que as instabilidades das perturbagoes escalares podem
crescer durante uma fase de cosmologia fantasma onde a equacao de estado obedeca
a < —5/3 e viu-se que tais resultados independem da curvatura espacial. As equagoes
foram resolvidas para qualquer valor dos parametros de curvatura e da equacao de estado.
A anélise assintotica mostrou que existem modos crescentes para o < —5/3 e que a =
—5/3, apesar de nao corresponder a qualquer condi¢ao de energia, representa, de fato, um
comportamento critico, como ocorre com outros modelos apresentados na literatura.

Uma descricao mais fundamental em termos de campos mostrou que, um fluido con-
siderado super-fantasma, tal que o parametro da equagao de estado seja o < —5/3, é
instavel gravitacionalmente para todas as escalas. Isto conduziria a um Universo inomo-
géneo que poderia evitar seu destino tragico num Big Rip, que ocorre sob condicoes de
isotropia e homogeneidade.

O capitulo quinto apresentou um modelo de dois fluidos em representacao de campos
onde a componente de energia escura foi descrita por um campo escalar auto-interagente.
Permitindo-se a violagao da condi¢ao de energia nula, o fluido pode ser representado por
um campo fantasma. O modelo foi testado usando dados de SN Ia, que conduziram a
valores preferenciais na representagao do fluido fantasma, e dados do espectro de poténcia
da matéria, cujas restrigoes implicam um parametro da equacao de estado para a EE
altamente degenerado.

A anélise para esse modelo se restringe ao caso em que a componente de energia escura
¢ descrita por um campo escalar auto-interagente, conduzindo a uma equacao de estado
constante. Deste modo, a evolugdo com uma equacao de estado constante corresponde
a um ponto critico no espago de fase, mas nao é a tunica possibilidade. Ao introduzir
as perturbacoes a equacao de estado efetiva muda e isto porque as instabilidades nao
aparecem mesmo quando « é negativo. Isto é conveniente para se representar a anélise
do espectro de poténcia.

A mensagem principal dos resultado obtidos nesse modelo sugere as seguintes conclu-
soes: - existem fortes evidéncias de um fluido fantasma com um valor muito negativo para

o parametro da equacao de estado «, principalmente devido a restricoes para os dados
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de SN Ia; - por outro lado, usando somente o espectro de poténcia da matéria, a tnica

restrigao clara é que o deve ser menor que o ~ —1/3.
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