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Resumo
Este trabalho teve o objetivo de desenvolver expressdes para o cdlculo das tensdes
principais biaxial e triaxial em materiais policristalinos anisotropicos. Com as
equagoes proposta foi possivel determinar constantes eldsticas usando a Teoria da
Elasticidade dos Meios Continuos para pequenas deformacdes. A relagdo constitutiva
entre deformacio e tensdo foi considerada ortotrdpica, obedecendo a lei de Hooke
generalizada. Uma das técnicas que podem ser aplicada na obtenc¢do das tensdes e
das constantes elasticas € a difracdo de raios X, pois as condi¢cdes experimentais sao
andlogas as hipdteses do modelo, ou seja, medem pequenas deformagdes em
comparagdo as dimensdes da amostra e a ordem de grandeza das tensdes envolvidas
estd no regime eldstico. Sendo assim, baseado nas equagdes obtidas, foi possivel usar
a técnica de sin? ¢ de difracdo de raios X para materiais com textura e anisotrépicos,
fazendo, em primeiro lugar, uma caracterizacao da textura através das figuras de
pdlos para definir os possiveis angulos ¢/ que podem ser usados na equacao. Em
seguida, determinou-se a deformag@o para cada pico de difragdo com os angulos 1
obtidos com as figuras de p6lo. Conhecendo as constantes eldsticas do material,
pode-se usar a equacgdo no célculo da tensdo residual em um material.

E apresentado um teste da coeréncia das equacdes obtidas comparando com as
equagdes existentes na literatura para materiais isotrépicos e aplicando o modelo para
tensdo principal biaxial junto com os dados experimentais do trabalho de D. Faurie e

colaboradores possibilitou encontrar € comparar as constantes eldsticas do nosso
modelo com o trabalho citado.
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Abstract

In this work it was developed expressions for the calculation of biaxial and triaxial
principals stresses in polycrystalline anisotropic materials. Taken into account these
mathematic expressions was possible to determine the elastic constants using the
Theory of Elasticity Continuum for small deformations. The constitutive relation
between strain and stress must be considered orthotropic, obeying the generalized
Hooke’s law. One technique that can be applied to obtain the stresses and elastic
constants was the X-ray diffraction, because the experimental conditions are similar
to the assumptions of the model, ie, measure small deformations compared the
sample sizes and magnitude of stress is involved in the elastic range. Therefore,
based on the equations obtained, here it is possible to use the technique of x-ray
diffraction sin® 1 for materials with texture or anisotropic, determining, first, a
characterization of the texture through the pole figures in order to determine possible
angles 1), which can be used in our equation. Next, it was determined the
deformation for each diffraction peak with the angles 1) obtained from the pole
figures. As considering the elastic constants of the material knowledge, our can use
equation to calculate the residual stress in a material. We presented a test of the
consistency of our equations by comparing with the equations in the literature for
isotropic materials, moreover we applied the model to biaxial principal stress, using
experimental data from the work of D. Faurie et al, in order to be possible to compare

the elastic constants obtained with the study reported.
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Introducao

Segundo a defini¢do padrdo, as tensoes residuais sdo tensdes que existem internamente
no material em equilibrio provocado por forcas ou tensdes externas depois de apli-
cado no material na temperatura constante[1]. Nas ciéncias de materiais, o estudo de
tensoes residuais € de bastante interesse para diferentes aplicagdes tecnoldgicas, por
exemplo, barreiras térmicas e resisténcia a corrosao na estrutura metdlica [2], tensao
mecanico de magnetos supercondutores [3], a tensdo residual no filme fino [4], fadiga
a corrosdo em ligas amplamente utilizada para componentes estruturais de avides [5],
e assim por diante.

Considerando o pardgrafo acima, podemos ressaltar a importancia de desenvolver-
mos estudos na tematica das tensOes residuais e classificar como intrinsecas e extrinsecas,
a saber:

Tensdes intrinsecas - SAo aquelas que surgem durante o crescimento de um mate-
rial e geralmente advém de defeitos incorporados a estrutura do material;

Tensoes extrinsecas - Sao aquelas que surgem depois do crescimento do material
e geralmente tem como causa os efeitos térmicos € mecanicos sobre o material.

Do ponto de vista experimental, a avaliagdo das tensdes residuais nos materiais

pode ser feita por diferentes métodos ou técnicas:

e M¢étodos Mecanicos - Sao lineares e utilizam métodos de dissec¢do e método
seccdo, sobre a amostra. Como exemplos de disseccdo tém: o método do

ndcleo toroidal (“ring core method”) e o método de perfuracdo (hole-drilling

4
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method”); e como exemplo de sec¢do tem o método da remogdo de materiais

[6]. Conseguentemente os métodos mecanicos sdo destrutivos.

e Métodos Elasticos ndo lineares - Utilizam métodos que modificam inelastica-
mente a estrutura da amostra. Como exemplos tém: Técnicas ultrasdnicas e

magnéticas [7].

e Técnicas de Difrag@o - Sao lineares e utilizam o fendmeno da difrag@o devido a
incidéncia de uma onda sobre amostra, por meio de um espalhamento elastico.
Como exemplos tém difracdo de raios X [2, 4] e difragdo de neutrons [8, 9].

Consequentemente nao € um método destrutivo.

A medida da tensdo residual ndo pode ser determinada diretamente. Para obter a
tensdo residual medimos algumas propriedades do material como a deformacdo [2, 8,
10]. Os métodos citados acima nos fornecem, portanto as deformacdoes.

As tensoOes residuais em um material surgem de varias fontes e, em geral, eles
podem ser divididos em trés categorias [11], de acordo com a sua escala de compri-

mento:

e Tensdo tipo I, que varia em uma escala de comprimento de muitos graos (por
exemplo, milimetros); €, por definicdo, independente da orientagdo dos graos
individuais, conhecido como macros-tensdo [11]. E considerada homogénea ao

longo de um grande nimero de dominios de cristal do material [12];

e Tipo II (tensdo inter-granular), que varia de grio a grio. E considerado ho-
mogénea dentro dos dominios pequenos do cristal do material (um unico grao

ou fase) [12];

e Tensao tipo III, que se origina de defeitos locais e flutua dentro de um grao. Ha
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homogeneidade nos pequenos dominios dos cristais (aproximadamente, distancias

interatdmicas)[12].

No caso geral, quando o material apresenta o estado de tensdo residual em um
ponto, existem as superposicdes das tensdes do tipo I, 1T e III.

Um cristal € caracterizado por um arranjo periddico de pontos aos quais associ-
amos elementos fisicos ao espaco. Por esta razao, em geral, € gerada uma dependéncia
das propriedades cristalinas sobre dire¢des escolhidas, denominada como anisotropia.
A maioria dos sdlidos naturais e artificiais contém muitos cristalitos os quais po-
dem ter diferentes tamanhos formas e orientacoes. Os cristalitos sdo as unidades de
monocristais microscopicos do material.

As orientacOes preferenciais dos cristalitos em um material é denominada tex-
tura [13]. A textura € uma caracteristica intrinseca de metais, ceramicas, polimeros
e rochas e tem uma influéncia determinante sobre a anisotropia de suas propriedades
fisicas.

A influéncia da textura sobre a tensdo residual € um problema bastante difundido
na literatura atual [14] e, do ponto de vista tedrico e experimental, ainda estd em
aberto.

Alguns trabalhos foram desenvolvidos nesta temdtica. Por exemplo:

e A determinacao da razdo de Poisson de materiais ortotrépicos investigada por

Lempriere [15],

e A aplicabilidade da técnica destrutiva de perfuracdo para a determinacao expe-
rimental de tensdes residuais em materiais filmes finos retangulares ortotrépico

que foi investigada por Lake er al [16] e Schajer & Yang [17],

e A determinagdo da tensdo em filmes finos texturizados usando difragc@o de raios
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X, que foi investigada por Clemens [18],

e A determinacgdo de constantes eldsticas de um filme fino de ouro texturizado,
combinando difracdo de raios X de luz sincrotron e testes de tragdo em ”situ”

investigada por Faurie et al [19],

e A andlise sobre o modelo ortotrépico aplicado a madeira e suas propriedades

elasticas investigada por Mascia [20].

Nesse trabalho, investigamos a influéncia da textura sobre a tensao residual do tipo
I ou macro-tensao em um material. A nossa proposta foi desenvolver um modelo que
leve em consideragao a anisotropia do material supondo ser ortotrdpico para pequenas
deformacdes. Um material € dito ser ortotrépico quando hé trés eixos ortogonais de
simetria com propriedades eldsticas diferentes. Neste sentido nossa proposta difere
das anteriores até agora estudados, pois consideramos a anisotropia ortotropica para a
técnica de difracdo.

A hipétese usada no desenvolvimento do nosso modelo foi a de pequenas defor-
macodes. Tal hipotese implica que consideramos as deformacgdes principais, que sao
responsdveis pela mudanga do volume da amostra, sem considerar as deformacdes re-
sponsdveis pela mudanga da forma, ou seja, as deformacgdes tangenciais, portanto isso
nos permitiu utilizar a teoria da elasticidade dos meios continuos, no regime eléstico,
sendo a relagc@o constitutiva entre deformacao e tensao dada pela lei de Hooke Gene-
ralizada.

Considerando do ponto de vista experimental, a tensao residual pode ser medida
através da técnica da difracdo. Nosso modelo se aplica as técnicas de difracao (raios
X, neutrons), pois, as condi¢des experimentais sdo andlogas a hipétese do modelo,
ou seja, medem pequenas deformacdes em comparacio as dimensdes da amostra e a

ordem de grandeza das tensdes envolvidas estd no regime elastico.
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Na técnica de sin*y por difragfio, a presenca de textura em um material provoca
uma relacao ndo linear (“snake-like” curves) no gréfico 5%5)( sin?1) [14]. Apesar de
que, na literatura, nao é mostrada a utilizacao desta técnica para materiais texturados,
vale frisar que os trabalhos existentes tentam corrigir os efeitos da ndo linearidade
[21, 22] por procedimentos semiempiricos, a exemplo da técnica de Marion-Cohen
[S].

No nosso modelo demonstramos que, sob consideracdes apropriadas, podemos
continuar usando a técnica de sin® 1/, mesmo para materiais com textura.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: No primeiro capitulo, fazemos
uma revisao da técnica de difracdo de raios X existente na literatura. No segundo
capitulo, fazemos uma revisao da hipétese do modelo e da relacdo constitutiva entre a
deformacao e a tens@o para materiais ortotrépicos usando a lei de Hooke Generalizada.
No terceiro capitulo, desenvolvemos uma expressao para a tensao principal triaxial
e biaxial. No quarto capitulo, fazemos um teste da coeréncia das equacdes obtidas
comparando com as equagdes existentes na literatura para materiais isotropicos e apli-
camos 0 modelo para tensao biaxial, utilizando os dados experimentais do trabalho de
D. Faurie e colaboradores [19], o que possibilitou observar as ordens de grandeza das

constantes eldsticas. No quinto capitulo, apresentamos as nossas conclusdes.



Capitulo 1
Difracao de Raios X

1.1 Teoria de Difracao de Raios X

1.1.1 Producao de Raios X

Os raios X podem ser produzidos em laboratorio pela colisdo de um feixe de eletrons
com um alvo metélico. O espectro consiste de uma banda larga de radiacao continua
("bremsstrahlung” ou radiagdo branca). A radia¢do continua € produzida pela de-
saceleracdo dos elétrons no dtomo do elemento alvo [23]. Este mecanismo produz
uma distribui¢do larga de energias de raios X, proporcional as energias dos elétrons

incidentes, ou seja:

Vo he 12,398
m'm—v— V

(1.1)

onde V € a voltagem aplicada. No espectro aparecem algumas linhas estreitas sobre-
postas com o espectro continuo. A intensidade dessas linhas € dependente da corrente
do tubo de raios X e da voltagem, sendo que \,,,;,, correspondente ao comprimento de
onda minimo (energia maxima) que um elétron pode perder numa unica colisdo.

A produgdo da radiacdo caracteristica estd baseada na interacdo entre os elétrons
do 4tomo e a particula incidente. O eletron do atomo alvo pode ser removido da sua

posicdo atdmica e deixar o d&tomo ionizado. O eletron livre é chamado féton-elétron
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que saird do 4tomo com energia cinética 2 — ¢ onde E € a energia do f6ton incidente
e ¢. € a energia do eletron ligado. Quando um elétron da camada L € transferido para
a camada K ocupando uma vacancia do nivel, ocorre o efeito de producado de fétons
com energia igual a ¢ — ¢; que € chamado de f6ton de raios X K,. A energia dessa
radiacao €:

he

E =hy = — 1.2
V= (1.2)

onde h € a constante de Planck e c € a velocidade da luz. A regido do espectro eletro-
magnético que corresponde ao raios X estd entre 0,1 — 100A. Em energia serd no
intervalo de 0,1 kev e 100 kev.

Como a energia para cada nivel varia com o elemento atdmico do alvo, cada tipo de
alvo produz radiacoes caracteristicas em diferentes comprimentos de onda. A tabela 1
mostra alguns detalhes sobre os comprimentos de onda para os materiais mais utiliza-

dos em tubos de raios X [24].

Table 1.1: Radiagoes Caracteristicas dos Principais Materiais Utilizados em Tubos de
raios X

Elemento | Koy (A) | Kas(A) | KB (A) | Filtro Beta
Cr 2,28970 | 2,29361 | 2,08487 A%
Fe 1,93604 | 1,93998 | 1,75661 Mn
Co 1,78896 | 1,79285 | 1,62079 Fe
Cu 1,54056 | 1,54439 | 1,39221 Ni
Mo 0,70930 | 0,71359 | 0,63228 Zr

A limitacdo fundamental no uso de raios X € que a intensidade méxima do feixe
estd limitada pela necessidade de se evitar o aquecimento demasiado do alvo. A
producdo de raios X através de tubos ndo € muito eficiente, sendo que a maior parte
da energia do feixe de elétrons incidente € perdida na forma de calor. Isto pode ser

resolvido em parte usando alvos giratérios, de forma que o feixe de elétrons ndo incida
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em uma Unica drea do anodo. Além disso, o comprimento de onda dado por um tubo
de raios X nao € sintonizavel.

Estes problemas, de se obter um feixe sintonizavel e uma boa intensidade, podem
ser resolvidos usando-se fontes de luz sincrotron. A luz de uma fonte sincrotron €
produzida quando cargas elétricas aceleradas a velocidades relativisticas sdo defletidas
por campos magnéticos [24]. Essas cargas, em geral elétrons ou pdsitrons, percorrem
uma 6rbita fechada dentro de um sistema em alto-vacuo, o que da origem a expressao
anel de armazenamento. As principais caracteristicas que fazem as fontes sincrotron
serem Uunicas sdo a alta intensidade, amplo espectro de energia e caracteristicas de
polarizacdo da luz emitida, entre outras. A luz é emitida na direcdo tangencial a tra-
jetoria das particulas e praticamente com toda a intensidade colimada no plano da
orbita, dessa maneira a luz emitida tem a forma de um leque.

Uma parte dessa luz € levada para fora do anel de armazenamento e aproveitada nas
estacdes experimentais. Estas estagdes sdo chamadas de linhas de luz e podem existir
varias delas operando independentemente em um mesmo anel de armazenamento.

Uma das vantagens da utilizacao de radiac@o sincrotron em relac@o aos tubos de
raios X padrdo é que o comprimento de onda € sintonizdvel. Isso pode ser importante
para tipos especiais de experiéncias de difracdo, quando a energia do féton de raios X
estd perto de uma energia de absorc@o ressonante de um dos atomos no cristal a ser
estudado. A outra vantagem € a alta intensidade, que ¢ importante principalmente em

estudos de determinacdo da estrutura de um cristal.

1.1.2 Lei de Bragg

Se um feixe de raios X, com uma dada freqii€ncia, incidir sobre um atomo isolado
sabe-se que os elétrons desse dtomo serdo excitados e vibrardo, emitindo raios X em

todas as dire¢des com a mesma freqiiéncia do feixe incidente [23]. Quando os dtomos
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estdo regularmente espacados em um reticulado cristalino e a radiac@o incidente tem
comprimento de onda da ordem deste espacamento, ocorrerd interferéncia construtiva
em certas direcdes e interferéncia destrututiva em outras. A difragdo é um fendmeno
que se relaciona na dire¢do onde hd interferéncia construtiva e destrutiva.

Para que as ondas refletidas interfiram construtivamente € necessario que a dife-
renca de caminho entre os raios, incidentes e refletidos, seja um multiplo inteiro do
comprimento de onda A da radiagdo monocromatica incidente, satisfazendo a condicdo

de Bragg

2 dhkl sinf = nA. (1 3)

onde n € inteiro. O angulo # que satisfaz essa condic¢do é chamado de angulo de Bragg

e o nimero inteiro n de ordem de difragao.

1.2 Teoria de espalhamento

1.2.1 Espalhamento por um elétron

Considere um elétron de carga —e e massa m mantido na origem por uma pequena
forca restauradora. Uma onda plana de raios X monocromatico pode ser representada

pelo campo elétrico incidente:
Eg expliwot — iko.x] (1.4)

que atua sobre o elétron, EO € o vetor campo elétrico incidente, kg € o vetor de onda
da onda incidente, enquanto que wy = 27y, onde 1 € a frequéncia. Assumindo
por simplicidade que a frequéncia natural do elétron é pequena comparada com a
frequéncia do campo elétrico incidente de raios X. A forca externa atuante no elétron

é expressa por —eFye™!. Desde que a forca restauradora seja pequena entdo, a forga
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imprimida no elétron serd igual a:

Az

mog = —eFEye™ot (1.5)

onde x € o deslocamento médio do elétron. A solugdo da equacdo diferencial do

movimento €:

(&

2
mwy

7= E et (1.6)

O momento dipolar do elétron € —ex, ou seja:

—eff = pre™!

L@ o

pe = —kEo (1.7)
mwg

A polarizabilidade a., € por definicio o momento de dipolo induzido por campo

unitario.

(1.8)

Figure 1.1: Raios X espalhados por um tnico eletron ref.[23]

De acordo com a teoria eletromagnética, um oscilador ou dipolo oscilante p,e*°!
produz um campo eletromagnético. Os campos magnéticos e elétricos produzido por
esse dipolo, de acordo com Jackson[25], para grandes distincias comparado com o

comprimento de onda, sdo dados por:
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2
. N w N
e“ot, = ﬁpoQ—;]% expliwgt — 2mik. R]
c

2

eiwotﬁe — (ﬁxp_;)x[[f—;% expliwgt — QWZER]
C

onde: R = Rii é o raio do vetor dipolo até o ponto de observacdo e k=

14

(1.9)

(1.10)

Essas equacdes representam ondas esféricas originadas pelo dipolo. A intensidade

média no ponto de observacdo R ¢ dada por:

enquanto que a intensidade da onda incidente é:

C —
Iy = —|Eo?
0 87T| o

(1.11)

(1.12)

Substituindo o vetor de onda incidente e espalhado pelo elétron nas expressdes da

intensidade, teremos que evoluir a seguinte expressao:

“o A
ULPL ) xU—— expliwgt — 2mik. ‘
Pe) 2R pliwo ]

—

2 2

N , 7 ]2 a2'2<w0
= . —_— t —2mik.R]| = |p. —
|| |p smngQR expliwg mik.R] |pe|” sin” | 2R
Como,
2
— 6 =
Pe = — 2E0
mwj
logo:

e? . 2
L= (chR S <p> fo

(1.13)

(1.14)

Se a onda € ndo polarizada o angulo ¢, representado na figura 1.1, torna-se inde-

terminado e o termo sin® ¢ deve ser trocado pelo seu valor médio, ou seja:
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sin =1 — cos? p = 1 — cos? 1) cos? (g—QQ) (1.15)
= 1 — cos? 1) sin*(26)
=1— = (1—cos?(20))

1+ cos?(20)
=—

N | —

onde 26 é o angulo de espalhamento, ou seja, o angulo entre a dire¢do do feixe in-
cidente e a direcdo do feixe espalhado. Portanto, a intensidade de espalhamento fica

reduzida a seguinte expressao:

e2 \? [ 1+ cos2(20)
1. =1 1.16
0 (mczR) ( 2 ) ( )
14-cos?(20

5 ¢ o fator de polarizacdo da onda espalhada por um elétron. Essa ex-

onde
pressdo nos mostra que a intensidade de espalhamento por um unico elétron € inde-

pendente da frequéncia de raios X.

1.2.2 Espalhamento elastico por duas particulas

Considere o espalhamento realizado por duas particulas, separadas pelo vetor 7, de um
feixe de radiacdao com vetor de onda inicial /51 e vetor da onda espalhada k:, A direcdo
da onda muda, mas ndo o mddulo de seu vetor de onda, ou seja, \k:?] = |k::c| = 27”

Os raios antes de atingirem as duas particulas estdo com a mesma fase, mas percor-
rem caminhos 6pticos diferentes, portanto emergem com fases diferentes. A primeira
mudanca de fase dada pela diferenca de caminho l; = rcosa. A partir do produto

escalar de k; por 7,

ki -7 =|ki| x r x cosa = —rcosa, (1.17)

obtém-se
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A _,
Iy =rcosac = — X k; - 1 (1.18)
2m
2ml
Esta diferenca de caminho fornece uma diferenca de fase de % =k;-7. A

segunda mudancga de fase € determinada pela diferenca de caminho I, = rcos 3. A

partir do produto escalar de k, por 7,

. - 2
ks-r = |ks| X 7 x cos(180° — f3) = frcosﬁ, (1.19)
obtém-se
Ao
lo=rcosf=—— xkg -7, (1.20)
2
2ml -
que fornece uma diferenca de fase de % = —ks-r. A diferenca de fase total é a
soma
2wl 27l - - - o
% %:(k,--r)—(k,s.r):(ki—ks)-f (1.21)

A mudanca de fase ndo depende de 15; e kz separadamente, mas apenas da mudanca no
vetor de onda, dada por G=k —k, que € chamado de vetor de espalhamento.

Se a onda espalhada pelo d&tomo que se encontra na origem tem equagao

—

U, (x) = exp(ik, - T) (1.22)

a onda espalhada pelo segundo 4tomo, que estard fora da fase, tem equagdo

Uy () = exp(ik, - T) x exp(iG - 1) . (1.23)

O espalhamento total é determinado pela soma dos dois raios
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Uy (x) 4+ Wa(x) = exp(iks - x) X (1 +exp(iG - 1)). (1.24)

Assim, a amplitude do feixe espalhado é modificada pelo fator de fase

F(G)=1+exp(iG -r), (1.25)

onde o primeiro termo representa a contribuicdo do primeiro dtomo e o segundo, a
componente do segundo dtomo.

Para relacionar G a conceitos mais familiares em difrac@o, nota-se que
IG|? = |k — ko|* = k2 + k2 — 2k; - kg (1.26)

O angulo entre k; e kg € ¢ portanto teremos:

kk_27r2 é
irks={—-) cos

€, consequentemente,

2 2m\ > 82 167
2 _ 2 _ _ 12
|G|* = 2(7) -2 (T) cos ¢ = V(l —cos ) = v2sin (9/2).  (1.27)
O angulo ¢/2 é equivalente ao angulo de Bragg . Assim,
4
G| :fsine (1.28)

Quando se aplica esta equagdo ao espalhamento de Bragg para uma rede plana de

espacamento d = (A = 2dsinf), tem-se G = 27 /d
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1.2.3 Espalhamento elastico por um conjunto de particulas

A teoria desenvolvida acima pode ser facilmente generalizada para um conjunto de
particulas espalhadoras, apenas somando-se as fases de cada particula, com as posi¢oes
de cada dtomo com respeito a uma origem definidas como R;.

Assim,

F(G) =) exp(iG - 1j). (1.29)
J

A intensidade do feixe espalhado é dada por

I(G) x |F(G)? = = Zexp [iG - (r; —13)] . (1.30)

Z exp(iG - ;)

Em uma experiéncia, o conhecimento das dire¢des dos feixes incidente e espalhado

fixa o valor de G. E importante ressaltar os seguintes pontos:

i- A intensidade contém informacdo sobre as separaces de todos os pares de
particulas, rj — r;. A principio esta informac@o pode ser extraida das medidas

da intensidade sobre uma faixa extensa de valores de G.

ii- A intensidade é um valor real positivo, ao passo que a amplitude € um nimero
complexo. Medindo-se intensidade ao invés de amplitude perde-se toda a in-
formacao sobre a fase desta amplitude, portanto, ndo se pode reconstruir a am-
plitude a partir das medidas da intensidade. A amplitude contém a informagdo
sobre as posi¢cdes das particulas e estas informagdes nao podem ser extraidas

diretamente das medidas da intensidade.

Finalmente, € preciso levar em conta as situacdes onde ha tipos diferentes de
particulas. Cada particula espalhard o feixe de radiacdo de um modo diferente. Isto é

considerado através do peso das componentes da amplitude:
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F(G) =) fiexp(iG - 1) (1.31)

O fator f; é chamado por uma variedade de nomes como, fator de espalhamento
ou fator de forma. Em espalhamento de raios X, onde se considera o espalhamento

pelos dtomos, o fator f; é chamado “ fator de espalhamento atémico dos raios X”.

1.2.4 Espalhamento por uma distribuicio continua de matéria

Para desenvolver a teoria para uma distribuicdo continua de matéria, tal como para a
distribuicdo eletronica ao redor de um 4atomo, € necessdrio considerar o espalhamento
por um pequeno elemento de volume.

Definindo a origem como o centro do dtomo, o espalhamento do feixe de radiagcao
serd dado por um elemento de volume pequeno dV na posicdo r. A densidade de
particulas neste elemento de volume é p(r). Assim, a amplitude de espalhamento pelo

elemento de volume sera
dF(G) = p(r) exp(iG - r)dV (1.32)

Para obter o espalhamento de toda distribui¢do, simplesmente integra-se sobre

todo o volume. Denotando-se dV = dr,
F(G) = /p(r) exp(iG - r)dr (1.33)

O resultado importante € que a amplitude de espalhamento fornece a informacao sobre

a dependéncia espacial da matéria.
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1.2.5 Fator de espalhamento atomico dos raios X

Os raios X s@o espalhados pelos elétrons. Quando se considera o espalhamento dos
raios X pelos dtomos, pode-se pensar o espalhamento por uma distribuicao continua
de elétrons ao redor do dtomo. Se a densidade eletrdnica é escrita como p(r), o fator

de espalhamento atdmico dos raios X é dado por
f(G) = [ palr) expliG - )ir (1.34)

No limite de G tendendo a zero, o que corresponde a raios X espalhados sem

deflexdo, pode-se obter como resultado

f@=®=/w®ﬂzz

onde Z € o numero total de elétrons no d4tomo ou ion. Para todos os dtomos e ions
de interesse, p.(r) pode ser calculado usando-se a mecanica quintica. Na prética ndo
haverd uma func¢ao analitica para f(G). Sendo assim, para propdsitos de uso pratico,
os valores numéricos de f(G) serdo dados por uma forma funcional apropriada.

Considere, neste ponto, um exemplo algébrico muito simples em uma dimensao.
Suponha que a densidade de carga seja uma fungdo do tipo “fenda”, assim chamada
porque representa uma abertura em difracdo Optica.

[e.9]

Isto é definido como / p(x)dx = 1.

—00

Neste caso, o fator de espalhamento correspondente ¢

f(G) = /p(as) exp(iGx)dr = 1 /a cos(Gr)dx = Sinéia) (1.35)
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Esta funcdo é chamada “func@o sinc” e tem valor 1 quando Ga tende a zero, e cai
ao valor 1/2 quando Ga se aproxima de 1,8955. Assim, 1/a € definido como a largura
da funcdo de espalhamento: quanto mais amplo o objeto inicial mais estreito, em G,
serd a funcdo de espalhamento.

As mesmas caracteristicas ocorrem quando se considera uma func@o que varia

continuamente, por exemplo:

o) = = exp(~el/a),

que fornece

f(G) = é/ exp(z/a) exp(iGx)dx+

1

- /OO exp(—xz/a) exp(iGx)dr = (1.36)
0

14 (Ga)?

Esta func¢do cai ao valor 1/2 quando Ga = 1.
Aplicando estas idéias para a fungdo de espalhamento de raios X, sua largura €

dada pelo inverso do raio atdbmico/idnico.

1.2.6 Analise de Fourier

Uma transformada de Fourier € uma extensao da série de Fourier. Em uma série
de Fourier uma fun¢do periddica f(x) com periodo a € analisada em termos de uma

superposicdo de ondas,

fla) = ;An exp {zm <A% + gpnﬂ : (1.37)
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onde cada onda tem amplitude A, fase relativa ,,, comprimento de onda A\, = a/n
e, conseqiientemente, vetor de onda k,, = 27 /A, = 27n/a. Numa transformacédo de
Fourier representa-se uma fung¢do em termos de uma superposicdo de ondas. Neste
caso, sendo a funcdo ndo periddica, todos os comprimentos de onda contribuem com
termos na superposi¢cao. Pode-se pensar em uma transformada de Fourier como uma
andlise de Fourier de uma funcao periddica onde o periodo € infinito, significando que
h4 uma diferenca infinitesimalmente pequena entre qualquer k,, € k,, 1. Assim, a soma
sobre todos os valores de n e conseqiientemente k pode ser substituida por uma integral
sobre valores continuos de k. Nesta secdo, k serd usado como a forma unidimensional

do vetor de espalhamento G.
1.2.7 Equacao basica

A transformada de Fourier em uma dimensao € definida como
g(k) = / f(z) exp(ikz)dz (1.38)
€ Seu inverso como

f(z) = —/g(k) exp(—ikx)dx (1.39)

Aplicando esta definicdo na difracdo de raios X, a amplitude do sinal espalhado
passa a ser dada pela transformada de Fourier da densidade eletronica. A partir de me-
didas das intensidades de raios X sobre uma ampla faixa de vetores de espalhamento,

pode-se reconstruir a densidade eletronica através da transformada de Fourier inversa.
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Segue das defini¢Oes anteriores que

1
90) = [ fa)da e ) =5 [ g®yin (140)
1.2.8 Particulas pontuais

Um ponto pode ser descrito por uma fungdo matematica especial que define a densi-
dade infinitesimal de uma particula pontual. A func¢do delta de Dirac € definida pelas

seguintes propriedades

5 (r— 1) { 0, se r#rj,

oo, S€ r =ry,

/5(r)d(r) =1 (1.41)

Neste caso, a particula sé estd definida em uma posicdo, de forma que a funcdo
deva ser zero em todos os outros pontos. Porém, a integral da densidade fornece a
probabilidade de se encontrar a particula em algum lugar e assim a integral deve ser
igual a um. Se a densidade de particulas na amostra de volume V € tal que hd uma

particula em cada ponto r; do volume, isto €

1
plr) =+ > 6(r —xy), (1.42)
J

tem-se que

J

F(G) = %Z/é(r —17) exp(iG - r)dr = ) _exp(iG - 13) (1.43)

resultado este ja derivado anteriormente, na equagao.
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1.2.9 Teorema da convolucao

A vantagem da utiliza¢do da transformada de Fourier estd no uso da propriedade de
convolugdo. A partir de duas fungdes g(x) e h(x), pode-se produzir uma terceira funcao

definida como a convolugao destas duas funcoes:
(@) = g(a) & h(a) = [ e hla — (144

A idéia basica € que se inicia com uma funcdo A(x) e a cada ponto x estabelece-se
a func¢do g(x/) centrada em x com peso dado por A(x). Isto é repetido para todo X, e
todas as operacdes sao somadas. Considerando que as fun¢des sdo continuas em X, a
soma sobre todas estas operacdes € substituida por uma integral, como descrito acima.
Se a transformada de Fourier das trés funcdes sdo escritas como F(k), G(k) e H(k),

tem-se a relac@o bésica

F(k) = /(g(x) ® h(z)) exp(ikz)dx = G(k) x H(k). (1.45)
1.2.10 Transformadas de estruturas cristalinas

Pode-se modelar uma estrutura cristalina em termos de quatro convolucdes:
Estrutura cristalina=rede® célula unitiria® elétrons atdmicos & agita¢ao térmica

Quando se toma a transformada de Fourier da estrutura cristalina, as convolugdes
transformam-se em produtos das transformadas de Fourier individuais. Entdo, para
construir a transformada de Fourier da estrutura cristalina pode-se tratar cada transfor-

mada de Fourier separadamente.
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1.3 Meétodo do Po

1.3.1 Introducao

Este método foi desenvolvido[26] pelo cientista holandés P. Debye e pelo suico P.
Sherrer, em 1916, e, independentemente, pelo norte-americano A. Hull em 1917. E
utilizada uma amostra reduzida a p6 que se coloca no centro de uma cimara cilindrica,
no trajeto de raios X monocromaticos. O p6 €, habitualmente, colocado dentro de um
pequeno tubo de material amorfo e a montagem €, normalmente giratério. O tempo de
exposicao aos raios X depende de vérios fatores, designadamente, das dimensdes da
camara e da abertura de entrada do feixe incidente e ainda da composicdo da amostra.
Quando o feixe monocromatico de raios X incide no po cristalino, dada a distri-
bui¢do aleatéria dos inimeros pequenos graos, qualquer plano reticular assume todas
as orientagdes possiveis, relativamente ao feixe incidente. Desse modo, ocorre sempre
uma incidéncia segundo um angulo tal que satisfaca a condi¢ao de Bragg. Com outras
palavras, € possivel registrar todas as direcdes hkl estruturalmente possiveis, desde
que suficientemente intensas.
Em consequéncia da distribuic@o estatistica das diferentes orientacdes assumidas por
um dado plano reticular, verifica-se que hd sempre um desses planos em condicdes de
refletir a radiacdo incidente. Assim, em termos de rede reciproca, a pulverizacdo do
cristal corresponde a uma rotacdo dos nés reciprocos em torno da origem, de modo
que cada um deles define uma superficie esférica: o espaco reciproco deixa de ser
uma simples distribuicdo triperiddica de pontos para se transformar num conjunto de
superficies esféricas concéntricas. As intersecdes destas superficies pela esfera de
Ewald sdo circunferéncias, cujos centros se situam ao longo da dire¢do do feixe de
raios X incidentes. Essas circunferéncias correspondem as observadas no diagrama de

po6, pois cada um dos seus pontos define um centro da esfera de Ewald em uma dire¢éo
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de maximo de difracdo.

1.3.2 Uso do método do pé

Listamos abaixo[27] alguns dos usos especificos do método:

a)- Identificacdo de fases em materiais minerais, quimicos, ceramicos ou outros
materiais de engenharia.

b)- Identificacao de multiplas fases em misturas cristalina.

c¢)- Determinacdo da estrutura cristalina de materiais.

d)- Identificacdo e analise estrutural de minerais.

e)- Reconhecimento de materiais amorfos em misturas cristalinas.

f)- Andlise da estrutura cristalografica e calculo da célula unitaria em materiais
cristalinos.

g)- Determinacao quantitativa da soma de diferentes fases em misturas pelo calculo
das propor¢des dos picos.

h)- Determinagao quantitativa de fases por refinamento completo do difratograma,
”whole-pattern”.

1)- Determinac@o do tamanho do cristalito pela analise da largura dos picos.

J)- Determinac@o da forma do cristalito pelo estudo da simetria dos picos.

k)- Estudo da expansdo térmica em estrutura cristalina usando equipamento “’in-

situ heating”.

1.3.3 Distorcoes Anisotropicas em picos padroes

Os materiais policristalinos[28] sdo constituidos de pequenos cristais, denominados
grdos ou cristalitos, os quais s@o separados uns dos outros por fronteiras denominadas
contornos de grao.

Cada grao em um agregado policristalino tem orientacdo cristalogréfica diferente
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dos seus vizinhos. Consideradas de modo global, as orientacdes de todos os graos po-
dem tanto estarem distribuidas aleatoriamente com relagdo a um sistema de referéncia
como estarem concentradas, em maior ou menor grau, ao redor de alguma ou de algu-
mas orientacdes particulares. Nesta ultima condicdo, o agregado policristalino apre-
senta orientacdo preferencial ou textura.

O método do pé tem como principio que a distribuicao dos cristalitos € com-
pletamente aleatéria. Em geral, a situacdo mais desejada ¢ quando uma amostra
tenha orientagdes completamente aleatorias de pequenos cristalitos. Alguns tipos de
andlise fazem uso da orientacd@o preferencial desses cristalitos, e outros tipos de andlise
(identificac@o qualitativa de fases) a orientagcdo preferencial pode ser calculado e tra-

balhado para produzir um resultado 4til para a andlise.
1.3.4 Orientacao Preferencial

Virios materiais exibem orientagdes preferenciais. Alguns tipos de ceramicas magné-
ticas, fio extrudado, p6 prensado e varios filmes e polimeros requerem manipulacdo e
medida da orientacdo preferencial. Frequentemente essas medidas envolvem o uso de
um difratdmetro de figura de pdlo para medir um angulo de difracdo.

Em geral, nos dados da difracdo do po, a orientagcdo preferencial € a causa mais
provével da diferenca dos dados experimentais com o padrdo de intensidade para a fase
analizada. O estudo da orientacdo preferencial € util para determinar a anisotropia de
uma amostra, mas € muito dificil obter resultado satisfatério, quando faz uma andlise
quantitativa ou um preciso cdlculo da célula unitaria.

O caminho mais utilizado no estudo da orientacdo preferencial em um material
de composi¢ao conhecida é comparar com as intensidades de uma amostra que tem
orientacdo preferencial com o padrdo para o material. Alguns programas de andlise

de dados ajustam os dados corretos para o estudo da orientagcdo preferencial, quando
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o objetivo € fazer uma andlise quantitativa.

1.3.5 Tensao Residual e Deformacao

Deformac@o em um material pode produzir dois tipos de efeito na difracdo. Se a
deformacdo é uniforme (expansdo ou contragdo) € chamado de macrotensao e ha um
deslocamento dos maximos de difracdo em comparagdo com um padrao. Macrodefor-
macao causa variagdo no parametro de rede, resultando em um desvio do pico.
Microdeformagao € produzida por uma distribuicdo de forcas de tracdo ou com-
pressdo resultando em um alargamento nos picos de difracdo. Em alguns casos, al-
guns picos assimétricos podem ser resultado de microdeformagdo. Dislocacdes e
vacancias podem ocasionar microtensdo em cristalitos e o efeito geralmente serd uma
distribui¢ao de picos em volta do pico sem tensdao e um alargamento do pico padrao.

Esses efeitos sdo demostrados, de uma maneira geral, na figura a seguir.

MACROTENSAO MICROTENSAO
d d
- <
, f esforgo
::;gr o i esforco [ ( I. esforco . "a'.:;,
¢ i compressivo, | I\ | distensivo b, uniforme
uniforme |/ | ' || uniforme _
— — — b
NNERENREEER (0 I gus RNy
> < “« > 4 Y
d d< d>

Figure 1.2: Deformacgao por expansao ou contragao dos valores de d
ref.[5]



Capitulo 2

A teoria da elasticidade linear

2.1 Introducao

Elasticidade linear € uma teoria da fisica que estuda o comportamento de corpos mate-
riais que se deformam ao serem submetidos a acdes externas (for¢as devidas ao contato
com outros corpos, acao gravitacional agindo sobre sua massa, etc.), retornando a sua
forma original quando a a¢@o externa é removida, ndo alterando, portanto, o volume
do material. Até um certo limite, que depende do material e da temperatura, as tensoes
aplicadas sdo aproximadamente proporcionais as deformacdes.

As equacdes da teoria linear da elasticidade [29] no sistema de coordenadas retan-

gulares cartesianas (z1, T2, x3) incluem as seguintes equagoes:

82ui
Oijj — PW +F; =0, (2.1)

onde 7, j = 1, 2, 3; que € a equacdo de movimento do sistema fisico sob consideracao;

oij = Nijricm (2.2)

onde 7, j, k,l = 1,2, 3; que € a Lei de Hooke Generalizada;

29
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268 = g+ Upy (2.3)

que € a Férmula de Cauchy que expressa a deformacao através do deslocamento.

Nas equacdes (2.1) a (2.3), ;5 = 0j; s@0 as componentes do tensor simétrico
das tensdes, ¢;; = €j; sdo as componentes do tensor das deformagdes, A;ji; sdo as
componentes do tensor de ordem quatro do modulo da elasticidade, u; sdo as com-
ponentes do vetor deslocamento, F; sdo as componentes da forca volumétrica, p é a
densidade constante do material, e ¢ € o tempo. A virgula na frente de um sub-escrito
indica diferenciacdo com respeito a coordenada espacial marcada pelo sub-escrito;
letras repetidas no sub-escrito indicam soma sobre seus valores admissiveis.

A teoria da elasticidade estuda de forma rigorosa a determinac@o das tensoes,
deformacgdes e da relac@o entre elas para um material. Neste trabalho estudamos a
relacdo entre deformacdo e tensdo dada pela lei de Hooke Generalizada. Nosso ob-
jetivo, portanto, foi o de determinar as constantes do tensor de elasticidade para um
material com simetria ortotrépica. A partir dessa determinacao, obtemos um modelo

para determinar as tensdes residuais em um material ortotrépico.

2.2 Diagrama Tensao-Deformacao

Uma das mais importantes propriedades mecanicas dos materiais € obtida no ensaio
de tracdo [30]. Neste ensaio submete-se uma amostra do material a uma forca axial
continuamente crescente até se dar a fratura. Registram-se durante o ensaio a forca
e 0 aumento do comprimento relacionado com a deformacdo da amostra e obtem-se
o diagrama tensdo-deformacdo. Neste diagrama € relacionada a tensdo média (o) em
funcdo da deformacdo nominal( ). A tensdo média é definida como a forga aplicada

(F) dividida pela area inicial (Ap) da secdo transversal da amostra. A deformacio
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nominal (¢) representa a variacdo de comprimento sofrida pela amostra dividida pelo

comprimento de deformacao:

_i=h Al (2.4)
lo lo

F
o=— €
A

em que [y € o comprimento inicialmente definido na amostra e / o comprimento in-
stantaneo que vai aumentando continuamente durante o ensaio, sendo que a tensao
média tem dimensdes de for¢a por unidade de drea e a deformacdo € uma grandeza
adimensional. Seja um diagrama tensao-deformacao representado na Figura 2.1[30].
A regidao OA € a regido elastica. O ponto A € o limite eldstico que se define como
a maior tensao que o material pode suportar sem sofrer uma deformacao permanente
quando a forga for retirada. A determinacdo do limite eldstico € bastante dificil e de-
morada, depende da sensibilidade do instrumento de leitura. Por esse motivo substitui-
se muitas vezes esta quantidade pelo limite de proporcionalidade, definido pelo ponto
A’, que € a tensdo para a qual a curva tensdo-deformacio se desvia da relagdo linear.
Continuando a tensionar o material para além do ponto A’, no caso da figura, a curva
se desvia acentuadamente da linearidade . Entra-se no dominio plistico do material
e se for retirada a tensdo em qualquer ponto da curva nessa regido (por exemplo, no
ponto B da Figura 2.1a sofre um aumento de comprimento permanente definido pela
deformagdo OB’. Se a deformacdo OB’ for igual a 0,002 da tensdo correspondente
ao ponto B denomina-se tensdo de cedéncia, o., que para efeitos praticos caracteriza
o inicio da deformacao plastica segundo os critérios em vigor nas normas de ensaios
de materiais. A tensdo de cedéncia € a tensdo que produz uma pequena quantidade
de deformacdo permanente. O limite eldstico € o valor mais elevado de tensdo que
o material pode suportar sem obter uma deformagdo mensurdvel apds a retirada da
carga. Na curva representada na Figura 2.1a a deformacgdo pléstica prossegue para

N

além do ponto A’ a carga crescente, atingindo o ponto C em que a carga atinge um
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valor méximo. A tensdo correspondente a esse ponto € a resisténcia a tra¢do do ma-
terial, o,,, que € maior tensdo que o material pode suportar antes da ruptura. A partir

do ponto C a carga decresce dando-se finalmente a ruptura no ponto D.

- s E=
1 Ductilidade t
Extensde de rotura

Aoy A - Returg

=%

| SSE—

-

o

(b

Figure 2.1: Diagrama do ensaio de tragdo: (a) Material ddctil; (b) Material fragil
ref. [30].
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2.3 Deformacao Volumétrica

Em geral, a deformacao de um sélido envolve a combinagao da variagdo do volume
e da variacdo da forma de uma amostra. Dessa maneira, para um estado dado de
deformacdo, devemos conhecer as contribui¢des das variacdes do volume e da forma.

No desenvolvimento desse trabalho, assumiremos o dominio das pequenas defor-
macdes, nas quais somente o volume da amostra serd modificado.

A deformacdo volumétrica € a variacao de volume por unidade de volume [31].

Vi=-W AV
A = = 2.5
i Vo (2.5)
onde Vy e V| sdo o volume final e inicial do elemento de volume.
Como é conhecido, a variagdao do volume é dada por:
AV =1, (15 x 15) — 13 (13 x 13) . (2.6)

Usando a interpretacdo geométrica da deformagdo normal, os novos comprimentos

de um paralelepipedo retangular podem ser escritos como:

dry = dri(1+ €42) 5
dry = dra(1 +eyy) , (2.7)

dry = drs(1+e,,),

onde €., €4y, €5, 520 as deformagdes nas dire¢des X, y € z, respectivamente.

Entdo, a varia¢do de volume fica:
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da'dxydaly — dridradrs = dridradas(1 + e4p).(1 4+ €4y).(1 + €,2) — dzydagdas.

Os produtos das deformagdes sdo negligenciados, portanto, para pequenas defor-

magoes, teremos [32]:
(1+ep)(L4eyy) (L4 e2n) 14 (€00 + gy +€22) (2.8)

Substituindo esses valores na equagdo (2.5, tem-se que:

dxdxbdxly — drydradrs

d.Tldedl’g

= €4z + Eyy + €2z (2.9)

A variagdo de volume por unidade de volume em um ponto € a soma das deforma-

¢cOes normais.

2.4 A Lei de Hooke Generalizada

24.1 Introducao

No desenvolvimento de um modelo tedrico fenomenoldgico, a utilizacao de relagdes
constitutivas tem um papel fundamental. Elas permitem caracterizar o estado macros-
copico do sistema fisico a partir de procedimentos experimentais. Relagcdo constitutiva
¢ uma relacdo entre duas grandezas fisicas que € especifica de um material [33, 34].
As relagOes constitutivas sdo particulares para cada material e servem para clas-
sificar os diversos materiais conforme seu comportamento. As equacdes constituti-
vas mecanicas, que classificam materiais da engenharia, por exemplo, relacionam as
tensdes com alguma medida do movimento do corpo, normalmente a deformagao ou
a taxa de deformacdo. H4 muitas outras categorias de equacgdes constitutivas, como

as que relacionam tensdes com deformagdes e temperaturas, com campos elétricos ou
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magnéticos, a lei de Ohm, a lei que rege a forca de atrito e a lei que rege a elasticidade
linear (lei de Hooke).

Uma relag@o linear mais geral entre os tensores deformacao e tensao € a lei de
Hooke generalizada que estabelece a proporcionalidade entre as grandezas tensdo e

deformacao, representada na forma tensorial por:

0ij = Nijrich. (2.10)

onde 0;;, €5 € Aj;i sdo representadas pelo tensor das tensdes, tensor da elasticidade e

o tensor das deformagdes, respectivamente.

2.4.2 Tensor das tensoes

Conceito de tensao no ponto

Consideremos um sdélido eldstico continuo sob a acdo de forcas exteriores seguindo
um modelo de contragdo volumétrica durante a deformacdo (pequenas deformacdes).
Tem-se que o sélido estd em equilibrio estatico [30], forca e torque resultante iguais a
zero, representado na figura 2.2, verifica-se que em geral a for¢a ndo estard uniformi-
mente distribuida ao longo da secdo transversal ab apresentada na figura 2.2a e que
pertence ao plano 7. Se a parte 1 do sélido € retirada, pelo principio de acdo e reacao
essa tensdo pode ser substituida pelo sistema de forcas externas em ab que mantenham
cada ponto na parte 2 do sélido na mesma posi¢ao anterior a remogao da parte 1 do
s6lido representado na figura 2.2b. Sendo A A o elemento de area existente no ponto
Oe AT? a forca interna resultante do equilibrio de for¢as criado nessa area, a tensao

no elemento de area, considerado sera:
ﬁ
S = — (2.11)

— -
A tensdo S é portanto um vetor que tem a mesma diregdo e sentido de AF' con-
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Figure 2.2: Conceito de tensdo no ponto de um sélido [30].

siderado constante no elemento de area e que representa no elemento de area AA a

intensidade da reacdo do material da parte esquerda do plano 7 sobre a sua parte dire-

ita. Se a area A A for reduzida continuamente para zero, o valor limite da razdo % é
a tensao no ponto 0 no sélido 2, ou seja:
—
T = m 2F 2.12)
= lim — .
AA=0 AA

A tensdo estard na direcdo da forga resultante F que esta geralmente inclinada em
relacdo a AA. Obtém-se a mesma tensdo no ponto 0 do plano 7 se o diagrama de
corpo livre fosse construido retirando a parte 2 do s6lido. Contudo, a tensdo seria
diferente para qualquer outro plano que passe pelo ponto 0, como € o caso do plano 7’
da figura 2.2b. Para haver equilibrio de forcas em qualquer plano da peca € necessario

que as tensdes que se desenvolvem nesse plano na dire¢ao da forca aplicada sejam tais
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que se verifique a equacgdo seguinte:
— —
F = / SdA (2.13)
A

H
em que A € a area do plano considerado e S as tensdes em cada ponto do plano na
—
direcdo da forca F'. A equacdo 2.13 representa que numa dada secdo a forca serd
— —
a integral da distribuicdo de tensdes nessa se¢do, desde que /' ¢ S coincidam em

direcdo e sentido.

Tipos de tensao e notacao das tensées num elemento tridimensional

A definicdo de tensdo dada na secdo anterior implica que no elemento de 4rea dA a
~ . . ~ H . ’ . .
tensdo esteja na direcdo da forca resultante /' que no caso mais geral estard inclinada
em relacdo a dA. Ndao se torna, no entanto, pratico utilizar uma tensdao que faz um
determinado angulo com a 4rea em que atua. Neste caso, a tensdo total S pode ser de-
composta em duas componentes: uma tensdao normal (o) que atua perpendicularmente

a dA e uma outra denominada tensao de corte (7) que existe no plano ab 2.3.

Figure 2.3: Decomposi¢ao da tensdo total nas suas componentes no plano [30].

H
Para se tornar este ponto mais claro considere-se a figura 2.3 em que a for¢a F

H
faz um angulo # com a normal N ao plano 7 com édrea A. Por outro lado, o plano
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que contém a normal e F intersecta o plano 7 segundo uma linha tracejada que faz um

angulo ¢ com o eixo y. (Linha OC na figura 2.3). A tensao normal é dada por:

o= % cos (2.14)

A tensdo de cisalhamento no plano atua segundo a linha OC e o seu valor é:

T = %sinQ (2.15)

Esta tensao de cisalhamento pode ser decomposta em componentes paralelas as dire¢des

X €y existentes no plano: dire¢do x

F
Ty = Zsin@singb (2.16)
direcdo y
F
Ty = Zsin@cosgb (2.17)

Conclui-se, portanto, que num plano qualquer poderd haver uma tensdao normal e duas

—
tensOes de cisalhamento. No caso mais geral tridimensional, a tensdo resultante .S
no ponto A pode ser decomposta nas tensdes que atuam nas faces do elemento de
volume representado na figura 2.4 e que estd orientado segundo um sistema de eixos
ortogonais [Oxyz]. Estas tensdes estdo representadas por um conjunto de dois indices
em que o primeiro indice indica a direcao da normal ao plano em que atua a tensao
e o segundo a tensao que exerce. Assim, por exemplo, a tensao que atua perpendicu-
larmente as faces DCGH e ABFE serd indicada por o, (tensdo segundo o eixo dos X
atuando numa face perpendicular a0 mesmo eixo). Alem das tensdes diretas, atuam
também tensodes de cisalhamento sobre os respectivos planos com duas componentes
em cada plano, como j4 se verificou. Nesta nota¢d@o a tensdo de corte 7, € a tensdo na

direcdo Y atuando num plano perpendicular ao eixo dos x.
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Figure 2.4: Representacdo das tensdes e respectiva notacdo num elemento tridimen-

sional [30].

O elemento representado na figura tem lados com dimensdes infinitesimais dx, dy,

dz, encontrando-se o elemento em equilibrio de tensdes. Este elemento representa o

estado de tensdes no ponto A, considerando que se despreza a variacdo das tensoes

ao longo de suas faces. Aqui € assumido que somente o volume da amostra ¢ modifi-

cado, deixando o elemento infinitesimal invariante de forma. No entanto, para haver

equilibrio ndo pode haver rotac@o e portanto os momentos de todas as forcas devem

anular-se. Considerando assim a rota¢do do elemento em relacdo ao eixo dos z e

calculando os momentos em relacdo a esse eixo, vem:

(amdydz% - amdydz%) + (ayydxdzdg - ayydxdzd—;) +
d d

+(Tuydydzdr — Ty, dydzdr) + (szdydac; - szdydx?x) +
d d

+(deyd27y — szdydx?y) =0

Resolvendo (2.18) teremos:

Toy — Tya = 0 — Toy = Tya

(2.18)

(2.19)

Calculando de maneira analoga os momentos em relacdo ao eixo dos y e x, respecti-
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vamente, 7,, = T,; € T,, = T,,. Portanto no caso tridimensional, suas componentes
podem ser representadas por uma matriz onde as diagonais o;; sdo chamadas tensoes
normais e os componentes ndo diagonais sdo chamadas de tensoes de cisalhamento ou

tangenciais. Entdo:

Oij = | Tay Oyy Ty |- (2.20)

2.4.3 Tensor deformacao

A figura 2.5 representa de forma esquematica um corpo deformdvel sujeito a um sis-
tema de forcas. Um elemento infinitesimal de volume dxdydz desse corpo apds a
aplicacdo das forcas P; (i=1,2,3,4) sofre um deslocamento e uma deformacdo. Sejam
P(z,y,2) e Q(z+dzx,y+dy, z+dz) dois pontos em vértices opostos do elemento em
estudo e ainda outros vértices vizinhos de P,L(x+dx,y,z); M(x,y+dy,z) e N(x,y,z+dz)

que ap0s a deformagdo passaram para as posi¢des P7,Q",L” etc.

Figure 2.5: Deformacao e deslocamento de um elemento de volume de um corpo
sujeito a um sistema de forcas [30].
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Seja cf(u, v, w) o deslocamento de P(d = P’ — P) e d*(u/,v',w') o deslocamento
de Q(CZ2 = @' — (). Vird entdo:

@ Ou %dz; v+ @dx

d'(u + du,v + dv,w + dw) = (u+axdx+a_ydy+az o
ov v ow ow ow
+0_ydy + gdz, w ~+ %dx + a—ydy + gdz) (2.21)

Isto é P'(z+u,y+v, z4+w) e Q'[(z+dr+u+du), (y+dy+v+dv), (z24+dz+w+dw)]
Esta € a expressdao geral das coordenadas de um ponto Q’ qualquer proveniente da
deformacdo de um segmento PQ. Em particular , um ponto L’ que veio do segmento

PL orientado segundo x:

L'[(z 4+ dz 4+ u+ du), (y + v+ dv), (z + w + dw)] ou seja:

L'z + dz +u+ 34dz), (y + v + $dz), (z + w + $2dz)]

e de modo andlogo para M’ e N’. Por defini¢do, a deformacao linear na dire¢ao do

eixo x é:
! N _
. E=P) = (L= P 2.22)
dx
Segundo apenas a direcao x.
ou
3 B (2.23)

De modo analogo, as outras deformacdes lineares segundo y e z sdo, respectivamente:

_ Ov _ ow
5yy—a—yeezz—5

A deformacdo pura de um segmento € entdo caracterizada por um alongamento ou en-
curtamento linear entre os seus pontos extremos e por uma distor¢ao angular. A figura
2.5 representa um segmento PQ no espago cujo comprimento € ds e que sofreu um
deslocamento para P’Q’. Se for (Jf(u, v, w) o deslocamento do ponto P, o deslocamento

do ponto Q serd d (u+ du,v + dv, w + dw). As componentes do vetor incremento de

deslocamento serdo, em geral:
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ou ou ou

du = %dl’ + a—ydy + %dz
ov v ov
dv = —d —dy + —d 2.24
! oz’ + dy v+ 92" 224

ow ow ow

dw = —dr+ —dy+ —d
v ox v dy I
Na representacdo matricial da deformacao [32]
u  du  du
A
or oy 0:

Que € matriz simétrica, considerando uma deformacao pura. Este serd denominado o

tensor deformacao.

2.4.4 Tensor de elasticidade

O tensor de elasticidade, A;jy;, € um tensor de ordem quatro e contém 3% = 81 elemen-
tos. Fazendo uso das propriedades de simetria do tensor de tensdo para o caso de ndo

existirem torques internos, entdo A, também € simétrico, conforme demonstrado a

seguir:
0y = 0ji = Njire = Nijra (2.26)
Entao:
091 = Azlklgkl 012 = A12kl€kl
091 = 012 = Aoikicr = A2k

(Ao1gr — Aiog)er =0
Aorr = Ao

Njirt = Nijra
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O ndmero das constantes de material € reduzido de 81 para 54. De modo similar

podemos utilizar a simetria do tensor de deformacao.

€ij = Eji = Nijie = Niji

Isto reduz ainda mais o numero de constantes do material para 36 [32].
Seguindo [29], podemos introduzir um espago vetorial hexa-dimensional com mul-

tiplicacdo escalar usual. Dessa forma, as equagdes anteriores se escrevem como:

o= (01,02,03704,05,06), €= (51,52753754,€5756); (2.27)
01 = 011, Oy = Oy, 03 = 033, 04 = V2093, 05 = V2013, 06 = V20713,

€1 = €11, €2 = €99, €3 = €33, £4 = V2603, €5 = V2613, €6 = V2612, (2.28)

A Lei de Hooke adquire a seguinte forma:

g; = Aij€j7 (229)

comi,j7 =1,...,6.

O tensor de elasticidade, nesse espaco vetorial adquire a seguinte forma:

Allll A1122 A1133 \/§A1123 \/§A1113 \/§A1112
A2211 A2222 A2233 \/§A2223 \/§A2213 \/§A2212
A3311 A3322 A3333 \/§A3323 \/§A3313 \/§A3312
Aij - \/§A2311 \/§A2322 \/§A2333 2A2323 2A2313 2A2312 . (230)
\/§A1311 \/§A1322 \/§A1333 2A1323 2A1313 2A1312
\/§A1211 \/§A1222 \/§A1233 2A1223 2A1213 2A1212

Sendo assim, podemos representar a Lei de Hooke, adotando a nomenclatura de

Voigt, do seguinte modo:
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Mi€za + M2Eyy + Ai3€22 + Aa€ay + Ai58y2 + Ai6Eaz
A21Ezz + A22€yy + Ao3€sr + Aoa€py + Aasey + A26Ea
A31€zz + A32Eyy + A33E22 + Aga€ay + A356y2 + A36€22
Ad1€za + M€y + M€z + AaaCay + Aasyz + Ai6Eaz
A51E€a T As2Eyy + A53822 + AsaCay + As5Ey2 + As6Eaz

)\Glgzx + )\625yy + )\6352z + )\645131 + /\65€yz + )\665xz

44

Onde os termos A;; sdo constantes cujo valores depende do material. Para reduzir

ainda mais o nimero de constantes, utiliza-se a propriedade do tensor elasticidade ser

simétrico, pois os tensores deformacdo e tensdo sao simétricos reduzindo o ndmero de

constantes elasticas para apenas 21.

O material elastico linear anisotrépico mais generalizado possui, portanto, 21

constantes diferentes. Materiais caracterizados por tensores dessa forma sdo con-

siderados triclinicos, por ndo apresentarem planos de simetria de suas propriedades

materiais. Sendo a sua representacao matricial, na notacao de Voigt:

)\11 >\12 )\13 )\14 >\15 )\16
)\22 )\23 )\24 )\25 )\26
/\33 >\34 )\35 )‘36

Aij == Simet. /\44 )\45 )\46
>\55 >\56
A66-

(2.32)

Quando o material permitir operacdes de simetrias (rotagcdes, reflexdes ou in-

versdes) em sua estrutura, o ndmero das constantes do material, representado pelo

tensor de elasticidade, é também reduzido. Acontece que as simetrias do material

impdem restrigdes sobre o tensor de elasticidade A, e isso proporciona uma maneira

natural para classificar os meios eldsticos [35]. Nosso objetivo neste trabalho é es-
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tudar estas restri¢cdes em detalhe para materiais ortotropicos que possuem trés planos
ortogonais de simetria.

Vamos considerar apenas operagoes de simetrias rigidas de rotag¢do, em relagdo a
dois referenciais (z,y,z) e (2',y/, 2’) para explorar as simetrias na estrutura de um
material anisotrépico.

Considerando um mesmo material com as mesmas constantes definidas no tensor
A;j, pode-se afirmar que a lei de Hooke Generalizada para um novo referencial z*, y‘ e
z* serd a mesma que a do referencial x, y, e z. Sendo assim, a equagao para representar

O4¢p¢ SETA COMO se segue abaixo:
Ogly! = )\115:1:’:10’ + )\125y’y/ + )\ISEZ’Z’ =+ >\145:c’y’ + )\15€y/z’ + )\16€z/z/ (233)

As outras cinco equagdes sdo similares as equagdes (2.31) de b af.
Primeiro, considerando uma rotagcdo de 180 ° no eixo z. O cosseno diretor entre os

eixos € dado a seguir:

Yy |z
x[-1]1010
y |10 ]-110
z | 0|01

O tensor o5 no novo referencial € relacionado com o tensor o;; no antigo refe-
rencial na seguinte maneira:

Oyt = Q4riQj1 0 (234)

Como consequéncia, aplicando os cossenos diretores na equacdo acima, chega-se ao

seguinte resultado:

Ogply! = Oy O'x/y/ = Uzy (a)

Oy'yt = 0.

yy Oylzt = —Ogz (b) (235)

Ozlzt = Ozz Ogly = —Ogz (C)
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Usando a mesma analogia, agora para o tensor deformacao, com a relagdo tensorial

dada por:

iyt = Ay j€ij

(2.36)

Sendo o mesmo cosseno diretor, pois € a mesma rotacdo, tem-se como resultado:

Exlz! = Ezx €x/y/ = €$y €y/y/ = 5yy (CL)

Eyat = —Eyz Exlzt = Ezz Exlzt = &gz (b)

Substituindo as equagdes (2.37) na primeira equacao (2.33):

Ogx = Allgmc + )\125yy + )\135,22 + )\145931/ - )\15€yz + )\165:1:z

Comparando com a equacgao (2.31) a:

As = Ag =0

Analogamente, examinando as equacdes (2.31) de b a f, tem-se:

Aos =0 Az =0 As1 =10
Asy =0 Xe3 =0 Ay =0
A5 =10 Aso =0 Ag1 =0
Aea =0 Ags =0 Mg =0

As3 =0 Ae2 =0

A matriz que representa o tensor Ay, tem a forma:

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Al Az Az A
Aor Azz Aoz Ay
As1 Az2 Azz Am
Al A2 A3 A 000
0 0 0 0 A5 Ase
0 0 0 0 X Aes

obtendo 13 constantes elasticas diferentes a determinar, sendo esta simetria definida

o O O
o O O

como material monoclinico.
Uma segunda rotacfio de 180° em torno do eixo x e usando o mesmo desenvolvi-
mento matematico dos pardgrafos anteriores, sendo o cosseno diretor representado

pela matriz: Usando as relagdes de transformacdes dos tensores tensdo e deformacao,

x|y |z

x|1]10/|0

y0[-1]0

z7 |0 -1

tem-se como resultado;
Ogxlz! = Ozg Ogly! = —Ogy Exlz! = Exx 5w’y’ - _5:ry
Oy'y' = Oyy Oyzt = Oyz Ey'y = Eyy Eyzl = Eyz
Ozlzt = Ozz Ogly = —Ogz Exlzt = Ezz Exlz = —Egz (241)

Substituindo nas equacdes (2.33) de a a f, tem-se como resultado:

/\14 = )\24 = )\34 = >\41 - )\42 = /\43 - )\56 = /\65 =0 (242)

A matriz do mddulo eldstico reduz a seguinte forma:

A1 Az Az 00

Ao Aoz Az 00

A3t Az Az O 0
0 0 0 X O
0 0 0 0 Xss O
0 0 0 0 0 Jes

Ay = (2.43)

o O OO
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Esta é a matriz para o material ortotrépico apresentando apenas 9 coeficientes

elasticos diferentes.



Capitulo 3

Tensoes principais biaxial e triaxial
3.1 Introducao

Para determinar as componentes do tensor de elasticidade ortotropico, usamos o0s
elementos do grupo de simetria ortotrépico, associada a uma abordagem fenomenol6-
gica.

O comportamento eldstico de um material ortotrépico € caracterizada por nove
constantes diferentes[36]. Em uma linguagem fenomenoldgica, eles sdo caracteriza-
do por: trés mddulos longitudinais de elasticidade ou médulo de Young (E,, E, .-
E.), que descrevem a tendéncia de um objeto de se deformar ao longo de um eixo,
quando forcas opostas sdo aplicadas ao longo desse eixo, trés mddulos transversais de
elasticidade ou médulo de cisalhamento (G, G-, G.) que descrevem a tendéncia de
um objeto de sofrer cisalhamento (deformacgdo da forma a volume constante), quando
influenciado por forgas opostas, e trés de coeficientes de Poisson (ny, Vyz, Ve,) que
descrevem a relacao entre a deformacao de contragdo transversal sobre a deformacgao
de extensdo longitudinal no sentido do alongamento.

Note que a ligacdo entre a tensdo e o coeficiente de Poisson ocorre em nivel mo-

lecular sendo que o efeito do coeficiente de Poisson é causado pelo ligeiro movi-
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mento entre as moléculas e o alongamento das ligagdes moleculares dentro da rede
do material para acomodar a tensd@o. Quando o material € alongado na direcao da
tensdo, as outras dire¢des ortogonais apresentam reducao. Esse comportamento mul-
tiplicado milhdes de vezes ao longo da malha do material é o que forma o fendmeno
macroscopico.

Matematicamente o coeficiente de Poisson € representado por um tensor, a saber:

vy = —2, 3.1)

onde j representa a deformacao transversal e ¢ a deformacao longitudinal.
Multiplicando ambos os lados da equagdo (2.2) por A,;l%j. Vamos encontrar o in-

verso da Lei de Hooke, a saber:

en = Nyiois (3.2)

Onde A,;l} ; € o tensor de rigidez (compliance) representado com a mesma estrutura

do tensor de elasticidade:

Exx ci1 c2 ¢z 0 0 0 Ozx
Eyy Co1 Co22 Co3 0 0 0 Oyy
€2 | | 1 ¢c32 33 0 0 O (o9
e | L O 0 0 e 0 0 Tys (3-3)
Eqx 0 0 0 0 Cs5 0 Ty
Exy 0 0 0 0 0 Ce6 Txy

Para calcular as constantes ¢;;, usamos os dados provenientes da abordagem feno-
menoldgica, obtida empiricamente. Para obter esses dados experimentais, aplicamos
uma tensdo uniaxial (definida como um estado de esfoco para o qual apenas uma
componente principal ndo seja zero) na amostra. Assim, podemos fazer um teste com

a tensao de cisalhamento, que permite obter as relacdes entre 0 mddulo de Young e
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do coeficiente de Poisson, por exemplo, na dire¢cdo . Do mesmo modo, fazemos um
procedimento nas direcdes y e z, seguindo 0 mesmo raciocinio para determinar os
outros coeficientes de Poisson, vy, 1.y € V..

Usando o tensor de rigidez, o comportamento eldstico de um material ortotrépico

€ representado como segue:

1 _Yyz Vza
Exx Ey Ly L, 0 0 0 Ozxx
ey Lo 00 0
Eyy E. B, P22 Oyy
Tz __yz —_
Sl I M=y A I (3.4)
= 1 .
Eyz 0 0 0 m 0 0 Tyz
22 0 0 0 0 5= 0 Taz
Eay 0 0 0 0 A Txy

2y

Observe que a matriz que caracteriza o material é simétrica, sendo assim temos as

seguintes relagcdes:

Pyz _ Vay
E, E,
I/zac . VIZ
E. E,
Vyz Vay
2= 2 3.5
B, E. (3.5)

nos casos em que os médulos de cisalhamento ndo estdo disponiveis, podem ser cal-

culados pelas seguintes equagdes|3]:

E,E,

Gy = 3.6

4 E,+ E, + 2v,, E, (3.6)
EE

G, = A 3.7

Y E,+E,. +2v,.E, G-
E.E,

Gy, = . (3.8)

Ex + Ez + QVIZEI

Considerando agora o tensor de elasticidade ortotrépico, dado pela equac@o (3.4),

vamos encontrar a relac@o inversa (3.4) seguindo Lempriere [15]:
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O-fl'l
Oyy
02z o
Tye |
TZEZ
Tuy
(14vpvy) By (Mt VpVu) Be (Vg +va) B,
A A A
_ (Vaz Voy V) By (=1 + Ve v) By _ (Vay + Vay V) By
A A A
Wmtvpvn) E. Wt reve) B (Cl4 vy v B
A A A
0 0 0
0 0 0
0 0 0
81’$
Syy
€2z
X )
Eyz
EIZ
Exy
onde A 1= Uy Vyg Vs + Vgp Vg + Viy Vyg + Vi Vgy Vg — 1 + 1y, v, Esta € a

representacao da matriz da lei de Hooke generalizada na notacdo de Voigt, para sime-

tria ortotrépica.

3.2 Deformacao, Tensao e Sistema de Coordenada

Segundo Lima[37], para desenvolver as equacdes basicas que relacionam deforma-

¢ao e tensao € necessario escrever as tensoes em fungao de um sistema de coordenadas.

O sistema escolhido, geralmente, € de coordenadas ortonormais, ou seja, direcdo da

deformacdo (eixo P), dire¢do transversal (eixo F%) e direcdo normal (eixo Ps).

Quando a medida € realizada, utiliza-se um sistema de eixos que é o do laboratério,

isto €, os eixos Ly, Lo e L3, mostrado na figura (3.1):

(3.9)
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Figure 3.1: Sistema de coordenadas do laboratério (L;) e o sistema de coordenadas da
amostra (P;).

A relacdo do tensor de deformacdo entre os dois sistemas de coordenadas na

representacao das matrizes € dada por:

€} = WiErwy, (3.10)

onde ¢;; € o tensor de deformagdo no sistema de eixo principal F;, 5;]- é o tensor de
deformacao no sistema de eixo do laboratério L; e w é a matriz de transformacao de

coordenadas P; em L; obtida a partir de:

Wik = QA (3.11)

com

costyy 0 —siny
Q5 = 0 1 0 s
siny 0 cosy
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cos¢ sing 0
ajr = | —sing cos¢ 0
0 0 1

Tendo como resultado:

cos¢cosy singcosyy —siny

w = —sin ¢ cos ¢ 0
cos ¢psiney) singsinty  cosy

onde consideramos as rotacoes de corpos rigidos nos planos xz e xy respectivamente,
relativas aos angulos de Euler ¢ e ¢. Os angulos de Euler constituem um conjunto de
trés coordenadas angulares que servem para especificar a orientacao de um sistema de
referéncia de eixos ortogonais, normalmente mével, com respeito a outro sistema de
referéncia de eixos ortogonais normalmente fixos[38].

Vamos padronizar uma dire¢do como sendo a direcdo da medida experimental

(direcdo L3). Sendo assim, chegamos a seguinte relacdo:

€12 = COS” G SIN® ey, + sin 20 sin® Ye,, + cos ¢ sin 2e,,

+ sin® ¢ sin® 1e,, + sin 24 sin ¢ge,, + cos® e, . (3.12)

De acordo com o pressuposto da variacdo do volume para pequenas deformacdes,
usando o fato de que a deformagdo responsavel pela variagdo do volume, isto €, €;; ser

pequena para ¢ # j teremos uma redugfo na equagdo (3.12) para:

€4y = Egq COSZ Psin® 1) + Eyy sin® ¢sin® ¢ + €., cos? ¥ . (3.13)

Os tensores deformacdo e tensdo estardao sempre relacionados ao eixo principal.

Sendo assim, vamos estudar os estados de tensdo principal triaxial, que é definida
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quando existem tensOes nas dire¢Oes X, y € z, mais ainda, iremos estudar a tensao

principal biaxial, que € definida quando existem tensoes nas direcdes X e y.

3.3 [Estado de Tensao Principal Triaxial

Para calcular a equagao do estado de tensdo principal triaxial, vamos usar a equagao

(3.4), tomando as dire¢des principais, a saber:

S = —1 o _Vy:p o —sz g
rr Txr yy V71
E, E, E,
Vgy 1 Vay
ey = —Lopt —0, — Lo, (3.14)
vy E;z: Ey vy Ez
B Vis Vyz 1
Erze = ——F7 0 - A = 022

B E™TE

Substituindo as equacdes (3.14) na equacdo (3.13), temos como resultado:

€4y = cos ¢sin’ ¢[(TE_I - VEiyayy - VE—zazz] + sin? ¢ sin? ¢[—I/E—jam + Ey%y - %jazz] +
Vgs Uy 1
+ cos? w[—Eam — Eiyoyy + Eazz]. (3.15)
Apds manipulagSes apropriadas, obtemos o seguinte resultado:
. 92 Oz 2 Oyy 12
€z = sin” ¢ {F[(l + Viy) 008" @ + (Voo — V)] + F[(l + Vo) SIN° @ + (Ve — 1vya)]—
x Yy
_UEZ: (1 4 vy sin® ¢ + v, cos? qﬁ)} _ (VE—’“:JM + %’:Uyy — %Z:), (3.16)

onde Vgy, Vyz, Vya, Vyzs Vay and 1, s30 0s coeficientes de Poisson e F,, B, e I,
sdo as constantes elésticas nas direcdes dos eixos X, y € z.
A equagdo (3.16) € a equacdo do nosso modelo proposto para o estado de tensdo

principal triaxial.
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3.4 Estado de Tensao Principal Biaxial
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Considerando que o, = 0, nas equagdes (3.14), teremos para tensdo superficial:

Cax = Tre @Uyy
E, E,
Syy = — m"‘@
E, E,
S
x y

Substituindo a equacéo (3.18) na equacéo (3.13), obtemos:

. o vV, . . V. 1
£y = cos® psin? Y[t — %Uyy] + sin’ ¢ sin® Y[——Lop, + —0y] +
y

E, E, E,
v v
+co8% Y[~ =04y — L0y,
E:U Ey vy

Apo6s a manipulagdo matematica, chegamos ao seguinte resultado:

£,y = sin {%[(1 + Vgy) €OS° @ + (Vs — Uy )|+

T

o 5 ,
+ yy[(1+’/$)sm2¢+(Vz—Vx)]}_(ﬂam—k—yza ).
E, Y y Y E, E v

Y

(3.17)

(3.18)

(3.19)

onde Vg, Vg, Vys € 1y, s30 0s coeficientes de Poisson e £, e F, sdo as constantes

elasticas nas direcdes dos eixos x e y. Esta equacdo relaciona as deformacgdes com as

tensOes superficiais para materiais ortotropicos.

A equagdo (3.19) é a equagdo do nosso modelo proposto para o estado de tensdo

principal biaxial .



Capitulo 4

Analise de Coeréncia da Equacao
Ortotropica

4.1 Introducao

As equagdes (3.16) e (3.19) descrevem o comportamento de materiais ortotrépica
com relacdo aos eixos principais da amostra. Sob condic¢des de isotropia elas repre-
sentam materiais isotropicos em concordancia com o modelo j4 existente na literatura.
Neste sentido, para mostrar sua coeréncia vamos determinar os estados de tensao tri-
axial e biaxial de um material isotrépico usando as equagdes do nosso modelo.

Além disso, vamos demonstrar a consisténcia do nosso modelo usando os resul-
tados experimentais do trabalho de Faurie e colaboradores [19]. O trabalho de D.
faurie e colaboradores relacionaram as medidas de difracdo de raios-x de luz sin-
crotron, utilizado para estudar as deformagdes eldsticas, em filmes finos de ouro, de-
positado sobre um substrato, com carga uniaxial. Mostrou, utilizando o método do
grupo cristalito, que € possivel calcular algumas constantes eldsticas do material. O
CGM foi introduzido por Willemse e colaboradores e possui como principal hipdtese
que, na direc@o correspondente a intensidade dos polos, apenas o grupo considerado

contribui para as respectivas linhas de difracdo, e, por conseguinte, um determinado
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valor da deformacao, todas as influéncias dos outros cristalitos refletindo nesta direcao
sdo negligenciados.

Quando considerou o caso de uma carga uniaxial aplicada sobre um sistema filme-
substrato, uma tensao transversal ¢ induzido pela diferenca entre a razdo de Poisson
do filme fino e do substrato. Uma abordagem mecanica foi utilizada para descrever
o filme fino-substrato, a fim de determinar a tensdao gerada no filme. Em seguida,
usando o CGM, a constante eldstica de um filme fino com textura foi avaliada apds
a determinacdo da deformacdo nas direcdes dos pélos de vdrias familias de planos.
Sendo assim, a nossa proposta é diferente do trabalho de D Faurie, pois calcula as

constantes elasticas em varias direcdes do filme.

4.2 [Estado de Tensao Principal Triaxial

Em materiais isotrdpicos, a exigéncia € que os coeficientes de Poisson e as constan-
tes eldsticas sejam iguais para qualquer dire¢@o, uma vez que as deformacdes transver-

sais em qualquer direcdo e sentidos axiais sdo tambem iguais, isto €é:

Vpy = Vgz = Vyg = Vyz = Vay = Vg =V

E,=E,=E.=E

Substituindo na equagdo (3.16) e apds algumas manipulacdes algébricas, obtemos:

1
Eyry = ( _gy> sin? 9 (04 cos® ¢ + Tyy sin? ¢ — 0.,) — %(am + o, + azz> + <

que estd de acordo com o resultado de materiais isotrépicos[40].

1+v

E

JEAERY
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4.3 Estado de Tensao Principal Biaxial

De modo anélogo ao realizado no item 4.2, teremos:

Vpy = Vo = Vyg = Vy, = U

E,=E,=E

Substituindo na equagdo (3.19) e apds algumas manipulacdes algébricas, obtemos:

1
Eyry = ( _gy> sin? (am cos® ¢ + oy, sin® gb) - % (%x + Uyy>, (4.2)

que estd em concordancia com o resultado para materiais isotropicos[10].
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4.4 Coeréncia experimental para o estado principal bi-
axial de tensao

E necessario medir as constantes eldsticas, a fim de verificar as previsdes do nosso
modelo. A maneira mais simples para medir as constantes € a aplicacdo de uma tensao
uniaxial em uma amostra do material e em seguida medir a evolugdo da €(2'2’) para
diferente valores de tensdo aplicada. Geralmente, aplicamos uma tensdo de elongacao
ou de compressdo no material [12].

Para isso, consideramos o trabalho de Faurie et al que estabeleceu as constantes
elasticas de uma fina pelicula de ouro texturizado com simetria transversalmente iso-
trépico, combinando difracdo de raios X de luz sincrotron e carga “in situ” no ensaio
de tracao e utilizando o método de grupo do cristalito (CGM). A anélise da deformacao
pelo método CGM permitiu a previsao nao lineares da relagdo entre a deformacgao e
sin® 1) obtidos para os filmes finos. O método do minimo quadrado foi usado para
ajustar os dados experimentais e permitir determinar as constantes elasticas. Neste
trabalho foi considerado apenas as tensoes 0, € 0y, sendo o caso de um estado de
tensao principal biaxial [19].

Observa-se que um material transversalmente isotrépico tem 5 constantes [41] que
caracterizam seu tensor eldstico. Lembrando da equac@o (3.4) e assumindo que o
plano de simetria é xy, temos as seguintes constantes caracteristica: I, I, Gy, Vay -
V... Neste ponto, ressaltamos que a utilizacdo da tensdo biaxial ndo permite a deter-
minac¢do do médulo de Young E..

Assim, para testar a coeréncia experimental do nosso modelo, usamos os dados
experimentais descrito na ref. [19]. Para este fim, usamos como entrada os valores de

Oz € Oy, obtidos por Faurie et al [19] e descritos na tabela II desse trabalho.
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E importante notar que, no caso de um material com textura, ou material anisotré-
pico, € necessario obter a figura de polo de raios X [19] para cada familia de planos, a
fim de determinar os angulos 1) que podem ser usados na equaciao do modelo.

Estudando os gréficos experimentais deste artigo, pudemos correlacionar os dados
com a nossa proposta, a fim de observar uma consisténcia experimental.

Para este fim, consideramos a partir do trabalho de Faurie et al [19], quatro graficos
experimentais representados pelas figuras (7), (8), (10) e (11) do citado artigo. Assim,
pudemos comparar a equacdo extraida de cada reta com uma equacdo tedrica, decor-
rentes do nosso modelo, para depois obtermos as constantes eldsticas e comparar com
os resultados da Faurie ef al [19]. No nosso caso, usamos apenas dois gréficos para
esta determinacdo, como veremos a seguir.

Vamos detalhar o trabalho observando o grafico da figura (7) de Faurie et al [19],
representado na figura 4.1, que mostra a evolugao da deformacao, €, como uma funcao
da carga F’ aplicada ao composto filme / substrato para cada familia de planos. Neste
gréfico, para cada angulo constante ¥ e ¢ = 0, obtido previamente com as figuras de
polo, foi aplicada uma carga que gerou uma tensao o, and o, no filme fino.

E importante comentar que o método de difracio de raios X para o célculo de
tensOes em materiais policristalinos se baseia na consideragdo de que as deformacdes
sdo as variacoes das distancias interplanares de familias de planos cristalinos € que na
dire¢do da medida temos €/ . = €4 4.

Vamos usar a equacdo de estado de tensdo biaxial principal (3.19) do nosso modelo

nos dados experimentais oriundos do gréfico (7) de Faurie e colaboradores, a saber:

oy = [sin®v + (sin® ) — 1) v.] % + [(sin®y = 1) vy,

Uy sin2 )] % . 4.3)

Y
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0.
-0.0003

-0.001
F(N)
« P=75.04° = W=T053° & 'P=585°
x P=54.7° x P'=48.5° s 'P=392°
+ 'P'=29.5° = P=22° = P=0°

Figure 4.1: Evolugdo da deformacdo, ¢ , em funcio da carga aplicada no compdsito
filme/substrato para cada familia de planos[19].

Considerando uma anisotropia transversalmente isotrépica do filme fino, temos as

condigdes [15]:

sz:Vyz;Ex:Ey:Ev
Vey = Vya ; E. = indeterminado , 4.4)

utilizamos o estado de tensao biaxial.

Substituindo as condicdes (4.4) na equacao (4.3), temos:

g0 = [sin’ ¢+ (sin® ¢ — 1) vy.] % + [(sin® ¢ — 1) v,

vy sin® )] 2 (4.5)
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que € a equacdo do nosso modelo considerando os dados no grafico da Figura (7) do
trabalho de Faurie e colaboradores.
Considerando agora o grafico da Figura (8) da ref.[19], representado na figura 4.2,

para o valor de ¢ = 0, a equacdo (3.19) do nosso modelo € escrito como:

0.0016- 5

0.0012-
0.0008
0.0004-
0.0000-
-0.0004 1
-0.0008-

00 02 04 06 08 1.0

. 2
sin W

Figure 4.2: Dados experimentais para a direcdo de medida longitudinal (¢¢ ) para os
estados de carga 17 — T5[19].

Eop = sin? 0 [% (1 + ym> + % (yyz — uyxﬂ

Y

Vyz Vyz
— (szE—x + Uny) . (46)
Usando a condi¢do de anisotropia transversalmente isotrpicos, eq. (4.4), temos

que:
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. O-.CBCE g
Eop = sin? WP [f (14 vy,) + % (Var — ny)]

sz UIZ
~ (Gt Fom) &

que € a equacdo do nosso modelo considerando os dados no grafico da Figura (8) do
trabalho de Faurie e colaboradores.
Considere, agora o grafico da figura (10) e a tabela II do trabalho de Faurie e

colaboradores representado na figura (4.3).

0.0004
0.0002

~ .
0.0000
;ﬁ_;’ -U.UUUZj
+ 4}.00[]4"
ui‘: 0.00061

=~ 0.0008-

00 02 04 06 08 10
Sin? ¥

Figure 4.3: Curva experimental,(W)X sin? v para carga aplicada [19].

Este grafico representa as cargas aplicadas na amostra, apresentado duas tensoes
nas diregdes 0, € oy, no filme fino para os valores de ¢ = 0 e ¢ = 90, seguindo a
proposta de Faurie e colaboradores. A equagao proposta baseado no nosso modelo €

escrito como:
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€0, T €90,1 . Oza o
— S = sin? 1) {ZE:E (1 + 2v,, — l/xy) + 2—2% (1 + 2, — yyx>]
VwZ V z
_ (ama + anyiy) . 4.8)

Para anisotropia transversalmente isotropica, eq. (4.4), os valores de v, € v, sd0
iguais, pois o plano zy € isotropico obtendo a mesma deformacgdo, sendo assim, a

equacao € escrita como:

1 2 rz — Vo
€0,0 -;690,111 _ sin?e [( + V2E Vay) (02e + O'yy>‘|
Vyz Vyz
— <O-x:tf + 0'ny> . (49)

Esta é a equag@o do modelo considerando os dados no gréfico da Figura (10) do
Faurie e colaboradores, veja figura 4.4.
Para estudar o grafico da figura (11) (vamos definir como P a magnitude da inclinacao
€0, €90,

do gréfico =+~ retirado do gréfico 4.3 em func¢do de (0., + 0y,). Para estes dados

experimentais, obtemos a seguinte equagao:

P = |:(1+2sz_7/951/)

o } (Oae + Oyy) - (4.10)

Esta € a nossa proposta, baseado no nosso modelo, para o grafico da figura 4.4.

Para determinar as constantes eldsticas podemos usar em [19], por exemplo, uma
curva do gréfico da figura (8) e uma curva do grafico da figura (10).

Vamos comegar com uma curva da figura (8) de Faurie et al. Usando agora a
curva para a tensdo 7'5, retirando os pontos, fazendo um grafico de regressdo linear

(ver figura (4.5)) obtemos a seguinte equacdo experimental:
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Figure 4.4: Inclinacdo P das retas dos grificos ( X sin?7) em funcdo de

(Opz + Oyy).

g0 = 227 x107sin’ ¢ —7.22 x 107, 4.11)

onde o coeficiente de correlagao obtido foi de R = 0.954.
Comparando a equagdo acima com a equagao tedrica proposta pelo nosso modelo

(4.7) e fazendo as manipulagdes apropriadas, chegamos a seguinte relagao:

3.648 — vy = 9.9671,,, . (4.12)

Agora, usando o gréfico da carga 7'5 na figura (10) em [19] e aplicando o método

dos minimos quadrados, obtemos a equagdo experimental abaixo:

€0, +2 09 _ 199 % 103 sin2¢) — 7.49 x 1074 (4.13)



CAPITULO 4. ANALISE DE COERENCIA DA EQUACAO ORTOTROPICA 67

¢ =2,27.10" sin®y - 7,22.10"*
0.0015 R =0,9537
o, =135.10°Pa and o, =37.10°Pa

0,0010

0,0005

0,0000

-0,0005

-0,0010 ; . ; . . . . . . . .

Sin2\y
Figure 4.5: Grifico de deformacdo versus sin?iy com fator de correlagiio R.

Comparando a equagdo 4.9 com a equacao (4.13) obtemos a seguinte relagao:

1 — vy = 1.4460,, . 4.14)

Entao, resolvendo o sistema de equacdes (4.12) e (4.14) obtemos os seguintes

resultados:

Vyy = 0.311, (4.15)
Vey = 0.551, (4.16)
E = 74.1 x 10°Pa. 4.17)

Usando a equagao 3.6, podemos chegar a seguinte relacao:

xy
__Bw 4.1
Cov = 51y o) (4.18)

Sendo assim, podemos resumir os resultados na tabela 4.1:
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Figure 4.6: Grifico de (W%)X sin? ).

N6s comparamos na tabela (4.1) os valores obtidos do nosso modelo com os obti-
dos por Faurie et al (escrito na Tabela III do trabalho de Faurie et al ([19]):
Pudemos observar que os resultados das constantes elasticas, usando o nosso mo-

delo sdo consistentes com relagdo a magnitude dos coeficientes obtidos por Faurie et

al.
Modelo M. Young, (GPa) Razio Poisson, v M. Cis., (GPa)
Faurieetal | £ =75.7 | E,ind. | v = 0.517 - G=24,9
Nosso E=741 | E,ind. | vy = 0.551 | v,, = 0.311 Goy=239

Table 4.1: Comparacao dos resultados do trabalho de Faurie et al ([19]) com os resul-
tados do nosso modelo.

Portanto, devemos destacar neste ponto que nosso sistema de equacdes fornece
o valor de v,, = 0.311, o que é um resultado inédito e acabou por ser objeto de
publicacdo do nosso trabalho na JJAP[43], conforme anexo 1.

Os resultados obtidos usando o nosso modelo para as constantes eldsticas, estao

de acordo com as relagdes (4), (7) e (10) do trabalho de Lempriere [15]:
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E., B, >0, 4.19)

(1 — vyyye) > 0, (4.20)
E,\?

|Vay| < z ) (4.21)
E\2

S <=1 , 4.22

i< (%) a

-1 <y, <I. (4.23)

Com este resultado, podemos provar a coeréncia do nosso modelo considerando o

estado de tensao biaxial.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

Neste trabalho foi desenvolvido um modelo inédito para estudar materiais que tém
simetria ortotropica nas suas propriedades mecanicas.

O modelo proposto revelou-se uma generalizacdo do modelo para material isotro-
pico. Ele pode ser usado para o cdlculo das tensdes principais biaxial e triaxial bem
como as constantes elasticas em materiais policristalino com textura ou anisotrépico
utilizando a técnica de sin?¢) para raios X e difracdes de néutrons. E essencial,
primeiro, fazer um estudo da textura do material através das figuras de pdlo, a fim
de obter os angulos 1) que permitem a utilizacdo da equacdo. Tendo sido feitas as
medicdes das deformagdes dos possiveis angulos ¢ para varios planos cristalograficos,
pode-se obter as deformacdes, (52%) através do nosso modelo. Portanto, este procedi-
mento € diferente da metodologia proposta na literatura para materiais isotropicos que
apresentam somente (£};")).

No estudo das tensdes residuais em um material policristalino por difracdo de raios
X € necessdrio, primeiro, saber as constantes eldsticas do material usando o nosso
modelo, portanto, fazendo as medi¢Oes das tensdes aplicadas “in situ” em 0y, € Ty,
para os angulos ¢ = 0, ¢ = 90 e ¢ = 0. O nosso modelo fornece os valores de v, e

V., ndo descritos no modelo isotrépico.

70
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Como perspectivas futuras, continuaremos os estudos da coeréncia experimental
para tensao triaxial.

Faremos estudos tedricos das propriedades dos cristalitos relacionando com as
equagdes obtidas.

Aplicaremos o modelo proposto na engenharia de materiais, pois possibilita obter
as constantes elasticas da amostra, € na ciéncias de materiais, relacionando as cons-
tantes eldsticas com as propriedades fisicas dos materiais, como por exemplo, super-

condutividade.
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