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Resumo

Investigamos a producao de particulas num universo em expansao preenchido por um
fluido perfeito com a equacgao de estado p = ap. O ritmo de producao de particulas, usando
os coeficientes de Bogoliubov, é determinado exatamente para qualquer valor de o no caso
de um universo plano. Quando a condicao de energia forte é satisfeita, o ritmo de producao
de particulas decresce com o tempo; o contréario ocorre quando a condi¢ao de energia forte é
violada. No caso fantdémico, o ritmo de produgao de particulas diverge num tempo finito para
cada modo representado pelo nimero de onda k. Num primeiro momento, usamos o corte
no limite da escala de Planck para calcular a densidade de energia associada com a producao
de particulas. Esta densidade de energia vai para zero quando o big rip se aproxima. A
conclusao é que os efeitos quéanticos nao sao eficazes para evitar o big rip. Porém, num
segundo momento, para uma analise mais profunda dos efeitos quanticos, usamos a técnica
de regularizacao n-wave para calcular a densidade de energia quantica e vemos que ela se
torna a componente dominante do universo perto do big rip. Neste caso, concluimos que os
efeitos quanticos podem impedir o acontecimento do big rip.

Por outro lado, investigamos os efeitos de producao de particulas sobre uma singular-
idade repentina classica que ocorre a um tempo finito no universo de Friedmann. Usamos
solugoes exatas para descrever o universo inicial dominado pela radiagao e que em seguida
entra numa singularidade a um tempo finito. Calculamos a densidade de energia e a pressao
das particulas criadas e achamos que elas sao menores que a densidade e a pressao classicas
da base que produziram a singularidade repentina. Concluimos que, no exemplo estudado,
a produgao de particulas quénticas nao permite evitar ou modificar a futura singularidade

repentina.
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Abstract

We investigate particle production in an expanding universe dominated by a perfect
fluid with the equation of state p = ap. The particle production rate, using the Bogoliubov
coefficients, is determined exactly for any value of « in the case of a flat universe. When
the strong enegy condition is satisfied, the particle production rate decreases with time; the
opposite occurs when the strong energy condition is violated. In the phantom case, the
particle production rate diverges at finite time for each mode represented by a wavenumber
k. In a first step, in order to compute the energy density associated with the produced
particles, we use a cut-off in the Planck scale and find that it tends to zero as the big
rip is approached. We conclude that quantum effects due to particle creation are not able
to prevent the big rip. In the second step, in order to perform a deep analysis of the
quantum effects, we use the n-wave regularization technique for calculating the quantum
energy density and find that it becomes the dominant component of the universe near the
big rip. We conclude in this case that quantum effects can prevent the occurrence of the
big rip.

We also investigate the effects of quantum particle production on a classical sudden
singularity occurring at finite time in a Friedmann universe. We use an exact solution to
describe an initially radiation-dominated universe that evolves into a sudden singularity
at finite time. We calculate the density of the created particles exactly and find that it is
generally much smaller than the classical background density and pressure which produce the
sudden singularity. We conclude that, in the example studied, quantum particle production

does not avoid nor modify of the sudden future singularity.
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Capitulo 1

Introducao geral

O fendmeno de producao de particulas num universo em expansao é devido, essencial-
mente, ao fato de que no espago-tempo curvo o vacuo nao é unico [1-3]. Com a expansao
do universo e a mudancga da curvatura, o estado de vacuo também muda: o estado de vacuo
inicial, representando o estado sem particula, se torna depois um estado com particulas. A
produgao de particulas é diretamente ligada a curvatura do universo. Se o universo é espa-
cialmente plano, a evolugao cosmica leva assintoticamente ao espago-tempo de Minkowski
onde o fenémeno de producao de particula nunca acontece. Porém, isto é verdade s6 quando
a condi¢ao de energia forte é satisfeita: a densidade de energia p e a pressao p devem sat-
isfazer a relagao p + 3p > 0. Se a condicao de energia forte nao ¢é satisfeita, a produgao de
particulas pode ser nula inicialmente e crescente com a expansao do universo.

Para calcular a producao de particulas com um dado modelo, é necessario fixar o estado
de vacuo inicial. Se o universo esta sempre desacelerando, nao tem uma maneira natural e
tinica de escolher o vacuo, uma vez que os modos estao inicialmente fora do raio de Hubble.
Entretanto, a escolha natural do estado de vacuo inicial pode ser feita no caso de um universo
em aceleragao, uma vez que todos modos fisicos estao inicialmente dentro do raio de Hubble
e se comportam no passado como num espago-tempo de Minkowski. Essa ¢ uma das razoes
pelas quais o cenario inflacionério primordial é um sucesso teorico.

Sabemos que os dados observacionais favorecem o cenério fantomico hoje [4]. Isto sig-
nifica que estamos hoje numa fase inflacionaria uma vez que o universo estd em aceler-
agao [5,6]. Assim, o mecanismo de producao de particula deve desempenhar ainda hoje um
papel muito importante. Suponha que nés definissemos um estado quantico para um campo.

A tarefa nossa é determinar o ritmo de produgao de particulas. Em especial, gostarfamos



de saber se tal producao de particulas é tao importante que pode alterar, por uma contra
reacao, a evolugao futura do universo. Estamos interessados na situagao em que o universo
¢é preenchido pelo fluido fantémico, uma vez que classicamente, nestas situagoes o universo
vai para um estado de singularidade futura, chamado big rip. O big rip é uma singularidade
para qual, num tempo finito, o fator de escala, a densidade de energia e a pressao do fluido
divergem. Este tipo de fluido viola a condi¢ao de energia forte e nula. Dependendo do
contetido do universo, varias singularidades podem ser observadas. Nesta tese, vamos tratar
rigorosamente de duas: o big rip e a singularidade repentina.

Na referéncia [7], foi mostrado que o universo relativistico classico de Friedmann per-
mite em tempo finito o acontecimento de uma singularidade para a qual o fator de escala,
sua derivada, e a densidade de energia, ficam finitas enquanto a singularidade acontece na
pressao do fluido e, consequentemente, na aceleracao. Notamos aqui que a condi¢ao de
energia forte continua a ser mantida , p + 3p > 0. Muitos estudos que generalizaram estes
resultados as diferentes teorias de gravidade e cosmologias [8], classificam outros tipos de
singularidade futura que pode ocorrer durante a expansao do universo [9], e exploram os
vinculos observacionais sobre as futuras ocorréncias possiveis no nosso universo [10].

Nesta tese, vamos estender esses estudos considerando as implicagoes quanticas da sin-
gularidade repentina. Especialmente, queremos saber se a densidade de energia de producao
de particulas pode dominar a densidade da base classica quando a singularidade se aprox-
ima e evitar seu acontecimento ou modificar suas propriedades, como pode ser o caso para
a singularidade futura do tipo big rip [11,12]. Os resultados desses estudos sao também
interessantes como prova a observacao das singularidades em tempo finito. Visando realizar
uma analise mais completa, vamos construir um modelo cosmolégico classico exato e sim-
ples de Friedmann com singularidade futura que vem depois da era de radiagao em que nao
héa produgao de particulas quanticas sem massa. Vamos calcular a produgao de particulas
quanticas sem massa quando a singularidade repentina se aproxima.

Um dos desafios que temos na teoria quantica dos campos é ver se os efeitos quanticos
(produgao de particulas e a polarizagdo do vacuo) podem ser importantes ao ponto de
impedir, num processo de contra-reagao, o acontecimento das singularidades. Para fazer
essa analise, é importante calcular o tensor momento energia quantico do qual tiramos
a densidade de energia associada & producao de particulas. Infelizmente, um problema
que ocorre nestes calculos é o surgimento das divergéncias nas expressoes da densidade de
energia e a pressao de criagao de particulas. Para evitar isto, usaremos o problema trans-
planckiano. O problema trans-planckiano é um dos aspectos discutidos nesta tese, supondo

que o corte na integral possa ser feito no limite do comprimento do Planck para evitar



as divergéncias ultravioletas. Além do mais, para nossos céalculos de energia de criagao de
particulas, usaremos também a técnica de regularizagdo n-wave [13|. Essa técnica permite
dar um significado fisico a energia. Existem varias técnicas de regularizacao entre as quais,
a mais eficiente é a "separacao de pontos". Apresentaremos também nesta tese a técnica de
separacao de pontos, que vai servir de comparacao para ver a eficiéncia da técnica n-wave
que vamos usar.

A tese se apresenta da seguinte maneira. No capitulo 2, vamos fazer uma pequena
revisao das nogoes fundamentais da cosmologia. No capitulo 3, uma introdugao a teoria
quantica dos campos no espago-tempo curvo e principalmente uma abordagem as técnicas
de renormalizacao pela "separacao de pontos" e o n-wave . No capitulo 4 vamos mostrar
um trabalho bem aprofundado sobre a producao de particulas num universo em expansao
com um fluido de energia escura e estudar a possibilidade de evitar ou nao o big rip. No
capitulo 5, o problema de singularidade repentina com a produgao de particulas é estudado

e no capitulo 6 esté apresentado a conclusao geral da tese.



Capitulo 2

Cosmologia

2.1 Introducao

O papel da cosmologia é o estudo do Universo como um todo. Assim, ela se distingue
da astrofisica que s6 estuda alguns objetos particulares que existem no Universo, como as
estrelas, as galaxias, etc.... A cosmologia tenta responder as perguntas como:

1. O Universo é estatico ou evolui com o tempo?

2. Sera que o Universo é globalmente homogéneo ou suas propriedades dependem da
posicao no espago?

3. Como podemos explicar a formacao das galaxias e todas outras estruturas que ob-
servamos?

4. Como se formam os elementos quimicos que existem no Universo?

5. Qual a natureza das componentes materiais que preenchem o Universo?

Evidentemente, esta lista nao é exaustiva.

A forca dominante no universo & grande escala é a gravitacao. Assim, devemos ter uma
teoria de gravitagao para descrever a estrutura e evolucao do universo. Temos atualmente
uma teoria de gravitacao que responde positivamente as exigéncias tedricas e observacionais:
a Relatividade Geral. Do ponto de vista teorico, ela incorpora os principios relativisticos e
também o principio de equivaléncia. A relatividade geral descreve a gravitagdo como uma
estrutura do espago-tempo criada pela distribuicao da matéria.

Vamos admitir que o Universo ¢ homogéneo e isotropico a grande escala. Vamos depois
obter a estrutura geométrica que deve servir para a descri¢ao desse Universo homogéneo e

isotropico. As possiveis solu¢oes dinamicas serao determinadas.



2.2 A gravitacao como geometria do espaco-tempo

A primeira teoria da gravitagao foi formulada por Newton. Ela estipula que o médulo da
forca gravitacional entre dois corpos pontuais de massas m; e mo é dada pela seguinte

expressao
mims
2 7

F=¢

(2.1)

.
onde G = 6.67 x 1078cm3.g71.s72 ¢ a constante gravitacional. A teoria newtoniana trata a

gravitagao como uma forga que age instantaneamente a distancia. Quando combinamos a
segunda lei de Newton com a lei da gravitacao, obtemos para a forga atuando sobre a massa

ms, por exemplo,
mim m
L2 L a=G— (2.2)

r2 r2
Isto significa que todos os corpos sofrem a mesma aceleracao independentemente das suas

mea = G

massas. Essa propriedade vem do fato que a massa na segunda lei de Newton é a mesma
que aparece na lei da forca gravitacional. Mas do ponto de vista tedrico isto nao é verdade:
a massa que aparece na segunda lei de Newton é ligada as propriedades inerciais do corpo,
isto é, a tendéncia de se manter num certo estado de movimento. A massa que aparece na lei
de gravitacao ¢ uma medida da intensidade do campo gravitacional criado pelo corpo, sendo
entao um tipo de "carga gravitacional". O significado fisico das duas massas é diferente e
sua igualdade vem do fato experimental que todos corpos sofrem a mesma aceleragao no
campo gravitacional. Essa igualdade das massas inercial e gravitacional é conhecida como
"principio de equivaléncia"

De maneira mais precisa, no caso em que o contetido material é visto como um fluido,
a gravitacao newtoniana conduz a um conjunto de equagoes que podem ser aplicadas a
descricao de um modelo cosmologico. A primeira é a conservagao da massa. Considere um
volume V' definido por uma superficie fechada S. A variacao da massa no interior do volume

¢ igual ao fluxo de massa através da superficie:
dM - = d -
E?:—/ﬁﬁ . —/MV:—/VMV—H
Livi=0 |, j=pv (2.3)

Considere agora a segunda lei de Newton para um volume desse fluido de densidade p. Sobre
esse elemento, age o gradiente da pressao e a forca gravitacional:

v
Py = —VP— Vo —

o Vp
— . = —— — 2.4
5 + U.Vv ; Vo (2.4)



onde ¢ é o potencial gravitacional.

Finalmente, o potencial gravitacional devido a uma distribui¢ao de massa se escreve

como
6(7) = —G/ |7f(_F;Z,|dv . (2.5)
Usando o fato que
V2 |F_1 =i —Ans(F—7") (2.6)
obtemos
V¢ =4rGp . (2.7)

Assim, o sistema de equagoes convenientes para descrever uma cosmologia newtoniana é:

i +V.(pv) =0 (2.8)

ovr ., Vp
a5 + 0.V = s Vo (2.9)
V2 = 4rGp . (2.10)

A primeira equagcao é a equacao de continuidade, a segunda, a equacao de Euler e a terceira,
a equacao de Poisson. Nestas expressoes, p é a densidade de um fluido, ¥ o campo de
velocidade do fluido, p a pressao e ¢ o potencial gravitacional.

Apesar de ser aplicada ao estudo do universo em certos regimes, a teoria de Newton
contém dois grandes inconvenientes do ponto de vista teérico [14]:

1.) A propagagao instantanea da interagao gravitacional estd em contradigdo com os
principios da relatividade restrita que estabelecem uma velocidade limite na natureza, a
velocidade da luz;

2.) O principio da equivaléncia nao é necessariamente contido na teoria.

Estes problemas foram abordados por Einstein, que propds uma nova teoria da grav-
itacao. Nesta teoria, a gravitacao ¢ vista nao como uma forca, mas como a estrutura do
espago-tempo quadri-dimensional. Assim, os principios relativisticos sao incluidos, ji que
agora temos um espaco-tempo, e também o principio de equivaléncia, visto que todos os
corpos se movem da mesma maneira numa dada geometria. A idéia central da teoria de
Einstein é que a geometria do espago-tempo nao ¢ um dado a priori, mas ela é determinada

pela distribuicao de matéria. A relagao fundamental é do tipo,

geometria = matéria.



Matematicamente, a geometria é dada pelos coeficientes da métrica g, do intervalo espaco-

temporal
ds® = g, dztdz”. (2.11)

A curvatura de uma variedade é caracterizada pelo tensor de Riemann

Ry, =0, -8, +I,I —TI" T (2.12)

pyv wvs yp Wy pv

onde os simbolos de Christofell se escrevem como
A 1 Ay
Ly, = 59 (Ougyv + Ougyp — Oy9u0) - (2.13)
O tensor de Riemann é conectado & ndo comutatividade das derivadas covariantes:

V. V,VA =V, v,V =R} V7 (2.14)

Vv

onde V indica a derivada covariante num espago-tempo curvo.

A partir do tensor de Riemann podemos obter o tensor de Ricci R, definido como

R, = Ry, =0\, — 0,1, + 10,3, =T/, (2.15)
A partir do tensor de Ricci, se pode construir o escalar de Ricci como
R=g¢""R,,. (2.16)

Além do tensor de Riemann e do tensor de Ricci, temos também o tensor de Weyl (ou tensor
conforme porque ¢ invariante numa transformagao conforme) que em n dimensoes (n > 4)
¢é definido por

1

Copur = Rag + —— (9guBlav = JapBow + gor Rpu — gpu Bay)
1
R a v Yov . 2.17
TR (9an9gpr — Gov9su) (2.17)

Portanto, em quatro dimensoes, temos
1

Copwr = Rapuw + 2 (98ular — JauLsu + G Ry — GovRap)

1
+ éR (gaugﬁl/ - gaugﬁu) . (218)

Fazendo permutacoes sobre os indices, vemos que o tensor de Weyl tem as mesmas simetrias

que o tensor de Riemann, isto é

Caﬂuu - _Caﬁyu - _O,@ap,y = C/ﬂ/a,@ )
Oozﬁuu + Cauﬁu + Cauuﬁ =0 . (219)
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Contudo, ele possui uma simetria adicional,

% =0 . (2.20)

Combinando (2.20) com as simetrias de (2.19), vemos que o tra¢o do tensor de Weyl é nulo.
Os coeficientes métricos serao solucoes das equacoes dinamicas que ligam a geometria a
distribuicao de matéria:

1
Ry = 59 R = 87GT,,,, (2.21)

onde 7}, € o tensor momento-energia.
Agora temos que especificar o contetido material. Em geral, quando nao existe cisal-

hamento nem transferéncia de calor no fluido, o tensor momento-energia se escreve como
™ = (p+p) u"u” — pg"”, (2.:22)

onde u* é a quadri-velocidade do fluido de densidade p e pressao p. Estas equagoes podem

ser obtidas a partir da densidade Lagrangiana

1
= oV IR+ Lu (2.23)

onde L,, é a densidade lagrangiana que descreve a matéria.

L

Quando tratamos de um espaco-tempo cuja a variedade quadri-dimensional V* pode

ser escrita na forma V4 = T x S3, onde S® é uma hiper-superficie do tipo espaco e T a

linha temporal, podemos escolher um sistema de coordenadas co-moével, tal que a quadri-
velocidade toma a forma

' = (1,0) (2.24)

Com este sistema de coordenadas co-mdvel, as componentes do tensor momento-energia

Se escrevem,

T =p | THW=—pg7 , TY=0. (2.25)

O tensor de Riemann satisfaz as identidades,
RM”/W?P + RWMW + Ruwp;/\ =0, (2-26)
conhecidas como identidades de Bianchi. Fazendo a contragao, obtemos a identidade

1
(R”” - gWR> 0, (2.27)
2 in

que implica, devido a equagao de Einstein, que

T =0, (2.28)
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Esta tltima relagao exprime a conservacao do tensor momento-energia.
Todas as relacoes devem ser completadas pela equacao das geodésicas. Essa equagao
descreve como uma particula se move num dado espaco-tempo. A equacao das geodésicas é

da forma,
ds? M ds ds

No limite de campo fraco, a equagdo de Einstein (2.21) se reduz a equagao de Poisson

= 0. (2.29)

(2.7), a equagao de conservacao do tensor momento energia (2.28) se reduz as equagoes de
continuidade (2.8) e de Euler (2.9). Neste mesmo limite de campo fraco, a equacdo das

geodésicas (2.29) se reduz a equagao de Newton

I=-V¢. (2.30)

2.3 A métrica do espaco-tempo

Na teoria da relatividade geral, a gravitacao é exprimida como a geometria do espaco-
tempo a quatro dimensoes. Procuramos uma métrica que descreva um universo que seja
globalmente homogéneo e isotropico e que evolua com o tempo. A construgao da métrica que
descreve um universo homogéneo e isotrépico segue um esquema mais simples. Esta métrica
é chamada, métrica de Friedmann-Robertson-Walker(FRW). O espago-tempo ¢é descrito pela

métrica (2.11) que escrevemos como um intervalo infinitesimal

ds® = dt* — dI? (2.31)

onde dI? representa a parte espacial e t = 2°

a coordenada temporal. Vamos considerar a
parte espacial da métrica. A isotropia e a homogeneidade requerem que a parte espacial da

métrica de RW tenha a seguinte forma
di* = a®(t) [V (r)dr? + £2(r)dQ?] (2.32)

onde d2? = df? +sen?0d¢?. Este tltimo passo é necessario porque as distancias tém que ser
as mesmas nas duas direcoes 6 e ¢. Devido a isotropia, nao podemos ter diferentes ritmos
de expansao nas diregoes r e ¢. Assim, o termo a(t) tem que ser o mesmo para as duas
coordenadas. Similarmente, b, f e a nao podem ser fungoes de 6 e ¢, mas podem ser funcoes
de r.

Vamos agora escolher uma nova coordenada y tal que

b(r)dr = dx. (2.33)
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Obtemos entao para a parte espacial

di* = a?(t) [dx® + S (x)d?| (2.34)

.
[
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Figura 2.1: Triangulos Isosceles de Gunn.

S(x) é uma fungao que permite mapear um dado angulo d¢ numa disténcia propria.
Considere trés observadores comoéveis O, P e () na Fig 2.1. Supondo que P é levemente
deslocado da reta (OQ), os angulos 7 e 6 sao pequenos. A distancia [ pode ser vista como

a por¢ao de um circulo de centro P ou O e de raios respectivos S(x) e S(2x). Temos entao

L=75(2x) =05(x), (2.35)
0 =~75(2x)/5(x)- (2.36)

A distancia y é
y=vS(x+x)=7vS(x — )+ 0S5(x). (2.37)

Quando derivamos com respeito a x no ponto x = 0, obtemos
278'(x) = 65'(0). (2.38)

Admitimos que S(x) — x para pequenos valores de x e portanto S’(0) = 1. Tirando 6 de
(2.38) e substituindo em (2.36), obtemos

25(x)S"(x) = S(2x). (2.39)
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Fica claro que S(x) = x é uma solucdo da equagao (2.39). Geralmente, esta equagao pode
ser resolvida pela expans@o em série de poténcias e mostra que sen(x) e senh(x) também
sao solugoes de (2.39).

Podemos definir

sen(x) (k=1)
Sk(x) = { senh(x) (k=-1) (2.40)

X (k=0)

onde k é chamada constante da curvatura. Note também que se A é uma constante,
ASk(x/A) é também uma solu¢do para a equagao (2.39). Porém, é muito mais facil ab-
sorver A na definigao de a(t).

Por exemplo, k = +1 ¢é a curvatura positiva e a métrica ¢ a generalizacao tri-dimensional
da superficie bi-dimensional de esfera. Esta métrica tem um volume finito, e também a
superficie da esfera tem uma area finita. Este é chamado, modelo fechado.

Similarmente, k = —1 é a generalizagao da geometria hiperbolica. O volume é infinito
e o modelo é chamado de aberto.

k = 0 conduz a geometria plana, que deixa o sistema de coordenadas co-mével euclidiano
para qualquer .

Portanto, a métrica de RW ¢é
ds® = dt* — a*(t) {df + Sg(x)dQZ] : (2.41)

Fazendo a mudanga de variaveis r = Sk(x), temos dx = dr/S}.(x). Podemos também notar
que para qualquer dos trés valores de k, temos S}?(x) = 1 —kS?(x) = 1 —kr?. Substituindo
esta ultima igualdade em (2.41), obtemos para a métrica de RW

dr?
1 —Ekr?

ds* = dt? — a*(t) [ +r? (d92 + sen29d¢2>] : (2.42)

A funcdo a(t) é nomeada fator de escala visto que ela define a escala destes espagos
homogéneos como fung¢ao do tempo.

Podemos, com a métrica de FRW, calcular o lado esquerdo das equacgoes de Einstein.
Por isto, devemos primeiro calcular os coeficientes de Christofell e em seguida o tensor de

Ricci R, e o escalar de Ricci R. Escrevemos entao a métrica na forma
go=1 Gij = a2(t)’7ij7 (243)

onde ;; é a métrica com curvatura constante sobre a secao espacial. Assim, os coeficientes

de Christoffel ficam sendo [14]:
i G : i _ i
Foj =29 Iy = aavy,  Th =T, (2.44)
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onde f‘;k ¢ o coeficiente de Christoffel construido a partir da métrica da secao espacial 7;;.
Todos os outros componentes do coeficiente de Christoffel sao nulos. Assim, podemos avaliar

os componentes do tensor de Ricci. Obtemos:

Roo = —32. (2.45)
a
Ri; = (—ad — 2d* — 2k) 6y;. (2.46)
Para o escalar de Ricci, temos
. . 2 k
R=—-6 la + (a) + 21 . (2.47)
a a a
Assim, as componentes nao nulas do tensor de Einstein sao:
a\’ _k
G()() - 3 <a> ‘I— 3@, (248)

2.3.1 Contetido material

Agora vamos tratar o lado direito da equagao de Einstein. O tensor momento-energia se
escreve como (2.22). Podemos sempre achar um sistema de referéncia que segue o fluido.
Neste referencial, as particulas do fluido estao em repouso. Portanto, a quadri-velocidade se
escreve como (2.24). Assim, os componentes do tensor momento-energia sdo as mesmas na
equagao (2.25). Podemos escrever para esclarecer os calculos, T;; = —pa®y;; e as equagoes

de Einstein tomam as seguintes formas

. 2 k
3 (a) +3= = 8xGp, (2.50)
a a
a /a\’ k
2—+ <> + — = —8nGp. (2.51)
a a a

Além destas equagoes, temos a lei de conservacao, exprimidas pelo fato que a derivada

covariante do tensor momento-energia é nula:
wo_
", =0 (2.52)
que também pode ser escrita da seguinte maneira

,0'+3g (p+p)=0. (2.53)
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As equagdes (2.50), (2.51) e (2.53) formam o conjunto das equagdes que descrevem a evolugao
de um universo homogéneo e isotrépico. A tarefa ¢ achar a funcdo a(t) e também p(t). E
importante lembrar que essas trés equagoes nao sao independentes: elas sao ligadas pelas
identidades de Bianchi. Portanto, s6 se pode usar duas delas. Mas neste caso, temos trés
fungdes incognitas a(t), p(t) e p(t) e somente duas equagoes. Isto é natural: as solugdes
destas equagoes nao sao as mesmas dependendo do tipo de matéria que preenche o universo.
O tipo de fluido que preenche o universo é caracterizado pela equacdo de estado, que se
traduz no fato que a pressao depende da densidade, p = p(p).
No caso relativistico, a pressao em geral é proporcional & densidade. Assim, podemos
supor que
p = ap, (2.54)

onde a € um parametro, que pode depender ou nao da densidade. Quatro casos sao consid-
erados como os mais importantes em cosmologia:

e o = (), representa a matéria sem interacao "poeira';

e ov = 1/3 representa um gas de foton, "radiac¢ao;"

e o = 1 representa a matéria num estado altamente condensado, matéria "rigida";

e a = —1 representa o estado de vacuo.
Na realidade, devido as razoes que serao discutidas mais tarde, outras equagoes de estado
poderao ser consideradas supondo particularmente que a < 0.

O ultimo ponto, & = —1, é muito importante porque é uma consequéncia da presenca
da chamada constante cosmoldgica. A constante cosmoldgica é um termo matemético A que
aparece na equacao de Einstein, a partir da qual surgem todos os modelos cosmologicos:

1
2

Matematicamente, a parte esquerda da equagao, que representa a geometria do espago-

R, — zRg, — Agw = 87GT,,. (2.55)

tempo, é a forma mais geral de um tensor covariante, cuja derivada covariante seja identi-

camente nula. De fato, quando a conexao esté associada & métrica, temos a metricidade
V¥, =0 (2.56)

e as identidades de Bianchi (2.27). Deduzimos que o tensor momento energia, que descreve
a distribuicao de matéria e energia no espago-tempo, é covariantemente conservado, equagao
(2.28).

O termo que contém a constante cosmologica pode aparecer & direita da equacao,

1
R, — ERQW = 81GT ), + Agpu- (2.57)
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Porém, no lado direito, o termo toma um significado diferente, pois esta ao "lado do tensor
momento-energia". Procuramos entao, uma forma de energia que o tensor momento-energia
da matéria e/ou da radiagdo ordinarias nao conteria, mas que seria descrita pelo termo da

constante cosmologica:

T = &TAGQW- (2.58)
Esta é a expressao de um fluido perfeito cuja densidade de energia é
A
PA= g (2.59)
€ cujo a pressao €
A
PA= —gm = TP (2.60)

A constante cosmologica contribui assim a chamada energia do vacuo.

Usando (2.54) podemos facilmente integrar a equagao de conservacao (2.53), obtemos
p+3(1+ oz)gp =0 = p=pea 0TV, (2.61)
a
po sendo uma constante de integragdo. Assim, a equagao (2.50) torna-se
(d>2 Lk _81G

a a2 3 31+a)
Esta equacao admite uma solugao exata na forma de funcoes hipergeométricas. Porém, é

. (2.62)

melhor resolvé-la para os casos particulares que tém um significado fisico.

2.3.2 Condicao de energia

Na teoria classica de campo relativistica da gravitagao, particularmente na relatividade
geral, a condi¢ao de energia ¢ uma das varias condic¢oes alternativas que podem ser aplicadas
ao conteudo material de uma teoria. A esperanca é que qualquer matéria razoéavel satisfaca
a essa condi¢ao ou pelo menos preserve uma condicao quando ela é satisfeita no inicio.

Na relatividade geral e nas teorias associadas, a distribuicao da massa, do momento,
e da energia devido a uma matéria ou qualquer outro campo nao gravitacional é descrita
pelo tensor momento energia (ou tensor material) 7%, Porém, a equacdo de Einstein nao é
suficiente para especificar que tipo de matéria ou de campo nao gravitacional é admissivel
num modelo do espago-tempo.

As condigoes de energia representam tais critérios. Cruamente falando, elas descrevem
propriedades comuns a todos (ou quase todos) os estados da matéria e todos os campos nao-
gravitacionais que sao bem estabelecidos na fisica, sendo suficientemente forte para excluir

muitas "solugoes" nao fisicas da equacao de campo de Einstein.
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Matematicamente falando, a caracteristica de distincao mais evidente das condigoes de
energia é que elas sao essencialmente restritas aos autovalores e autovetores do tensor de
matéria. Uma caracteristica mais sutil é que elas sao impostas ao espago tangente.

Para entender as diferentes condig¢oes de energia, vamos usar as interpretagoes fisicas de
algumas quantidades escalares e vetoriais construidas a partir dos vetores do tipo tempo ou
nulo com o tensor momento energia.

Primeiro, o vetor unitario de campo u® pode ser interpretado como vetor tangente a
linha de universo de uma familia de observadores tipicos do Universo. Dai, o campo es-
calar T,gu®u” pode ser interpretado como a densidade total de massa-energia (matéria mais
energia de campo de qualquer campo nao gravitacional) medida por um dos observadores.
Similarmente, o vetor com a componente — %uﬂ representa o momento medido pelo obser-
vador.

Dado um vetor arbitrario de campo do tipo nulo k%, o campo escalar T,,3k*k” pode ser
considerado como uma espécie de caso limite da densidade de massa-energia.

No caso da relatividade geral, dado um vetor de campo arbitrario do tipo tempo u®, é
interpretado como descrevendo o movimento de uma familia ideal de observadores, o escalar
de Raychaudhuri é um escalar obtido tomando a contracao do tensor de Ricci com os vetores

do espago tangente, o que corresponde ao observador a cada evento:
Eu®]} = Ropu®u’ (2.63)

A partir da equacao de campo de Einstein obtemos imediatamente

gE[u M = QRagu u’ = (Taﬁ - 2Tgag> uu’ (2.64)
onde T = T* ¢ o traco do tensor momento energia.

As condigoes de energia geralmente usadas sao:

x Condigao de energia nula
A condicao de energia nula estipula que para qualquer vetor de campo k% de tipo nulo,

se obtém
Tosk®k? >0 . (2.65)

x Condigao de energia fraca

A condicao de energia fraca estipula que para qualquer observador podendo ser repre-

sentado por um vetor de campo do tipo tempo u® e também por um vetor do tipo luz k¢,
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a densidade de matéria observada pelo observador é sempre nao negativa:
Topu®u’® >0 e T.sk“k® > 0. (2.66)
x Condigao de energia forte

A condicao de energia forte estipula que para qualquer observador caracterizado por
um vetor de campo u® do tipo tempo, a densidade de matéria medida pelo observador é
sempre nao negativa. Isto é, a contracao do tensor de Ricci com os vetores tangentes que

representam o observador é sempre ndo negativa:
1 a ,6
(Ta@ - 2Tgaﬁ> uu” >0 . (2.67)

x Condigao de energia dominante

A condicao de energia dominante estipula que, em adi¢ao a condicao de energia fraca,
para um vetor de campo do tipo causal (tipo tempo ou nulo) Y%, o vetor de campo — %Yﬁ
deve ser um vetor causal. Isto significa que a pressao deve sempre ser menor que a densidade
de energia. Uma outra maneira de caracterizar a condicao de energia dominante é que a
energia nao pode se propagar com uma velocidade maior que a velocidade da luz.

Vamos apresentar as condigoes de energia usando um fluido perfeito para o qual o tensor
momento energia pode ser escrita na forma (2.22).

x A condicao de energia nula

Para a condicio de energia nula, a quantidade T,3k*k” > 0 onde k* ¢ um vetor de tipo

luz. Isto conduz a

Tosk®k® = [(p+ p) Uatis — Pgap) k*K°
= (p+p) (uak™)? — pk“k,

Como o vetor k“ é do tipo nulo, a quantidade k“k, = 0. A condicao de energia nula sendo
Taﬂkakﬁ > 0, temos

(p+p) (uak™)* > 0.

O vetor u® e k* sendo respectivamente do tipo tempo e nulo, a quantidade (uako‘)2 > 0.

Portanto, a condicao de energia nula se reduz a

p+p=>0 (2.68)
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x A condi¢ao de energia fraca
Para a condigdo energia fraca, temos as condigoes T,zk*k” > 0 e T,gu“u” > 0. Ja sabemos

que a primeira condicao conduz a condi¢ao p + p > 0. Para a segunda condigao, temos

Toguu” = [(p+ p) Uatls — Dgas) uu”
= (p+ p)uuau’us — puu,
= (p+p)—p

Portanto, a condi¢ao de energia fraca se reduz a
p+tp=>0 e p=>0. (2.69)

x A condigao de energia forte
Para a condicao de energia forte, temos a condicao (T 0B — %Tgag) uu” > 0 onde u® é um
vetor do tipo tempo. Temos entao
Ts — T uf = ! *uf
< o8 T 5 gaﬂ) uu’ = {(p +P)uatls = Pgas — 5(p — 3p)ga;a} uu

B

1
= (p+p)usuugu’ — puu, — i(p — 3p)u Uy

= (p+p)—p+;(3p—p)

1

Finalmente a condicao de energia forte se reduz a
p+3p>0. (2.70)

x A condicao de energia dominante.

Sabemos que a condi¢ao de energia dominante é o conjunto da condi¢ao de energia fraca e a
causalidade que impoe que a pressao seja sempre menor que a densidade de energia. Temos
entao p >0, p+p > 0e p < p que se reduz as condigoes p > 0 e —p < p < p. Finalmente,

a condicao de energia dominante se reduz a

p>0, e p=>|p| (2.71)

2.3.3 Cenarios cosmologicos

Existe uma solucao geral quando a curvatura do Universo é nula, k = 0. Neste caso, a secao

espacial é euclidiana (mas o espago quadri-dimensional tem curvatura). Logo,

(a>2 _81G o

a) 3 @30+

—  a(t) = gt (2.72)
a
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Muitas caracteristicas do modelo cosmolégico padrao podem ser deduzidas dessa solugao,
que é notavelmente simples. Primeiro, ela mostra um universo em expansao. Na verdade, o
fator de escala cresce com o tempo. Voltando ao passado, se encontra um momento (¢ = 0)
onde o fator de escala se anula. Isto corresponde a uma singularidade, a singularidade inicial.
Sera que esta singularidade é verdadeira? Esta é uma pergunta importante na relatividade
geral, pois ela é uma teoria invariante pelas transformacoes arbitrarias de coordenadas: é
possivel que uma singularidade apareca, mas que seja uma consequéncia devida a escolha
de coordenadas; num outro sistema de coordenadas, esta singularidade pode desaparecer.
Um exemplo importante em que isto acontece é o caso das solugoes com simetrias esféricas:
quando se usa o sistema de coordenadas esféricas usual, aparecem duas singularidades. Mas
na verdade, s6 uma é verdadeira e a outra é um artificio de coordenadas.

Para verificar a verdadeira natureza da singularidade inicial, o melhor é avaliar os in-
variantes de curvatura: sao os escalares construidos a partir do tensor de Riemann, de Ricci
e do escalar de Ricci. Ja que eles sao escalares, seus valores sao independentes da escolha de
coordenadas. Vamos avaliar o invariante mais simples, o escalar de Ricci. Com a métrica
de FRW, ele assume a forma

. .2
R=-6 [a + <a> + i] _ A1zda 1 (2.73)
a a a 3(1+a)?t?
onde usamos as solucoes com k£ = 0. Note que R — oo quando ¢ — 0 exceto o caso da
adiacdo em que o = 1/3. Isto significa que a curvatura diverge na origem: temos neste caso
uma verdadeira singularidade.
Podemos resolver as equagoes (2.50, 2.51, 2.53) quando a curvatura espacial é diferente
de zero. Primeiro, vamos usar de novo as equagoes (2.50, 2.53) e combiné-las para ter

N2 k881G
() + 5

- a2 3 ¢3(+a)

- . (2.74)

Agora, podemos re-parametrizar o fator de escala temporal definindo o tempo conforme 7

pela expressao

dt

dt:adn—>n:/a<t).

(2.75)

Assim, a equagao de Friedmann torna-se

A 2
<a> L= BTG P (2.76)

3 a1+3a
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Definindo 4
M= =" po, (2.77)
podemos escrever
a*l;?)a da
Mo (2.78)
Escolhendo uma nova variavel
143« 1 3 —14+3a
u=a 2 —du= —;&a Ea (2.79)
e a integral pode ser escrita na forma
du 1+ 3a
= , 2.80
/ VM — ku? 2 ( )

Com uma nova mudanca de varidveis
u=vVMouv, (2.81)

chegamos a

dv 1+ 3a
/m: =, (2.82)

A solugao da equagao (2.82) depende de k. Para k = 1, podemos fazer outra mudanga de

variaveis
v = send, (2.83)

que leva ao resultado

v = sen [1 T 30677} — a(n) = agsen i [1 —1_23@77] (2.84)
Para k = —1, escolhemos,
v = senh#, (2.85)
e o fator de escala se escreve como
v = senh [1 i 3an] —a(n) = apsenh 5 {1 i BQn] (2.86)

A solugao (2.84) representa, para a > —%, um universo inicialmente em expansao, que entra
depois numa fase de contragao. Esse universo é chamado de universo fechado. A solucao
(2.86) representa, para o > —%, um universo que estd sempre em expansao chamamos

universo aberto.
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Para av < —1/3 as solugbes para k = —1 mostram um universo em contragao, que atinge
uma singularidade. Na verdade, isto corresponde ao cenario de um universo em expansao
com a mudanca t — —t. Por outro lado, quando k£ = 1, temos um ricochete: o fator de
escala tem inicialmente um valor infinito, atinge um valor minimo para depois atingir de
novo um valor infinito. Isto corresponde a um universo nao singular. Para cada ciclo, o
tempo cosmico é definido no intervalo —oo < ¢ < co. Note que as invariantes de curvatura

sempre ficam limitados: isto confirma que nao existe singularidade neste caso.

2.4 Parametros cosmolbgicos

Um modelo cosmolégico pode ser caracterizado por um certo niimero de parametros. Para

definir esses parametros, voltamos a equagao de Friedmann,
s\ 2 n
a k
3 () 3— =8nCG i 2.87
o) 35 =8 ; p (2.87)

onde p; representa os diferentes componentes materiais do universo. Pode ser uma combi-
nagao de radiagao (p, = p,./3), poeira (p,, = 0), etc. Cada componente material obedece a
equagao de conservagao: .

) a

pit 3= (pitp) =0 . (2.88)
Admitindo que cada um dos componentes obedece a equacao de estado barotropica, p; =

a;p;, obtemos a partir da equacao de conservagao,

Pio

Pi = 3(+ar) (2.89)
Assim, a equacgao de Friedmann toma a forma
a\? Pio k
(a) 7GZ a30+ai) g2 (2.90)
Definimos primeiro, o parametro de Hubble:
a
=— . 291
: (291)

O inverso dessa quantidade avaliada em um dado momento é proporcional & idade T;4 do

universo neste momento: .
Tiq o< T (2.92)

Uma outra quantidade em cosmologia é o parametro de desaceleragao g definido como

g=-— . (2.93)
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Note que este parametro depende da segunda derivada do fator de escala. Ele informa entao
sobre a mudanga da velocidade de expansao do universo. O sinal menos em (2.93) indica que
o valor desse parametro deve ser positivo quando o universo esté em desaceleragao enquanto
¢é negativo se o universo esté em aceleragao.

Os valores da constante de Hubble e do parametro de desaceleragao hoje, sao notados
Hy e qo. Podemos escolher uma escala impondo para o fator de escala a(ty) = ag = 1 no

caso plano. Assim, a equacao de Friedmann hoje pode ser escrita como
8T & k
Hf = —GY po—— , (2.94)
3= o

onde os p;o sao as densidades dos diferentes componentes hoje. Portanto,

2.95
Com as definicoes
8T k
Qi = Gpio , Qo= — ; 2.96
0 3 H02 Pi0 k0 o H02 ( )
obtemos a equacao
1= Qo+ Qo - (2.97)
i=1
Quando €25 = 0, obtemos a densidade critica
Qe=> Qo . (2.98)
i=1

A densidade critica é o valor da densidade total para o qual a secao espacial é plana.

Usando as equagoes de Friedmann, obtemos

. 4
e _ —IGZ (pi +3pi) . (2.99)
a 3 I

Usando a equagao barotrépica p; = «;p; obtemos para o parametro de desaceleracao hoje,

1 n

52 (14 3c;) Qo - (2.100)
Segundo as observacoes, o universo estd em expansao acelerada. Ja que o parametro de
desaceleracao deve ser negativo para uma aceleragao da expansao do universo, vemos a
partir de (2.100) que é preciso ter a condi¢ao 1+ 3a < 0, ou seja p + 3p < 0. Isto significa

que o universo, hoje, deve ser dominado por um fluido de pressao negativa. Esse fluido



24

2 2

¢ chamado exdtico e a energia correspondente é chamada energia escura. Vemos que a
condigao de energia forte p + 3p > 0 é violada para um fluido exdtico. Além da condicao
de energia forte, também entra em jogo a condi¢ao de energia fraca p + p > 0, que também
é violada por uma espécie de fluido exético. Um fluido que viola as duas condigoes de
energia é chamado fluido fantémico. Esse tipo de fluido tem uma densidade crescente com
a expansao do universo. Fisicamente, a energia fantomica tem a condicao o < —1 para a
equacao de estado. E justamente esse valor —1 que marca a separacio entre a energia escura
"ordinaria" (cuja a densidade decresce com a expansao do universo) e essa forma de energia
muito particular. Em caso de existéncia de energia fantdémica, esta seria responsavel por uma
expansao consideravel do universo, o que causaria uma singularidade pelo qual o fator de
escala, suas primeiras e segundas derivadas divergem a um tempo finito e consequentemente
uma divergéncia da densidade de energia e da pressao: esse é o modelo cosmologico do big
rip.

A tendéncia da energia escura é acelerar a expansao do universo que é o contrario no
caso de fluido ordinario. A natureza exata da energia escura ainda faz parte de um dominio
de especulagao. Alguns estimam que a energia escura seria a energia do vacuo quantico
modelizado pela constante cosmologica da relatividade geral. Essa é a explicacao mais
simples; considerar a constante cosmolégica significa que a densidade de energia escura é
uniforme e constante no universo inteiro. Se a energia escura tem essa forma, isto significa
que ela é uma propriedade fundamental do universo.

Outros argumentos foram também considerados. Por exemplo, a energia escura pode-
ria ser induzida pela existéncia de particulas desconhecidas. Esses modelos sao chamados
quintesséncia. Algumas teorias afirmam que essas particulas foram criadas no tempo do
big bang para preencher o espaco. Se esse fosse o caso, esperariamos que essas particulas
se aglomerassem da mesma maneira que no caso da matéria ordinéria e terfamos uma vari-
acao da densidade com o tempo. Nenhuma prova com respeito a isto foi observada, mas
a precisao das observagoes nao permite excluir essa hipotese. Além da quintesséncia, ha o
gds Chaplygin que também é um tipo de energia escura. Ele obedece & equacao de estado
pe = —A/pe, onde A é uma constante positiva. Este tipo de energia escura, tem uma pressao
praticamente nula inicialmente (quando a densidade é considerada muito grande) e muito
mais tarde se comporta como a constante cosmologica (a densidade diminui e a pressao se
torma fortemente negativa).

Uma outra singularidade que pode aparecer num universo de Friedmann em expansao,
que vamos tratar no capitulo 5 desta tese, é a singularidade repentina. Esse tipo de

singularidade acontece pela divergéncia da pressao p a um tempo finito, enquanto o fator de
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escala a(t), sua primeira derivada a(t) e a densidade de energia de matéria p ficam finitos.
A singularidade na pressao é acompanhada pela divergéncia na acelerac¢ao a(t) do universo
num tempo finito. Note que esse tipo de singularidade ocorre sem violar a condi¢ao de
energia forte.

Existem outros tipos de singularidades como (singularidades do tipo III, IV e V) que
nao vamos tratar nesta tese.

e A singularidade III: para t — ts, a — ag, p — 00 € |p| — 00

e A singularidade IV: para t — t,, a — a5, p — 0 e p — 0 e as derivadas de ordens
maiores de H divergem.

e A singularidade V: para t — t,, a — as, p — ps € p — ps e as derivadas de ordens
maiores de H divergem.

Um estudo muito detalhado sobre a producao de particulas num universo em expansao
na proximidade desses dois tipos de singularidades futuras (big rip e repentina), que é o

assunto chave desta tese, sera apresentado nos capitulos 4 e 5.

2.5 Cenario inflacionario

O cenario inflacionario é um cenario com grande sucesso em fisica e cosmologia. A defini¢ao
precisa da inflacao é simplesmente qualquer periodo durante o qual o fator de escala do
universo estéd em aceleracao.

a > 0. (2.101)

De acordo com esta definigdo e as novas medidas da supernova tipo A, o universo esté
atualmente numa fase inflacionéaria.
Uma maneira equivalente para definir a inflagdo, que talvez forneca uma interpretacao

fisica melhor, ¢ um periodo durante o qual a distancia co-mével de Hubble, (a H)™! decresce

d /1
4N o 9.102
dt(aH)<0 (2.102)

Isto é, quando usamos a o t" para o fator de escala, a inflacao implica que n > 1. Visto em

com o tempo:

coordenadas fixas com a expansao, o universo vai se tornando pequeno durante a inflacao
por causa da expansao rapida do espaco-tempo de base.
Usando as equagoes (2.50) e (2.51), e na auséncia da constante cosmologica (A = 0),
temos
a 4G

o= _T(p+3p) (2.103)
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e usando (2.101), vemos que outra maneira de definir a inflagao é ter a condi¢ao:
p+3p<0, (2.104)

que nao depende da curvatura, e como p é sempre positivo, é necessério termos uma forte

pressao negativa. Entretanto, isto viola a condi¢ao de energia forte.

2.5.1 Universo dominado pelo vacuo

Como exemplo de modelo de universo em expansao rapida, vamos usar o modelo de um

universo dominado pela energia do vacuo, p = —p. Usamos k = 0 nas equacoes de Friedmann
(2.50) e (2.51), e obtemos
a\?> 8nG
- =— 2.105
(5) =5 (2.105)
a 4G
—=———A(-2 2.106
© = T (-2), (2.106)
que implicam
. . 2
_a_ (a) —0, (2.107)
a a

que significa que o parametro de Hubble é constante neste periodo. O fator de escala é

entao
a=Ha— acx et (2.108)

onde H é agora tratado como uma constante. O universo esté se expandindo exponencial-
mente. Isto é o espacgo-tempo de de Sitter. Assim, o elemento de linha pode ser escrito

como
ds* = dt* — eM'dz?. (2.109)

2.6 Campo escalar em cosmologia

Vamos considerar o campo escalar responséavel pela inflagdo (chamado inflaton) sem massa
dominando a densidade de energia do universo na era inflacionéria. Vamos entao derivar
certas propriedades do campo escalar ¢ em cosmologia.

A acao do inflaton é
1
s= [dey=gL = [dtey=g [28,@8“@5 ~v(e), (2.110)

onde /=g = a® para a métrica (2.42) com k = 0. Das equagoes de Euler-Lagrange

SOWTIE) 6 (V=E)
50k 3¢ ’

(2.111)
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obtemos a seguinte equagao de relagao

O¢ + V'(¢) =0 (2.112)
onde V'(¢) = d‘gf). Do fato que estamos em um espago-tempo curvo obtemos o operador
d’Alembertiano explicito

1 0

0= o

A equacao de movimento que determina a evolugdo do campo de inflaton na métrica de

FRW ¢ dada por

(\/_—ggwg:i) , (2.113)

S+3HG+V'(¢)=0 . (2.114)

Essa é a expressao que descreve a dindmica do campo ¢ evoluindo num potencial V(¢) e

com a friccao 3H (Z) A solugao desta equagao, quando existe, depende do potencial V().

2.6.1 Densidade de energia e densidade de pressao

Variando a ac@o (2.110) com respeito a métrica g"”, obtemos a seguinte expressao para o

tensor momento energia

Ty = 8,00,¢ — guv L. (2.115)

Comparando esta equacdo com a (2.22), o tensor momento energia relativistico para um
fluido perfeito, obtemos as seguintes equacoes para a densidade de energia p e a densidade

de pressao p:

g‘bz
T; ?
S =p= ‘é —V(9) (2.117)

Usando as expressoes (2.116) e (2.117), as equagoes de Einstein (2.50) e (2.51) com

k = 0 se reduzem a

3H? = 871G (f + V(qs)) (2.118)
22 + H? = 871G (f — V(¢>)> (2.119)

Se o potencial, durante um certo momento da evolugao do universo, domina o termo cinético
(V(¢) >> ¢?), temos
p=V(p), pr-V() —p~—p. (2.120)
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Dessa maneira a inflagdo pode ser vista como uma quase expansao de de Sitter (quase por

causa da aproximagao).



Capitulo 3

Teoria quantica de campos no
espaco-tempo curvo

3.1 Introducao

No espago-tempo de Minkowski, a simetria local do grupo de Poincaré leva a unicidade do
vacuo e a existéncia de um conjunto natural de modos que sao diretamente associados ao
sistema de coordenadas (t,x,y,z). O elemento de linha fica invariante sob a transformagao
de Poincaré. Especialmente, o vetor 0/0t é o vetor de Killing do espago de Minkowski,
ortogonal as hipersuperficies do tipo espago (¢t = constante).

Temos consciéncia que a teoria quantica do campo junto com a relatividade geral nao
pode ser baseada no grupo de Poincaré. E necessario uma teoria que respeite a covariancia
geral de Einstein para o espago-tempo, como a variedade Riemaniana. O ntucleo de qualquer
teoria de interacao de campos é o conjunto das correntes que descrevem a interacao. As
correntes da teoria da relatividade geral sao as componentes do tensor momento energia. A
tarefa fundamental ao desenvolver a teoria quantica dos campos no espago-tempo curvo é
de compreender o tensor momento energia. Em geral, o valor esperado do tensor momento-
energia contém elementos infinitos. Isto acontece também no espaco de Minkowski e é
facilmente resolvido pelo uso da ordem normal dos operadores criacao e aniquilacao de
particulas. Isto faz com que, quando a secao espacial do espago-tempo Minkowskiano nao é
compacto, nao ha nem a criacao de particulas, nem a polarizacao do vacuo. Ja no espago-

tempo curvo, a ordem normal dos operadores nao basta em geral e portanto, é necessério

29
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o uso de processos de regularizacao para dar um significado fisico ao tensor momento-
energia. O vacuo neste caso varia, e a simetria de Poincaré nao existe mais. Temos entao no
espaco-tempo curvo, varios vacuos. E justamente essa nao unicidade do vacuo que é a base
fundamental da criacao de particulas. O processo de regularizagao, convencionalmente, leva
a usar um estado de vacuo inicial para calcular o valor esperado do tensor momento-energia.
O vacuo tem que ser definido de modo que, localmente, o espaco curvo tenha as propriedades

do espago Minkowskiano (pelo menos assintoticamente).

3.1.1 Conceito basico

Recentemente um grande interesse circundou a teoria semi-classica da gravidade quéantica,
que trata o campo gravitacional como espaco-tempo cléssico de base e investiga o com-
portamento de varios campos quanticos se propagando neste campo gravitacional. Se essa
aproximacao faz sentido, entao o campo gravitacional classico pode aparentemente produzir
varios fenémenos quanticos como a producao de particulas e a polarizacao do vacuo. Além
do que, isto é um primeiro passo na dire¢ao da teoria completa da gravidade quéantica em
que o campo gravitacional é também completamente quantizado.

O problema importante é computar a contra reacao das flutuagoes quanticas dos campos
de matéria sobre a gravitacao. Para um campo quantico num espac¢o curvo, a métrica
caracteriza a base classica. A contra reacao do campo quéantico sobre a métrica se encontra
através da acdao efetiva da matéria, W. No caso puramente classico, a acao total é a soma
da acao gravitacional e da acao de matéria. No caso da teoria semi-cléssica, a acao total é a
soma da agao gravitacional com a acao efetiva de matéria. Como no caso cléassico, a variagao
da agao de Einstein-Hilbert com respeito a métrica, conduz ao tensor de Einstein enquanto
a variacao da acao efetiva de matéria, conduz ao valor esperado do tensor momento energia

Nno VACUO:

2 o
(—g)7 39

Basta entao, substituir 7}, por (7),,) e obtemos a equagio que descreve o problema de contra

(Thw) = (3.1)

reagao
G =81 (Tw) . (3.2)

Trabalhamos nas unidades naturais tais que G = ¢ = h = 1 e com a assinatura (+ - -
-). O tensor de Einstein é acoplado ao valor esperado do tensor momento energia quéantico.
Formalmente (7),,) ¢ infinito , mas vérias prescri¢oes existem para torna-lo finito, fisicamente

significativo (renormalizado).
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Vamos por isto rever brevemente os aspectos essenciais da teoria quantica dos campos.
Para simplificar, vamos somente tratar do campo escalar livre ¢. No espaco-tempo curvo o

campo classico ¢(z) de massa m satisfaz a equagao de Klein-Gordon
(O+ER+m?) g(x) =0 (3.3)

onde O = ¢""V,V,, R ¢é a curvatura escalar e { um parametro ajustével conhecido como
constante de acoplamento do campo escalar com o campo gravitacional. Frequentemente
a escolha £ = 0 (em duas dimensdes) e { = % (em quatro dimensoes) é usada porque a
equacao ¢, nestes casos, invariante sob a transformacao conforme [g,, — Q(2)g,,] no limite
de campo sem massa. Mas mesmo em quatro dimensoes, usa-se também & = 0 que neste
caso é o acoplamento minimo.

A equagao (3.3) é derivada da densidade lagrangiana

L= (9 [¢*V,0Vu6 — (0 + ER)F] (3.4)

onde g = detg,,.

Além disso, obtemos também o tensor momento energia

oL
— o \—1/2
To = 20
1
= (1 - 2£>8,u¢8l/¢ + (26 - §)guuaa¢aa¢ - 2£¢vuvu¢
1 1
260V Vad — € (R = 5Row ) 6 4 506, (3.5)

O traco de T}, ¢

Th, = (1-26) VA6V, +4 (2 — 5) V,07"6 - 2660
+ 8¢¢0¢ — & (R —2R) ¢* + 2m* ¢’

= (6§ — 1)0“¢0a¢ + 6£60¢) + G(ER + 2m*)¢. (3.6)
Usando (3.3), podemos escrever £ R¢p = —O¢ — m?, e colocando em (3.6), obtemos para o
traco,
lo' 2.2
", = (6§ — 1)0%¢0.¢ + (6§ — 1)p0¢ + m~¢~ . (3.7)
Vemos que o traco é nulo quando & = % (acoplamento conforme) e a massa m = 0.

O produto escalar de um par de solugoes da equagao (3.3) é dado por:

(0@ .2 (@) =i [ (63@) 0, (@) [=gs(e)bazr (39
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onde dX#* = d¥Xn" com d¥ o elemento de volume da hiper-superficie do tipo espago 3,
e n* um vetor unitario do tipo tempo normal & hiper-superficie. Este produto escalar é
independente da escolha da hiper-superficie. Se Y1 e Y5 sao duas diferentes hipersuperficies

sem intersecao, temos
(¢17 ¢2)E1 = <¢17 ¢2)22

A prova desta propriedade é simples. Noés admitimos que ¢ e ¢o sao duas solugoes da
equagao (3.3). Além disso, se o espaco é tal que as hiper-superficies sdo ndo-compactas, va-
mos assumir que essas fungoes desapareceriam no infinito. Seja V' o quadri-volume limitado
pelas hiper-superficies ¥; e Yy e se for necessério, fronteiras de tipo tempo sobre as quais

¢1 = ¢o = 0. Assim, podemos escrever

(10205, = 1. 00)s, =i f (6300 00 )asr =i [ V(65 9 on)av

onde a ultima integral vem do teorema de Gauss onde dV' é o elemento de volume. Podemos

escrever este integrando como
v, (¢; 9, ¢1) =V, (650,01 — $10,03) = G506 — OG5 =0

que é a prova da propriedade.
A fungao de Green G(x,y), que vamos usar na se¢ao de renormalizagao, é uma fungao
definida pela relacao de comutagao entre dois campos escalares em dois diferentes pontos x

e y, da seguinte maneira

[¢(ZE), ¢(y)] = G(I’, y) = Gret(x7 y) - Gadv<x7 y) : (39)

Gret(7,y) € Gaau(x,y) sdo chamadas respectivamente, fungao de Green retardada e avangada

[1].
No espago de Minkowski, identificamos ¥ com as hiper-superficies ¢ = const, e achamos

o conjunto completo de modos com frequéncia positiva para a equagao (3.3):

fro = (1673w) 2 FEet) (3.10)
com w = (k2 +m?*)2 —o00 < ky, ko, k3 < 00, dai,

(fis fi) =65 (fis f7) =0 . (3.11)
Podemos entao expandir o operador ¢:

P(z) = Z(aifi + ajfi*) ; (3.12)

(2
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onde os a; e aj sao chamados respectivamente, operadores aniquilacao e criagao e ), é a
soma e/ou integral sobre todos modos ki, ks, k3 (ou sobre o vector k).
As relagoes de comutagoes entre os operadores sao dadas por

[a’ivaj] = [CLLG;] =0,

@i, all =6 Y ij . (3.13)

Nesta representacao, o campo é decomposto em conjuntos infinitos de osciladores nao acopla-
dos que tém uma interpretacao bem conhecida de particula. O estado de vacuo é definido
por

a;|0y =0 . (3.14)

T

O estado com uma particula no modo j ¢ obtido pela atuagao do operador criacao a;

sobre o estado de vacuo
1;) = aljo) . (3.15)

Similarmente para um estado de n particulas, temos

) = 1o (316)

O operador hermitiano
Ni = aj»ai s (317>

¢é o operador cujo valor esperado da o niumero médio de particulas no modo i. Por exemplo,
usando (3.14)
(O|N;10) =0 . (3.18)

O operador total N, nimero total de particulas criadas é definido por:

N = ZN : (3.19)

3.1.2 Teoria quantica de campos no espaco de Minkowski
No espaco de Minkowski, a componente temporal do tensor momento energia se reduz a
1
Too = §(¢% + ¢,2x + 9253, + ¢,2z +m*¢?) . (3.20)
Usando (3.12) e (3.10) obtemos o operador Hamiltoniano

1
H = /Togdgﬂf b Z(a%al—é + aEasz)w,; : (3.21)
i
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Com (3.13) podemos escrever

1
H= Z(a%a,; + 5)@0,; , (3.22)
k
do qual vemos que
[H,N]=0 |, (3.23)

é uma relacdo também véalida, modo por modo, nesta teoria linear. Assim, o ntumero de
particulas é conservado, e os estados de particulas sao autoestados da energia. Repetindo
(3.21) em (3.23) para P; = [ Ty;d3x mostra que esses estados também sio autoestados das
componentes P; do momento. Essas propriedades sao também relacionadas & invariancia de
Poincaré, mas tudo isto devido a estrutura geométrica do espago de Minskowski.
A primeira dificuldade com essa teoria vem quando calculamos a energia do vicuo
(0[H|0) = Zwk o 2m /OOO K2(k2 + m?)Y2dk (3.24)

que é quarticamente divergente no limite ultravioleta (~ [* k3dk). Em duas dimensoes a

divergéncia é quadratica:
(0] H|0) o / (k2 + m2)Y2dk . (3.25)
0

Na relatividade especial, podemos simplesmente re-escalonar ("renormalizar") o zero da
energia dessa quantidade infinita. A maneira justa para fazer isto é chamada "ordenamento
normal", em que voltamos a (3.21) e reordenamos o segundo produto e assim: a,;a% — a%aE,
que conduz a (3.22) menos o termo 1/2 que é a causa da dificuldade em (3.24). Temos

entao, para o valor esperado da energia no estado com "n guanta" no modo k
(ng| : H : ng) = nwg (3.26)
i.e, hw para cada "quantum". O simbolo :: denota a ordem normal.

3.1.3 Efeito Casimir

Vimos que no espaco Minkowskiano, o uso da ordem normal sobre os operadores criagao e
aniquilagao, permite a eliminagao da divergéncia ultravioleta. Isto nao é sempre suficiente
em todos os casos. Se a topologia do espaco nao ¢ R* entdo, a energia do vacuo vai variar
de quantidade finita. Vamos mostrar isto para calcular a energia de Casimir em que além

da ordem normal, introduziremos mais uma técnica necessaria para descartar a divergéncia.
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Para duas placas paralelas condutoras, separadas por uma determinada distancia, o tensor
momento energia eletromagnético adquire um valor esperado finito e negativo no vacuo. Isto
se explica como a modificacao do campo eletromagnético pela reflexao plana, manifestando-
se como uma forca de atragao, mesmo quando as placas sao eletricamente neutras. Esse tipo
de energia de vacuo foi observado no laboratorio [15]. Sem fazer muitos comentarios sobre
o efeito Casimir, mostraremos apenas a técnica de subtragao da dirvergéncia. Por exemplo,
considere o espago-tempo bi-dimensional (¢, ) com as se¢oes espaciais S' de comprimento
periodico a. Os modos neste caso, nao sao continuos no espago de k como em (3.10), mas

sao vinculados pela periodicidade
(2alk|) "V 2eika=wt) k= 9mn/a | (3.27)

onde n = +1,42,.... Dai, para o caso m = 0, devido ao fato de que a segao espacial
é compacta, definimos um vacuo proprio associado aos modos discretos (3.27) que é |0,).
Uma propriedade muito importante desse vacuo é que ele se torna o vacuo usual do espaco

de Minkowski no limite de a infinito. Isto é
|0a) — |0) quando a — oo (3.28)

onde |0) ¢ o vacuo no espago de Minkowski.

O valor esperado do Hamiltoniano neste vacuo é

1 2r &
a a = — = — y ‘2
(04| H10,) 5 Ek w=3 ngzon (3.29)

que também é divergente. Isto significa que, mesmo que a secao espacial compacta mod-
ifique o comprimento de onda dos modos, o comportamento ultravioleta nao muda. O
sistema R! x S! sofre assim, a mesma propriedade ultravioleta que no caso do espaco-tempo
Minkowskiano. A técnica para eliminar a divergéncia ultravioleta no espaco Minkowskiano
ou num espaco compacto, tipo R! x S, é o uso do chamado "Cut-off". Isto consiste em
introduzir um fator e=* onde se faz o — 0 no fim da operagao.

No caso do célculo da energia do vacuo no espago Minkowskiano (3.25), a divergéncia
ultravioleta foi removida usando a ordem normal sobre os operadores criagao e aniquilagao
para obter (3.26). No caso geral de um estado |¢) qualquer, a ordem normal sobre um

operador T;3 se reduz a:

(W] : Tag : [9) = (| Tap [¥) = (0] Tup 0) (3.30)
que garante que no caso em que [¢) = |0), temos (0] : T,,5 : [0) = 0. No nosso caso, temos:

(Oal + H < [0,) = (0a] H [0,) — 1lim (0| H [00) . (3.31)
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Para calcular (0,| H |0,), introduzimos o fator de Cut-off na expressao (3.29), e temos:
T o=  _
(0a| H0,) = 2— > e
a? =

P—
o —2man/a
= 2—@2 E ne

n=0
T 6271’0(/(1

= 2= — (3.32)

? (627r0c/a _ 1)2

Note que aqui, para simplificar usamos m = 0 e portanto w = k.

Essa expressao pode ser expandida em torno de a = 0 e obtemos:

1 s
0| H|04) = =— — — +0(a®) . 3.33
(O H102) = 5 = = +0(a") (333)
Logo, podemos calcular:
1
li Og | H|0g) = . 3.34
Jim (O | H |00r) = 5—— (3.34)

Finalmente, a expressao renormalizada (3.31), com o limite a — 0, se torna:

(0a] : H 1 ]0,) = —é . (3.35)
A introdugao do fator de cut-off, ajuda a descartar o termo divergente deixando a densidade
de energia do espago compacto, finita e negativa (—/6a?) enquanto vemos que o espago
Minkowskiano, sem contorno, tem uma energia de vacuo nula. Vemos imediatamente pela
expressao final, que nao ha densidade de energia fora das placas, isto é, no limite a — oo.

A forca original calculada por Casimir em 1948 [16], teve a mesma forma geral como (3.35).

3.1.4 Espaco-tempo curvo

A decomposi¢ao dos modos (3.10) é ligada ao fato de que o grupo de Poincaré nos permite
fazer uma escolha "natural" das coordenadas (¢, ) chamadas sistema padrao Cartesiano.
Isto permite também, uma escolha "natural" dos operadores a; e alT e dos estados quanticos.
Particularmente, o estado de vacuo |0) é um candidato muito plausivel para a condigao fisica
de estado "sem particulas".

H& muita dificuldade em estender a quantizacao do campo para o espago-tempo curvo.
Mesmo se o espago-tempo ¢é globalmente hiperbdlico (que é necessério para se ter superficie
de Cauchy), geralmente nao ha um sistema de coordenadas privilegiado comparével ao
caso das coordenadas Cartesianas no espago Minkowskiano. Assim, nao ha uma tnica

decomposi¢ao dos modos.



37

Para ver os problemas que isto causa, vamos considerar dois conjuntos completos de
coordenadas e dois conjuntos correspondentes de modos de campo f; e f;. Dai, o campo ¢

deve ser expandido nos termos dos dois conjuntos de modos supracitados.

Vejamos:
¢ = Z(Gifi + iji*) 5 (3.36)
ou
o= (afi+alfy) - (3.37)
Devido ao fato de que os conjuntos sao completos, podemos expandir um nos termos de
outro
fi= Z(ajifi + 0 f) - (3.38)
onde os coeficientes de expansao «a;; e 3;; satisfazem as relagoes de ortogonalidade
Z {OéijOéZj + ﬁijﬁzj'} =0k (3.39)
J
Z {aijﬁkj — ﬁijakj} =0 . (340)
J

A equacdo (3.38) se refere as transformagoes de Bogoliubov. Os operadores criagdo e

aniquilagao sao similarmente relacionados
a; =y (aha; — ﬁjag) : (3.41)
i

Se definimos o estado de vacuo por
(ZZ|0> =0 y

este nao vai ser o estado de vacuo para os modos f;. De fato, o valor esperado do operador

ntmero de particulas nos modos f; em relacio a esse vacuo é
(Olafai0) = > [8;* (3.42)
i

obtida substituindo (3.41) e usando as relagoes (3.39) e (3.40). Assim, num sistema, o vacuo
contém "quanta' de outro sistema. Somente se os modos f; sdo puramente superposicoes
dos modos f; com frequéncia positiva, o vacuo fica o mesmo para os dois sistemas, logo
Bji = 0.

Nos casos especiais, podem ser feito alguns progressos. Por exemplo, o espago-tempo

estatico possui uma generalizagao natural do vacuo Minkowskiano, baseado no campo de
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vetor de Killing do tipo tempo. Se escolhemos as hiper-superficies ¥ para serem ortogonais
ao campo de Killing, entdao, os modos tomam a forma e *“!x espaco e a quantizacao pode
ser feita em analogia ao protétipo do espago-tempo plano. Mesmo se o espaco-tempo nao é
globalmente estatico, ele deve ser assintoticamente estatico (ou mesmo plano), que faz com
que a quantizacao natural do campo nao possa ser construida nas regioes assintoticas in e
out.

Considerando a representagao de Heisenberg, se o estado do sistema é escolhido para
ser o vacuo in em qualquer tempo, entao, na regiao in ele corresponde a um estado sem
particulas fisicas. Todavia, na regiao out ele € um estado out que corresponde a presenca
de particulas fisicas. Como em geral o vacuo in contém particulas out, isto é interpretado
fisicamente como criacdo de particulas na regiao out pelo espago-tempo curvo. Tal criagao
de particulas, deve ser entendida geometricamente como efeito de mudanca da geometria
do espaco-tempo, afetando os modos que conduz a uma mistura das frequéncias positiva e
negativa. Dali, os coeficientes ;; nao sao nulos. O vacuo in pode conter particulas out.

E importante falarmos que o responsavel pela criacdo de particula no campo gravita-
cional é a curvatura do tensor de Riemann. A producao de particulas é um efeito que se
torna possivel devido & natureza quéntica do campo. A distancia entre uma particula e
anti-particula (par virtual) é da ordem do comprimento de Compton o que também carac-
teriza a dimensao do vacuo [3]. Pela expansao do universo, quando o campo gravitacional é
suficiente para quebrar o ligamento entre a particula e a anti-particula, ocorre a produgao de
particulas. Em outras palavras, a producao de particulas ocorre quando o trabalho gerado
pela forga gravitacional é da ordem de 2m. Na verdade, seria 2mc? (mc? para a particula
e mc? para a anti-particula) onde usamos ¢ = 1. A forga gravitacional ¢ chamada forca de
maré ("tidal force") e para mostrar a condi¢@o necessaria para termos criagao de particulas,
vamos considerar a equagao do desvio geodésico

d*n*

ds?

= R! su'n’u’ (3.43)

onde u” ¢é a quadri-velocidade e n* um vetor do tipo espago cujo moédulo ¢ da ordem do
comprimento do Compton, isto é n,n* = —I%. Rl s é o tensor de Riemann. Quando

escolhemos o referencial co-movel, temos u” = (u® = 1,0). A equacio (3.43) se torna

- Rgo.ona . (344)

Quando tomamos a quantidade d*n*/d*s como a aceleracao, seu produto com a massa

fornece a forca de maré. O trabalho gerado pela for¢a é seu produto com o comprimento
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de Compton e esse trabalho tem que ser maior ou igual a 2m para termos a criagao de
particulas, isto é
m|RY,on’|lc = miZ |RE,o| >2m . (3.45)

Portanto, a condigao necesséaria para a producao de particulas é

|Rbool > 2177 . (3.46)

3.2 Renormalizacao do tensor momento energia no
espago-tempo curvo

Uma das dificuldades encontradas na construcao de uma teoria quantica de campos de
matéria se propagando num espago-tempo nao quantizado é o surgimento de infinitos nos
elementos de matriz do tensor momento-energia quantico. Particularmente, o valor esperado
de T},, num estado do campo quantico, que vamos escrever (0|7),,|0) desde que na pratica
o estado é habitualmente o vicuo, é infinito e deve ser renormalizado para ser usado como
fonte na equacao de Einstein. No espaco-tempo curvo, nem a ordem normal, nem o cut-off
permitem remover as divergéncias.

Vérias técnicas de regularizacao se usam para eliminar essas divergéncias ( Zel’dovich
e Starobinsky 1971 [13], Parker e Fulling 1974 [17], Dowker e Critchley 1976 [18] etc...)
e expressoes finitas foram obtidas nos espaco-tempo particulares para o tensor momento-
energia renormalizado (0|7},,|0)ren. Nesta tese, vamos mostrar o mais eficiente dos métodos,
a renormalizacao pela regularizacao por separacao de pontos. Mas antes, vamos mostrar a
diferenga entre a regularizacao e a renormalizagao. A requlariza¢do consiste em introduzir
na expressao do tensor momento energia um parametro, por exemplo €, de modo que o valor

esperado no vacuo fique finito.
(0|T,,(£)|0) finito para e #0 . (3.47)

A Renormalizag¢ao é a separagao em duas partes, uma que diverge quando € — 0 e outra
fica finita
(01T, (€)]0) = (01T, ()10} giy + O ()0} iy (3.48)

onde

1 (0[5 (£)[0) iy = 00 B (0], (2)]0) i, < o
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A renormalizagao ¢ entdo feita descartando o termo (0|7}, (¢)|0)4;y € tomando & — 0 para
obter

(0] Ty 10} o = 1m (0], () 0) i, (3.49)
A grande dificuldade com a renormalizagao é como realizar a separagao (3.48) e como jus-
tificar o descarte dos termos divergentes. Na realidade, os efeitos quéanticos fazem aparecer
os termos divergentes na expressao do valor esperado do tensor momento energia. Além
dos termos divergentes proporcionais a métrica e do tensor de Einstein, podem ter outros
termos geométricos com coeficientes divergentes. Para absorver esses termos divergentes
que aparecem no tensor momento-energia quantico, escrevemos a equacao de Einstein da

seguinte maneira
Agu + G+ NV H,, + MNP H,, = —87G(0|T,,|0) (3.50)

onde A é a constante cosmolégica, G a constante gravitacional e G, = R, — %Rgﬂy 0
tensor de Einstein. Os coeficientes A e A9 s@o convencionalmente tomados infinitos antes da

renormalizacdo. Os tensores () H, uw © @fH wv que se conservam covariantemente sao definidos

por
(1)H = / /[ R2d4
2l \/_5ng
1
= 2R, —2g,,0R — gWR2 +2RR,, (3.51)
[§
@ — of
H, = \/_69“” /\/_R Rosd'e
1 1
= Ry — 59wBR—OR - §gw,RaﬁRa5 + 2R R (3.52)

Isto significa que na expressao da acao gravitacional, além do termo de Einstein-Hilbert,
deve ter também termos em R? e R} Rag.

Note que na relatividade classica temos A1 = Ay = 0 e habitualmente A = 0. Os tensores
9, VH,, e @DH,, aparecem nesta teoria para ajudar na renormalizacio de (0|7},|0).
Contudo, apés a renormalizgao, os coeficientes desses tensores devem presumivelmente ser
iguais a zero.

Na realidade, existe outro tensor, H,, = \lﬁ 5 [ /=gR“®°Rys,s que desaparece
devido ao fato de estarmos trabalhando em dimensao quatro ao teorema de Gauss-Bonnet

segundo qual

5 / V=g (R Rops — AR Ros + B) d'z =0 . (3.53)
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O tensor H,, entao se torna uma combinacao linear de OH w © @ H '
H,=-YH, +4%H,, . (3.54)

Dai, a separacao ¢ feita tomando (0|7}, (¢)|0),,, como uma combinacdo linear dos tensores
que aparecem no lado esquerdo da equagdo (3.50) e cujos coeficientes divergem no limite
e — 0. (0T, (€)]0), ¢ entao transferido para o lado esquerdo de (3.50) para renormalizar
os coeficientes do lado esquerdo de (3.50). Fazendo € = 0, obtém-se (0|7},,(0), = no lado
direito de (3.50) e a teoria fica livre de divergéncias.

No caso de separagao de pontos, a renormalizacao do tensor momento energia nao é
diretamente feita com o proprio tensor. Ao contréario do que se faz no caso da renormalizacao
pela regularizacao dimensional, onde o tensor momento energia é obtido pela variacao da
acao efetiva de matéria, o tensor momento energia é derivado da funcao de Hadamard
GW(z,2') como veremos mais tarde. Por exemplo no caso de um campo escalar sem massa

minimamente acoplado, para qual o tensor momento energia é

1 .
T;w - qb;ugb;u - 59uu¢;o¢¢’ 5 (355)

o valor esperado formal de T}, é

(T (x)) = lim

T

1 1 /
{2 [v#vu, - 2ngava} G(l)(x,x’)} , (3.56)

T

onde V,, e V,/ denotam respectivamente as derivadas covariante com respeito a x* e .
Todo o processo de regularizacao e renormalizacao se faz com a funcao de Hadamard.
Primeiramente, é importante notar que para obter a funcao de Hadamard renormalizada,
se subtrai da fungao de Hadamard, a funcao de DeWitt-Schwinger truncada WG% que é
conhecida como a parte divergente. A razao dessa anotacao ficara clara depois. Essa funcao

divergente de Hadamard ¢é obtida pelo método de DeWitt-Schwinger.

3.2.1 Meétodo de DeWitt-Schwinger

O método de DeWiit-Schwinger é a maneira mais elegante de calcular as corre¢oes quanticas
para os campos de matéria em espaco-tempo curvo. Neste método nés obtemos a ac¢ao efetiva
de matéria em forma de poténcias em termos da curvatura e suas derivadas. Os termos locais
que aparecem deixam esta técnica mais pratica para a avaliagao das divergéncias. Um termo
local € um termo que nao depende da escolha do estado de vacuo quantico em que o valor

esperado do tensor momento energia é calculado. Nao apresentaremos todos os detalhes
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para obter essa funcao. Apenas mostraremos os passos mais importantes: detalhes podem
ser encontrados em [1,19].
Vamos primeiramente mostrar que as divergéncias no valor esperado (0,in|T),, |0,in)

sao as mesmas que as contidas nos elementos de matriz

(0,0ut| T}, |0, in)
(0, out|0, in)

(Tw) = (3.57)

No método de integral de caminho, definimos o funcional gerador das funcoes de Green no

espaco-tempo curvo
Z17) = (out, 0]0,in) = [ Dlg]exp {iSm[gb] +if d”:z:J(x)qu(z)} (3.58)

onde J(x) é uma corrente externa cuja presenca pode causar a instabilidade do vacuo sendo
portanto a fonte de produgao de particulas. Z[.J], cuja obtencao pode ser vista em [19], é o
funcional gerador da teoria, e fornece a amplitude de transi¢ao entre o vacuo inicial |0,in)
e o vacuo final |0, out) e S,, é a acdo de matéria. No espago plano, no limite J = 0, ndo ha

producao de particulas e temos a condicao de normalizagao
Z[0] = (out, 0(0,in) ;o = (00) =1 . (3.59)

Contudo, quando o espago-tempo ¢é curvo, em geral, |0, out) # |0, in) mesmo sem a presenca
da fonte J e portanto nao é possivel aplicar (3.59).

Vamos examinar a varia¢ao de Z[.J] sem a presenga da fonte J, isto é

5Z0] = i / DI¢10S,, exp i S

= i{out,0|8S,,10,in) . (3.60)
Diferenciando (3.60) temos
2 6Z[0
: 0] =i (out,0| T}, |0,in) (3.61)
(—g)2 09"
onde usamos a féormula
2 05,

" (g2 09
Note que pelo fato da agdo S,, aparecer exponencialmente na expressao (3.58), podemos
identificar
Z[0] = exp iW) (3.62)
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portanto,
W = —iln (out,0[0,in) (3.63)
logo, obtemos de (3.61),

2 oW (out,0]T),|0,in)
(—g)2 6gH ~ {out,0|0,in)

(3.64)

O uso da fungao de Hadamard também nao é direto nesta técnica. Em vez da funcao de
Hadamard, que vai aparecer depois, se usa a fun¢ao de Green de Feynman G(z,z’) que

satisfaz a seguinte equacao
(O +m?+€R) Gla,2) = —[—g(2)] #d(x —2') . (3.65)

A funcao 6(z—1'), aqui em quatro dimensoes é definida pela igualdade [ d*a’ f(2')d(x—2') =

f(z).

Podemos escrever a fungao de green G(z,2") em termo da fun¢ao de Hadamard
1
G(z,2") = —Gy(z,2") — 52’6’(1)(96,1:') : (3.66)

onde G4 = %(Gm + Guav), Gret € Gagy respectivamente as fungoes de Green retardada e
avangada [1].

A tarefa é mais facil com o uso da fungao G(z,z’), mas no final vamos fazer recurso a
relacdo (3.66) para obter a expressdo da fun¢ao de Hadamard que nos interessa para fazer
a renormalizacao do tensor momento energia.

Por estar atuando no espago-tempo curvo, todo o procedimento vai ser covariante. Va-
mos introduzir o espago de Hilbert cujos vetores de base {|z)} s@o auto-vetores do operador

posigao z* e os auto-valores sao as proprias coordenadas, isto é
h|x) =t |z) . (3.67)
A condi¢ao de completeza e de ortonormalidade sao respectivamente

[d'-g)}1e) (el =1 (3.68)

(x|2') = [~g(a)] 26(x — ') . (3.69)

Vamos agora representar a fungdo de Green G(z, ') na forma de elemento de matriz de um

operagor G atuando no espaco de Hilbert:

A

G(z,2") = (x| G|z . (3.70)
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Introduzimos um novo operador Ia , hermitiano, tal que
FG=-1 |, (3.71)
onde [ é a identidade. A representacao biescalar do operador Feé

F(2)[~g(x)] 26(x — ') (3.72)

=
8
Fﬁ\
I
&
E
&\
I

onde , usando (3.65) e (3.71), vemos que F(z) = O+ £R + m?.
O operador G que corresponde a funcdo de Green de Feynman G(x,z’) aparece como

solucdo da equacdo (3.71) na forma G = —F~L. Mas por conveniéncia admitimos que F (x)

2 2

contém a massa m~ — i0 em vez de m~”. Isto deixa os calculos mais simples e permite

principalmente escrever a forma integral do operador G como sendo,
~ ~ —1 o0 A
G=—(F—i0) = —i/ dsexp (—iFs) . (3.73)
0
Usando (3.70), podemos escrever

Glz,7') = —i / T ds ((s)|2(0)) (3.74)

0

((s)[2(0)') = (x| exp (—iF's) |2')

Aqui, usando a hermiticidade de F', denotamos exp (—iFs)|z) = |z(s)) e |z) = |z(0)).
Fica 6bvio que devemos considerar F como o operador de evolugao no espaco de Hilbert ‘H
no "tempo"s. A "fungdo de onda" (z(s)|z(0)') entdo satisfaz a equagao de Schrodinger

penta-dimensional
i (2(s)[2(0)) = (O + &R +m?) (x(s)|z(0)) (3.75)

em que F'(z) desempenhar o papel de Hamiltoniano e a quinta coordenada s faz o papel do
tempo.

A condigao inicial para (x(s)|z(0)") tem a forma (3.69), isto ¢é,
_1
(#(0)|2(0)') = [—g(x)] 2d(x —a') . (3.76)
No espago plano, a solucao exata para a equagao (3.75) é [3]:

(z(s)|w(0)) = —i(4ms) 2 exp [—z’ (mQS +o(z, :17')/23” : (3.77)
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onde o(x,z’) é o intervalo de geodésica, que é igual & metade do quadrado do comprimento

geodésico entre os pontos x e '

dat dav\ '
* x) (3.78)

O'(x,f]?/) = l2/2, [ = /)\ d)\/ <gwjd)\/d)\/

Em coordenadas cartesianas o(z,2') = 1, (2" — 2#")(z¥ — 2") /2.
No espago curvo, escolhemos a soluc¢ao para equagao (3.75) com a condigao inicial (3.76)

na forma [20]
(2(5)|z(0)) = —i(4ms) 2AY?(z, 2")Q(z, 2'; 5) exp [ (m s+o(z,z )/23)} . (3.79)

onde €2 é uma funcao a ser determinada, e

Az, 2') = —det <W> lg(2)g(z)]? . (3.80)

A razao da existéncia de A (chamado determinante de Van Vleck [1]) e ©Q em (3.79) é
devido ao fato que neste caso a métrica depende das coordenadas espaciais, isto leva em
consideracao a curvatura do espago.

As fungoes o(z,z") e A(x,2’) obedecem as equagoes [19]
Mtod,o =20; VHF(AO,0) =4A, Az,z)=1 . (3.81)

Substituindo (3.79) em (3.75) e usando a identidade (3.81) obtemos para a fungdo €2, a
equacao
0

i+ VIV, = —ng,ﬁ +AT2URY, (AY2Q) +€RQ (3.82)

Devido ao fato que s6 o comportamento de G(x,z’) que importa no limite de + — 2/, nés

vamos usar a aproximacao de WKB para solucionar a equacgao (3.82), isto é [20]:

[e.e]

(0 = 3 | (3.8
Usando (3.76) e (3.79), obtemos a condi¢ao
ag(z, ') = Q(z,2;0) =1 . (3.84)

Para os outros coeficientes, a substituigao de (3.83) em (3.82) fornece as seguintes equagoes

de recorréncia

(0"00, + n) an(z,2') + AT2V'Y, (A0, (2,2)) + ERap 1 (z,2/) =0, (3.85)
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onde a derivada é feita a respeito a x.
Para determinar o coeficiente a;(z,x’), tomamos n = 1 e portanto temos

(0400, + 1) ay(z,2") + A™V2VPV, (Al/z(x, x')) +ER(x, ) =0 . (3.86)

A fungdo A2 pode ser expandida em termos das coordenadas normais de Riemann [20]

1
AY2(z,2)) = 1—|——RWU”‘U;”—ﬂRW.,\U;“J;”J”\
+ (288RWR)‘T + %RZ‘ERQ,\QT + SOR“V;)‘T) oiraiVaitg T 4 (3.87)

onde ¢i# é um vetor normal & geodésica no ponto = e chamado coordenadas normal de
Riemann . Admitimos que a;(z,2’) pode ser expandido da mesma maneira em func¢ao das

coordenadas normais de Riemann, isto é
ay(z,2") = a1g + a110°" + a1201 0 + apoitoiVo N +ayo oot T+ . (3.88)

do

onde os a;; j = 0,...,4 podem ser funcoes da curvatura R, do tensor de Ricci R,
tensor de Riemann R, \, e das suas derivadas covariantes e suas contragoes.
Injetando (3.88) e (3.87) em (3.86), e ap6s um calculo muito intenso, identificamos os

coeficientes a;; e obtemos

1 1/1 . 1
Cll(l’ax/) = (6 - 5) R— - < - f) R.#o'““ + [ RuaRa R#aVBRaﬁ

2 \6 90 180
+ g 5. R + L (1 - 15) Rowloito” + .. . (3.89)
180 “7M 120 i 40 6 i
No limite x — 2/, temos o0 — 0 e o’* — 0 e portanto
1
0 (z) = (6 _ g) R . (3.90)

Para determinar as(z), fazemos n = 2 e obtemos a equagao
(0"00, + 2) az(x,2') + A2VY, (A0 (2, 2')) + ERay(w,2) =0 . (3.91)

Fazendo a mesma coisa como no caso de aj, obtemos [20]

as(x) =

1 1/1 1/1 2
@ (RHV)\TRMV/\T - R#VR#V) - 6 (5 — g) V#V#R + 5 (6 - 5) R2 . (392)

Substituindo (3.79) com 2 na forma de (3.83) em (3.74), obtemos a expansao assintotica

para a funcao G(x,2’):

, A1/2 ds 00
G(z,2") = (47r)2/o =2 exp[ (m?s + — ]%an . (3.93)
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Fazendo a mudanga de ordem para a soma e a integragao e usando a representacao na forma

integral da fungao de Hankel de segunda espécie,

H?(2) = —71T /OOO dtt~%exp {—z’z (t + 1) /2] : (3.94)

podemos entao escrever essa expansao na forma

12(p o) & "2 ® mio
G(x,x’):—A(’)Zan(x,x’)< a) [ M (v2 )] | (3.95)

8 om? 2m2o

n=0

Para analisar o comportamento de G(z,2') quando z — 2/, (¢ — 0), podemos usar a

expansao da funcao de Hankel e obtemos

AV2m? 1 m2o
Glz, o) = 82 [_ o L <1 4 )
5 ar(x,x’) m2o m2o
3 + 6" o+ 2 L1 1 + 5 +
as(z,z’) (1 Lm*c  m?c
p— {2 ot Tt (3.96)

onde L = LIn ("™%) 4+, v = 0.577... é a constante de Euler.

Para separar (3.96) em (—G,) e (—%)G" de acordo com (3.66), podemos usar as formulas
(x —i0)' =27 +imd(x); In(x —i0) =Inl|z| —i7O(—z) . (3.97)

Vamos entao substituir o' por (6 —i0)"! = o7 +ind(0) e In (0 — i0) = In|o| —7O(—0)

onde

Obtemos entao,

A2 1 1
G%g(x,x’) = 3 { - +m? (74— —In

_ _|_11
ai ||y 2n

2

m2o

2

1
— a0 Kv—kln

2

+ ;ﬂ;+} . (3.98)
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Essa expressao é chamada fungao de Hadamard de DeWitt-Schwinger. Ela inclui somente
os termos que contribuem as divergéncias e alguns termos finitos. As divergéncias em
Ggg(x, z') aparecem nos termos o~ ! e In |mT2”| quando 0 — 0 ou x — z’. A mesma coisa
pode ser feita no caso de um campo de spin ou vetorial. Note que, poderiamos achar a
expressao correspondente para a acao efetiva de matéria que da mesma maneira apresen-
taria as divergéncias que temos em Gg)s(x, x'). Isto seria importante se fossemos fazer a
renormalizacao pela regularizacao dimensional. O objetivo nosso nesta tese é apresentar
com detalhe a técnica baseada na regularizacao pela separagao de pontos, portanto é sufi-
ciente parar na funcao de Hadamard de Dewitt-Schwinger que vai desempenhar um papel
importante no processo de renormalizacao do tensor momento-energia.

Note que a verdadeira expressao que entra no processo de renormalizacao é uma forma
truncada de G%g até 0(0?), isto gera uma dependéncia do tensor momento-energia até

a quarta ordem do parametro de regularizagao como veremos mais tarde na técnica de

)(1_m20>_mQ+5m20

4 2 16

1 m? m?o

— a1l<7+2ln 5 ><1— 5 >+ 2]
1 1 m?o 1
el

2 2 2
+ 0(02)}. (3.99)

separacao de pontos. Esta expressao, denotada (4)G(539 é

Al/? 1 1. |m%
(4)Gg3q(x,x') = 5o { - + m? (7 + 3 In 5
m?o o

2

a2

+ 2m?

3.2.2 Renormalizacao pela separacao de pontos

Vamos num primeiro tempo apresentar o esquema da renormalizac¢ao de modo geral a partir
da funcao de Hadamard.

O procedimento para calcular o tensor momento-energia renormalizado usando a técnica
de separacao de pontos pode ser resumido da seguinte maneira:

(1) Resolver a equagao de campo (3.3) para um conjunto completo de modos normais
a partir dos quais os estados de particulas podem ser definidos.

(2) Construir G (x,2") como uma soma dos modos.

(3) Determinar G%le)n pela formula

Glon = GO (z,2") =D GY)(w, 2')
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(4) Diferenciar Gy de acordo com (3.56) para gerar (0|7, (x, ") |0)yey descartando
qualquer termo de ordem maior que quatro (isto ¢, nao passar da quarta ordem em ¢).

(5) Tomar o limite x — 2’ para obter (0|7, () [0)yep-

O estado |0) deve depender da definigdo do modo positivo em (1).

Um ponto muito importante na regularizagao ¢ introduzir um paradmetro de regulariza-
¢ao que até agora é a diferenca entre as coordenadas x e ', isto é Ax = 2/ —x. Agora vamos
usar ' e " em vez de x e 2’. Os dois pontos z’ e x” sdo escolhidos sobre uma geodésica nao
nula e separados por uma distancia propria 2. O tensor momento-energia sera avaliado no
ponto x, no meio da curva entre os pontos =’ e ", isto é, o ponto x se encontra na mesma
distancia e dos pontos ' e z”. Consideramos um vetor normalizado t* tangente em x &

geodésica de tipo tempo ou espago, com

tht, =X ==+1 . (3.100)
Definimos a derivada covariante da distancia geodésica entre os pontos x’ e " por

o, =0,=2t, . (3.101)
Podemos entao deduzir a contracao

oto, = 41, . (3.102)
Usando (3.102), (3.100) e a primeira equagao de (3.81), temos

=2y . (3.103)

Logo, fica bem claro que a condigao o — 0 volta a ser € — 0.
A tarefa agora, é expandir (4)G%39(:v, x') em termo de £ e t*, portanto teremos
@W@GHL(e, ). Substituindo (3.87), (3.88), (3.92) e (3.103) em (3.99), usando (3.101), obte-

mos (no limite de massa pequena),

1
4) ~(1) _ 1 (g_’)R 1 2 2
WGps(e, 1) = _167r2522+ 87Tg iln‘mg ‘—i—’y
1 totd 2% 1./1 s
Q. S 71 2 2 > _2 ol T —
T el T et 6)<2 nfm®e’| + l filias—;
taghs 1
+ R.ap = —DR—S(&—G)Pf]

) totBered totBered
28077 [63“@75 Ty Wl
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to? 4 ot
AR, R’;—— — ~RR. 53—
t HtaplUg s — gltflas T

1 1 1
+ §W+3mg—?mR+9mg—?%#

—OR — R R,

1 1 1
——— | R"¥R,5 — -R* -~ OR+30(£ — 2)OR
* 2880ﬂ2¢n2l 73 30— 5)

+ %@—éﬁﬁ]+m&). (3.104)

Escolhemos o caso limite (m — 0), apenas porque é o caso que vamos tratar como exemplo
para exibir a técnica de separacao de pontos. Essa expressao fica muito mais simplificada
no caso de acoplamento conforme do campo escalar com o campo gravitacional. Nesta tese,
vamos considerar o campo escalar sem massa com acoplamento minimo no espago-tempo
de Robertson-Walker. Compararemos esses resultados com os resultados que trataremos no

proximo capitulo em que usaremos a técnica de regularizacao n-waves.

3.2.3 Um exemplo de renormalizagao do tensor momento-energia
no espaco-tempo de Robertson-Walker pela separacao de
pontos.

Este exemplo é um caso ja tratado num trabalho de Bunch-Davies [21] mas com os calculos
muito restritos. Nosso objetivo é detalhar melhor os célculos e principalmente mostrar
como obter os resultados usando a separacao de pontos. Nosso trabalho nos capitulos 4 e 5
envolve um campo escalar sem massa minimamente acoplado. Usaremos os resultados desse
exemplo para analisar a eficiéncia dos resultados no capitulo 4 onde usaremos a técnica de
regularizacao n-wave.

Considerando um campo escalar sem massa e sem acoplamento, a equagao (3.3) torna-se
O¢p=0 . (3.105)
Vamos usar o seguinte fator de escala para o qual existe uma soluc¢ao exata para (3.105)

a(t) = agt?
a*(n) = C(n) :ag/(lfp)(l—p)2p/(1fp)n2p/(1*p) (ape p constantes) , (3.106)

e usar o campo ¢(z) na sua forma expandida

o) = (2#)*&QL/cPk[ﬁg¢k(x)%—a£¢kﬁrﬂ , (3.107)

or(x) = (2m) g (n)e™
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Colocando (3.106) em (3.3), obtemos a equagao

i+ fp> &+ K2 =0 (3.108)

cuja solugao pode ser escrita em termos das fungoes de Hankel na seguinte forma

1/2b
o) = () [t 00 + )] (3.109)
onde .
1-p
b=1Tgs (3.110)
v=0B)" (3.111)
o =ag [a (1—3p)]"" . (3.112)

Os coeficientes ¢; e ¢ podem ser complexos e satisfazem a condi¢cao do Wronskiano

lea? — |e1]? = W) (3.113)

Usamos o vacuo definido por ¢; = 0 e propomos calcular a funcao a Hadamard da seguinte

forma

G (", 2') = (0] d(a")b(a") [0) =

1o
ok /_ e er )k (3.114)

Usando k(2" —Z') = k|z" —2'| cos§ e d3k = k2senddf dk dp, e usando (3.109) com a condigio
de vacuo (c; = 0), (3.114) torna-se
0_2/b‘b’(1_b)/b

8|z — & |m

G2, 2') = (') /OO ksen(klz” — ' YH® (knYHM (kn/)dk . (3.115)
0

Usando a seguinte formula do livro Gradshteyn-Ryzhik [22],

T 3

/OOO kK, (ak)K,(qk)sen(ck)dk = Z(QQ)_%C(UQ _1)ir (2 N y) r (2 B u) P

3
y = (2aq)  a* + ¢+ ) {Re(a%—q) >0, ¢>0, |Rey|< 3

e a igualdade
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e apos alguns calculos, obtemos

n / "/ -1 — 1 — /
GW(a",2') = (167" )~ C7V2(n")C 2 ()

1 3 3 AulAv
X <4—I/2> SeC(T{’I/)QFl <2+I/, 5—1/72, 1+477//77/> y (3116)

onde usamos Au = An—Ax, Av = An— Az (An=n"—n"e Az = 2" — ') e sucessivamente

1

B 1 (y+1) 2 1 11—y
P = _([Z—— F<— -, =2 ) 7
V—i(y) F(Q) (y_1> X o I'y V+2 V+2 9

oFi(a, By 2)=(1=2)* P x o Fi(y —a,y—B;7; 2) |arg(l—2)| <

Usando a seguinte expansao da funcao hipergeométrica oF} ( +v,s—v;2; 1+ A“ﬁ;ﬁ),

"

o 1 {_47777
. F(%+U)F(%—y) AuAv

. 1 iF(§+v+n)F(§—v+n) (_MM) [ ‘AuAv
T(3+v)T(5-v) i nl(n+1)! A"y A"y
+ w<2+u+n>+w<g—u+n>—w(l—i-n)—z/}(Z—i-n)]} : (3.117)

(3.116) torna-se

071/2 (n//)c—l/Z (n/)

@O N —
G @) 4m2 AulAv
1 2
(1 -V ) AuAv 3
+ 167T277”77’C'1/2(U”)Cl/z(??’) [ln ( 4n'ny ) + (2 + V)

1 2
+ ¢(—V>+27—1 — (Z_V)(Z_V)AUAU In AuAv
2 12871’277”277’201/2(77”)01/2(77/) An'y

+ ¢<; >—|—¢(—I/>+2’7-2]+... . (3.118)

Vamos agora introduzir os parametros de regularizacdo expandindo 7, z, Au, Av e C~1/2(n)
em poténcias de € e t*.
Podemos num primeiro tempo expandir 7 e z em termos de € e t* [23|

1 1 1
—e%) + 2+ =M+ .., (3.119)

//: — tO
0" = n(+e) o +eti + 5 5 o
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1 1 1
0 =n(—e) =n —et) + 55%3 — ég%g + ﬂg4t91 + .., (3.120)
" IR R SR SR
" = x(+e) :1:0+5t1+§5 t2+68 t3+ﬂ€ ty+ ...y (3.121)
" IR R S SR
" = x(+e) :xo—€t1+§5 ty — ¢ t3+ﬂ5 ty+ .., (3.122)

onde os tY e tjl- sao determinados pela equagao de geodésica
t°V,th =0 (3.123)
onde o vetor t* tangente a geodésica pode ser expandido em termo da série de poténcias
TR po Lo
t :tl +8t2 +§5 t3 + 5 (3124)

com p =0, 1 para (n,z). A razdo é muito simples. Quando derivamos covariantemente o
bi-escalar G(z”, '), obtemos um bivetor. Para obter um tensor, é necessério fazer um trans-
porte paralelo dos vetores correspondentes até o ponto (7, x). Os vetores t#(+e) tangentes a
geodésica nos pontos (7', 2’) e (n”,z"), transportados paralelamente devem portanto obede-
cer & equacao da geodésica. Isto permite determinar os coeficientes ¢! e t}. Apo6s um célculo

longo, mas relativamente simples, obtemos [24]:

1 1
ty = —§D(t(1))2—§D(t%)2>
0 1 / 1 2 0y3 1 ! 3 2| 40/41N\2
i 3 1
Bo= -0+ 50| @)+ S DA
1 7 3 1 9
0o _ 4 ' _ Y n3 0\4 4 ' Y3 0412
# = |-3D"+{D'D 4D}(t1) +[ D" +5D'D 20}(%)
1 3
+ 4D’D—4D3} ()
t; = [-D"+5D'D—3D% ()% + [2D'D — 3D*| #(¢})*
1 11 7 23 3
tO _ ——p" ~D"D *DIQ—fD/DQ D4} t05
> B i 4 5 ()
1 15
+ —§D”’ . ?D”D +5D'? —32D'D* + 15D4] D)3 (t1)?
3 i Lo 33,2164}014
+ _4DD+4D DD+ 5D t9(th)4,
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i 1 4 1
ty = |-D"+ 25D”D + 5D — 23D’D2 - 25D4] (D)4
7 A7
+ |gD'D+2D + 2D"? — ?D’DQ + 15D4} (2 (t)?
: 3
+ |-D'D*+ 5D4 )", (3.125)

onde D = C'/C e C" = dC/dn. Aqui o resultado é obtido no caso de curvatura espacial
nula (k = 0).

Lembrando que AuAv = (An)? — (Az)? e usando (3.119), (3.120), (3.121), (3.122) e
(3.125), obtemos

(AuAv) ' =C (2&:22)’1 {1 + 3382 (D' = D*) (1) - D*(11)?]

4 11 1 1
+1‘€20 [ <D/// . ?D//D . D/2 + 23D/D2 - 2D4) (ttl))4
11 14 2 1
+ (—QD”D - 20/2 - 65D’D2 _ 39D4> (£011)? + <2D’D2 - 2D4> (t})‘*] } - (3.126)

Aqui, de acordo com (3.100), usamos ¥ = C'[(t9)? — (#1)?].
Usando a defini¢ao f(z +¢) = f(x) +(0f)/(0z) e algumas das igualdades de (3.125),

obtemos

1 1 1
CY2(e) 02 (—e) = 01{1 452 (=004 D) ()7 + 5 D)
1 1
+2484[ (_D/// + ;D”D + 5D/2 o 35D/D2 + 2D4> (ttl))zl

31

+ (;D”D +2D? - DD+ 6D4) (#41)? + (—D’D2 + 2174) (t})‘l} } o (3.127)

Podemos entdo, calcular o primeiro termo de (3.118) multiplicando (3.127) por (3.126);

0_1/2(77”)0_1/2(77/) 2 2¢) ! 1, R AT
—— e ) o (16m%) {1 + e [(—21) +5D ) (£9)

1 1
+2D2(t})2] + @54 [ (—4D”’ +12D"D +14D'* —16D'D + 2D4) (t9)*

22 115 31
+ (12D”D + gD’2 — TD’D2 + 3D4) (0t + (—31)’1)2 + 2D4) (t})‘*} } . (3.128)
Podemos escrever (3.128) puramente em termos de quantidades geométricas no ponto (7, ).
Uma analise bem simples de (3.104) mostra que o termo em (£°), no caso de massa nula, é

uma combinagao de R,z e Rg“? contraidos por t*t”. A mesma coisa acontece em (3.128).
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O calculo para obter o resultado final é longo, mas bem simples. Vamos apenas apresentar

o calculo para a ordem €. Podemos entdo, escrever
1 1
aRupt™t? + bRy, pt"t° = (—2D/ + 2D2> 0?2 + 5D2(t})2 , (3.129)

onde a e b s@o constantes a serem determinadas. O lado esquerdo da equagao (3.129) pode

ser escrito da seguinte maneira:

aRoo(1))? +aRy (t1)? +bRgoo (1)) + bRg11 (t1)? = (aRgo + bRgoo) (1)* + (aRy1 + bRg11) (7).

(3.130)
Por outro lado, usando Ry = 3D', Ryy = —3 (D' + D*) e R=C"* <3D’ + %DZ) em (3.130)
e depois em (3.129), obtemos

1
a=-2 e b= 3 (3.131)
Portanto, obtemos para o termo de & em (3.128),
L (g~ g tatﬁ} _ [R 47— Lps (3.132)
1872 [ R BT ol 6 ’ '

onde usamos também (3.100).

Para o termo em &2, vemos a partir de (3.104) que deve haver uma combinacao linear
dos tensores R Rysg.s, RRapgrs, RoxR7*gasdrs, R2Gapgvs, R.apdys, (OR)Japgrs, RapRys
e Rup.+s5 cada um contraido com 971719, Vamos entdo, escrever a parte de 2 em (3.128)
como uma combinagcao linear dos oito tensores com oito coeficientes que determinamos como

no caso (3.129). Para conseguir essa tarefa, usamos

9
R* = C7 9D +9D'D* + - D*|;

Roo.00 = gD”’ — 145D"D _ ‘;’D/2 + iD/D2;

Roo;11 = —iD”D + iD’D2 _ 111D4;

Ro;01 = —;D”D + iD’D2 _ :D‘l;

Roi;10 = —;D"D—;D’2+2D/D2_2D4;

Rit.00 = _;D///+411D/,D_;D/2+ZD,D2_S;D4?
Riy.n = D'D+ jD’D2 _ ;D4;

R;DO — Cil 3D///_ZD//D_3D/D2+ZD4 :
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I3 3
Ry = C'|-=D"D D‘ﬂ-
:11 75 +4 ;
OR = C? 3D”’—§D’Dz];
.
Ry*Ry = JC7'D™
! 1 1
A —1 12 ! 2 4
= —-D'"? - -D'D* - ZD*:
Ry = €[50 =3 | }
R.,R* = C72 3D’2+;D’D2+iD4};
—1 :9 12 9 !/ 2
3 9 3
— —1 _DIQ_DIDQ_D4:|
el ¢ L 2 4 4 ’

e obtemos para a parte em 2,

by

1
—— 2R Ryst Y 4+ 4 tePn—l — —R?
28807r2[ R R +akRep 51t

—R. ot tPN T — 4R s R st MO0 2 + 6Ra5;75tatﬁt)\t62_2‘|

(3.133)
Podemos entao escrever (3.128) da seguinte forma
—1/2( 1\ (=1/2 (o
= /47(TZA>(ZZA: - _167;522 " 4817r2 Ragt 757" éR}
+28257T2 2R Ryst®*t" Y7 + ARR 5t X — ;RQ
—R. gt Y — 14R s R st 1PN 72 4 6Ra5;75tat5t*t522] : (3.134)

No resto dos termos de (3.118), usamos o mesmo procedimento para obter os termos ten-
soriais mas particularmente para o argumento da parte logaritmica, paramos apenas nos

primeiros termos das expansoes, isto é:
2 0\2 1\2 22 "ot 2
AulAv =~ 4e [(tl) — (ty) } =4e c n'n~=n (3.135)

Portanto, a parte logaritmica fica sendo

AuAv g2y
In ( o ) —In <C772> . (3.136)
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Usamos também a igualdade para a fungao 1

¢<g+u>+d}(2—u>:(i_3y2)+¢( >+¢(2—V) ; (3.137)

e substituimos (% — 1/2) por —%RC’n2 (igualdade simples para se mostrar). Apds um longo

calculo obtemos em termo tensorial para o resto de (3.118),

—12R + €% (4RRast*t*N 7! — 2R,ot™°S 7" 4 20R — R?)]

< |51 2 +1w<3+ >+1w<3 )+ i
o) T % e mY) Ty I T 962
2y, 19 3R

2 —_—
~oe2 -G 2] +0(eh) . (3.138)

5767 |

[RRaﬁt%ﬁz !

Agora podemos calcular a funcao de Green renormalizada, isto é, subtraindo a funcao
de Green de DeWitt-Schwinger (3.104) da soma de (3.134) e (3.138). Nesta subtracao,
tomamos na expressao (3.104) & = 0, o caso de acoplamento nao conforme. Fazendo entao
(3.134)+(3.138)-(3.104), obtemos

1
288072m?

13
G (¢ 1) = (1—30)— (RaﬂRaﬁ + FRQ — 6DR>

14472

622 14 . )
+28807r2{ {_QRRQRW+ <20‘1’— 3) RRap — (1+10\I/)R;a,@} toPx
DT 30R
— — 50| R? 100) O opp OV 1

onde

\1;:1[111(0? >+¢( )ﬂb(—uﬂ | (3.140)

Para obter o tensor momento energia pela formula (3.56), usamos a fun¢ao de Hadamard

na forma geral
GM = ¢+ 5 [eas (11 /5) + f] + €257 [gap (t7°/5) + 7] <7 - ;m |m2a2|) (3.141)

Aplicando a férmula (3.56), obtemos [1]

= (-9 (e D) - - gorem e

1 1 1 3 1
_ng/gTéQ)o - 505 [R,u,u - ZRgp,ll + 5 (5 - 6> Rg;w:|

S T R
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onde

T,Ei) = (0[{¢: ¢1}10)

1 1 B
= — = (qu +79uw) {7+21n\042m 2@

2
I 2t,t, T
- anﬁT (glﬂ/ - ;}) - Q(,uat 251/)2 !
1 2t,t, 1 1 1
- ZT (glw + g) + ZCWV - §€uu - §fg;w ) (3.143)
e
1
T = = {01{o, by} 10) = T — Sequ - (3.144)
No nosso caso, & = 0 e portanto
1 1 1
<TMV>ren = iT;Szl/) - Zg/chgl)a + ZmQqu,C . (3.145)

Comparando (3.139) com (3.141), temos no nosso caso

R 1 13R?
= 1-30)— ———— | R*’R, —60R| 3.146
= T )~ 380w ( s+ ) (3.146)
! { 2R Ryy + (20\1/ 14) RRuy — (1+10W) R } (3.147)
€aB = T4y — 5 af e ) .
77 288072 A 3 ’ o0
1 57 30R
=— || - 5@) R+ (64 10V)OR+ R Rop — — | 3.148
/ 288072 l(lQ +(6+ ) * 0172] ( )
e
dap =0 r=0 . (3.149)
Devido ao fato que tomaremos a massa igual a zero no final, usamos para simplificar,
R.,.
= — 1—-37) | 1
o = 2% (1~ 30) (3.150)
e no produto imQQWC apenas
1 13R?
=——— (R*R, —60R| . 3.151
© T T 2880m2m? ( st > (3.151)
Usando (3.150), (3.151), (3.147) e (3.148) em (3.145), obtemos
_ v 2 Rg,.
<TW>ren = T 1159:2 (4R;/w —40Rg,, +4RR,, — R gw) - W
1
—— =1 L+ 2880Rg,, + 24R,, R?
+ 591202 ( 681, + 2880Rg,, + 24R,, 1R,

— 12R**R.pg,, — 64RR,, + 63R29W> : (3.152)
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Substituindo (3.140) em (3.152), temos

| 1, 5
Todren = ~isges (2 = 20800+ 2B, = 3R, o <0n2m2>
! (QR 90Rg,, + 2RR,, — - R ) " (3 + )
A Gpo wr = A G 2 Y

3 1
S ——_( — 168R,,, + 2880Rg,, + 24R,, R
+1h (2 ”)] +69120W2< 68R ., + 2880Rg,, + 24R,, RS

Ry

- oG (3.153)

—12R*’Ropg, — 64RR,, + 63R29W>

E facil ver que as duas primeiras expressoes entre parénteses em (3.153) sdo dadas por (3.51).

Podemos entéo escrever (3.153) como

M 5 Wp 3 3
() e o3 4) 4 (30)
Tiwlren = ~ {1557 n<0n2m2> Tl MUY R T

———| —168R.,, + 2880 24 o

+oo13 0772( 68R ., + 2880 Rg,, + 24R,, R

—12R**Ropg,, — 64RR,, + 63R%g,, | — B (3.154)
a . . 19272Cn?

Agora vemos que quando fazemos a massa igual a zero, (3.154) apresenta uma divergéncia no
termo logaritmico. Por isto introduziremos um parametro arbitrario u que tenha a dimensao

de inverso da massa de modo que possamos escrever

by Y u?
1 _(1 1 2.2
WH,, In (Cn2m2> =W H,,In <0n2> —O HyyIn (m?p?) (3.155)

Na verdade, qualquer termo em (3.154), proporcional a () H w com coeficiente infinito deve
ser removido para o lado esquerdo da equagdo (3.50), para renormalizar o coeficiente A;.
Mas uma condi¢ao para isto é que esse coeficiente deve ser sem dimensao. No caso de
In (ﬁ), temos o inverso da massa e portanto nao podemos remover desse jeito. E por
isto que introduzimos o parametro p que entao deixa In (m?u?) sem dimensao mas divergente
no limite de m = 0.

Para terminar o processo de renormalizacao, vamos entao remover o termo
W H,, In (m?u?) que diverge no limite m — 0 para o lado esquerdo da equacio (3.50).

Finalmente o tensor momento energia renormalizado fica
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WH Ny OH 3 3
= () e o (342) o3 )
Tiwlren = ~ {155 n<0n2) e (V2 V) T Y

1

——_( —168R.,, + 2880 24R,, R°
+ 6912%2( 68R.,,, + 2880 Ry, + 24R,, R,

Ry

- Toarcnr (3.156)

—12R*’Ropg, — 64RR,, + 63R2g,“,>

Esta expressao pode ser escrita em termos do fator de escala através de D e C usando as

expressoes da pagina 55 e

2
Oy = C [—QD”D + gD’Q + ;D‘*} (3.157)
@H, = Cc! [GD”’ —3D"D + 2D’2 —9D'D* + ZD“} (3.158)

3.2.4 Anomalia de traco

A anomalia de traco é o fato de obter um trago do tensor momento energia quantico renor-
malizado diferente do trago do tensor momento energia classico.

Quando usamos (3.5) com a condigdo £ = 0, temos
T = 8,000 — 2m2® . (3.159)

Note que mesmo que a massa seja igual a zero, o tra¢o (3.159) nao é nulo. Mas focamos

aqui nossa atencao no comportamento quantico e classico do termo —2m?2¢?

na expressao
do trago (3.159) no limite de massa nula m = 0 na expressao do trago. Nao detalhamos os
calculos em relacao ao segundo termo. E muito facil observar que no limite de massa nula,
o termo —2m?¢? nao tem nenhuma contribuicao na expressao do tensor momento classico,
ou seja, este termo desaparece no limite de massa nula. Ja na expressao do tensor momento
energia renormalizada (3.145), vemos que o limite de massa nula fornece uma quantidade
finita nao nula para a parte que depende da massa. Isto fica claro no produto —2m?¢? de
(3.159), substituindo ¢? pela fungao de Green renormalizada (3.139). Em (3.139), existe
um termo inversamente proporcional ao quadrado da massa, que, no produto com —2m?

fornece o termo finito

1 13R?

144072

(RaﬂRaﬁ + — 6IZ|R> , (3.160)

que, no caso classico, é nulo.
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Esta parte que dependente da massa no tensor momento-energia quantico tem uma
contribui¢ao nao nula no limite de massa nula: isto é chamado de anomalia de trago. Note
que a anomalia de trago mais conhecida na literatura é a anomalia conforme que corresponde
a quebra de simetria observada no caso classico. Neste caso, o acoplamento é £ = 1/6 e
classicamente o traco é nulo no limite de massa nula mas apés a renormalizacao, o trago se
torna nao nulo. Em todos casos o significado que damos & anomalia de tracgo é principalmente

a diferenca que aparece entre os tragos classico e quanticamente renormalizado.

3.2.5 Renormalizagao pela regularizagao n-wave

Esta ¢ uma modificagdo da técnica de Pauli-Villars [25]. Cada "onda" individual com uma
dada massa e um vetor de onda k é associada com uma n-onda (n-wave) com uma massa e
o vetor de onda acrescentados, nm e nk e uma amplitude decrescida y/n vezes. Na verdade,
quando a quantidade T}, (k, m) é expandida em poténcias de k2, surgem trés divergéncias: a
quartica, a quadratica e a logaritmica. O tensor momento-energia Téﬁ)(k, m) do n-wave, sua

% sdo subtraidos do T, (k,m) das particulas

primeira e segunda derivadas com respeito a n~
fisicas sob a consideragao que a integral [ k%kTJf”(k, m) convirja, e ai a transi¢ao limite

n — 0o é tomada.

(O T 10, = [ Ty (ke )k (3.161)
0
onde
ren _ s 201 o0 1
T;M/ :nh—{{olo T/u/(k‘,m)_pz;)p'a(nz)p [nTw(nk,nm)} (3162)

O acréscimo de nao s6 m mas também de lg, facilita substancialmente o procedimento.
Assim, como T}, as quantidades T, ;SZ) sao construidas a partir das solugoes da equagao de
onda; daf, cada uma das quantidades satisfaz a lei de conservagao 7", , = 0. A quantidade
renormalizada T/ satisfaz identicamente a lei de conservagao.

No préoximo capitulo, usaremos a técnica n-wave para regularizar o tensor momento
energia nos universos radiativo e de de Sitter e especialmente numa anélise dos efeitos
quéanticos perto da singularidade do tipo I (big rip). Os resultados serdo comparados aos

resultados que obtivemos usando a técnica de separacao de pontos.je s



Capitulo 4

Producao de particulas em um universo
em expansao com um fluido de energia
escura

4.1 Introducao

As observagoes indicam que nos estamos hoje em uma fase inflacionaria ja que o universo
esta em aceleragao [5,6]. Assim, o mecanismo de produgao de particulas deve desempenhar
ainda hoje um papel muito importante. A criacdo de particulas, pode por um fenémeno
de contra reacao, alterar a evolucao futura do universo. A contra reacao devido aos efeitos
quéanticos ja foi estudada no caso da constante cosmologica [26]. Particularmente, tais
contra reacoes devem ser importantes se o universo é preenchido pelo fluido fantoémico, ja que
classicamente, nestas situagoes, o universo evolui para uma singularidade futura chamada big
rip. Sabemos que os dados observacionais favorecem o cenario fantémico hoje [4]. Um fluido
fantomico tem varios comportamentos especiais. Em cosmologia, um universo dominado por
um fluido fantémico desenvolve uma singularidade futura que ocorre num tempo finito no
futuro [27]|. Neste capitulo, vamos determinar o ritmo de produgao de particulas quando
o universo é preenchido por um fluido cuja equagao de estado é p = ap. Vamos adotar o
cenario simplificado, sem levar em consideragao as diferentes fases de transicao que ocorrem
no universo real. O célculo seré feito para o campo escalar sem massa e minimamente
acoplado, para o qual a equacao de Klein-Gordon correspondente seréd resolvida. Através
da quantizacao do campo, o ritmo de produgao de particulas serd determinado usando

as transformagoes de Bogoliubov. O ritmo de producao de particulas serd determinado
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exatamente para qualquer valor de a. Uma comparagao serd feita com a densidade de
criacao de particula e a densidade de energia do fluido para analisar o efeito de contra
reacao. Os calculos para a densidade de energia de criagao de particulas serao feitos usando
o corte no limite da escala do Planck em um primeiro momento e depois a técnica de

regularizacao n-wave.

4.1.1 O modelo cosmolégico do fluido perfeito

Usando (2.42) com k = 0 e¢ também (2.75), a métrica de (FRW) que descreve o espago

tempo plano a dimensao quatro, escrita em termos do tempo conforme é:
ds* = a*(n) {dn2 —do* — dy* — dzﬂ . (4.1)
Com esta métrica, as equagoes de Einstein (2.50) e (2.51) ficam sendo:

(a)?  8rG

(4.2)

2% = —87Gpa® (4.3)
a

A densidade de energia p e a pressao p obedecem a equacao de estado barotropica (2.54).
O fato de que a velocidade do som neste fluido deve ser igual ou menor que a velocidade da

luz, implica que o < 1. Das equagoes (4.2) e (4.3), obtemos

2
14 3«

a(n) =agln|” , B (4.4)

Usando o fato de que o universo estd se expandido e também a relagao entre o tempo
conforme e o tempo coésmico, dada por (2.75), podemos determinar os intervalos para o
tempo cosmico e o tempo conforme para diferentes valores do parametro a.

Se a > —1/3, o tempo evolui tal que 0 < n < oo (0 < t < 00). Para o < —1/3, o
intervalo é —oco < n < 0_, significa que 0 < t < oo quando —1/3 > a > —1; mas para
a < —1, este intervalo de 7 corresponde a —oo <t < 0_.

O 1ultimo caso representa um universo dominado por um fluido fantémico: o fator de escala
vai para infinito quando n — 0_ (¢t — 0_).

O aspecto importante das solugoes descritas acima é o comportamento do raio de Hubble.
O raio de Hubble é dado por rg = cH~', onde H ¢é definido por (2.91) que em tempo
conforme é g—; Assim,

3(14a)

rg o |n|0F (4.5)
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O comportamento do raio de Hubble vai desempenhar um papel crucial nas anélises da
evolugao dos modos quanticos. Notamos que, se &« > —1/3, o raio de Hubble, com relagao
ao tempo, cresce mais rapidamente do que as distancias fisicas representadas por rpnys =
a(n)re, r. sendo a distancia co-moével. Se —1 < a < —1/3, o raio de Hubble ainda cresce
com respeito ao tempo, mas, mais lentamente do que as distancias fisicas, que é a chave
da solucao inflacionaria do problema conhecido das condi¢oes iniciais no modelo padrao
cosmolégico. O que é mais importante para as nossas proximas analises é o caso a < —1
(o caso fantdmico), em que o raio de Hubble decresce com respeito ao tempo e, quando
aproximamos da singularidade inicial (n — —o0), todas as distancias fisicas estao contidas
no raio de Hubble, ja que ele diverge na singularidade. No6s vamos explorar esta propriedade
do modelo fantémico para estabelecer mais tarde o estado do vacuo inicial.

O escalar de Ricci (2.73) tem , no caso plano (k = 0), a forma

R=—6— o |n| % | (4.6)
a

E facil de verificar que a curvatura quadridimensional vai assintoticamente para zero quando

a > —1. Mas, se a < —1, a curvatura ¢ inicialmente nula e diverge assintoticamente.

4.1.2 A quantizagao do campo escalar no modelo plano de FRW

A densidade lagrangiana que descreve o campo escalar massivo ¢ acoplado com o campo
gravitacional é dada por (3.4) e a equagao de Klein-Gordon (3.3). A quantizagdo do campo
escalar no espago-tempo curvo deve ser feita pelo método canénico. Escolhe se primeira-
mente uma folheacao do espago-tempo em hipersuperficies do tipo espaco. Seja > uma
hipersuperficie particular com o vetor unitirio n* para um valor constante da coordenada
temporal t. A derivada de ¢ na direcdo normal é ¢ = n*d,p, e o momento candnico ¢é

definido por

e
i

Impomos a relacao de comutagao candnica

™

[¢(f, t),?T({Z"/, t)] = Z.(53(5’:_ f/)>

onde 63(Z — ') ¢ a funcao delta na hipersuperficie com a propriedade

/53(93 _ 7 =1
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Seja {¢r(z)} um conjunto completo de solugoes com freqiiéncia positiva de (3.3). Entéao

{#5(x)} é o conjunto completo de solugdes com freqiiéncia negativa, e {¢g(z), 5 (x)} formam

o conjunto de solugoes em fungao das quais podemos expandir qualquer solugao de (3.3).
Nesta subsecao vamos tomar, £ = m = 0.

Podemos escrever o campo escalar ¢ na forma

o0, 7) = [ d* [ezon (0,7) + oy, (n.7)] (47)
Além disto, redefinimos as fungdes ¢y, (7) como
- - e Xk(n)
o (n,7) = (2m) P/ e'FT : 4.8
4 (n,7) = (27) - (4.9
Usando a métrica plana de Robertson-Walker, a equagao nao massiva de Klein-Gordon
se torna,
/
"t 2%¢; YR, =0 . (4.9)
Inserindo (4.8) em (4.9), obtemos
" 2 a”
W+ (1) um=o . (1.10

Usando a expressao do fator de escala (4.4), a equagdo acima torna-se

Bs

w2 = 0D = (a.11)

Esta é essencialmente a mesma equacao que traduz a evolugao das ondas gravitacionais num
universo em expansao [28].

Esta equacao admite solugoes na forma das fungoes de Hankel:
1 1
Xk () = C?2 [AkHél)(k‘lnl) + Bqu@)(klnl)] ca=ly=0l (4.12)

onde H ,2172) sao as funcoes de Hankel, C' é a constante ligada com o parametro da equagao
de estado «a e com ag, enquanto (A, By) sao as constantes fixadas normalizando os modos.

Para fazer isto, vamos usar o Wronskiano
44
zHéQ)(z)azHél)(z) — zHél)(z)azHéz)(z) =— - (4.13)

Impondo a ortonormalizacao dos modos, obtemos:

A = |B=1 . (4.14)
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A funcdo xj(n) torna-se (para uma fase arbitraria e fixando convenientemente a constante

o),
xen) = Y2 (A HY Fnl) + B B (k) ) (1.15)

Esta solucao ja foi estudada em [30], mas com o ponto de vista do modelo cosmologico
primordial especialmente na fase de de Sitter. A solucao final, para o caso de campo escalar
¢ 1 1

o017) = Gy, / &k {epxi(me™™ + chyi(me 7} (4.16)
com xj, dado por (4.12).

A equagao de movimento para xx(n) é obtida do lagrangiano

1 / 7\ 2
£z{x’2—kzx2—2axxl+ (CL) Xz} . (4.17)
2 a a
O momento conjugado é
oL
Assim, o Hamiltoniano é
1 a
H = 5 {p2 + k22 + 2axp} . (4.19)
Depois da quantizagao, os operadores x e p satisfazem a relacao de comutagao
opl=i . (4.20)

As expressoes para os operadores criacao e aniquilacao, b' e b respectivamente, com

respeito ao Hamiltoniano (4.19), podem ser determinadas. Para fazer isto, vamos escrever:

1 [k
X:ﬁ(b+bT) : p:—Z\/;(b—bT) : (4.21)

Estes operadores satisfazem a relacao de comutacao

bt =1 . (4.22)
O Hamiltoniano torna-se
H = kbb+ o ()bl + o™ (n)b? + ;(k + C;/) , (4.23)

onde a funcdo de acoplamento ¢ dada por o(n) = ia’/2a. Usando a ordem normal

CH=H—(0[H|0) | (4.24)
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obtemos
H = kb'b + 0(17)bT2 +o*(n)b* . (4.25)

Vamos usar a representacao de Heisenberg para a qual os operadores variam com o
tempo e os estados ficam fixos. Para podermos passar da representagao de Schrodinger para
a de Heisenberg vamos reescrever formalmente o Hamiltoniano (4.25) como a soma de dois

Hamiltonianos H; e Hs com a mesma frequéncia (veja a referéncia [29] ):

Hi = kblby + o)} +o" ()b (4.26)
Hy = kbibs + o ()b’ + o* ()b . (4.27)

Dai, o Hamiltoniano torna-se
H =k [bby + bba + o () {bf + bﬂ +ot(m) [ +0E] (4.28)

Vamos agora definir dois operadores aniquilagao com momentos k and —k:

b1 - ZbQ bl + Zb2
Cﬁ. f— s C o 429
N =T (4.29)
O Hamiltoniano, agora deve ser escrito em termos dos novos operadores:
H = kCL*CE + kci’;c_g + 20(7])0%031z + 20" (n)cge_p - (4.30)
Os novos operadores obedecem as seguintes equacoes:
dCE .
di'r] = —1 |:CE7 H:| s (431)
dct.
ko At
o= [25%1 (4.32)
Usando (4.30),(4.31) e (4.32) obtemos:
dc; , a i del. , a
CT; = —ikcp + PR d—; = zkcj2 + PR (4.33)
cujas solugoes podem ser escritas como
cp(n) = ur(n)cg(0) + vp(n)e’ L(0) (4.34)
ck(n) = ui(m)ek(0) + v(n)e_¢(0) (4.35)

onde c;(0) e 02(0) sao os valores iniciais dos operadores cj(n) e 02(77)’ respectivamente.
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Avaliando (4.34) a n = 0, obtemos:
c7(0) = u(0)cz(0) + vk (0)c! -(0) (4.36)

que condiciona ux(0) = 1 e vx(0) = 0. Devido ao fato que [c,g(n),cq(n)} = 1, podemos

[ur(m)eg(0) + ve(m)e (0) ,  wp(m)ek(0) + vp(m)e_p(0)] =1 (4.37)
que resulta em

ue()|* = [oe(m)]* =1 (4.38)

Esta ¢ a condi¢ao de normalizagao. Usando (4.33), (4.34) e (4.35) temos também as relagoes

duy, ("7) a

T —tkur(n) + —up(n) (4.39)
dv;(?n) = —ikvk(n)—l—%u’;(n). (4.40)

A soma (ug + vj) satisfaz a relagao

(up +v5)" + <k2 — ;) (up +v;) =0 . (4.41)
De (4.10) e (4.41), temos
Xk(n) = ur(n) +vp(n) (4.42)
Usando finalmente (4.42), (4.39) e (4.4), obtemos
1 :
v (n) = [2 + 2227] Xk(n) — ;kaé(n) : (4.43)

que serd usada mais tarde para calcular a densidade de particulas criadas.

4.1.3 Estado de vacuo inicial e criacao de particula

Ja que Ay, e By, sao fungoes arbitrarias de k que devem satisfazer a condigao (4.14), podemos
impor By = 0 [30]. Isto fixa nosso estado inicial como sera descrito nas seguintes linhas.
Mas, como veremos mais tarde, esta escolha permite fixar sem nenhuma ambiguidade o
estado inicial (o estado de vacuo de Bunch-Davies ) para o modelo fantémico.

Injetando as solugoes (4.15) com as condigoes By, = 0 e (4.14) em (4.43), obtemos

v () = @ (HD (klnl) = iHE (k)] (4.44)
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Assim,

mn
on ) = L0 [l 2 )+ A
i (HO ) HE2: 1) = L D 2 ) | (4.45)

Esta expressao fornece o ritmo de producao de particulas. A expressao tem os seguintes

comportamentos assintoticos :

1 1 1 klp[\*2
k 5 2 ? <) (44
=0 . a<y (>3 = lumP - (" C(446)
Kl — 0 T e (4.47)
e = — — — - . .
1 475 T3 vk Sk
1 1 , 1 kmyﬁq_
Hil=0 . g>5 a<3) = P -g(5) @4
1
Kol —oo o Vg = Jum) =5 (4.49)

Das expressoes exatas acima, combinadas com seus comportamentos assintoticos, é facil

ver que o nimero total de particulas criadas a um tempo determinado 1 obtido pela integral
N = [@kumP? (4.50)

diverge. Em geral, esta é a conseqiiéncia da divergéncia ultravioleta (k — oo) e da infraver-
melha (kK — 0) exibindo a fraqueza da analise. Entretanto, uma divergéncia dessas deve
ser encarada com muito cuidado. Se a > —1/3, momento em que o universo esta sempre
desacelerado, esta divergéncia reflete o fato de que nao hé um estado inicial natural: num
universo desacelerando em permanéncia, todos os modos estao inicialmente fora do raio de
Hubble, e a aproximagao minkowskiana nao é valida no passado. Para —1/3 > a > —1,
o cenério inflacionéario habitual, tem também as divergéncias infravermelha e ultravioleta,
mas indo para o passado, todos modos entram no raio de Hubble. Assim, a aproximacao do
espago-tempo plano local é possivel no passado infinito. Entretanto, para um comprimento
de onda muito grande, esta condicao é satisfeita muito perto da singularidade. Portanto,
para fixar o estado de vacuo inicial, o modelo inflacionario necessita dois cortes, um no
regime infravermelho e outro no regime ultravioleta. No regime ultravioleta o corte é bas-
tante natural: este é a escala de Planck, da qual a teoria quantica completa deve ser usada.
O regime infravermelho é muito arbitrario e depende especificamente do modelo.
Finalmente, a situacao para a < —1 ( o caso fantomico) é muito claro . Neste caso, ja

que o raio de Hubble decresce em relagao ao tempo, todos modos estao inicialmente nele
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antes da singularidade futura (veja Fig 4.1). Nao é preciso o corte infravermelho, como foi
discutido na referéncia [30]. Por outro lado, o corte ultravioleta é ainda necesséario no caso
fantomico e reflete a habitual divergéncia no limite de pequeno comprimento de onda que
aparece geralmente na teoria quantica dos campos. Como no caso inflacionario habitual,
o corte especifico pode ser usado neste limite ( por exemplo, a escala de Planck), ou um
procedimento de regularizagao pode ser usado, como foi discutido na referéncia [1|. Este
corte pode ser aplicado, por exemplo, impondo A = f (k:)e_ﬁ, f(k) sendo uma funcao
finita de k.

Todo esquema descrito acima é modificado pelo k& — k., devido ao fato que estamos
tratando de uma teoria efetiva, mas fica inalterada para k¥ << k.. Em qualquer caso, a
introducao do corte nao deve mudar nosso resultado, quer dizer aqueles modos tais que
k<< k..

Para o caso fantomico, o estado inicial com Ay = 1 e By = 0 representa o estado de
vacuo auténtico, o vacuo de Bunch-Davies (veja [30] onde é mostrado explicitamente que tais
estados nao tem ambiguidade para a < —1). Para as expressoes assintoticas acima, pode
ser verificado que a produgdo de particulas é inicialmente exatamente igual a zero ( para
qualquer valor de k ) para o caso fantémico. Fixando o modo, podemos ver também das
expressoes assintoticas que a producao de particulas diverge quando o big rip se aproxima
n — 0_ (veja Fig 4.2).

No cenario fantémico, o futuro assintotico ocorre no tempo finito. Assim, a produgao
de particulas deve mudar o estado final; em particular, deve levar ao impedimento do big
rip. Isto deve acontecer desde que a equagao de estado das particulas criadas, para um
campo sem massa, seja dada por p; = ps, e podemos esperar que o fluido fantémico nao
poderé ser o componente dominante. Contudo, isto nao é o caso. No cenario fantémico,
a densidade de energia associada com o fluido cresce quando o universo se expande. Mas,
para avaliar o efeito de contra reac¢ao, poderfamos calcular a densidade de energia associada
com as particulas criadas durante a expansao. A densidade de energia correspondente a

essas particulas é dada por

ps = (01T [0) (4.51)

que é o valor esperado no vacuo da componente temporal do tensor momento energia do
campo quantico. O calculo dessa densidade de energia foi feita em [31] (veja também [1,3]).

Apos adaptacao das nossas convencgoes, a densidade de energia fica sendo



71

pa=1— /0 k*dk {X%Xk/ - a[xkxk’ + kaﬁc} + LLQ + kﬂ Xka} . (4.52)

De (4.15), com By = 0,

1 s
~——exp |t | k|ln| — — — )}, uando — 00, 4.53
Xe~ p[ ( =5 =3 q ] (4.53)

e é muito facil ver que recuperamos a expressao habitual da densidade de energia de particu-
las criadas, com uma divergéncia quartica (assim precisamos de um corte). Mas, quando o

big rip se aproxima (|n| — 0), a solu¢do se torna
i~ F(Q)k“I('m)B , B<0 (4.54)
NZS 2
para o < —1/3
Inserindo (4.54) em (4.52), é facil ver que neste limite, a densidade de energia de criagao
de particulas vai para zero. Assim, a influéncia de criacao de particulas é assintoticamente
irrelevante, e a contra reagao é ineficaz para o impedimento do big rip. Esse comportamento
estd ilustrado na Fig 4.3.

O caso particular « = —1/3 deve ser estudado separadamente. Em fun¢ao do tempo

conforme, a solu¢ao neste caso fica sendo
a(n) = age™ (4.55)
onde ag e \ sao constantes. A equacao de Klein-Gordon se escreve agora,

Xk"(n) +D?xk(n) =0, (4.56)
com
D*=Fk* -\ | (4.57)

Nzo ha nenhuma propagacao dos modos quanticos se D? < 0. Entretanto, para D? > 0,

a solucao se torna
Xi(n) = xoe 7" . (4.58)

A normalizagao implica que

N|=

Yo = (2D) (4.59)
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Usando as expressoes (4.58) e (4.42), obtemos
1 1 D A
Vi) = = —— 1——1—2’}
W) =5 D {

’ ? (4.60)
Neste caso, particulas sao criadas com um ritmo constante durante toda a evolucao do
universo, para os modos que estao dentro do raio de Hubble, enquanto nenhuma particula
¢ criada para os modos que estdo fora do raio de Hubble. E importante notar que neste
caso, um modo que inicialmente esta dentro do raio de Hubble fica sempre dentro. E facil
ver que a densidade de energia de um dado modo s6 depende de k. A densidade de energia
decresce quando o universo se expande devido ao fator a? na expressao (4.52), que também
vai zerando assintoticamente.

Vimos que um universo preenchido por um fluido fantémico pode apresentar o big-rip.
Mostramos também que a densidade de energia associada a produgao de particulas vai
para zero quando o tempo do big-rip se aproxima. Assim, a contra reacao da producao de
particulas nao é efetiva para impedir o big rip no caso de um campo escalar sem massa. A
razao fundamental desse resultado é que os célculos foram feitos introduzindo o termo de
corte na escala de Planck para evitar a divergéncia ultravioleta.

Ao deixarmos de introduzir o termo de corte, o resultado provavelmente sera outro. E
isto que vamos investigar na proxima se¢ao em que, em vez do corte, usaremos uma técnica
de regularizagao (n-wave) para calcular o tensor momento energia quantico no mesmo caso

de campo escalar sem massa e sem acoplamento.
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ancias

Crist

Figura 4.1: A evolugao do fator de escala em fungao do tempo (linha cheia), do raio de Hubble (em tragos e pontos) e do
modo fisico (em linha tracejada) num modelo fantémico com o = —3/2.
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Figura 4.2: Comportamento da produgao de particulas com o modo k =1 e « = —3/2 quando o big rip esta aproximado.
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Figura 4.3: Comportamento da densidade de energia com o modo k = 1 e @« = —3/2 quando o big rip esta se aproximando.
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4.2 Efeitos quanticos perto do big-rip com regularizacao
n-wave

O problema de producao de particulas no universo de Friedmann foi analisado na secao
anterior. A anélise desse problema mostra que o tensor momento energia para o campo
escalar se torna divergente no limite ultravioleta. Assim, um processo de regularizagao tem
que ser usado. No caso de espago-tempo, a tarefa nao é facil. Na secao passada, introduzimos
o corte ultravioleta conectado com a frequéncia Planckiana. Nesta se¢ao, vamos regularizar
o tensor momento energia para um campo escalar sem massa usando o método de n-wave que
¢ bem conveniente para um universo isotrépico. Porém, isto parece nao satisfatorio devido a
existéncia da divergéncia logaritmica no limite ultravioleta. Propomos uma técnica de corte
para completar a resolucao desse problema e obtemos um tensor momento energia finito.
Veremos que, usando a expressao regularizada, a densidade de energia associada aos efeitos
quanticos diverge perto do big-rip, e pode se tornar a componente dominante da energia,

alterando o estado final do universo.

4.2.1 O problema geral de regularizacao

A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)(4.1) descreve um universo
espacialmente plano. Se o universo é preenchido por um fluido perfeito barotrépico, com a
equacgao de estado p = ap, as equacao de Friedmann sao (4.2) e (4.3).

A equagao fundamental para um campo escalar sem massa no espaco de (FLRW) é,
Qb;,u;“ = 07 (461)

onde (;) denota a derivada covariante. Usando a métrica de FLRW e fazendo a decomposigao

de Fourier, esta equagao se reduz a seguinte equagao de modo k:
a/
w+ 2E¢; + K¢ =0 . (4.62)

As expressoes gerais para a energia e a pressao do campo escalar quantizado sao dadas pela

seguintes expressoes:

o= [+ Raoiar (4.63)
=y [ {oi - ’quk*}mk . (4.64)
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Essas expressoes podem ser escritas como
[e§) 1 " .
b = /0 K Epdk, Ey— a2{¢'k oy l{;Qqﬁkngk} , (4.65)
o 2 1 AN k2
p = A k2 Py dk, f@:(ﬁ{¢k¢k—:fm¢w} . (4.66)

Em geral, as expressoes acima para a energia e a pressao contém divergéncias quértica,
quadratica e logaritmica no limite ultravioleta, enquanto elas sao regulares no limite in-
fravermelho, pelo menos quando o < —1/3. Para eliminar essas divergéncias, vamos usar
o método de n-wave descrito na referéncia [13]. Essencialmente, esse método consiste em

subtrair os termos divergentes obtidos expandindo Ej e P, em poténcia de k=2

1

Eg”:l%-iﬁ-E;—iEg , (4.67)
1
mwzm—ﬁ—m—#f, (4.68)
onde - op P
D k D __ k
Bi=tn go=y o b=y (4.69)
com as definigoes,
1 1
E} = —Ex(nk) , P! = —P(nk) . (4.70)
n n
Fica mais conveniente exprimir as derivadas como
3
of _ _on of _ _nm0f (4.71)

d(n=?)  d(n2)dn 2 0n

e consequentemente para as derivadas de ordem elevada, f sendo ambas Ej ou P,. Assim,

obtemos:
af B ndof
5T~ "2am (4.72)
o*f 3 sOf nb 9% f
o2y~ 4" on " 4 on? (4.73)

E necessario usar as seguintes expressoes para as fun¢oes de Hankel no limite de grande

valor do argumento:

{P(V, x) +iQ(v, x)}eix ; (4.74)

{Pw ) —iQ(v, x)}e‘ix : (4.75)



78

onde y = [m— <V+é)72r} e

I G € z)((;; —B)(t-49) W
Q,z) = g(_mﬂéi’;;}) e

(WA 1)<43V!2(8; )93)(41/2 -2) | -
RO e (4.78)

KT(1/2+n — k)

Vamos considerar quatro casos particulares, o caso radiativo e o caso de de Sitter, o

caso de inflacao geral e o caso fantomico.

4.2.2 Caso de fluido radiativo

Vamos considerar agora o caso particular do universo plano dominado pelo fluido radiativo.
Ja que o fluido radiativo é conformalmente invariante, e o universo é isotrépico e homogéneo,
devemos esperar que o ritmo de producao de particulas seja zero, como é mostrado na
referéncia [13] (veja também [17]).

Para um universo radiativo, o fator de escala é a = agn. Assim, a equagao (4.62) se

torna agora,

/
"+ 27 +k¢=0 . (4.79)
n
A solugao geral é
i (kn—Fk-&) ci(kn+k-2)
o= cl(k)T + CQ(k’)T ) (4.80)

Obtemos o véacuo inicial de Bunch-Davies, definido pelo estado fundamental de um oscilador

harmonico, se, por exemplo,

1
cl = %, Cy = 0 . (481)
Agora a densidade de energia e a pressao sao,

1 oo 1) k 1 oo 1) k
= [T }dk - {2k2 }dk 4.82
P 2a? /0 { * n?J n? 2a2 Jo * n?Jnt ’ (4.82)

1 foo(2 1) k 1 o2 1) k
S G e }dk - {k2 }dk; . 4.83
b 2a? /0 {3 * n? ) n? 20 Jo 13 i n? ) nt (483)
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Essas expressoes para a energia e a pressao obedecem a lei de conservagao,

/
p'+3%(p+p):0 . (4.84)
De (4.65,4.66), obtemos:

1) 1
B, = {o1? } , 185
g { +772 kn* ( )

2 1y 1
P, = {Zk? } . 4.86
F {3 +'r]2 kn* ( )

Nas expressoes da densidade de energia e da pressao, tém as divergéncias quartica e
quadrética. Mas, nao ha a divergéncia logaritmica.

Para darmos sentido as expressoes da densidade de energia e da pressao, vamos usar o
procedimento de regularizagio descrito na subsec¢ao 2. Usando as expressoes para F} e PY.

obtemos as seguintes relagoes:

E,S:2:4, E,izk‘;ﬁ, E}=0 (4.87)
Pg:i;’ b, 21;776, Pi=0 (4.88)
Assim, temos,
E" = E,—E}—-E} — ;E,i =0 , (4.89)
Pl = P,—P) - P} - ;P,f =0 . (4.90)

Consequentemente, a expressao inicial para a densidade de energia diverge mas, apos a
regularizacao, ela se torna igual a zero, de acordo com o fato de que nao hé producao de
particula durante uma fase radiativa. Note que a equagao (4.79), apds a redefinigdo ¢ = %,
toma a forma

&' +k¢=0 . (4.91)

Dessa expressao, fica claro que nao poderiamos esperar nenhuma producao de particula
desde o comeco.

Mas o resultado nao é o mesmo para a polarizacao do vacuo. A razao para isto é bem
simples. Explicaremos isto detalhadamente no caso de de Sitter, onde a mesma situacao

ocorre.
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4.2.3 A fase de de Sitter

Numa fase de de Sitter, que resulta da equacdo de estado p = —p (a = —1), o fator de

escala é dado por

1
a=—= . 4.92
., (4.92)
A equagao de Klein-Gordon fica,
¢/
¢ =2+ kp=0 . (4.93)
n
A solucgao é,
6 =/ {er H) (k) + 2 HM k) | (199

Note que, a partir de agora, fizemos a substituicao n — —n, para evitar de estar repetindo
o moédulo do valor do parametro original 7, que é definido na parte negativa do eixo das
abscissas.

A condigao inicial é imposta a 7 — oo, onde

2 ‘ .
¢ =n*? k{@ k=) 4 ¢ e_z(k”_”)} : (4.95)
TRT)

Podemos obter o estado de vacuo inicial de Bunch-Davies se

o = —\f, =0 . (4.96)
Assim, temos a solucao final
¢ =n*2c; Hyjy(kn) . (4.97)

Esta solucao, que corresponde ao estado de vacuo adiabatico, implica que nao ha producao
de particula, veja [1]. Tem outras escolhas possiveis e o uso de outro sistema de coordenadas,
que correspondem ao recobrimento do espago-tempo de de Sitter, que deve implicar outro
estado de vAcuo inicial [1,18,23]. E suficiente nos limitarmos ao vacuo descrito por (4.97).

Usando as relacoes de recorréncia para as fungoes de Hankel

2
HG) + HED () = THD()

v—1
z

dH} (2)

2 1,2 :
) 1)(2) - H£+1)(Z) =2 dz ;
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= () - CHPG)
z
dH(1’2) (Z) (1 2) 14

v —_ _ ) *H(LQ)

dz v+1 (Z> + P v (Z> )

obtemos as seguintes expressoes para a densidade de energia e a pressao:
p = drcin’ / k4{H1(})2(kn) H{7)(kn) + Hy))(kn) Héfi(kn)}dkr : (4.98)
1
p = anciip [ R H ) B o) — SHM o) B O bk (4.99)

Essas expressoes contém as divergéncias quartica e quadratica como no caso radiativo, de
novo sem a divergéncia logaritmica. De fato, essas expressoes podem ser simplificadas

usando as seguintes formas assintoticas, quando x — oo, para as funcoes Hankel:

1 . 2 iz 2 . 2 iz
H{)(x) = —iy| =€, Hl(/i(:c)zm/%e : (4.100)

T

Hé})z(x):—\/g{u } : Hé%(a:):—\/z{l—;}e_” . (4.101)

Com essas expressoes para as fungoes de Hankel, a expressao para o campo escalar toma a

5 ‘
b= "3/26“/7rkn [1 + k‘n} ik (4.102)

Consequentemente, as expressoes para a densidade de energia e a pressao se reduzem a:

) = ?7/ k3{2+(kn) }dk : (4.103)

p = 701774/ l{;3{2—(kn>}dk; . (4.104)

Vemos que as divergéncias usuais, quartica e quadréatica aparecem no limite ultravioleta .

forma

Nao ha nenhuma divergéncia no limite infravermelho. As expressoes sao similares as obtidas
no caso radiativo. Particularmente, nao ha nenhuma divergéncia logaritmica no limite
ultravioleta, nem no limite infravermelho. Por outro lado, essas expressoes sao compostas
somente de termos divergentes, e s6 podemos esperar que o processo de regularizagao os
cancele.

O procedimento de regularizacao da energia e da pressao ¢ feita com o campo quantizado.



e Regularizacao da energia.

i
B = —<2k
k 27r2{ +
oEy n?
on—2  2n2k
O*Er
k:2 — 0
on—2
No limite n — oo, temos
B = Ju B =
OE}
Ep=1 -
i
Bp=lm o T =

Assim, a energia regularizada é:

2 1 1
Ef == 4{% —2k—}
k =1 + e

kn?

e Regularizacao da pressao:

4
n o _ 1
= gt
or} _ n?
on=—2 672k
o2 Py
k2 -
on—2
No limite n — oo, temos
b= Jim 1
. oP!
= Jim 505
. 0*Pr
e = lim =55

Assim, a pressao regularizada é:

2 1 1
pren — n4{2k ok }

3 kn?

=0
1 } .
kn?n2) 7
nk o
3n2
o
6m2k
0

=0

kn?
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(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)
(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)
(4.116)

(4.117)

(4.118)
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O espaco-tempo de de Sitter tem simetria maxima, pelo menos localmente. Como
conseqiiéncia, existe vetor de Killing do tipo tempo, e nenhuma particula pode ser criada,
pelo menos para uma certa escolha do vacuo inicial, como feito em [32] - e a densidade de
energia e a pressao associadas a criagao de particulas devem ser zero. Mas neste caso, a
polarizacao do vacuo e a anomalia de trago, que podem aparecer na técnica de separacao
de pontos, é ausente. Esse resultado poderia ser esperado também, a partir da semelhanca
com o caso radiativo, como foi mostrado acima: as expressoes para a densidade de energia
e a pressao contém somente termos divergentes, como pode ser notado em (4.103,4.104).
Este resultado, que reflete a auséncia da divergéncia logaritmica, é uma consequéncia direta
do fato de ter tomado m = 0 desde o inicio. Quando a massa é levada em consideracao, a
expressao geral para a densidade de energia quantica (4.63) muda e se escreve da seguinte
maneira

1

P="3 /Om{¢/k¢/z + (K* + m2a2)¢k¢2}k2dk . (4.119)

Fica claro que, tomar a massa igual a zero desde inicio neste caso, esconde o termo
m2a?k?gr¢; que no caso de de Sitter produz a divergéncia logaritmica e também ¢ o termo
fundamental pela geragdo de anomalia de trago e de polariza¢ao do vacuo [33]. Aqui, o uso
da massa permite entao obter a anomalia de trago e também a polarizagao do vacuo mas é
importante notar que, em geral, para obter a anomalia de trago e a polarizacao, o uso da
massa diferente de zero ndo ¢ sempre necessario [34]. Mas neste caso de n-wave, é necessario
o uso da massa para obter um resultado finito para o caso de de Sitter. Quando resolve-
mos a equacao de Klein-Gordon com massa no caso de de Sitter, a solucao se apresenta na
forma de funcao de Hankel. Na ordem dessa funcao, esta presente a massa que deve ser
multiplicada pelo parametro de regularizagao n na técnica de regularizacao. Para eliminar
o parametro n, faz-se o limite (n — 00). Nao levar a massa em consideragao desde o inicio
parece fazer o produto 0 x oco. Isto mostra porque é necessario fazer o limite m — 0 86
no final do processo de renormalizacao para obter um resultado finito. O mesmo problema
pode ser observado no caso do exemplo de Bunch-Davies que tratamos no capitulo 3. A
massa foi tomada igual a zero na equagao de Klein-Gordon, mas a vantagem naquele caso
foi que na técnica de separacao de pontos, a funcao de DeWitt-Schwinger carrega termo
proporcional ao inverso do quadrado da massa. Uma outra coisa que é muito importante
lembrar é que no caso de separacao de pontos, a massa nao é rigorosamente tomada igual
a zero. O tunico efeito de massa nula s6 aparece na equacao de Klein-Gordon, portanto
muda apenas os modos. Na expressao do tensor momento-energia e também da funcao de

DeWitt-Schwinger a massa é mantida diferente de zero. S6 no final do processo que a massa
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¢é tomada igual a zero. Isto permite recuperar ao longo do processo, alguns termos nao nulo
que ficam independentes da massa no limite m = 0 [33]. Portanto, o fato de usar a massa
igual a zero desde o inicio, longe de ser um procedimento errado, s6 pode ter como conse-
quéncia, o resultado nulo para a polarizacao do vacuo e também a auséncia da divergéncia
logaritmica no caso de de Sitter e também no caso radiativo.

Nosso resultado acima, que esté de acordo com as interpretagoes dos resultados discuti-
dos nas referéncias [1,3| no ponto de vista de criagao de particulas, também esté em acordo
com os resultados da referéncia [23|, onde o calculo geral para o campo escalar massivo
minimamente acoplado com a gravidade foi feito. Quando tomamos os termos da massa e
da constante de acoplamento iguais a zero, existe um termo nao nulo para o tensor momento
energia renormalizado: este é um termo de polarizagao do vacuo.

Note que apds a renormalizacao, os termos finitos, chamados termos locais, sao carac-
teristicos da criagao de particulas e da polarizacao do vacuo. Os termos locais sao indepen-
dentes do estado quantico em que o valor esperado do tensor momento energia é calculado.
Os termos locais que zeram quando a curvatura vai para zero, caracterizam a polarizacao do
Vacuo e os outros que nao zeram mesmo quando a curvatura é nula, sao termos de criagao
de particulas. No caso da referéncia [23], fica claro que nao ha cria¢ao de particulas porque
o termo finito vai para zero no caso de curvatura nula.

A situagao geral analisada na referéncia [23|, contém a divergéncia logaritmica, que é
ausente quando a massa e o parametro de acoplamento sao ambos nulos desde o inicio.
Note também que a func¢ao de Green usada em [23] se torna singular quando a constante de
acoplamento e a massa sao tomadas iguais a zero, e consequentemente, o resultado obtido
nao pode ser usado para achar diretamente o resultado para o caso em que a massa e o

parametro de acoplamento sao tomados nao nulos desde o inicio.
4.2.4 O caso da inflagao
Vamos considerar o caso inflacionério geral. O fator de escala fica sendo,
a = agn? 13 (4.120)

Existe inflacdo se « < —1/3 . A equagao de Klein-Gordon se escreve,

Y Ke=0 , p=—2

"+ 25 e 4.121
¢+ ﬁn 14+ 3a ( )

A solucao geral é

¢ = n”{clH,E”(kn) + C2H,52)(kn)} L v==—3 . (4.122)
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Como antes, podemos escolher ¢; para obter o viacuo de Bunch-Davies no limite k — oo, e

co = 0. Assim, a expressao final é
¢ =n"ctHV (kn) | (4.123)

onde ¢; nao depende de k.

As expressoes correspondentes para a energia e a pressao sao
po = A [T R H, (o) B2, o)+ B o) B o) [k, (1.121)
_ o0 1
p = A /0 k4{H£”1<kn> H,2, (ki) — 5 H (k) H£2)(kn)}dk . (4.125)

onde A = 4mc?

A lei de conservagao
p'+35(p—l—p) =0 (4.126)

¢ obedecida.

Como nos casos precedentes, nao ha nenhuma divergéncia no limite infravermelho. Va-
mos primeiro, achar as divergéncias que devem ocorrer no limite £ — oo. Usando a expansao
(4.74,4.75), devemos ir até a ordem k~° nos colchetes dos integrandos (4.124,4.125): devido
ao termo k% nas integrais da energia e da pressao, todos termos até esta ordem no produto
das funcoes de Hankel sao divergentes. Particularmente, o termo de ordem k~° fornece a
divergéncia logaritmica, o termo k3 a divergéncia quadratica, e o termo k~! a divergéncia
quértica, e todos outros termos na expansao sao zero no limite £ — oo. Note que nos dois
primeiros exemplos tratados, a divergéncia logaritmica é ausente.

As expressoes para Ey and Py, obtidas de (4.124,4.125), sao

Be = Ap i B, k) B2, k) + HO (o) B Ge) |, (4.127)
1
P = A 1O (o) B, (k) = SHO o) HO (k) ), (2.128)

e de (4.74,4.75), temos

HP@HE (@) = 2 [iP(e)Pra(s) — Poa)Quor ) +

Qu@)Por(s) — Q) Quar(0)] (4.129)

HO @HP (@) = 2 [P(@)Px) + Pra(2)Qula) —

P0)Qur(z) + Q) Qua(®)] (4.130)
O (@) HP () + HO@H (1) = [Qu(r) Pus () -

P,(2)Qu—1(z)] . (4.131)
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Usando essas expansoes para as funcoes P e (), as expressoes para Fj e Py, se tornam:

2 2v —1)2
E, = AnQV—Qﬁ—Zx{Q_l_(V)

T 4 12
2% — 3)(2v — 1)2(2v + 1
52 =3)( g4$4>(y )+---} , (4.132)
2 (2 4P 120+5
P, — A 2v—-23-2 < {
k " T3 1242
(2v—3)2v —1)(2v —9)(2v + 1)
i +} : (4.133)

onde z = kn. Fica claro, com essa aproximacao, que aparecem as divergéncias quéartica,
quadrética e logaritmica no limite ultravioleta. As divergéncias logaritmicas sao ausentes
somente quando § = 1(v = 1/2) or f = —1(v = —3/2), que corresponde aos casos radiativo
e de de Sitter estudados antes. Vamos calcular as diferentes componentes que devem ser
subtraidos das expressoes acima no caso geral, como fizemos para os casos particulares da

radiacao e do universo de de Sitter.

e C(Calculo para a energia

Vamos escrever o termo da energia como,

E, = An”xz{Hﬁl_)l(:c) Hﬁz_)l(m) + HWY(z) H? (91;)} , (4.134)
onde vy =2(v—f)—2= _3{?:;3) e x = kn. Como consequéncia, obtemos
E} = An“’n:cQ{Hﬁl_)l(nx) H?, (nz) + HY (nz) H? (nx)} : (4.135)
Portanto, a expressao da energia pode ser reescrita como:
B = Ayt ki), ) = o{ BN )+ B @EP W) L (1130)
onde y = nkn. Assim, obtemos:
E} = lim An”“ky{ﬂﬁl_)l(y)Hﬁ)l(y) + HP (y)HP (y)} : (4.137)
o= Al -2 (B WD W) - HOWE W]} 5 sy
By = Alim 22,;3 Ly y5{(21/ + DH () B2 () + (2v = 3) B, (y)H, P (y)

- yHPHD W) + B WP (4130)



Agora podemos calcular EY, E}, E? e E). Usando primeiramente a relagao

HY () H?\ (y) + HO () HP (y) =

2 v —4qu+ 1 48* — 9603 + 2412 + 24 — 9
oo ; b
Y 4yy? 64y*
HO () H?, (y) + HP, () H? (y) =

2 {21/ —1 n 38413 — 57612 — 96v + 144

my Ly 3(8y)?

[(41/2 —1)(4r* — 8v + 3)(2v — 1)(160* — 320° —

3(8y)°
1400° + 456V + 1736)]} :

obtemos de (4.137),
4k

EO - A= y+1
k - Ui
Por outro lado, usando
2 (-8v+4
HO (VHD () — HO(NH () — { 2
V71<y) 1/71<y> v (y) v (y) Ty 8y2 +
3 (—64v° + 9612 + 161 — 24)}
2 64yt :
e inserindo em (4.138), obtemos
E} = Ainwﬂ@y — 1)
F 2rk
Da mesma maneira, mostramos que
2v—1
2 _ -3
Ek: - A 27Tk3 f(y)rﬂ )
onde
1
f0) = s (128V9 57607 — 25607 + 596805 + 21270

— 1020400* 4 144321° 4 5541550* — 1978y — 10794>

De (4.74,4.75) E} pode ser escrito, no limite ultravioleta, como

4k (2v—1)2 __
E — A v o+l \=r ) -1
k(k — 00) { p + orfe !

4814 — 9613 + 2412 + 24 — 9 o3
327k5 K }
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(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

(4.144)

(4.145)

(4.146)

(4.147)



Consequentemente
1 h(v)
Eren:E—EO—El—*EQZA =3
ETOE T SR T T T CRu01500k3
onde
h(v) = —2560" + 12800 — 641° — 1219207 — 36570°

— 2253520° — 571760% — 124133413
+ 595497512 + 37044v — 14903

Finalmente, obtemos
ren __ h(y)n'yfiS > dk

491521 o kO
que revela que a divergéncia logaritmica permanece.

e C(Calculo da pressao

A expressao para a pressao €

1
P, = A2 {Hﬁl_)l(kn)Hﬁ)l(kn) — 3H£1)(/€77)H,52)(k77)}

Da defini¢ao (4.70) vem que,

v—1

P = Ak n {H51_)1 () H (y) — HO () B

onde, como antes, y = nkn. Assim,

Pko = Alim "k y{H,Sl)1(y)HzEQ)1(y) -

Yy—oo
y—1,,3

pr= At =T e - )30 ) P, ) + B ()

Yy—00

— ay[HO @ ) + B HD W) |

I
N
=

P

+ +
N
e~
<
o}
+
08
X
I
w
—~ — —~
TE N
—~
<
—~
I
&
—~
<
N~—
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(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

(4.155)



Usando (4.74) e (4.75) obtemos,

1 2 (2

SHO N HE® () — {

+41/2 —12v+5 N 16v* — 9613 + 10402 + 24v — 27}
1242 64y !

HY () HP, (y) -

v—

que conduz a

4
Pko = gﬁwlk‘

Da mesma maneira, obtemos

4 — 12045 -1

plo— A

k 67Tk 77 )
P2 — A g(V) y—3

k 737287k3

onde

gv) = 2560"0 — 51207 — 34561° + 1267207 + 239168° — 6429121/°
— 278328v" — 677621° — 2464531 — 1500320 + 29838

De (4.151), temos no limite ultravioleta,

4
P.(k = A—nHE
k(k —00) = Ag ™k + 67k 327k3

Consequentemente,

1 [(v)
ren __ 0 1 2 -3
Pr =B =B = b= oh = AT

onde

I(v) = —2560" + 51207 + 34560° — 1267207 — 2391680° 4 6429121°
— 2046000* + 2352560° + 72568512 + 260624v — 154254

A pressao regularizada toma a forma,

(v) ., = dk
ren _ A Y—3 il
b 314744567 Jo k7

que também mostra que a divergéncia logaritmica nao foi eliminada..
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(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

4> —12v+5 1 1601 — 9603 + 104v% + 240 — 27
— + Y

(4.16i)

(4.162)

(4.163)

(4.164)
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4.2.5 Eliminacao das divergéncias

A presenca da divergéncia logaritmica nas expressoes originais para a energia e a pressao,
aparece como o aspecto geral do problema de produgao de particulas em cosmologia. Veja
por exemplo [1]. Um aspecto importante que tem a ver com a divergéncia logaritmica é
que o método de regularizacao usado parece ineficiente no sentido que ele nao elimina a
divergéncia logaritmica no limite ultravioleta, mas também traz a divergéncia logaritmica
no limite infravermelho. Assim, propomos um esquema alternativo para eliminar essas
divergéncias.

O procedimento proposto é o seguinte. Antes de tudo, reescrevemos as expressoes para

a energia e a pressao como

p o= Ap~ /°°:c4{H£?1<x)H£231<x>+H,S”<x>H£2><w>}dx , (4.165)
0
oo 1

p o= At x4{H£91<x>H,5231<x>—3H51><w>H£2><x>}dx . (4.166)
0

onde x = kn. Esta redefinicao simples ¢é justificada se n # 0, isto é, a energia e a pressao
sao calculadas fora da singularidade. Mas o calculo poderia ser feito perto da singularidade.

Assim, obtemos

Be = Ap=a {1 @) B2 @) + 5O @) B @)} (4.167)
1
P = Ap=a B o) B ) - SHO @ HP @) (4.168)

As divergéncias podem ser escritas como, no limite x — oo (que corresponde a k — oo,
desde que ) # 0)

2 2v — 1)?
E. = An”gx{Q—i—(V)

T %IQ
3(2V—3)(224—x41) (2v +1) +} 7 (4.169)
P, = An7_3ix{§ + 4y2_121§;/+5
(2v —3)(2v —612(54V—9)(2u+1) L } (4.170)
Subtraimos as expressoes divergentes para a energia e a pressao como
B = E,—E'—E'—E" | (4.171)

P = P.—P —E,—P” | (4.172)
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com as defini¢oes

46 (2v—=3)2v —1)*(2v + 1) _

log y—3 > o ox

E7 = An - s (1—e7%) (4.173)
o L222v=-3)2r—-1)(2r—-9)(2r+1) on

Ploa = Ay 3; ) 62x3 ( (1—e) (4.174)

onde o novo termo foi adicionado para garantir que a divergéncia no limite ultravioleta seja
eliminada sem criar uma nova divergéncia no limite infravermelho. O parametro o define
a eficiéncia deste mecanismo, o resultado final deve ser independente de ¢ para garantir a
consisténcia do procedimento proposto.

A energia e a pressao sao agora dadas por

pren = / $2(Ek; — E]E;] — E;)dl’ — / I2E,l:gdl’ 5 (4175>
0 /o
ren  __ o 2 0 1 o 2 plog
pren = / 2Py — PO — Pk)dx—// 2Py (4.176)
0 1/o

Essencialmente, devemos calcular uma integral do tipo

T ] — e 0%
I:/ T e (4.177)
1/o xr

mostrando que a divergéncia logaritmica pode ser eliminada no limite ultravioleta, quando

T — 00, sendo o resultado final independente de o. De fato, esta expressao pode ser definida

como 1 o=
[ :/ —¢ dZ 9 (4178>
1 z
onde z = ox. O resultado é .
I= lnT—/ ° dx . (4.179)
1z

O primeiro termo elimina a divergéncia logaritmica ultravioleta no limite 7 — co enquanto
o segundo fica finito no mesmo limite. Além do mais, o resultado é independente de o. Este
procedimento pode ser facilmente generalizado se o cut off é introduzido como

1:/7 (1— o) (4.180)
1

Jol/n x
onde n é um ndmero positivo qualquer.
Como resultado, ficamos com as seguintes expressoes para a energia e a pressao:

—12(14a)

o = A7 = Ay iese [ (4.181)

_ — —12(14q)
P = A277’Y—3I2:A27] H3a [y (4182)
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onde A; e A, sao constantes e I; e I, sao as integrais finitas que resultam do procedimento
de regularizacao.
Note que, desde que o escalar de Ricci pode ser escrito como

CL” e
R=—6— ocn Ot (4.183)
a

a pressao e a energia sao proporcionais ao quadrado da curvatura de Ricci. Assim, quando
a condi¢do de energia nula é violada (v < —1), a densidade de energia quantica diverge
quando a singularidade se aproxima, enquanto no caso em que a condicao de energia forte é
violada mas a condicao de energia nula ¢é satisfeita, a densidade de energia quantica é muito
grande no inicio e decresce com a expansao do universo.

Assim, usando o processo de regularizagao proposto aqui, a densidade de energia quan-
tica deve ser suficiente para evitar o big rip, que é o contrario do que achamos na secao
anterior ou em [12]. De fato, o quociente da densidade de energia regularizada com a
densidade de energia do fluido de energia escura p, é

L o< 77_6114—+3O; , (4184)

Px

que vai para zero quando —1/3 > « > —1 e para infinito quando o < —1. O caso do
espaco-tempo de de Sitter « = —1, é apenas um caso limite, a energia de particulas criadas
nao decresce nem cresce, sendo sempre igual a zero.

Uma questao importante é: quanto tempo antes do big rip os efeitos quanticos se tornam
suficientemente importantes para comecar a dominar o contetido material? Esta é uma
pergunta que se faz visando um resultado mais detalhado da evolugao do universo. Mas,
podemos tentar responder a esta pergunta de uma maneira semi-quantitativa. As integrais
I, e I, devem ser computadas numericamente. Vemos que seus valores sao Iy ~ Iy ~ 0.5.

Assim, a forma geral para a densidade de energia e a pressao é dada por

-1 1+«

b = oo™ 2 (4.185)

onde pyo ¢ a densidade de energia quantica hoje. Por outro lado, a densidade de energia do
(1+a)
fluido fantémico ¢ dada por py = pfon_6 +3a . Portanto, seu quociente é dado por

Py _ PqO(”) o (4.186)
Pf  Pro\To ’ '

onde 1) caracteriza o tempo conforme hoje. O fator de escala é normalizado no tempo

presente, a ag = 1. Vamos supor que o quociente entre as duas densidades hoje nao pode
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ser maior que o quociente da radiagao total observada hoje com respeito a densidade total,
isto ¢ 107°. Assim, as densidades de energia quantica e do fluido fantémico se tornam
comparaveis quando

Me 5 1+3a

~ 1076 Tra . (4.187)
Mo

Isto permite estimar de quanto o fator de escala vai decrescer de hoje até o tempo da
igualdade. Normalizando o fator de escala hoje & unidade, e o reescrevendo em termos do

tempo césmico,

t 4ty \ 50T
a:( + S)S(”’ . (4.188)
to + ts
onde ty é o tempo cosmico atual, s é o tempo singular, que ocorre a t = —t, (lembrando que

para um universo preenchido por um fluido fantémico —oco < ¢t < t5). Usando as estimagoes

feitas antigamente vemos que a igualdade das energias ocorre a
te ~ 1073 (tg + t5) — t, (4.189)

onde t. é o tempo de igualdade das energias. Assim, a densidade de energia quantica comeca
a dominar a fracao da idade atual do universo antes da singularidade e é suficiente para

evitar o big rip.

4.2.6 Verificagao da consisténcia do procedimento

Nossos resultados foram obtidos usando o método de decomposicao de n-wave para reg-
ularizar o tensor momento energia. Com a aplicacao usual desse método, aparece uma
novidade: o tratamento proposto para a divergéncia logaritmica no limite ultravioleta. O
resultado obtido, que implica que a densidade de energia quantica se comporta como o
quadrado do escalar de Ricci, e consequentemente crescendo quando a singularidade se
aproxima, pode ser comparado com aqueles obtidos com outros métodos.

Nao fizemos aqui a renormalizagao completa. Mas, podemos usar alguns resultados
conhecidos na literatura para confirmar a consisténcia de nosso resultado, particularmente
o caso de campo escalar sem massa e minimamente acoplado, a energia quantica se torna
dominante quando o big rip é aproximado. O método tradicional para renormalizar o tensor
momento energia efetivo é o procedimento de separacgao de pontos, onde as divergéncias sao
subtraidas através da fungao de Green como mostramos no terceiro capitulo dessa tese. Uma
aplicagao ao caso de um campo massivo e acoplado no espago-tempo de de Sitter foi feita

em [23|. A equacdo que resulta de uma tal configuracao é dada por

V. Vi +ERY = —m?¢ . (4.190)
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onde £ é a constante de acoplamento. Na referéncia [23] esta equagao é particularizada para
o caso do universo de de Sitter onde a = ag/n, 1 sendo o tempo conforme. Neste caso, a

equacgao (4.190) se reduz a

¢ - 2§f]/+{k2+ [m;fg + 127752] }¢ ~0 . (4.191)

Vamos agora considerar o campo escalar minimamente acoplado, cuja equacao é
V.V +mPp=0 . (4.192)

Se agora o espago de base é preenchido por um fluido barotrépico que satisfaz a equacao

2/(143a)

de estado p = ap, o fator de escala se comporta como a = agn , € a equagao (4.192)

toma a forma

/
7 v k2 2.2 4/(1+30‘)} =0 . 4.193
et L i ¥ (1.193)
Fazendo a transformacao
o=ty (4.194)
a equacao (4.193) torna-se
X/ 2 2 2 4/(143a a(l+a) 1
A {k: [ fAF8e) g = L iy =0 . 4.195
X 77+ +|mZagn + (1 +30) 17 X ( )

As equagoes (4.191) e (4.195) coincidem se m =0 e

(1+ o)

3
€= 51143077 (4.196)

Assim, o campo escala sem massa e nao minimamente acoplado no espaco de de Sitter é
equivalente ao problema do campo escala sem massa minimamente acoplado num universo
em expansao. Assim, os resultados da referéncia [23] devem ser usados para nosso caso
impondo na equagao (3.15) daquele trabalho, m = 0 e o valor de ¢ achado acima. Isto

implica

y 1 1\2 1
< Tp,z/ >ren: g'u { - Q(é- - 6) +}R2 5 (4197)

6472 2160
com & dado por (4.196).

Particularmente, usando esta aproximagao, obtemos
Pren X R (4.198)

como foi obtido usando o método de decomposicao de n-wave.
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Todavia, o resultado obtido em [23] nao contém as derivadas do escalar de Ricci R
porque no espago-tempo de de Sitter R é constante. A analise geral da renormalizagao do
tensor momento energia para um campo escalar sem massa e minimamente acoplado no
espago-tempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker foi feita em [21,24], e bem detal-
hada no terceiro capitulo desta tese. A comparagao com nosso caso particular deve ser feita
com muito cuidado porque nestas anélises foi necessario considerar também a divergéncia
infravermelha, que é ausente no cenario fantémico. Descartando o termo logaritmico as-
sociado com a divergéncia infravermelha e principalmente no limite de massa nula, como
sugerido para investigar os resultados das referéncias [21,24] para o caso do espago-tempo

de de Sitter e comparando com os resultados de [23] foi obtido (veja o capitulo 3 desta tese),

Totyen =~ [ (2 40) 0 (2-0)]

coton—2\ R. OR o
T 69120m2 ( 1681, + 2880 0g, + 2410 1T
R*R 2 Ry
o e = O 030 ) = 19272C? (4.199)

Particularizando para o universo de FLRW, a densidade de energia renormalizada se com-

porta como
—12(1+a)

Pren X 1) 1432 (4200)

que estd em completo acordo com os resultados que obtivemos.

Tivemos discussoes com Bates e Anderson [35] em que foi colocado que é necessario a
presenga de termos logaritmicos nas expressoes para estar em acordo com [1]. Esta é uma
consequéncia de partir desde o inicio com uma massa nao nula. A razao por ter assumido a
massa nula deste o inicio nesta tese é que no caso fantémico, nao ha a divergéncia infraver-
melha, que em geral é evitada com o uso da massa no caso de renormalizagao completa. Mas
a diferenca de partir com uma massa € que no processo, se faz uma reescalonagem da massa
para eliminar a quantidade com coeficiente proporcional a (VH w (veja capitulo 3). Com
isto, a parte que depende da massa desaparece e s6 um parametro arbitrario introduzido
pela reescalonagem permanece. Este termo que sobra apés eliminagao da divergéncia é
proporcional a (M H ww com um coeficiente com termo logaritmico. Contudo, nosso resultado
nao deixa de ser vélido ja que partimos com uma hipétese de massa nula desde o inicio e
principalmente ap6s a renormalizacao, a densidade de energia e a pressao obedecem a lei
de conservagao e melhor, a densidade de energia quantica é proporcional ao quadrado da

curvatura.



Capitulo 5

Efeitos de producao de particula
quantica perto da singularidade
repentina

5.1 Introducao

Na referéncia [7|, foi mostrado que o universo relativistico cléassico de Friedmann permite
em tempo finito o acontecimento da singularidade repentina. Notamos aqui que a condi¢ao
de energia forte continua a ser mantida. Esta singularidade é semelhante a singularidade
de tipo IV em que as divergéncias s6 aparecem nas derivadas de altas ordens do parametro
de Hubble [36]. Muitos estudos que generalizaram estes resultados para diferentes teorias
de gravidade e cosmologias [8], classificam outros tipos de singularidades futuras (que ja
apresentamos no segundo capitulo desta tese) que podem ocorrer durante a expansao do
universo [9], e exploram os vinculos observacionais sobre as futuras ocorréncias possiveis no
universo [10].

Neste capitulo, vamos estender esses estudos considerando as implica¢oes quanticas na
singularidade repentina. Especialmente, queremos comparar a densidade de producao de
particulas quanticas com a densidade de energia de base classica quando a singularidade
repentina se aproxima. Isto permitira saber se os efeitos quanticos associados a producao
de particulas podem ser efetivos para impedir ou nao o acontecimento da singularidade re-
pentina. Vamos usar vérias consideracoes no calculo da densidade de energia. Num primeiro
tempo, vamos fazer um esbog¢o numérico, depois, levar em consideracao os problemas trans-

Planckianos e num segundo tempo usaremos uma técnica de regularizacao mais conservativa

96
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e compararemos com os resultados bem conhecidos na literatura [1,11].

5.2 Modelo de singularidade repentina

Vamos usar o exemplo simples do universo isotrépico espacialmente plano de Friedmann
com singularidade repentina, apresentado em [7]. As equagoes cosmologicas para o fator de
escala sao, com k = 0, obtidas a partir de (2.50), (2.51) e (2.53) sao:

3(2)2 — 8xGp, (5.1)
Z = —M;;(p+3p), (5.2)
p+32(p+p) = 0. (5.3)

Usamos as seguintes solugoes para o fator de escala, sua primeira e segunda derivadas:

a = (;})q(aso—l )+ 1— ( ), (5.4)

t

o
& = ti(;)q_l(aso t"( so) , (5.5)
i = 1) (;)q_Q( w1l (1—t>n_2. (5.6)

50 50 t3 ls0
Impondo 0 < ¢ < 1el<n<2,vemosquea—>aso,d—>%ed—mx, quando t — t.
Assim, o fator de escala e sua primeira derivada ficam finitos, implicando que a densidade
também fica finita, enquanto a segunda derivada do fator de escala, e consequentemente a
pressao, divergem. Assumimos a condicao 0 < g < 1 para ter um universo em desaceleragao
quando t — 0, mas essa condi¢ao poderia ser abandonada sem afetar nossos resultados. Nao
existe solugdo exata para a equacao de Klein Gordon para a forma (5.4) do fator de escala.
Dai, consideramos as simplificagoes. Dividimos a evolugao do universo em duas fases: uma
que caracteriza a fase primordial £ — 0, e outra que caracteriza a fase singular t — t,. Para
a fase primordial, vamos usar a fase radiativa do modelo padrao (i.e. ¢ = 1/2), para a qual
é possivel resolver a equacao do Klein-Gordon e portanto a solucao contém naturalmente a
estrutura do estado de vacuo dos campos quanticos.

Vamos considerar os comportamentos assintoticos da solugao (5.4):

e Fase primordial radiativa (¢t — 0):

ags — 1

a = 7 /2, (5.7)

tsO
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a = (‘L;(;;Oﬂl)t—l/?. (5.8)
e Fase singular (t — t4):
a = ay, (5.9)
w—1
a = (a;tO) (5.10)

Vamos introduzir o tempo conforme, 7, definido por adn = dt e deixar o fator de escala

. ~ 1 ago—1 2,1
durante a fase de radiagao na forma a = r ¢z, onde a constante r = 4 portanto n = #t2.
’ Vitso ! r

Isto conduz finalmente as seguintes expressoes:

e Fase primordial radiativa (n — 0):

a = apn, (5.11)
ad = ag (5.12)
e Fase singular (n — ny):
a = ag, (5.13)
apas
o 20 t;’) (5.14)

ﬁ
2
no tempo conforme 7 = 7y e obtemos

Nas expressoes acima, ag = %- e ' = d/dn. A transi¢do para a fase singular ocorre agora

ap(no) = as(mo),  a,(mo) = a;(m), (5.15)

onde os indices p e s denotam as fases primordial e singular , respectivamente. Isto implica

que
Q50 2G50t50
_ Gs0 _ _ 5.16

As condigoes enumeradas implicam

apg = @, aso = 24/ tsO; (517)
"o

e as solugoes para as duas fases sao:

1. Fase primordial radiativa:

a= asoﬂ, a =ay= @; (5.18)

Mo Mo
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2. Fase singular:

a=ay, a=ay= 450 (5.19)

Mo

Para construir o modelo simplificado que descreva melhor o fenémeno de singularidade

repentina, vamos considerar 7y, 1s € asy parametros livres e independentes.

5.3 A equacao de Klein-Gordon

No universo espacialmente plano de Friedmann, a equacao de Klein-Gordon para o campo

sem massa ¢, é
/
06 = ¢" + 226 + k22 = 0, (5.20)
a

onde introduzimos a velocidade da luz, ¢ e se k£ é o nimero de onda da expansao de Fourier:
o 1 —ik-& 33
o(n, T) = W/cék(n)e d°k. (5.21)

Para simplificar, excluimos o indice de Fourier na funciao ¢. Agora, escalamos por Hg, onde
Hy & o parametro de Hubble no momento da transicao, 9. Além disto, definimos k = kI,
onde [y é o raio de Hubble em 7ny. Notamos também que o campo escalar tem a dimensao de
(distancia)'/2. Agora consideramos a equagao de Klein-Gordon para as duas fases definidas
acima. Para simplificar, vamos desprezar as barras fazendo k — k, e Hyn — 1. Com essa

parametrizacao, 179 = 1 (desde que Hgny = 1 nas antigas variaveis).

5.3.1 Fase primordial

Neste caso, a(n) = agn. Assim,

¢+ 2?; +k*¢ = 0. (5.22)

A solucao dessa equagao é
On(n) =2 ey Hipy(kn) + ca Hijy(kn) |, (5.23)

onde H('? () sdo as funcdes de Hankel. As funcdes de Hankel sio definidas da seguinte

maneira:
Hy )y (x) = Jija(@) +i Nijo(): Hiy(2) = Juo(@) — i Nyjo(2), (5.24)

onde J,(x) e N,(z) sao as fungoes usuais de Bessel e Neumann. Usando o fato que

2rsinx 2x cosx
J1/2($):\/? = N1/2($)=—\/? o (5.25)




100

a solugao para o campo escalar pode ser reescrita como

[ 2 - e
(0, T) = - [ — ¢y R 4 etk thad) | (5.26)
n\Vm
Usamos
3
C1 = Z\/27_r ilm Co = 0, (527)

onde o fator ,/%lpl foi escolhido devido a dimensao do campo escalar, e obtém-se o compor-

tamento tipico do estado quéntico de vacuo normalizado junto com um fator do tempo:
1 ei(kn—fé-m)
) =\ ——. 5.28
P(n, L) = % n (5.28)

Nesta fase, a equacao de Klein-Gordon se reduz a

5.3.2 Fase singular

¢" +2¢' + k*¢ = 0. (5.29)
As solucoes sao
¢p=A e+ A el (5.30)

onde

pr=—-1+iVk>— 1. (5.31)

A solucao final pode ser escrita da seguinte forma
du(n, T) = e | ALelnFE) L A_emilontRa)| (5.32)

onde w = Vk? — 1, e portanto, o campo se propaga so se k > Hy. Incluimos também o fator

\/%lpl na definicao das constantes A4, para deixa-las sem dimensao.

5.3.3 O potencial

Um jeito adequado para estudar o comportamento dessas solugoes é redefinir o campo escalar

tal que
A
o="1

)
a

(5.33)

e a equacao de Klein-Gordon toma a seguinte forma

N+ [k = V(a)]A=0, (5.34)
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onde V(a) = %/ Assim, tem propagacio quando k* > V(a), e o campo decai quando
k* < V(a). Isto significa que temos um problema da mecanica quantica para a propagacao
de particula na barreira de potencial. Para um universo radiativo, a o« 7, o que conduz
a V(a) = 0 na fase primordial: todos modos propagam [37]. No caso da fase singular, a
situagao, em vez ao que acontece no caso primordial, ¢ muito complicada devido ao fato que
temos que avaliar a segunda derivada do fator de escala perto da singularidade. Obtemos,
n—2
aw—wc’) L oy=t,—t. (5.35)

Desde que

d a// a/2

ST _ 2 5.36
vemos que o potencial nesta fase é
a” aso (aso \"7%
Vie)=L“ = —nn— 1) < n) H2, (5.37)
a tso \ts0

Isto confirma que nao ha nenhuma propagacao para k < H,.

5.4 Continuidade do campo

Usando as solugoes de Klein-Gordon nas duas fases, igualamos o campo e suas derivadas a

1 = 1no. Isto resulta nas seguintes expressoes:

1, , .
%elk = el{AJre“” + Ae“"}, (5.38)
[1 . .

(=1 +ik) ﬁem = Ap(—1+iw)e™ ) — A_(1 +iw)e D), (5.39)

Usando a combinagao ((1+iw)x(5.38) + (5.39), e depois ((1—iw)x(5.38) + (5.39), obtemos:

1 1

Ay = o %e[i(k’“’)ﬂ] (w+ k), (5.40)
1 1 [i(k+w)+1]

5.5 Densidade de energia de criacao de particulas

A densidade de energia das particulas criadas é dada por (veja [31]),

hH

Ps =
4Am2c8q2

/ dkl{;Z{gzﬁkgb +k2¢k¢,’;} . (5.42)



102

Essa expressao é obtida calculando-se o valor esperado do Hamiltoniano no vicuo para
um campo escalar quantizado sem massa. Isto é completamente equivalente & derivacao
alternativa da densidade de energia usando os coeficientes de Bogoliubov [?,1]. A pressao

associada a criacao de particulas é dada por [31]:

hH; :
pe= o [ k{0 ¢k¢k} . (5.43)

Agora, usando (5.32), (5.40) e (5.41), obtemos a seguinte expressao para a energia:

SHHS Lyev (he Ak .
s = = 2k — 1)k 44
P 2 8 4n2a? Jo k? — 1{( ) (5.44)
— cos[Vk2 — 1y] + Vk? — 1sin[Vk? — ly]} , (5.45)

onde y = 2(1 — 7). A transigdo ocorre a n =1y =1 (y = 0). O limite méximo para a inte-
gracao é dado por k., que é identificado com o niimero de onda de Planck e permite evitar a
divergéncia ultravioleta. A razao para isto é que a equacao de Klein-Gordon nao deve manter
sua forma simples (5.20) para as energias mais altas do que a escala de Planck, onde a gravi-
dade quantica entra em jogo e modifica a relacao de dispersao. A modificagao da relagao de
dispersao é habitualmente tratada introduzindo um termo que decresce exponencialmente,
e que conduz a uma eliminag¢ao importante na integracao em regiao transplankiana. O uso
desse procedimento consiste em parar a integracao perto da frequéncia de Planck [38], ja que
a extrapolagao do regime transplankiano é muito especulativa, vamos ignorar este problema
transplankiano e adotar um procedimento de regulariza¢do mais conservativo [1]. Vamos
voltar a esse problema depois.

Vamos escolher a escala de modo que agy = 1. As expressoes acima podem ser escritas

como

e = pl Po y/ e 1{(%2 e (5.46)

_ cos[\/k:2 " Ty] + VR — Lsin[VE = 1y]} , (5.47)

onde py ¢ a densidade cosmoldgica de base no tempo de transicao.

Essa integral pode ser resolvida exatamente e temos

3
e = lel Po y{k‘* 12 [k — 1] — 2Ci[—/k2 — 1y (5.48)
cos[y/k2 — 1 h
+ 2Chi[—y] - 2 | y a, 2002 y} . (5.49)
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Nesta expressao, Ci[z| é a fungdo coseno integral e C'hilz] é a fungao coseno hiperbolica
integral. O comportamento geral indica que a densidade de energia das particulas criadas
decresce, veja a Fig 5.1. Esta expressao é rigorosamente valida s6 depois da transicao.
A condicao inicial é o ntimero de particulas criadas durante a primeira fase (radiativa).
O esbogo é feito na unidade do nimero inicial, que é, no melhor dos casos, pequeno. A
densidade de energia das particulas criadas é muito menor que a densidade de energia
da base, e vai rapidamente para zero quando a singularidade repentina se aproxima. Dali,
podemos concluir que os efeitos quanticos devido a producao de particulas nao foram eficazes
para evitar a singularidade repentina.

Se tomarmos agora o limite k. — 0o, usando a equacao de Klein-Gordon na sua forma
tradicional (ignorando os problemas transplackianos), vemos que existem os termos de di-
vergéncia quartica, quadratica e logaritmica. Tais divergéncias podem ser removidas usando
a regularizacao do tensor momento-energia. O resultado geral depende altamente da base,
que no nosso caso nao é trivial. Se considerdssemos o cenério simplificado com a fase ra-
diativa precedendo a fase singular, a regularizagao poderia ser executada na fase em que a
radiagdo domina (que é um resultado conhecido em [1]). A existéncia da descontinuidade
na segunda derivada nao deixa a aplicagao da expressao habitual simples. Mas, podemos
proceder do jeito mais simples, ja que na fase singular onde estamos avaliando a criacao de
particulas, o fator de escala se torna constante. Isto d4 uma seguranga ao uso da subtragao

dos infinitos para a densidade e a pressao 7],

< Ty >reg=<Ty >0 — < Ty >aiv (5.50)

onde < T, >, representa o tensor momento-energia regularizado, < 7),, >, o tensor
momento-energia usando as expressoes acima, e < T}, >4, a parte divergente correspon-
dente. As partes divergentes sao representadas pelo primeiro termo na integral (5.44). A

densidade de energia e a pressao sao dadas por (desprezando os termos menos importantes),

1 o k .
ps = gey/o wQ{(Qk‘Q — 1)k? — cos(wy) + wsm(wy)}dk: : (5.51)
1 o k k2 2
— Y v 2 v _“2 :
Ds o /0 3 {(Qk 1) 3 (1 3k5 )cos(wy) +w sm(wy)}dk . (5.52)

Nestas expressoes, w = vVk? — 1l ey = 2(1—n) onde 7 é o tempo conforme (que é proporcional

ao tempo cosmico t quando a é constante). Agora, vamos considerar a lei de conservagao,

/

p/+3%(p+p) —0 . (5.53)
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Isto pode ser reescrito, apos redefini¢ao da varidvel de tempo usando o parametro de Hubble,

em termos da derivada com respeito a y:
—-2p+3(p+p)=0 . (5.54)

E facil ver que as expressoes (5.51) e (5.52) satisfazem (5.54). E importante notar que,
mesmo sendo a constante, devemos deriva-lo, ja que a (equivalentemente, a’) ndo é zero,

sendo também constante. Além disto, se escrevemos (5.51) e (5.52) como

Ps = PsttPs2 (5.55)
Ds = DPs1 TDs2 (556)
onde
1 y > k 2 2
s = ?e/o SRR DRk (5.57)
1k |
p = et [ L= coswy) + wsinten) b (5.58)
1 o k
P = ?ey/o (K DRk (5.59)
1>k 2, :
Py = ?6/0 uﬂ{_<1_3k >Cos(wy)+wsm(wy)}dk . (5.60)

Dai os pares (ps1, ps2) € (ps1, Ps2) satisfazem (5.54) separadamente.

Agora, podemos facilmente mostrar que p, € finito. De fato, ele pode ser escrito como

1 d [~kdk
= ——— Y . .61
P2 = g2 dy/o W2 [e Cos(wy)] (561)
A integral pode ser feita, conduzindo a
1 d
— = 2 (evorpi(—
P2 = a0 (e Chi( y)) , (5.62)

onde usamos o fato que a fungao coseno é par. Essa funcao é finita, exceto em y = 1, o
efeito de transicao da segunda derivada no modelo simplificado nao aparece na integragao

numeérica. Agora podemos obter a pressao ps. O resultado é

1eY

Ds2 = 3@2{0}”(_@ +

coshy B 2cosl;y n 2simhy} | (5.63)
Y Y (Y
que vai para zero assintoticamente.
Assim, apos subtracao das partes divergentes p,; e ps1, obtemos expressoes finitas para
a energia e para a pressao, que tém o limite do espaco-tempo ordinario de Minkowski e que

satisfazem a lei de conservacao covariante do tensor momento energia.
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O processo de regularizagao usado aqui é baseado na técnica de n-wave [40,41] (veja
também [42]) que usamos no capitulo 4. Aqui, sua aplicagdo ¢ muito simples devido a
divisao natural entre as partes divergentes e finitas da densidade de energia e a pressao, que
separadamente satisfazem a lei de conservacao.

A expressao final é dada por

3
ps = % - 45%’: {ey [Cm‘[—y] + Cozhy} } (5.64)
E muito importante acentuar que o limite de Minkowski, obtido impondo py — 0, conduz a
um resultado nulo, o mesmo que obteriamos se o valor esperado fosse calculado no espago-
tempo de Minkowski e subtraindo as divergéncias. Ao mesmo tempo, o tensor momento-
energia resultante é conservado. Isto confirma a consisténcia do procedimento usado acima.
Note que, neste caso, a equacao de estado nao coincide com a equacao de estado classica para
o campo escalar sem massa no modelo de FRW, que é do fluido de matéria rigida (p = p).
Em geral, a quantizagao do sistema classico deve mudar a equacao de estado classico. A
forma geral da densidade de energia regularizada de particulas criadas é exibida na Fig
5.1, mostrando o comportamento decrescente como antes. E possivel obter no minimo,
alguma informacao a respeito dos efeitos devidos ao uso do modelo simplificado, onde a
evolucao do universo é descrito por duas fases, integrando numericamente a equagao exata
de Klein-Gordon usando (5.4) e (5.5). Os resultados refletem o problema da divergéncia
ultravioleta. Mas, podemos parar a integracao na alta frequéncia e comparar o resultado
com a expressao (5.48), ou mesmo com (5.64). A condi¢ao inicial ¢ dada pelo mesmo estado
de vacuo que usamos acima. Os resultados da base e os resultados para a densidade de
energia de particulas criadas sao comparados na Fig 5.1, onde também temos inserido as
expressoes da energia de particulas criadas usando o corte da frequéncia de Planck (5.48) e o
tensor momento-energia regularizado (5.64), conforme a computagao numérica. A expressao
regularizada (5.64) concorda com a integragdo numérica s6 na forma geral; isto ¢ natural
desde que a contribuigao divergente foi extraida para obter (5.64). Ainda, estes resultados
estao em acordo no sentido que eles prevéem o decrescimento da energia de particulas criadas
quando o universo se aproxima da singularidade repentina. Este é o comportamento que
geralmente permanece se os paradmetros livres, como ays e Hy, sao variados. O resultado
numérico que se encaixa na expressao simplificada é melhor quando a duracao da fase
singular é menor comparado com a da fase radiativa precedente. Além disto, a integracao
numérica revela o efeito de transi¢ao (que nao foi mostrada nos graficos): na (5.48) e (5.64)

tem divergéncia na energia a y = 0, que nao aparece na computagao numérica. Isto ¢ um
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efeito da descontinuidade na segunda derivada, que fica claro quando a equagao de Klein-
Gordon é escrita como em (5.34).

Para obter mais detalhes sobre o resultado descritos acima, podemos usar a expressao de
produgao de particulas exibida na referéncia [1]. A densidade de energia pode ser escrita

como

h 00
Dy = ;C/O Nuk &k, (5.65)

onde Ny é a densidade de produgao de particulas. Comparando com (5.46), e retendo s6
o termo relevante depois da regularizacao, a densidade de producao de particulas é entao

dada por

Nj k;Z(l:?y—l){(_ cos|[Vk? — ly] + Vk% — 1sin[Vk? — ly}} (5.66)

Dessa expressao podemos reparar que a densidade de producao de particulas decresce quando
a singularidade repentina se aproxima.

Podemos tentar comparar nossos resultados com os obtidos em [11]. Entretanto, o con-
texto é muito diferente do que foi feito nesta tese ja que os autores de [11] consideraram um
conjunto de campos quanticos conformes (enquanto nos consideramos somente um campo
escalar nao conforme e sem massa) gerando a anomalia de traco usando a aproximagao
da agao efetiva onde a gravidade é modificada requerendo que os campos quanticos se-
jam renormalizados sobre a métrica de base. Eles acharam que a singularidade repentina
pode ser modificada pelos efeitos quanticos. No nosso céalculo, estes efeitos quanticos sao
inoperantes. A razao possivel para essas diferengas é a expressdao usada em [11] para a
anomalia conforme: ela foi derivada perto da singularidade inicial de grande curvatura
(@ — 0, a/a — oo, p — oo quando t — 0 ). Desde que o fator de escala se torna
constante perto da singularidade repentina ( a, a, p s@o todos finitos mas ¢ — oo quando
t — ts ), é possivel que a expressdo usada para anomalia conforme, nao fique constante em
relacao a sua forma num cenéario com um fator de escala dependente do tempo perto da
singularidade inicial onde a densidade diverge. Os efeitos quanticos em [11] tém seu dominio
natural de aplicabilidade no comeco do universo, perto do big-bang mais do que no tempo
da singularidade repentina onde as geodésicas se encontram. A singularidade repentina tem
varios comportamentos que a distinguem da singularidade inicial (big-bang): a divergéncia
aparece s6 na segunda derivada do fator de escala (ou, equivalentemente, na pressao ) e o
ritmo de expansao e a densidade ficam finitos. Particularmente, se os efeitos de producao
de particulas de outros tipos de campos (como campos escalares massivo ou conforme, ou
igualmente campo quéantico vetorial e espinorial) produzem uma tal contra reagao forte em

que uma singularidade repentina se torna singularidade big-rip, dai, é dificil descrever isto
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de modo consistente se baseando numa base fixa porque a expansao da base é fortemente

perturbada.
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Figura 51: A figura do primeiro quadrado & esquerda mostra a evolucao do fator de escala da base, modelo simplificado
(curva tracejada) e o modelo exato (curva continua). No primeiro quadrado a direita, o comportamento da energia de particulas
criadas usando os resultados numéricos. No segundo quadrado & esquerda, o comportamento da densidade de energia de
particulas criadas com o uso do corte e no segundo quadrado & direita, o comportamento da mesma densidade de energia com

as expressoes regularizadas.



Capitulo 6

Conclusao geral

Avaliamos o ritmo de criacao de particulas escalares sem massa num universo preenchido
por um fluido com a equagao de estado p = ap. Uma expressao analitica foi obtida em termos
das funcoes de Hankel. Desde que nao consideramos o cenério cosmologico completo, com a
sequéncia das diferentes fases, com a fase inflacionéria inicial (como no modelo cosmologico
padrdo), os calculos feitos fazem sentido, somente quando a condigdo de energia forte é
violada, isto é a < —1/3. Para tal caso, existe um estado de vacuo natural a partir do qual
a producao de particulas pode ser determinada. Todavia, estendemos formalmente o célculo
para qualquer valor de a. Vimos que para esses cenérios de "energia escura", o ritmo de
producao de particulas diverge quando t — o0, isto é, no futuro infinito.

Focamos nossa atencao no caso do cenario fantomico. A razdo é que um universo
preenchido por um fluido fantémico deve apresentar uma singularidade num tempo finito
no futuro, o big rip. Neste caso, vimos que a densidade de energia associada as particulas
criadas se torna estritamente zero quando o universo se aproxima do big rip. Assim a contra
reacao devida a criagao de particulas nao é efetiva no caso do campo escalar sem massa e
minimamente acoplado.

Essa conclusao é devido ao fato de que introduzimos um corte na integral da ener-
gia na escala do Planck. Isto parece natural porque pode ser esperado que a equacao de
Klein-Gordon habitual deve ser modificada fora da escala do Planck, e portanto é necessario
introduzir um termo exponencial decrescente com o nimero de onda k, suprimindo a con-
tribuigao devido as escalas transplanckianas [43].

Num segundo momento, em vez de usar o corte, regularizamos o tensor momento en-
ergia usando a técnica n-wave descrita no terceiro capitulo desta tese e também em [13].

Primeiramente, mostramos que o método conduz ao resultado esperado para a criagao de
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particulas nos casos radiativo e do universo de de Sitter, mas com uma auséncia da polar-
izacao do vacuo. A expressao da energia diverge, mas apés a regularizacao, ela se torna
Zero.

Quando aplicamos o mesmo método ao caso do modelo geral de energia escura, uma
dificuldade aparece devido & divergéncia logaritmica no limite ultravioleta. Propomos um
método para eliminar essa divergéncia, introduzindo um novo corte. O resultado final é
independente do cut-off. Além do mais, as expressoes finais para a energia e a pressao sao
covariantemente conservadas.

O resultado para a energia difere daquele obtido no caso da primeira parte do quarto
capitulo ou também em [12], j4 que no segundo caso a densidade de energia diverge quando
o big rip é aproximado, e se torna a componente dominante. Assim, seguindo esse resultado,
os efeitos quanticos podem ser efetivos para evitar o big rip. De fato, a energia renormalizada
fica proporcional ao quadrado do escala de Ricci. Outra consequéncia é que nos modelos
de energia escura nao fantdémicos, a energia regularizada vai assintoticamente para zero. O
caso de de Sitter é o caso fronteira entre os dois diferentes comportamentos. Um ponto
importante tem a ver com a unicidade do resultado. Uma comparacao deve ser feita com
os métodos de renormalizagao completa, por exemplo aquele que descrevemos no terceiro
capitulo ou também em [44]. O procedimento que usamos poderia ser modificado adicio-
nando os termos de corregao logaritmicos nas expressoes finais da energia e da pressao, sem
mudar nossa conclusao [35]. Isto seria necessario se a massa nao fosse assumida igual a zero
na expressao do tensor momento energia desde o inicio. A razao por ter assumido a massa
nula deste o inicio nesta tese é que no caso fantémico, nao ha a divergéncia infravermelha,
que em geral é evitada com o uso da massa no caso de renormalizacao completa. Quando
a massa ¢ assumida diferente de zero desde o inicio, uma reescalonagem com a introducao
de um pardmetro g como mostramos no terceiro capitulo, no limite de massa nula apos
renormalizacao, mostraria a presenga de termo logaritmico na densidade de energia e da
pressao.

Porém, a auséncia de qualquer parametro de corte usado para regularizar a energia, e
também o fato de que a energia e a pressao regularizadas obedecem a lei de conservagao
covariante, indicam que nosso resultado é inteiramente consistente.

Uma outra singularidade que foi o assunto do quinto capitulo é a singularidade re-
pentina. Consideramos a produgao de particulas que pode ocorrer quando um universo
isotropico e homogéneo se aproxima da singularidade repentina onde o fator de escala e
sua primeira derivada, e consequentemente a densidade de energia ficam finitos enquanto

a segunda derivada do fator de escala e entdao a pressao divergem num tempo finito. Se a
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produgao de particulas fosse significativo, tal efeito quantico poderia modificar ou remover
a singularidade repentina num tempo finito. Tratamos o modelo simples em que o uni-
verso inicial dominado pela radiagao que depois desenvolve uma singularidade repentina
num tempo finito. Calculamos a producao de particulas quando o universo se aproxima
da singularidade repentina e mostramos que seus efeitos ficam despreziveis com respeito a
energia e a pressao classica da base na fase singular.

Note que os assuntos desta tese continuam abertos. Usamos para todos os célculos um
campo escalar sem massa e minimamente acoplado. Poderiamos também estudar os efeitos
da anomalia conforme no caso da singularidade repentina [45]. E muito importante levarmos
em consideragao os efeitos da viscosidade, ja que a criacao de particulas pode se explicar
também introduzindo na expressao do tensor momento energia um termo de viscosidade
dependendo do tempo, que pode ser simplesmente a constante cosmolégica variavel. Isto
pode ser investigado para analisar os efeitos quanticos devido & criacao de particulas perto
das singularidades em nossos futuros trabalhos.

O problema que tivemos, assumindo a massa igual a zero na equacao de Klein-Gordon e
também do tensor momento-energia, pode ser revisto no caso de de Sitter deixando a massa

nao nula desde o inicio e usando a mesma técnica de regularizacao (n-wave).
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