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CAPUTO, L. M. Aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno para Resolugdo
de Problemas Elasticos Axissimétricos Especiais.2011.168 f.(Mestrado em Engenharia
Mecanica) — Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Federal do Espirito Santo,
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RESUMO

Neste trabalho desenvolve-se um estudo sobre o método dos elementos de contorno
(MEC) aplicado a problemas elasticos axissimétricos, onde sdo revistas algumas formas
de tratamento das integrais envolvidas considerados elementos de contorno quadraticos
nos algoritmos do método. S&o adotados elementos isoparamétricos com funcdes de
interpolagdo lineares ou quadréticas. Foi tomada como solugdo fundamental cartesiana
tridimensional a solugcdo de Kelvin, na qual se considera uma carga unitéria
concentrada em um dominio infinito com propriedades e comportamento elésticos. Na
formulacdo cléssica do MEC desenvolve-se um algoritmo em que o0s pontos de
colocacdo sdo posicionados fora do dominio do problema, evitando-se assim qualquer
tipo de singularidade. O problema, que é tridimensional e expresso em coordenadas
cilindricas (r, 8 e z) originalmente, é integrado em relacdo a “8” transformando-se em
um problema bidimensional expresso somente em funcdo de coordenadas
ortogonais (r e z).Durante este procedimento hd o aparecimento de integrais
elipticas e suas derivadas, as quais sdo manipuladas para a obtencdo das expressdes de
deformacdes e tensdes fundamentais. Deslocamentos e tensdes em pontos internos sao
determinados numa etapa seguinte. Um programa foi implementado utilizando as
técnicas e formulagGes revistas, que tiveram sua eficiéncia avaliada por meio de alguns

exemplos numéricos.
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CAPUTO, L. M. Aplication of Boundary Element Method for resolution of Special

Elastic Axyssimetric Problems. 2011.168 pages.(Master Degree in Mechanical
Enginering) — Espirito Santo Federal University, Vitéria, 2011.

ABSTRACT

In this work a study about the boundary element method applied to axyssimetric
elastostatic problems is developed. Some approaches used to evaluate the integrals
involved in the method are reviewed. Triangular isoparametric boundary elements are
used, with linear or quadratic shape functions. The Kelvin solution, which uses a unitary
concentrated load in an infinite elastic domain to generate the fundamental solution, is
taken into account. In addition to the classical BEM algorithm, in order to avoid any
singularities, an algorithm using the collocation points outside the problem domain is
presented. The three-dimensional problem expressed in cartesian coordinates is
transformed into cylindrical coordinates. Next, the mathematical expressions are
integrated in the “0” variable, transforming the problem in a two-dimensional solution.
In this mathematical strategy the elliptic integrals and their derivatives are manipulated
to obtain the fundamental stresses. Here the positions of source points are external to the
physical domain, avoiding singularities.

A program has been developed using these approaches, its efficiency was evaluated by

means of some numerical examples.

This work presents the Boundary Element formulation to axisymmetric elastic

problems.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO
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1 INTRODUCAO

A utilizagdo dos primeiros computadores como ferramenta de engenharia teve inicio em
meados do século XX, e fez com que algumas areas de pesquisa que antes eram exclusivas
dos matematicos se difundissem e se tornassem interdisciplinares, buscando solucfes para
uma vasta gama de problemas. Foram desenvolvidas técnicas numéricas de solugdo, sendo
possivel tratar problemas complexos através de modelagens discretas, que geralmente
resultam em sistemas de equagdes que podem ser resolvidos facilmente com uso de modernos
métodos computacionais.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma ferramenta de simulagdo numérica
muito vantajosa, pois permite a solugdo de problemas fisicos empregando um reduzido
namero de varidveis nodais, pois o problema é representado apenas através da discretizacdo
do seu contorno. O MEC vem se firmando como uma das técnicas mais precisas e vantajosas,
pois se fundamenta em diferentes principios matematicos, seja pela Teoria das Equacdes
Integrais ou por formulagdes de Residuos Ponderados. Numerosas simulagdes ja ratificaram o
alcance do método e sua supremacia em certas classes de problemas, como 0s que aqui sdo
abordados. Estas particularidades do MEC fazem com que este método tenha elevada
precisdo quando aplicado a problemas elastostaticos bi e tridimensionais.

Ressalta-se que existem formulagdes do MEC para aplicagOes diversas, como para materiais
anisotrépicos, analises ndo-lineares, problemas elastodinamicos, elastoplasticos, visco-

plasticos, placas, cascas, problemas de potencial escalar difusivos, advectivos e acusticos.
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Dessa maneira, 0 MEC se apresenta como uma ferramenta de grande versatilidade e
com sua soOlida base matematica, aliada as constantes pesquisas que resultam em maior
eficiéncia e resultados cada vez melhores, vem tendo sua aplicacdo prética bastante ampliada.
Sabe-se que a aplicagdo do MEC para problemas axissimétricos pode ser bastante vantajosa
se as equac0es integrais forem previamente integradas na dire¢do circunferencial, resultando
posteriormente num modelo bidimensional onde apenas a se¢do de revolugéo é discretizada.
Desse modo, 0 MEC produz um modelo numérico conciso, com maior redugdo na quantidade
de parametros.

E preciso ressaltar que também sdo frequentes 0S casos em que O COrpo Possui
geometria axissimétrica, mas esta sujeito a carregamentos nao axissimétricos, de forma que o
problema depende matematicamente também da coordenada angular. Estes casos, todavia,

devido a sua maior complexidade, ndo sdo aqui tratados.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os primeiros pesquisadores modernos a explorarem o uso das equagOes integrais no
tratamento de problemas de engenharia como um método numérico de andlise, foram
JASWON (1963) e SYMM (1963). Apesar de se concentrarem em problemas bidimensionais
de potencial, estes trabalhos apontaram de forma visiondria a extensdo da abordagem
proposta para problemas de elasticidade e problemas tridimensionais.

A apresentacdo da formulacdo do método de elementos de contorno para problemas
elasticos tridimensionais s6 ocorreu no trabalho de CRUSE (1969), que usou elementos
triangulares planos com aproximacdo constante para as grandezas do contorno. O método
apresentou boa capacidade para analise de problemas com concentracdo de tensdes, usando

um refinamento mais apurado nas partes do sdlido onde estas concentracBes ocorriam.
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LACHAT e WATSON (1976) apresentaram técnicas numéricas avangadas para lidar com
integrais singulares em problemas elasticos tridimensionais, empregando elementos com
aproximacao geométrica quadréatica e funcdes de interpolagdo quadraticas ou cubicas para as
grandezas do contorno. As novas técnicas apresentadas foram amplamente aceitas e
empregadas na extensdo do método para abordagem de novos problemas elasticos com
materiais anisotropicos por WILSON e CRUSE (1978). O dinamismo adquirido pelo método
ao abranger diversas areas da Mecanica dos Solidos e outras &reas da engenharia conduziu ao
surgimento de novas formulagdes, que possuem integrais com nucleos singulares de ordens
superiores e tratamento mais dificil.

Nessa linha de desenvolvimento, em seguida foram abordados os problemas axissimétricos.
Conforme ja mencionado, nesse caso, 0 MEC apresenta-se como uma técnica extremamente
interessante sob o ponto de vista da simplicidade e economia computacional no que concerne
a entrada de dados: h& necessidade apenas de discretizar o contorno da sec¢do de revolugéo.
Por outro lado, é preciso realizar uma integracdo circunferencial da solu¢do fundamental
tridimensional e integrais elipticas singulares aparecem no modelo matematico, requerendo
tratamento numérico especial.

Para contornar essa dificuldade, neste trabalho s&o utilizados pontos fonte ou de
colocacédo fora do dominio, 0 que evita a necessidade de solugdo de uma grande quantidade
de integrais singulares de elevada sensibilidade numérica. O uso de pontos de colocacgdo fora
do dominio do problema foi feito por RIBEIRO (1992) e CRUZ (2001), que obtiveram
sucesso ao empregar esta técnica em problemas de placas e de Potencial, respectivamente.
CODA e VENTURINI (1994) também a empregam em um algoritmo desenvolvido para
problemas elastodindmicos. Os principais problemas relatados nesta abordagem estdo

relacionados a instabilidade dos resultados ao se posicionar o ponto fonte muito préximo do
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contorno, como mostra CRUZ (2001) em problemas bidimensionais de Potencial, e a falta de
generalidade, uma vez que sua aplicacdo torna-se bastante complicada no caso de problemas
com contornos reentrantes.

Apesar dessa tatica contornar as dificuldades inerentes a integracdo singular, existem outros
problemas. As expressdes das solugbes fundamentais e suas derivadas ndo sdo simples,
especialmente no que tange a elasticidade. Isto porque é preciso determinar os tensores
fundamentais de deformacgéo e de tensdo, a partir de derivadas da solugdo fundamental
axissimétrica, ou seja, a solucdo tridimensional circunferencialmente integrada.

Em trabalhos realizados por Kermanidis (1975), Cruse et al (1977), Mayr & Neureiter
(1977) e ainda Brebbia et al (1984), foram apresentadas expressdes para as deformagdes
fundamentais; porém, as tensbes fundamentais foram deixadas em funcéo das derivadas das
deformacdes. Além disso, apenas no primeiro trabalho (Kermanidis, 1975), foi apresentada a
solucdo fundamental nas trés coordenadas do sistema de coordenadas cilindricas. Cisternas
(1986) apresentou resultados da solugdo de problemas axissimétricos escalares e
posteriormente resolveu problemas elastoplasticos com forcas de volume. Entretanto, as
expressdes explicitas completas dos tensores de deformacdo ndo foram apresentadas nos
textos.

De modo a apresentar mais detalhadamente todo o conteldo inerente a formulagdo
matematica do problema elastico axissimétrico, Stikan [33] deduziu as expressdes das tensdes
e deformagdes no contorno e no interior e retificou alguns erros de digitagdo na expressao de
alguns tensores apresentados em trabalhos precedentes.

Destacam-se ainda alguns trabalhos usando a formulagdo axissimétrica do MEC, realizados
na Universidade Federal do Espirito Santo: Manfré (2001) fez diferentes testes para avaliacéo

numérica dos métodos mais acessiveis de solucdo das integrais elipticas e Batista (2003)
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resolveu problemas de transmisséo de calor axissimétricos transientes utilizando a formulacéo

do MEC com Dupla Reciprocidade.

1.3 OBJETIVO

A importancia do estudo de problemas elastostaticos axissimétricos, pode ser
explicada pela necessidade atual da industria de aumento na sua eficiéncia operacional,
reducdo seus custos de investimento e aumento de sua eficiéncia em relacdo aos seus
competidores. Para isto, torna-se necessdrio o desenvolvimento de novas solugdes de
engenharia, além de uma maior aproximagao entre a teoria e a pratica da engenharia. Ainda
existe o fato das diversas solucGes disponiveis serem bastante aproximadas e necessitarem de
comparagdo com resultados obtidos por métodos numéricos.

Assim, neste trabalho objetiva-se aplicar o Método dos Elementos de Contorno em
problemas elasticos axissimétricos estacionarios, problemas esses que permitam comparacdes
entre as suas respectivas solugdes analiticas e numéricas.

De certo modo o presente trabalho da continuidade ao j& citado trabalho de Stikan
(2006), mas apresenta aplicacbes mais elaboradas do que as apresentadas naquele, cujo
objetivo foi de fazer uma primeira validagdo da formulacéo e do programa desenvolvido.

As aplicagdes aqui escolhidas consistem: do problema de uma placa circular com
carregamento axissimétrico; do problema de Boussinesq, onde uma regido tridimensional
axissimétrica é carregada por um esfor¢o concentrado; e um segmento de bocal, tipico da &rea
de tubulagdes e vasos de pressdo. Sao aplicacOes pouco exploradas na literatura especializada

do MEC, mas muito comuns e Uteis de serem resolvidos por técnicas numéricas.
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Infelizmente, devido a limitagdo de solugdes e tambeém das grandes simplificaces
nelas contidas, o leque de aplicagcdes ndo pode ser muito extenso. Para o problema do bocal,
foi necessério fazer a comparacgdo de resultados com outro método numéricos, 0 Método dos
Elementos Finitos (MEF). Quase que a totalidade das poucas solugfes analiticas disponiveis
de problemas axissimétricos envolve simplificacbes concernentes aos problemas de
membrana, ou seja, 0 dominio é constituido por paredes delgadas que no caso de flexdo,
representadas por uma linha média. Nestes casos, 0 Método dos Elementos de Contorno nao
encontra seu melhor campo de aplicacdo, pois o dominio contido nesses casos €
proporcionalmente reduzido em comparagdo ao contorno, sendo mais indicados os métodos

numéricos de dominio, que discretizam todo o interior.
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CAPITULO 2

EQUACOES GERAIS DA
ELASTOSTATICA
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2 COMENTARIOS PRELIMINARES

Todo material sélido se deforma quando uma forca lhe é exercida, interna ou
externamente, mantendo-se o equilibrio, estatico ou dindmico. Para materiais homogéneos e
isotropicos, é possivel estabelecer aproximadamente relacdes lineares entre as deformacdes e
os esforgos aplicados. As leis de proporcionalidade assim estabelecidas constituem a
Elasticidade Linear. Através do conhecimento do comportamento do material é possivel
definir os efeitos de sua aplicacéo, redefinir seu posicionamento e intensidade com relacdo a
integridades estrutural e prever como sera sua interacdo com 0s outros componentes do
conjunto.

Atraveés do uso da Mecénica dos Corpos Rigidos podem-se determinar as condi¢des de
equilibrio estatico, sem se preocupar com a distribuigdo interna dos esforgos. Assim, quando
uma forca € aplicada em um ponto qualquer de uma estrutura, é admitido que sua acao é
transmitida instantaneamente para todas as partes do corpo, produzindo reac¢Ges imediatas nos
apoios ou vinculos existentes e promovendo movimentos lineares e angulares caso ndo haja
restricdes nesse sentido.

Ja a Mecénica dos Corpos deformaveis considera a flexibilidade da estrutura e as
alteracbes na configuracdo geométrica original em razdo da distribuicdo de forcas em seu
interior, cujos efeitos locais se traduzem em termos de grandezas como a tenséo e
deformagéo. O desenvolvimento dos estudos da Teoria da Elasticidade nos ajuda a entender o
gue acontece no interior de um corpo submetido a qualquer carregamento.

A Teoria da Elasticidade é a disciplina da Mecanica onde se formulam as expressoes,
matematicamente rigorosas, que descrevem as relacbes entre tensdes, deformacOes e
deslocamentos, em corpos sélidos elasticos.

A seguir serdo apresentados alguns itens que tratam exatamente de resumir 0s principios

desta disciplina.
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2.2 EQUACOES BASICAS DA ELASTOSTATICA

Em todas as descri¢des das equacbes que serdo apresentadas, serd utilizada uma
poderosa, simples e concisa ferramenta matematica chamada Notacdo Indicial. Suas
vantagens podem ser observadas principalmente nas operages de diferenciagéo e para que
possa ser empregada, € necessario que o sistema de referéncia utilizado seja o sistema
cartesiano.

Na deducdo e apresentacdo das equagOes diferenciais e integrais da Elastostéatica é
preciso estabelecer algumas considerac@es fisicas simplificadoras do real comportamento do
corpo e, através de artificios matematicos, facilitar o desenvolvimento dessas equacdes.

A primeira hipotese é a de que o0s corpos que estdo submetidos as forcas sdo
perfeitamente elasticos, ou seja, retornam ao seu estado original assim que a acdo dessas
forcas € interrompida. Assim torna-se necessario considerar que as deformacdes e seus
deslocamentos correspondentes sejam extremamente pequenos, de forma que a linha de agéo
das forcas externas ndo se altere, satisfazendo assim as condigdes de homogeneidade e
superposicdo dos carregamentos.

Outro principio utilizado é que a matéria que constitui um corpo elastico € homogénea
e distribuida continuamente e uniformemente através do seu volume. Admite-se ainda, que o
corpo é isotropico, isto é, que seu material apresenta as mesmas propriedades elasticas em
todas as direcdes. Assim serd garantido que todas as propriedades do meio estudado variam
de maneira continua de um ponto a outro do corpo.

Todas as pequenas variagdes nas dimensdes do corpo e 0s pequenos deslocamentos
dos pontos de aplicacdo das forcas externas devem ser desprezados. Assim, as equagdes de
equilibrio do corpo estardo sempre relacionadas a configuragdo inicial do carregamento no
corpo.

Uma importante consideracdo para futuros procedimentos matematicos consiste de
que numa integracdo, o elemento de volume elementar estudado serd suposto pequeno em
relacdo ao volume total, porém suficientemente grande em relacdo ao tamanho de quaisquer

descontinuidades possivelmente existentes na superficie do corpo.
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Assim, através do auxilio das hipoteses explanadas anteriormente, serdo apresentadas
as equacdes basicas que governam o equilibrio local no meio continuo, a compatibilidade de

movimentos no entorno de um ponto e as relagdes entre tensdes e deformagdes geradas.

2.2.1 EQUACOES DE EQUILIBRIO

No momento que um corpo é submetido a um esforco externo, forgas internas de
coesdo se desenvolvem no material a fim de garantirem a integridade estrutural da matéria.
Da mesma forma as reagdes se distribuem de forma continua e com diferente intensidade e

direcdo em todas as partes do corpo, tentando obter o equilibrio.

Assim, para melhor serem qualificados esses esforgos, & necessério analisa-los
localmente e normaliza-los com relacdo a uma dimensdo caracteristica, que é a area de
aplicacdo. Define-se tensédo como sendo a grandeza que expressa a intensidade e a direcdo das
forcas internas presentes num dado corpo, atuantes num ponto particular, agindo em
determinado plano. Esta definicdo mostra que o estado de tensdo ndo apenas depende da area,
mas pode variar de ponto a ponto, dependendo também do plano escolhido e nele possuindo
componentes vetoriais proprias. Matematicamente, o estado de tensdo € um tensor de segunda
ordem ou um diadico. Através da figura 1, pode-se observar que o estado de tensdo em torno

de um ponto requer um nimero maior de dados para sua caracterizacdo do que um vetor.
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Figura 1 —Componentes de tensdes atuando nas faces de um volume elementar representando um
ponto no interior de um corpo tridimensional

Cada um desses trés componentes apresentados € um escalar, mas apenas o trio define

um vetor no plano, denominado de vetor tensdao p;. Embora possua dimensao similar a de

uma pressdo, representando o esforco distribuido numa superficie elementar, € uma grandeza

vetorial e depende da orientacdo do plano considerado.

Os trés vetores tensdo, que usualmente sdo ortogonais, em planos linearmente
independentes, sdo constituidos de nove componentes escalares, que definem o estado de
tensdo através do tensor tensdo. Estes vetores sdo representados através de um paralelepipedo
elementar e analiticamente através de matrizes quadradas. E importante ressaltar que as
componentes escalares do tensor tensdo sdo sempre de dois tipos: normais e cisalhantes,
independentemente da forma de acdo externa, atuando através de forcas de contato ou por

forcas de interagdo com um campo.

Pode-se demonstrar que através do conhecimento do vetor tensdo em trés planos

linearmente independentes é possivel encontrar o vetor tensdo em qualquer outro plano.
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Assim, pode-se concluir que o estado de tensdo num ponto pode ser completamente
representado pelas suas componentes nestes trés planos linearmente independentes. Pode-se
também afirmar que o estado de tensdo num ponto é inalteravel, qualquer que seja sua
representacdo. Assim sendo, diferentes posicGes do paralelepipedo elementar ndo alteram

suas as propriedades, que séo chamadas de invariantes.

As condi¢cbes de equilibrio infinitesimal para o dominio e o contorno elementares
devem ser seguidas pelas componentes do tensor tensdo no interior de todo o corpo e também
na sua superficie externa. Essas equacdes de equilibrio estatico, que regem o problema no
qual um corpo tridimensional é sujeito a carregamentos externos também tridimensionais, sdo

apresentadas abaixo:

Gij’i =0 , NO dominio Q (21)

pj =ojn; ,nocontorno I (2.2)

A equacgdo (2.1) corresponde ao equilibrio no dominio ou interior do corpo, e a
equacao (2.2) corresponde ao equilibrio na superficie externa ou contorno. Na equacédo (2.2)

n; representa os cossenos diretores do vetor unitario normal a superficie sobre a qual a forca

de superficie atua, apontando para fora do dominio.
Através do equilibrio estatico das tensfes que atuam sobre um volume elementar no
que diz respeito ao somatério de momentos, na auséncia de momentos concentrados e

distribuidos chega-se & equacéo a seguir:

Gii

i = Oii (2.3)

A simetria do tensor das tensdes sO ndo seria verdadeira nos pontos em que
houvessem momentos concentrados aplicados; porém, esta condicdo ndo é fisicamente muito
comum. Assim, pode-se afirmar que as tensfes cisalhantes sao reciprocas, pois apresentam o
mesmo modulo quando seus planos compartilham uma mesma aresta do paralelepipedo

elementar e concorrem num mesmo ponto.
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2.2.2 EQUACOES CINEMATICAS

Toda vez que uma forca atua na transformacdo da configuracdo original do corpo
implicando num remapeamento de suas coordenadas no espago, 0 processo é chamado
movimento. O movimento ndo inclui apenas trajetorias no espago, mas também alteracdo na
disposicao interna das partes do sistema. Para os problemas da Mecénica dos Solidos, os
vinculos do corpo sdo como partes fixas e fazem com que os movimentos de corpo rigido
sejam limitados e os movimentos internos das partes do corpo sejam significativos numa
analise com vistas a sua integridade. O diferencial entre 0s movimentos sofridos por essas
partes tem assim grande importancia; pontos vinculados ndao se movimentam e outros
apresentam destacada alteracdo no seu posicionamento. Portanto, é importante acompanhar
esses movimentos localmente, assim como é preciso empregar uma nova nomenclatura, que
expresse 0 movimento local das particulas. Denomina-se entdo o deslocamento como sendo a
distancia percorrida por um ponto do corpo com relagdo a uma posicdo de referéncia,
normalmente tomada na configuragdo indeformada do corpo, devido a resultante da aplicacdo
de esforgos externos,

N&o se pode afirmar que o deslocamento de um ponto € uma grandeza suficiente para
estabelecer uma relacdo satisfatoria entre os esforgos e 0 movimento resultante de sua acdo no
corpo, por duas principais razdes. O primeiro fator, que pode ser verificado em experiéncias
simples, como o0s ensaios tragdo, mostra que é preciso adimensionalizar a relagdo entre 0s
esforgos e o tamanho do corpo, de modo que a resposta eléstica a um determinado nivel de
tensdo ndo dependa da dimenséo do corpo. O segundo fator deve-se ao fato de que as tensdes
surgem devido a gradientes de deslocamento, pois movimentos de corpo rigido translacionais
por si s6 ndo produzem esforgos internos.

E preciso entdo quantificar os diferenciais de movimento entre pontos adjacentes,
considerando seu distanciamento original. Assim surge o conceito de deformacéo. Se realizar
um mapeamento dos deslocamentos correspondentes a configuracdo anterior e a posterior e
ndo se preservarem as distancias entre as particulas, ha deformagé&o.

Existem varias medidas de deformacéo, todas envolvendo o gradiente do campo de
deslocamentos como medicdo basica. No caso de pequenos deslocamentos e movimentos de
corpo rigido despreziveis, pode-se representar a deformacdo do corpo com ajuda das
equacdes conhecidas como Equagdes Cinematicas Lineares:
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g = %[Vu + (Vu)T] = %(ui,j + ;) @4

Nas equacOes anteriores, ¢;; € a expressdo indicial do diadico chamado de tensor de

Green para pequenas deformacdes. A equagdo (2.4) representa, na realidade, um conjunto de
seis equacOes de deformacdo expressas em termos de trés deslocamentos. Isso indica que
essas seis componentes de deformacdo ndo podem ser independentes; devem satisfazer
condicOes adicionais, conhecidas como equagOes de compatibilidade de deformacgdes, que

formam um conjunto de 81 equagdes originais, definidas indicialmente por:
Eijrki + Ekivij ~ Eikrjl ~Ejlhik =0 (2.5)

A maior parte das equacbes € redundante ou identicamente nula. Apenas 6 sdo
distintas e, na realidade, somente 3 sdo independentes. Logo, as condi¢es de compatibilidade
introduzem 3 equacdes adicionais, o suficiente para permitir a relagéo entre deslocamentos de

deformagdes.

2.2.3 EQUACOES CONSTITUTIVAS

As equacgdes constitutivas dizem respeito as relacbes entre tensbes e deformacgdes que
envolvem propriedades fisicas que variam conforme o tipo de material. Para o caso linear,
pode-se utilizar uma relacdo comumente denominada de Lei de Hooke Generalizada. Para o

caso de um material isotrépico, as relagdes entre tensdes e deformacdes sdo definidas por:
Gij=7\,8ij8kk+2}l8ij (26)

Na equacdo (2.6), tem-se as grandezas materiais A e p , que sdo conhecidas como as
constantes de Lamé. Estas constantes ndo sdo muito adequadas a estudos praticos, pois
dificilmente podem ser medidas fisicamente. Assim, normalmente sdo expressas através de
outras constantes fisicas, bem conhecidas em outras disciplinas correlatas, como o médulo de
elasticidade longitudinal (E), o modulo de elasticidade transversal (G) e o coeficiente de

Poisson (v). Assim pode-se expressar A e p segundo as seguintes relagdes:

H=G=——— 2.7)
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2Gv Ev

A= = 2.8
(1—2\/) (l+v)(l—2v) @8)
Substituindo as duas equacdes acima em (2.6) tem-se:

2G

GijZZGSij+—( M skkSij (29)
1- 2\/)

na forma inversa:

1 % 5
Ejj oG G ij —mC’ kk Oij (2.10)

2.2.4 EQUACAO GERAL DE GOVERNO

As equacdes apresentadas em (2.1), (2.4) e (2.9) representam um conjunto de 15
equacdes para 15 incognitas em problemas tridimensionais. Para se gerar uma equacao
denominada de equacdo de governo, vetorialmente concisa, o procedimento € substituir a
equacéo (2.4) na equacéo (2.9) para obter a tensdo em funcdo do gradiente dos deslocamentos
e, logo apds, substituir o resultado em (2.1) para obter a equacdo diferencial parcial de

segunda ordem para os deslocamentos.
A equacdo resultante é conhecida como Equacao de Navier, dada por:
G
Gujfkk +muk,kj =0 ,em Q (211)
Na equagdo anterior, u; € o vetor deslocamento.
Da mesma forma, substituindo a equacdo (2.4) em (2.9) e substituindo o resultado na

equacdo (2.2), obtém-se uma equacdo diferencial de primeira ordem para o contorno do

corpo:

2Gv
)uk,kni+G(ui,j+uj,i)nj=pi ,em I’ (2.12)

@—ZV
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A equacdo (2.12) e utilizada para satisfazer as condigdes de contorno para as for¢as na
superficie.

Deve-se atentar para o fato que para solugdo da Equacdo de Navier (2.11) ndo é
necessario resolver as equagdes de compatibilidade de deformacGes, pois é uma formulacéo
expressa apenas em termos de deslocamentos. O procedimento para a obtencdo das tensdes
consiste em primeiramente gerar-se 0 campo de deslocamentos através da solugdo da equacgao
de Navier (2.11), utilizar-se da equacéo para calcular as deformacdes e, finalmente, atraves da
utilizagcdo da equacdo obter-se as tensoes.

2.3 CARACTERIZACAO DO ESTADO AXISSIMETRICO

Até 0 momento, em todas as formulagdes apresentadas o espaco foi considerado como
sendo tridimensional. Todavia, em alguns problemas, a geometria do corpo e a distribui¢do
espacial do carregamento nele aplicado possibilitam simplificagbes. Assim, se torna
importante compreender em que circunstancias podem-se admitir estas simplificacoes.

Existem diversos tipos de problemas da engenharia que, ao satisfazer determinadas
condicOes de geometria e carregamento, podem ser estudados utilizando apenas uma ou duas
dimens@es. Esta redugdo no numero de dimensdes do problema implica em significativa
reducdo das variaveis fisicas e, por consequéncia, em simplificacdo matematica das equacdes
que o representam.

Um exemplo de problema onde pode ocorrer esta redu¢do no numero de dimensdes é
0 dos corpos axissimétricos que estdo sob carregamentos também axissimétricos.

Tem-se como corpos axissimétricos aqueles nos quais pode-se identificar a existéncia
de um eixo de revolugdo, em torno do qual a rotagcdo completa de uma sec¢ao bidimensional

gera o corpo em sua totalidade. A figura 2 ilustra o exposto.
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Figura 2 — NGs geométricos e pontos externos ao contorno de uma placa circular.

Através do giro completo de uma se¢do de revolugdo que representa o0 corpo, 0O
equacionamento dos problemas axissimétricos pode ser expresso em termos simplificados
mediante adequadas transformacoes, resultando num modelo bidimensional. Deve-se ressaltar
que ndo apenas a geometria deve ser axissimétrica; o carregamento e 0s vinculos também,
pois caso contrario o problema continua tridimensional e irredutivel as formas bidimensionais
de representacdo, a ndo ser através de técnicas matematicas mais sofisticadas. Apenas devido
a simetria admitida nessas circunstancias, pode-se afirmar que as duas componentes dos
deslocamentos em qualquer seccéo plana do corpo ao longo de seu eixo axial de simetria, ou
eixo de revolugéo, definem o estado de deformacdo e, por consequéncia, também o estado de
tensdo.

O fato do deslocamento circunferencial ou normal ao plano da se¢éo de revolugdo ndo
ser computado diretamente ndo significa que ele ndo exista. Na condicdo de axissimetria,
qualquer deslocamento axial ou radial induz uma deformagéo na direcdo circunferencial e as
componentes de deformagéo e de tenséo associadas devem ser levadas em consideracao.
Desta forma, para melhor se resolver as variedades de problemas axissimétricos, deve-se
adotar a utilizacdo de coordenadas cilindricas. Para tanto, as equagfes escritas em

coordenadas cilindricas que possuem origem na equagéo, sdo reescritas como:

[(1 - U)Srr + U(Szz + 599)] (213)

o = 26
™ (1-2v)
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2G

906 = 10 [(1 —v)egg + v(ery + €5,)] (2.14)
0s = o [(L = V)es; + v(err + £9)] (2.15)
Oz = 2G (&) (2.16)
org = 2G(&rg) (2.17)
029 = 2G(&49) (2.18)

Para solucdo de um problema real, através de qualquer método numérico, € necessario
determinar, através da observagdo do problema fisico, os valores das condi¢bes de contorno.
Torna-se evidente que a grandeza denominada deformagdo &; ndao possui visualizagdo
imediata. Desta forma se faz necessario introduzir a grandeza deslocamento u; que, em
coordenadas cilindricas para casos axissimétricos, se relaciona com o deslocamento conforme

a equacdo (2.04). Tais equacOes explicitadas se apresentam da seguinte forma:

£, = 5;" (2.19)
gop = (2.20)
£y, = ‘ZL (2.21)
o =12t i) = 15— ) e22)
= (- 2) 22

=315 =129 =
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CAPITULO 3

EQUACAO INTEGRAL DO
METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO
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3 COMENTARIOS PRELIMINARES

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método computacional para a solucdo de
equacdes diferenciais parciais, que sdo trabalhadas matematicamente de modo a expressarem-
se em forma integral. E aplicado em diversas areas da engenharia, como na mecénica dos
fluidos, solidos, acustica, eletromagnetismo e estudo de fraturas.

O método possui melhor desempenho que o Método dos Elementos Finitos (MEF) em certas
circunstancias, como por exemplo quando o dominio de estudo for infinito ou semi-infinito.
Apesar de ser um método mais novo em relacdo ao MEF e ao método das diferencgas finitas
(MDF), o MEC j& passou por intensa investigacdo e vem se consolidando como uma das mais
importantes ferramentas para solugdo computacional de problemas modelados
matematicamente por equacdes diferenciais complexas, problemas estes que na maioria das
vezes tém solugdes analiticas muito dificeis ou indisponiveis.

Foram dois fatores principais que resultaram no interesse pelos métodos numéricos no
inicio da década de 60. O primeiro € o grande volume de calculo que se passou a efetivar com
a ajuda de técnicas adequadas e eficientes para processamento em computador. O segundo
motivo foram as importantes pesquisas desenvolvidas tendo como base principios
matematicos, como o cdlculo variacional e a técnica de residuos ponderados, que
aprimoraram 0s conceitos relacionados aos métodos numéricos. Com o desenvolvimento
continuo dos computadores, com a diminui¢do dos seus custos e com o desenvolvimento de
programas e técnicas mais eficientes, tornou-se mais comum a utilizagdo dos métodos
computacionais para a solucdo de problemas de engenharia cada vez mais complexos.

O MEC se destaca também em relacdo aos outros métodos citados anteriormente por
ser uma técnica de contorno, enquanto o MEF e o MDF sdo técnicas de dominio. Pode-se
afirmar que o MEC transforma um modelo formulado por equacdes diferenciais parciais, que
descreve matematicamente o problema fisico num dominio espacial e temporal, em equacdes
integrais envolvendo somente valores de contorno e/ou condicGes iniciais.

A teoria das Equacdes Integrais mostra que € possivel realizar essa transformacédo através
do emprego do teorema de divergéncia, dentro de um contexto matematico no qual as
caracteristicas dos operadores diferenciais viabilizem tais procedimentos. E necessério ainda

que haja o apoio de fungdes de auxiliares denominadas solucbes fundamentais.
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E também possivel chegar a um equacionamento integral através de uma sentenca
consistente de residuos ponderados, na qual as solu¢des fundamentais fazem o papel de
funcgdes de ponderagéo.

Qualquer que seja o caminho adotado, a aplicagdo bem sucedida do MEC resulta na
reducdo da dimensdo do problema em uma unidade, e no caso do dominio composto por
variaveis espaciais, somente o contorno precisa ser discretizado. Esta é a caracteristica mais
peculiar do método e uma de suas grandes vantagens, pois ao discretizar apenas o contorno se
tera uma menor entrada de dados, menos operagdes matematicas e opera¢des numéricas mais
simples. De acordo com a extensdo do problema, também um menor dispéndio
computacional.

Outras vantagens do MEC que podem ser mencionadas sdo: a possibilidade de
trabalhar com regides infinitas; a simulagcdo precisa do efeito da concentragcdo de tensdes; a
representacdo mais simples do problema de contato; e a operacionalizacdo mais facil dos
casos de fronteira variavel. A complexidade apresentada pela solucdo fundamental em alguns
casos pode ser considerada uma desvantagem do metodo, assim como a menor flexibilidade
no trato de problemas de meios heterogéneos e inadequacdo na abordagem de dominios
delgados.

3.2 FORMULACAO DO MEC NA ELASTOSTATICA

Nas teorias simplificadas, as quais tratam dos problemas da Mecénica dos S6lidos, sdo
consideradas algumas idealiza¢gdes nos problemas de campo vetorial, onde cada ponto esta
associado a grandezas cuja definicdo requer a identificacdo de mddulo, direcdo e sentido,
como no caso dos deslocamentos. As hipOteses empregadas consideram 0 meio continuo,
homogéneo, estatico e material eléstico linear, conforme exposto previamente.

A Equacdo de Navier, vista no capitulo 2 e rotulada como equacdo (2.10), é repetida

aqui por conveniéncia:

Guj’kk+ uk’kj+bj:0 ,em Q (301)

_&
1-2v)
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Existe outra forma de escrever a equacgdo, utilizando as constantes de Lamé, ja

apresentadas nas equacdes (2.7) e (2.8). Utilizando as constantes, a Equacdo de Navier é
reescrita na sua formulacdo forte:

Hujfii+(7¥+H)Uifij+bj:O (302)

Sédo considerados aqui 0s casos onde a de carga de dominio € nula, assim:

Ke)
1
o

(3.03)

A formulacdo classica do MEC consiste em ponderar a equacgdo (3.02) com o auxilio
de uma funcdo vetorialu? e depois integra-la no dominio. Através de um tratamento

matematico adequado, que serd mostrado a seguir, transforma-se a equacdo integral de

dominio em uma equagdo integral de contorno.
Devemos ressaltar que a funcdo u?, que é chamada de solugcdo fundamental, é a

solucdo do problema eléstico correlato, cujo dominio pode ser infinito ou semi-infinito, onde
as forcas de corpo sdo acbes concentradas no dominio, atuando nas dire¢fes coordenadas,

assim:

MU?,ii + (k+M)U?,ij +b;=0 (3.04)

Sendo que ¢ representa o ponto fonte de aplicacdo da carga enquanto X representa o

ponto campo.

A fungdo Delta de Dirac (A(C, X)), apresentada na equacdo (3.05) apresenta as seguintes

propriedades:
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a) AL, X)=0 ,se =X (3.06)

b) AL, X)=w ,se=X (3.07)

C) jf(X)A(Q, X)dQ =f() ,5e L eQ (3.08)
9)

Através da ponderacdo da equacdo (3.02) pela solucdo fundamental e integragdo em
todo o dominio, tem-se a expressao:

Hjuj’ii U?dQ+(7u+u)Iui,ij u?dQ=0 (3.09)
0 0

Através da propriedade da integragdo por partes, cuja estrutura basica consiste em:
Iuv,idQ:I(uv),idQ—Ivu,idQ (3.10)

E também do Teorema da Divergéncia, que expressa a seguinte transformagao:
j(u,i u*),idQ:ju,i u*n, dr (3.11)

Assim, de posse desses recursos, desenvolvendo a primeira parcela da equagao (3.09)
tem-se :

Jujiiujde=J[(uj,u]) - (U, u})1d0
O O

= [T} U} = (ujuf) + (ujufg)]do
Q

= I(Uj,i U]‘c)ni dr - I(UJ U]‘c,i)ni dr + I(UJ u}(’ii )dQ (312)
r r Q

Da mesma forma, a segunda parcela da equacdo (3.09) se desenvolve da seguinte
forma:
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Iui’ij U?dQ= I[(Ui’i UT),J‘ — (Uj,i U?,j)]dQ
Q Q

= !)[(ui i U7 = (U ug ) + (U u)1dQ

= I(ui’i U}c)nj dr - I(Ui U]‘c,j)ni dr + I(Ui U]‘c,ji )dQ (313)
r r Q

Trocando os indices da Gltima parcela da equagéo (3.13):

Iui,ij UTdQ = I(ui’i U]‘c)nj dr - I(Ui U]‘c,j)ni dr + I(UJ u?’ij )dQ (314)
Q r r Q

Substituindo as equages (3.12) e (3.14) na equacdo (3.09) e rearranjando temos a

equacdo em sua Forma Inversa:

JInujufi)+ o+ m)(ujup)1dQ + J[u(uj,ujng —ujuj,;n)]dr +
Q T

* *
i i )

+I[(x+p)(ui,iujnj—uiujjni)dl“:O (3.15)
r

A equacdo (3.04) apresenta u? como solucdo fundamental, a qual deve obedecer a
equacao de Navier. Assim, a primeira parcela da equacédo (3.15) é dada:

[T (uj uTi) + O+ (U U ) 1dQ = [~ AGX) Py ujdQ = —Pju;(6x)

Q Q

(3.16)

Substituindo-se a equagéo (3.16) na equagdo (3.15), tem-se que:

*
i )

Pjuj (@) =Jr(ujiun; —ujul;np)ldl+ [+ )i, uing - ujuj,;n)dr
r r

(3.17)
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Introduzindo na equacéo (3.17) uma expressdo auxiliar identicamente nula, dada por:

Ju(ui, uing —uj,jujn)dr=0 (3.18)
r

Reagrupando-se os termos, tem-se:

PJUJ(C)ZI[H(Ui’ﬁUj’i)ni + AUy, )n;Ju;j dr +
r
_I[HUjUj,ini+7\,Uin,jni—MUi,ianj-l-u uiuj’jni+uui!jujni]dr
r

(3.19)

E importante redefinir a Equacéo de Navier no contorno (equacio (2.12)) em termos
das constantes de Lamé, de modo que passa a ser expressa da seguinte forma:

M(Ui,j-i-Uj,i)nj—i—}LUk,kniZpi (3.20)

Como a equagéo (3.20) apresenta a mesma estrutura da primeira integral da equagéo
(3.19), tal parcela é substituida pelo equivalente p;. Efetuando essa substituicdo e reagrupando

0s termos tem-se:

Puj(©) = [pju} dr = JLp(u},ujng)+2(uj,junpldr +
r r

_J‘M(uiu}(’jni_ui’iuj nj+ui,jU}(ni)dF (321)
r

Trocando-se a ordem dos indices da primeira parcela da segunda integral do lado
direito e realizando a introducdo de uma nova identidade auxiliar identicamente nula, do

mesmo tipo da equagéo (3.18), tem-se:

Piuj(©) =[pjuj dr =[[p(ui,j)nj+a(u],;) nilu;dr +
r r



—IM(Ui U]‘c,j ni - ui’i U}(nj+ui,j u?ni)df—ju(u?,i Ui —U}(,i Ui)nj dr
r r
(3.22)

Reagrupando a expressdo da mesma forma que foi realizado na equacgéo (3.19):

Pjuj(g)zfpju? dF—f[u(uf,j+u?,i)nj+7L(u?,j) n;Ju; dr" +
r r

—IM(Ui U]‘c,j N; — Uj,j U}cnj+ui,j U]‘cni —U}(,i U; nJ)dF (323)
r

Na segunda integral da equacdo (3.23) a mesma estrutura da equacdo (3.20) €

substituida por p?. Assim:
I[p(uf,j+u?,i)nj+X(u?,j) ni]uidl“:jpfuidl“ (3.24)
r r

Na equacéo (3.23), trabalha-se a dltima integral, ou seja:

IM(Ui U}(,j+ ui’j U]‘c)ni dr —IM(Ui,i U]'C+U]'(,i Ui)nde:
r r
= fu(ui u?),j n;dl" - fu(ui u?),i n;dl
r r
= Ju(uiu})idQ - Ju(u; uj),ydo
Q Q

- _[H[(Ui u]—k),ji — (u; u?),ji ]1dQ =0 (3.25)
)

Assim, fazendo a substituicdo da equagdo (3.25) e (3.24) na equacdo (3.23) tem-se

finalmente a expressdo da Equacéo Integral de Contorno:

Pju;j(@) + [pju;dr = [ pjujdr (3.26)
r r
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De acordo com a equagéo (3.05), sabe-se que o mddulo de P; e igual a unidade. Da
forma como a equacdo (3.26) esta escrita, 0 somatdrio em j no primeiro termo do lado direito
da citada equacdo impede que cada carga concentrada p; atue independentemente uma da
outra. Assim sendo, sera necessario reestrutura-la adotando uma estrutura diadica para a
solugdo fundamental e sua derivada normal. Assim as fungdes que correspondem aos

deslocamentos e for¢as de superficie fundamentais, ficam escritas na forma:

w = uf (G X)P; = ul, Py + uj,P, (3.27)

pj = pij (G X)P; = p1; P + 3P, (3.28)

Devido a necessidade de adequacdo ao modelo axissimétrico, os indices irdo variar
apenas até dois. Para ajustar a nova ordem, deve-se fazer também que cada componente de P;
seja considerado separadamente, assim, P; = &;; ou Pi=8i , onde &;; € 0 delta de Kronecker.
Desta forma uﬂ- e p;} passam a representar deslocamentos e forcas de superficie na direcdo “
j 7 no ponto X, resultado de uma carga unitaria agindo na dire¢do “i”” e aplicada no ponto C.

Conforme demonstrado em detalhes por Brebbia (1978), pode-se afirmar que a
equacdo anterior € um caso particular de uma expressdo geral, na qual um diadico C; é
introduzido em funcéo da posi¢do do ponto fonte que pode estar situado dentro do dominio,
sobre o contorno, ou fora do contorno. Este coeficiente introduz a possibilidade de tratamento
de contornos ndo suaves. Assim a equacéo integral (3.26) se transforma em:

Cii(©uj(©) + [u;()pij(Gx)dT(x) = [ p;(x) uj (§x) T (x) (3.29)
r r

A equacdo apresentada é a equacdo integral do Método dos Elementos de Contorno
para a solucdo de problemas estaticos de elasticidade. Ressalta-se que esta equacdo pode
também ser obtida alternativamente através do Principio de Reciprocidade de Betti ou pela
aplicagcdo de uma sentenca dos Residuos Ponderados, conforme em Brebbia et at (1982).
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CAPITULO 4

OBTENCAO DOS TENSORES
FUNDAMENTAIS PARA
PROBLEMAS AXISSIMETRICOS
ELASTOSTATICOS
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4 SOLUCOES FUNDAMENTAIS TRIDIMENSIONAIS EM COORDENADAS
CARTESIANAS

O problema fundamental governado pela expressdo (3.04) também obedece aos
principios de equilibrio, ou seja:

*

o;;; +b; =0, no dominio Q (4.01)

A solucdo fundamental de Kelvin considera que o dominio Q* é infinito e apresenta
propriedades e comportamento eldstico, onde uma carga unitaria concentrada atua nas trés

direcGes coordenadas, conforme ilustra a figura 3.

Figura 3 — Solucéo de Kelvin — onde o dominio Q* é infinito e apresenta propriedades e
comportamento elastico.

Apesar da equacdo integral do MEC para 0s casos axissimétricos expressar-se em
termos de duas dimensdes, 0s deslocamentos u}} e as forcas de superficie p}} séo relativos ao

espaco tridimensional e geridos pelas equacdes abaixo:

U3 (£, X)= ! (3-v)5,+r,1,,} (4.02)

167(1-v)Gr

p; (£, X):ﬁ{[(l— 2v)6;+3r,; r,j]g—rr]—(l— 2v)(r,n;-r,; ni)} (4.03)

n(l—v



o1

Nas equaces a variavel r = r({, X) representa a distancia entre o ponto fonte ( de

aplicacdo da carga e o ponto campo X enquanto n; sdo 0s cossenos diretores.

As derivadas sdo tomadas com relacdo as coordenadas Xi.

Alguns dos componentes das equacdes (4.03) e (4.04) sdo definidos através da

Notac&o Indicial, conforme se segue:
12 U2
a) r :(ri ri) :(rl g +rp rZ)
b) 1 =X;(X) - x;(C)

or I or
Coxi(x) 1 ax(¢)

4.2 SOLUCOES FUNDAMENTAIS AXISSIMETRICAS
CILINDRICAS

(4.04)
(4.05)

(4.06)

EM COORDENADAS

Nos problemas axissimétricos € muito usual a utilizacdo do sistema de coordenadas

cilindricas (r,0,z), definido pelas seguintes equagdes:

X1=rcos@

X2=r sen @

X3=z7

(4.07)

(4.08)

(4.09)

Se as coordenadas cartesianas no espaco de pontos “P” e “Q” sdo respectivamente,

(%,(P), %,(P), x,(P)) € (%,(Q). X,(Q), X,(Q)), entdo, para o ponto “P”, tem-se em

coordenadas cilindricas 0s seguintes pontos:

xl(P)=ri cos0=r;

xZ(P)=ri sen o=0

(4.10)

(4.11)
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X3(P)=z; (4.12)

Da mesma forma para o ponto “Q”, tem-se:

xl(Q)=rj cos 0 (413)
xZ(Q)=rj senf; (414)
x3(Q)=Zj (415)

Em coordenadas cartesianas, a distancia euclidiana entre 0s pontos “P” e “Q” é dada

R(P.Q) = (x:(Q) - x4 (P))* +(%:(Q) - X2 () +(%5(Q) - %)’ (4.16)

Em coordenadas cilindricas, a mesma equacéo fica:

2

YA¥ }

- ——
- -~
-

r; r
\2"/{] .
Zi

Figura 4 — Coordenadas cilindricas para o ponto “P” situado no contorno da se¢ado de revolugéo,
e para o ponto “Q” situado no contorno tridimensional do corpo.
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Por estratégica, a seguir apresenta-se a equagdo integral de contorno na sua forma

matricial, utilizada pelo MEC na solucdo de problemas elastostéaticos:

uE)7] ae [PaPQ) PLP.Q  PE(P.Q) U (Q)
CP)| U, (P) [+ [|Pu(P.Q) Pr(P.Q) Pu(P.Q) || U,(Q)|dr
U3(P) ! r p31(PIQ) pSZ(PlQ) p33(PIQ) u3(Q)
v (UnPQ) U,(PQ) ULP.Q ) p(Q) (4.18)
=2 [[ux(PQ) uL(PQ) uxP.Q) | P,(Q)|dr
tor U31(P,Q) U32(P,Q) u33(P1Q) p3(Q)

Nesta ultima equacgdo, NE é o numero de elementos discretos escolhidos.

De agora em diante, para maior facilidade no entendimento das operagdes realizadas,
ndo mais é utilizada a notac&o indicial e somente a notacdo matricial.
Para um ponto (X) qualquer no contorno, tem-se em coordenadas cartesianas 0s

vetores deslocamento G(X) e tensdo p(X) expressos em funcdo de seus vetores e em

coordenadas cilindricas U(X) e p(X), da seguinte forma:

~ U (X) 1 - 1 u, (X)

109 = | 130 | = 2T 800 = 2700 |up(X) (4.19)
)| 2n R %

B p1(X) 1 B 1 P (X)

P(X) = | p2(X) | = Z—T(X) P(X) = —T(X) | py(X) (4.20)
| ps(X) | <7 2m | P, (X) ]

Na equacgéo anterior apresentou-se o tensor de transformacdo de coordenadas T(X),

cujas componentes séo dadas por:

cos 0(X) -senO(X) O
T(X) = Seng(X) cosg(X) (l) (4.21)
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Assim, tem-se para 0s pontos “Q” e “P”, respectivamente, a seguinte composicao:

cosf; -sen6; 0 cosO -sen0 0 100
T(Q)=|sen®; cosO, 0|, T(P)=|sen0 cosO 0|=|0 1 0| (422)
0 0 1 0 0 1 0 01

Substituindo-se U(X) e p(X), a equagéo (4.19) torna-se:

e 2t g (Pu P P |(c0sO; -senb; 0)[u,(Q)
O j Py Pp Pyl send, cos®; 0 u,(Q)|2nr d8,dl™ (423)
10 ; ; ) 1) u,(Q)
e (20 g fup Uy Ug|(cosO; -sen®; 0)[p, (Q)
=X [ S-|un Uy ug|sen6; cos6; 0 p,(Q)|2nr dodr”
T 0 : : 0 0 1)[p,(Q

Na equacéo acima I é o contorno da secéo de revolugdo, conforme demonstra a
figura 2. Assim, tem-se que:

dr= 2zr, dI” (4.24)

A equacéo (3.29) pode ser expressa da seguinte forma:

C(P) U(P) + @ U(Q) 2mr, dOdI™

(4.25)
u T(Q) P(Q) 2n 1; o dr

S
”;L

Para 0s problemas axissimétricos os tensores cartesianos U~ e p  estdo escritos em

funcdo da distdncia euclidiana entre os pontos “P” e “Q”, expressa em funcdo das

coordenadas cilindricas. Desta forma, estas grandezas, escritas em coordenadas cilindricas,
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saem da integral, pois ndo variam em relacdo a variavel ;. Esta € uma importante

consequéncia da condicdo de axissimetria.

Assim, a equacdo matricial a ser resolvida pelo Método dos Elementos de Contorno
(MEC), apresentada da seguinte forma:

uP] . [Pr Po P )[u(Q
CP)|u,P) |+ [|p P Py, || U@ ]2nr dr

1 * * * *
l"IZ P r zr Z 7z uZ Q
(P) Px Pu P Q) (4.26)

NE u:r ure urz pr(Q)
=2 [|us us o ug, || py(Q)|2nr dT
1 * * * *
r l"Izr uze uzz pz(Q)
As componentes das matrizes sdo apresentadas a seguir.
27‘[
Up = — J (ullcose +uy,send); )deJ =
"o (4.27)
_ 2
. {[(3 4v)a+7° |K(m, %) - {(3 4v)b? + —}E(m A )}
17 A2
ur, = E! uj; do; = —1 [K(m /)+ —E(m, /)} (4.28)
17 . A2 h
Uy = 5o g (uz1c080; + uzsend; ) do; = b—lrj[-K(m,%)vL EE(m,%)} (4.29)
* _ 2A1
Uy, = —j 53 06, (3-4v)K(m, TJ) + —E(m ) (4.30)
* 1 T * *
UGG = E I (UZZCOSGJ - u2lsenej) dGJ =
(4.30)

4'2r(1rv)[aK(m /) - b2E(m, /)}
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ure = Uer = uze = Uez =0 (432)

Nas equacOes (4.21) a (4.26), sdo apresentados os calculos das derivadas dos
deslocamentos fundamentais em relacdo as coordenadas do ponto “Q”, que sdo
imprescindiveis no calculo das componentes do tensor das tensBes. Esses resultados foram
obtidos por Stikan [33] na obtencdo destas componentes, feita através do programa “Maple”.
Os resultados foram obtidos com auxilio do software nem tanto pela complexidade do célculo
analitico das derivadas, mas pela diminuicdo da possibilidade de erros e economia de tempo,
pois esta etapa seria bastante ardua sem o auxilio deste recurso.

Tais derivadas estdo descritas abaixo:

ou. A 22(ah J
=1 | 2 [20 3]-(34 K +
or, by d b? ( V) (m/)
: (4.33)
A (3-4v)(ah 2} z I it
+—L — +b +—h—+—+a—-— E(m
brirj{ 2r, \ d d| (b® 1 b? ( /)
ou. _ Ag [az?
= - (5-4v)d |K(m, ) +
0z; brrd| b’ (54) (mé)
- (4.34)
Az o1 1 ~2
v, 1. d _(5-4v)a-2az (FJFEJ + 32 }E(m,%)
du, _ A2 ( .\ j
= —+d |K(m, +
O Tj 2br rd ( /)
(4.35)
Y. 11 )
+ ———<h|2f| —+=|+1|-3f-4r° tE(M,T
2brirjd{{ (bz dj } ’}( A)
aufz_ A
= K(m,
0 Z; br, dlI j ( /):I
(4.36)

+

br

el (i) et



ou, A 52 h
= d- K(m, %) +
0z brjd[ b2 ( A)

et an (il et

ou, A 52 h
5 d{(3-4v)d+? K(m, %)+

or
(3-4v)h+2 [bi +4r ﬂE(m /)

+Al

ri d

OUy _ 2A 7
e b31 K(m /)+_{14+2 ( ﬂE(m/)

Ougy _ 4A(v-Drg 22 3 2, 12y 12 -

o = or r-2 ] [Sri Mo+ 4anr+(- 6nr -7+ b%) b ]K(m,é) +
4A1(v 1)[ 2
br r

2= 263 +(4nr+r2- b%) sz E(m,%)

OUpy _ 4A2 (v-l)( a )
= K(m, %) - ~E(m,7%
0z, b, (m A) d (m A)
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(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Através das expressdes anteriores, podem-se obter as seguintes componentes para 0

tensor das tensdes fundamentais:



prr

pre =

n OUy , OUy | 2N,
r (1-2v

0 r

zr+8uz

2n,

){(1_ V)—

0 I

zr+8uz

(1-2v

2n,

){(1_ V)—

0 I

ZJ_I_(

1-2v

){(1_ V)

0 u,,
sz
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(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)



59

Sao somente apresentadas as equages finais resultantes, pois os calculos intermediarios

foram suprimidos. As expressoes finais séo as que seguem:

5U:r Al 32( ae |
e Gl ) e s (4.49
(3-4v)(ae 72 L1 G
+Crirj{ 2r; [d ve j+ d [e(cz+er+a( 2 2 5 J]}E(m,%)
ou, _ A7 |af?
= - (5-4v)d |K(m, %4 +
01 Crifjd{ @ oW } "7 (4.50)
Az H(1 1 .
+ — {(5-4v)a-2az [C_ZJFEJ + 3z }E(m,%)
0 Uy, Az
= K(m +
or 2crrd( j ( /) s
451

A? 1 1 )
+ 2f | —+— |+1|-3f-4r° tE(m, 7T
2crrd {E{ (Cz dj } L } (m A)

(;ﬁm]K(m /)} +_I{”2{3+2f[_+_ﬂ }E(m ) (4.52)

ouy, LT,
- _A{ZC . {SC ——]K(m /) + Crd[ { '+ZT‘]-2rJ}E(m,%)} (4.53)

duy _ A [, 2% A 4.54
2 e & e el efemas @50

* /\

. A (3 Av)d+ —f}K(m mh)+

2
A A d h- I’J I’J
+ m (3'4V)C+Z [C—Z +4I'j T -4 C—ZJ] E(m, % )

(4.55)




ou, _ 2A3® 27 (1 1
—z ZZZ = K(m,%)+ 5{1-4\/4—22 [C—2+aﬂE(m,%) (4.56)

0 Ugy _ 4A(-1) [Srizrjz+4rirj3+(-6rir--r-2 +02)02] K(m,%) N

or  crrfd M
4AG-D) (4.57)
V_
+ o [-Zrizer-Zrirj3+(4rirj+rj2-c2)cz]E(m,%)
i'j
Oy, _ 4A2(v—1)( a j
= K(m,%.) - ZE(m,T 4,58
0z Cril; ( A) d ( A) (4.58)
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Tem-se que K(m,%) e E(m,%) sdo as integrais elipticas completas do primeiro e do

segundo Tipo, respectivamente, de médulo m?. Ainda nessas expressées, as grandezas n,,
n, e ny sdo as componentes do vetor unitario normal ao contorno no ponto “P”. Além disso,

tem-se:

2=(z,-1)) (4.59)
a=r’+r’+2’ (4.60)
b= (r+r)+2 (4.61)
d=(;-r)+2* (4.62)
h=a-2r? (4.63)

f=h-22° (4.64)



(4.65)

A=—F— 4.66
t16nu(1-v) (4.66)
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As expressdes para forcas de superficie fundamentais podem ser obtidas da mesma

forma que foram gerados os deslocamentos, ou seja, integrando-se a expressao tridimensional

desses tensores. Isto, porém, seria bastante complicado, devido a integracdo angular que

envolveria diversas funcdes elipticas. A utilizacdo dos deslocamentos e sua inser¢cdo na

Equacdo de Navier para o contorno é o caminho mais estratégico, por ser de mais simples

solugéo, como demonstrado a seguir:

ot ez g [0 7| i Pas -

Prjy Praaj) ()
= [Urran  Urzan| (o ()
2nyN ¢ l s ZZ(”)] {pr . }rds (4.67)
i Uzr(i,j) Uzz(i,j) pz(])
Onde §; = — 2«
Urr (i) = Upr (x,x) (4.68)
1 p2mp, . . . N .
= fo "[lexl (x,x ) €0S 0, U1, (x,x ) sin Hj]dej (4.69)
_ 21 | (3—-49)(1-2cos?a) (Ti—Tj)Z(1—2C0$2a)—4-rirjcosza
_ZAIO cV1-m2sinZa + C3(1—mzsin2a)% da (4.70)
= [(3 - 49)(r2 +1?) + 401 - 9)(z; — 2) | K (m. D) - - (3 — 49)c? +
crirj t J t 7 "2 crirj
a(zi-z;)* T
N (m.3) (4.71)
% /5 o\ % N1 (2 % .
Uiz (i) = U (e x )= *[Usi1x3 (x, x) cOs 6;]d6; (4.72)
c3(1-m?2sin2a)2z
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2

:A(Zcir—ij) [K (m, g) + ME (m, E)l (4.74)

* PR N * N 1 2 * . * . -
Uz (i.)) = Uiz (6, x) = [Usix1 G, x) €OS 8; + Uiy (x, ) SiN 6;]d6; (4.75)

Tri—Tr; T-Cosza Zi—Zj
SA[" l( crjericosta)(z; f)l da (4.76)
c3(1-m2sin2a)2z
2
_A(zi-zj) _ 4 riz—rjz+(zi —zj) T
et () + T ) (a7
% /5 o\ — TT% . 21 % f= =
Uz (i) = Uiy () == [T 103, (0,16 (4.78)
=A[T | )_ (eiz)" da (4.79)
0 cV1-m2sina C3(1—mzsin2a)% '
(2 -2))°
_24A T Zj —zj T
=& [(3 — 49)K (m,2) + L= F (m, 5)] (4.80)
Onde
_ 1
A_[16n’2u(1—19) (4.81)
a=r1?+ rjz + (Zi — Zj)z (4.82)
2 2
d= (Ti - T]) + (Zi - Z]) (483)

A tracdo axissimétrica pode ser derivada analogamente, porém desde que escrita em
termos de funcdes elipticas expressas em termo de U* conforme demonstrado nas equagdes
escritas de (4.73) a (4.76).

Assim, temos que:

P: = Ph(x, x') (4.84)



9 UTT oU7,

[1—19 AUy
1-29 or

R [ or ] +2un,

Pr*z = Pr*z(x, x')

e %554 S 2am, 15555
Pz*r = Pz*r(x,x')
cin [+ 2]y, [ 2522
Pz*z = Pz*z(x, x')

o [+ ] o [

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)
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CAPITULO 5

OBTENGCAO DOS
DESLOCAMENTOS E TENSOES
NO INTERIOR DO DOMINIO



65

5 EQUACAO INTEGRAL PARA CALCULO DE DESLOCAMENTOS EM
PONTOS INTERNOS

A Lei de Hooke para um estado tridimensional elastico é dada pela Equagédo (2.09),
que relaciona as componentes de tensdo em funcdo das deformagdes, consideradas

conhecidas, em qualquer ponto do corpo solicitado Tal equacéo é repetida a seguir:

2G
GijZZGSij+—vSkk8ij (501)
(1—2\/)

Sabe-se que as componentes de deformacdo no caso axissimétrico podem ser escritas
com grande vantagem em coordenadas cilindricas. Tais componentes, em funcdo dos

deslocamentos u(P), séo dadas de acordo com as seguintes expressdes a seguir:

o u, u, ou,
€y T 5 = , &5 = 5
"y T f 0z
(5.02)
Sreziaue_u_e ’Srzziau“rauz ;89Z=£8u9;
2| or r 2| 0z or 2012

Pode-se afirmar, que quando o ponto “P” esta situado no interior do corpo da matriz
C(P) e corresponde a matriz identidade. Portanto, fazendo-se uso da Equacédo (4.21), podem-
se obter os valores dos deslocamentos nos pontos internos a partir dos deslocamentos dos

pontos situados no contorno, os quais ja foram previamente calculados:

uP] . [Pe Pu P |[u.(Q
Uy(P) |+ [l pe P Po || U(Q) |27 dr” =
u,(P) L (N R R TH (0))

* * *

NE urr ure urz pr(Q)_
= Z j ugr uge u;z pe (Q) 27': rj dr
1 *

* * *

r l"Izr uZG uzz pz(Q)_

(5.03)
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As integracfes dos nucleos que compdem a equacgdo (5.03) deverdo ser outra vez
efetivadas, pois os pontos fonte (P) agora estdo posicionados no interior do dominio. Como o
calculo computacional destes pontos no interior € bem simples, nenhuma técnica de resolucdo
de sistemas necessitara ser empregada, pois o sistema ja foi solucionado. Também deve-se
destacar que a precisdo dos resultados nestes pontos é mais elevada, ao contrario do que
normalmente acontece em outras técnicas numéricas. Esse comportamento pode ser
adequadamente explicado a luz do Método dos Residuos Ponderados, pois 0 emprego da
equacao integral (5.03) equivale a uma nova minimizagéo de residuos, tomando como base as

variaveis nodais de contorno ja calculadas anteriormente.

5.2 EQUACAO INTEGRAL PARA CALCULO DE TENSOES EM PONTOS
INTERNOS

Para obtencdo das tensOes deve-se seguir um procedimento similar ao anterior
utilizado para a obtencdo dos deslocamentos. No entanto, existem algumas etapas
intermediérias que necessitam ser realizadas. Como exemplo, no célculo da tensdo radial no

ponto interno “P”, o, (P), faz-se uso primeiramente da Equagao (2.09):

6 (P) = 2G & (P) + 22" (6, (P) + g0 (P)) (5.04)

(1-2v)

Substituindo-se em (5.02), tem-se:

_ o u;(P) v (0U,(P) , uP)

As derivadas dos deslocamentos podem sdo obtidas através da derivagdo da equagédo
integral matricial (5.03), as quais tomam a forma da equacdo exemplificada a seguir, em

termo de u;:
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o u,(P) + NZE: J[a P (Q)+6 p,e u (Q)+ rrzu (Q)} 2n T, ar’ =

ar 1 F* ar

(5.06)

2] {a ”_" P (Q+ “f@ pe(Q)+ = pZ(Q)} R

r I

As tensdes internas sdo obtidas através do mesmo procedimento utilizado para a

equacdo (5.05). Assim devem-se derivar os deslocamentos u;(§)’s gerando derivadas

segundas dos ncleos, pois os termos relacionados aos vetores tensdo Pjj ja estdo expressos

em funcgéo das derivadas primeira dos deslocamentos.
A seguir, sdo listadas as derivadas dos deslocamentos, incluindo as derivadas segundas.

Para facilitar a compreensdo das equacdes, sera feita a adocdo das seguintes convencoes:

=1, 1=p (5.07)
Zi =7, 1 = (5.08)

As derivadas dos u ’s em relacé@o ao ponto “P” serdo apresentadas no Apéndice A.
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Assim, de posse destas Ultimas equacdes, pode-se integrar numericamente a equagao
(5.06), aqui repetida por conveniéncia, para encontrar os valores das derivadas dos

deslocamentos.

o u,(P) +§ J‘|:a Px (Q)+a pfeu (Q)"’ rrzu (Q)} 2, dr’ =

ar 1 F* ar

(5.06)

2] {a ”_" P (Q+ “f@ pe(Q)+ = pZ(Q)} 2y, dI”

T I

Os valores serdo, por sua vez, serdo inseridos na equacao (5.05), também repetida por
conveniéncia, para se obter as tensées nos pontos internos, ou seja:

_ ou® ., v (ou,(P)  uf(P)
crr(P)—2G{ or Jr(1—2\/)( 0z ' r j} (5.09)

Deve-se ressaltar que, por simplicidade, as equacdes duas equacOes (5.05) e (5.06)

estéo particularizadas para uma determinada componente (plano radial, direcdo radial).

Deve-se proceder da mesma forma para o célculo das tensdes nas demais direcOes e
planos, cujas componentes foram mostradas a partir da equacgdo (5.09) repetida novamente

por conveniéncia.

*

O Uy A { 552 Annd 3
= — A KM, %)) |v(-32rp°z°-327"rp"-
or b3r2p(-4arp-4p4+4ap2-4p222+a2 A [ (

8h%rp3-8h%rp22+32p°52 +323%p* +16hp*2% +8h%p* +16hp22* +8hp?22 +4h3p2+
4h% 2)+24rp52 +322% rp +2hrp322+6h2rp3 2hrpz +10h? rpz 24p62 -327* p - (5.49)
14hp*2%-6h%p*-14hp*2*-11h%p?2%-3°p% +h?2*-5h°2% ] + E(m, %)) [v(-643"p"

-16h3*p2 +16h3%p*-16h%2%p2-4h352 +4h3p?) +123°p2 +445%p*-4h3*p? -h?5*

4h72p*+23h%3%p +5h322-3h3p2]}
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CAPITULO 6

IMPLEMENTACAO NUMERICA
DO MEC
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6 COMENTARIOS PRELIMINARES

Os conceitos basicos do célculo numérico como os de aproximacgéo, discretizacéo,
convergéncia, entre outros, constituem os quesitos fundamentais para a resolucéao eficiente de
equacdes por via computacional. Portanto, € uma etapa muito importante na resolugdo de um
problema especifico a escolha de algoritmos, técnicas e procedimentos que componham o
método.

Conforme j& exposto, a equacdo integral obtida em (3.29), que é repetida a seguir por
conveniéncia, envolve uma distribuicdo dos deslocamentos e forcas de superficie em todo o

contorno:

CE) u(&)+ [ u(X)p" (&, X)dr(X) = [ p(X) u" (&, X)dr(X) (6.01)
T T

Tem-se que o ponto fonte £ é o ponto nodal onde a forca unitéria produz o campo de

deslocamentos u”, enquanto X representa 0s pontos de integracdo sobre o contorno, 0S
pontos campo.

O tratamento numérico desenvolvido considera uma discretizacdo do contorno em um
namero finito de elementos. No presente estudo utilizam-se os elementos quadréaticos, que
correspondem ao uso de funcdes de interpolagdo quadréticas. Esta discretizacdo leva a um
sistema de equacOes algébricas envolvendo valores nodais de deslocamentos e forgas de
superficie.

Os métodos numéricos permitem resolver sistemas de dificil resolugdo analitica, mas
de uma forma aproximada. Da mesma forma, o método dos Elementos de Contorno envolve
um procedimento que procura minimizar o erro cometido com a solugdo aproximada, através

de uma ponderagdo avaliada em todo o dominio.
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6.2 PROCEDIMENTO NUMERICO GERAL

Somente apds a discretizacdo da equacédo integral geral de contorno (6.01) é possivel
resolvé-la aproximadamente. Inicialmente, divide-se o contorno numa série de elementos

sobre os quais se interpolam as grandezas u; e p; em termos dos valores nodais.
u;=N°® u;® (6.02)
pi =N°p;® (6.03)

onde N° é o vetor das fungdes de interpolacdo, u;°e p;® sdo os vetores deslocamento e forga

do ponto nodal X .
6.2.1 ELEMENTOS COM GEOMETRIA LINEAR

Pode-se observar na figura 5 a ilustracdo de um elemento de geometria retilinea. Nele

observa-se a coordenada natural I'(r), que é definida como:

1 1
FE () =X b1 + X6 0 =XE 5 (A=) + X5 5 (L+7) (6.00)

1 1
Ty =yié1+Y202 =y15(L-m) +yz 5 (L+n) (6.05)

n=1 ¢1=1-x/L

¢2=x/L

IS

n=-1

Figura 5 — Geometria retilinea.
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Existem diversas formas de encontrar o valor do Jacobiano da transformacgao, iremos
aqui demonstrar atraves dos principios da geometria diferencial. Através da observacéo, da

figura 6, pode-se escrever:

2 2 e 2 2 2
dre dre dr” e re dry
dFZ:de+dF5 [ j =| =X 4|2 - _ /| 9 +| =2
2>1dn dn dn N dn dn dn

dr
dr,

dr,

Figura 6 — Geometria retilinea - elemento diferencial.

Finalmente:
dre =|2¢[dn (6.06)

Onde | J¥ & o Jacobiano da transformacao. Para a geometria linear e em 2D tem o valor de:

I

pe|== (6.07)



73

6.2.2 ELEMENTOS COM GEOMETRIA QUADRATICA

Para 0s casos onde uma geometria quadratica é adotada, como a forma mostrada na
figura 7:

[°=T*(x,y)

W (X3,Y5)

(X1,y1)

Figura 7 — Geometria quadratica.

Para este caso, tem-se:

2 2
n n n
Ig(X) =X] &g + X5 0, + X503 =X] (7—Ej +x§(1—n2)+x§(7+ j (6.08)

N |3

N’ N’
Ty (X) =Yi 01 + Y5 d; +y%¢3=yi(7——j y%(l—n2)+y%(7+

N |3

> j (6.09)

As derivadas com relacdo a varidvel adimensional fornecem:

e
X

1
dn :n(x1—2x2+x3)+5(x3—x1) (6.10)
dFj

1
E=ﬂ(y1—2yz +3/3)‘%5(3/3_3/1) (6.11)

Da mesma forma o Jacobiano é definido como na equacgéo (6.06). Assim:
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dre)? (dre)’
el X y
bk [_dnj +[_dnJ (6.12)

6.2.3 EXPRESSOES DOS INTEGRANDOS

Para desenvolver as integrais da equacao (6.01), devem-se conhecer as expressoes dos
integrandos em funcdo da coordenada natural n. O Jacobiano para geometria quadratica é
dado pela expressdo (6.12). As coordenadas do ponto campo X(n) e y(n) podem ser
determinadas a partir das expressoes (6.08) e (6.09). Sendo assim, a distancia entre 0s pontos
fonte e campo e o vetor R, como pode ser observado na figura 8, estdo definidas, restando
apenas obter a expressdo para o vetor unitario normal n(rn). Assim, seja t um vetor tangente a

curva I', conforme apresenta a figura 8.

y

G X

Figura 8 — Vetor posi¢ao e vetores unitarios.

Q AT

Figura 9 — Elemento diferencial da curva.
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Existe uma relacdo entre R e a curva I', conforme mostra a figura 9, que pode ser

expressa por:

AR PQ dR . AR
= = = lim —=
AT AT dI” ar—o AT

(6.13)

De acordo com a anélise geométrica, podemos afirma queAT'—>0 e Q—P na direcdo

da corda PQ e tende para a direcdo da tangente a curva em P.

dR_dxi+dy__
dr _dr dri”

t (6.14)

Tem-se também:

(~dR_dRdn_dR1
“dr  dn dr dn |

(6.15)

Deve-se ainda calcular da expresséo anterior o termo dR/dr. Assim, tem-se:

R=[x(x) ~x(©)]i +[y(x) -¥(Q)]j (6.16)

Diferenciando, encontra-se:

dR = [dx(x;)]i +[dy(x;)] j (6.17)
Onde dx e dy s&o coordenadas globais; ent&o, escrevendo-as em termos de n:

X =T () =X{ 0y +X5 0y + X303 =X; Ny +X5 Ny +x3 N3 (6.18)

y=Ty(m)=VYi 01 +Y50p +Y303=Yi Ny + Y5 N, + Y3 N3 (6.19)



Derivando as equagfes acima, tem-se:

dx =X d; + X5 do, + X5 dig

(6.20)
dy =y dgy +Y5 do, + Y5 dog (6.21)
As funcgoes ¢; sdo dadas em fungéo de n; logo:
dR dx(n). dy(m).
= 6.22
Obedecendo a todas as condicdes:
t.n =20
6.23
xs =K ( )
T _ar (6.24)
Sar
Tz_dz. (625)
_El
Tem-se o vetor normal:
_ 1 fadr . dz\ __ .
t—m(al+dn) =T+ Ty (6.26)

Assim atraves da discretizagdo, as integrais sdo resolvidas de forma numérica
empregando a Férmula de Gauss.

6.2.4 FUNCOES DE INTERPOLACAO

Os elementos de contorno para problemas bidimensionais tém, usualmente, forma retilinea ou
curvilinea, podendo as funcGes interpolantes serem constantes, lineares, quadraticas ou de

ordem superior. Se as fungdes de forma, que definem a forma geométrica, e as funcGes de
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interpolacdo para valores nodais tém mesma ordem, os elementos sdo denominados
isoparamétricos.

Os elementos sub-paramétricos, com aproximagao constante para os valores de contorno, nao
sdo usados em aplicacOes da elasticidade por apresentarem resultados com precisdo muito
inferiores se comparados com os obtidos, por exemplo, com aproximacéo linear, conforme
verificam CRUSE (1974) e SOUZA (2001).

Através da adogdo de um sistema de coordenadas adimensional, sdo definidas as
funcgdes de interpolacdo espacial, conhecido também como sistema de coordenadas natural.

A coordenada adimensional n, aqui € usada com vantagem por permitir 0 uso de
fungbes ¢k padronizadas e por se ajustar com mais facilidade aos esquemas de integragéo

aproximada.

r=0 n r=L

() (1) ()
* *
n=- n:O 1’]=1

- 1 .

Figura 10 — Sistema de coordenadas adimensional.

Pode-se observar na figura 10 um elemento adimensional, para o qual os valores de u
e p em qualquer ponto podem ser definidos em termos do seu valor nodal e as funcGes de
interpolacdo ¢x s@o dadas em termos da coordenada adimensional. Pode-se observar na
figura 10 que a coordenada adimensional n varia de -1 a +1.

Assim para as funcGes de interpolacéo lineares, tem-se:

() = Uy () + U 20 =0 02| (6.27)
P =1 ds() + P2 0200 = [0 4] ! (6.2
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As duas fungdes de interpolagéo séo:

1= 50 (6.29)

b =5 @+ (6:30)

Para as funcdes de interpolacdo quadraticas, da mesma forma, tem-se:

o,
U(n) = Uy (M) +Up b (M) +Uzds()=[01 2 d3][ U, (6.31)
L U3 |
o]
P(M) =Py ¢1(M)+P2 ¢2 (M) +P3 ¢3(n)=[¢1 P ¢3] P2 (6.32)
| P3
Assim, as funcdes de interpolacéo séo:
1 =%n(n—1) (6.33)
¢ =1-77 (6.34)
3 =%n(n+l) (6.35)

6.2.5 INTEGRACAO NUMERICA.

Na figura 11 ilustra-se esquematicamente como se processa a aproximacao de um

contorno curvilineo qualquer por elementos de contorno

.
S

Quadratico

Figura 11 — Elemento de contorno quadratico.
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Na figura 11 tem-se ilustrados os trés tipos de elementos, o elemento do tipo constante
retilineo, onde a aproximacgdo das variaveis basicas ou primais é constante ao longo do
elemento, enquanto a descricdo geométrica do elemento é linear. Portanto, um elemento
hipoparamétrico, onde o posicionamento dos pontos nodais é centralizado no elemento de
contorno. Conforme exposto, 0 uso de tal tipo de elemento € bastante restrito nas analise
elasticas, sendo mais efetivo nos casos de potencial escalar.

No segundo tipo de elemento, tem-se o elemento linear retilineo, classe
isoparamétrica, no qual o campo de variaveis primais e a geometria do elemento possuem a
mesma ordem. Normalmente, os pontos nodais coincidem com as extremidades do elemento
de contorno, mas em algumas ocasides podem ser empregados elementos ndao conformes, nos
quais 0s pontos nodais s@o deslocamentos para o interior ou mesmo para o exterior.

Por altimo tem-se o elemento quadratico isoparamétrico, onde trés nos funcionais

caracterizam este tipo de elemento, que possui como caracteristica uma maior precisao.

Assim, substituindo (6.02) e (6.03) em (6.01) tem-se a seguinte expressao:

Ne Ne
CEuG)+ 2| [p'Ndr[u® = > | [u"Ndr |p® (6.36)
=1 T =1 L

Ne = Numero de elementos da discretizag&o.

A funcéo interpolante define a geometria de cada elemento, de forma que se baseia
nas coordenadas cartesianas dos pontos nodais que sdo naturalmente conhecidas. As

coordenadas cartesianas x; dos pontos de contorno estdo situadas ao longo do elemento,

como demonstrado a seguir:

X; = M®x;® (6.37)
M°®= Matriz contendo as funcdes de interpolacdo e

x{ =Vetor de coordenadas nodais do elemento.
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A montagem do sistema de equagdes indicado em (6.36), cada uma das integrais sera
calculada numericamente. Este célculo se dara através da integragdo numérica
unidimensional de Gauss, que segue:

1 P
[f()dn = gf(mwi (6.38)
-1 1=

Onde: ni=Coordenada adimensional do i-ésimo ponto de integracéo,
wi= Fator de peso associado ao ponto i ,
P =Nudmero total de pontos de integragdo utilizado.

Assim, operando com as parcelas da equagéo (6.34) chega-se a:

NPI
[p"Ndr = [p"NJldn= 2|3, wi Ny py (6.39)
Fj Fj k=1
e
N N NPI N
fu'™Ndr = [u'™N3ldn = D [3], w Ny Uy (6.40)
Fj Fj k=1

NPI= Numero de pontos de integracdo de Gauss.

A equacdo discretizada é aplicada repetidamente considerando o ponto ¢ situado
coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Deve-se levar o sistema para a

forma matricial e para isso coloca-se da forma mostrada a seguir.

Na segunda parcela de (6.36), tem-se:

Ne N Ne
Y| [p'Ndr, [ut =D heu® (6.41)
=1 T =1

e
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Ne N Ne
> fu Ndl, |[p® =D g°p° (6.42)
=1 T =1

O sistema se reduz a forma:

Ne Ne
CG)u(G) + 2 h®u®=2g°p° (6.43)
j=1 j=1

Assim, temos um sistema de equacgdes matriciais na forma:
(C+HA)u=cp (6.44)

Na equacédo anterior 0s vetores u e p possuem os valores de deslocamento e forgas de
superficie em todos 0s pontos nodais. A matriz C é quase diagonal, e pode ser incorporada a

H para formar:

Hu =Gp (6.45)

6.2.6 POSICIONAMENTO DOS PONTOS FONTE.

Apesar da forma condensada da equacdo (6.45), deve-se analisar e apresentar como
determinar as sub-matrizes da diagonal H. Deve-se ressaltar que os termos dessa diagonal sdo
compostos da sub-matriz C e de parcelas de integrais nas quais ha singularidade, pelo fato do
ponto fonte estar coincidente com o elemento no qual se processa a integracdo. A
operacionalizacdo dessas integrais singulares é analiticamente bastante complexo e
numericamente também bastante sensivel a imprecisfes. Para se evitar tais problemas, adota-
se a estratégia de se calcular estes componentes através da imposi¢do de translagGes de corpo
rigido, correspondentes a forcas de superficie nulas. Assim, para o caso bidimensional adota-

se, 2 translacdes independentes, Ui =it ¢ Ui =9i2  tendo:
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t
2 HpgUug =0 (p=12,..,1) (6.46)
gq=1

Hpq=Matrizes 2x2 de H.

=1 (6.47)

I= Matriz identidade.

Pode-se calcular indiretamente as sub-matrizes da diagonal de H na forma:

t
Hoyo=— L Hyq (2=12,....,1) (6.48)
=1
4=

Esta estratégia ndo é efetiva para os casos de problemas axissimétricos, pois se é
possivel simular um movimento de corpo rigido na direcdo axial, 0 mesmo ndo pode ser feito
na direcdo perpendicular ao eixo de revolugdo. Neste caso, nos restaria tentar integrar as
complexas singularidades geradas por fungdes elipticas, ndo fosse possivel colocar o ponto
fonte P fora do dominio fisico do problema, resultando numa matriz C identicamente nula.

A introducdo da técnica de colocagdo dos pontos fonte fora do dominio ndo é
novidade com o MEC, mas é um procedimento pouco usual, por se acreditar que ha perda
apreciavel de precisdo e requerer-se a definicdo de novas coordenadas para os pontos fonte,
diferentes daquelas escolhidas para definicdo dos nds funcionais na malha de elementos.

Nesta dissertacdo, os pontos fonte sdo posicionados estrategicamente fora do dominio,

oque nos leva a uma reduzida quantidade de integrais singulares a serem resolvidas. Assim :
CP)=0 (6.49)

Na equacdo (6.49), tem-se uma equacdo idéntica a equacao (6.50), onde para cada ponto
geométrico preestabelecido na etapa de discretizagdo, resultaem um sistema de equagdes do
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tipo (3Np X 3Np), onde Np representa o nimero total de pontos geométricos situados no
contorno.

* * * * *

NE prr pre prz ur r ure urz pr

u
NE
Z Por  Poo  Po, || Up znrj dr:ZJ. Ug,  Ugy Ug, || Po 2nrj dI'  (6.50)
. r* p;r p;e p:z uz . r* u:r uZe UZZ pz

A figura 12 esta ilustrado a técnica utilizada, onde esta representada de forma
simplificada, apenas por um retangulo, uma placa circular. Pode-se observar, sobre o
contorno 0s nds geométricos externos ao dominio e os pontos fonte. A distancia d; é dada

pela equacgao:

l;=Valor médio dos tamanhos dos elementos adjacentes e
a; = Parametro escolhido dentro de uma escala de 0,1 a 0,5.

Existem outras formas de se obter os coeficientes Cj;, apresentada em BREBBIA [5],

porém como ndo apresentam nenhuma vantagem ao nosso estudo, estas op¢Bes ndo serdo
abordadas.



84

Figura 12 — N6s geométricos e pontos externos ao contorno de uma placa circular.

6.3 EQUACIONAMENTO PARA CALCULO DE TENSOES NO CONTORNO

Atraveés da obtengdo de todos os vetores deslocamento e forca de superficie ja obtidos
nos pontos nodais € possivel se obter as tensbes e deformacbes nos pontos que se encontram
exatamente no contorno. Deve-se ressaltar que devem estar disponiveis para o calculo tanto
os valores nodais das variaveis basicas fornecidos ao sistema de equac¢fes como condicdo de
contorno, quanto os valores calculados posteriormente pela solugdo das equagdes integrais
discretizadas. As componentes destes vetores em cada ponto nodal de um dado elemento
estéo representadas de acordo com as equacdes (6.02) e (6.03).

u; = N¢ xy;*® (6.02)

pi = N°*p;° (6.03)

Deve-se fazer uso de um eixo de coordenadas tangencial e normal a superficie de

contorno, no intuito de se utilizar um plano de tensdes principal, o que facilita imensamente
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os célculos. A figura 13 ilustra este sistema de coordenadas para um ponto qualquer do

contorno. Os vetores que representam 0s vetores unitarios que definem o sistema de

coordenadas sdo t e 1.

=l

Py

Figura 13 — Vetores Normal e Tangente.

De acordo com a equagdo (6.14) onde x e y serdo respectivamente, em coordenadas

cilindricas r e z:

t= L (ﬂn%jj:nhm 652)

O vetor U(P) € o vetor deslocamento do ponto “P”” nas coordenadas originais, tal que:

U(P)=U,(P) i+ U,(P) ]+ Uy(P) k (6.53)

Para se obter o deslocamento do ponto “P” na direcdo do vetor t basta-se efetuar o

produto escalar a(P) . t :

UiP) = (U,P) T, +U,(P) T,) (6.54)
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E necessario obter a deformacio do ponto em relagio ao novo sistema de
coordenadas. Desta forma, considera-se dt como um comprimento infinitesimal na direcéo

tangencial ao contorno, de forma que:

o= QUi(P) _ dUy(P) dn
t dt dn  dt

(6.55)

Tendo um segmento qualquer no contorno AI' e um na direcdo tangencial ao
contorno Al'como mostrado na figura 14, se torna facil a constatacdo de que fazendo-se

ambos tenderem a zero, tem-se que:

Se AT 50 At —>0 ,entdo: dI" =dt

At

AT

r
L\

Figura 14 — llustragao de quando A1 0 1 At=0 opos dl = dt

Pode-se verificar que:

-0 &0 dn 1 6.56
T T dt dq dr I dn (6:56)

Derivando a Eq (6.54) e substituindo-a na Eq (6.56), tem-se:
oy = 1{[& uf s N2 e ONg urngl . [di ag N2 e dNg H (6.57)
dn dn dn

dn

Executando apenas uma rota¢do em torno do eixo 6, pode-se concluir que:
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8(P(P = 899 = (658)
p
Pela Lei de Hooke tem-se:

Cnn _ %

ZLLT =& + m (Stt+8nn +8(p(p) (659)
Entao:

1 @-2v)
€ = ) { 2 Onn _V(gtt+8(p(p) } (6.60)

Para os deslocamentos, é necessario realizar a rotagdo do vetor forca para se trabalhar
no sistema de coordenadas tangencial e normal. As componentes do vetor forga neste sistema

de coordenadas sdo obtidas fazendo-se o produto escalar entre o vetor forca p(P) e a matriz

transformacéo(no caso uma transformacéo definida por uma rotacdo) Tr, onde:

PP)=P.(P) i+P,(P) j+ Py (P) k (6.61)
€,
-, T, O
Tr=|T, T, 0 (6.62)
0 0 1
Logo:

B =p.Tr=PRP)i+P,(P)j+P,(P k (6.63)
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Assim para este plano de tensdes, é possivel montar a equagdo do tensor tensdo. Das
nove componentes, cinco ja foram calculadas com os dados do vetor tensdo e as outras trés

serdo encontradas tomando-se como base as deformacdes e as tensdes também ja calculadas.
Sendo este vetor tenséo G, , tal que:

¢
Gt Ont Onn Ong (6.64)
Opt  O¢n  Ogo

Através destes componentes do vetor for¢a e como o tensor tensdo é sempre
simétrico, pode-se afirmar que:

oy B Ot
6=| Pk P P (6.65)
c P

Completando a equagao (6.60) encontra-se desta forma a deformacéo ¢, , pois sabe-

se que 6,,,=P, . Tem-se:

_ 1 1d=2y)
Enn= ) { 2pv P, _V(gtt+8(p(p) } (6.66)

Utiliza-se a Lei de Hooke para as quatro componentes do tensor tenséo restantes.

2
Onn = (1_2\/) [(I_V)Stt TV (Snn +8(P(P)}

(6.67)
2u
Cop = 29 [(l—v)s(p(p + v (eq +&n )]

E para encontrar as duas componentes do tensor tensao.
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2
Ote = gy L1 = V)2 + V(& + £40)] (6.68)
Top = (fév) [ = v)epy +vlew + £nn)] (6.69)

Assim, deve-se desenvolver para obter a ultima componente de tensédo que deve ser calculada
o¢,- Todo o desenvolvimento foi feito de forma a determinar esta componente de tensdo
dependendo o minimo possivel do célculo das derivadas de deslocamento. Assim, se reduzira
0 erro de aproximagdo devido a derivagdo da funcdo interpolacdo. Portanto, a equacéo
matricial que transforma o tensor deformacdo em coordenadas cilindricas para o0 novo sistema

de coordenadas.

g=g.Tr (6.70)

Segue a transformagéo dos termos necessarios para obtencdo deay,. Assim por multiplicagdo

entre as matrizes teremos:

Etp = —T26r9 + T1€49 (6.71)
e
Enp = —T1&rg + T2z9 (672)

Segundo a Lei de Hooke, temos:

Enp = S0 = % =Ti&9 + Ty, (6.73)
1 P
Erg — T_1 (829 - TZ %) (674)

No caso de T; = 0, deve-se utilizar a equagéo (6.71).

Etp = —Tz¢r9 (675)

Assim a;, em funcdo de apenas uma derivada de deslocamento:



SeT; #0

o __ G [bug
t(p T1 85z

EseT, =0

5‘!,L9

2]

Orp = —GT, [22 T, ”79]

or

(6.76)

(6.77)
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CAPITULO 7

DESCRICAO E FUNCIONAMENTO
DO SOFTWARE DE CALCULO
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7 DESCRICAO DO SOFTWARE

O software desenvolvido por STIKAN [33] e utilizado neste trabalho é composto
inicialmente por um arquivo principal denominado USEPI1JS.F90 que se subdivide em trés
sub-rotinas escritas na linguagem Fortran versédo 90.

Mook
@ Fle Bt Vew boet Buld Tooh Wndew Hep

YoEQ) 1 [nle = J iy W@

8 1| [5ers wekten

-
=D 1)
B 1o L&
B usersrx
0o
SIS LRTOINY)
DFLICIT REALel (A-B,0-2)
CONEE 7417 IDEPA00), DICLAN0 3) Pralt) ST N8 10D ST (400) £ O
CONOK 7427 3(2.2) CL400) Xuah0), T(020) CT(600. 400) BT(400 ¢00). &
AAITECO00) AMPSI(400) VIANBOA(400) WH(e00 403)
CONOK 743 T1(29) . 9(29) €3.Q2.03.C6,C5.06. 00 €2,
QoK /aS 400) 347 5T 00 1w 5P
NN il
LS
-
VIITE(e, " (AN ")" IIORME SR DO ARQUITO (€ DTSRl
REAICe (A" JARCENT
OPEFCLEC FILL-ARIDT)
VEITE(e, " (AN)°)" INORME SORE DO ARQUITO D€ SAING «ee)
REAICe " (A" JAXOT
OPENCINP FILE=AR0AT)
WITE (I}
1 FORAT (1HI /U0K “eee METO 205 [ELDMENTOS D€ COSTORSO eee |
eoe FURA  RORLDGS  PLANS IR KLASTICIDNIR eee’)
READ ¢ 159) TIME
. ad ,;se"é: ir’!‘:u nns ~
Rivieeffoawe] |, B
r

Figura 15 — Tela do Fortran f90 — Trés subrotinas do arquivo USEP1JS.f90

| » Computador » DiscoLocal (C) » Temp »
Arquvo  Edtar Enbu  Femamentss  Ands

Nome Artrtes Aum Género Tamanho  Tigo
. Software Pasts de Arquivos
acad.esr 1KB  Arquivo ERR

Backup.tet 2KB  Documento de tex.
Bousinesq i fmm— 136KB  Arquivo DXF
» entradatualtet 16KB  Documento de tex.
13 v LimanzAve 1603KB  Documento de tex.
oy Resuitado_Bousinesq 100, 208 Documento de tex.
R T — 1021 K8 Aphcativo

Ji EbuOITmpD
b 0891
b tnston
b totel
b Lo
b MsOEV
b MSOCache
ki nDoors
b NVDIA
L Pavta
b Peflogs
Ji ProgramData
b quint3
)i RESTORE
L System Volume Information
b Temp
ki Software
b dados
b SGOEMO
Ji Testes Tese Leonsedo Caputo
Ji Placa Circular
b Tampo Vaso de Pressao
b Toroidsl
Ji Tubo Parede Grossa
)i Testes Tese Stikan

Figura 16 — Arquivos da geometria a ser lida e arquivo executavel do software.
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O software Ié os dados da geometria do corpo a ser analisado a partir de um arquivo com
extensdo dxf que pode ser gerado em qualquer versdao do AutoCad. A geometria deve ser
criada em duas dimensdes (2D), obedecendo o eixo de revolucéo nas coordenadas (0,0), além

de todas as definigdes e condigdes para axyssimetria conforme Capitulo 2.

Figura 17 — Arquivobackup.txt instrucdes dos dados de entrada.

No arquivo backup.txt estdo escritas as informagGes necessarias para o software ler a
geometria a ser analisada, 0 nome do arquivo de saida e o local onde sera gravado, o valor do
coeficiente de Poisson a ser utilizado, 0 modulo de elasticidade que sera utilizado, o peso
especifico e titulos do arquivo de trabalho. Em sua programagdo o software consegue gravar
todas as condi¢des de carregamento, condi¢cdes de contorno e 0s nimeros de elementos no
arquivo da geometria utilizado. Porém, cabe ressaltar que apds qualquer nova gravagdo no
arquivo todos os dados com as condicGes iniciais de contorno seréo apagados e deverdo ser

inseridas novamente.



Titudo da Andhse

|

Arquivos

Entrada [C \Temp\E sfera Ocall. &

Acha|

Sada [C\Temp\Resubado_EsteraOca 01t Acha|

Problema Propoedades
V' Estado Plano de Tens3o [—
[T Estado Plano de Deformag3o kil
[T Contomo no Infirsto Poisson |°
l M I Sax | Blocos I

Figura 18 — Tela inicial do software.
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Na Figura 18 podemos observar a tela inicial do software com as defini¢des feitas no arquivo

backup.txt. Pode-se escolher entre problemas no estado plano de tensdes, estado plano de

deformagdes e ainda se o contorno esta no infinito para geometrias macicas.

# | S0DEVIO - [Anulne Extruturel ce Corpos Asmurmdtrese) - — - ol
LD fle 40 vew St Wodow Mg
3 Contorno Gecaétrico
£ (m "
4 Dwog
= (o Doe Gromstens
= ?!- Teasmatbon: LNE Fla o) 00000000
— 02
- Boco 3 Puts e PoroFra
— Bocot
- A 07000000 Rivl 27000000
2y Oocexxe Z(ei OCCBCR
¥ KéeDwh P D
- Wirwess 3o Dewentss ress Boco. |2
- Doadon Fiwcon
= Porio oot
s —] A 2 Tota
3 wa f§ o 1]
— - U [orvee | [Norwec | | aehea
- Purts Frd
— R 2 Tets
3 r TPd [F 0 g
~ o I
= Un [Whofeee | [NioPwec | | [Whotwec
. Camod

']
]
]

Figura 19 — Tela do software com as condi¢des de contorno.
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A entrada das condic6es de contorno para os pontos iniciais e finais da geometria é inserida
através da opcdo “Blocos”. Através da caixa “Dialog”, é possivel inserir as variaveis de T(Pa)
e U(m), para as coordenadas R, Z ¢ 0 para os pontos iniciais e finais de cada bloco da
geometria. O Software ainda possui a op¢do de utilizacdo de nds duplos e de elementos
lineares ou quadréticos para a solucdo dos problemas.

+L00EVO - [Andiae Latrnuturel ge Corpos Asmarrétrocs)

Figura 20 — Tela do software com apresentacdo da malha gerada de 16 elementos.

Existe a opcdo de visualizagdo da malha gerada, através do botdo “malha”. Este opgéo é
importante para avaliagdo visual da distribuicdo dos nos através do contorno da geometria em
analise, assim como de sua ordem de numeracdo, fundamental para analise da direcdo do
vetor normal g, na geometria. Além disto, se torna mais facil a visualizagdo do ponto em

analise na geometria em quest&o.



Z (m)

Deslocamento no Contorno

010

>
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R (m)
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Figura 21 — Tela do software com apresentacé@o dos deslocamentos.
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O software possui uma interface gréfica para apresentacdo dos resultados de deslocamento da

geometria analisada, porém esta interface &€ muito simplificada e ndo pode ser utilizada como

resultado confidvel da simulagéo, serve apenas como ilustragdo do calculo numérico.
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~ er rz Preta
1 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0000 0.0000 0.0000
3 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.0000 0.0000 0.0000
s 0.0000 0.0000 0.0000
3 0.0000 0.0000 0.0000
7 0.0000 0.0000 0.0000
s 0.0000 0.0000 0.0000
’ 0.0000 ~1.0000 0.0000
10 0.0000 =1.0000 0.0000
11 0.0000 =1.0000 0.0000
12 0.0000 -1.0000 0.0000
13 0.0000 =1.0000 0.0000
VALORES PROCESSADOS
DESLOCAMENTOS € FORCAS DE CONTORNO
o w Pz Preta
1 21.067101 0.000000 . 000000 + 000000
2 ~43.285274 0.000000 0.000000 0.000000
3 ~18.200509 0.000000 0.000000 0.000000
4 =39.805240 0.000000 0.000000 0.000000
=20.691739 0.000000 . 000000 0.000000
=29.501624 0.000000 0.000000 0.000000
0.280640 0.000000 0.000000 0.000000
30.078572 0.000000 0.000000 0.000000
21.298479 0.000000 1.000000 0.000000
10 40.229147 0.000000 1.000000 0.000000
11 18.562561 0.000000 1.000000 0.000000
12 43.42279% 0.000000 1.000000 0. 000000
i} =20.920438 0.000000 =1.000000 0.000000
0. 000000 0.000000 ~444. 2456402 0.000000
0.000000 0.000000 240.465578 0.000000
0.000000 0.000000 ~444.853208 0.000000
OESLOCAMENTOS € TENSOES NOS PONTOS INTERNOS
144 L Ser Srz sef1 s2z s2f1 SPif1 S
1 0.2106710€+02 =0.8463056£+01 0. +00 =0.2084186£+03 0. *00 0. *00 0. +00 0. *00
2 ~0.4328527C+02 ~0.5229357€+02 0. +00 =0. 49256520402 0. *00 0. *00 0. *00 0. *00
3 0.1820051€+02 -0. +03 o. +00 0.1368066£+03 o. +00 o. +00 0. +00 0. +00 |
3 0.1820051€+02 =0.1 *03 0. +00 ~0.8672777€+02 0. *00 0. *00 0. *00 0. *00
4 3980524€+02 0. *03 0. +00 ~0.7084143€+01 0. *00 0. *00 0. *00 0. *00
3 ~0.2950162€+02 -0. 0. +00 0. £+00 o. +00 0. +00 0.5748850€+02 0. +00
7 0.2806403€+00 -0. *0 o. +00 0. +00 o. +00 0. +00 ~0.5367924€+00 0. +00
’ 0.21298480+02 =0. *0 0. +00 =0.7679258L+02 0. *00 0. *00 =0. 1 *01 0. *00
10 0. 18 2 =0. $E+0 0. +00 0.7077743€+01 0. *00 0. *00 =0. 1 +01 0. *00
i1 0.1856256L+02 -0. *0 0. *O0 0. *02 0. *00 0. *00 -0. o. *00
11 0.1856256£+02 -0. SE+0 o. ~0.1363682€+03 o. +00 o. 00 -0. +01 0. +00
12 o 80€+02 0. *0 0. +00 0.4920364€+02 0. *00 0. *00 0. +031 0. *00
14 0. *00 0. 0. *O0 0.7133349€+02 0. *03 0. *00 0.214 *02 0. *00
15 0. 00 0. o. -0.1022790€+00 -0. 0 0. +00 ~0.3068369€-01 0. +00
17 ~0.8890739€+01 ~0.5659114€+01 0. 0000000 +00 ~0.3191510€+02 ~0.1266570€+02 0. 0000000€ +00 0.2846135€+02 0. 0000000 +00
is =0.3787296£+01 =0.23231%0€+01 0. 0000000€ +00 =0.6922266£+01 =~0.1552137€+02 0. 0000000€ +00 0.1633945€+02 0. 0000000€ »00
1 0.3806172€+01 ~0.2355710€+01 0.0000000€ +00 0.7041963€+01 ~0.1559542€+02 0. 0000000€ +00 =0.1696483£+02 0.0000000€ +00
0 0.89237791+02 =0.57676910+02 0.0000000€+00 0.32118780+02 =0.3277512002 0.0000000€+00 =~0.29273380+02 0. 0000000¢ +00

Figura 22 — Arquivo gerado de resultados na extensao txt.

Ao executar a fungdo “célculo”, o software gera um arquivo txt com todas as informacoes
referentes as condigbes de contorno, carregamentos, numero e coordenadas dos pontos
internos, deslocamentos, forcas no contorno e tensdes nos pontos internos. Através destes
dados é possivel comparé-los com os dados obtidos através das formulas analiticas e verificar

0 seu grau de aproximacéo para avaliagcdo dos resultados.
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SIMULACOES NUMERICAS
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8 SIMULACOES NUMERICAS

A seguir apresentam-se trés casos analisados onde os resultados obtidos através do

método do elemento de contorno séo confrontados com seus respectivos resultados analiticos.
8.2 PLACA CIRCULAR
Uma placa circular pode ter sua conformagdo geométrica representada de forma

simplificada quando se considera uma superficie de revolugdo, exatamente como esta

representado na figura 22.

Figura 23 — Placa Circular que sera submetida a um carregamento distribuido sobre sua
superficie.
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Além da simples representacdo geométrica, a identificacdo da superficie de revolugdo
traz enormes beneficios computacionais ao calculo por caracterizar-se matematicamente
como um problema axissimeétrico, desde que o carregamento aplicado e as restriches
impostam também o sejam. Através da utilizacdo das formulas desenvolvidas por
TIMOSHENKO [24], tem-se como solucdo analitica do problema as seguintes expressoes,

dadas em funcdo das principais dimensdes da placa circular:

omax = k.q"l—zz (8.01)

4

Wmax = k1.% (8.02)

Nas figuras que se seguem, mostram-se sucessivamente: a se¢do de revolucdo da placa
(Figura 23); a secdo em corte, considerando-se a placa engastada num eixo concéntrico
(Figura 24); e uma vista esquemdtica da placa circular sob carregamento uniformemente
distribuido, destacando-se a extremidade externa livre de restricGes ao seu deslocamento na

diregdo do eixo x (Figura 25).

Figura 24 — Secéo de revolucao da Placa Circular.
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Figura 25 — Secéo em corte da Placa Circular.

AN

Figura 26 — Modelo simplificado, considerando uma placa circular com carregamento q
distribuido, adequadamente representada pela sua se¢do de revolucéo.
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Nesta primeira aplicacdo, considera-se uma placa circular, de comprimento igual a “a”,
espessura igual a “h” e uma distancia do eixo de revolugéo igual a “b”, submetida a um
carregamento de valor unitario “q” em sua superficie. Na figura 26, em que se apresenta um
esboco da geometria escolhida, a regido hachurada representa o engastamento na parte interna

ao eixo de revolugéo.

Os modelos adotados para serem resolvidos pelo Método dos Elementos de Contorno
consideraram a discretizacdo do contorno consistindo de 6, 10, 18, 34, 36, 46 e 48 elementos
quadraticos, com 16, 28, 40, 76, 78, 98 e 100 pontos nodais. Os elementos ndo possuem todos
0 mesmo tamanho. A sua distribuicéo foi realizada conforme ilustrado na figura 27 e 28. Na
figura 28 ndo foram tracejados os elementos devido a quantidade dos mesmos, que serdo
apresentados em figuras retiradas do préprio programa de solugéo.

Para o caso da espessura de 0,1 m, nas simulacGes que utilizaram 76 e 100 pontos nodais,
a distribuicdo no engaste e na ponta da placa circular foi simulada utilizando apenas um

elemento de contorno, para obtencdo de melhor resultado final.

6 Elementos

10 Elementos

2 1
T -

18 Elementos

2 2
L[} L

L o
e

-
E
<+

-
-
-

L J
.
-
e

Figura 27 — llustracdo da distribuicdo dos elementos ao longo do contorno conforme o
refinamento da malha utilizada na simulac¢é@o: malhas menos refinadas.
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34 Elementos

+—t——+—+—+—————————+—+
4 +—t———t+———+—+
36 Elementos
L e e S e s e S e S
g Bl
- Y 2 2 2 - - 2 - 'y - e 2 2
L § L . L L L hd hd L . L .

-
-+

46 Elementos
e

—t—

48 Elementos

Figura 28 — llustracdo da distribuicdo dos elementos ao longo do contorno conforme o
refinamento da malha utilizada na simulac¢é@o: malhas mais refinadas.

Serdo apresentadas a seguir nas figuras 29, 30 e 31 as malhas geradas para as simulacdes
realizadas respectivamente para as espessuras de 0,5, 0,25 e 0,1 m. Nestas sdo destacadas 0s

pontos nodais referentes aos elementos quadraticos empregados.
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Figura 29 — Malhas geradas para Placa Circular com espessura de 0,5

pontos nodais.

m com 16, 28, 40, 78 e 100
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Figura 30 — Malhas geradas para Placa Circular com espessura de 0,25 m com 16, 24, 40, 76 e 100
pontos nodais.
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Figura 31 — Malhas geradas para Placa Circular com espessura de 0,1 m com 16, 28, 40, 78 e 100
pontos nodais.
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Para o presente calculo foram adotados os seguintes valores referentes as grandezas

fisicas e geométricas:

a=25m; b=2m; h=0,5m/0,25m/0,1m:;
a/b=5; k=3,69; v=0,3; E=10Pa

Nas grandezas fisicas anteriormente expostas, E significa 0 modulo de elasticidade
longitudinal ou de Young ¢ v € 0 coeficiente de Poisson. Uma vez que a solugdo apresentada
por TIMOSHENKO [24] é utilizada como solucdo de referéncia, tem-se, neste caso, 0
carregamento tipo 2 (extremidade livre de um lado e engastamento noutro) de modo que nos

calculos analiticos foi empregado:

k1= 0,564

Para melhor avaliar o comportamento do MEC, foi simulado o mesmo problema
empregando-se diversas relacdes a/h, de modo que torne a placa mais esbelta. Essa alteragéo
favorece a maior representatividade do modelo analitico de Timoshenko; por outro lado, em
principio, desfavorece o emprego do MEC, pois 0 método funciona melhor quanto maior for
a relagdo entre o dominio e o contorno do problema a ser resolvido.

Ressalta-se que, rigorosamente a solugdo apresentada por Timoshenko € uma solugao
unidimensional, ou seja, considera-se a placa como uma estrutura axissimétrica representada
por um eixo neutro, perpendicular ao eixo de revolucdo, a partir do qual sdo aplicadas
hipGteses cinemaéticas e dinamicas relativas a distribuicdo das deformacgdes e tensdes. No
caso, é empregada a hipGtese mais simples, que é a hipotese de Saint Venant. Assim, é de se
esperar que os resultados numéricos e analiticos ndo sejam completamente concordantes, mas
apresentem relativas similaridades, particularmente no caso de placas mais delgadas.

As tabelas numeradas de 1.1 a 1.6 a seguir apresentam comparagdes entre a solucéo
analitica do problema e a solucdo obtida pelo método, utilizando os pardmetros mencionados
anteriormente para as espessuras variando entre 0,5, 0,25 e 0,1 metros. Nestas foram
apresentados relacionados a flecha méxima, que ocorre na extremidade livre, referente a
superficie média. Diferentes discretizaces foram empregadas e seus resultados sdo

apresentados em conjunto, para se avaliar a tendéncia de convergéncia entre os resultados.



Tabela I. Flechas maximas: Wméax(m) para espessura de 0,5.

N° de Deslocamento | Deslocamento | Erro
Elementos MEC Analitico %

16 273,62 176,25 35,59

24 24421 176,25 27,83

40 223,23 176,25 21,05

76 221,98 176,25 20,60

100 222,18 176,25 20,67

Erro Médio: 25,15%

Tabela Il. Tensdo no Engaste: emax(Pa) para espessura de 0,5.

Tensdo | Tensdo
N° de Elementos MEC | Analitica Erro %
16 70,84 92,25 30,22
24 97,28 92,25 5,17
40 94,22 92,25 2,09
76 111,95 92,25 17,59
100 112,23 92,25 17,80

Erro Médio: 14,53%

Tabela I11. Flechas maximas: Wméax(m) para espessura de 0,25.

Deslocamento | Deslocamento
N° de Elementos MEC Analitico Erro %
16 1259,77 1410 11,93
24 1757,45 1410 19,77
40 1915,56 1410 26,39
76 1633,62 1410 13,69
100 1635,12 1410 13,77

Erro Médio: 17,11%

Tabela IV. Tenséo no Engaste: eméx(Pa) para espessura de 0,25.

N° de Tensdo Tensdo ErTo %
Elementos MEC Analitica
16 303,62 369 21,53
24 384,48 369 4,03
40 400,20 369 7,80
76 424,11 369 12,99
100 427,37 369 13,66

Erro Médio: 12,00%
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Tabela V. Flechas maximas: Wmax(m) para espessura de 0,1.

Deslocamento | Deslocamento

N° de Elementos MEC Analitico Erro %
16 -- -- --
24 43574,99 22031,25 49,44
40 19850,91 22031,25 10,98

40 (2) 23731,70 22031,25 7,17

76 28344,30 22031,25 22,27
100 25587,26 22031,25 13,90

Erro médio: 20,75%

Tabela VI. Tenséo no Engaste: eméx(Pa) para espessura de 0,1.

Tensédo Tenséo
N° de Elementos MEC Analitica Erro %
16 -- -- --
24 2717,91 2306,25 15,15
40 2134,73 2306,25 8,03
40(2) 2656,40 2306,25 13,18
76 2545,91 2306,25 9,41
100 2373,99 2306,25 2,85

Erro Médio: 9,72%

Com relagdo aos deslocamentos, pode-se perceber que os resultados referentes aos
apresentam concordancia satisfatéria. Considerando as malhas empregadas, o erro médio
percentual saiu de 25,15% com placa mais espessa, reduziu-se para 17,11 % com a placa de
espessura intermediaria e ampliou-se para 20,75% na espessura mais delgada. Entretanto,
essa impressdo de ndo convergéncia deve ser melhor avaliada. Isto porque os modelos
empregados sdo bem distintos e é preciso ressaltar as simplificagdes contidas na solugdo
analitica empregada, que ndo podem ser ignoradas na analise dos resultados. O modelo
empregado na teoria unidimensional tem maior consisténcia no caso da espessura da placa
mais delgada. Para espessuras grandes com relagdo ao comprimento, a teoria € imprecisa.
Assim, no caso da espessura delgada, caso se ignore o resultado obtido com a malha mais
pobre, que nessa situacdo desfavorece a aplicacdo do MEC, o erro médio cairia para 13,58%
demonstrando uma maior concordancia entre a solu¢cdo numérica e 0 modelo tedrico. Melhor
ainda seria eliminar o refinamento nas finas arestas horizontais efetuadas na malha de 40 nés

para essa espessura mais reduzida (usaram-se dois elementos de contorno), pois implicou
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num aumento do erro, pois introduziu discrepancias acentuadas entre o tamanho dos
elementos de contorno empregados nas arestas horizontais e nas verticais.

No caso das tensdes, mesmo sem eliminar os resultados referentes a malha mais
grosseira no caso da espessura de 0,1m os resultados numéricos mostraram globalmente
melhor convergéncia. Isto porque 0s erros médios cairam de 14,5% no caso da maior
espessura, para 12% na espessura intermediaria; e, finalmente, cairam para 9,72% no caso da
placa mais delgada, que é aquele em que a teoria € mais precisa.

Numa anélise localizada dos resultados das tensdes para as simula¢fes de cada
espessura, nota-se que o refinamento produziu resultados distintos. Houve erros menores e
certa convergéncia com o refinamento da malha, desconsiderando os efeitos referentes a
introdugdo de elementos com tamanho discrepante nas arestas horizontais. Para as demais
espessuras, 0 erro cresceu com o refinamento. A questdo aqui mais uma vez esta relacionada
a precisdao do modelo analitico. Sabe-se que sua precisdo para a determinacdo das tensdes é
bem menor do que para os deslocamentos, pois o modelo analitico ndo representa
adequadamente a distribuicdo das tensbes no engaste, que é admitida linear, o que ndo é
verdade para placas espessas. Como agravante, os efeitos das tensdes cisalhantes ndo é
computado. Logo, o modelo tedrico é menos preciso quanto mais espessa € a placa. Assim, o
fato dos resultados numéricos ndo convergirem para 0s analiticos nesse caso ndo é um fator
tdo grave.

Por outro lado, no que tange a solugdo numérica via MEC, sabe-se que a equagdo
integral para deslocamentos € bem mais simples do que a expressdo similar para
determinagéo das tensbes que, conforme visto anteriormente, envolve derivadas de funcbes
elipticas e derivadas de segunda ordem. Isso exige mais do modelo numérico. Nas malhas
mais pobres também se esperam resultados mais imprecisos devido ao uso de um Unico
elemento de contorno em cada uma das arestas verticais em algumas malhas. Se na regido do
engaste foi usado um Unico elemento para representar todo o campo de tensGes a ser
calculado, o que pode resultar em baixa precisdo, na outra extremidade, o uso de um Unico
elemento pode introduz rigidez excessiva na estrutura da placa, interferindo negativamente
nos resultados.

Em linhas gerais, pode-se perceber que isoladamente o fato de se resolver estruturas
esbeltas pode reduzir a precisdo do MEC, mas ndo de modo pronunciado. O problema maior
consiste no uso de elementos com diferentes dimensdes nessas mesmas condigdes de

esbeltez: a conjugacéao desses dois efeitos de fato interfere na boa qualidade dos resultados.
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Para melhor ilustrar a concordancia dos resultados numéricos entre si e também
mostrar o comportamento das grandezas fisicas simuladas pelo MEC sdo reproduzidos as
curvas referentes a distribuicdo das tensdes normais axiais ao longo do engaste.

Percebe-se claramente a identificagdo de um ponto de tensdo nula, refletindo a
existéncia de uma linha neutra e a procedéncia das hipdteses usualmente empregadas nas
Teorias de Placas com relagdo ao ponto de tensdo normal nula.

Mesmo o resultado para a malha com 16 elementos, que apresentou erro médio
percentual destoante com relacdo ao comportamento das demais malhas, apresenta relativa

concordancia visual com as demais.
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Figura 32 — Grafico ilustrando o comportamento da tensdo para espessura de 0,5.
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Figura 33 — Grafico ilustrando o comportamento da tensdo para espessura de 0,25.
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Figura 34 — Grafico ilustrando o comportamento da tensdo para espessura de 0,1.
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Também para melhor ilustrar a concordancia dos resultados numéricos entre si e
também mostrar o comportamento dos deslocamentos ao longo do comprimento da placa, sdo
mostradas as flechas calculadas para as diversas discretizagoes.

Nas malhas mais ricas observam-se saltos nos valores de deslocamento proximos aos
cantos, efeito tipico observado com o MEC nas mais diversas aplicacfes, ou seja, pontos de
canto sempre apresentam maiores erros, mesmo no caso do emprego de nés duplos, conforme
foi o caso. Esse efeito, todavia, ndo é mostrado explicitamente nos graficos que se seguem,
nos quais foi tomada a média dos valores dos deslocamentos quando se plota o valor referente
ao deslocamento na extremidade livre.

Apresentam-se a seguir os graficos com a distribuicdo de deslocamento ao longo do

comprimento na placa circular para as espessuras de 0,5, 0,25 e 0,1.
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Figura 35 — Grafico ilustrando a deflexdo da placa para a espessura de 0,5.
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Figura 36 — Grafico ilustrando a deflexdo da placa para a espessura de 0,25.
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Figura 37 — Grafico ilustrando a deflexdo da placa para a espessura de 0,1.
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8.3 PROBLEMA DE BOUSSINESQ

Neste segundo exemplo, tem-se 0 problema de Boussinesq, cujo detalhamento pode
ser encontrado em TIMOSHENKO [24] e ROBERT LITTLE [22]. O problema consiste na
solucdo analitica da distribuicdo do campo de tensdo gerado por uma carga concentrada
através de uma geometria tridimensional, como indicado na figura 37.

Para ajustar o problema de Bousinessq no contexto dos problemas axissimétricos,
idealiza-se uma carga concentrada sendo aplicada em um ponto de um meio tridimensional,
mais precisamente uma semi-esfera. Assim, € possivel identificar uma secdo de revolugéo e

tratar o problema como axissimétrico.

Figura 38 — Representacéo Geomética do problema de Boussinesq, destacando a regiéo de
revolucéo e o carregamento concentrado.

Estudos matematicos devidos ao proprio Boussinesq apresentaram distribuicdes de

tensdes Orr, Orz, Ozz e 006 dadas pelas seguintes formulas analiticas, expressas em funcédo
das variaveis P, z, e r:

P 3r%z (1-2v)

I =0l Rord) (8.03)
3P Prz
Orz = Py * RS (804)
23
0, = 2—:: * % (8.05)
1-2v)P —z 1
Ggp = L 2P (=2 } (8.06)

2m R3  R%4Rz
Nas expressdes precedentes, tem-se:
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R=+Vr?+z2 (8.07)

Para solucdo do problema teste, foram utilizados os seguintes valores:
P=1[Pa];
v=0,3;
r=0,1[m]

Na figura 39 mostra-se esquematicamente o modelo axissimétrico adotado para
utilizacdo do MEC. A carga concentrada é representada por uma carga distribuida em uma
pequena regido situada proxima do eixo de revolugdo. Naturalmente, um erro é cometido
nessa representacdo da carga concentrada por uma carga distribuida hum pequeno setor; no
entanto, com o refinamento da malha espera-se uma representacdo cada vez mais proxima da
solucdo analitica, especialmente para os pontos do interior distantes do ponto de aplicacdo da
carga, devido ao Principio de Saint Venant. O posicionamento dos pontos internos e sua
ordem de numerag&o varia entre o eixo de coordenadas das formulas analiticas e o eixo de
coordenadas r,z dos resultados apresentados pelo software. Esta variacdo na ordem de
numeracao € melhor ilustrada através das figuras 39 e 40.

v

LA AL A S AT

2l

Figura 39 — Modelo simplificado, considerando uma secéo retangular com carregamento P
distribuido em uma regido de comprimento r numerado conforme formulas analiticas
colhidas pela literatura.
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Figura 40 — Modelo simplificado, considerando uma secéo retangular com carregamento P
distribuido em uma regiao de comprimento r numerado conforme coordenadas utilizadas
pelo software.

Conforme ja citado anteriormente, deve-se atentar para a diferenga nas coordenadas
geométricas entre a formulacdo analitica de Boussinesq e a utilizada pelo software, pois na
formulacéo analitica o primeiro ponto interno tem as coordenadas r e z (0,1;0,1) enquanto na
entrada de dados do programa computacional o mesmo ponto possui as coordenadas
(0,1;0,9). Este fato é muito importante, pois o sentido da numeracdo dos nés utilizado pelo
software indica a dire¢do do vetor normal unitario.

Como pode se perceber nas figuras 39 e 40, os valores foram tomados internamente,
utilizando as coordenadas dos oito pontos internos da geometria analisada, onde a variavel z
real da geometria numérica foi transformada para a coordenada z de Boussinesq.

Na tabela VII apresentam-se 0s valores analiticos das tensbes normais radiais,
circunferenciais, longitudinais e cisalhantes, referentes ao estado axissimétrico atuante no
interior do corpo finito. Naturalmente, uma vez que o modelo de Boussinesq admite 0 meio
infinito, algum erro deve também ser observado na parte inferior da se¢do de revolugéo
quando esses valores forem comparados com os resultados analiticos. Assim, como na parte
superior a carga numérica ndo é concentrada, e na parte inferior tensdes de sustentagdo devem
ser geradas pela delimitacdo da malha, os pontos de melhor comparacdo dos resultados

analiticos e numéricos devem se situar na parte central do modelo discreto.



Tabela VII. Calculo Analitico das variaveis orr, orz, 6zz € ¢00.
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Calculo Analitico

z
r Progr 2200 R On Or Oz Gee
ama
0,1 0,9 0,1 0,141421356 6,576043 8,440714402 -8,4407144 0,3861-86037
0,1 0,8 0,2 0,223606798 1,036163 3,416560972 6,8332[2194 0,4667-36458
0,1 0,7 0,3 0,316227766 0,126274 1,358928805 4,076-78642 0,2772-66451
0,1 0,6 0,4 0,412310563 -0,029800 0,641138526 -2,5645541 0,1732-27478
0,1 0,5 0,5 0,509901951 -0,054370 0,346306652 1,731-53326 0,1164;75041
0,1 0,4 0,6 0,608276253 -0,052218 0,206420291 1,238-52174 0,0831-01824
0,1 0,3 0,7 0,707106781 -0,045078 0,132350402 0,926;15281 0,062(;62604
0,1 0,2 0,8 0,806225775 -0,037948 0,089712049 0,717&39639 -0,04802604

As figuras 40, 41 e 42, ilustram a quantidade e a forma de distribuicdo dos elementos nos

contornos da geometria para o problema de Boussinesq. Na regido de aplicagéo de carga foi

utilizado apenas um elemento de contorno. Foram executadas simulagdes utilizando 18, 30,

54 e 102 elementos de contorno utilizando nos duplos nos cantos e em suas extremidades.

1
oLl 16842 —
r=0,1 30 El-
54 El -
102 El

2481

N 00

2
4
8

Figura 41 — Distribui¢io dos elementos no contorno para r=0,1.




24816

N 0o

18 El- 2
30El-4
54El-8
102 El - 16

Figura 42 — Distribuicio dos elementos no contorno para r=0,05.

1
ole

16842

r=0,02

24816

NS00 =

18 El- 2
30El-4
54El-8
102 El- 16

Figura 43 — Distribuicio dos elementos no contorno para r=0,02.
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As figuras 44 a 55 mostram o posicionamento dos pontos nodais nas malhas geradas para
0s casos simulados para o problema de Boussinesq.

Malha no Contorno

Pontos Internos

w re
1 4

v

Irrrv]Trv1]7!vavITTIIITTIvvrvITrrv]rvxv]vvervvrr[ > R (=)

o on o " o 0% oe o (13 am w

Figura 44 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 18 nés e
r=0,1.
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Figura 45 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 30 nés e
r=0,1.
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Figura 46 — Distribuicdo dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 54 nés e
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Figura 47 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 102 nés e

r=0,1.
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Figura 48 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 18 nés e
r=0,05.
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Figura 49 - Distribuicdo dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 30 nés e
r=0,05.
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Figura 50 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 54 nés e
r=0,05.
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Figura 51 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 102 nés e
r=0,05.
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Figura 52 - Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 18 nés e
r=0,02.
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Figura 53 - Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 30 nés e
r=0,02.
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Figura 54 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 54 nés e
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Figura 55 — Distribui¢do dos pontos no contorno e pontos internos para o modelo com 102 nés e

r=0,02.
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8.3.1 OBTENCAO DOS VALORES NUMERICOS

A seguir sdo apresentadas as tabelas como os resultados obtidos atraves das simulagdes
numeéricas. De forma a facilitar a avaliagdo e a analise, as tabelas foram organizadas para que
seja possivel observar a convergéncia e melhoria dos resultados. Foram utilizados 18, 30, 54
e 102 elementos variando o valor de r em 0,1; 0,5 e 0,02 para a distribui¢do da forca na regido
de aplicacéo da carga.

Para o carregamento do valor de P no software deve-se colocar em funcgdo da carga g em
(Pa). Séo apresentados na tabela V111 os valores utilizados para os trés casos de r = 0,1 ; 0,05
e 0,02. O valor da carga distribuida aumenta uma vez que a area onde atua se reduz, ou segja,
obedece-se a formula:

=== (8.08)

T2

Tabela VII1. Valores de carregamento utilizados na simulagdo numérica.

rim]  qlPa]
01  31,83193
005 1273277

0,02  795,7982

Espera-se que os resultados numéricos, em funcdo do Principio de Saint-Venant, sejam
razoavelmente préximos dos analiticos a partir de z=0,2m até z=0,7m, pois o dominio finito
se diferencia do modelo de Bousinessq especialmente devido as tensdes normais atuantes no
fundo, ou seja, presentes na aresta horizontal inferior. Inicialmente, sdo apresentados 0s
resultados para r=0,1. A tabela 1X condensa todos os resultados referentes as diferentes

malhas.
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Tabela IX. Resultados obtidos para a simulagdo numérica utilizando r igual a 0,01 m.

R=0.1
Calculo Numérico
NEC 2 NS orr Erro % oz Erro % o Erro % 099 Erro %
18 o1 % 2740538 140 7272041 16 +10,69087 21 01345292 i
0 o1 38 2771597 b 1) 5970643 4 1036692 19 04355664 1
54 oL 62 2,704898 143 S779188 6 +10,50177 0 0,4989085 23
02 o1 110 2673063 146 5773692 a6 ~10,56785 20 05062451 24
18 02 % 04311921 140 2513745 36 +6,139652 11 0410568 14
0 2 L 04124955 151 243077 40 -6,23004 10 -0,3730472 -]
54 2 6 04113554 152 2443517 40 -6,257316 9 0,3702334 26
102 02 09 0,4107875 152 2447999 40 -6,265397 9 -0,3719439 25
bt o3 24 005844832 16 1080161 26 +3,744206 £ 03374324 18
0 o3 % 0,06840991 5 1088849 5 -3801636 ? 03414509 19
54 o3 @0 006612811 9 109305 24 -3812182 7 03403116 19
02 o3 08 006744787 L 1 1094965 24 ~3815756 7 03421458 19
18 04 3 0,1409623 n 0,5342904 0 -2A7337 K3 -0,2503648 n
¥ 04 35 0,1456096 120 0,5445915 18 -2.50136 3 -0,2562895 2
4 04 “w 0,1439977 n 0,546079 17 -2.50784 2 -0,2551611 2
102 04 107 0,1454517 120 0,5469853 17 -2,509251 2 -0,2568209 33
18 os 2 01324485 141 02941832 i ~1.763624 2 01829172 36
0 os e 01346458 140 02998557 15 ~1776734 3 01861948 3
54 os S8 0,133657 141 03004482 15 ~178178 3 01853583 2
R os 06 01350742 140 03009117 15 ~1,782057 3 0.1868653 38
18 T3 n 0,09%45179 153 01747272 18 -1,343011 ] -0,1258521 »
L] o6 3 0,100282 152 0,1778453 16 -1,348723 8 0,121 35
54 o6 7 0,09967856 152 oamin 16 -1,353038 s -0,1265491 M
102 06 108 0,1010188 152 0,1784363 16 -1,352683 s -0,12793 35
bt o7 0 005426876 183 01095528 2 +1.08067 14 006953731 i
»0 or 2 005431562 183 0,11203%7 is ~1081837 14 006950212 11
54 or % 0,05390594 84 03122771 8 ~1.085658 5 00691014 10
02 or 04 005513038 2 01124558 8 1084903 15 007034432 12
18 os v -0,00501148 7 0,0722477 2 <0,9093163 21 -0,008477517 !
®n os L H -0,00491457 en 0,0752428 19 -0,9060234 21 -0,008181069 1049
5 os £ -0,00520761 69 0,07562 19 <0,9095493 21 <0,003715426 1193
102 08 103 -0,00415748 $13 00757663 18 -0,9084857 21 -0,004774971 906

Todos os valores de z ja estdo nas coordenadas da formula analitica.

Percebe-se um desempenho razoavel apenas no célculo das tensbes c,,. . As tensbes

cisalhantes oy, , que s&o proporcionais a (r/z)c,, vém em segundo lugar.

A seguir sdo apresentados diversos gréaficos gerados para apresentar a variacdo dos
valores das tensdes para melhor avaliacdo geral dos resultados.
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Figura 56 — Grafico da tensdo err para um valor de r=0,1.
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Figura 57 — Gréfico da tensdo Orz para um valor de r=0,1.
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Figura 58 — Gréfico da tensdo Ozz para um valor de r=0,1.
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Figura 59 — Gréfico da tensdo @06 para um valor de r=0,1.

A seguir, com o proposito de verificar se com a menor delimitacdo da area de atuacéo
do carregamento o modelo numérico capta melhor o modelo de Bousinessq, sdo feitas

simulacdes para r=0,05m.



Tabela X. Resultados obtidos para a simulagdo numérica utilizando r igual a 0,05 m.
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R=0.05
Calculo Numérico
NEC 2z N6 orr Erro % orz Erro % o2z Erro % o686 Erro %
18 0,1 26 0,5409183 1116 12,186 31 -27,51429 69 -2,26044 83
30 01 38 2,007638 228 10,20812 17 -24,40951 65 -1,406592 73
54 0,1 62 1,98359 232 9,733712 13 -24,64457 66 -1,175728 67
102 0,1 110 1,916927 243 9,825584 14 -24,92659 66 -1,208521 68
18 0,2 25 0,40051 159 2,298101 49 -9,278769 26 -0,9037467 48
30 0,2 37 0,3831157 170 2,185702 56 -9,539264 28 -0,8198247 43
54 0,2 61 0,3974188 161 2,224738 54 -9,669106 29 -0,8361545 44
102 0,2 108 0,4119892 152 2,243642 52 -9,705552 30 -0,8562232 45
18 0,3 24 0,3449643 63 0,718668 89 -4,617605 12 -0,4490606 38
30 03 36 0,3720496 66 0,7509763 81 -4,818196 15 -0,475921 42
54 0,3 60 0,3716981 66 0,7618407 78 -4,855945 16 -0,4779982 42
102 03 108 0,3826267 67 0,7662808 urt -4,861329 16 -0,4897004 43
18 0,4 23 0,2552284 112 0,3139986 104 -2,8032 9 -0,2887975 40
30 04 35 0,2710696 111 0,3332299 92 -2,894482 11 -0,3069153 44
54 0,4 59 0,2682407 111 0,3358192 91 -2,912398 12 -0,3045474 43
102 0,4 107 0,2757514 111 0,3372935 90 -2,907878 12 -0,3122811 45
18 0,5 22 0,1859909 129 0,1640861 111 -1,91704 10 -0,2003295 42
30 0,5 34 0,1935893 128 0,1720901 101 -1,958802 12 -0,208927 44
54 0,5 58 0,1901497 129 0,1730816 100 -1,970793 12 -0,2055941 43
102 05 106 0,1956763 128 0,1735442 100 -1,962925 12 -0,2111985 45
18 0,6 21 0,1273321 141 0,0945913 118 -1,42567 13 -0,1346143 38
30 0,6 33 0,1313413 140 0,0982997 110 -1,446572 14 -0,1389268 40
54 0,6 57 0,1275177 141 0,0988265 109 -1,455745 15 -0,1351482 39
102 0,6 105 0,1319978 140 0,0989174 109 -1,446962 14 -0,1396532 40
18 0,7 20 0,0697687 165 0,0576191 130 -1,132612 18 -0,07397439 16
30 0,7 32 0,07190582 163 0,0605003 119 -1,141655 19 -0,07605686 18
54 0,7 56 0,06791625 166 0,0607449 118 -1,149316 19 -0,07210455 14
102 0,7 104 0,07182348 163 0,060731 118 -1,140461 19 -0,07601433 18
18 0,8 19 0,002933543 1394 0,0362595 147 -0,9503023 24 -0,005645578 751
30 08 31 0,004581997 928 0,0402792 123 -0,94679 24 -0,006912516 595
54 0,8 55 0,000851398 4557 0,0401266 124 -0,9540911 25 -0,003270241 1369
102 0,8 103 0,004337872 975 0,0401255 124 -0,9452951 24 -0,006750382 611

Os resultados surpreendentemente pioraram, o que pode ser reflexo de mau condicionamento

numérico. Isto devido

a presenca

de um Unico elemento com carregamento de elevada

amplitude, enquanto em todos os demais elementos em seus nos sdo prescritos valores nulos

de tensdo e deslocamento.

Do mesmo modo, a seguir sdo apresentados diversos graficos gerados para apresentar a

variacdo dos valores das tensdes para melhor avaliagdo geral dos resultados, com r=0,05m..
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Figura 60 — Grafico da tensdo err para um valor de r=0,05.
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Figura 61 — Gréfico da tensdo Orz para um valor de r= 0,05.
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Figura 62 — Gréfico da tensdo Ozz para um valor de r=0,05.

pa) 0
0,100 0,200 0,30

D

R 05

g == Analitico
S 1 —4—18 nos
c

% / —o—30 nos
E -1,5 ——54 nos
=1 / =102 nos
a

5 2

2]

-2,5 [m]

Figura 63 — Gréfico da tensdo @86 para um valor de r=0,05.
Visualmente os resultados ndo séo discrepantes. Percebe-se que mesmo nos pontos
proximos da aresta horizontal inferior os resultados se mantiveram com relativa
concordancia. As tensdes circunferenciais Ogg S30 as com pior representacdo numérica. De

fato, ndo sdo calculadas diretamente pela equacdo integral, e sim através de manipulacdes
com as demais componentes de tensdo, considerando o estado de tensdo tipico na

axissimetria.
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Por fim, demonstrando que o problema de condicionamento numérico é bastante critico

neste problema, foi feita a simulagdo com r=0,02.

Tabela XI. Resultados obtidos para a simulagdo numérica utilizando r igual a 0,02 m.

R=0.02
Calculo Numérico

NEC z N6 orr Erro % orz Erro % o2z Erro % 66 Erro %
18 0,1 26 3,380739 95 76,16253 89 -171,9643 95 -14,12775 97
30 01 38 12,54774 48 63,80076 87 -152,5595 94 -8,791198 96
54 0,1 62 12,39744 47 60,8357 86 -154,0285 95 -7,348303 95
102 0,1 110 11,9808 45 61,4099 86 -155,7912 55 -7,553257 85
18 0,2 25 2,503187 163 1436313 41 -57,9923 85 -5,648417 93
30 0,2 37 2,394473 57 13,66064 75 -59,6204 89 -5,123904 91
54 0,2 61 2,483868 58 13,90461 75 -60,43191 89 -5,225966 91
102 0,2 109 2,574933 60 14,02276 76 -60,6597 89 -5,351395 91
18 0,3 24 2,156027 52 4,491675 24 -28,86003 76 -2,806629 83
30 0,3 36 2,32531 95 4,693602 71 -30,11373 86 -2,974507 91
54 0,3 60 2,323113 o5 4,761504 71l -30,34966 87 -2,987489 91
102 0,3 108 2,391417 95 4,789255 72 -30,38331 87 -3,060627 91
18 0,4 23 1,595178 92 1,962491 31 -17,52 77 -1,804985 85
30 0,4 35 1,694185 102 2,082687 69 -18,09051 86 -1,91822 91
54 0,4 59 1,676505 102 2,09887 69 -18,20248 86 -1,903421 91
102 0,4 107 1,723446 102 2,108084 70 -18,17424 86 -1,951757 91
18 0,5 22 1,162443 103 1,025538 37 -11,9815 79 -1,252059 86
30 0,5 34 1,209933 104 1,075563 68 -12,24252 86 -1,305794 91
54 0,5 58 1,188436 105 1,08176 68 -12,31745 86 -1,284963 91
102 0,5 106 1,222977 104 1,084651 68 -12,26828 86 -1,31999 91
18 06 21 0,7958255 107 0,5911956 41 -8,910435 81 -0,8413391 86
30 0,6 33 0,8208829 106 0,6143729 66 -9,041075 86 -0,8682926 90
54 0,6 57 0,7969857 107 0,6176655 67 -9,098409 86 -0,844676 90
102 0,6 105 0,8249861 106 0,6182337 67 -9,043513 86 -0,8728328 90
18 0,7 20 0,4360544 112 0,3601196 43 -7,078826 83 -0,46234 82
30 0,7 32 0,4494114 110 0,378127 65 -7,135345 87 -0,4753554 87
54 0,7 56 0,4244766 111 0,3796558 65 -7,183228 87 -0,4506534 86
102 0,7 104 0,4488967 110 0,3795686 65 -7,127878 87 -0,4750896 87
18 038 19 0,01833464 346 0,2266219 42 -5,939389 84 -0,03528487 76
30 0,38 31 0,02863748 233 0,2517451 64 -5,917437 88 -0,04320322 11
54 038 55 0,005321239 813 0,2507913 64 -5,963069 88 -0,020439 135
102 0,8 103 0,0271117 240 0,2507843 64 -5,908095 88 -0,04218989 14

Para cada um dos resultados analiticos apresentados acima foram gerados graficos para

as tensbes Orr, Orz, Ozz e 000, onde podemos avaliar que através do refino da malha, ou do

um refino da regido de aplicacdo de forca ha uma melhora considerdvel dos resultados

obtidos de forma numérica.
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Figura 64 — Gréfico da tensdo Orr para um valor de r=0,02.
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Figura 65 — Gréfico da tensdo Orz para um valor de r=0,02.
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Figura 67 — Gréfico da tensdo @06 para um valor de r=0,02.

Para melhor visualizacdo dos resultados obtidos em conjunto para Orr, Orz, Ozz e

0066, sdo apresentados os gréficos a seguir.
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Figura 68 — Gréafico Comparativo da tensdo O'rr para todos os valores de r adotados.
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8.4 TAMPO VASO DE PRESSAO

Neste exemplo, mais um problema axissimétrico de configuracdo geométrica
desfavoravel a discretizacdo com o Método dos Elementos de Contorno € examinado, de
modo a avaliar a precisdo do método e seu comportamento numérico nessas condicbes

extremas.

Trata-se de uma conex@ bocal-vaso de pressdo, que pode ter sua conformacdo
geométrica representada de forma simplificada quando se considera uma superficie de
revolugédo, conforme representado na figura 72.

Figura 72 — Tampo de Vaso de Pressdo que sera submetido a um carregamento distribuido sobre
sua superficie interna.

O objetivo inicialmente foi comparar a solucdo obtida pelo citado por Albuquerque [1]
utilizando o Método dos Elementos Finitos com a simula¢do empreendida com Método dos
Elementos de Contorno, diante da inexisténcia de uma solucéo analitica nesse caso.
Infelizmente, os resultados apresentados por Albuquerque [1] ndo foram suficientemente
detalhados para que se pudesse fazer uma comparagdo mais precisa. Assim sendo, buscou-se
simular o problema proposto através do programa ANSYS disponivel na Companhia
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ArcelorMittal Tubardo com a finalidade de comparacdo com o MEC. No entanto, as
dificuldades operacionais para utilizacdo do modelo axissimétrico com o ANSYS foram
bastante grandes, o que resultou na escolha de um modelo tridimensional, de mais facil

manuseio e, naturalmente, de maior precisdo em seus resultados.

Na figura 73, € ilustrada a se¢do de revolugdo do tampo do vaso de pressdo na regido da
conex&o bocal-tampo.

Figura 73 — Secéo de revolucao do tampo de vaso de presséo.

O objetivo é analisar o comportamento dos deslocamentos e tensdes na regido da conexao
bocal-tampo de um vaso de pressédo submetido a um carregamento de uma presséo interna de
1 Pa. Considera-se que a conexdo bocal-tampo vaso de pressdo possua as seguintes
caracteristicas dimensionais:

Espessura de parede= 20,00 [mm];
Raio interno = 488,50 [mm];
Raio externo = 505,00 [mm];

Distancia entre a parte interna do Bocal e o Eixo de Rotagdo = 34,00 [mm].
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Figura 74 — Modelo simplificado, considerando um vaso de pressio com carregamento p

distribuido uniformemente e representado pela sua se¢ao de revolugao.
Na figura 74 representam-se esquematicamente as condi¢des de contorno aplicadas a
geometria escolhida. A regido interna ao eixo de revolucdo do bocal foi considerada
engastada e os deslocamentos na parte do tampo foram restringidos na dire¢do Y e Z.
O modelo adotado para a solu¢do pelo Método dos Elementos de Contorno considera a
discretizacdo do contorno consistindo de 106 elementos quadraticos. Todos os elementos
utilizados nesta simulagdo possuem o mesmo tamanho. A sua distribuicdo foi realizada
conforme ilustrado na figura 75 e ndo foram tracejados devido a grande quantidade utilizada

dos mesmos.
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Figura 75 — llustracéo da distribui¢&o dos elementos ao longo do contorno conforme o
refinamento da malha utilizada na simulagéo.

Na figura 76 podem-se observar todas as propriedades utilizadas na simulacdo numérica do
ANSYS 13.

Tipo de Analise: Estéatica Estrutural
E=1[Pa]

Coeficiente de Poisson = 0,3
Densidade = 7850 [%]

Carregamento: Pressdo = 1 [Pa]

S&o apresentadas a seguir nas figuras 77, 78, 79, 80 e 81 os seguintes dados: a geometria
gerada no software ANSYS 13, a malha gerada para a simulacéo realizada e as condigdes de

contorno aplicadas.
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Figura 76 — Figura com as propriedades utilizadas na simulagdo no ANSYS 13.

Figura 77 — llustracéo da geometria gerada e simulada utilizando o ANSY'S 13.
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Figura 78 - Malha com os elementos na geometria elaborada.

Figura 79 - llustracao da condigdo de contorno — Condigao de Simetria.
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Figura 80 — Aplicacdo do carregamento da pressdo na superficie interna da geometria.

A seguir sdo apresentadas tabelas comparativas entre os resultados do MEC e MEF para
deslocamentos. O ponto citado na primeira coluna da tabela refere-se a numeragdo do ponto
nodal da malha de elementos de contorno. Para facilitar a visualizagéo, os resultados foram
divididos em trés grupos e a parte da malha a eles correspondente foi destacada ao lado.

Tabela Xlla. Resultados comparativo entre os métodos para o deslocamento.

Deslocamento Deslocamento
Ponto £C Ansys Erro
38 11,80 6,71 75,9%
39 10,44 6,58 58,7%
40 8,16 5,90 38,2%
41 6,05 544 11,3%
42 3,62 4,78 24,2%
43 1,70 4,04 57,8%
44 0,23 3,74 94,0%
45 1,64 2,94 44,3%
46 2,88 2,70 6,8%

Quanto ao MEC, os valores obtidos nos primeiros nds desta tabela (Tabela Xlla),
nameros 38 a 40, sofrem a influéncia do canto e, devido a presenga de um unico elemento de
contorno na aresta horizontal, referente a espessura da parede, ndo deveriam apresentar

precisdo significativa. No entanto, logo a seguir, os erros diminuem chegando a 6,8% no no
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46. Curiosamente, na tabela Xl1Ib, ja no n6 seguinte, de nimero 47, os resultados comegcam a
se distanciar. Nesta faixa, de n6s numerados de 47 a 55, em que se esperava maior
concordancia de resultados, os valores apresentam discrepancia significativa. E preciso
destacar, todavia, que nesta faixa esperavam-se 0s maiores deslocamentos, pois € a regido que
se situa relativamente distante das conexdes inferior e superior (regido do bocal), que por ndo
serem suaves, tendem a produzir elevados niveis de tensdo por conta da maior rigidez

geométrica e, consequentemente, menores deslocamentos.

Tabela XI1b. Resultados comparativo entre os métodos para o deslocamento.

Deslocamento Deslocamento
Ponto Erro
EC Ansys
a7 3,77 2,08 81,4% -
e
as 4,41 1,83 141,0% e St
49 4,88 1,31 272,6% & e Sa A
50 5,08 0,83 512,4% o
s1 5,25 0,85 520,3% 2 O
52 5,20 1,25 315,6% ,".‘ -
53 5,16 1,53 237,1% .
54 4,97 1,88 164,2%
55 4,77 2,11 126,2%

Surpreendentemente, na parte superior, as diferencas de valores se atenuam, até chegar a uma

curiosa concordancia na regiao proxima do bocal, conforme mostra a Tabela XlIc.

Tabela Xllc. Resultados comparativo entre os métodos para o deslocamento.

Deslocamento Deslocamento

Ponto Erro
EC Ansys

56 4,51 2,27 98,5%
57 4,18 2,40 74,4%
58 3,84 2,44 57,3%
59 3,41 2,43 40,5% :
60 2,94 2,35 24,9% 388 57,
61 2,45 2,29 6,9% ‘_::‘0—- e A
62 1,79 2,18 17,9% - ey Te,
63 1,31 1,99 34,1% )y ‘.‘_“‘_‘
64 0,49 1,36 63,9% 13 . e
65 0,15 0,70 78,7% T,
66 0,67 0,67 0,7%
67 0,66 0,66 0,7%

Para melhor ilustrar, nas figuras a seguir sdo apresentados os valores de deslocamento obtidos

com o Método dos Elementos Finitos em segmentos ao longo da calota.
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Figura 81 — Deslocamentos na regido do tampo do Vaso de pressdo — Elementos 38 a 45.

Figura 82 - Deslocamentos na regido do tampo do Vaso de pressédo — Elementos 46 a 57.
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Figura 83 — Deslocamentos na regido do tampo do Vaso de pressdo — Elementos 57 a 64.

Os graficos de deslocamento ao longo da superficie curvilinea para ambos os métodos,
referente ao pontos nodais apresentados, ddo uma melhor idéia da distribuicdo espacial das

curvas de deslocamentos, ou seja, de sua tendéncia de comportamento na faixa citada.

D7eslocarnento [m]

j N\

3 e Deslocamento-ANSYS

== Deslocamento-EC

O T T T 1
0 20 40 60 80 [NumerodoElemento]

Figura 84 — Grafico Comparativo entre os valores dos deslocamentos encontrados pelos
diferentes métodos de analise utilizados.
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Para as tensdes, foram calculadas as tensfes de Von Mises para ambos os métodos e retirados
dos valores nos mesmos pontos nodais onde anteriormente foram coletados os deslocamentos.

A tabela XIII mostra os valores dessas tensdes equivalentes.



Tabela X111 - Tensao de Von Mises para ambos 0s métodos nos

pontos da calota superior.

Tens3odeVon Tens3ode Von
Ponto Mises Mises Erro
EC Ansys
38 4543 4352 44%
39 16,90 16,83 0,4%
40 17,28 17,20 0,5%
41 27,41 26,77 2,4%
42 12,63 12,60 0,2%
43 21,28 20,77 2,5%
o~ 1126 1116 0,9%
45 10,83 10,86 0,3%
46 2,51 6,42 60,8%
47 511 634 19,4%
43 7,88 7,80 1,15%
45 10,26 10,19 0,7%
S0 1198 11,87 0,5%
51 1473 1469 0,3%
52 1456 14,40 1,1%
s3 16,77 16,72 0,3%
54 16,13 17,69 8,8%
55 16,63 1828 9,0%
Se 22,51 20,04 12.3%
S7 2164 21,08 2,7%
S8 20,81 20,88 0,3%
S9 20,92 20,82 0,5%
&0 18,09 19,55 7,5%
61 15,66 15,66 0,0%
62 11,59 19,11 35,45
e3 10,46 1835 43,0%
e 5,07 17,46 71,0%
€5 29,60 22,03 3445
66 12,59 12,72 1,0%
67 33,89 25,68 32,0%
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Mais uma vez, os resultados surpreendem, pois a concordancia entre os valores de tensdo é

satisfatdria, ndo obstante em alguns pontos perceberem-se diferengas acentuadas em alguns

pontos.

Para ilustrar, nas figuras seguintes apresentam-se os valores de tensdo de Von Mises em

setores da calota, tal como mostrado anteriormente para os deslocamentos.
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Figura 86 — Tensao de VVon Mises na regido do tampo do Vaso de pressdo — Elementos 47a53.
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Figura 88 — Tensdo de Von Mises na regido da conexao Bocal-Tampo do Vaso de pressao —
Elementos 60a 67.
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9 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Existem atualmente diversas aplicacdes bem sucedidas e comprovadas do MEC em inlimeras
solugbes de engenharia realizadas em empresas de engenharia e universidades. Estas
aplicagdes cada vez mais ratificam o método por sua grande capacidade em obter solucGes
rapidas, aproximadas e com alta preciséo.

O método se apresenta como uma ferramenta de grande versatilidade e com sua sélida base
matematica, aliada as constantes pesquisas que resultam em maior eficiéncia e resultados
cada vez melhores, vem tendo sua aplicagdo prética bastante ampliada. Sabe-se que a
aplicagdo do MEC para problemas axissimétricos é bastante vantajosa quando as equacdes
integrais forem previamente integradas na direcdo circunferencial, resultando posteriormente
num modelo bidimensional onde apenas a secdo de revolugcdo é discretizada. Esta
simplificacdo provém do processo de integracdo da solugdo fundamental tridimensional ao
longo da varidvel angular, que fica implicito no modelo computacional final. Desse modo, 0
MEC produz um modelo numérico conciso, com maior reducao na quantidade de pardmetros.
Na abordagem dos problemas axissimétricos encontra-se na solucdo das integrais
circunferenciais de dificil tratamento analitico e computacional. Nesta dissertacdo utilizou-se
a integracdo das equacdes e também a obtencdo de derivadas envolvendo fungdes elipticas
obtidas no trabalho desenvolvido por STIKAN [33].

Para os problemas de elasticidade bi e tridimensionais, o calculo dos coeficientes C;; €
simples devido a técnica de imposi¢do do deslocamento de corpo rigido nas direcbes dos
eixos cartesianos. Além disto, para favorecer a reducdo do nimero de integrais singulares a
serem resolvidas, no trabalho apresentado se fez 0 uso de pontos fonte fora do dominio. Tal

recurso apresentou bons resultados obtidos nos exemplos apresentados.
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Na teoria de placas de Timoshenko €é sabido que no caso unidimensional a maior consisténcia
nos resultados dos deslocamentos é encontrada para espessura de placas mais delgadas. Para
espessuras grandes em relagdo ao comprimento da placa, a teoria € imprecisa.

No caso das tensBes, 0s resultados numéricos mostraram globalmente melhor
convergéncia conforme a malha foi sendo refinada. Analisando localmente os resultados das
tensOes para as simulacGes de cada espessura, nota-se que o refinamento produziu resultados
distintos. Houve erros menores e certa convergéncia com o refinamento da malha,
desconsiderando os efeitos referentes a introducdo de elementos com tamanho discrepante
nas arestas horizontais. Para as demais espessuras, 0 erro cresceu com o refinamento. A
questdo aqui mais uma vez esté relacionada a precisdo do modelo analitico. Sabe-se que sua
precisdo para a determinacdo das tensdes é bem menor do que para os deslocamentos, pois 0
modelo analitico ndo representa adequadamente a distribuicdo das tensdes no engaste, que é
admitida linear, o que ndo é verdade para placas espessas. Pode-se afirmar que o modelo
tedrico € menos preciso gquanto mais espessa € a placa. Assim, o fato dos resultados
numéricos ndo convergirem para 0 caso apresentado ndo é um fator tdo grave e ja esperado
considerando as limitagcdes do método.

No segundo estudo foi analisado o Problema de Boussinesg, onde inicialmente esperava-se
resultados numéricos que fossem razoavelmente mais proximos dos analiticos, porém apenas
no célculo das tensdes 6zz obteve-se resultados razoaveis e para os valores das tensdes radiais
foram obtidos as piores representacoes entre as tensoes.

Os resultados surpreendentemente se tornaram piores, fato que pode ser reflexo de mau
condicionamento numérico. Isto pode ser explicado devido a dificuldade em aplicar um
carregamento de elevada amplitude em uma pequena regido, enquanto na distribuicdo nos

demais elementos foram prescritos valores nulos de tenséo e deslocamento.
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No terceiro caso, foi estudado o comportamento dos deslocamentos e tensées na regido do
tampo de um vaso de pressdo atraves da comparacdo entre os resultados dos métodos dos
elementos de contorno (MEC) e dos elementos finitos (MEF). Nos resultados obtidos para
deslocamentos, esperavam-se valores maiores para as regides das conexdes inferior e regido
do bocal, que por ndo serem suaves, tendem a produzir elevados niveis de tensdo por conta da
maior rigidez geométrica.
As tensdes de Von Mises para ambos 0s métodos e retirados dos valores nos mesmos pontos
nodais onde anteriormente foram coletados os deslocamentos apresentaram bons resultados e
baixa variacdo entre os resultados obtidos entre 0os métodos.

Apesar das diversas divergéncias encontradas em alguns casos de geometrias delgadas
especiais, pode-se afirmar que a modelagem matematica é indiscutivelmente muito vantajosa,
precisa e confiavel. Através da elaboracdo de um programa computacional, seu manuseio
computacional por usuarios e pesquisadores é extremamente facil; as interfaces para
desenvolvimento do cddigo e acoplamento de recursos graficos sdo muito simples e seus
resultados sdo indiscutivelmente satisfatorios para as aplicagdes em engenharia, com
dispéndio computacional bastante reduzido.

Assim, segue como sugestdo para trabalhos futuros uma revisdo no programa utilizado,
considerando a utilizacdo de diferentes valores para 0 médulo de Young, peso especifico nas
simulagdes e uma melhor saida grafica para os resultados obtidos nas simulacGes. Temos
também como sugestdo a adaptacdo do software para a utilizacdo de sub-regides, evitando

assim as singularidades e melhorando os resultados obtidos.
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APENDICE A

*

aaurrr - b3r2p(-4arp-4p4él4ap2-4p222+a2) '{K(m’%) [v(3200°22-322" -
8h%rp3-8h?rp22 +32p°52 +327%p* +16hp*22 +8h2p? +16hp22* +8h%p?2% +4h3p% +
4h%32)+24rp°3% +323%rp> +2hrp®32 +6h2rp°-2hrp3* +10h%rp32-24p°52-323%p* - (5.09)
14hp*22-6h%p*-14hp?2*-11h%p?32-3n3p? +h274-5h322 ] + E(m, %) [v(-642%p*

-16h3*p2 +16h3%p*-16h%22p?-4h352 +4h°%p?) +122°p2 +445%p* -4h3*p? -h?3*-
4h22p4+23h222p2+5h322-3h3p2]}

o Uy _ A2

01z b3rp(-4arp-4p4+4ap2-4p222+a
-16hp?2%-8h%p?-4h3)-3622p°r+2hrp22-10h 2rp+3622p* +16hp?22 +10h%p2-h?32 (5.10)
+5h%] + E(m,%) [v(322%p*+16hp?22+8h2p? +4h®)-245%p* 125402 -4hp?5°

-10h2p2+h222-5h3]}

5 .{K(m, %) [v(32220%+8h%rp-3222p*

du, _ A .2
or  b%2(-darp-4p*+4ap?-4p’2%+a
+2h%rp-125°p* +454p2-10h3%p2-2h2p? +2h3*-2h?3%-h?) + E(m,% ) (82%p"* + (5.11)

) .[K(m,%) (122%rp3-42rp+4hrps?

12hp?2%-2h%p2-8h2* +12h?32-3n%) |

0 u:z — Al
0z bir(-darp-4p*+4ap?-4p252 +a°
2h%rp+8p*22-434p2 +6h3%p? +2h%p2-2h3* +h?22 +h%) + E(m,%) (-125%2- (5.12)

) .[K(m, %) (-8p3r22 +4rp7*-2hrp3?-

4fr?5% +£252+£%)]

0 Uy A .2 52 3 52 op2
= — AK(mM, %) (-4z2°p°r+2hrpz=-2h“rp
or b3rp(-4arp-4p4+4ap2-4p222+a2) [ A ( (5.13)

+42°p"+2n%p2-h?2%+h°) + E(m, 1)) (-12r*p?-12r%p* +16ar’p?-a’r-a%p’) ]
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.[K(m,%) (-4rp24+8r3p22-2fp22r+

22 4£°%) + E(m,% ) (122%p%-4h3%p%-  (5.14)

or

b3r(-4arp-4p* +4ap?-4p?2% +a?)

{K(m /) [v(32r3p 16ar

8arp+4a’) +4r°p-2art-20r3p3-6ar’p+10ar?p? +3a°r?-2arp® +8a%rp+a’p?-4a®]  (5.15)

+E(M, %)) [v(16fr222+4f3)-1224r2-20fr222+f222-3f3]}

*
auZZ —

A, .2

01z

*
0 Ugg

b3 (-4arp-4p4 +4ap?-4p23° +a2)

E(m, %) [V(-32r2p2+8a2)+8ap2+8r2p2+8ar2 -10a2]}

. (v-l)

_A

or

b3r2pd
E(m, %) (-16r°p2% +8fpr-8f *pr-16r*22 +8f2°r +8fr* 121 2r* +41° )]

01z

d Ugg :Al 7. (v 1) [Kem

IK(m, ™)) (16r*p?-16ap?r?-4a?r?
2

+4a3) +

.{K(m, %) .22 (-4rp+2a) +

(5.16)

(5.17)

1/ (-162%°-4h?) + E(m, ) . a(8rp+4a)] (5.18)

Assim como as derivadas dos p’i] ’s em relacdo ao ponto “P” que serdo apresentadas a

sequir:
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Seguindo um desenvolvimento similar sdo apresentadas a seguir as derivadas segundas:
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azu:r - Al
opor | 3r?p?(-32rp°z2-16erp®z®-8e’rp>-4e3rp+32p°22-162°p* +32ep* 2% +
8e2p* +8e%p2 +e?)

{K(m, %)[v(-6424r7p+19226r5p+64fpr524-16f2pr522+80f2pr324+16f3pr322+

8f *pr32+6424r8-1922°r-96fr%24 +16f 252r® +96fr*25-48f 224r4-24£332r4 +

40F 3542 +4£532)+322% " p-1762°r°p+24f 2pr®32-40fpriz8-132f 2pris-24f 3pris?
-2f3prz*-10f *prz%-32248 +1762°r0 +16fr°34-24£ 25%r®-48fr2° +132F 2544 + (5.29)
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2562510 +25624r®-192f25r4-64F 234r4 +32F 3422 +8f 44 -64f 3224 -32f 4r222-
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+122h%22%p3r-10h3p3r-2h32%pr+10h *rp-2002*p® +8h2%p® -60h24p* -118h22%p* + (5.30)
10" +20n%%p®-59h°p%5% -5h*p? +h*2%-5h°] + E(m, B2)[v(192r*p®-192arp*
-32a%r%p*+64a°r%p?-4a%p?-4a°)-120r%* -360rp® +476ar*p* -38a%rp? +116ar?p°

-114a2r2p4-39a3r2p2+a4r2+3a3p4+3a4p2+4a5]}



164

azu:r — Al
0Coz b3rp(-32p5r22-16hrp322-8h2rp3 Ah3rp+32p°22-1624p* +32hnp*22 +
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o%uy, A 4.5 1056 3
= JAK(M, Y322 rp-40Z rp" +
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2

(5.39)

8f22r*-42123%r2 +19F352 -6 512 +34) + E(m,%)(1624p4-32hp422+116hp224-
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52fr%2*-42f 1% +2f %2 +16f 2% 4111 %%-£*] + E(m, 1) [v(-1922%p" +128n2%p*

-32h2p252+32h%p2 +4h*)+2082%p*-160hz2p* +116h7%p2-80h2p252-8h3p?-3h %32
-h4]}

azu; _ A
opar | b3rp(-32rp°22-16h22p%r-8h2rp3-4h3rp+32p°32-162%p* +32h22p* +
8h2p4+8h3p2+h4)

{K(m,%) [v(642*pr®+326pr3a* +48£2pr322 +83prz? +8f 4 pr-647*r® -48f 2r*32

+16f2r°3% +16f3r*22-8f r? +4f 132 +4£°)-322% pr®-402°pr-64fpr33* -48f 2 pri3?

+6f 2prat-6f 4pr+3224r0 +407°r* +48fr434 +48f 2r422-20fr?2°-38F 2r?24-24f 3222 (5.43)
+6f “r2+31%2*-31°] + E(m, B0)[v(-1282"r0+1922% +192f*2* +32 7r22*+

323252 +8f *r2-4f422-4£°)+1602%r° -2325°r* -336fr*2* -48f 2r*3% +116f2°r 2 +
134f2r224+24f3r222-6f4r2-3f324+3f5]}

Uy, A .2
ocor  br(8p°r-8apr+8p°rz2-6a’rp-12ap*-12a3%p? +12a%p? +a’) -

{K(m, % ) [v(-642*rp°+32hrp®22 -16h%rpz? +8h°rp+6424p* -32hp*22 +32hp%2*
-8h3p?+8h322-4h*)+407*rp3-40hrp322 +32hrp2*-22h%rp22-2h3rp-402%p™ + (5.44)
40hp*22-52hp?2* +42h%32p? +2h3p?-16h23* +11h352 +h*] +

E(m, %) [v(-642p* +128hp*2%-128hp?2* +96h%p?5% +32h°%p% 320 %22 +28h* ) +

11224p4-160hp422-7226p2+244hp224-192h2p222-8h3p2+46h224-35h322-7h4]}



*

%upy _ A,
opor  b3r?p? (-4arp-4p4+4ap2 -4p7°+a
48ar3p®+8a°rpz?-24ap?2* -24a5%p* +24a%p?2% -42%32) -482 rp°-4852rp° +

48ar3?p®-8a’rp2? +24ap®2* +24a3%p* -24a%p3% +42%32] +

E(m, % )[v(:320°2%+642%p* -64hp*2%+8h%p* +48hp?2*-32h2p?2 % +8h°p? +4h°22)

+32p622-6424p4+64hp422-8h2p4-48hp224+32h2p222-8h3p2-4h322]}

*

d2Ug, _ A .2

opoz b3rp2 (-4arp-4p4 +4ap2 -4p222 +a
8h2pr+4822p4-8hp4+24hp222+4h2p2+4h3)+4822rp3-8hp3r+8h2pr-4822p4+
8hp*-24hp?52-4h?p2-4h°] + E(m,%) [v(-4822p*+32hp*-48h3%p2 +20h2p?

2) .{K(m, %) [v(-4822rp3+8hp3r-

-4h3)+4822p4-32hp4+48h22p2-20h2p2+4h3]}

azuge A { 3 2 )
= A KM, ) |v(-16r°pz°-8f2°rp-
0oz blrp(-darp-4r*+4ar?-4r?3% +a?) A [

8f 2rp+16r*2° +8f °r2-4f 222-4f3)+16r3p22 +8f5%rp+8f rp-16r*72-8f 2r2 +4f 232
+4£%]+ E(m,% ) [v(32p%22-482%p? +48hp?22 -8h2p? +4h 252 -4h3)-32p %22 +

4824p2-48hp222+8h2p2-4h222+4h3]}

*

d2Ugg _ A2

oo b3r?p(-darp-4r® +4ar?-4r%2+a
8f 2pr-4832r* -8fr* +24fr222-4f 2r% +4f 3)-4822r3p-8fpr3-8f 2or+482°r4 +8fr4-
24fr25% +4f2r%-4f3] + E(m,%) [v(-162%p* +32np* +482%p?-64hp?52 +44h%p?

2) .{K(m, %) [v(4822r3p+8fpr3+

-4h?32+8h%)+162%p"*-32hp*-482%p% +64hp252-44h%p? +4h222-8h3]}

2) '{K(mv%)[V(4824rp3+4822rp5-

168

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)



