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Resumo

Neste trabalho estudamos curvas planas projetivas singulares de grau quatro e seus pontos
de Galois. Para isto, fixamos k, um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, como
o corpo de base de nossa discussao. Para entender a estrutura dos corpos de funcgoes dessas
curvas, usamos projecoes: escolhemos um ponto P € P? e projetamos uma curva € C P?
sobre uma reta a partir de P, que é o centro da projecao. Esta projecao induz a extensao de
corpos k(@) | k(P), onde k(€) é o corpo de funcoes racionais de C. Queremos saber se existem
corpos intermediarios nesta extensao. Analisamos duas situagoes: P pertence a curva C e P nao

pertence a C.



Abstract

In this work we study singular plane projective curves of degree four and its Galois points.
For this, we fix k, an algebraically closed field of characteristic zero, as the ground field of our
discussion. To understand the structure of the function fields of these curves, we use projections:
we choose a point P € P? and we project a curve € C P? to a line from P, that is the center of
projection. This projection induces an extension field k(C) | k(IP'), where k(C) is the rational
function field of €. We want to know if there exist intermediate fields in this extension. We

analyse two situations: P belongs to the curve € and P doesn’t belong to C.



Introducao

O objetivo principal desta monografia é estudar pontos de Galois, internos e externos,
de uma curva quartica plana projetiva singular sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Ela é uma continuagao natural das dissertagoes de G. S. Souza [11] e de P.
M. Silva [10] sobre 0 mesmo assunto, no entanto, em quérticas nao singulares. No caso singular,
o estudo torna-se mais minucioso e exige mais ferramentas para tratar os pontos singulares.

A nocao de pontos de Galois associados a uma curva projetiva plana € C P? surge quando
consideramos uma projecao central de € sobre uma reta L C P? a partir de um ponto P & L, que
denominamos centro de projecao. Esta projecao induz uma extensao finita de corpos, a saber,
o corpo de fungoes racionais de L pode ser visto como um subcorpo do corpo de fungoes de C.
Este corpo de funcoes racionais de L na verdade nao depende da escolha de L, mas depende do
centro de projecoes P. Assim, vamos utilizar as notacoes seguintes: K = k(€) serd o corpo de
fungoes da curva € e Kp = k(L) serd o corpo de fungoes da reta L.

Seguindo a nomenclatura de Yoshihara [8], o ponto P serd chamado ponto de Galois asso-
ciado a € se a extensao de corpos K | Kp for galoisiana. Além disso, no caso em que P ¢ C,
diremos que ele é um ponto de Galois externo e, no caso em que P € €, diremos que ele é um
ponto de Galois interno.

Por outro lado, se a extensao K | Kp nao for galoisiana (entao P ndo é um ponto de Galois),
consideramos o fecho galoisiano (fecho normal) Lp de K e estudamos a estrutura de subcorpos
da extensao Lp | Kp.

Organizamos a dissertacao da forma seguinte. No primeiro capitulo apresentamos alguns
conceitos e resultados basicos sobre curvas algébricas planas afins e projetivas necessarios para
o desenvolvimento dos assuntos a serem tratados. Além disso, estabelecemos as principais
notagoes. Para este capitulo a principal referéncia é o livro de W. Fulton [1].

No segundo capitulo apresentamos alguns resultados sobre singularidades de curvas algébricas
planas com o objetivo de compreender os pontos singulares que podem ocorrer numa quartica
plana. Concluimos o capitulo dando todas as possiveis singularidades de uma tal quértica

destacando a sua multiplicidade e o seu nimero de ramos. Também apresentamos exemplos

X



ilustrativos em cada situagao. As referéncias principais para este capitulo sao W. Fulton [1],
M. Namba [9] e A. Garcia [2].

No terceiro e tltimo capitulo tratamos dos resultados mais importantes do trabalho. Os
primeiros teoremas, que determinam os géneros das curvas, permitem-nos calcular o género
de qualquer quéartica plana singular. Um dos principais resultados deste capitulo e também
da dissertacao é o Teorema 3.5 da sessao 3.2, que descreve os possiveis grupos de Galois da

extensao Lp | Kp. A referéncia para o capitulo é o artigo de K. Miura [7].
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos e resultados basicos sobre curvas
algébricas necessarios para o desenvolvimento do assunto tratado na dissertacao. Além disso,
utilizamos o capitulo para estabelecer notacoes. A referéncia basica para isto é o livro ” Algebraic
Curves: An Introduction to algebraic Geometry”de W. Fulton ([1]). Estaremos admitindo que
o corpo de base k é algebricamente fechado e de caracteristica zero; por exemplo, podemos

pensar em k = C.

1.1 Espacos afins e conjuntos algébricos

Vamos denotar por A™(k) o produto cartesiano (k x ... x k), (n vezes) que serd chamado
n-espaco afim sobre k. Se F € k[Xy,...,X,,] for um polindémio nas indeterminadas Xy, ..., X,
sobre k, um ponto P = (ay,...,a,) € A™(k) é um zero de F quando F(P) = F(ay,...,an) =0.
Quando F nao for constante, o conjunto dos zeros de F é chamado de hipersuperficie definida
por F. Uma hipersuperficie em A%(k) é chamada curva algébrica plana afim. De uma forma

mais geral, se S for um conjunto qualquer de polinomios em k[Xy, ..., X,], vamos denotar por
V(S)={Pe A" |F(P) =0V FeS}
o conjunto dos zeros comuns dos polinomios de S. Claramente vemos que

V(S) =[] V(F).

Fes

Um subconjunto X C A™(k) é um conjunto algébrico afim, ou simplesmente conjunto
algébrico, quando X = V/(S) para algum subconjunto S de k[Xi,...,X,]. Por outro lado,

para um subconjunto qualquer X de A™(k), consideremos o conjunto dos polindomios que se
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anulam em X. E imediato verificar que este conjunto forma um ideal do anel k[Xq, ..., X,], que

é chamado ideal de X e sera denotado por I(X), isto é,
I(X) ={Fek[Xy,....,X.] | Flas,...,a,) =0V (a,...,a,) € X}

Se um conjunto algébrico afim for irredutivel entao ele é chamado uma wvariedade afim. Isto
significa que ele nao pode ser obtido como uniao de dois subconjuntos algébricos préprios.
Quando V C A™ for uma variedade afim temos que I(V) é um ideal primo em k[Xy, ..., X,].

Segue que o anel quociente
kX1, ..., Xul

(V)

¢ um dominio de integridade. Este anel é chamado anel de coordenadasde V. Esta nomenclatura

rv) =

vem do fato que I'(V) pode ser visto como um anel de funcoes de V em k, onde as classes
xi = Xi + [(V) representam fungdes que geram este anel e, portanto, podem ser vistas como
fungoes coordenadas. Podemos verificar isto da maneira seguinte. Seja F(V) o conjunto de
todas as funcoes de V em k. F(V) tem naturalmente uma estrutura de anel com as operacoes
usuais de soma e produto de fungoes (pois k é um corpo). Uma funcao ¢ € F(V) é chamada
fungdo polinomial quando existe um polinomio g € k[Xy, ..., X,] tal que @(P) = g(P) VP € V.

Naturalmente o conjunto P(V) dessas fungdes polinomiais é um subanel de F(V). Além
disso, pela prépria definicao, existe um homomorfismo sobrejetivo natural de k[Xq, ..., X,] em
P(V) cujo nucleo é I(V). Portanto, temos que P(V) ~ I'(V).

Sejam V C A™ e W C A™ duas variedades afins. Uma fungao ¢ : V — W é chamada

aplicacao polinomial quando existem polinomios Ty, ..., T, € k[Xq, ..., X] tais que

e(ay,...,an) = (Ti(ay,...,an) ..., Tml(ay,...,an)) V (ay,...,a,) € V.
Exemplo 1.1.
A aplicacao

@ Al(k) — V(Y2 = X3) Cc A%(k)

a— (a? a?)

é uma aplicacao polinomial.

Observe que toda funcao ¢ : V — W induz um homomorfismo de anéis ¢ : F(W) — F(V),
dado por @(f) = fo . Além disso, se ¢ for uma aplicacdo polinomial @ = (Ty,..., ),
entao @(I'(W)) C T'(V). Logo, ¢ restringe-se a um homomorfismo de I'(W) em T'(V). Assim,
se T € T(W) for o I(W)-residuo de um polindémio F, entao @(f) = fo ¢ é o I(V)-residuo do
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polinomio F(Ty,..., T). Se V=A"e W =A™ entao Ty, ..., T,y € k[Xy,...,Xn] determinam,
de maneira tinica, uma aplicacao polinomial T : A™ — A™, que denotamos por T = (Ty, ..., T,).

Por outro lado, dada uma aplicacdo polinomial T = (Ty,...,T,,) de A™ em A™ e F €
kX1, ..., Xml, podemos colocar T(F) =F' =F(T,...,Tm). As aplicacoes ¢ — @ e T — T
determinam uma correspondéncia entre a categoria das variedades e seus morfismos e a categoria
das k-algebras finitas e seus homomorfismos.

Para ideais I de k[X1, ..., X,.] e conjuntos algébricos V de A™, denotaremos por I o ideal em
k[X1,...,Xn] gerado pelo conjunto {F' | F € I} e por VT o conjunto algébrico T~ (V) = V(I"),
onde I = I(V). Se V for a hipersuperficie definida por F, entdo VT é a hipersuperficie definida
por FT (no caso em que F' nao é constante).

Uma mudanca afim de coordenadas em A™ é uma aplicagao polinomial
T=(Tq,...,T) : A" — A"

tal que cada T; é um polindémio de grau um e T é uma aplicagao bijetiva. Se Ty = }_ ai;X; + aio,
entdo T = T” o T’, onde T’ é uma aplicagao linear (T = > a;;X;) e T” é uma translagao
(T = Xi 4+ ayp). Como toda translacdo possui inversa (que também ¢é uma translagdo), segue

que T serd injetiva (e sobrejetiva) se, e somente se, T’ for invertivel.

1.2 Propriedades locais das curvas algébricas planas

Sejam V uma variedade afim em A™ e I'(V) o seu anel de coordenadas. Como I'(V) é um
dominio de integridade, podemos considerar o seu corpo de fracoes. Este corpo é chamado o
corpo de funcoes racionais de V, e é denotado por k(V). Assim, um elemento de k(V) é uma
funcao racional sobre V. Na verdade, rigidamente falando, um elemento de k(V) nao é uma
funcao, pois pode haver pontos de V onde ela pode nao estar definida. No entanto, por razoes
de tradigao, continuamos a chamar tais elementos de fungoes. Se f for uma tal funcao racional
sobre V, e P € V, dizemos que uma funcao racional f de V estd definida em P se existirem
a,b e (V), tais que f = % e b(P) #0.

Seja P € V. Definimos Op(V) como sendo o conjunto das fungoes racionais sobre V que
estao definidas em P. Assim, Op(V) forma um subanel de k(V) contendo I'(V). Entao temos

as seguintes inclusoes:

k CT(V)cCOp(V) Ck(V).
O anel Op(V) é denominado anel local de V em P.

3



Um ponto P € V onde uma funcao racional f de V nao esta definida é chamado pdlo de
f. Uma funcao racional f de V que esta definida em todos os pontos de V é chamada funcao

reqular em V.

Proposicao 1.1. 1. O conjunto dos pdlos de uma fungao racional sobre V € um subconjunto

algébrico de V.

2. O subconjunto de k(V) formado pelas fun¢oes requlares de V é exatamente o anel de

coordenadas de V, a saber, T(V) = \pgy Op(V).
Demonstragao: Veja [1], pagina 43. [ |

Suponha que f € Op(V). Podemos definir o valor de f em P, isto é, f(P), como se segue:

P
existem a,b € I'(V), com b(P) # 0, tais que f = %. Entao coloque f(P) = %. Esta definicao

independe das fungoes polinomiais a e b utilizadas.
Observe que Op(V) é de fato um anel local no sentido da Algebra Comutativa. Para isto,

observe que Mp(V) = {f € T(V) | f(P) = 0} é um ideal maximal em T'(V). Assim, Op(V) é o
anel obtido pela localizacao de I'(V) em Mp(V), a saber,

Op(V) = T(V)myv) = { £ 1 b & Mp(V)]}.

Vamos denotar o (tinico) ideal maximal de Op(V) por Mp(V). Ele é o nicleo do homo-
Op (V)
Mp (V)
f € Op(V) é invertivel em Op(V) se, e somente se, f(P) £ 0. Portanto, Mp(V) é exatamente o

morfismo sobrejetivo f — f(P) de Op(V) sobre k; logo é isomorfo a k. Um elemento

conjunto dos elementos de Op(V) que nao tém inverso multiplicativo. Mais geralmente temos
o lema seguinte.
Lema 1.1. As condicoes abaizo sobre um anel R sao equivalentes:
1. O conjunto dos elementos nao invertiveis em R forma um ideal de R.
2. R possut um unico ideal maximal que contém todo ideal proprio de R.
Demonstragao: Veja [1], pagina 44. [ |

Um anel R é chamado néetheriano quando todo ideal de R for finitamente gerado. O
Teorema da base de Hilbert nos diz que se R for um anel néeteriano entao o anel de polinomios

R[X] também ¢é néeteriano (veja [1], pagina 13).

Proposigao 1.2. Op(V) € um dominio néetheriano local.



Demonstragao: Veja [1], pagina 44. [ |

Proposicao 1.3. Seja R um dominio de integridade que nao é corpo. Entao as afirmacoes

abaixo sao equivalentes:
1. R € néetheriano, local, e seu ideal maximal é principal.

2. Existe um elemento irredutivel t € R tal que todo elemento z € R nao nulo pode ser escrito

de maneira unica como z = ut™, onde u € invertivel em R e n é um inteiro nao negativo.
Demonstragao: Veja [1], pagina 46. [

Um anel R satisfazendo as condicoes da Proposicao 1.3 é denominado anel de valorizagao
discreta. Um elemento t € R como na Proposicao 1.3 item 2, é chamado um parametro uni-
formizante local ou simplesmente um parametro local. O parametro local nao é tnico. No
entanto, se s € R for outro parametro local entao existe um elemento invertivel u € R tal que
s = ut.

Seja K o corpo das fragoes de R. Assim, quando o parametro t esta fixado, todo elemento
nao nulo z € K possui uma expressao Unica z = ut™, com u invertivel em Ren € Z. O
expoente n é chamado a ordem de z, e escrevemos n = ord(z). Definimos ord(0) = co. O
conjunto M = {z € K | ord(z) > 0} é o ideal maximal do anel local R ={z € K| ord(z) > 0}.

Seja € uma curva algébrica plana afim. Como estamos supondo k algebricamente fechado,
segue do Teorema dos Zeros de Hilbert que € é definida por um polinémio (ndo constante) a
menos de multiplicacao por um fator constante nao nulo. O grau de € é o grau de qualquer
um dos polindémios que a define. Suponha que F € k[X, Y] seja um tal polinomio. Considere a
decomposicao de F em fatores irredutiveis, digamos, F = TTF{*. Dizemos que cada curva definida
por F; é uma componente de F e e; é a multiplicidade desta componente.

Seja P = (a,b) € C. Dizemos que P é um ponto simples (ou ponto regular, ou ainda, ponto

nao singular) de € quando

oF oF

Neste caso a reta %(P)(X—a) —I—%(P)(Y—b] = 0 é chamada reta tangente a C em P. Quando
um ponto nao € simples ele é chamado de ponto singular. Uma curva que possui somente pontos
simples é chamada de curva nao singular.

Suponha que P = (0,0) e escreva F = F,, + F,u 1 + --- + Fn, onde F; é um polindmio

homogéneo em k[X, Y] de grau i, e F;; # 0. Definimos m como sendo a multiplicidade de € em

P = (0,0). Veremos mais adiante que, na verdade, esta multiplicidade nao depende do sistema



de coordenadas e escrevemos m = mp(C). P é um ponto simples se, e somente se, m = 1. Se
m = 2, entao P é chamado um ponto duplo; se m = 3 ele é chamado um ponto triplo.

Como F,;; é um polinomio homogéneo em duas variaveis, ele se fatora como um produto de
fatores lineares, digamos, F,, =TIL!', onde as retas L; sdo distintas. Neste caso estas retas sao
chamadas de retas tangentes a € em P = (0,0), e cada r; é a multiplicidade de L; como reta
tangente em P. Quando € possui m > 2 tangentes (simples e distintas) em P, dizemos que P é
um ponto multiplo ordindrio (ou ponto singular ordindrio) de €. Um ponto duplo ordinario é
chamado de na.

Para extender essas defini¢oes a um ponto P € € qualquer, basta considerar uma mudanca
afim de coordenadas e mover P para a origem. (Para mais detalhes, veja [1], pagina 40).

O teorema seguinte caracteriza implicitamente os pontos simples de curvas algébricas.

Teorema 1.1. Seja € uma curva algébrica plana e P € C. Entao P é um ponto simples de C
se, e somente se, Op(C) for um anel de valorizacao discreta. Neste caso, se L = aX+bY+c for
uma reta ndo tangente a € por P, entao a imagem de L em Op(C) € um parametro uniformizante

local para Op(C).
Demonstragao: Veja [1], pagina 70. [

O teorema seguinte garante que a multiplicidade de um ponto numa curva algébrica plana

é um objeto intrinseco, isto é, independe do sistema de coordenadas.

Teorema 1.2. Seja C uma curva algébrica plana irredutivel e seja P € C. Sen for um inteiro

suficientemente grande, entao

Mp(C)"

pu— d‘ R
mp(C) g Mo (C)1

Em particular, a multiplicidade de C em P depende somente do anel local Op(C).

Demonstragao: Veja [1], pagina 71. [

1.3 Curvas algébricas planas projetivas

Algumas propriedades globais de curvas algébricas sao melhor entendidas no contexto da
geometria projetiva. Um exemplo tipico disto é Teorema de Bézout, que enunciaremos em
seguida. O espaco projetivo P™(k) sobre o corpo k é o conjunto de todas as retas de k™!
que passam pela origem. Representaremos um elemento do espaco projetivo como um ponto

qualquer de uma tal reta. Assim, dois pontos de k™™ —{0} representam o mesmo elemento em



P™ (k) quando um é obtido do outro pela multiplicacao por um elemento nao nulo de k. Falando
de forma mais rigorosa, P™(k) é o espaco quociente de k™! — {0} pela relacao de equivaléncia

seguinte: dados P = (xg,%1,...,%Xn) € Q = (Yo, Y1,...,Yn) em k™! — {0}, temos que
P~ Q < Q = AP, para algum A # 0 em k.
Denotaremos um ponto de P™(k) por suas coordenadas homogéneas, a saber,
P=(xg:%X1:...:%Xn).

Um conjunto algébrico projetivo em P™(k) é o conjunto de zeros de um conjunto de polinomios
homogeéneos em n + 1 varidveis sobre k. Todos os conceitos introduzidos relativos a conjuntos
algébricos afins podem ser extendidos a conjuntos algébricos projetivos. Podemos ver o espaco

afim n-dimensional A™ imerso em P™ pela aplicacao:
@: A" — P"(k)
(X1,%2, ..., Xn) — (L:ixg 1 Xo 1ottt Xn)

Neste caso diremos que a imagem de A™(k) por esta aplicacdo em P™(k) sdo os pontos finitos
ou pontos afins de P™(k). O conjunto dos pontos de P™(k) que tém xq = 0 sdo chamados pontos
do infinito.

Uma curva algébrica plana projetiva é o conjunto algébrico projetivo de P?(k) definida por
um polinomio homogéneo nao constante em trés varidveis, que denotaremos neste caso por
X,Y,Z. Além disso, vamos considerar os pontos do infinito de P?(k) como sendo os pontos
P = (x:y:z) tais que z = 0 e os pontos finitos sdo tais que z # 0. Dois polindomios definem
a mesma curva quando diferem apenas pela multiplicagao por uma constante nao nula de k.
Para um tratamento sistematico dessa teoria , veja, por exemplo, [1], capitulo 5.

O grau de uma curva projetiva é o grau de um polindmio homogéneo que a define. Seja €
uma curva plana projetiva definida pelo polindmio homogéneo F = F(X,Y,Z). A parte afim
de € ¢é a curva algébrica afim definida pela desomogeneizacao de F em relagao a variavel Z, a
saber, F.(X,Y) = F(X,Y,1). A escolha da varidvel Z é completamente arbitraria.

A teoria local de uma curva projetiva é analoga a teoria local das curvas afins, tomando
uma desomogeneizagao conveniente da equagao homogénea que define a curva projetiva dada.

Seja P € P2. O anel local de P ¢ o conjunto Op(PP?), definido por:
{§116.HEKXY,21.61() = (M), GIP) £0}.

onde G e H sao homogéneos. Assim, Op(P?) é um anel local e é isomorfo ao anel Op(A2), onde

A? ¢ um dos planos afins que contém P.



Para simplificar a redacao, usaremos o polinomio que define uma curva no lugar da prépria
curva. Sejam F, G, curvas planas projetivas e P € P2. Definimos o ndice de intersecdo ou

multiplicidade de intersecao de F e G no ponto P, que denotaremos por Ip(F, G), por

. Op(P?
Ip(F, G) = dimy (F]:,(iG*))'

Dadas duas curvas planas projetivas F e G, dizemos que elas se intesectam propriamente
num ponto P quando F e G nao possuem componente comum passando por P. Dizemos que
elas se intersectam transversalmente em P quando P for um ponto simples de F e de G, e a reta
tangente a F em P for diferenre da reta tangente a G em P.

A multiplicidade de intersecao satisfaz as propriedades seguintes:

1. Ip(F,G) € N para quaisquer curvas projetivas F, G e um ponto P € P? tais que F e
G intersectam-se propriamente em P. Além disso, Ip(F,G) = oo quando F e G nao se

intersectam propriamente em P.

2. Ip(F,G) = 0 se, e somente se, P &€ FNG. Além disso, Ip(F, G) s6 depende das componentes

F e G que passam por P.

3. Se T for uma mudanca projetiva de coordenadas em P?, e T(Q) = P, entao

IQ(FT7 GT) - IP(F7 G)

4. Ip(F,G) =Ip(G,F) VF,G.

5 Ip(F,G) > mp(F) - mp(G). Além disso, a igualdade ocorre quando F e G nao possuem

tangente comum em P.
6. Se F=TIF* e G =TIG}’, entdo Ip(F,G) = X_; ; misiIp(Fi, G;).

7. Ip(F,G) = Ip(F, G + AF), para qualquer polinémio homogéneo A em k[X,Y, Z] tal que
gr(G) = gr(A) + gr(F).

E possivel mostrar que estas sete propriedades caracterizam completamente Ip(F, G). Além
disso, a definicao feita anteriormente, a saber,

Op (P?)

Ip(F, G) = dimy .G

satisfaz estas propriedades e é, portanto, unicamente determinado por elas. (Veja [1], pagina

75).



Teorema 1.3 (Teorema de Bézout). Sejam F e G curvas planas projetivas de graus m e n,
respectivamente, sem componentes comuns. Entao

Y Ip(F,G)=m n.

PeP?

Demonstracao: Veja [1], pagina 112. [ |

1.4 Formula de Riemann-Hurwitz

Sejam X e Y curvas algébricas projetivas nao singulares, nao necessariamente planas. Seja
ainda f : X — Y um morfismo regular sobrejetivo. Considere o homomorfismo f: k(Y) — k(X),
que é naturalmente injetivo. O grau da extensao [k(X) : k(Y)] é chamado de grau do morfismo
f e serd denotado por gr(f). Sejam P € X e Q = f(P) € Y e o0s seus respectivos anéis locais
Op e Oq. Naturalmente estes sao anéis de valorizacao discreta, uma vez que as curvas nao sao
singulares. Seja t € Og um parametro uniformizante. O inteiro ep = ordp(t) é chamado indice

de ramificagao de f em P. Temos entao os seguintes fatos:
Lema 1.2. Para cada Q € Y temos que Zf(P):Q ep = gr(f) = [k(X) : k(Y)].
Demonstracao: Veja [9], pagina 271. [ |

Se ep > 2, dizemos que P (respectivamente f(P)) é um ponto de ramifica¢io (respectiva-
mente ponto ramificado) de f . O conjunto de todos os pontos de ramificagdo (respectivamente
pontos ramificados) é um conjunto finito em X (respectivamente em Y). Dizemos também que

f é um recobrimento ramificado. Entao
f:X—f'B)—-Y—-B

¢ um recobrimento usual (ndo ramificado), onde B é o conjunto de todos os pontos ramificados
de f, chamado de lugar de ramificacao de f. O teorema seguinte é um resultado cldssico que

nos serd bastante util.

Teorema 1.4 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sejam X e Y curvas algébricas projetivas nao
singulares, nao necessariamente planas, de géneros gx e gy. Seja ainda f: X — Y um morfismo
reqular sobrejetivo. Entao
2gx —2 = gr(f)(29y —2) + ) _(ep —1).
PeX

Demonstragao: Veja [9], pagina 271. [
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Capitulo 2

Singularidades de quarticas planas

Neste capitulo estamos interessados em estudar os tipos de singularidades que podem ocorrer
numa quartica plana. Para isto vamos investigar sucintamente pontos singulares de curvas
algébricas planas.

Seja € uma curva algébrica plana irredutivel e P € C. Apds uma mudanca conveniente de
coordenadas podemos supor P = (0,0). Seja f(X,Y) € k[X,Y] um polindémio irredutivel que

define C.
kX, Y]

(f)
y =Y + (f) e (f) denota o ideal gerado por f em k[X, Y].

Sabemos que '(C) = = klx,y] é o anel de coordenadas de C, onde x = X + (f) e
Como f é irredutivel, I'(€) é um dominio. Seja k(€) o corpo de funcoes de € e vamos denotar

por Op o anel local de € em P. Como ja observamos anteriormente, temos as inclusoes:
kCT(C) C Op Ck(C).

Além disso,
re)
Mp

onde Mp é o ideal maximal de I'(€) formado pelas fungoes que se anulam em P.

~k

Como ja observamos anteriormente, o anel Op é um dominio noetheriano local unidimen-
sional. O fecho inteiro de Op em k(C) é o subanel Op de k(€) formado pelos elementos que
satisfazem uma equagao polinomial monica com coeficientes em Op, isto é, @ € Op se, e somente

se, existirem n € N e hg,hy,...,h,_1 € Op tais que
" + My 10"+ -+ hie +hy =0.

Mais geralmente, se R for um dominio, podemos definir, copiando a defini¢ao acima, o fecho
inteiro de R em seu corpo de fracoes. Quando R = R dizemos que R é integralmente fechado

(em seu corpo de fragoes).

11



Exemplo 2.1. O fecho inteiro de Z em Q ¢é o proprio Z. Assim, Z ¢é integralmente fechado.

Seja & = E, tal que (p,q) =1ep,q € Z. Queremos mostrar que se « satisfaz uma equagao

com coeficientes em 7Z da forma
" Fan " e a+ag =0,

entao oo € Z.

Substituindo @ = E, obtemos:

n n—1
<E) +an1(2) +~-~+a1£+a0:O
q q q

Multiplicando por q™, temos:
P4 an P+ apg™ T +apg™ = 0.

Logo,

n 1

p" = (—anap" =~ aq™ .

Como (p,q) =1, entdo g =10ou q=—1. Dai « =p ou & = —p.

Portanto, « € Z.

Também pode-se mostrar que esta operacao de se tomar o fecho inteiro é de fato uma
operacao de fecho. Assim, Op é um domfnio ndetheriano local, unidimensional e integralmente
fechado. No caso em que seu ideal maximal é um ideal principal, segue da Proposicao 1.3
que ele é um dominio de valorizacio discreta. Portanto, Op ~ k[[t]], onde t é um parametro

uniformizante local. Segue do Teorema 1.1 que P é um ponto regular em C se, e somente se,

Op = 0p ~ K[[t]].

2.1 Singularidades com um ramo

Para estudar melhor as singularidades de € precisamos considerar o completamento de
seu anel local Op = k[x,y] (em relacdo a topologia Mp-ddica, onde Mp é o seu ideal maxi-

mal). Supondo P = (0,0), é possivel verificar que este completamento é exatamente k[[x, yl] =
k([[X, Y]]

DR onde f é um polindémio que define € (considerado como uma série). (Veja [1], pagina

49). k[[X, Y]] é o anel das séries formais em X,Y com coeficientes em k.
k[[X, Y]]

(f)

Pode-se verificar que k[[X, Y]] é um anel local cujo ideal maximal é gerado por X e Y. O

Vamos denotar por Op o anel k[[x,y]] =

mesmo vale para k[[x, yll; a saber, ele é um anel local cujo ideal maximal é gerado por x e y.

12



Segue dai que, em ambos 0s casos, os invertiveis sao exatamente as séries de ordem zero, isto
é, as séries que tém o termo constante nao nulo.

O anel Kk[[X, Y]] é um dominio de fatoragao tnica, (veja [2]). Portanto podemos considerar
a fatoracao de f neste anel. Se f continuar irredutivel em k[[X, Y]] entdao Op é um dominio. Por

outro lado, f pode ser redutivel em k[[X, Y]], digamos,
f=fify oo,

onde os f; s@o irredutiveis em k[X, Y. E conhecido que, nesta situagao, os f;j sao distintos. Em
outras palavras, o anel Op nao possui elementos nilpotentes. Cada f; é chamado de ramo de €
em P.

Nesta secao vamos supor que s = 1, isto é, € tem um tunico ramo em P. Neste caso, Op é
um dominio e podemos considerar o seu corpo de fracoes. Seja Op o fecho inteiro de Op em seu
corpo de fragdes. Entdo Op é também um anel local. (Para mais detalhes, veja [1], capitulo 2,

segao 4).

Teorema 2.1. Se C tem apenas um ramo em P entao o anel Op € um anel de valoriza¢ao

discreta.

Demonstracao: Como Op é um dominio noetheriano local cujo ideal maximal é principal,

segue da Proposicao 4, pagina 46 de [1], que Op é um anel de valorizacio discreta. [ |
Seja v : Op — {0} — N, a valorizacdo discreta de Op.

Definicdo 2.1. O semigrupo de € em P € o sub-semigrupo Sp de N definido por Sp =v(Op —

{0).

O semigrupo Sp tem complementar (N — Sp) finito, (veja [5]). Este é chamado conjunto
das lacunas de Sp. Se 1 for a maior destas lacunas, define-se o condutor de Sp como sendo o
niumero natural cp =1+ 1. Assim, cp é o menor elemento de S tal que, a partir dele, todos os

elementos de N pertencem a Sp, isto é, cp é caracterizado pelas condi¢oes seguintes:
1. Cp — 1 ¢ S,
2.seneNen >cpentaon € S.

Este condutor (numérico) estd relacionado com o ideal condutor que definiremos a seguir.
Considere o conjunto

%P:{OCEOP|(X'6PCOP}.

Podemos verificar que p é um ideal de Op e também de Op. Na verdade %p é maximal em

Op em relagao a esta propriedade.
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Definicao 2.2. %p ¢é chamado ideal condutor de Op em Op.

Também pode-se verificar que %p é gerado por t$ em Op ou em Op. Considerando Op ~
k[[t]], podemos ver que €p = t$ - Op = t° - Op, que é o conjunto das séries de poténcias de

ordem > cp.

Exemplo 2.2. Seja C a curva definida pela equacao f(X,Y) = Y2 — X3 e P = (0,0). Entdo

Cp = 2.
De fato, o semigrupo Sp neste caso é gerado por 2 e 3 em N; isto ¢,
Sp=2N+3N=1[2,3={2r+3s|r,s e N} ={0,2,3,4,5,6,.. .}

Logo, N — Sp = {1}, e portanto cp = 2.

O resultado seguinte faz uma ligagao entre a valorizagao e a multiplicidade de intersecao.

Teorema 2.2. Seja C uma curva definida por f € kK[X,Y] com um winico ramo em P € C. Se

g € k[[X, Y]] — fk[[X, Y]], escreva g = g + fk[[X, Y]] € Op. Entao

v(g) =Ip(g, ).
Demonstragao: Veja [5], pagina 65. [ |
Exemplo 2.3. Se P = (0,0) € € for um ponto regqular entio Sp =N e cp = 0.

De fato, se P for regular entao mp(C) = 1, isto é, f = f; +fo + ---. Tome €’ tal que
mp(C’) = 1 e que tenha tangente distinta de f. Seja g o polinomio que define €’. Entao

1 =1p(f,g) € Sp. Logo Sp =N, e portanto, cp = 0.
Exemplo 2.4. Seja € uma qudrtica definida por f =Y3 —X* ¢ P = (0,0). Entdo
Sp=3N+4N=[3,4] ={3r+4s|r,s € N} ={0,3,4,6,7,8,...}.

Logo, N—Sp ={1,2,5}. E portanto, cp = 6.

2.2 Singularidades com varios ramos

Suponhamos agora s > 2 e P = (0,0). Entao € possui varios ramos em P, isto é, f fatora-se

no anel das séries formais k[[X, Y]], em s fatores irredutiveis (distintos), digamos, f = f;fy - - - fs.

k[[X kX
O anel Op = X, V] = X, V1] = k[[x,y]] ndo é mais um dominio. No entanto
(f) (fi-fo-...-f5)

ainda podemos considerar o fecho inteiro de Op em seu anel total de fracoes. Vamos continuar

denotando este fecho inteiro por Op.

14



Para simplificar a notagao, daqui por diante, vamos abolir o indice P nos objetos.
k(X Y1l

()

dominio, pois fj é irredutivel. Ainda vamos denotar por S; o semigrupo associado a fj, ¢; o seu

Para cada j = 1,2,...,s vamos denotar, como no caso anterior, O; = , que é um

condutor (numérico), é; o seu ideal condutor, k; o corpo de fragdes de O; e O_] o fecho inteiro
de O5 em k;. Cada 05 6 um dominio de valorizagao discreta, e portanto, para cada j temos que
(‘)_j ~ k[[t;]]. Seja vj : k[[t;]] — {0} — N a valorizagao associada ao ramo fj. Naturalmente o
condutor de O em O é

€={pecO|¢e-0cCO0}

Valem os resultados seguintes para esta situacao, que podem ser encontrados em [9], capitulo

O anel O pode ser identificado com um subanel de O; x Oy x ... X Oy, via 0 seguinte

monomorfismo, que em geral, nao é isomorfismo:

E:0—= 07 x0Ogx...x0q

onde estamos denotando k[[X, Y]] por R.

Assim, temos o seguinte diagrama, onde O é o fecho inteiro de O no seu anel total de fracoes:

O; XX 63

al

Proposicao 2.1. O anel total de fracoes de O é naturalmente identificado com o anel total de

fragoes de Oy x Oy X ... x Og, que pode ser identificado com ki X Ko X ... X Kg.

Demonstragao: Veja [2]. |

Temos ainda as seguintes observacoes, a respeito do anel O; x Oy x ... x Os.
1. O3 x Oy X ... x O é integralmente fechado em k; x kg X ... X K.

2. 01 x Oy X ... x O4 é uma extensao finita de O x Oy x ... x O, ja que cada extensao

[Oj . O]] ¢é finita.
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Para entender melhor os anéis e os ideais condutores relacionados com O, é conveniente ter

em mente o seguinte diagrama, onde as linhas verticais significam inclusoes.

[§) — O X -++ x O — 0, X +ee X [GR
¢ 3 A
¢ 071 X X Og — 04 X X Os
3
0 — 0

Como é ilustrado no diagrama, % é o condutor de O em 0, % é o condutor de Q1 x09x%x...x0O4

em O, % 6 o condutor de O; X Oy X ... x Oy em Q7 x Oy X ... x O e cada um dos € é o
condutor de @ em Oj para cada j =1,...,s. Além disso, O~0; x Oy x...x04.
f
Para cada j = 1,...,s vamos usar a notacao h; = o Podemos identificar o ideal
j
(hi,...,hg) mod (f) em O, via inclusao de O em O; x Oy x ... x Oy explicitada anterior-

mente, com o ideal h1O; X hyOy X ... X hgOg em O7 X Oy X ... X Og. Ap0s identificagoes temos

as seguintes igualdades:

1. € =h0;, x hy0y x ... x hO.
2. ng%lx...x%s.
3. %”:hl%ﬂx...x hscgs.

Teorema 2.3 (Gorenstein). Sejam O o completamento do anel local de um ponto singular, com
s ramos, de uma curva algébrica projetiva plana irredutivel, © o fecho inteiro de O em seu anel

total de fracoes e € o condutor de O em O. Entdo

ol
2
j=1 1<i<ji<s

5}) = dlmk

clal
|
E
eSIG

Demonstragao: Veja [4]. |

E conveniente ter em mente o diagrama seguinte:
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% =h,0; x - x hO,

(gzhlcgl Xoeee thcg
O Teorema de Gorenstein nos diz que ha uma simetria nas dimensoes dos quocientes dados

por este diagrama.
1
Proposicao 2.2. 6p > §mp(€)(mp(€) —1). A igualdade vale se, e somente se,

1. cada ramo irredutivel de C em P € ndo singular ou € uma cispide simples (de multiplici-

dade m; com } ;mj; =mp(C)) e
2. as retas tangentes a estes ramos sao mutuamente distintas.
Demonstragao: Veja pdgina 120 de [9)]. [
Corolario 2.1. 1. dp =0 se, e somente, se P for um ponto reqular de C.

2. dp = 1 se, e somente, se P for uma singularidade do tipo no duplo ou do tipo cispide

simples de multiplicidade dois.

Demonstracao: 1. P é um ponto regular de C se, e somente, se mp(C) = 1, o que é

equivalente a dp = 0.

2. Quando P for um né ou uma cuspide simples de multiplicidade dois, mp(C) = 2. O
resultado segue imediatamente.

Teorema 2.4 (Férmula do género). Sejam C uma curva plana irredutivel de grau d, € : X — C

o morfismo do modelo nao-singular X de € em C, e g(X) o género de X. Entao

(d—1)(d—2)
g(x) = 92 _Zépa

onde Y extende-se sobre os pontos singulares de C.
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Demonstragao: Veja pdgina 126 de [9]. [ |

2.3 As singularidades de uma quartica plana

Vamos agora descrever os tipos e as quantidades de singularidades que podem ocorrer numa
quartica plana. Seja € uma quartica projetiva plana, isto é, € tem grau d = 4. Pela férmula

do género dada pelo Teorema 2.4, o género de € (ou do modelo nao singular de C) satisfaz

g(C)=3—> &,

onde P é ponto singular de C. Portanto, g(C) < 3 e vale:
g(C) = 3 se, e somente se, € é ndo singular.

Assim, se € for uma quartica singular entao g(€) < 2. Além disso, segue também da férmula

do género que € pode ter no maximo treés singularidades.

Proposigao 2.3. Se C é uma qudrtica plana e P € C, um ponto triplo de C (isto €, mp(C) = 3),

entao P € a unica singularidade de C.

Demonstracao: Suponha que Q # P seja um ponto singular de €. Entao mq(€C) > 2.
Considere a reta L por P e Q.

Entao

Logo, } gpepe IR(C, 1) > 34+2=05.
Mas pelo Teorema de Bézout, } ¢ p2 Ir(C, 1) = gr(€) - gr(l) =4 -1 =4,

Chegamos assim a uma contradi¢ao. Portanto P ¢ a tnica singularidade de C. |

Para as quarticas planas com um ponto triplo que, neste caso, sao curvas racionais, podemos

enunciar o teorema seguinte:

Teorema 2.5. Suponha que C seja uma qudrtica plana singular com um ponto triplo P. Entdo

uma das trés situacoes ocorre:

1. Ha trés ramos nao singulares de C em P. Neste caso, as tangentes a estes ramos sao
mutuamente distintas e, portanto, P € uma singularidade ordindria. Fis um ponto triplo

ordindrio:
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2. Hd dois ramos de C em P: um nao singular e outro singular de multiplicidade dois. Neste
caso, as tangentes a estes ramos sao distintas e o ramo singular € uma cuspide simples

de multiplicidade dois. Veja na figura:

%

3. Hd apenas um ramo de C em P. Neste caso o ramo em P € uma cuspide simples de

multiplicidade trés. O grdfico sequinte ilustra este caso:

2

Demonstracao: Para eliminar os demais casos basta aplicar o Teorema de Bézout a € e as

retas tangentes convenientes por P. |



Suponhamos agora que C seja uma quartica plana singular que nao possui ponto triplo.
Entao todas as singularidades de € sao pontos duplos. Além disso, como ja observamos anteri-
ormente, ha no maximo trés tais pontos. Passamos a descrever os tipos de pontos duplos que

podem ocorrer em C.
1. N6

Um né é um ponto duplo ordinario, isto é, uma singularidade P tal que mp(C) =2 e C
possui dois ramos em P e duas tangentes distintas em P. Assim, sp = 2. Pelo Corolério

2.1, 6p = 1. A figura seguinte exibe um no:

2. Cuspide simples de multiplicidade dois

Em geral, uma cuspide é uma singularidade P tal que mp(€) > 2 e h4 um tnico ramo de
C em P. Em particular, hd apenas uma tangente a € em P. No nosso caso mp(C) = 2
e sp = 1. Pelo Corolario 2.1, dp = 1. O gréfico abaixo ilustra uma singularidade como

esta:

3. Tacnéd

Uma tacné é uma singularidade P de multiplicidade mp(C) = 2 e dp = 2, que possui dois
ramos com a mesma tangente, isto é, sp = 2, e TpC; = TpCy, onde C; sao os ramos da

curva C e cada Tp(C;) é a reta tangente a C; em P. Observe o gréfico:
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4. N6 bi-inflexional

Uma singularidade P deste tipo ¢ um né tal que cada ramo que passa por P possui uma
tangente distinta da do outro ramo. A Lemniscata de Bernoulli é um exemplo desta

singularidade:
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Capitulo 3

Pontos de Galois em quarticas

singulares

Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, € uma curva algébrica
plana irredutivel de grau d (d > 1) e K =k(C) o seu corpo de fungoes. Seja € singular, isto é,
C possui pelo menos um ponto singular.

Seja X o modelo nao singular de €, que em geral ndo é mais uma curva plana. Assim,

K =k(€) = k(X). Considere o morfismo birracional canonico ¢ : X — € tal que :

1. Se S for o conjunto dos pontos singulares de €, entao € é um isomorfismo entre os abertos

X—e1(S)eC-S.

2. Se Q € S entdo o conjunto ¢ (Q) é finito, digamos

e 1(Q) =1{Q1,Qq ..., Qs

onde s é o numero de ramos em Q.

Fixe um ponto P € P?, que vamos considerar como centro de projecao. Considere o conjunto

das retas de P2 que passam por P, que pode ser identificado com a reta projetiva P!. O morfismo

mp : X — P! é a aplicacdo racional definida por 7tp : X 3 R — Pe(R) € P!, onde Pe(R) é a reta
passando por P e por €(R).

Observagao 3.1. O grau de tp é d — mp, onde mp(C) € a multiplicidade de P em C.

De fato, seja T uma reta qualquer de P? passando por P. Pelo Teorema de Bézout,

D Ig(r,€) =gr(r)gr(€) =1-d=d.
Qep?
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Isto é, uma reta qualquer T € P? por P intersecta a curva € em d pontos, contando as multipli-
cidades. Logo, uma reta genérica de P? intersecta € em d — mp(C) pontos distintos.

Entao temos uma extensao de corpos dada pela inclusao 7t : k(P!) < k(C), que depende
apenas do centro de projecoes P. Por isso denotamos o corpo de funcdes k(P') por Kp, isto é,
Kp = 75 (k(P!)). Seja n o grau da extensao K | Kp.

Naturalmente, pelo Teorema de Liiroth (veja [13], pagina 107), todo corpo intermedidrio
entre K e Kp é também um corpo racional. Estamos interessados na estrutura da extensao de

corpos K | Kp. Mais especificamente, nas seguintes questoes:
1. Quando esta extensao é galoisiana?

2. No caso em que K | Kp nao for galoisiana, denote por Lp seu fecho galoisiano. O que

podemos dizer sobre Lp?
3. Qual é o grupo de Galois da extensao Lp | Kp?
4. O que podemos dizer sobre os subcorpos intermediarios da extensao K e Kp?

Definicao 3.1. O ponto P € P? é chamado ponto de Galois associado a curva € quando X | Kp
for uma extensao galoisiana. Além disso, quando P € € ele é chamado ponto de Galois interno,

e quando P & C, ponto de Galois externo.

Observe que Lp | Kp é uma extensdo finita e Kp € K C Lp. Seja ép a curva algébrica
projetiva suave (ndo necessariamente plana) que tem Lp como corpo de fungoes e considere
a aplicagao de recobrimento 7tp : ép — X induzida pela extensao Lp | K. Denotamos a
composicao 7tp o 7tp por Op. E claro que Bp é galoisiana, pois o corpo de fungoes de ép éLp,o
fecho galoisiano de K | Kp.

E conveniente ter em mente o diagrama abaixo:

REEP Lp
: 7

o X5Q —— Qe —K
; /

(XEPl Kp

Observacao 3.2. Se o centro de projecoes P for um ponto singular de uma quadrtica €, entao

n=gr(mp) =1 ou 2.
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Com efeito, se P for singular, entdao mp(C) > 2. Além disso, gr(mp) = d — mp(C) =
4 —mp(€). Observamos entao que todo ponto singular de € é ponto de Galois. Ele é chamado
de ponto de Galois singular interno associado a €. Em particular, chamamos o ponto de Galois
P ¢ P? com mp(C) = 0 ou 1 de ponto de Galois regqular associado a €. Denotamos o niimero
de pontos de Galois regulares associados a € por 8(C).

Seja Op : ép — P! o recobrimento galoisiano considerado acima. O tipo de ramificacdo de
Op é definido como se segue.

Seja Bg, = m1Q1 + maQa+ ... + M Qy, 2<my <My < ... <My, 0 lugar de ramificagao
de Op. Aqui m; é o indice de ramificagao de Op em Q;. Isto significa que, se R € 05'(Q4),
entao existem sistemas de coordenadas locais & e 11 em torno de R e Qj, respectivamente, tais
que &E(R) =0 en(Qi) =0 e 0p é dado localmente da seguinte forma: n = £™i. Dizemos entao

que Op tem tipo de ramificagdo (Mmq, mo, ..., m;).

3.1 Pontos de Galois internos

Nesta secao vamos considerar uma quartica singular € e vamos estudar o caso em que o

centro de projegao é o ponto P € C.

Teorema 3.1. Seja C uma qudrtica plana projetiva. Suponha que C contenha uma singularidade
com multiplicidade trés. Entao o género de ép é g(ép) =0 ou 1. Em outras palavras, ép é

uma curva racional ou uma curva eliptica.

Demonstracao: Sejam Q um ponto triplo de € e f um polinémio que define €. Apds uma
possivel mudanca de coordenadas, podemos supor Q = (0,0). Entao temos trés casos:
1. Q é um ponto triplo ordinario.

Segue da Proposi¢ao 2.2 que 6 = 3. Pela Férmula do género (Teorema 2.4), g(ép) =0.

2. Q é um ponto triplo com dois ramos.

Neste caso f se fatora em k[X, Y] sob a forma f = f; - f5, com f; regular e f5 uma cuspide.

Assim, mq (f;) =1, mq(f2) = 2. Pelos Exemplos 2.2 ¢ 2.3, ¢; =0e cy =2.

Como f; e f; possuem tangentes distintas em Q, Iq(f1, f2) = mg(f1) -mq(fy) =1-2 =2.
Pelo Teorema de Gorenstein, g = %(cl +cy+ Ig(f1,f2)) = %(0 +242)=2.

Assim, g(ép) =3—-0q=1
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3. Q é uma singularidade com apenas um ramo e multiplicidade trés.

Como a multiplicidade do tinico ramo da singularidade é trés, a forma de menor grau da

equagao que define € é de grau trés. Podemos escrever f = f3 + fj.

Pelo Exemplo 2.4, ¢ = 6. Segue do Teorema de Gorenstein que dg = 3. Logo, g(ép) = 0.
[ |

Vamos estudar os pontos de ramificagao do morfismo 7tp : X — P! (veja o diagrama da

pagina 22). Seguem da definigdo de 7p as seguintes afirmagoes:

Afirmacgao 3.1. Se Q for um ponto suave de C, entao existe um unico ponto é € X tal que
e(é) = Q. Neste caso, o indice de ramificacao de tp em (5 (denotado por eé) € 1gual ao indice
de intersecdao entre C e a reta por P e Q (em Q), a saber, IQ(G,W). Assim, se PQ € a reta
tangente nao inflexional a € em Q, entdao ey = 2. Se Q for um ponto de inflexao de C entao

6623.

Afirmacao 3.2. Se Q for um ponto singular de C, denote por s = sq(C) o nimero de ramos
analiticos de € em Q. Sejam y1,7Ya,...,Ys estes ramos e 61, 62, e (53 08 pontos correspon-
dentes no modelo nao singular X. Entdo e 1(Q) = {(51, (52, . QS}

Se PQ ndo for a reta tangente ao ramo y;, entio ey, = Io(v;, PQ) = mq(v;).

No entanto, se PQ for a reta tangente ao ramo y;, entdo ey, = Io(v;, PQ) > mq(y;).

j

Observacao 3.3.

Da férmula de Riemann-Hurwitz aplicada ao morfismo 7tp : X — P!, segue que

D (er— 1)+ (d—mp(€))(2g(P') — 2) = 2g(X) — 2.

ReX
Assim,

D (er—1) =2g(X) —2+2(4—mp(C)) = 2g(X) + 6 — 2mp(€).
ReX

Para um ponto singular P € C, as questoes (1) a (4) s@o triviais. De fato, se P é singular
entao mp(C) > 2; logo, o grau de K| Kp é d—mp(C) < 4—2 = 2. Como toda extensao de grau
menor ou igual a dois é normal, segue que a extensao é galoisiana. Se K # Kp, entdao Lp = K,
Gal(Lp | Kp) =~ Zsy e nao existem corpos entre K e Kp.

Entao, supondo que P seja um ponto suave de C, ou seja, mp(C) = 1, segue da Observacao
acima que

D (er—1) =2g(X) +6—2-1=2g(X) +4.

ReX
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Além disso, n = gr(mp) = gr(€C) — 1 =4 —1 = 3. Isto é, o grau da extensao K | Kp é trés.
Portanto o grau da extensao Lp | Kp é no méaximo seis. E o grau da extensdo Lp | Kp é no
maximo dois.

Apd6s uma possivel mudanca projetiva de coordenadas, podemos supor que:
(i) O centro de projecao P em questao é P =(0:0:1),
(ii) Y =0 ¢é a reta tangente a C em P,
(iii) Os pontos singulares de C estao fora da reta X =0,

(iv) A reta X = 0 e C intersectam-se somente transversalmente, isto é, sempre que Q € €N(X),

tem-se Io(C, X) = 1.

(v) se 1 é uma reta passando por P e por um ponto de € no infinito, entao 1 ndo é tangente

a € e nao passa por pontos singulares de C.

Aqui X,Y,Z sao as coordenadas projetivas de P2. Ao passar das coordenadas projetivas para

as coordenadas afins, onde estamos supondo que a reta do infinito é dada por Z = 0, vamos
X Y

usar X = = e Yy = =, ou seja, o plano afim é dado por Z = 1.

YA Z

Seja t € k e considere a reta (afim) 1; dada por y = tx. Assim, podemos assumir que a
projecao 7tp, definida na parte regular de €, é dada por 7tp(€ N 1) = t. No plano afim A? com

coordenadas (x, t), seja € definida pela equacio (afim):

- f(x, tx)

f(x,t) = = @a()x® + @3(t)x* + @2(t)x + @1 (1),

X

onde @;(t) = fi(1,t) e fi(x,y) é a parte homogénea de grau i de f(x,y), (1 <1< 4). Assim,
Kp = k(t) e K = k(x,y) = k(x,t), pois pela definicao de @, temos k(C) = k(€). Isto significa
que a extensdo K | Kp também é obtida da equacdo f(x,t) = 0, considerando f(x,t) € k(t)[x].
Logo, podemos estudar 7tp : X — P! considerando a projecao de € no eixo t.

Observe também que, na verdade féa equagao que fornece a explosao de € na origem, isto
é, € nada mais é do que a explosdo de € em P = (0,0). Assim, quando t = oo ou (t=1(1:0)),
podemos considerar x = sy, onde st = 1. Logo podemos estudar o morfismo 7 : X — P!
considerando a projecao de € no eixo t.

Podemos encontrar os pontos de ramificacao de 7p usando o discriminante de f (x,t). Seja

Y(t) o discriminante de f(x,t) € k[t][x], isto &,

Y(t) = (@a(t) ey (xi — x3)%,

27



onde x; sdo as raizes de f(x,t) = 0 no fecho algébrico de k(t). Ou

Y(t) = @302 + 18@1920304 — 4504 — 4@ @5 — 2703,

segundo a referéncia [3], capitulo 3, segao I11-3.
Definigao 3.2. Seja Q um ponto nao singular de C e Tq a reta tangente a € em Q.

o Selg(C, Tg) = 3 dizemos que Q € C € um ponto de inflexao de ordem 1 de C e neste

caso Tq € chamada uma tangente 1-inflexional de C.

e De forma geral, se 1o(€C, Tq) =1+ 2, dizemos que Q é um ponto de inflexao de ordem r

de C e, neste caso, Tq é chamada uma tangente T-inflexional de C.

Observando que f é a equacdo de €, que é a explosdo de € em (0,0), e que mp(€) = 1,
obtemos a seguinte relacdo entre os indices de intersegao fornecida pela Relagao de Noether (veja
[2], proposigao 19, pagina 175): Ip(C, Tp) = Ils(é, T5) + 1, onde Tp e T; sdo respectivamente as

retas tangentes de C e CemPeP.

Lema 3.1. O discriminante Y(t) pode ser expresso como um produto: Y(t) = Wo(t)¥,(t), onde
Wo(t) € a parte suave de Y(t) e W1(t) € a singular. Se (t — &)™ for um fator de Wo(t), entao
N, =1 ou 2.

Se o # 0, entao

1. ng =2 se, e somente, se a reta 1o for uma tangente 1-inflexional de C.

2. ng =1 se, e somente se, a reta Ly for uma tangente nao inflexional de C.
Se o« =0, entao

1. Ny =2 se, e somente, se a reta ly for uma tangente 2-inflexional de C. (Isto é, P é um

ponto de inflexdo de ordem 2 de C).

2. ny, =1 se, e somente, se a reta ly for uma tangnete 1-inflexional de C ou ly for uma reta

bitangente.
Demonstracao: Veja [8], pagina 287. [ |

Lema 3.2. Se (t — B)™ for um fator de W,(t), entdo a reta y = Px passa por algum ponto

singular de C .

Em particular, o lema acima afirma que o discriminante ¥(t) detecta os pontos de inflexao

e os pontos singulares de C.
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Observacao 3.4.

Sabe-se que —@4(t)W(t) = res(f, df/0x), onde res(f, d9f/dx) ¢ a resultante de f e df/dx, em
relacdo a x. Se @4(a) = 0 entao a condigao (v) (pdgina 25), implica que l, ndo é tangente a
C. Logo, & nao é um ponto ramificado.

Agora suponha que P € C nao seja um ponto de Galois de C. Isto significa que Lp # K.
Segue que o grau da extensao Lp | K é igual a dois, uma vez que ja sabemos que no caso presente
[Lp : Kp] <6 e [K:Kp] =3. Consideremos entao os pontos ramificados do recobrimento duplo
ip 1 Cp — X.

Proposigao 3.1. Sejam A(X/P!) e A(ép/Pl) 0s lugares de ramificacao de Ttp e Op, respecti-
vamente. Entdo A(X/P') = A(Cp/PL).

Demonstragao: Veja Lema 1.4 de [12]. [

Lema 3.3. Um ponto Q € X é um ponto ramificado de Ttp se, e somente se, as condi¢oes

abairo sdao satisfeitas:
1. Se p(Q) = o entdo 1t (o) ={Q, Q.

2. 1p tem indice de ramificacao um em Q, dois em Q.

Demonstragao: Seja Q € X um ponto ramificado qualquer de 7p e suponha que 7tp(Q) = «.
Se a cardinalidade de 71;1(0() fosse trés, Q nao seria ramificado. E como estamos supondo
que P ndo é galoisiano, a cardinalidade de 7t," () nao pode ser um. Logo, a cardinalidade de
7, (o0) é dois, isto é, existe X 3 Q' # Q tal que mp' () ={Q, Q'}.

Segue da Proposicao 3.1 que o recobrimento de Galois tem o mesmo indice de ramificagao
em cada ponto de ramificacdo. Suponha que R seja um ponto ramificado de 7tp tal que o indice
de ramificacao de 7p em R seja trés. Seja mp(R) = B. Entao 0p = 7p o 7tp teria indice de
ramificagao seis em t = 3. Portanto Autk,(Lp) deve conter um subgrupo ciclico de ordem seis.
Como gr(mp) = [K : Kp] = 3, segue que Gal(Lp | Kp) ~ S3. Mas S3 nao possui subgrupo ciclico
de ordem seis, logo, o indice de ramificacao de p em R nao pode ser tres.

Agora suponha que R’ seja um ponto ramificado de 7tp tal que o indice de ramificacao de 7tp
em R’ seja dois. Seja p(R’) =y. Entao 0p tem indice de ramificacdo quatro em t =y. Como
o grau de Op é seis e um grupo de ordem seis nao pode ter um subgrupo de ordem quatro,
chegamos novamente a uma contradicao.

Portanto, se Q € X for um ponto ramificado de 7tp, entao o indice de ramificacao de 7p
em Q é um. Fixando « € P!, temos ZﬂP(T]:‘X et = gr(7p), segue que eq + eq’ = 3, isto é,

1+ eq =3. Logo, eq: = 2. A implicagao reciproca é imediata. |
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Lema 3.4. Se P nao € um ponto de Galois, entdao g((Nip) =3g(X)+1—ap, (0 < ap < g(X)+1).

Demonstracao: Sejam ap e bp os nimeros de pontos de ramificagao de 7tp cujos indices de
ramificagao sejam trés e dois, respectivamente. Pelo Lema 3.3, o niimero de pontos ramificados

de 7tp : ép — X é bp. Pelo Teorema de Riemann-Hurwitz aplicado ao morfismo 7tp, temos
2g(Cp) — 2 = (gr(7p)) (2g(X) — 2) + byp.

Pela Observacao 3.3, ((3—1)ap+(2—1)bp) = 2g(X)+6—2mp(C). Substituindo bp na equacao

acima, obtemos
2g(Cp) — 2 = (gr(7p)) (20(X) — 2) + 2g(X) + 6 — 2mp(C) — 2ap
Como mp(€) =1 e gr(7ip) =2,
g(Cp) =3g(X) — ap + L.

Entretanto, se bp = 0, entao todos os pontos de ramificacao de 7tp tém indice de ramificacao
trés. Pela Proposicao 3.1 de [12], 7p é ciclico. Entao mp é um recobrimento galoisiano. Con-
tradicdo. Portanto, bp # 0. Como bp € N, bp > 0. Como 2ap + bp = 2g(X) + 4, segue que
ap < g(X) + 2.

Assim, g(Cp) =3g(X) +1—ap, (0< ap < g(X) + 1). ]

Teorema 3.2. Suponha que todas as singularidades da qudrtica plana projetiva C tenham mul-
tiplicidade igual a dois. Entdo o género de Cp 6 dado por g(ép) = g(X) ou 3g(X) + 1 — ap,

(0 < ap <g(X)+1), onde P € o centro de projecao.

Demonstracao: Se P nao for um ponto de Galois, basta usar o Lema 3.4. Se P for um ponto

de Galois, entao 0p é ciclico. Logo, podemos concluir que Cp ~ X; e dai g(ép) =g(X). [ |
Observacao 3.5.

Ainda de acordo com [12], bp = 0 se, e somente se, Ttp é galoisiano, o que neste caso é
equivalente a dizer que P é um ponto de Galois suave, uma vez que mp(€) = 1. Assim, bp #0
se, e somente se, Gal(K | Kp) nao for ciclico. Como o grau de 0p é seis, podemos concluir que

Gal(K | Kp) =~ S3 se, e somente se, bp # 0.

Teorema 3.3. Se C tiver uma tacno cuspidal, entdo C nao tem ponto de Galois regular.
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Demonstracao: Suponha que € tenha uma singularidade Q do tipo tacné cuspidal. Entao
mq(€) =3 e sq(€) =2. Considere S € € um ponto qualquer. Como a reta SQ nio é tangente

em Q, temos

> (x—1D=02-D+01-1)=1

Ree~1(Q)

Logo, Q é um ponto de ramificacao de mp com indice de ramificacao dois para todo S € C.
Portanto, bp # 0. Pela Observacao 3.5, S nao é ponto de Galois suave. Como S é genérico,

podemos afirmar que C nao possui ponto de Galois suave. |

Lema 3.5. Suponha que C nao tenha uma singularidade do tipo cuspidal simples de multipli-

cidade trés. Entao a =0 para qualquer ponto P € C.

Demonstracao: Suponhamos que ap # 0 para algum P € C. Entao 7p possui algum ponto
de ramificacao com indice de ramificacao trés. Logo, existe uma reta r passando por P que
intersecta € em um ponto P’, tal que Ip/(r,C) = 3. Ou seja, C tem uma singularidade do tipo

cuspidal simples de multiplicidade trés. [ |

Teorema 3.4. Se P for um ponto qualquer de C, entao Gp € isomorfo a Sz, o grupo simétrico

de trés objetos, e g(ép] =3g(X) + 1.
Demonstracao: Se P for um ponto qualquer de €, entao segue do Lema 3.5 que
a(Cp) =3g(X) + 1.
Como b # 0, segue da Observacao 3.5 que Gp ~ S3. |
Observacao 3.6.

Suponha que € tenha um ponto triplo ordinario Q e que a reta 1, passe por P e Q. Entao
a reta l, passa por Q com nimero de interse¢ao trés, ou seja, Ig(C,1y)=3 e ¢ 1(Q) consiste
em trés pontos em X. Logo, pela Afirmacao 3.2, 1, nao é tangente a €. Portanto 7p nao é

ramificado sobre t = «.

Exemplos

Considere a quértica projetiva plana € definida pela equagao afim y + g(x,y) = 0, onde
g(x,y) é um polinémio homogéneo de grau quatro e g(x,0) # 0. Esta condigao nos diz que y
nao é um divisor de g(x,y).

Afirmacao 1: P = (0,0) é um ponto de Galois suave da curva C.
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Prova: Escrevendo f(x,y) =y + g(x,y), temos f(x,t) = g(1,t)x? + t. Como a extensdo

A —t
de corpos K | Kp é dada por f(x,t) = 0, ou seja, x* = TR segue que gr(mp) = 3. Logo,
gtl,

mp(C) =1, isto é, P = (0,0) é ponto de Galois suave.
Homogeneizando f(x,y) em relacdo a z, temos F(x,y,z) = yz® + g(x,y), onde x, y, z sdo as
coordenadas homogéneas de P2

Afirmagao 2: Os pontos singulares de € estao todos no infinito (ou seja, sobre a reta z = 0),

0
e satisfazem -2 = 99 =0
ox 0y
oF oF oF
Prova: Os pontos singulares de C sao aqueles onde — = — = — = 0. Resolvendo,
0x oy 0z
obtemos
0 0
—gzzg—i——g:3y2220:>z:0
0x oy

Logo, os pontos singulares de € estao sobre a reta z = 0. Substituindo z = 0 na equacao acima,

0 0
vemos que os pontos singulares de € satifazem 99 _ %9 _

ox 0y

Podemos entao supor que g(x,y) é um dos seguintes polinémios:

(1) 9(x,y) = (y — ox)*(y — Px)(y — vx),
(i) g(x,y) = (y — ax)?(y — Px)?%,
(iif) g(x,y) = (y — ax)*(y — Px),
(iv) g(x,y) = (y —ax)?,

onde «, 3, v sao elementos mutuamente distintos e diferentes de zero.

Usando a Afirmagao 2, vamos encontrar os pontos singulares de C em cada caso:

(1) g(x,y) = (y — ax)*(y — Bx)(y — vx)

g_i = —(y — ox)(2a(y — Bx)(y —vx) + By — ox)(y —vx) +v(y — ax)(y — Bx));
2_13:(U_“X)(Q(y_BX)(y_YX)+(U—OCX)(2y—([3+y)X);
Logo’%:g_s:(]@y—ocx:o.

Portanto, o inico ponto singular de € é (1: oc: 0).

Desomogeneizando F(x,y, z) em relacao a x, temos

Gu)(y,2) =yz’ + (y — )y — B)(y — ).
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Fazendo a mudanca de coordenadas u =y — «, temos

Giy(u,z) = (u+ o)z® + 1 (u+ o — B)(u+ o —7y)

= (ot —B) (ot —y)u? + az® + (20 — B —y)u? + uz® +ut.
Portanto, (1: «:0) é uma cuspide simples de multiplicidade dois.

(i) g(x,y) = (y — ax)*(y — px)?

%9 — —afy — oon)(y — Bx)(adly — Bx) + By — ax);
0
o = 2(y — )y — Bx)(2y — [+ BX).
Y
Logo, @:@:0©(y—o¢x)(y—ﬁx) =0,isto é,y—ax=0ouy— px =0.
ox 0y

Portanto, os tinicos pontos singulares de € sao (1:«:0) e (1::0).

Desomogeneizando F(x,y,z) em relacao a x, temos
Gy (y,2) =yz° + (y — o)*(y — B)*
Fazendo a mudanca de coordenadas u =y — «, temos

Gin(w,z) = (u+ o)z® + 1 (u+ o — B)?

= (¢ — B)°u? + az® + 2(x — BIu +uz® +u'.

Portanto, (1 : « : 0) é uma cuispide simples de multiplicidade dois. Analogamente,

(1:p:0) também o é.

(iii) g(x,y) = (y — ax)(y — Bx)

? — —(y — 0x)*(3ex(y — Bx) + Bly — ox));
X
ag 2
== (y — oox)?(4y — (ot + 3B)x).
Y
dg

Portanto, o inico ponto singular de € é (1: oc: 0).

Desomogeneizando F(x,y, z) em relacao a x, temos

Guin (v, z) =z’ + (y + «)*(y — B).
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Fazendo a mudanca de coordenadas u =y — «, temos

Guin(w,z) = (u+ )2 + u?(u+ o — )

=az’ 4 (o — B)ud + uz® + ul.

Portanto, (1: «:0) é um ponto triplo ordinario.

(iv) g(x,y) = (y — ax)*

S = —daly — ox)’;
0
=2 4y — o)’
oy

Portanto, o inico ponto singular de € é (1: oc: 0).

Desomogeneizando F(x,y, z) em relacao a x, temos

Giv)(u,2) =z’ + (y + o).

Fazendo a mudanca de coordenadas u =y — «, temos

Giiw(w,2) = (u+ a)2® +ut

= oz® +uzd +ul.

Portanto, (1: «:0) é uma cuspide simples de multiplicidade trés.

Agora vamos descrever a ramificagao de 7tp.

Para o caso (i), a equagao da parte afim de C, ou seja, a equacao de é, ¢ dada por

A

fx,t) =t+ (t—x)?(t—B)(t—y)x>.

Assim, @4 = (t—&)*(t = B)(t—v¥); @3 =@2=0¢c @, =1t.

Logo, o discriminante de f(x,t) é dado por W(t) = —27t2(t — a)*(t — B)2(t — y)%

Como 12, (t — B)% e (t —v)? sdo fatores da parte suave de ¥(t), segue do Lema 3.1 que o

ponto P = (0,0) é um ponto de infexao de ordem dois e (1::0) e (1:v:0) sdao pontos de

inflexao de ordem um. Como (t — o)* é um fator da parte singular de ¥(t), segue do Lema 3.2

que a reta y = ax passa pelo ponto (1: o« :0). Observando a equagao do discriminante ¥(t),

conclui-se que o indice de ramificacao de mp em t =, t =y et =0 é trés.
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Agora vamos calcular o indice de ramificacao de 7p em t = «, de acordo com a Afirmagao

3.2. Para isto, considere F a equagao de C, L a da reta tangente a Cemt =axe Q = (1: a:0).

Io(F,L) = Io(yz’ + g(x, ),y — ax)
= Io(yz’ + (y — ax)*(y — Bx)(y —vx),y — ax)
=Ig(yz*,y — ax)
=Ig(y,y — ax) + 1g(z*,y — ax)
=0+3-Ig(z,y—ax)=3-1=3.

Portanto, o tipo de ramificacao de mp é (3,3, 3, 3).

No caso (ii), a equacio da parte afim de € é dada por f(x,t) =t + (t — &)2(t — B)2x>.

Assim, @4 = (t — x)?(t — B)?; @3 =@y =0¢e @; =t. Logo, ¥(t) = —27t3(t — o)*(t — B)*.
Pelo lema 3.1, o ponto P = (0,0) é de inflexdo de ordem dois. Basta olhar a equacao de W(t)
para concluir que o indice de ramificacao de 7p em t = 0 é trés.

Analogamente ao caso (i), o indice de ramificagdo de mp em t = x e em t = 3 é trés.

Portanto, o tipo de ramificacao de 7tp é (3,3, 3).

Em particular, nos casos (i) e (ii), ndo ha outros pontos suaves de Galois. De fato, dados
qualquer outro ponto Q € €, tal que (Q # P) e uma reta 1, passando por Q e (1: « : 0), vemos
que 1, encontra C em (1: o : 0) com numero de intersegao dois, isto €, I(1.4:.0)(C, x) = 2, pois
M(1:a:0) = 2. Pelo Teorema de Bézout, existe apenas mais um ponto, digamos Q’, em €N 1,.
E 1, interscecta C transversalmente em Q’. Entao 7[61(7\) ={(1:0:0),Q’}, ou seja, Q é um
ponto duplo. Pela Observacao 3.5, Q nao é ponto de Galois.

No caso (iii), a equacao de ¢ ¢ dada por f(x,y) =t + (t— a)3(t — B)x>.

Entdao @4 = (y—a)®(t—B); g3 =92 =0e @1 =t.

Assim, W(t) = —27t?(t — «)%(t — $)2. Pelo Lema 3.1, o ponto P é um ponto de inflexao de
ordem dois e o ponto (1:3:0) é um ponto de inflexdo de ordem um. O indice de ramificacao
de tp em t = 0 é trés. Analogamente ao item (i), o indice de ramificagdo de 7p em t = o é

trés. Portanto, o tipo de ramificacao de 7p é (3, 3).

Definigao 3.3. Denotamos por W(C) a quantidade de pontos de inflexao de uma curva plana
projetiva C, contando as multiplicidades. Este nimero pode ser calculado da sequinte maneira:

W(C) = ZQGG{IQ(evTQ) — 2}, onde Tq € a reta tangente a € em Q.

No caso (iv), f(x,uy) =t + (t — x)*x>.
Logo, @4 = (t — o)*; @3 = @3 = 0 e @; = t. Entao ¥(t) = —27t%(t — «)®. Pelo lema

3.1, P é um ponto de inflexao de ordem dois. O indice de ramificagao de 7tp em t = 0 é trés.
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Analogamente ao item (i), o indice de ramificacao de mp em t = « é trés. Portanto, o tipo de
ramificacao de 7p é (3, 3).

A quantidade de pontos de inflexao de € é dada por
W) =1p(C,Tp)—2=4—-2=2.

Como P = (0,0) é um ponto de inflexao de ordem dois, nao hd mais pontos de inflexdo. Para
cada ponto P de Galois de €, temos 2 = W(C) = d(C)(Ip(C,Y) — 2) = 25(C). Portanto,
d(C) =1, isto é, P é o unico ponto de Galois suave de C.

Portanto, 8(€) = 1 nos casos (i), (ii) e (iv).

3.2 Pontos de Galois externos

Nesta secao vamos considerar uma quartica singular € e vamos estudar o caso em que o
centro de projecao é o ponto P & C.

Denotaremos por Gp o grupo de Galois Gal(Lp | Kp).

Teorema 3.5. Sejam € uma curva qudrtica plana qualquer e P € P2, o centro de projecao.

Entao Gp é isomorfo a um dos sequintes grupos:
1. O grupo simétrico de quatro letras, Sy;
2. O subgrupo A4 de Sy das permutagoes pares;
3. O grupo diedral Dy de ordem oito;
4. O grupo ciclico Z, de ordem quatro;
5. O grupo Vy de Klein.

Além disso, se C nao tem cuspide simples de multiplicidade trés, entdo Gp >~ Sy e

g(Cp) = 12g(X) + 13.

Demonstragao: Fazendo uma mudanga projetiva de coordenadas, se necessario, podemos

supor que:
1. P=(0,0) ¢ C;
2. os pontos singulares de € nao estao sobre a reta X = 0.

3. a curva C intercecta o eixo X = 0 transversalmente.
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Para cada t € k considere a reta afim 1; : y = tx. Podemos entao supor que a projecao 7p esta
sendo feita sobre A! e é definida por mp(C N 1) = t.

No plano afim (x,t) € A2, seja € a curva definida por
f(x, 1) = f(x,tx) = @a(t)x* + @3(1)x° + @2()x* + @1 (t)x + ¢,

onde @i(t) = fi(1,1),(1 <1< 4)ece k—{0} Entao K = k(x,t), Kp = k(t) e a extensao
K | Kp é obtida através de f(x,t) = 0.

Lema 3.6. Suponha que € nao tenha ciuspide simples de multiplicidade trés. Se P for um ponto

qualquer, entao 1tp tem 2g(X) +6 pontos de ramificacdo, e seus indices de ramificagdo sao dois.

Demonstracao: Seja P um ponto qualquer e 1 uma reta passando por P. Entao vale uma

das seguintes afirmacoes:

1. A reta | intersecta a curva C transversalmente em todos os pontos de intersegao, isto €,

se Q for um ponto de intersecao entre 1 e C, entdo Io(1,C) = 1.

2. Aretaltangencia € em um ponto Qy, tal que Ig, (1, €) = 2 e intersecta C transversalmente

nos outros pontos.

3. A reta l ndo é tangente a € em pontos singulares.

Pelo Lema 2 de [11], pagina 39, o discriminante W(t) possui apenas fatores simples. Logo, os
indices de ramificacao dos pontos de ramificacao sao dois.
Aplicando a férmula de Riemann-Hurwitz para mp : X — P!, temos

20(X) — 2 = gr(mp) (29(1) = 2) + }_(ep — 1).
PeX

Como 1 é uma reta, g(1) =0 e como P & C, gr(mp) = 4.
Substituindo esses valores na férmula obtemos que o niimero de pontos de ramificacao de

Considere 0p : ép — P! 0 recobrimento de Galois. Se R € ép for um ponto de ramificacao,
entao podemos concluir pelo Lema 3.6 que o indice de ramificacao de 8p em R é dois. Como
Op nao é ramificado em t = oo e o grupo inercial no ponto de ramificacao é gerado por uma
transposigao, segue das Proposicoes 1 e 2 de [11], pdgina 24, que Gp ~ S,.

Como [Lp : Kp] = gr(0p) =24 e [K(C) : Kp] = gr(7p) = 4, segue que [Lp : K(C)] = 6. Entao,
pelo Lema 3.6, o ntimero de pontos de ramificagao com indice de ramificacao dois é igual a

2[Lp : K(@)](2g(X) + 6). Usando agora a férmula de Riemann-Hurwitz para 0p, obtemos:
20(Cp) —2=[Cp:P](2-0—2) +2- [Lp : K(C)] - (29(X) +6).
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Substituindo os valores encontrados, temos
20(Cp) —2 =24(—2) +2-6 - (2g(X) + 6).

Resolvendo, chegamos a expressao g(ép) = 12g(X) + 13.

Segundo o artigo [6], pagina 134, definimos a ctibica resolvente g(z) de f(x, t) = 0:

~ —4 4 — 2 — @2
(z) = 2% — ﬂzz + P193 : C(P4Z+ CP204 C(P; P17Pq
®4 ®4 P4

)

onde @i(t), (1 <i<4).

Segue de [6], pagina 134, que as expressoes das raizes de g(z) sdo dadas por:
tL = + gy, to =00 — 3+ o0ty € t3 = oy + Xoxs,

onde os «fs geram Lp sobre K. Logo, o corpo de fatoragao de g(z) estd contido em Lp. Assim,
claramente, g(z) € k(t)[z]. Seja M o corpo de fatoracao de g(z) = 0 sobre k(t). Aplicando o

Teorema 1 de [6], obtemos:
1. Gp ~ S; & g(z) ¢ irredutivel sobre k(t) e \/‘Tt) & k(t).
2. Gp ~ A, & ¢(z) é irredutivel sobre k(t) e \/W € k(t).
3. Gp ~ V,; & ¢(z) decompoe-se em fatores lineares sobre k(t).

4. Gp ~ Z4 < g(z) possui exatamente uma raiz « em k(t) e

h(x) := (xQ—ooH—i) <x2+ﬁx+@—o¢)
P4 P4 ©4

fatora-se sobre M.
5. Gp ~ D4 & ¢(z) possui exatamente um raiz « em k(t) e h(x) nao se fatora em M.
[ |

Corolério 3.1. Se P € P? for um ponto qualquer, entio nao existe corpo intermedidrio entre

K €Kp.

Demonstracao: Se C tiver cuspide simples de multiplicidade trés, entao seu género é zero, e
o caso ¢é trivial. Se nao tiver, segue do Teorema 3.5 que Gp ¢ isomorfo a S;. Suponhamos que

exista um corpo intermediario entre K e Kp, digamos, M. Como a extensao K | Kp tem grau

38



quatro, as extensoes M | Kp e K | M teriam grau dois. Como o tnico subgrupo de S; de ordem

doze é A4, terlamos o seguinte diagrama da correspondéncia de Galois:

Lp {e}
K H
M Ay

KP"—>S42GP

Logo, o indice do subgrupo H em A, seria dois. Mas A4 nao possui subgrupo de ordem seis.

Portanto, nao existe corpo intermediario entre K e Kp. |

Agora vamos caracterizar as equagoes que definem uma curva € através da estrutura de Gp.

Mas antes disso, precisamos enunciar alguns resultados da teoria de corpos.
Resultado 3.1. Se Gp for isomorfo a A4, entao nao existe corpo intermedidrio entre K e Kp.

Para justificar esse resultado, basta usar o mesmo argumento da demonstracao do Corolario
3.1.
Nos casos em que Gp =~ V4, Z4 ou Dy, pode-se encontrar subcorpos entre K e Kp con-

siderando os subgrupos de Gp.
Lema 3.7. As afirmacgoes abaizo sao equivalentes:
1. K contém um corpo intermedidrio K’ com [K’: Kp] = 2.

2. K € expresso como K = Kp(&), onde & ¢ raiz de um polinémio irredutivel X* + aX?+b €

Kp [X] .
Demonstragao: Veja [11], pagina 43. [

Proposicao 3.2. O grupo Gp € isomorfo a Vy, Zy ou Dy se, e somente se, uma equagao que

define C puder ser escrita como

f(XﬂJ) - f4(X>U) + f2(X>U) =c,
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sendo fu(x,y) e fa(x,y) polindmios homogéneos de graus quatro e dois, respectivamente, e

c € k—{0}.
Demonstracao: Veja [8], pagina 292. [ |
Observacao 3.7.

No caso da Proposicao 3.2, temos f(x,t) = @4(t)x* + @o(t)x? + c. Logo,

~ 4 4 4
g(Z) :Z3_ﬁ22__cz+ C(QPQ — (Z_ﬁ) <ZQ——C) .
(1 (2 Py

E aplicando o Teorema 1 de [6], pdgina 134, obtemos o seguinte:

1. Gp 2V, & LEk(t),
V @4

2 4
2 GrZy o | (2;__0) € K(t):
©4 NPy P4

3. Gp ~ D4 & os dois casos anteriores nao acontecem.

Observacao 3.8. Toda curva plana projetiva redutivel tem um ponto singular.

Demonstracao: Sejam € uma curva plana projetiva redutivel e F um polinomio que a define.

Entao podemos escrever

F:Fl'F27

onde F; e Fy sdo os fatores de F.
Pelo Teorema de Bézout, F; N Fy # &, isto é, existe P € Fy N F,.

Seja 1 uma reta que passa por P. Assim,

IP(F7 ]') - IP(Fl : F271’)

=Ip(Fi, )+ Ip(F 1) 21+1=2.

Portanto P é ponto singular de €. |

Exemplos

Exemplo 3.1. Sejam € a curva definida por f(x,y) = x* —2x*y?’ +y* + x> +y2+1=0c¢
P = (0,0) Entao Gp x>~ V4 € g(f)C) =1.

De fato, temos:
f(x,t) = f(x, tx) = (t* — 22 + Dx* + (2 + 1)x% + 1;
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1 1
Como ”t4— il 21 € k(t), segue da Observacao 3.7 que Gp ~ V,;. Além disso,

temos
5(2) t2+1 ) 4
zZ)=\z2————5—— A e
g 221 1 221 1

t?+1 2 2
() () (e

Para obter W(t), precisamos calcular a resultante entre f(x,t) e I que, segundo a referéncia
X

3], pdgina 75, é dada pelo determinante da matriz D(t):

o) @) @) @) ¢ 0 0]
0 ea(t)  @3(t)  @aft)  @i(t) c 0
0 0 ea(t)  @3(t)  @aft) @i(t) ¢

4a(t) 3@3(t) 2¢a(t)  @i(t) 0 0 0
0 4ea(t) 3@s(t) 292(t) @i(t) 0 0
0 0 4ga(t) 3@s(t) 2¢a(t) @i(t) 0

|0 0 0 4deu(t) 3@s(t) 2¢2(t) @i(t)]

Calculando-o, obtemos

det D(t) =

— @a(t) (491 ()% @a ()’ @a(t) + 128c*@a(t)*a(t)” + 271 (1) 0a(t)® + 41 (1)  3(t)°
+80c@1(t) Pa(t)?@3(t) @a(t) — 18c@i(t) @a(t) @s(t)® — 144c@y () @a(t) @u(t)?
+6c@1(t)?@3(t)2@a(t) — 1801 (1) @2 (t) @3(t) @a(t) + 192 @1 (t) @5(t) pa(t)”

— @1(1)%@2(t)?@s(t)* 4+ 4ca(t) @s(t)® — 144’ Qo (t) @3(t)* @a(t) 4 27¢* @3(t)*

— 16c@a(t) @a(t) — 256¢° @4(1)?).

Logo, o discriminante de f(x,t) é W(t) =

Neste exemplo,

W(t) = 128(t2 + 1)2(t2 — 1)* — 16(t> + 1)*(t* — 1)® — 256(t> — 1)°
=16(t2— 1282+ 1) (t2 = 1)> — (*+ 1)* —16(t> — 1)H)

=16(t + 1)%(t — 1)%(t* — 3)*(3t> — 1)~

A equacdo homogeénea de € é dada por F(x,y,z) = x* —2x%y? +y* +x22% +y%z% +z* = 0, onde

X, Y, z sao as coordenadas homogénaes de P2
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Vamos agora encontrar os pontos singulares de €. Temos

oF

—=0&x=00u2x’—2y*+2* =0,

0x
oF 2 2 .2
a—:0<:>y:00u —2x"4+2y"+2z° =0,

Y

oF 2 2 2
&:0@220011)( +y“+2z° =0.

oF OoF OoF
Assim,a:@:a:O(:)z:Oey:j:x,comy;«éO,poiSP:(O,O)Q’@.

Portanto os pontos singulares de € sdo (1:—1:0) e (1:1:0).

Desomogeneizando a equagao F(x,y,z) em relacao a x, temos
Fly,z) =1—2y* +y* + 2> +y?2* + 2%

Queremos analisar o ponto singular Q = (1 : —1 : 0). Entao faremos uma mudanca de
coordenadas para trabalharmos na origem.
Sejau=y+ 1.

Assim,

Flu,z) =1—-2u—124+(u—-1D*+22+ (u—1)%22 42
= d4u® +22% — 4ud — 2uz® - ut +uP2? 4 24

Como o grau da forma de menor grau é dois e C tem duas tangentes distintas em Q, este ponto

é um né. De maneira similar, concluimos que o ponto singular R = (1:1:0) também é um né.

2(2—1
Pela Proposicao 2.2, dp = dg = (7) = 1. Pela férmula do género (Teorema 2.4),

2
gX)=3—(14+1)=1.
Como as retas y = +x nao sao tangentes nestes nés, mp nao é ramificado em t = +1.

De fato, considere Q = (1:1:0) e L a reta tangente a F em Q. Entao

Io(F, L) = Io(x* —2x*y* + y* + ¥*2* + y?2* + z',y — x)
=Io((v* +xy® + (22 =x*)(y +x))(y —x) + 2°(2x° + 2%),y — x)
=1g(2*(2x* + 2°),y — x)
=Io(2%y—x) + Io(2%* + 2%,y — x)
=2-Ig(z,y—x) + IQ((\/§x+iz)(\/§x—iz),y —x)
=21+ 1o(V2x +iz,y —x) + Io(V2x —iz,y — x)

=24+04+0=2=mq(F).
Segue da Afirmacao 3.2 que L nao é tangente a F em Q. Logo, 7tp nao é ramificado em t = 1.
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Analogamente, 7tp nao é ramificado em t = —1.

Além disso, a reta T : y = +ax, onde « satisfaz (a® — 3)%(3x? — 1)?> = 0, é uma reta

bitangente de €. Isto segue do Lema 4.1 de [8], pagina 290.
Sejam RerNCe G =y — ax.

IR(G,T‘) - IR(F7 G)
=Ir(F'G+z* + (o + 1)x%2% + (o® — 1)%x*, G)
=Ir(z' + (® + 1)x%2% + («® — 1), G).

Procuramos escrever z* + (a2 + 1)x?z? + («® — 1)?>x* como produto de fatores lineares. Para
isto resolveremos a equacao biquadrada z* + (o + 1)x%z% + (o2 — 1)%x* = 0. Assim,

Z4 2

2 —(a?+1)E V-3t + 102 — 3
@i (1P =0l o ST D EV3at+ 10083
x? x? x? 2
Para obtermos fatores lineares basta tomar « satisfazendo a equacao —3a* + 100?> — 3 = 0.
L 22 —(a®+1)
0go, — = ————.
£o, 2 2

Sejam F; e Fy os fatores lineares encontrados. Entao

I(z* + (o + 1)x%2% + (o — 1)*x*, G) = Ig(F; - Fy, G) = Ix(Fy, G) + Ig(Fs, G).

Como F; NFy = &, quando R € Fy, temos Igx(F;,G) =1 e quando R € Fy, Iz(Fy,G) =1

Segue entao da Relacado de Noether que o tipo de ramificagao de 7tp é (2,2,2,2)

Resolvendo a equacio f(x,t) = 0, obtemos

o —(2+1) £ /(32— 1)(—t2 +3)
N 2(t2 — 1)2 '

Logo, K = k(x,t) = k(t, vtz — 3, V1 — 3t2).

Assim, obtemos trés corpos intermediarios entre K e Kp, considerando os subgrupos de Vj.
De fato, temos:

Ky = k(t, V1 —3t2): Ky = k(t, vVt2 — 3); K3 = k(t, V1 — 3t2V/t2 — 3) = k(t, vV—3 + 10t2 — 3t4).
Seja C; a curva definida por K; (1 <1< 3).

Entao K; é o corpo de funcoes da curva plana suave C;, cuja equacio afim é y? = 1 — 3t2.

Como €; nao tem ponto singular, seu género é dado por

2-1)(2-2)
§(e1) = ————

Analogamente, g(Cy) = 0.
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Para encontrar o género de C3, vamos aplicar a formula de Riemann-Hurwitz as curvas Cs

e a curva que define Kp, digamos C’:

2g(C3) —2 = (2(€") —2) - gr(Ks [ Kp) + Y (ep—1)

PeCs

2g(Cs) —2=(2-0—2)-2+4+4=0

Logo, g(C3) = 1.

Exemplo 3.2. Sejam € a curva definida pela equacao y* —xy>+x>+1=0 ¢ P = (0,0). Entdo
Gp >~ D4 e g(X) = 2.

De fato, temos

f(x,t) = (t* — ) +x2 + 1;

Usando a Observagao 3.7, vamos verificar que Gp ~ Dy.

. /1 1/ 1
Com efeito, v i ) Zk(t) e
1 1 4 1 1 —4t* +4¢°
3 (t1—t3)2 4¢3 T _ 13 t4_ 3 Z k(t).

7 : ~ 1 4
Além disso, g(z) = (Z— m) (ZQ T t3) €

Y(t) = 128(t* — t3)2 — 16(t* — t3) — 256(t* — t3)® = 16(t* — %) (8(t* — t%) — 1 — 16(t* — t%)?)

= 16t3(t — 1)(—16t% +32t" — 16t° + 8t* — 8t% — 1) = 16t3(t — 1)(4t* — 41> — 1)2
A fim de encontrar os pontos singulares de C, cuja equacao homogénea é dada por
F(x,y,z) = U4 - XU?’ +x*2* + 247

resolveremos as seguintes equagoes:

oF
—=0& -y’ +2x2" = 0;
0x
oF
— =0<y*(4y —3x) =0;
dy
oF
— =0 2z(x* +22%) =0.
0z

Assim, o unico ponto singular de € é (1:0:0).

44



Desomogeneizando F(x,y,z) em relacio a x, obtemos F(y,z) = z2 —y* + y* + z*. Logo, o
ponto singular Q = (1:0:0) é uma ctspide simples de multiplicidade dois. Pelo Corolario 2.1,
dg = 1. Logo, g(X) =3 —-1=2.

Observe que a reta r:y = ax, é uma reta bitangente de C, onde « satisfaz
4ot —4a® — 1 =0.

Isto segue novamente do Lema 4.1 de [8], pagina 290.
Resolvendo a equacio f(x,y) = 0, temos que

, —l£V1—4ti+48
X =
2t — 2t3

Além disso, sendo x; (1 <1< 4) as raizes da equagao f(x,y) = 0, temos o seguinte diagrama

da correspondéncia de Galois:

Lp (1)

k(t,x7) ~—— ((12),(34)) ={(1), (12), (34), (12)(34)}

D, = ((1324), (12)

Seja €’ a curva suave definida por k(t,x?). Entao o recobrimento duplo €’ — P! ramifica-se
em quatro pontos satisfazendo 4t* — 4t3 — 1 = 0, onde o indice de ramificacao de 0p é dois.

Aplicando a férmula de Riemann-Hurwitz a curva €’ e a curva que define Kp, digamos C”,
temos:

2g(€") —2 = (29(C") —2) - gr(k(t,x}) | Kp) + ) (ep—1)

Pee’

20(C')—2=(2-0—2)-24+4=0

Logo, g(€’) = 1.

45



Agora vamos calcular o indice de ramificacao de Op em t =0 e em t = 1. Para isto, sejam
Q=(1:0:0),R=(1:1:0)er (respectivamente s) a reta tangente a F em Q (respectivamente

em R), passando por P=(0:0:1) ¢ C. Assim,

Io(F,r) =Ig(y* —xy® + x*2° + z*,y)
= To(x*2 +24,)
=2-1+Ig(x+1iz,y) + Io(x —iz,y)

=2+0+0=2.

Ix(F,s) = Ig(y* —xy® +x*2% +z* y — x)
= k(v (y —x) +x*2* + z*,y — x)
=Ir(z%y —x) + IR(x* + 2%,y — x)
=2-1+Ig(x+1iz,y —x) + Ir(x —iz,y — x)
=24+0+0=2.

Como o corpo de fungoes Lp é isomorfo a k(t, xq, v/¥(t)), vemos que Op : ép — P! possui tipo
de ramificacao (2,2,2,2,2,2). Além disso, aplicando a Férmula de Riemann-Hurwitz a ép ea

X (veja o diagrama), temos:
20(Cp) —2 = [Lp : K|(2g(X) — 2) +6 =2(2- 2 —2) + 6.

Logo, g(€p) = 6.

Agora apresentaremos um exemplo de uma curva C satisfazendo Gp ~ A4 para algum P ¢ C.

Observagao 3.9. O grupo Gp € isomorfo a Ay se, e somente se, a extensdao de corpos M | k(t)

for uma extensao cubica de Galois.

De fato, pelo Teorema 1 de [6], Gp é isomorfo a A, se, e somente se, g(z) é irredutivel sobre
k(t) e /¥Y(t) € k(t). Como g(z) tem grau trés, a extensao M | k(t) é ctbica. E como esta

extensao é normal, ela é galoisiana.
Exemplo 3.3. Sejam € a curva definida pela equagao
Py Fxd vt 2t F2x+ 2y +1=0

e P=1(0,0). Entio Gp ~ A4 e g(X) = 2.
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De fato, f(x,t) = (14 + 3+t + 1)x* + (283 + 2)x3 + (2 + 2t)x + 1;

S(2) = 2 + (2+2t)(2t3+2)—4(t4+t3+t+1)2_ (23 +2)2+ (2+2t)2 (P + 3+t + 1)
(tt+ 13 +t+1)2 (tP+t3+t+1)°
5 At +t+2)
(Bt + 1)

W(t) =272+ 20)*(t* + 2t + 12+ 4(2 4+ 2t)3(2t* + 2)°
+6(2+20)2(24+ 282 (t + P+t + 1) +192(2 + 2t) (2 + 2t3) (¢! + 2+t + 1)?
+27(2 4 2t3)* — 256(t* + 2+t + 1)3
= —432(t + 1) (4% — 41" + 13t5 — 10t° + 19t* — 10t> + 13t* — 4t + 4)
= 4320t + D2 —t+ 122t +t +2)%
A equagao homogénea da curva € é dada por

F(x,y,z) = x* + X%y + xu® + y* + 2%z + 2u°z + 2x2° + 2yz° + z* = 0.

Para encontrar os pontos singulares de €, vamos resolver as seguintes equagoes:

oF
a—x:O(:)4x3+3x2y+y3+6x22+223:O;
oF 3 2 3 2 3
a—:()@x + 3xy“ +4y° +6y°z + 2z° =0;
y

oF 3 3 2 2 3
a—:0<:>2x +2y° + 6xz° + 6yz” + 4z° = 0.
z

O ponto (1:—1:0) é o tnico ponto singular.

Desomogeneizando F(x,y, z) em relagao a x, obtemos
Fly,z) =1+y+vd+uyt+ 22+ 2032+ 22° + 2yz® + 2%
Fazendo a mudanca de coordenadas u =y + 1=y =u — 1, temos:

F(u,z) = 3u? 4 6uz — 3u® — 6u’z + u' 4+ 2uz® + z* + 2u’z
=3u(u+2z) —3u(u+2z) +ut 4+ 2uzd + z* + 2u2
Como a forma de menor grau tem grau dois e € tem duas tangentes distintas no ponto singular,
a saber, u e u + 2z, segue que ele ¢ um né. Logo, dg = 1, onde Q ¢ o ponto singular. Segue
da férmula do género que g(X) =3 — 6p = 2.
Seja P = (0,0). Entao
Ip(Cu) = Ip(3u(u + 2z) — 3u?(u + 2z) + u? + 2uz® + 2 + 2u’z,u)

=Ip(z'u) =4.
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Ip(C,u+2z) = Ip(3u(u + 2z) — 3u?(u + 2z) + u' + 2uz® + 2 + 2u3z, u + 2z2)
= Ip((u+22)(3u — 3u? + u?) + 2uz® + 2%, u + 22)

=Ip(2uz® + 28 u + 2z) = Ip(2*(2u + 2), u + 22).
Como as tangentes de z3(2u + z) em P sao distintas das de uw+ 2z em P, vale
Ip(Z2(2u+2),u+2z) > mp(Z*(2u+2)) - mp(u+ 2z) =4.

Portanto o n6 (1:—1:0) é bi-inflexional.

Pelo Lema 3.1, a reta y = ax que satisfaz
(¢ — o+ 1)%(20* + x +2)* =0,

¢ uma tangente l-inflexional de C. E pelo Lema 3.2, a reta y = —x passa pelo ponto singular.
Além disso, é tangente a curva nele. De fato, sejam Q = (1 : —1:0) e 1 a reta definida pela

equacao y = —x. Entao
Io(F,1) =Io(y* + (x + 22)y° + (x* + 22°)y + z* + 2x2* + 2%z + x*, y + %)
=Io((y® + 2zy® — 2xzy + x* + 22° + 2x%2) (y + x) + z*,y + %)
=Io(z"y+x) =4 > mg(F).
Assim, o numero de pontos de ramificacao de 7tp é cinco, e seus indices de ramificacao sao trés.

Além disso, a extensao de corpos M | k(t) é uma extensao galoisiana dada por

5 424+ t+2)
(Bt

Pela Observacgao 3.9, Gp ~ Ay.

Obtemos um recobrimento triplo Rp — P!, cujo tipo de ramificacao ¢ (3,3,3,3,3). Da
consideracao acima, vemos que Op : e — P possui tipo de ramificacao (3,3,3,3,3), entao
g(ép) =9. De fato, observe o seguinte diagrama:

Lp

Kp
Aplicando a Formula de Riemann-Hurwitz a ép e a curva suave definida por K, temos:
20(Cp) — 2 = [Lp : KI(2g(X) —2) +5(3—1) = 3(2- 2 —2) + 10.
Logo, g(ép) =9.
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3.3 O caso das quarticas de género dois

Encerramos este capitulo estudando as quérticas de género dois. Vamos mostrar que, neste
caso, nao ha pontos de Galois associados a ela.

Precisaremos do seguinte resultado:

Observacao 3.10. Se o recobrimento mtp : X — P! for galoisiano com Gp ~ Z,, entdo a curva

qudrtica C € birracionalmente equivalente a curva definida por
g(x,y) +¢ =0,
onde g(x,y) € um polindomio homogéneo de grau quatro e ¢ é um elemento nao nulo de k.

Demonstracao: Como K | Kp é uma extensao galoisiana, seu grupo de Galois é isomorfo ao

grupo ciclico de ordem quatro, isto é, Z,. Assim, K pode ser expresso como K(x,t), onde

Fazendo y = tx, temos

o()<=a(2)

Para obter uma equagao quértica, o grau de a(t) deve ser zero.
Portanto, a equacao de € pode ser escrita como g(x,y)+c = 0, onde g(x,y) é um polindémio

homogéneo de grau quatro e ¢ € k\0. |

Teorema 3.6. Se C for uma curva qudrtica plana de género dois, entdo nao existe ponto

P € P2\C que satisfaz Gp ~ Z,.

Demonstracao: Suponhamos que exista algum ponto P € P*\C tal que Gp ~ Z,. Pela
Observagao 3.10, a curva C é definida por g(x,y) + ¢ = 0, onde g(x,y) é um polindomio

homogéneo de grau quatro e ¢ € k —{0}. A equagdao homogeénea da curva é
F(x,y,z) = cz* + g(x,y) =0,
onde x, y, z, sao as coordenadas homogéneas de P?. Entao g(x,y) é de uma das formas:
() glx,y) = (y — ax)*(y — Bx)(y —vx),
(i) g(x,y) = (y — ax)?(y — Px)?,
(iif) g(x,y) = (y — ax)*(y — Px),

(1V) 9(7‘,9) - (U - (XX)47
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onde «, 3 e vy sao elementos mutuamente distintos de k. Assim, os pontos singulares de C
sao os mesmos do caso P € €. Como F(x,y,z) nao é irredutivel nos casos (ii) e (iv), basta
considerar os casos (1) e (iii).

No caso (1), a equagao homogénea de C é

F(x,y,z) = cz' + (y — ax)*(y — Px)(y —vx).

Vamos olhar € no plano afim X = 1. Assim,

F(1,y,2z) = cz' 4+ (y — «)*(y — B) (y — 7).

Para transladar o ponto singular Q = (1 : & : 0) para a origem, fagamos a seguinte mudanca

de coordenadas:

u=y-— o

Assim, a nova equacao de € ¢ dada por h(u,z) = cz* +u?(u— o — B)(u— x — ).
klu, z]

Como (u—a—B) e (W— & —y) sdo inversiveis em <7) , segue que o ponto
(h(u7 Z’)) (u7z]
singular é localmente definido por u?> = z*. Logo, o indice de ramificacao de 7tp em t = o é

dois. Agora vamos calcular o género de X.

Primeiramente observamos que a curva possui dois ramos, a saber, f; = u—z? e fy = u+2z2.
fi(uz,z) uz—22

= — 2
Pela Férmula de Noether (veja [2], pagina 175), Io(fy, fa) = Io(f1, f2) + mq(f1) - mq(fa) =

1+1=2.

Entdo f;(u,z) = =u — z. Analogamente, falu,z) =u+z.

Logo, 0g =2e g(X) =3 -0 =1.
Pelo Lema 3.2, a reta v : y = ax passa por Q. Além disso, ela é tangente a C neste ponto,

pois temos
Lo (F,1) = Ig(cz" + (y — ax)*(y — Px)(y —yx),y — ax) =4 > mq(€) = 2.

Observe que f(x,t) =c +x*(t —o)2(t — B)(t —).
Assim, o discriminante é dado por W(t) = —256¢3(t — «)%(t — B)3(t —v)3.
Pelo Lema 4.1 de [8], vemos que (1: 3:0) e (1:7y:0) sdo pontos de inflexdo de ordem dois.
O indice de ramificacao de 7p : X — P! é quatro em t = B e em t = y. Logo, o tipo de
ramificagao de 7tp é (2,4,4).

No caso (iii), a equagao homogénea de € é dada por

F(x,u,z) = cz* + (y — ax)(y — Bx).
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Vamos olhar € no plano afim X = 1. Assim,

F(1,y,2) = cz' + (y — «)*(y — B).

Para transladar o ponto singular Q = (1 : & : 0) para a origem, fagamos a seguinte mudanca
de coordenadas:
u=y-— .
Assim, a nova equacao de C é dada por h(u,z) = cz* + uwd(u — . — B).
klu, z]

(h(u,z))
definido por u® = z*. Entao ele é uma cuspide simples de multiplicidade trés. Pelo Teorema

3.1, g(X) =0.

Como (u—a— ) é inversivel em < ) , segue que o ponto singular é localmente
(u,z)

Pelo Lema 3.2, a reta v : y = ax passa por Q. Além disso, ela é tangente a curva neste
ponto, pois I (F,1) =4 > mq(C).

Observe que f(x,t) =c + x*(t — )3 (t — p).

Assim, o discriminante é dado por ¥(t) = —256¢3(t — «)?(t — B)3.

Pelo Lema 4.1 de [8], vemos que (1: 3 :0) é um ponto de inflexdo de ordem dois.

Portanto, o tipo de ramificacao de mp é (4,4).

Assim, em qualquer caso, o género de C é diferente de 2. |
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