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Resumo

A Transferência de calor no escoamento laminar de materiais viscoplásticos ao longo

da região de entrada de tubos é analisada. O modelo de Fluido Newtoniano Generalizado é as-

sumido, com função de viscosidade de Herschel-Bulkley. As equações governantes são resolvidas

numericamente por meio do método de elementos finitos. Anteriormente, Soares et al. [1] in-

vestigam este problema. Os autores consideram as condições de contorno térmicas clássicas, ou

seja, fluxo de calor uniforme na parede e temperatura da parede uniforme. O objetivo do presente

trabalho é impor um gradiente de temperatura ao longo da parede como a condição de contorno

térmica. O efeito de Reynolds, Peclet e dos parâmetros reológicos (tensão limite de escoamento e

ı́ndice power-law) sobre o número de Nusselt é investigado. Como esperado, os valores do número

de Nusselt tendem a solução clássica obtida para o caso de temperatura da parede uniforme quando

o gradiente de temperatura na parede se aproxima de zero. Quando o gradiente é aumentado, o

número de Nusselt tende aos valores obtidos para o caso de fluxo de calor uniforme na parede.



Abstract

Heat transfer in the entrance region of a tube in laminar axial flow of viscoplastic

materials is analyzed. The material is assumed to behave as a Generalized Newtonian liquid, with

a Herschel-Bulkley viscosity function. The governing equations are solved numerically via a finite

element method. This problem was investigated previously by Soares et al. [1]. The authors

considered the classical thermal boundary conditions, namely, uniform wall heat flux and uniform

wall temperature. The goal of the present work is to impose a gradient of temperature along the

wall as the thermal boundary condition. The effect of Reynolds, Peclet and rheological parameters

(yield-stress and power-law exponent) on the Nusselt number is investigated. As expected, the

values of Nusselt number tend to the classical one obtained for the case of uniform wall temperature

when the gradient of temperature on the wall approaches to zero. When the gradient is increased,

the Nusselt number tends to the values obtained for the case of uniform wall heat flux.
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Nomenclatura

a gradiente de temperatura constante na parede, ≡ dTw/dx (K/m)

cp calor especı́fico do fluido (J/kg.K)

D diâmetro do tubo (m)

f fator de atrito, ≡ (2(−dp/dx)D)/(ρu2)

g vetor gravidade (m/s2)

h coeficiente de transferência de calor (W/m2.K)

k condutividade térmica do fluido (W/m.K)

K ı́ndice de consistência (Pa.sn)

L comprimento axial do tubo (m)

L′ comprimento axial adimensional do tubo

m parâmetro de regularização (s)

m′ parâmetro de regularização adimensional

n ı́ndice power-law

Nu número de Nusselt, ≡ hD/k

Nu número de Nusselt médio

Nufd número de Nusselt para o escoamento completamente desenvolvido

p pressão (Pa)

p′ pressão adimensional
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Pe número de Peclet, ≡ uD/α

q vetor fluxo de calor (W/m2)

qw fluxo de calor na parede (W/m2)

q′′′ energia térmica gerada (W/m3)

r coordenada radial (m)

r′ coordenada radial adimensional

R raio do tubo (m)

R0 raio para a tensão limite de escoamento (m)

Re número de Reynolds generalizado, ≡ 8ρu2/τc

Re∗ número de Reynolds utilizado no trabalho de Soares et al. [1], ≡ ρuD/ηc

t tempo (s)

T campo de temperatura (K)

Tb temperatura de bulk (K)

Tin temperatura de entrada (K)

Tw temperatura da parede (K)

Twin temperatura da parede na entrada (K)

Twout temperatura da parede na saı́da (K)

u velocidade axial (m/s)

u velocidade axial média (m/s)
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u′ velocidade axial adimensional

u′ velocidade axial média adimensional

v velocidade radial (m/s)

v′ velocidade radial adimensional

V volume (m3)

w velocidade circunferencial (rad/s)

x coordenada axial (m)

x′ coordenada axial adimensional

x+ inverso do número de Graetz ≡ x′/Pe

X ′
fd comprimento térmico adimensional de entrada

Sı́mbolos Gregos

α difusividade térmica, ≡ k/ρcp (m2/s)

β coeficiente de expansão térmica, ≡ 1
V

∂V
∂T

(K−1)

η função viscosidade (Pa.s)

ηc viscosidade caracterı́stica (Pa.s)

η′ função viscosidade adimensional

γ̇ tensor taxa de deformação (s−1)

γ̇ taxa de deformação (s−1)

γ̇ intensidade do tensor taxa de deformação, ≡
√

1
2
tr(γ̇) (s−1)
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γ̇c taxa de deformação caracterı́stica (s−1)

γ̇′ tensor taxa de deformação adimensional

γ̇′ taxa de deformação adimensional

µ viscosidade newtoniana (Pa.s)

µp viscosidade plástica (Pa.s)

Φ temperatura adimensional para a condição de contorno qw uniforme

Φb temperatura de bulk adimensional para a condição de contorno qw uniforme

Ψ adimensional para a condição de contorno dTw/dx constante

ρ massa especı́fica do fluido (kg/m3)

τ tensor extra-tensão (Pa)

τ tensão (Pa)

τ intensidade do tensor extra-tensão, ≡
√

1
2
tr(τ ) (Pa)

τ ′ tensão adimensional

τ0 tensão limite de escoamento (Pa)

τ ′0 tensão limite de escoamento adimensional

τc tensão caracterı́stica (Pa)

θ coordenada circunferencial (rad)

Θ temperatura adimensional para a condição de contorno Tw uniforme e dTw/dx cons-

tante
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Θb temperatura de bulk adimensional para a condição de contorno Tw uniforme e dTw/dx

constante

Υ dissipação viscosa (W/m3)

℘ pressão modificada (Pa)

℘′ pressão modificada adimensional



Capı́tulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Os estudos sobre escoamentos de fluidos não newtonianos possuem grande relevância

para a engenharia. Parte dos desafios tecnológicos está relacionado ao escoamento de materiais

viscoplásticos. Estes materiais estão presentes em diversos setores industriais sendo o petrolı́fero,

o alimentı́cio e o farmacêutico alguns exemplos de setores onde o escoamento destes fluidos inte-

gram o processo de produção.

O conhecimento do comportamento reológico dos materiais viscoplásticos em escoa-

mento possibilita o aperfeiçoamento dos processos. No caso de processos não isotérmicos é

necessário ainda o estudo da transferência de calor nos escoamentos.

Na literatura há trabalhos que abordam problemas de escoamento interno de fluidos

viscoplásticos com transferência de calor sob efeito das condições de contorno de temperatura ou

de fluxo de calor uniformes para a parede do duto. Essas condições de contorno são coerentes

em diversas aplicações e, a partir do tipo de problema estudado, influenciam diretamente no valor

quantitativo e qualitativo do número de Nusselt Nu. O número de Nusselt é o grupo adimensional

composto pelo coeficiente de transferência de calor h, que é um parâmetro utilizado no dimensio-
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namento dos isolamentos térmicos, sendo essencial para os projetos de dutos.

Além das condições de contorno de temperatura ou de fluxo de calor uniformes para

a parede do duto, muitos casos reais de escoamentos internos estão sujeitos a condição em que

há variação da temperatura ao longo da parede dos dutos na direção do escoamento. Há poucos

estudos onde a condição de gradiente de temperatura é imposta na parede do duto. Não foi encon-

trado nenhum estudo sobre o escoamento de fluidos viscoplásticos em tubos sujeitos a temperatura

variável na parede, motivando, assim, o presente trabalho.

Um problema tı́pico é observado durante a etapa de produção do petróleo no mar. O

petróleo flui do reservatório a uma temperatura de aproximadamente 50oC e é transportado por

tubos até a plataforma. Durante essa etapa o petróleo perde calor para a água, porém é necessário

manter a temperatura e a pressão acima dos valores crı́ticos para se garantir o escoamento. Para

valores de temperatura e pressão crı́ticas pode ocorrer a obstrução parcial ou total das linhas de

produção devido a solidificação dos produtos. Além disso, sabe-se que a viscosidade do petróleo

aumenta com a redução da temperatura e, por consequência, há um acréscimo nas perdas de carga

do escoamento. Logo, procura-se minimizar as trocas de calor a fim de evitar o aumento da vis-

cosidade que implica no aumento da potência de bombeamento. Assim, o estudo da transferência

de calor é importante para que se alcance o correto dimensionamento dos isolamentos térmicos

das linhas de produção. A Figura (1.1) apresenta um esquema simplificado do escoamento da

produção entre o fundo do mar e a plataforma.

O petróleo, que é um fluido tipicamente não newtoniano, é transportado através de

tubos que estão sujeitos a um gradiente de temperatura na parte externa em decorrência da variação

da temperatura do mar com a profundidade. Apel [2] e Stewart [3] apresentam gráficos da variação

da temperatura nos oceanos em diversas localizações e para diferentes épocas do ano. A Figura

(1.2) mostra, à esquerda, um esboço desta variação e , à direita, uma aproximação linear do perfil,

considerando o gradiente de temperatura constante em três faixas de profundidade.
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Figura 1.1: Esquema simplificado do escoamento da produção entre o fundo do mar e a plataforma.

Figura 1.2: a)Esboço da variação da temperatura no mar com a profundidade. b) Aproximação linear para

a variação da temperatura no mar. Figura adaptada do trabalho de Apel [2].

Um outro caso é o transporte realizado por sistemas dutoviários. Estes dutos podem

percorrer centenas de quilômetros e estão sujeitos a mudanças de temperatura devido, entre outros
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fatores, a ação climática e a variação da altitude.

A utilização da condição de contorno de gradiente de temperatura na parede, em detri-

mento das condições de contorno clássicas, permite mensurar o erro cometido quando se consi-

deram as condições de contorno clássicas, uma vez que há problemas que apresentam um compor-

tamento mais próximo da condição de contorno de gradiente de temperatura na parede do tubo.

O presente trabalho faz uma análise numérica da transferência de calor em escoa-

mentos laminares de materiais viscoplásticos, utilizando a condição de contorno de gradiente de

temperatura na parede do tubo e variando os parâmetros reológicos dos fluidos e os grupos adimen-

sionais Reynolds e Peclet. Os números de Nusselt para os escoamentos de fluidos viscoplásticos

sob as condições de temperatura e fluxo de calor uniformes e para o escoamento de fluido new-

toniano sob a condição de gradiente constante também são obtidos e comparados a resultados

consagrados na literatura do assunto.

1.2 Estado da Arte

Os escoamentos isotérmicos e não isotérmicos tem sido muito estudados nos últimos

anos. Nota-se que os estudos da transferência de calor no escoamento de fluidos viscoplásticos em

dutos são recentes e há mais trabalhos numéricos do que experimentais disponı́veis na literatura.

A seguir, são apresentados alguns trabalhos que direcionam o presente estudo.

McKillop [4] estuda a transferência de calor para a região de entrada de um tubo. O

autor analisa numericamente o escoamento laminar de fluidos pseudoplásticos, modelados pela

função power law, desconsiderando a dissipação viscosa e também a variação das propriedades do

fluido com a temperatura. As equações de momento e energia são resolvidas analiticamente para

casos de ı́ndice power-law n = 0.5 e n = 1, e os resultados comparados com soluções conhecidas

para n = 1. São obtidos o número de Nusselt para a região de entrada e o Nusselt médio, sob as
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condições de contorno de temperatura e fluxo de calor uniformes na parede do tubo.

Blackwell [5] aborda o problema da região de entrada térmica para o fluido plástico de

Bingham sob a condição de contorno de temperatura uniforme na parede. O autor estuda numeri-

camente o desenvolvimento do perfil de temperatura, considerando o escoamento laminar hidrodi-

namicamente desenvolvido. As propriedades do fluido são consideradas constantes e a disssipação

viscosa desprezı́vel. São apresentados em forma de tabelas e gráficos o número de Nusselt local e

médio e a temperatura de Bulk em função da tensão limite de escoamento adimensional, τ ′0, e da

coordenada axial adimensional. É observado que o número de Nusselt aumenta a medida que há o

incremento do valor de τ ′0. A análise do autor relaciona este comportamento diretamente ao perfil

de velocidade que é função da tensão limite de escoamento para o fluido de Bingham.

Os modelos de viscosidade de Bingham e Herschel-Bulkley são funções descontı́nuas

em suas derivadas, o que torna as suas aplicações mais complicadas por meios numéricos. Pa-

panastasiou [6] apresenta um modelo contı́nuo para a função de viscosidade que recupera o com-

portamento reológico do fluido plástico de Bingham. Mitsoulis e Abdali [7] apresentam o modelo

de Papanastasiou modificado. Este modelo é resultado de uma modificação na equação proposta

por Papanastasiou [6] que, a partir da escolha adequada do parâmetro de regularização m, se torna

eficaz para recuperar o comportamento de materiais viscoplásticos.

Nouar et al. [8] estudam numericamente o escoamento laminar de fluidos viscoplásticos

em tubo utilizando o modelo de viscosidade de Herschel-Bulkley. As condições de contorno

térmicas adotadas para a parede são de temperatura e fluxo de calor uniformes. É considerada

a variação do ı́ndice de consistência K com a temperatura e são obtidas correlações para o número

de Nussselt e para o gradiente de pressão do escoamento.

Min et al. [9] abordam o problema do escoamento através de tubos e propõem soluções

analı́ticas aproximadas para o número de Nusselt e para o perfil de temperatura, considerando a

região desenvolvida do escoamento laminar de fluidos plásticos de Bingham. Min et al. [10] es-
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tudam o mesmo problema, porém, com uma aborbagem numérica para o caso de desenvolvimento

térmico e hidrodinâmico ao longo da região de entrada do tubo. É obtido o número de Nusselt

ao longo da região de entrada em função da tensão limite de escoamento e dos adimensionais

Reynolds e Brinkman.

Soares et al. [1] estudam o problema da região de entrada de tubos considerando

primeiramente as propriedades do fluido constantes e, em uma segunda análise, variando com

a temperatura. Os autores abordam o escoamento laminar para fluidos viscoplásticos utilizando

as condições de contorno de fluxo de calor e temperatura uniformes na parede. É analisada a

influência da tensão limite de escoamento e do ı́ndice power-law no número de Nusselt e conclui-

se que o comprimento de entrada aumenta, assim como o valor quantitativo do número de Nusselt,

quanto maiores forem os valores de τ ′0 e menores os valores de n. Observa-se que para o caso em

que há variação das propriedades do fluido com a temperatura, a influência nos resultados é apenas

quantitativa, permanecendo o mesmo comportamento qualitativo.

Luna et al. [11] analisam a transferência de calor em escoamentos de materiais não

newtonianos em tubos, considerando fluxo de calor nas paredes. Neste trabalho é feito o acopla-

mento da equação de Laplace e é computada a condução longitudinal na parede do tubo. A equação

da energia é resolvida analiticamente utilizando uma aproximação integral para a camada limite e

desconsiderando a dissipação viscosa e a condução axial no fluido. Os autores utilizam a condição

de fluxo de calor uniforme na parede externa para o escoamento laminar de fluidos power-law

através da região de entrada. É observado que o número de Nusselt do escoamento diminui com

aumento da condução longitudinal na parede. Os autores analisam também o efeito do ı́ndice

power-law e da razão entre a espessura do tubo e o comprimento da camada limite térmica.

Há poucos trabalhos que abordam a condição de contorno de gradiente constante de

temperatura na parede do tubo. Kays [12] estuda a região de entrada de tubos sob efeito do

gradiente constante de temperatura na parede, considerando o escoamento de fluido newtoniano
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hidrodinamicamente desenvolvido e termicamente em desenvolvimento. O autor resolve o prob-

lema e apresenta detalhadamente as soluções para o número de Nusselt, para o fluxo de calor e

para a temperatura média ao longo da região de entrada de um tubo.

Shankar [13] estuda a transfêrencia de calor no escoamento laminar de fluidos vis-

coelásticos. É considerada a variação linear da temperatura ao longo da parede do tubo. É ob-

servado que o aumento da elasticidade do fluido diminui a velocidade do escoamento e a taxa de

transferência de calor. Estes resultados são válidos para números de Reynolds suficientemente

pequenos, conforme a análise apresentada pelo autor.

A transferência de calor para o escoamento laminar de fluidos viscoplásticos é estu-

dada tanto para tubos, quanto para outras geometrias e há muitos trabalhos na literatura que se

relacionam a esse assunto. Soares et al. [14] estudam numericamente o escoamento de fluidos de

Herschel-Bulkley para a região de entrada de espaços anulares. É analisado o número de Nusselt

em função dos parâmetros reológicos, da razão entre os diâmetros interno e externo do espaço

anular e dos adimensionais Reynolds e Peclet. A parede externa é considerada adiabática e para

a parede interna considera-se as condições de contorno de fluxo e temperatura uniformes. Os au-

tores mostram que o número de Nusselt é pouco sensı́vel em relação as variações dos parâmetros

reológicos. Esse comportamento não é observado no escoamento através de tubos, onde o Nus-

selt é uma função muito forte dos parâmetros reológicos, como observado em [1], [4] e [5].

Sayed-Ahmed e Kishk [15] estudam um problema similar, porém, através de dutos retangulares.

Os autores apresentam gráficos e tabelas do número de Nusselt em função da geometria e dos

parâmetros reológicos do fluido.

Os estudos experimentais complementam a literatura do assunto. Joshi e Bergles [16]

análisam o escoamento laminar de fluidos pseudoplásticos. Os autores estudam, para o caso de

fluxo uniforme na parede do tubo, a influência dos parâmetros reológicos do fluido, considerando a

variação da viscosidade com a temperatura. Os valores do número de Nusselt obtidos pelos autores
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são comparados a resultados experimentais e numéricos existentes na literatura. Gratão et al. [17]

estudam o problema para fluidos pseudoplásticos em tubos e para os espaços anulares. A partir da

determinação dos coeficientes médios de transferência de calor, são obtidas expressões empı́ricas

simples que estimam o número de Nusselt médio na entrada térmica. Farias et al. [18] ana-

lisam o escoamento de materiais viscoplásticos através espaços anulares. As soluções de Carbopol

são bem representadas pela função de viscosidade de Herschel-Bulkley. O efeito, em relação ao

número de Nusselt, da tensão limite de escoamento e ı́ndice power-law é investigado. É mostrado

que a influência dos parâmetros reológicos sobre o número de Nusselt na parede interna é bem

pequena, concordando assim com os resultados apresentados por Soares et. al [14] em seu estudo

numérico sobre este problema.

Embora o estudo da transferência de calor em escoamentos de materiais viscoplásticos

esteja bastante desenvolvido, a grande parte deles consideram as condições de contorno de tem-

peratura uniforme ou de fluxo de calor uniforme. Portanto, a contribuição do presente trabalho é

estudar o escoamento de fluidos viscoplásticos, analisando a influência dos parâmetros reológicos

e da condição de temperatura variável ao longo da parede do tubo.

1.3 Caracterização do Problema

O presente trabalho estuda numericamente a transferência de calor no escoamento la-

minar de materiais viscoplásticos através da região de entrada de tubos com a condição de contorno

térmico de temperatura variável ao longo da parede do tubo.

Adotam-se as seguintes hipóteses simplificadoras para a solução do problema:

1 - fluido incompressı́vel;

2 - regime permanente;

3 - escoamento laminar;
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4 - simetria axial;

5 - dissipação viscosa desprezı́vel;

6 - propriedades do material constantes com a temperatura.

O esboço do domı́nio fı́sico do problema é apresentado na Figura (1.3), sendo L o comprimento e

D o diâmetro da região de entrada de um tubo.

O problema é resolvido numericamente por meio da solução das equações de Conser-

vação de Massa, da Quantidade de Movimento Linear e da Energia. A equação constitutiva de

Fluido Newtoniano Generalizado (FNG) é utilizada, juntamente com o modelo de viscosidade

de Papanastasiou modificado [7]. As condições de contorno térmicas aplicadas na parede do

tubo são: (a) temperatura uniforme, (b) fluxo de calor uniforme e (c) gradiente de temperatura

constante. As condições de contorno (a) e (b) são analisadas e os resultados comparados com

a literatura, principalmente aos dados obtidos por Soares et al. [1]. Os efeitos da condição de

contorno (c) são estudados e comparam-se os resultados numéricos obtidos para o escoamento de

fluidos newtonianos com a solução analı́tica proposta por Kays [12].

Figura 1.3: Esboço do domı́nio fı́sico para região de entrada de um tubo.

A Figura (1.4) mostra a definição da condição de contorno de gradiente de temperatura

constante na parede do tubo. É mostrado um esboço do domı́nio fı́sico e a variação, na forma

de gráfica, da temperatura ao longo da parede. A proposta é que a temperatura da parede varie
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linearmente na forma Tw (x) = Twin + ax, onde Tw é a temperatura da parede, Twin é a temperatura

da parede na entrada do tubo e x é a posição axial. Considerando a hipótese de simetria axial e a

variação da temperatura na parede apenas na direção do escoamento, o gradiente de temperatura

pode ser simplificado para a=dTw/dx.

Figura 1.4: a) Esquema da condição de contorno de gradiente de temperatura constante na parede do tubo.

b) gráfico da variação da temperatura na parede do tubo.

O objetivo do presente trabalho é avaliar o número de Nusselt, considerando os efeitos

da condição de contorno de gradiente de temperatura constante na parede de tubos e a influência

dos parâmetros reológicos no escoamento de materiais viscoplásticos.



Capı́tulo 2

Formulação Fı́sica

Neste Capı́tulo são apresentadas as equações governantes, o modelo constitutivo de

Fluido Newtoniano Generalizado e as funções de viscosidade utilizadas no presente trabalho. Em

seguida, são expostas as condições de contorno, destacando-se a condição de gradiente de tempe-

ratura constante para a parede do tubo e a adimensionalização das equações. Por fim, desenvolve-se

a expressão para o número de Nusselt do problema estudado.

2.1 Equações Governantes

As equações de conservação são apresentadas em coordenadas cilı́ndricas sendo r,

θ e x as direções radial, circunferencial e axial, respectivamente. A Equação (2.1) mostra a

conservação da massa, sendo ρ a massa especı́fica do material e v, w e u os componentes do

vetor velocidade nas direções r, θ e x, respectivamente.

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(ρrv)

∂r
+

1

r

∂(ρw)

∂θ
+

∂(ρu)

∂x
= 0 (2.1)
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As Equações (2.2), (2.3) e (2.4) expressam a conservação da quantidade de movimento,

sendo p o campo de pressão, gr, gθ e gx os componentes do vetor gravidade e τrr , τθr , τxr , τθθ ,

τrθ , τxθ , τrx , τθx e τxx os componentes do tensor extra-tensão.

direção r:

ρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂r
+

w

r

∂v

∂θ
− w2

r
+ u

∂v

∂x

)
= −∂p

∂r
+

(
1

r

∂(rτrr)

∂r
+

1

r

∂(τθr)

∂θ
+

∂(τxr)

∂x
− τθθ

r

)
+ ρgr

(2.2)

direção θ:

ρ

(
∂w

∂t
+ v

∂w

∂r
+

w

r

∂w

∂θ
+

vw

r
+ u

∂w

∂x

)
= −1

r

∂p

∂θ
+

(
1

r2
∂(r2τrθ)

∂r
+

1

r

∂(τθθ)

∂θ
+

∂τxθ
∂x

)
+ ρgθ

(2.3)

direção x:

ρ

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂r
+

w

r

∂u

∂θ
+ u

∂u

∂x

)
= −1

r

∂p

∂x
+

(
1

r

∂(rτrx)

∂r
+

1

r

∂(τθx)

∂θ
+

∂(τxx)

∂x

)
+ ρgx (2.4)

A Equação (2.5) representa a conservação da energia, sendo cp o calor especı́fico a

pressão constante, T o campo de temperatura, qr, qθ e qx os componentes do vetor fluxo de calor

nas direções radial, circunferencial e axial, respectivamente. A energia térmica gerada por unidade

de volume é representada por q′′′ e β é o coeficiente de expansão térmica.

ρcp

(
∂T

∂t
+ v

∂T

∂r
+

w

r

∂T

∂θ
+ u

∂T

∂x

)
= −

[
1

r

∂(rqr)

∂r
+

1

r

∂qθ
∂θ

+
∂qx
∂x

]
+ q′′′

+βT

(
∂p

∂t
+ v

∂p

∂r
+

w

r

∂p

∂θ
+ u

∂p

∂x

)
+Υ

(2.5)

Na Equação Υ representa o termo de dissipação viscosa representado pela Equação (2.6):

Υ = −p

[
1

r

∂(rv)

∂r
+

1

r

∂w

∂θ
+

∂u

∂x

]
+ τrr

∂v

∂r
+ τθθ

1

r

(
∂w

∂θ
+ v

)
+ τzz

∂u

∂x
+

τrθ

[
r
∂(w

r
)

∂r
+

1

r

∂v

∂θ

]
+ τrz

(
∂u

∂r
+

∂v

∂x

) (2.6)
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Considerando o escoamento bidimensional e as hipóteses apresentadas na seção 1.3, as

equações governantes são representadas em suas formas simplificadas pelas Equações (2.7), (2.8),

(2.9) e (2.10).

• Equação de conservação da massa.

∂(u)

∂x
+

1

r

∂(rv)

∂r
= 0 (2.7)

• Equação de conservação da quantidade de movimento.

direção r:

ρ

(
v
∂v

∂r
+ u

∂v

∂x

)
= −∂℘

∂r
+

(
1

r

∂(rτrr)

∂r
+

∂(τxr)

∂x

)
(2.8)

direção x:

ρ

(
v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂x

)
= −∂℘

∂x
+

(
1

r

∂(rτrx)

∂r
+

∂(τxx)

∂x

)
(2.9)

onde ℘ é a pressão modificada.

Na Equação (2.8) o termo −∂℘

∂r
é um gradiente de pressão modificado que representa

os termos −∂p

∂r
+ ρgr. Para a Equação (2.9) o gradiente de pressão modificado, −∂℘

∂x
, representa

os termos −∂p

∂x
+ ρgx.

• Equação de conservação da energia.

ρcp

(
v
∂T

∂r
+ u

∂T

∂x

)
= k

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+

∂2T

∂x2

]
(2.10)

onde k é a condutividade térmica do fluido.
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2.2 Modelo Constitutivo

O modelo constitutivo de Fluido Newtoniano Generalizado (FNG) é utilizado. A

Equação (2.11) apresenta o modelo FNG, onde τ é o tensor extra-tensão ou tensor das tensões

viscosas, η representa a função de viscosidade, γ̇ = ∇u+ (∇u)T é o tensor taxa de deformação e

γ̇ =
√

1
2
tr(γ̇) é a intensidade do tensor taxa de deformação.

τ = η(γ̇)γ̇ (2.11)

A função viscosidade de Herschel-Bulkley é utilizada para descrever o comportamento

dos materiais viscoplásticos. A Equação (2.12) mostra a função de Herschel-Bulkley sendo τ0 a

tensão limite de escoamento, n o ı́ndice power-law e K o ı́ndice de consistência do fluido.

η =


τ0
γ̇

+Kγ̇n−1 para τ ≥ τ0

∞ para τ < τ0

(2.12)

Quando o efeito da tensão limite de escoamento é desconsiderado, o modelo Heschel-

Bulkley é simplificado para a função de viscosidade de power-law, conforme a Equação (2.13).

O modelo power-law descreve o comportamento dos materiais pseudoplásticos, cuja viscosidade

diminui com o aumento da taxa de deformação quando n < 1, e de materiais dilatantes, cuja

viscosidade aumenta com a taxa de deformação quando n > 1. Outro caso particular obtido a

partir da Equação (2.12) é o modelo plástico de Bingham. Quando n = 1 e K = µp é obtida

a Equação (2.14) para a função viscosidade de Bingham, onde µp é a viscosidade plástica do

material. O modelo de fluido newtoniano, Equação (2.15), também pode ser obtido a partir da

função de viscosidade de Herschel-Bulkley quando τ0 = 0, n = 1 e K = µ, onde µ é a viscosidade

newtoniana.
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η = Kγ̇n−1 (2.13)

η =


τ0
γ̇

+ µp para τ ≥ τ0

∞ para τ < τ0

(2.14)

η = µ (2.15)

O modelo Herschel-Bulkley apresenta dificuldades em sua implementação numérica

devido as descontinuidades presentes em suas derivadas. O modelo de Papanastasiou modificado

[7] é utilizado no presente trabalho para recuperar o comportamento dos materiais viscoplásticos.

A vantagem é que o modelo recupera os resultados do modelo tradicional e a sua implementação é

obviamente mais fácil por se tratar de uma única função. As Equações (2.16) e (2.17) apresentam,

respectivamente, o tensor das tensões e a função viscosidade para o modelo de Papanastasiou

modificado.

τ = Kγ̇n + τ0
[
1− e(−mγ̇)

]
(2.16)

η = Kγ̇n−1 +
τ0
γ̇

[
1− e(−mγ̇)

]
(2.17)

onde m é o parâmetro de regularização que deve ser escolhido adequadamente.
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2.3 Condições de Contorno

A Figura (2.1) mostra um esquema do domı́nio fı́sico do problema com a indicação dos

contornos. As condições de contorno hidrodinâmicas e térmicas do problema são apresentadas.

Figura 2.1: Domı́nio fı́sico com a indicação dos contornos.

• Condições de contorno hidrodinâmicas:

1 o perfil de velocidade é uniforme na entrada −→ u(r, 0) = ū , v(r, 0) = 0

2 a tensão cisalhante e a velocidade radial são nulas ao longo do eixo de simetria

τrx(0, x) = 0 −→ ∂u

∂r
(0, x) = 0

v(0, x) = 0

3 não há deslizamento do fluido nas paredes −→ u(R, x) = v(R, x) = 0

4 o escoamento é desenvolvido na saı́da −→ u · ∇u = 0

• Condições de contorno térmicas:

1 o perfil de temperatura é uniforme na entrada −→ T (r, 0) = Tin

2 condição de simetria ao longo da linha de centro −→ ∂T

∂r
(0, x) = 0

3 são utilizadas três condições de contorno térmicas para a parede:

caso temperatura uniforme −→ T (R, x) = Tw

caso fluxo de calor uniforme −→−k
∂T

∂r
(R, x) = qw
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caso gradiente de temperatura constante −→ ∂T

∂x
(R, x) =

dTw

dx
= a , onde a é o gradiente de

temperatura na parede, conforme apresentado na Seção (1.3).

4 a difusão de calor é nula na saı́da −→ ∂T

∂x
(r, L) = 0

2.4 Adimensionalização das Equações

Inicia-se o processo de adimensionalização das equações que governam o problema

escolhendo-se as grandezas caracterı́sticas do problema proposto.

A tensão caracterı́stica do escoamento τc e a taxa de deformação caracterı́stica γ̇c são

grandezas definidas na parede do tubo na região onde o escoamento encontra-se totalmente desen-

volvido. O raio R do tubo é adotado como o comprimento caracterı́stico.

A tensão caracterı́stica do escoamento e a taxa de deformação caracterı́stica, mostradas

nas Equações (2.18) e (2.19), são deduzidas a partir da solução analı́tica do escoamento na região

desenvolvida, conforme apresentado no trabalho de Soares et al. [1].

τc = −
(
dp

dx

)
R

2
(2.18)

γ̇c =

(
τc − τ0
K

)1/n

(2.19)

Das equações de τc e γ̇c é definida a viscosidade caracterı́stica ηc na Equação (2.20).

ηc = η(γ̇c) =
τc
γ̇c

(2.20)

A partir das grandezas caracterı́sticas são definidos os parâmetros adimensionais uti-

lizados na adimensionalização das equações governantes.
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As coordenadas adimensionais r′ e x′, os componentes adimensionais v′ e u′ da ve-

locidade e a pressão modificada adimensional ℘′ são apresentados, respectivamente, nas Equações

(2.21), (2.22) e (2.23).

r′ =
r

R
x′ =

x

R
(2.21)

v′ =
v

γ̇cR
u′ =

u

γ̇cR
(2.22)

℘′ =
℘

τc
(2.23)

A tensão adimensional τ ′ e a tensão limite de escoamento adimensional τ ′0 são mostradas

na Equação (2.24). A taxa de deformação γ̇′ e a viscosidade η′ adimensionais são apresentadas na

Equação (2.25).

τ ′ =
τ

τc
τ ′0 =

τ0
τc

(2.24)

γ̇′ =
γ̇

γ̇c
η′ =

η

ηc
(2.25)

A temperatura adimensional para as condições de contorno de temperatura uniforme e

gradiente de temperatura constante é mostrada na Equação (2.26).

Θ =
T − Twin

Tin − Twin

(2.26)

No caso de temperatura uniforme, Twin pode ser representado apenas por Tw.

A temperatura adimensional para a condição de contorno de fluxo de calor uniforme é

apresentada na Equação (2.27).
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Φ =
T − Tin

qwD/k
(2.27)

Cada condição de contorno térmica na parede implica em uma abordadem diferente do

problema da transferência de calor. No caso da condição de gradiente constante de temperatura, o

valor do gradiente, dTw/dx, influencia a solução do problema. Além do gradiente, as temperaturas

do fluido e da parede na seção de entrada também caracterizam o escoamento. A partir de um

estudo das variáveis térmicas que influenciam o problema é obtido um grupo adimensional para a

condição de contorno de gradiente constante de temperatura na parede, conforme mostra a Equação

(2.28).

Ψ =
R dTw

dx

Tin − Twin

(2.28)

A partir da adimensionalização das equações de conservação surgem os grupos adi-

mensionais que governam escoamento. As Equações (2.29), (2.35), (2.36), (2.39), (2.40) apresen-

tam a forma final das equações de conservação adimensionalizadas.

• Equação de conservação da massa.

1

r′
∂(r′v′)

∂r′
+

∂(u′)

∂x′ = 0 (2.29)

• Equações de conservação da quantidade de movimento.

direção r:

ργ̇c
2R2

τc

(
v′
∂v′

∂r′
+ u′ ∂v

′

∂x′

)
= −∂℘′

∂r′
+

(
1

r′
∂(r′τ ′rr)

∂r′
+

∂(τ ′xr)

∂x′

)
(2.30)

direção x:

ργ̇c
2R2

τc

(
v′
∂u′

∂r′
+ u′∂u

′

∂x′

)
= −∂℘′

∂x′ +

(
1

r′
∂(r′τ ′rx)

∂r′
+

∂(τ ′xx)

∂x′

)
(2.31)
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Ao multiplicar as Equações (2.30) e (2.31) por 8(ū′)2 são obtidas as Equações (2.32) e

(2.33).

direção r:

8ρū2

τc

(
v′
∂v′

∂r′
+ u′ ∂v

′

∂x′

)
= 8ū′2

[
−∂℘′

∂r′
+

(
1

r′
∂(r′τ ′rr)

∂r′
+

∂(τ ′xr)

∂x′

)]
(2.32)

direção x:

8ρū2

τc

(
v′
∂u′

∂r′
+ u′∂u

′

∂x′

)
= 8ū′2

[
−∂℘′

∂x′ +

(
1

r′
∂(r′τ ′rx)

∂r′
+

∂(τ ′xx)

∂x′

)]
(2.33)

O termo 8ρū2/τc, presente nas Equações (2.32) e (2.33), expressa uma relação entre

as forças de inércia e as forças viscosas. Tal relação é conhecida como número de Reynolds

generalizado. Esta definição para o número de Reynolds é proposta por Soares et. al [14] e é

apresentada na Equação (2.34).

Re =
8ρū2

τc
(2.34)

Logo, a conservação da quantidade de movimento em sua forma adimensional é re-

presentada nas Equações (2.35) e (2.36).

direção r:

(
v′
∂v′

∂r′
+ u′ ∂v

′

∂x′

)
=

8ū′2

Re

[
−∂℘′

∂r′
+

(
1

r′
∂(r′τ ′rr)

∂r′
+

∂(τ ′xr)

∂x′

)]
(2.35)

direção x:

(
v′
∂u′

∂r′
+ u′∂u

′

∂x′

)
=

8ū′2

Re

[
−∂℘′

∂x′ +

(
1

r′
∂(r′τ ′rx)

∂r′
+

∂(τ ′xx)

∂x′

)]
(2.36)
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• Equação de conservação da energia

• para a condição de temperatura uniforme e gradiente de temperatura constante:

(
v′
∂Θ

∂r′
+ u′ ∂Θ

∂x′

)
=

k

ρcpR2γ̇c

[
1

r′
∂

∂r′

(
r′
∂Θ

∂r′

)
+

∂2Θ

∂x′2

]
(2.37)

• para a condição de fluxo de calor uniforme:

(
v′
∂Φ

∂r′
+ u′ ∂Φ

∂x′

)
=

k

ρcpR2γ̇c

[
1

r′
∂

∂r′

(
r′
∂Φ

∂r′

)
+

∂2Φ

∂x′2

]
(2.38)

Nas Equações (2.37) e (2.38) a razão k/ρcp é a difusividade térmica α.

Logo, a conservação da energia em sua forma adimensional para as três condições de

contorno térmicas analisadas é mostrada nas Equações (2.39), (2.40).

• para a condição de temperatura uniforme e gradiente de temperatura constante:

(
v′
∂Θ

∂r′
+ u′ ∂Θ

∂x′

)
=

2ū′

Pe

[
1

r′
∂

∂r′

(
r′
∂Θ

∂r′

)
+

∂2Θ

∂x′2

]
(2.39)

• para a condição de fluxo de calor uniforme:

(
v′
∂Φ

∂r′
+ u′ ∂Φ

∂x′

)
=

2ū′

Pe

[
1

r′
∂

∂r′

(
r′
∂Φ

∂r′

)
+

∂2Φ

∂x′2

]
(2.40)

O grupo adimensional que surge naturalmente da equação de conservação da energia

é o número de Peclet, mostrado na Equação (2.41).

Pe =
ūD

α
(2.41)

O modelo constitutivo de Fluido Newtoniano Generalizado, Equação (2.11), em sua

forma adimensional é apresentado na Equação (2.42).

τ ′ = η′(γ̇′)γ̇′ (2.42)



42

O modelo de viscosidade de Herschel-Bulkley, Equação (2.12), é mostrado em sua

forma adimensional na Equação (2.43).

η′ =


τ ′0
γ̇′

+ [1− τ ′0] γ̇
′n−1

para τ ′ ≥ τ ′0

∞ para τ ′ < τ ′0

(2.43)

A partir dos parâmetros caracterı́sticos e das equações para o modelo de Papanastasiou

modificado, Equações (2.16) e (2.17), é desenvolvida a expressão adimensional para esta função

de viscosidade na Equação (2.44).

η′ =
[
1− τ ′0

(
1− e−m′

)]
γ̇′n−1

+
τ ′0
γ̇′

[
1− e(−m′γ̇′)

]
(2.44)

O parâmetro adimensional m′ = mγ̇c ajusta o modelo de forma a recuperar o compor-

tamento da função Herschel-Bulkley tradicional. A Figura (2.2) mostra um gráfico da variação

de τ ′/τ ′0 em função da taxa de deformação adimensional γ̇′. É apresentado o comportamento do

modelo Papanastasiou modificado, em função do parâmetro m′, e os resultados obtidos com os

modelos modificado e tradicional em função dos parâmetros adimensionais τ ′0 e n.

Observa-se que para baixas taxas de deformação γ̇′ são necessários valores de m′ cada

vez maiores. Contudo, a utilização de m′ muito grande dificulta a convergência numérica. Logo,

o presente trabalho utiliza um valor mı́nimo para m′, m′ = 1000, e garante que o escoamento

esteja na faixa de γ̇′ correspondente de tal forma a recuperar os resultados obtidos pelo modelo

tradicional.
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Figura 2.2: Variação da tensão em função da taxa de deformação e do parâmetro m′, para os modelos de

Herschel-Bulkley tradicional e Papanastasiou modificado.

As condições de contorno hidrodinâmicas e térmicas também são apresentadas nas

formas adimensionais.

• Condições de contorno hidrodinâmicas:

1 −→ u′(r′, 0) = ū′ , v′(r′, 0) = 0

2 −→ ∂u′

∂r′
(0, x′) = 0, v′(0, x′) = 0

3 −→ u′(1, x′) = v′(1, x′) = 0

4 −→ u′ · ∇u′ = 0

• Condições de contorno térmicas:

• para a condição de contorno de temperatura uniforme:

1 −→ Θ(r′, 0) = 1
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2 −→ ∂Θ

∂r′
(0, x′) = 0

3 −→ Θ(1, x′) = 0

4 −→ ∂Θ

∂x′ (r
′, L′) = 0

• para a condição de contorno de fluxo de calor uniforme:

1 −→ Φ(r′, 0) = 0

2 −→ ∂Φ

∂r′
(0, x′) = 0

3 −→ ∂Φ

∂r′
(1, x′) = 1

4 −→ ∂Φ

∂x′ (r
′, L′) = 0

• para a condição de gradiente de temperatura constante:

1 −→ Θ(r′, 0) = 1

2 −→ ∂Θ

∂r′
(0, x′) = 0

3 −→ ∂Θw

∂x′ (1, x
′) =

R dTw

dx

Tin − Twin

= Ψ

4 −→ ∂Θ

∂x′ (r
′, L′) = 0

2.5 Número de Nusselt

O coeficiente de transferência de calor h é calculado a partir da hipótese de conservação

da energia aplicada à parede do tubo. Em qualquer posição axial o fluxo de calor na parede qw é

obtido aplicando-se a lei de Fourier ao fluido. A aplicação dessa lei, apresentada na Equação

(2.45), é adequada porque não há movimento do fluido na parede e a transferência de energia

ocorre apenas por condução.
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A Equação (2.45) combinada a lei de Newton do resfriamento, Equação (2.46), conduz

à expressão utilizada no cálculo do coeficiente de transferência de calor. Na Equação (2.46), o

termo Tb é a temperatura média ou ”bulk” que é calculada conforme apresentado na Equação

(2.47).

Aplicando a conservação da energia é obtida a Equação (2.48) para o coeficiente de

transferência de calor h. Multiplicando a Equação (2.48) pelo diâmetro D é obtida a expressão

para o número de Nusselt, como mostra a Equação (2.49). Esta formulação do número de Nusselt,

Equação (2.49), é aplicada à condição de contorno de gradiente constante de temperatura na parede

e os resultados obtidos devem ser devidamente interpretados quando Tb se aproxima de Tw.

qw = −k
∂T

∂r
(R, x) (2.45)

qw = h (Tb − Tw) (2.46)

Tb =
2

ūR2

∫ R

0

uTrdr (2.47)

h (Tb − Tw) = −k
∂T

∂r
(R, x)

h =
−k ∂T

∂r
(R, x)

Tb − Tw

(2.48)

hD

k
= Nu =

−D ∂T
∂r
(R, x)

Tb − Tw

(2.49)

A transferência de calor na região de entrada pode ser analisada de uma maneira global

por meio do número de Nusselt médio, Nu, conforme apresentado na Equação (2.50).
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Nu =
1

x′

∫ x′

0

Nudx′ (2.50)

A forma adimensional para a temperatura de bulk e o número de Nusselt em função dos

adimensionais são apresentados nas Equações (2.51), (2.52) (2.53) e (2.54) para as três condições

de contorno térmicas para a parede.

• para a condição de contorno de temperatura uniforme e gradiente de temperatura constante:

Θb =
2

ū′

∫ 1

0

u′Θr′dr′ (2.51)

Nu(x′) =
−2∂Θ

∂r′
(1, x′)

Θb(x′)−Θw(x′)
(2.52)

• para a condição de contorno de fluxo de calor uniforme:

Φb =
2

ū′

∫ 1

0

u′Φr′dr′ (2.53)

Nu(x′) =
−2 ∂Φ

∂r′
(1, x′)

Φb(x′)− Φw(x′)
(2.54)



Capı́tulo 3

Formulação Numérica

O método numérico utilizado é o de elementos finitos com aproximação de Galerkin.

Neste método, as variáveis são representadas em termos de funções de base previamente conheci-

das, como mostra a Equação (3.1).

u =
∑n

j=1 Ujϕj ; v =
∑n

j=1 Vjϕj ; p =
∑m

j=1 Pjχj ; T =
∑m

j=1 Tjχj
(3.1)

As Funções base biquadráticas (ϕj) são usadas para representar o campo de veloci-

dades. As funções descontı́nuas lineares (χj) são utilizadas para discretizar os campos de pressão

e temperatura.

Assim, aparecem como variáveis do problema os coeficientes de expansão, como

mostra a Equação (3.2).

C = [ Uj Vj Pj Tj
]T (3.2)

Como todas as variáveis são representadas em termos das funções de base, o sistema

de equações diferenciais parciais se reduz a um sistema algébrico de equações. Os métodos ite-

rativos de Picard e Newton são utilizados para resolver o sistema algébrico de equações, sendo os
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coeficientes de expansão as variáveis que são calculadas. Este problema constitui um sistema de

equações não lineares com uma matriz esparsa.

A escolha do método iterativo depende da simulação em processo. Em todos os casos

é adotado um vetor resı́duo de 10−8 para considerar a solução convergida.

A malha utilizada é composta por elementos retangulares de nove nós. É feito um

refinamento axial a partir da entrada do domı́nio e também próximo a parede ao longo de toda a

malha.

São Utilizados softwares comerciais para resolver e analisar as equações descritas no

Capı́tulo (2). O Gambit é usado para a construção da geometria e para gerar a malha. No Polydata

são inseridos os parâmetros fı́sicos do escoamento e definidos os métodos numéricos de resolução

das equações. Após a modelagem feita no Polydata, o problema é resolvido pelo processador

PolyFlow 3.11.0 [19]. Por fim, o CFX Post 11.1 [20] é utilizado no pós processamento dos

resultados.

3.1 Teste de Malha

O teste de malha é feito a partir da análise do produto fRe e de comparações com

soluções exatas para o número de Nusselt na região desenvolvida do escoamento.

Utilizando o número de Reynolds generalizado proposto por Soares et. al. [14],

Equação (2.34), e a definição do fator de atrito f , Equação (3.3), é obtida a expressão para o

produto fRe na região desenvolvida do escoamento cujo resultado é igual a 64 para qualquer

fluido e independente da geometria, conforme mostra a Equação (3.4). Reescrevendo o número de

Reynolds:

Re =
8ρū2

τc
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onde τc = −dp

dx

D

4
é a tensão na parede do tubo para a região desenvolvida do escoamento. O fator

de atrito é definido:

f =
−dp

dx
D

1

2
ρu2

(3.3)

fRe =
−16

dp

dx
D

τc
= 64 (3.4)

O procedimento utilizado no teste de malha consiste na comparação entre a solução

numérica do produto fRe na parede para a região desenvolvida e a solução analı́tica, ou seja

fRe = 64. O resultado numérico é obtido tendo como base o valor da tensão na parede que, ao

invés de ser calculada como simplesmente uma função do gradiente de pressão na região desen-

volvida, é obtida a partir do cálculo do tensor taxa deformação e a sua respectiva intensidade. Em

seguida, aplica-se o valor da tensão na parede calculado numericamente na Equação (3.4) para

comparar-se ao valor exato do produto fRe.

Outro teste de malha é feito a partir de uma comparação entre os números de Nusselt

para a região desenvolvida do escoamento e alguns casos cujas soluções exatas são conhecidas.

O escoamento de fluidos newtonianos sob as condições de temperatura e fluxo de calor uniforme

resultam em Nu = 3.66 e Nu = 4.36, respectivamente. O Nusselt para fluidos power-law sob a

condição de fluxo de calor uniforme é obtido por meio da Equação (3.5) apresentada por Burmeis-

ter [21].

Nu =
8(3n+ 1)(5n+ 1)

1 + 12n+ 31n2
(3.5)

A Tabela (3.1) apresenta algumas malhas utilizadas no teste de malha, onde L′ = L/R

é o comprimento adimensional da malha. As malhas possuem refinamento por zonas, sendo mais

refinadas próximo a entrada e próximo a parede ao longo do comprimento.
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Tabela 3.1: Especificações das malhas utilizadas no teste de malha.

L′ no de elementos no de nós

malha1 250 16000 32562

malha2 250 46250 94452

malha3 2500 41250 84252

malha4 2500 53250 108732

As Tabelas (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) apresentam as soluções exatas e numéricas dos

parâmetros fRe e Nu e o erro percentual entre estes parâmetros para vários fluidos. O erro per-

centual é definido na Equação (3.6).

Erro =
(V alorexato − V alornumerico)

V alorexato
(3.6)

Tabela 3.2: Teste de malha com fluido newtoniano, Tw uniforme.

fReexato fRe Erro fRe% Nuexato Nu Erro Nu%

malha1 64 63,71 0,45 3,66 3,68 0,55

malha2 64 63,98 0,03 3,66 3,67 0,27

malha3 64 63,89 0,17 3,66 3,67 0,27

malha4 64 63,98 0,03 3,66 3,67 0,27
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Tabela 3.3: Teste de malha com fluido newtoniano, qw uniforme.

fReexato fRe Erro fRe% Nuexato Nu Erro Nu%

malha1 64 63,71 0,45 4,36 4,37 0,23

malha2 64 63,98 0,03 4,36 4,36 -

malha3 64 63,89 0,17 4,36 4,37 0,23

malha4 64 63,98 0,03 4,36 4,37 0,23

Tabela 3.4: Teste de malha com fluido power-law, n = 0.3, qw uniforme.

fReexato fRe Erro fRe% Nuexato Nu Erro Nu%

malha1 64 63,89 0,17 5,14 5,16 0,39

malha2 64 63,99 0,02 5,14 5,15 0,19

malha3 64 63,95 0,08 5,14 5,15 0,19

malha4 64 63,99 0,02 5,14 5,15 0,19

Tabela 3.5: Teste de malha com fluido Herschel-Bulkley, n = 0.3 e τ ′0 = 0.7.

fReexato fRe Erro fRe%

malha1 64 63,87 0,20

malha2 64 63,99 0,02

malha3 64 63,96 0,06

malha4 64 63,99 0,02

A partir da análise do erro percentual são selecionadas as malhas malha2 e malha4.

Os resultados apresentados nas Tabelas (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) mostram que o refinamento das

ma-lhas reduz o erro percentual entre os valores exatos e numéricos dos parâmetros do teste.
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Observa-se que o fRe é mais influenciado pelo refinamento do que o número de Nusselt. Esta

maior influência é em razão da forte dependência deste parâmetro em relação a tensão carac-

terı́stica, cuja precisão está relacionada ao refinamento da malha próximo a parede do tubo. Os

resultados são obtidos com valores de Peclet, Pe = 50 e Pe = 500. A malha2 é utilizada no

casos com Pe = 50 e possui um comprimento suficiente para que o escoamento alcance o de-

senvolvimento hidrodinâmico e térmico. Nos casos com Pe = 500 é utilizada a malha4 que,

analogamente a malha2, atende as condições necessárias ao desenvolvimento do escoamento.



Capı́tulo 4

Resultados

4.1 Resultados Para a Condição de Contorno de Temperatura

e Fluxo de Calor Uniformes

4.1.1 Comparação com os Resultados de Soares et al. [1]

Nesta seção são apresentadas comparações com alguns resultados da literatura para as

condições de contorno de temperatura e fluxo de calor uniformes. Primeiramente é confrontado

o resultado para um perfil de velocidade adimensional na região completamente desenvolvida de

um fluido de Herschel-Bulkley. Na Figura (4.1) os sı́mbolos são usados para representar a solução

numérica do presente trabalho e os dados obtidos a partir do trabalho de Soares et. al. [1] e a linha

contı́nua mostra a solução exata para este perfil de velocidade, obtida por meio das Equações (4.1)

e (4.2).

As Equações (4.1) e (4.2) são as expressões analı́ticas do perfil de velocidade de

Herschel-Bulkley para o escoamento desenvolvido em tubos.
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para r ≤ R0:

vx(r) =
n

n+ 1

(−dp/dx)1/n

(2K)1/n
R1/(n+1)(1− τ ′0)

1/(n+1) (4.1)

para r > R0:

vx(r) =
n

n+ 1

(−dp/dx)1/n

(2K)1/n
R1/(n+1)

[
(1− τ ′0)

1/(n+1) −
( r

R
− τ ′0

)1/(n+1)
]

(4.2)

onde R0 é o raio onde a tensão de escoamento se iguala a tensão limite de escoamento, τ0, e é

expresso como R0 = 2τ0 /(−dp/dx).

Figura 4.1: Comparação do perfil de velocidade.

A Figura (4.1) mostra que a solução numérica obtida no presente trabalho concorda

melhor com a solução exata para o perfil de velocidade. Observa-se que diferença entre os resul-
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tados do presente trabalho e do trabalho de Soares et. al. [1] está relacionada a erros no gradiente

de velocidade. O grau de refinamento das malhas é o fator que, provavelmente, justifica essa

diferença.

O número de Reynolds representado por Re∗, Equação (4.3), é definido conforme o

trabalho de Soares et. al. [1].

Re∗ =
ρūD

ηc
(4.3)

As Figuras (4.2) e (4.3) apresentam uma comparação com os perfis de temperatura

adimensionais obtidos por Soares et. al. [1] para as condições de contorno de temperatura e

fluxo de calor uniformes. Nota-se uma boa concordância tanto no caso da condição de contorno

de temperatura uniforme quanto no caso de fluxo de calor uniforme.

Figura 4.2: Comparação do perfil de temperatura - Tw uniforme.

O número de Nusselt é comparado ao longo da região de entrada para as condições
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de contorno de temperatura e fluxo de calor uniformes. A partir da análise das Figuras (4.4) e

(4.5), observa-se que há melhor concordância entre os resultados para fluidos com menores tensões

limite de escoamento, τ ′0, e maiores ı́ndices power law, n, ou seja, aqueles que se aproximam do

comportamento newtoniano, τ ′0 = 0 e n = 1. Além disso, percebe-se o mesmo comportamento

qualitativo, enquanto que, quantitativamente, o presente trabalho apresenta valores maiores para o

número de Nusselt quando comparado aos valores apresentados por Soares et. al. [1].

Nota-se que a diferença entre os resultados está relacionada ao aumento das não li-

nearidades, uma vez que o afastamento entre os resultados do presente trabalho e do trabalho de

Soares et. al. [1] acontece nesse sentido. Nos casos com τ ′0 = 0, 7 e n = 0, 3, ocorre a maior

diferença entre os resultados. A partir da análise do perfil de velocidade na região completamente

desenvolvida, Figura (4.1), torna-se evidente que o erro entre as soluções para o número de Nusselt

é decorrente da diferença entre os gradientes de velocidade.

Figura 4.3: Comparação do perfil de temperatura - qw uniforme.
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Figura 4.4: Comparação do número de Nusselt - Tw uniforme.

Figura 4.5: Comparação do número de Nusselt - qw uniforme.
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As Tabelas (4.1) e (4.2) apresentam uma comparação entre os resultados para a região

desenvolvida do escoamento. O valor da diferença percentual entre o número de Nusselt do pre-

sente trabalho e o apresentado por Soares et. al. [1] é mostrado e as Tabelas (4.1) e (4.2) confirmam

que esta diferença aumenta a medida em que há o afastamento da condição de fluido newtoniano.

Tabela 4.1: Comparação do número de Nusselt para a região desenvolvida, x′/Pe = 0.4, Re∗ = 10,

Pe = 50 e Tw uniforme.

Nupres. trab. NuSoares et. al. [1] Dif. percent. Nu%

n = 1 τ ′0 = 0, 3 3,94 3,80 0,25

n = 0, 3 τ ′0 = 0, 3 4,58 4,53 0,88

n = 1 τ ′0 = 0, 7 4,77 4,69 1,47

n = 0, 3 τ ′0 = 0, 7 5,19 5,00 3,66

Tabela 4.2: Comparação do número de Nusselt para a região desenvolvida, x′/Pe = 0.4, Re∗ = 10,

Pe = 50 e qw uniforme.

Nupres. trab. NuSoares et. al. [1] Dif. percent. Nu%

n = 1 τ ′0 = 0, 3 4,70 4,70 0,00

n = 0, 3 τ ′0 = 0, 3 5,59 5,54 0,89

n = 1 τ ′0 = 0, 7 5,86 5,77 1,54

n = 0, 3 τ ′0 = 0, 7 6,61 6,3 4,69
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4.2 Resultados Para a Condição de Contorno de Gradiente de

Temperatura Constante

Nesta seção são apresentados os resultados para a condição de contorno de gradiente

de temperatura constante. Inicialmente estuda-se a região completamente desenvolvida e, posteri-

ormente, a região do escoamento em desenvolvimento.

4.2.1 Escoamento Desenvolvido

A Figura (4.6) apresenta o perfil de velocidade adimensional de vários fluidos para a

região de escoamento desenvolvido. As linhas representam as soluções analı́ticas e os sı́mbolos as

soluções obtidas numericamente para o perfil de velocidade. Quanto a influência dos parâmetros

reológicos observa-se que o aumento da tensão limite de escoamento adimensional, τ ′0, e a redução

do ı́ndice power law, n, provocam o achatamento do perfil, aumentando os gradientes próximos a

parede. O aumento do gradiente de velocidade, devido as maiores taxas de deformação, conduz ao

aumento do coeficiente de transferência de calor, h.

Em relação ao erro entre a solução numérica e a exata, Equação (3.6), a Figura (4.7)

mostra o erro percentual para o perfil de velocidade de um fluido de Herschel-Bulkley com n =

0, 3 e τ ′0 = 0, 7. O escoamento próximo a parede é fortemente influenciado pelos parâmetros

reológicos e, como esperado, apresenta um erro percentual maior comparando-se a região central

do escoamento. Observa-se que, no caso mais crı́tico, o erro máximo é de aproximadamente 0, 2%.

Portanto, o resultado numérico para o perfil de velocidade na região desenvolvida é satisfatório.
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Figura 4.6: Perfil de velocidade para o escoamento desenvolvido - exato e numérico.

Figura 4.7: Erro percentual entre o perfil de velocidade exato e numérico para o escoamento desenvolvido
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A Figura (4.8) mostra o perfil de temperatura adimensional de vários fluidos para a

região de escoamento desenvolvido. O perfil de temperatura adimensional para fluido newtoniano

é o mais uniforme, apresentando a menor variação ao longo do raio adimensional, r′. Neste caso,

nota-se o menor gradiente de temperatura próximo a parede, o que indica menos calor transferido e,

consequentemente, um menor coeficiente de tranferência de calor, quando comparado aos fluidos

não newtonianos apresentados.

Figura 4.8: Perfil de temperatura para o escoamento desenvolvido.

4.2.2 Escoamento em Desenvolvimento

As Figuras (4.9), (4.10) e (4.11) mostram os perfis de velocidade adimensionais ao

longo da região de entrada do escoamento.
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Figura 4.9: Perfis de velocidade para fluido newtoniano.

Figura 4.10: Perfis de velocidade para fluido de Bingham.
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Figura 4.11: Perfis de velocidade para fluido de Herschel-Bulkley.

O fluido newtoniano é o que apresenta o maior comprimento de desenvolvimento.

Conforme mostra a Figura (4.9), o perfil de velocidade é praticamente uniforme próximo a entrada,

x′ = 0, 1, e alcança o desenvolvimento hidrodinâmico em, aproximadamente, x′ = 2. No caso dos

fluidos de Bingham e Herschel-Bulkley, Figuras (4.10) e (4.11), respectivamente, observa-se que

a forma do perfil se altera bem pouco em relação a condição uniforme da entrada e o comprimento

de desenvolvimento é menor e é alcançado em, aproximadamente, x′ = 1.

As Figuras (4.12) e (4.13) mostram os perfis de temperatura adimensionais para um

fluido de Herschel-Bulkley sob a condição de contorno de gradiente de temperatura constante com

Ψ = 0.0035 e Ψ = 0.014, respectivamente. O desenvolvimento térmico do escoamento é influenci-

ado pelo parâmetro Ψ. No caso de Ψ = 0, 0035, Figura (4.12), o comprimento de desenvolvimento

térmico é maior do que para Ψ = 0, 014, Figura (4.13). Investiga-se, na próxima seção, a influência

de Ψ e a mudança de comportamento do perfil de temperatura adimensional.
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Figura 4.12: Perfis de temperatura para fluido de Herschel-Bulkley - Ψ = 0.0035.

Figura 4.13: Perfis de temperatura para fluido de Herschel-Bulkley - Ψ = 0.014.
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4.2.3 Número de Nusselt

Nesta seção são apresentados e discutidos os resultados para o número de Nusselt sob

a condição de contorno de gradiente de temperatura constante.

Ao analisar o escoamento de um fluido submetido, ora à condição de contorno de tem-

peratura uniforme, ora à condição de fluxo de calor uniforme, observa-se que o número de Nusselt

para a condição de temperatura uniforme é menor do que o para a de fluxo de calor uniforme.

Logo, a condição de contorno na parede é determinante no estudo do número de Nusselt. No

caso da condição de contorno de gradiente de temperatura constante, o parâmetro Ψ influencia o

comportamento do número de Nusselt ao longo do escoamento.

Na Figura (4.14) é mostrado o desenvolvimento de um escoamento com fluido newto-

niano, considerando Ψ > 0. A Figura apresenta a evolução do perfis de temperatura adimensionais,

θp, onde θp = θ/θw. A temperatura em cada perfil é expressa por θp = 1 + 0, 0625 x ∆x′ e a tem-

peratura adimensional, θ, é obtida no gráfico em função de ∆x′, que é a diferença entre as posições

do ponto analisado e do ponto de origem do perfil, e em função de θw, conforme mostra a Figura

(4.14).

Além disso, a análise da região de entrada é descrita por meio do desenvolvimento das

temperaturas adimensionais na parede e de ”bulk”, θw(x) e θb(x), da derivada da temperatura adi-

mensional ao longo da parede, dθ/dr, e do número de Nusselt, Nu. Em todos os casos onde Ψ > 0

é observado a mudança no comportamento do perfil de temperatura adimensional a medida em que

o escoamento evolui pela região de entrada. Isto é devido a mudança no sentido da transferência

de calor que, em um primeiro momento, acontece do fluido para a parede, ou seja, o fluido perde

calor, e, em um segundo momento, acontece da parede para o fluido, ou seja, o fluido recebe calor.

O momento em que ocorre a mudança no sentido da transferência de calor é definido no presente

trabalho como um ponto crı́tico onde, momentaneamente, não há transmissão de calor.
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Figura 4.14: Desenvolvimento dos perfis de temperatura para fluido newtoniano - Ψ > 0.

O modelo adotado para o número de Nusselt deve ser devidamente interpretado quando

aplicado aos casos em que Ψ > 0, ou seja, quando há o ponto crı́tico. Observa-se na Figura (4.14)

que este modelo não descreve corretamente o comportamento do escoamento. Em, aproximada-

mente, x′ = 15, nota-se que dθ/dr = 0, ou seja, pela Equação (2.52) tem-se Nu = 0. A de-

scontinuidade da curva acontece quando o número de Nusselt tende ao infinito negativamente e

positivamente. Exatamente na posição em que há o ponto critico, nota-se que dθ/dr é não nulo e

as temperaturas da parede e do fluido se igualam. Logo, em congruência à Equação (2.52), o Nu
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apresenta o comportamento observado na Figura (4.14).

É claro que o comportamento da curva de Nusselt, quando Ψ > 0, não é fı́sico, pois

em nenhum momento o número de Nusselt tende ao infinito, pelo contrário, por não haver trans-

ferência de calor no ponto crı́tico o valor do número de Nusselt é zero.

Figura 4.15: Desenvolvimento dos perfis de temperatura para fluido newtoniano - Ψ < 0.

A Figura (4.15) apresenta o desenvolvimento de um escoamento com fluido newtoni-

ano. São considerados os mesmos parâmetros da Figura (4.14), porém com Ψ < 0. Observa-se

que na entrada a temperatura do fluido é maior do que a temperatura da parede. A temperatura da

parede decresce linearmente ao longo do escoamento e, consequentemente, o fluido perde calor.

Quando o escoamento alcança a condição de totalmente desenvolvido, a diferença entre as tem-

peraturas do fluido e da parede tende a um valor constante. Este comportamento é esperado pois

garante o balanço de energia entre o fluido e o contorno, ou seja, a quantidade de energia que deixa

o fluido é igual a que entra no contorno. Como não há geração e nem acúmulo de energia, tem-se



68

um fluxo de calor constante devido a diferença de temperaturas entre o fluido e a parede na região

desenvolvida. Este fluxo de calor constante faz com que o número de Nusselt para a condição

de contorno de gradiente de temperatura constante seja, na região desenvolvida do escoamento, o

mesmo valor obtido quando é considerada a condição de contorno de fluxo de calor uniforme.

As curvas do número de Nusselt, apresentadas nas Figuras (4.14) e (4.15), mostram

que Nu = 4, 36 na região desenvolvida do escoamento com fluido newtoniano, que é exatamente

o valor do número de Nusselt completamente desenvolvido para o caso da condição de contorno

de fluxo de calor uniforme.
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4.2.3.1 Solução Exata de Kays [12] Para o Caso Newtoniano Hidrodinamicamente Desen-

volvido

Kays [12] apresenta uma solução exata para o número de Nusselt ao longo da região

de entrada de tubos sob efeito do gradiente constante de temperatura na parede. Em sua análise, o

autor considera o escoamento de fluido newtoniano hidrodinamicamente desenvolvido e termica-

mente em desenvolvimento. As Figuras (4.16) e (4.17) mostram uma comparação entre as soluções

para o número de Nussselt obtido no presente trabalho e as soluções exatas de Kays [12] para o

caso newtononiano.

A consideração de escoamento hidrodinamicamente desenvolvido faz com que o número

de Nusselt seja menor próximo a entrada do tubo, quando comparado ao caso que considera o

desenvolvimento hidrodinâmico e térmico. Após o desenvolvimento hidrodinâmico em, aproxi-

madamente, x′ = 1, as soluções do presente trabalho e as obtidas por Kays [12] concordam bem,

como mostram as Figuras (4.16) e (4.17).

A Figura (4.16) aborda o caso em que Ψ> 0. A solução de Kays recuperou exatamente

o comportamento do número de Nusselt. Observa-se que há o ponto crı́tico e, desta forma, a

solução perde o significado fı́sico, como mencionado por Kays [12] em seu trabalho.

A Figura (4.17) apresenta a solução para o caso em que Ψ< 0. Mais uma vez a solução

analı́tica apresentada Kays [12] recuperou os resultados obtidos no presente trabalho.
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Figura 4.16: Comparação com a solução de Kays [12] - Ψ > 0.

Figura 4.17: Comparação com a solução de Kays [12] - Ψ < 0.
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4.2.3.2 Efeito da Condição de Contorno Sobre o Número de Nusselt

As Figuras (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) e (4.22) mostram o número de Nusselt ao longo

da região de entrada para as condições de contorno de temperatura e fluxo de calor uniformes e

gradiente de temperatura constante, dTw/dx. A condição de gradiente de temperatura constante é

analisada por meio do parâmetro Ψ, que é o número adimensional para esta condição de contorno.

A partir da análise das Figuras observa-se que o número adimensional para a condição

de contorno gradiente de temperatura constante, Ψ, influencia diretamente o comportamento do

escoamento. Quanto menor o valor do parâmetro Ψ, mais para a direita encontra-se o ponto crı́tico,

que é o ponto onde ocorre a descontinuidade na curva do número de Nusselt e, além disso, nota-se

que o número de Nusselt para a condição de escoamento desenvolvido é alcançado em um maior

comprimento, x′, quando comparado aos escoamentos sujeitos a valores maiores de Ψ.

Figura 4.18: Nu(x′) para fluido power-law, n = 0.3.

Observa-se a existência de dois patamares bem definidos. Antes do ponto crı́tico, as
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curvas de Nusselt para a condição de dTw/dx = cte tendem a se comportar de acordo com a

condição Tw = cte. Após o ponto critico, as curvas tendem a condição de qw = cte.

Na região próxima da entrada há uma troca de calor mais acentuada, caracterizada

pelo maior coeficiente de convecção. Além disso, o gradiente de temperatura na parede é bem

menor do que o gradiente de temperatura observado no fluido. Em outras palavras, apesar de a

temperatura da parede variar muito pouco na região próxima da entrada, há uma grande variação

de temperatura no fluido. Logo, o comportamento do escoamento é quase análogo ao caso da

condição de temperatura constante na parede. Por outro lado, ao afastar-se da entrada, região após

o ponto crı́tico e próxima a condição de escoamento desenvolvido, observa-se que a diferença entre

os gradientes de temperatura na parede e no fluido tendem a um valor constante, o que caracteriza

um comportamento próximo ao observado no caso da condição de contorno de fluxo de calor

constante.

Figura 4.19: Nu(x′) para fluido de Bingham, τ ′0 = 0.3.
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Figura 4.20: Nu(x′) para fluido de Bingham, τ ′0 = 0.7.

Figura 4.21: Nu(x′) para fluido de Herschel-Bulkley, n = 0.3 e τ ′0 = 0.3.
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Figura 4.22: Nu(x′) para fluido de Herschel-Bulkley, n = 0.3 e τ ′0 = 0.7.

4.2.3.3 Efeito dos Parâmetros Reológicos Sobre o Número de Nusselt

As Figuras (4.23) e (4.24) apresentam a variação do número de Nusselt ao longo do

comprimento adimensional, x′, para várias combinações dos parâmetros reológicos n e τ ′0 . O

ponto onde as temperaturas da parede e do fluido se igualam, denominado de ponto crı́tico pelo

presente trabalho, também é influenciado pelos parâmetros reológicos. As Figuras (4.23) e (4.24)

mostram que para as condições de escoamento de Re = 10, Pe = 50 e Ψ = 0, 007, o ponto crı́tico

fica delimitado entre, aproximadamente, x′ = 20 e x′ = 40.



75

Figura 4.23: Influência dos parâmetros reológicos sobre o Nu(x′), n = 0.3 e 1.0 e τ ′0 = 0 e 0.3.

A redução do parâmetro n e o aumento do τ ′0 evidenciam os efeitos viscoplásticos

nos fluidos, o que difere o comportamento destes em relação aos fluidos newtonianos, quando em

escoamento. O fluido de Herschel-Bulkley com n = 0, 3 e τ ′0 = 0, 7 é o que apresenta o maior valor

para o número de Nusselt ao longo do escoamento pela região de entrada. Por outro lado, o fluido

newtoniano é o que apresenta o menor valor para o número de Nusselt. À medida que os fluidos

se afastam do comportamento newtoniano, observa-se o achatamento do perfil de velocidade e,

desta forma, há um aumento dos gradientes de velocidade próximos a parede, elevando o valor do

coeficiente de transferência de calor e, consequentemente, o número de Nusselt. A Figura (4.25)

mostra o Nusselt completamente desenvolvido, Nufd, em função dos parâmetros reológicos n e

τ ′0. Os resultados obtidos numericamente estão representados pelos sı́mbolos, enquanto que as

curvas resultam de uma aproximação polinomial. A leitura aproximada do Nufd para casos que

não foram obtidos numericamente se torna possı́vel por meio da análise da Figura (4.25).
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Figura 4.24: Influência dos parâmetros reológicos sobre o Nu(x′), n = 0.3 e 1.0 e τ ′0 = 0.3 e 0.7.

Figura 4.25: Número de Nusselt para o escoamento completamente desenvolvido.
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4.2.3.4 Influência dos Adimensionais Reynolds e Peclet Sobre o Número de Nusselt

A Tabela (4.3) mostra o número de Nusselt, Nu, e o Nusselt médio, Nu, para fluidos

newtonianos ao longo do comprimento de entrada, expressos em função de x′ com Re = 10 e

Pe = 50. Nos casos cujas condições de contorno são Tw = cte e qw = cte, nota-se que em

x′ = 10 os escoamentos estão completamente desenvolvidos. Observa-se que, quantitativamente,

para as condições de contorno são Tw = cte e qw = cte, o número de Nusselt para o escoamento

completamente desenvolvido, Nufd, é menor do que o Nusselt médio do respectivo escoamento.

Enquanto Nu = 4, 18, o Nufd = 3, 67 para a condição de contorno de Tw = cte, e para a condição

de contorno de qw = cte nota-se que Nu = 5, 20 e Nufd = 4, 36. Kays [12] apresenta o Nusselt

médio para o escoamento hidrodinamicamente desenvolvido e termicamente em desenvolvimento.

Em x′ = 10, Kays [12] mostra que o Nufd = 3, 66 e Nu = 4, 16 para a condição de contorno de

Tw = cte.

Quando se observam os casos sujeitos a condição de gradiente de temperatura cons-

tante, dTw/dx = cte, nota-se que não há dependência do Nufd em relação ao parâmetro Ψ pois

Nufd = 4, 36 em todos os casos. Porém, o Nu cresce à medida em que o valor de Ψ aumenta (em

módulo) sendo, portanto, uma função deste parâmetro. Analisando-se a Tabela (4.3) observa-se

que, para Ψ = −0, 0035, o Nu = 4, 12 e o Nufd = 4, 36 e para Ψ = −0, 056, o Nu = 4, 38 e o

Nufd = 4, 36. Logo, conclui-se que, diferente dos casos das condições de contorno são Tw = cte

e qw = cte, o Nu pode ser maior ou menor do que o Nufd, dependendo do valor do parâmetro

térmico Ψ.

A Tabela (4.4) apresenta o Nu para os escoamentos com Re = 10 e Pe = 500.

Comparando aos resultados apresentados na Tabela (4.3) para os casos sujeitos a Tw = cte e

qw = cte, observa-se que o comprimento necessário ao desenvolvimento do escoamento aumenta

com Pe = 500. A Figura (4.26) mostra uma comparação do número de Nusselt entre os fluidos
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newtonianos com Pe = 50 e Pe = 500. Conclui-se que a região de entrada é afetada pelo número

de Peclet, o que justifica o maior valor do Nu para os casos sujeitos a Pe = 500.

Tabela 4.3: Número de Nusselt médio para fluidos newtonianos com Re = 10 e Pe = 50.
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Tabela 4.4: Número de Nusselt médio para fluidos newtonianos com Re = 10 e Pe = 500.
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Figura 4.26: Nu(x′) para fluido newtoniano, Tw = cte e qw = cte, Re = 10, Pe = 50 e Pe = 500.

Figura 4.27: Nu(x′) para fluido newtoniano, Ψ = −0, 014 , Re = 10, Pe = 50 e Pe = 500.
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Os resultados para a condição de dTw/dx = cte apresentam um comportamento sim-

ilar sendo maior o Nusselt médio para os casos com Pe = 500 em relação aos escoamentos com

Pe = 50. A Figura (4.27) mostra uma comparação entre os escoamentos sujeitos a Ψ = −0, 014,

com Pe = 50 e Pe = 500. Nota-se que o Nu para caso com Pe = 500 é maior ao longo da região

de entrada e, consequentemente, o Nu é maior, conforme se observa na Tabela (4.4).

A Tabela (4.5) apresenta os valores de Nufd para as condições de Tw = cte, qw =

cte e dTw/dx = cte. Além disso é mostrado o comprimento térmico adimensional de entrada,

X ′
fd, para as condições de escoamento de Pe = 50 e Pe = 500. Nota-se que nos casos cujas

condições de contorno são Tw = cte e qw = cte, o X ′
fd para os escoamentos com Pe = 500

são aproximadamente 10 vezes maiores do que os escoamentos com Pe = 50. Nos casos com

dTw/dx = cte, os escoamentos com Pe = 500 são de 7 a 8 vezes maiores do que os escoamentos

com Pe = 50.

O comprimento térmico adimensional de entrada, X ′
fd, em função do grupo adimen-

sional Ψ, para Pe = 50 e Pe = 500, são mostrados nas Figuras (4.28) e (4.29), respectivamente.

O critério utilizado para definir o X ′
fd considera que o escoamento alcança a condição desen-

volvida quando a variação percentual do número de Nusselt é menor do que 1% em relação ao

valor do Nusselt completamente desenvolvido. O comportamento descrito pelas Figuras pode ser

compreendido analisando-se a Equação (2.28) que define o grupo adimensional Ψ.

Considerando-se que o aumento no valor de Ψ é devido ao incremento no valor de

dTw/dx, mantendo a diferença entre Tin e Twin constante, observa-se que o X ′
fd diminui. Como a

variação da temperatura na parede ao longo do comprimento é maior, quanto maior o dTw/dx, a

transferência de calor entre a parede e o fluido é intensificada, antecipando a condição de equilı́brio

térmico e, consequentemente, reduzindo o X ′
fd. Por outro lado, se o valor de dTw/dx é baixo as

trocas de calor acontecem gradativamente e a condição de equilı́brio térmico é alcançada em um

comprimento de entrada X ′
fd maior. No caso em que o aumento no valor de Ψ é devido a redução
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da diferença entre Tin e Twin, mantendo dTw/dx constante, percebe-se que quanto mais próximas

as temperaturas do fluido e da parede na entrada do tubo, mais rápido será atingida a condição de

equilı́brio térmico.
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Tabela 4.5: Número de Nusselt e o comprimento térmico adimensional de entrada.
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Figura 4.28: Comprimento térmico adimensional de entrada em função do parâmetro Ψ, Pe = 50.

Figura 4.29: Comprimento térmico adimensional de entrada em função do parâmetro Ψ, Pe = 500.
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As Figuras (4.30) e (4.31) mostram a influência do número de Reynolds no escoa-

mento. Observa-se que o número de Nusselt do escoamento é maior na entrada com Re = 500

do que com Re = 10, considerando os mesmos parâmetros reológicos. Após o desenvolvimento,

o número de Reynolds não influencia o escoamento, como esperado. Além disso, nota-se que a

diferença no Nusselt próximo a entrada é maior a medida em que os fluidos se aproximam do com-

portamento newtoniano. Logo, pode-se concluir que a influência do número de Reynolds é maior

no escoamento dos fluidos newtonianos, quando comparado aos fluidos viscoplásticos.

A análise da Figura (4.32) mostra que o número de Peclet exerce uma forte influência

sobre o escoamento. Observa-se que o aumento do Pe implica o crescimento do Nu em todo

comprimento axial. Além disso, nota-se o aumento no comprimento de desenvolvimento térmico

do escoamento.

Figura 4.30: Influência do número de Reynolds sobre o Nu(x′) para fluidos de Herschel-Bulkley, τ ′0 = 0.7.
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Figura 4.31: Influência do número de Reynolds sobre o Nu(x′) para fluidos de Herschel-Bulkley, n = 0.3.

Figura 4.32: Influência do número de Peclet sobre o Nu(x′) para fluidos de Herschel-Bulkley.



Capı́tulo 5

Comentários Finais

O presente trabalho faz um estudo da transferência de calor nos escoamentos de flui-

dos viscoplásticos. Investiga-se a influência da condição de contorno na parede de gradiente de

temperatura constante, dos parâmetros reológicos e dos adimensionais Reynolds e Peclet.

A influência da condição de contorno é analisada por meio do parâmetro Ψ. Em todos

os casos onde Ψ > 0 observa-se a existência de um ponto crı́tico, que é o ponto onde ocorre a

descontinuidade na curva do número de Nusselt, devido a mudança no sentido da transferência de

calor. Nos casos onde Ψ < 0, observa-se que o modelo de Nusselt representa bem o problema

fı́sico pois não há mudança no sentido da transferência de calor. Além disso, quanto menor o valor

do parâmetro Ψ, mais para direita encontra-se o ponto crı́tico e número de Nusselt para a condição

de escoamento desenvolvido, Nufd, é alcançado em um maior comprimento, quando comparado

aos escoamentos sujeitos a valores maiores de Ψ. O escoamento na região de entrada mostra que,

inicialmente, as curvas de Nusselt para a condição de dTw/dx = cte tendem a se comportar de

acordo com a condição Tw = cte, e a medida em que o escoamento se desenvolve, as curvas

tendem a condição de qw = cte.

Quanto aos parâmetros reológicos observa-se que o aumento da tensão limite de es-

coamento adimensional, τ ′0, e a redução do ı́ndice power law, n, aumentam os gradientes próximos
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a parede, conduzindo a números de Nusselt maiores. A análise do Nusselt médio, Nu, mostra que

o mesmo é função de Ψ e pode ser pode ser maior ou menor do que o Nufd para os escoamentos

sujeitos a dTw/dx = cte.

Quanto a influência do número de Reynolds observa-se que o Nusselt do escoamento

é maior na entrada quanto maior o Re, considerando os mesmos parâmetros reológicos. Após

o desenvolvimento, o número de Reynolds não afeta o escoamento. O aumento do número de

Peclet, além de implicar em Nu maiores, aumenta o comprimento térmico de desenvolvimento do

escoamento.
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