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“The most incomprehensible thing about the
world is that it is comprehensible.” (Albert
Einstein)



Resumo

A teoria da Gravitacao Quantica de Lagos proporciona uma area de tra-
balho bastante interessante para se trabalhar com a quantizacao de teorias de
calibre de forma geral. Em um trabalho de Witten, em 1989, é proposto que a
teoria da Relatividade Geral em 241 dimensoes pode ser descrita como uma
teoria de calibre através de uma acao de Chern-Simons sob o grupo de Poin-
caré. O Propdsito entao passa a tratar de uma possivel descricao quantica da
gravitagao em 241 dimensoes através do modelo de Chern-Simons, e fazer
uma discussao sobre os observaveis deste modelo.



Abstract

The theory of Loop Quantum Gravity gives us an very interesting fra-
mework to handle the quantization of general gauge theories. On a work
by Witten, 1989, it is proposed that General Relativity on 241 dimensi-
ons could be described as a gauge theory of a Chern-Simons action over a
Poincaré gauge group. The purpose of this work then is to make a possible
quantum description of gravitation on 2+1 dimensions by the Chern-Simons
model, and make a discussion about the observables of this model.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o comecgo do século XX, os fisicos tém se deparado com intimeras
questoes relacionadas com a natureza dos fenomenos em pequena escala,
como o comportamento das moléculas, atomos e escalas ainda menores como
o comportamento dos elétrons sob a influéncia de campos magnéticos, etc.
Todas estas questoes resultaram na formulagao de uma teoria que explicasse a
dinamica destes fenomenos de forma consistente: a Mecanica Quantica. Ape-
sar de se consistir como uma teoria cujas bases de formulagao se basearam
exclusivamente em dados experimentais (ou seja, ndo partiram de principios
prévios), seu enorme sucesso experimental consolidou-a como uma das teo-
rias fundamentais da natureza, desconhecendo limites de aplicabilidade, até
o presente momento. Esta teoria prediz, de forma geral, que algumas das
quantidades fisicas conhecidas sao quantizadas: seus valores permitidos sao
enumeraveis, e normalmente possuem um estado fundamental, de menor ene-
gia possivel. Desta forma, a teoria quantica nao s6 conseguiu prever com

grande exatidao os dados experimentais, mas também eliminou problemas



do tipo Catastrofe Ultra-violeta e singularidades nas teorias, mas o prego a
ser pago também foi grande: o conceito de determinismo, vigente na época
de sua criagao (da teoria quantica), teve de ser largamente revisto, com gran-
des consequéncias filoséficas e muita resisténcia inicial na aceitagao da teoria
entre os fisicos.

Por outro lado acontecia, ao mesmo tempo, outra revolugao, tao grande
quanto a Mecanica Quantica, iniciada por Albert Einstein, através da teoria
da Relatividade Geral. Esta, utilizando-se da recém-desenvolvida Geometria
Diferencial, propos-se a explicar os eventos gravitacionais de larga escala.
Através do Principio de Equivaléncia, Einstein propos que a forca gravita-
cional se comportava como uma forga ficticia, pois uma aceleracao num re-
ferencial reproduziria artificialmente a gravidade, de forma que nao existem
quaisquer experimentos capazes de diferenciar tal aceleragao da forca gra-
vitacional original. Este principio abriu caminho para que se sugerisse que
a trajetéria de uma particula sob acao de uma forca gravitacional fosse, na
verdade, uma geodésica da variedade espaco-tempo. Estes conceitos também
trouxeram grandes problemas filoséficos, que mudaram completamente o qua-
dro de tempo absoluto que existia até o final do século XIX, e trouxe a tona
novas questoes sobre a simultaneidade de eventos, natureza do espago-tempo,
entre outros, e uma grande fauna de novos objetos fisicos a serem estudados,
como as cordas césmicas, buracos negros, buracos de minhoca, entre muitos
outros. A Relatividade Geral foi um dos grandes sucessos do século XX, com
um grande nimero de experimentos também confirmando todas previsoes, e
ocupa também uma posi¢ao de teoria fundamental, pois é a melhor descri¢ao

que temos da interacao gravitacional.



Uma tentativa natural seria de analisar fenomenos fisicos que envolves-
sem estas duas teorias: um evento na proximidade da singularidade de um
buraco negro, por exemplo, se encaixaria nas condi¢oes, ja que um campo
gravitacional muito forte atua numa regiao muito pequena do espaco, e ne-
nhuma das interagoes pode ser desprezada. Porém as primeiras tentativas
de se quantizar a Relatividade Geral foram largamente frustradas|1][2][3],
devido ao nimero infinito de quantidades infinitas emergentes da tentativa.

O desenvolvimento da teoria quantica dos campos trouxe uma nova com-
preensao sobre o comportamento das particulas sub-atomicas. Obtivemos
uma unificagao de duas interagoes conhecidas em uma tnica conhecida como
"FEletrofraca”, restando unificar as interagoes forte e gravitacional. O de-
senvolvimento do modelo Eletrofraco foi possivel gracas ao desenvolvimento
paralelo da teoria de Renormalizacao[5], onde as quantidades divergentes no
ultravioleta sao eliminadas através de uma redefinicdo dos parametros da te-
oria; o custo é que a cada tipo de divergéncia renormalizada é atribuido um
parametro arbitrario. Este preco, para o caso Eletrofraco, é aceitavel, uma
vez que o numero de tais parametros renormalizados € finito, basta fazer uma
quantidade finita de experimentos para determind-los, e a partir de entao, é
possivel fazer previsoes utilizando-se o modelo. Isto funciona muito bem para
o caso Eletrofraco, porém, ao tentarmos aplicar a teoria de Renormalizacao
na quantizacao da Relatividade Geral, obtemos uma quantidade infinita de
parametros de renormalizacao, e isto constitui a falha de sua aplicacao nesta
teoria.

Mais recentemente, a continuidade da pesquisa em teoria de Renorma-

lizagao mostrou um resultado bastante interessante: certas teorias de gauge



do tipo "topoldgicas’nao somente sao renormalizdveis mas também finitas,
livres de divergéncias ultravioletas.. Apesar de interessante, isto nao teria
resultados praticos para a Relatividade Geral, até que Witten publicasse em
1989 um artigo mostrando que a Relatividade Geral, em 2+1 dimensoes,
era uma teoria de gauge tipo Chern-Simons sob o grupo de Poincaré. Pa-
ralelamente, comecou a ganhar forga uma teoria de quantizacao da Rela-
tividade Geral conhecida por Gravitagdo Quantica em Lagos (Loop Quan-
tum Gravity)[6][7] [8][9], que consegue levar o formalismo de Quantizacao
Canonica de Dirac para a Relatividade Geral, e conseguir resultados quanti-
zados para as quantidades geométricas da Relatividade Geral: Area, Volume,
etc.

Este trabalho consiste no estudo destas teorias de quantizagao da Relativi-
dade Geral através das técnicas da Gravitacao Quantica em Lacos, aplicadas
numa teoria de Chern-Simons nao-abeliana, e suas relagoes com a Relativi-
dade Geral em 2+1 dimensoes. Os resultados mostrados nos capitulos 7 e 8,
concernentes a discussao dos observaveis na teoria quantica de Chern-Simons
e a fixacdo de gauge para a Relatividade Geral com constante cosmoldgica
Sa0 NOVos.

No capitulo 2 fazemos uma breve revisao sobre a teoria da Relatividade
Geral com a notacao usual, de segunda ordem, partindo de resultados no
espago euclidiano que introduzem a notacao utilizada e sao generalizados, sem
perda, para os casos nao-euclidianos. No capitulo 3 introduzimos a Relativi-
dade Geral como uma teoria de primeira ordem, utilizando a linguagem das
formas diferenciais, e construimos os objetos necessarios para se trabalhar,

posteriormente, com a sua quantizagao. No capitulo 4 mostramos a relacao



existente entre a Relatividade Geral e a teoria de Chern-Simons, e mostra-
mos a ambiguidade existente para a definicao da agao no caso com cons-
tante cosmoldgica nao-nula. No capitulo 5 revisamos o formalismo canonico
de quantizacao para sistemas mecanicos vinculados, e aplicamos este for-
malismo na teoria de Chern-Simons abeliana. No capitulo 6 descrevemos
a quantizacao da teoria de Chern-Simons nao-abeliana, restringindo nossa
variedade a um cilindro. No capitulo 7 discutimos sobre os observaveis que
podem ser construidos com a quantizagao da teoria no capitulo 6. No capitulo
8 demonstramos que a fixagao de gauge da Relatividade Geral com uma cons-
tante cosmoldgica positiva consegue trazer a teoria os métodos aplicados no

capitulo 6, onde o grupo de gauge ¢ compacto.



Capitulo 2

Revisao: Relatividade Geral

Neste capitulo faremos uma breve revisao da teoria da Relatividade Geral,
utilizando espacos euclidianos como base para definicao do formalismo, que
podera ser extendido posteriormente para espacos nao-euclidianos sem perda.

A Relatividade Geral é uma teoria de gravitagao, cujo principio funda-
mental consiste no “Principio de Equivaléncia”, que passamos a enunciar.

Um objeto, na auséncia de forcas externas, deve se comportar como uma
particula livre movendo-se conforme a cinemaética prescrita pela Relatividade
Restrita. Poderiamos incluir forgas externas, e a dinamica ainda assim seria
descrita pela extensao relativistica das equacoes de Newton, com a condicao
que estas sejam forcas reais, no sentido que nao sao forgas de origem nao-
inercial. Este, porém, nao corresponde ao caso da forca gravitacional.

Forgas nao-inerciais, ao contrario das forcas ditas reais, dependem do
referencial em questao. Considere o exemplo de um elevador: um observador

em seu interior, ao notar que a forca Peso deixa de atuar ao seu redor, é



incapaz de aferir se a origem deste fenonemo decorre do fato do cabo do
elevador ter sido cortado, e portanto, este se encontra em queda livre, ou se
por algum motivo a forca gravitacional deixou de atuar sobre o elevador. O
D s e . - . .

Principio da Equivaléncia” entao afirma que nao existe experimento capaz
de distinguir dentre estes dois eventos e, portanto, devem ser considerados

equivalentes.

2.1 Bases e Métrica

Em relatividade restrita, o espaco vetorial das quantidades fisicas é isomorfo
a R*, equipado com uma “métrica” n,, = diag(—1,1,1,1), responsdvel por
subir ou descer os indices dos tensores. Para descrever a relatividade geral,
precisamos definir mais precisamente estes objetos, para que nao haja perda
de generalidade através de hipdteses desnecessarias.

Consideremos uma particula se movendo sob acao de uma forca gravita-
cional. Como ja citado, dependendo do referencial em que um observador se
encontra, a medida da forca gravitacional sera diferente. Se queremos impor
que a medicao seja independente do referencial escolhido, devemos conside-
rar outra forma de atuacao da gravidade: ao invés de atuar diretamente na
trajetoria da particula, ela atua deformando o espaco-tempo, de forma que
a particula percorra uma geodésica.

Se o espaco-tempo é curvo, perdemos a noc¢ao que tinhamos de espaco
vetorial, no formato que havia na relatividade restrita. Portanto, precisamos
definir um objeto matematico que descreva este espaco-tempo, e recuperar

o conceito de espaco vetorial. Baseando-nos no Principio da Equivaléncia,



afirmamos que numa regiao do espaco-tempo onde os efeitos gravitacionais
sao pequenos, podemos aproximar o espaco-tempo por um espaco-tempo de
Minkowski, e utilizar os conceitos da relatividade restrita. De forma similar,
tomando um ponto (evento) P do espago-tempo, e analisando seu entorno,
de maneira que a curvatura deste espaco-tempo seja desprezivel, podemos
supor que neste plano o espago-tempo é do tipo Minkowski. Concluimos que
o espaco-tempo pode ser considerado como rede muito refinada, onde cada
célula é localmente um espaco de Minkowski. Esta pode ser considerada uma
defini¢cao para o objeto que chamamos de “Variedade”: Uma uniao de espagos
do tipo R", definido de forma que haja uma certa continuidade entre estes
espagos individuais. Matematicamente, uma variedade M pode ser descrita

em termos de um conjunto espagos {V,,}, n € Z ,

M = UV, (2.1)

de forma que, dado i, V; NV} # 0 para algum j, com 4, j € Z. Ainda consi-
derando estes espacos V; e V;, vamos definir um mapeamento da variedade
nestes espacos: 1; mapeando uma regiao da variedade no espacgo vetorial:
Y+ M — 'V, e, da mesma forma, 1; : M +— V;, numa regiao diferente da
variedade. Na regiao da intersecao entre esses dois espagos vetoriais, pode-
mos nos referenciar a um vetor em V; no espago Vj, através da composicao
dos mapeamentos: ;' o 1;. Este tipo de ligagao entre os espacos Vj, uma
vez que definimos uma regra 1 que cubra todos espagos Vj, pode ser definida
como um sistema de coordenadas z* sobre a variedade M, de forma que um

ponto P da variedade seja mapeado num vetor x* em Vj, para algum k € Z.



Para definirmos um vetor nesta variedade, precisamos de um espaco ve-
torial apropriado para descreve-lo. Uma escolha natural para um espaco
vetorial, que localmente seja Minkowski, seria o espaco tangente associado
a um ponto P da variedade. Neste espaco vetorial, uma base natural seria
dada pelos vetores tangentes {8%} no sistema de coordenadas z#. Assim,
um vetor v = (v',...,v") define um operador 3 v*(9/0z"), e vice-versa.

E necessério notar que a base {0/0z"} depende do mapeamento z* feito;
um mapeamento diferente produz uma base diferente. As duas, porém, estao
relacionadas: Considere dois sistemas de coordenadas diferentes = e /. As
bases relativas a estes dois sistemas coordenados se relacionam pela regra da

cadeia:

, p—

X, = %Xl,, (2.2)
v=1

onde X, = 0/0z* corresponde ao que chamamos de “Base Coordenada”.

Desta forma, um vetor se transforma sob mudancas de sistema de coordena-

das na forma

" Ot
"= v . 2.3
v ;v o (2:3)

Para definirmos um tensor, de forma geral, precisamos definir um espaco
dual ao espago V. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre os
numeros reais. No nosso caso, podemos tomar V' como o espaco tangente 7T,
no ponto P da variedade. Considere a colecao V* dos mapeamentos lineares

f 'V — R. Se definimos adi¢ao e produto escalar de tais mapeamentos



lineares da maneira usual, obtemos uma estrutura natural de um espaco
vetorial em V*. Chamamos V* de “Espaco Dual” a V', e os elementos de V*
sao chamados de “Vetores Duais”. Se vy, ...,v, ¢ uma base de V', podemos
definir elementos v*!, ..., v*" € V*, que serao uma base de V*, por

v (v,) = 0", (2.4)

v

Pode-se mostrar que o espaco dual a V* é isomorfo a V', e assim o iden-
tificamos: (V*)* = V. Com isto, podemos definir um tensor. Seja V um
espago vetorial de dimensao finita, e seja V* seu espago dual. Um tensor 7T,

do tipo (k,l) em V é um mapeamento multilinear

T:V x..(kvezes)... x Vx V" x .. (I vezes)... x V = R. (2.5)

Em outras palavras, dado k vetores duais e 1 vetores normais, T produz um
nimero real de forma que, se fixamos todos menos um dos vetores ou dos
vetores duais, ele sera um mapeamento linear no vetor restante. Usualmente
denotamos a base no espago dual V* como {dz*}, e chamamos as compo-
nentes v, de um vetor v no espago dual como “covariantes”: v = v,dz", e
as componentes v* do vetor v no espaco V' chamamos de “contravariantes”:
v =v"(0/0zH).

Utilizando (2.4) e (2.3), obtemos a lei de transformacao dos vetores no

espaco dual. Seja w, um vetor de V*. Entao, sob uma troca de coordenadas:

Wy = — Wy (2.6)

10



Em geral, as componentes de um tensor 7" de tipo (k,1) se transformam

COINO:

n 141} 41
ol oz’ ox
R o T (2.7)
14 . oxHr Oz =M
Ky V1=

Vamos agora introduzir a no¢ao de métrica. Intuitivamente, uma métrica
deveria descrever a “distancia quadratica infinitesimal” associada a desloca-
mentos infinitesimais, que sao no nosso caso os préprios vetores tangentes.

Assim, ja que “distancia quadratica infinitesimal” deve ser quadratica no
deslocamento, uma métrica g deve ser um mapeamento linear de V' x V' nos
reais, ou seja, um tensor do tipo (0,2). Ainda, exigimos que a métrica seja
simétrica e nao-degenerada. Em outras palavras, uma métrica é um pro-
duto interno no espago tangente em cada ponto. Em uma base coordenada,

podemos expandir a métrica g em termos de suas componentes g,,,:

9= gudi" ®da". (2.8)

v

2.2 Geodésica e Transporte Paralelo

De forma geral, uma geodésica corresponde ao caminho mais curto entre
dois pontos da variedade. No caso Euclidiano, a geodésica entre dois pontos
corresponde simplesmente a uma linha reta no plano cartesiano, ligando os
pontos. Podemos construir uma extensao deste conceito para o caso em que
a variedade é curva.

dr

Seja r(s) os pontos de uma curva, parametrizada por s, e A = % o vetor
S

11



tangente a curva. Definimos uma linha reta numa variedade curva como

curvas cujos vetores tangentes A\ sao paralelos:

dn

- =0. (2.9)

Dadas coordenadas curvilineas z*, definimos uma base natural {X,} =
{0/0z"}, de forma que, dada uma funcao f diferenciavel, uma vetor k escrito
nessa base é dado por

of

o f = M
bef=ko

(2.10)
Como A ¢ um vetor, pode ser escrito na base covariante A\ = MX,,, e

substituindo na equacgao da tangente, obtemos
dx d d\* 24X, _

— = —(MX,))=—X
ds ds()\ ”) pt A ds

. 2.11
7 0 (2.11)

Podemos obter uma relagao funcional para o termo d.X,,/ds. Considere a

quantidade

of

X = —
oxH

wef = Wy (2.12)

Podemos utilizar a regra da cadeia para escrever

dw,, B dx” Ow,,
ds  ds Oxv’

(2.13)

12



como a funcao f considerada é qualquer, temos a relagao funcional

d dz”
X, =0 o, (2.14)

ds™ " T ds davT

Podemos escrever a quantidade 0,X, na base X,,, através da relacao
0. X, =1%,X,, (2.15)

onde a quantidade I',, é um coeficiente, que sera depois identificado como

”Conexao de Christoffel”. Substituindo na equagao (2.11), obtemos
(M + T8 NiP) X, = 0. (2.16)

E substituindo a relacao

dxt
M =il =— 2.17
= — (2.17)
obtemos a forma final da equagao da geodésica
d*>ut du” du?
O (2.18)

ds? Y ds ds

Observe que, se o espago é euclidiano, 9, X, = 0 =1, =0, e a solugdo
para a equacao da geodésica resulta numa equagao para uma reta, como era
esperado.

Podemos escrever o coeficiente I'f, em fun¢ao da métrica. Supondo

que a variedade tenha torsao nula! , notamos que os indices inferiores sao

1O conceito de torsdo é introduzido no capitulo 2 (eq. 30).

13



simétricos:

PoX, — X, — -t T ey 2.19
W T qyvden durdur T TR (2.19)
utilizando a definicao da métrica:

G = Xy Xy = g =17,X, - X, + 17, X, - Xo, (2.20)

alternando ciclicamente os indices, obtemos:

(

OGvo  =17,.900 + 17,900,

augpu = nggﬂ'u + FZVng7 (221)

\apgp‘u = FZng'l/ + ngg;w‘

Somando as duas primeiras equagoes e subtraindo a terceira, obtemos

21—‘7)#901/ = 8pg/41/ + a,u,gyp - 8u9pu- (222)

Basta contrair a equagao com com ¢°* para obter:

a 1 ov
Tow =739 (0p9pv + OuGup — Ougpu)- (2.23)

Este objeto é chamado de “Conexao de Christoffel”. Ele é responsavel
pela transformagao dos tensores entre pontos diferentes da variedade de forma
a manter suas caracteristicas tensoriais.

E importante salientar que, embora tenhamos utilizado a hipdtese de
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Torsao nula para esta demonstracao, seu resultado é o mesmo para o caso
onde a Torsao é nao-nula. Para uma demonstragao mais completa, nos refe-
rimos a literatura [11].

Com estes resultados obtidos, introduzimos o conceito de “Transporte
Paralelo”. Este consiste em transportar um vetor (do espaco tangente) de
um ponto da variedade para outro sem alteragoes em seu comprimento e
direcao.

Seja uma curva 7 na variedade, parametrizada por um parametro t, <
t < ty, cuja posicao de cada ponto da curva é dada por u*(t). Considere,
associado a curva, um vetor \*(t), com a condigao que M(tg) = Af.

Desejamos efetuar um transporte paralelo do vetor A(t) entre dois pontos
da curva . Procedemos de forma andloga a feita para a geodésica.

dA

Transportar paralelamente um vetor se traduz como impor ¢ = 0 ao

longo da curva, e de maneira completamente analoga, obtemos
N+ T N a” = 0, (2.24)

que descreve o transporte paralelo do vetor A, com a condigao inicial A(t =

to) = )\0.

2.3 Derivada Covariante

O conceito de transporte paralelo, desenvolvido na secao passada, é impor-
tante para avaliar quantidades tensoriais que se encontram em diferentes

pontos (do espaco tangente) da variedade. Em particular, podemos analisar
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variagoes dessas quantidades entre pontos de diferenca infinitesimal na varie-
dade, e esperamos que esta variagao esteja relacionada com a derivada desta
quantidade. Construimos entao o conceito de Derivada Absoluta e Derivada
Covariante.

Considere um ponto P da variedade com coordenadas generalizadas x*,
e um ponto () de coordenadas x* + dz* de forma que estes pontos sejam
bastante proximos: dx# < 1.

Seja v uma curva que contenha os pontos P e (), parametrizada por um
parametro t : v = ~y(t). Considere que P esteja associado ao valor ¢t = u, e o
ponto Q associado a t = u + Ju.

Associado ao ponto P temos um vetor A\, e, ao ponto ) um vetor W =
M 4+dM, que corresponde ao transporte paralelo de \* sobre a curva . Dado

o transporte infinitesimal, podemos aproximar a variacao infinitesimal por

A"
N~ —0 2.25

e, utilizando a equagao do transporte paralelo (2.24), obtemos que
dN'[du = =T \"dz” [du. (2.26)

Substituindo esses resultados, obtemos que

TR VI i Vit WINPT UO M (2.27)
- T du A '

Este resultado mostra que a conexao de Christoffel tem importante pa-

pel na comparacao de quantidades tensoriais entre pontos infinitesimalmente
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proximos. Se tentamos ignorar o transporte paralelo e comparamos simples-
mente os vetores \* e A\, teremos problemas, como mostramos abaixo.
Por definicao, um vetor M\ se transforma sob tranformacoes gerais de

coordenadas (difeomorfismos) na forma
NH# =AY, (2.28)

onde x* representa uma transformacao linear geral, x# = dx'*'/0z”, na base
xt. Para tratarmos da cinematica da teoria, precisamos lidar com veloci-
dades, que sao derivadas de vetores com relacao a um parametro afim. Se

tentamos verificar se a velocidade A\* é um vetor, obtemos

e d A\ dyt
— L (WEAY) = 1 vV 2.29
I du(X” ) =X o0t (2.29)

Portanto, verificamos que o termo extra dx*/du na transformacao desqua-
lifica A* como uma quantidade vetorial. O motivo para a existéncia deste

termo decorre que, quando executamos a derivagao

AN L Nk Su) — M)

— = lim
du Su—0 ou

(2.30)

estamos comparando vetores em pontos diferentes da variedade sem executar
o transporte paralelo deles, ignorando totalmente a curvatura do espacgo,
representada pelo simbolo de Christoffel I') .

Para corrigir esta falha, devemos modificar a derivada para levar o trans-
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porte paralelo do vetor em conta:

M(u A+ 6u) — M dA* dxP
= ry,\ 2.31
ou du + () 5o ou’ (231)
e quando tomamos o limite du — 0 , obtemos
DM dNH dz?
= S, |—
Iu Iu +I7,A T (2.32)

Note que para fazer o transporte paralelo, precisamos definir uma curva
v(u) para realiza-lo. Este tipo de derivagao, através de um parametro afim
sobre uma curva, é denominada de “Derivagao Absoluta”, e pode ser facil-
mente verificado que este se comporta como vetor sobre os difeomorfismos:

o
<d2: + T )\”/d;u > = \" <‘% T A“OZZ?) (2.33)

Podemos utilizar esta nocao de derivada absoluta para definir a derivada
de um campo vetorial em uma determinada regiao do espago.

Considere um campo vetorial M = M (z") definido em uma certa regiao
espacial V', com coordenadas generalizadas x*. Se y(u) é uma curva parame-
trizada por up < u < uq, contida no interior de V', podemos restringir \*(z")

a y(u), e definir sua derivada absoluta através da expressao 2.31.

Porém, nota-se que M= g’\yx e podemos escrever

DM (DA
= (@ + T X’) (2.34)

A expressao em parénteses nao depende do caminho v(u), mas apenas
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das componentes de \* e de suas derivadas no ponto z”.
Note que esta expressao corresponde exatamente a lei de transformagao

de um tensor do tipo (1,1):
(@Aw+rﬁgf)zxjg4a¢a+rkxj, (2.35)

onde definimos a “Derivada Covariante” do campo tensorial \! através da

expressao
DN = 9.\ + T N, (2.36)
Também é usual denotar a derivada covariante com “;” no subindice do
campo, como
DNt = N (2.37)

Para finalizar, é interessante notar que a derivada covariante da métrica

¢é dada por
D9 = 0pGpw — 17,900 — 15,906 =0 (2.38)

devido as igualdades em (2.21). Esta propriedade do tensor métrico garante
que o produto interno entre vetores é preservado durante o transporte para-
lelo:

D(guMN'u”)  D(gu) \u
du - du AW Gy

D(\¥)
du

D 14
w+%w‘x> (2.39)
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onde D(M)/du = D(p”)/du = 0 pois os vetores sdo transportados para-
lelamente. Isto garante que o comprimento e o angulo entre vetores seja

preservado durante o transporte paralelo.

2.4 Equacao de Einstein

Para concluir nossa revisao, vamos definir o tensor de curvatura, o tensor de
Ricci, o escalar de Ricci e introduzir as equacoes de Einstein.

Uma observacgao importante consiste em notar que as derivadas cova-
riantes de ordem superior a 1 dependem da ordem em que sao tomadas.

Considere um campo A, e sua derivada covariante, dada por:
= _1°
Dy, =0, N — T, (2.40)
se derivamos novamente, teremos

DP(D,,)\“) = ap(Dl/)‘u) - FZ (Dv)‘o) - ng(DoA#)

n

= 0,000y — (0,17,) A0 =T, 0,06 — T (DX — 7 X5)

p

7 (O — 19 \) (2.41)

7

se permutamos os indices p e v nestas equacoes, e subtraimos uma equacao

da outra, vamos obter

D,D,)\, — D,D,\, = [D,, D)\, = R, X (2.42)

uvp”\os
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onde

R,,=0,17,— 0,7, + 1 I, + 117 (2.43)

o v wv np:

O tensor R, , é conhecido como “Tensor de Curvatura” (ou “tensor de
Riemann-Christoffel” ou simplesmente “tensor de Riemann”). Note que este
tensor, possuindo 4 indices terda D* componentes, onde D ¢ a dimensao da va-

riedade. Levando em conta as simetrias deste tensor, inclusive a propriedade

ciclica

R, + R}, + R}, =0, (2.44)

a quantidade de componentes independentes ¢ reduzida para N?(N?—1)/12.
Através do tensor de Riemann, podemos construir outros dois tensores

relacionados: o “tensor de Ricci”, contraindo dois indices :

R, =R’ (2.45)

uvod

e o “escalar de Ricci”, contraindo o tensor de Ricci com a métrica:

R=g"R,,. (2.46)

Com estas quantidades, temos em maos as ferramentas necessarias para
escrever a equacao de Einstein, que descreve a dinamica do espago-tempo. A

idéia ¢é de relacionar diretamente gravidade a presenca de matéria, na forma
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que a presenca de matéria deforma o espago-tempo:
R, = kT,

mas, como o proprio Einstein notou, esta equagao nao reproduz alguns efei-
tos esperados, como a curvatura da luz, e nem obedece algumas leis de con-
servagao, como D,T,, = 0 (Conservacdo da Energia e Momento). Pouco
tempo depois, ele préprio sugeriu a modificacao que reproduzia corretamente

estes efeitos:
1
R,ul/ - §Rgu1/ = kT,U,l/ (247)

e a constante k£ pode ser resolvida tomando o limite newtoniano cldssico em

baixas velocidades, onde obtemos o valor 87G//ct. Portanto,

G

1
RIU’ — §R9MV = ?Tuu (248)

corresponde a equagao de Einstein no formalismo métrico, e gera a dinamica
do espago-tempo na presenca de matéria. Note que esta ¢ uma equacao
que depende da métrica e de suas derivadas, sendo uma equacao diferencial

parcial de segunda ordem no espaco e segunda ordem no tempo.
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Capitulo 3

Formalismo de Primeira Ordem

para a Gravitacao

Um dos postulados de Einstein para descrever a teoria da Relatividade
Geral é o Principio da Equivaléncia, ja citado no primeiro capitulo: pode-
se confundir gravitacao com a aceleracao de um referencial, e, pensando ao
contrario, um ambiente sem gravidade pode ser confundido com um referen-
cial nao-acelerado, onde as regras da relatividade restrita sao vélidas. Dado
um certo ponto P de uma variedade D-dimensional, quanto mais proximo
de uma vizinhanca deste ponto analisamos, mais verdadeiro este principio
(da Equivaléncia) se torna, dependendo do nivel de precisao necessério para
efetuar as medidas. Uma boa aproximagao, neste sentido, é o espaco tan-
gente do ponto em questao, pois ele carrega consigo a simetria do grupo de
Lorentz, e é local, no sentido que cada ponto da variedade possui seu préprio

espaco tangente.

23



3.1 Vielbein

Se a distancia dos pontos vizinhos a P for suficientemente pequena, podemos
mapear pontos da variedade em vetores no espago tangente. Dado um certo
sistema de coordenadas curvilinieas no espaco tangente, podemos construir

uma matriz jacobiana

dz* u
i €ns (3.1)

onde aqui z* sao as coordenadas do ponto na variedade e z* sao coordenadas
no espago tangente, a = 1,....D, p = 1,..., D. E suficiente considerarmos
pontos infinitesimalmente préximos na variedade: se dois pontos na varie-
dade tem uma distancia dx* entre eles, a distancia entre seus respectivos

mapeamentos no espaco tangente é dado por

dz" = e} (v)dx". (3.2)

O objeto e (x) pode ser considerado como uma forma diferencial, e recebe
o nome de vielbein. Ele possui caracteristicas tensoriais, sendo covariante sob

difeomorfismos em M

. az/a
€;L = Wez, (33)
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e contravariante sob transformacoes de Lorentz no espago tangente Tp(a:)
elr = Arel. (3.4)

Esta correspondéncia nos permite referenciar tensores tanto na variedade
M quanto no espago tangente. Consideremos um tensor IIF1#2-#n(z) : seu

respectivo representante no espaco tangente é dado por

[eezan(z) = e} (w)efs (x)...epn (x) I (z), (3:5)

T Tm 12 T

o vielbein atua transformando indices do espacgo-tempo em indices de Lorentz,
e vice-versa (através da sua inversa, e/ (x)).

Podemos utilizar as caracteristicas do espaco tangente para reproduzir a
métrica na variedade: No espaco tangente, a métrica ds? é dada através da

relacao
ds® = napdz"d2’, (3.6)

onde 7, corresponde a métrica 1, = diag(—,+,...,+) e podemos entao

utilizar (3.2) para escrever que
ds® = nabeZ(az)eg(as)daz“dw” = g, (x)dz"dz”. (3.7)
Portanto, ganhamos uma representagao da métrica em termos do vielbein
G () = 1apel () €5 (). (3.8)
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Vale notar que o vielbein carrega toda informacao da métrica, pois esta
¢é dada pela composicao dos vielbeins; mas o inverso nao é valido, pois existe
uma infinidade de maneiras de definir os vielbeins de forma que descrevem a
mesma métrica: em particular, rotagoes na base do espaco tangente gerariam
coeficientes ej, diferentes, mas diretamente relacionados a mesma métrica na
variedade. Isto ocorre porque o vielbein carrega mais informacao em si do que
a métrica: o vielbein carrega consigo D? componentes, enquanto a métrica
possui D(D + 1)/2 componentes: as componentes a mais surgem do fato de
que as rotacoes no espago tangente estao sendo levadas em conta no vielbein,
enquanto estas mesmas devem ser invisiveis para a métrica (a métrica nao

enxerga o ue acontece no espago tangente).

3.2 Conexao de Lorentz

Temos em cada ponto da variedade um espaco tangente associado, consti-
tuindo um fibrado sobre a variedade. Em cada espago tangente, devemos ter
transformacoes locais de Lorentz associadas, e portanto as transformacoes
de Lorentz devem depender de x: A = A(z). Da mesma forma, queremos
definir uma derivada no espaco tangente de um tensor ¢, D¢, de forma que
este carregue as mesmas caracteristicas tensoriais de ¢. Para isto, devemos
compensar o fato de que cada espaco tangente associados a pontos diferen-
tes sao espagos vetoriais independentes, inserindo um termo que chamamos
de “conexao de spin” dependente de x, wgu(x), que transforma vetores de
um espaco tangente em vetores de um espaco tangente associado a outro

ponto diferente da variedade. Considere um campo tensorial ¢*(x) que se
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transforma como vetor sob transformacoes de Lorentz. Entao, sua derivada

covariante é definida por:

D, (x) = 99" () + wjy, (2)9"(2), (3.9)

de forma que a conexao de spin se transforme também como um vetor de

Lorentz, na forma
Why, = Wy, = (A9, A + A_lw“A)Z = A0, + A“ngﬂAbd. (3.10)

De forma similar a conexao de Christoffel, a conexao de spin é responsavel
pelo transporte paralelo de vetores entre espacos tangentes, cujos pontos liga-
dos a variedade estao infinitesimalmente préximos: 7). e T} 4.. O transporte

paralelo de um campo ¢ entre pontos x e x + dx é dado por

¢t = o (x+dr)+ dx“wgu(x)gzﬁb(m) (3.11)
= ¢%(x) + da"(9,0"(x) + wi,(2)0"(x)) (3.12)
= ¢"(x)+ dx"' D¢ (x). (3.13)

Portanto, a derivada covariante mede as mudangas nas coordenadas do

tensor ocorridas durante o transporte paralelo entre pontos vizinhos

da"D,¢" = ¢* — ¢" (3.14)

= A (90" + (10 (2). (3.15)

Note que as propriedades afins do espacgo sao carregadas na conexao de spin
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Wy, (x), e esta é, a priori, totalmente arbitraria e independente da métrica.

3.3 Tensores Invariantes

O Grupo de Lorentz, SO(D-1,1), possui dois tensores invariantes: a métrica
de Minkowski 74, e o tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civitta dado
POT €4ya5..ap- COmo sao invariantes sobre o grupo de Lorentz, devem ter
a mesma representacao em todos espacgos tangentes fibrados, de onde con-

cluimos que sua derivada é nula. Utilizamos isso para concluir

Ozd’ﬂab = Dﬁab (316)

= dNap + WyNae + WoNe = 0, (3.17)

de onde obtemos a condigao (usamos a métrica 7,, para subir e descer os

indices de Lorentz):

Waby = —Whap (318)

e isto impoe que apenas existirao componentes antissimétricas na conexao
de spin: isto reduz drasticamente a quantidade de componentes do tensor,
que passa a ter D?(D — 1)/2 componentes, em constraste com a conexio de
Christoffel, que tem D?*(D +1)/2 componentes: isto se deve ao fato de que a
conexao de Christoffel nao é funcao apenas da conexao de spin, mas também
do vielbein! T' = I'(e,w).

E conveniente notar que, como foi definido, o vielbein e a conexao de spin

!para mais detalhes, ver [26].
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sao escritos como

e’(v) = e,(r)dr", (3.19)
wh(r) = Wi, (z)da". (3.20)

Estes objetos sao formas diferenciais e, por definicao, sao independentes
de uma escolha particular de coordenadas. Pode-se mostrar também que o
conjunto destes objetos compostos com suas derivadas exteriores formam os

blocos basicos para construcao de uma teoria de calibre.

3.4 Curvatura

A derivada exterior de uma forma ¢ dada através do operador dz*9J,A, e atu-
ando numa p-forma 7, resulta numa (p+1)-forma dv,. Se tentamos aplicar

a derivada exterior mais uma vez, obtemos

d(dr,) = d*y, = 0. (3.21)

Isto decorre de que, embora as derivadas parciais comutem 9,0, = 0,0,
as 1-formas sao anti-comutativas dx* A dx¥ = —dz” A dxt.

Como resultado, a segunda derivada covariante acaba nao sendo um ope-
rador diferencial, mas sim um operador puramente algébrico, relacionado a

curvatura. Seja um campo ¢%, e tomemos a segunda derivada covariante
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dele:

D*¢" = D(d¢® + wi A @) (3.22)
= d(d¢® + wi A @) +wi A (dd® + Wl A ¢°) (3.23)
= d®¢" +dwi N @" —wi Ade® 4+ wif Add® + wi Awb A ¢°(3.24)

= (dwy + wi A w{j)gzﬁb. (3.25)

O objeto entre parénteses é definido como sendo a curvatura da conexao

de spin
R = dwy + wi A\ wy. (3.26)

E interessante notar a similaridade com a curvatura definida no capitulo

1, dada por

[Daa Db}Ac = Rd Ad (327)

abc

Esta similaridade nao é por acaso, pois esta curvatura corresponde exata-
mente a curvatura definida pela conexao de Christoffel, com a qual podemos

relacionar mais precisamente por

1
RY = ée‘geZRpUde“ A dz"”, (3.28)

e coincide também com a curvatura de algumas teorias de gauge, como é o

caso da teoria de Yang-Mills, onde a curvatura da conexao de gauge A =
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A,dz" é dada por

F=dA+ANA. (3.29)

Através da derivada covariante do vielbein, podemos construir a Torsao:

T = de® + w% A€ (3.30)

Poderiamos tentar construir outros objetos a partir de derivadas cova-
riantes de ordens mais altas, mas isto se mostra impossivel devido a uma
relagdo conhecida como “Identidades de Bianchi”[7], que corresponde as con-

sequéncias de (3.21):

DF = 0, (3.31)

DT = RAe, (3.32)

onde o F' é a curvatura da teoria de gauge em questao. No nosso caso,

obtemos

DRy = dRy + w A Ry +w; A R2 = 0. (3.33)

Por se tratar de uma identidade, ela nao restringe as conexoes possiveis:
qualquer conexao satisfaz esta identidade. Gracas a ela, se tentamos construir
derivadas covariantes de ordem superior, nao teremos nada novo.

Assim, ao tentarmos construir novos objetos derivados das relagoes que
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ja tinhamos, obteremos

De* = de®+wyNne’ =T, (3.34)
DR} = dR} +wi ARy +w;, NR: =0, (3.35)
DT* = dT* +w] ANT? (3.36)

= dwf Ae® —wl Ade® 4+ wif Ade® 4w Awb A et (3.37)

= RINE, (3.38)

que corresponde justamente as equagoes de movimento e as duas identidades
de Bianchi. Finalizamos este capitulo escrevendo a acao de Einstein-Hilbert

em 4 dimensoes com o formalismo de primeira ordem:
IE—H — / Eade(O{Rab€C€d + 5eaebeced). (339)

Para mostrar que esta acao, de fato, corresponde a acao de Einstein-
Hilbert, basta verificar que esta reproduz as equacoes de movimento da Rela-
tividade Geral. Basta calcular a variacao da acao com relacao a conexao para
obtermos uma equacao de vinculo de torsao nula, e variando com relagao ao
vielbein obtemos exatamente a equacao de Einstein no vacuo. Mais detalhes
sobre estas contas podem ser acompanhadas no capitulo 4, onde tratamos no

caso especial da gravitagao 2+1 dimensional.
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Capitulo 4

Gravitacao em 241 Dimensoes:

Acao de Chern-Simons

4.1 Sem Constante Cosmoldgica

Noés desejamos escrever uma teoria de Relatividade Geral sob uma va-
riedade M D-dimensional, e mostrar que quando D = 2 + 1, a acao de
Einstein-Hilbert coincide com a a¢do de Chern-Simons[15]. Uma vez mos-
trado isto, passaremos ao caso com constante cosmologica, onde propriedades
interessantes da teoria surgem.

A variedade M com assinatura! Lorentziana possui associado um espaco
tangente T' isomorfo a um espago vetorial V' com grupo SO(D — 1, 1), equi-

valente a uma métrica de Lorentz n;; = diag(—, +...+) para subir e descer

! Assinatura corresponde ao termo da métrica que corresponde a coordenada temporal.
Uma métrica n = diag(o, 1,1, 1) corresponde, no caso onde a assinatura é ¢ = 1, a um
espaco Euclidiano, enquanto o caso ¢ = —1 corresponde a um espago Minkowskiano.
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indices de grupo. Como um isomorfismo entre 7" e V nao é definido de
maneira unica, podemos fazer uma escolha: esta serd o vielbein e}, que
pode ser visto como uma 1-forma em V' com condigoes de invertibilidade; da
mesma forma, podemos definir uma conexao de spin w como uma conexao
de SO(D —1,1) em V.

A curvatura, definida em termos da conexao, é escrita como R = dw+wAw

ou, em termos de componentes:
(Rw)'y = 0uw,’s — auWuIJ + Wy wi] - (4.1)

Em termos da curvatura e do vielbein, a a¢do de Einstein-Hilbert (em

D = 4), corresponde a

1
S = / eNeNR= 5/ e“”pUeUKLelILeZ(RpJ)KL. (4.2)
M M

1
2
E facil verificar que estas correspondem de fato as equagoes de movimento da
relatividade geral; se tomamos a variagao desta agao com respeito a conexao,
obtemos a equacao

D,e! —

K=y

D,el =0, (4.3)

n

indicando que a variedade M tem torsao nula; e variando a acao com respeito

ao vierbein, obtemos a equagao

ef(Ryp)'; = 0. (4.4)
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Se multiplicamos esta equacao por outro vielbein, facilmente vemos que
elef(R,,) ;= Ry =0 (4.5)
ver\up) g piv ) :

que corresponde exatamente a equagao de Einstein R, — %gw,R = 81GT,,
no vacuo (7, =0= R =0).

Nosso desejo é de escrever a Relatividade Geral como uma teoria de gauge.
No grupo de Poincaré, a conexao de spin pode ser representada como o
campo de gauge da simetria de Lorentz e o vielbein, como os geradores das
translacoes. Poderiamos, entao, afirmar “A Relatividade Geral é uma teoria
de gauge sob o grupo de Poincaré em D dimensoes.” Porém, a dificuldade
surge na hora de escrever a acao em termo da conexao de gauge. Como
exemplo, em 4 dimensoes, a acao de Palatini (cujas equagdes de movimento
correspondem as da Relatividade Geral) é escrita como S = [ mENEN (dw+
w A w), e procurariamos escrever esta a¢ao em termos de uma conexao de
gauge S = [, ANAN(dA+AAA), onde A é a conexao de Poincaré. Porém, de
fato, tal acao nao existe nas teorias de gauge, pois nao é possivel se construir
uma acao invariante nesta forma, e isto acontece para todas as variedades
cuja dimensao D seja par. Portanto, em 4 dimensoes, nao podemos esperar
que a Relatividade Geral seja uma teoria de gauge sob esta construcao.

Porém, em 3 dimensoes, a realidade é outra. A acao de Einstein-Hilbert

¢é escrita como

1
S:/ eN (dw~+w A w)zé/ e“”"eUK(eMI(ﬁyprK — 8pwy‘]K + [wy,wp]JK))
M M
(4.6)
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e entao passamos a procurar descrever a Relatividade Geral como uma teoria
de gauge
2
S:/A/\(dA+—AAA) (4.7)
M 3

e esta corresponde a acao de Chern-Simons.

Entao, doravante, vamos tentar mostrar que, de fato, gravitacao em 2+1
dimensoes sem constante cosmolégica corresponde exatamente a uma teoria
de Chern-Simons sob o grupo de gauge de Poincaré IS0O(1,2).

Escrevendo A = ATy, a parte quadratica da acdo fica escrita como

Tr(T;Ty) x /M (A A adA”), (4.8)

onde dr; = Tr(T;Ty) corresponde a uma “métrica” na élgebra de Lie, e T'r
corresponde a uma forma invariante no grupo (forma de Killing), também
representada pela notagao (,).

Para escrever a acao de Chern-Simons, primeiro temos que ser capazes
de mostrar que existe tal forma invariante no grupo de Poincaré.

Vamos primeiro considerar o caso geral de Poincaré ISO(D — 1,1). Os
geradores de Lorentz sao escritos como J!/ = —J’! enquanto as translacdes
sao descritas pelos geradores P!, com os indices I,J = 1,...,D. Uma ex-

pressao bilinear dos geradores teria a forma geral
W = aJpJ"Y 4+ BP P, (4.9)

que corresponde a um operador de Casimir. Porém, se a forma é invariante,

ela deve comutar com os outros geradores, e se tentamos, por exemplo, impor
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que W comute com P, verificamos que devemos impor que 3 = 0, e a partir de
entao, nao estaremos mais construindo uma forma invariante nao-degenerada
sob o grupo.

O que torna possivel descrever a gravitagao neste caso é o fato que em

D = 3 existe o operador de Casimir[15]:
W = E]JKJIJPK, (410)

que é uma forma invariante sob o grupo e nao-degenerada.
Para efeito de contas, é mais simples trabalhar com o dual de Hodge do

gerador de Lorentz

1
JI = §€]JKJJK (411)

sob esta forma, escrevemos a acao da forma quadratica invariante como
<J[,PJ>:(5[J; <J[,JJ>:<P],P]>:0 (412)

entao as relagoes de comutagao no grupo de Poincaré tomam a forma

(1. Js] = €rix Ik, (4.13)
[J1, Py] = €17k Pk (4.14)
[Py, Py] = 0. (4.15)

Vamos agora construir a conexao de gauge A, a partir dos geradores do

grupo. Como desejamos que a conexao de spin esteja relacionado com os ge-
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radores de Lorentz e o vierbein relacionado com os geradores das translagoes,

€SCrevernos:

Ay =ePr+w/i (4.16)

Infinitesimalmente, associamos um parametro de gauge u = p,P* + 7,J%,
onde p, e T, sao parametros infinitesimais.

A variacao de A; sobre uma transformacao de gauge infinitesimal deve
ser dada por

§A, = —D,u, (4.17)

onde D, denota a derivada covariante D,u = 0,u + [A,, u].
Se substituimos na equacao para a conexao, obtemos as transformacgoes

para Os campos:

56{1 = —0.p" — ""Me i — "R wpk, (4.18)

&ui = -0, 7" — " w1 (4.19)
Se calculamos a curvatura de A, obtemos

FHV = [DMDV] = P[(a,u€£ - 81/6;6 + EIJK(“/LJBVK - euJWVK)

v

+ J1(8Nw1 — 8Vw£ + e”waw,,K) (4.20)

Como F},, ¢ uma 2-forma, podemos formar um invariante £, F** se tomamos

uma variedade de 4-dimensional M, sem bordas. Utilizando a forma de
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Killing do grupo, obtemos a expressao:

1
Sy = 2 /M Guypg(auez{ - 8yeﬁ + 6IJK(WALJ‘BVK - Q#JWVK»
4

.((‘3pr] — 5’0ij + GILMu}prUM> (421)

Esta expressao é, de fato, uma derivada total U = dV e, portanto, se a
fronteira de My for M, esta integral se reduz a uma integral em M. Esta

integral é, por definicao, a agao de Chern-Simons, e é facilmente obtida como
Ses = /M eﬂyp(euf(&,wp[ —Ow,” + eIJKwVprK)), (4.22)

que deve-se notar que é exatamente a acao de Einstein-Hilbert para o caso
tridimensional no vacuo, dada por (4.6).

Com isto mostramos que a Relatividade Geral em 2+1 dimensoes sem
constante cosmolégica é uma teoria de gauge do tipo Chern-Simons com

grupo de gauge de Poincaré ISO(1,2).

4.2 Com Constante Cosmolégica

E possivel mostrar também que a Relatividade Geral com constante cos-
moldgica também é uma teoria de gauge do tipo Chern-Simons, com um
grupo De Sitter ou Anti-De Sitter, como mostrado em [15], mas algumas
peculiaridades surgem, como a existéncia de duas acoes de Chern-Simons
equivalentes, no sentido das equagoes classicas de movimento, mas que ge-

ram diferencas a nivel quantico.
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Comegamos escrevendo a acao de Einstein-Hilbert com constante cos-
molégica[11][15]
SA:/M "’ (eur (0w, T—0,w, I)—i—eUKeM T, pr K4 SEIIKE, Te, Jep K.
(4.23)
As equagoes de movimento dizem agora nao que o espago-tempo € plano,
mas sim que ele é localmente homogéneo, com curvatura constante A; O
espago tangente nao é mais um espaco de Minkowski, mas sim um espago
de De Sitter (A positivo) ou Anti-De Sitter(A negativo), e estes tem como
grupo de simetria nao mais /.S0O(1,2), mas sim SO(1,3) ou SO(2,2), respec-
tivamente.

As relagoes de comutagao dos geradores em (Anti-)De Sitter sao:

1, J5] = ers I, (4.24)
[J1, Pj] = erjx P, (4.25)
[P, Pj] = AeryreJX. (4.26)

Introduzindo a conexao de gauge da mesma forma que fizemos para o

caso com A = 0, obtemos as leis de transformacao

so T — _ ,u:OI _ EIJKeHJTK . GIJKM#JIOK7 (4.27)

ow I _ —8“7'[ — GIJKLU”JTK — AEIJKe,quKv (428)
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e a equagao para a curvatura é escrita como
_ I I J, K I K
Fu = Pi(Oue,” —0se,” +er(w,’e, ™ —e, w, ™))

+J (0w, I dw, Iy e”K(wal,K + Aejsevk)). (4.29)

Utilizando o mesmo procedimento do caso sem constante cosmoldgica,
escrevendo o invariante [ F'F7d;; e notando que é uma derivada total, ob-
temos a ac¢do de Palatini (4.23) com constante cosmoldgica.

O que constitui fato notavel é que a forma quadratica invariante que
utilizamos até agora nao é unica quando trabalhamos com De Sitter ou Anti-
De Sitter[15]. Deve-se apontar que existe uma segunda forma quadrética

invariante, a saber
< Jn,J;>=901;; <J,P;>=0; < P;,P; >= Aoyy. (430)

Isto ocorre devido ao isomorfismo SO(4) ~ SU(2) x SU(2), SO(2,2) ~
SL(2,R) x SL(2,R), e no caso SO(1,3), embora este grupo nao sofra este
tipo de fatoracao nos ntmeros reais, quando tomados nimeros complexos a
fatoragao acontece, e resulta nas duas formas quadraticas que obtemos.
Seguindo os mesmos passos, mas utilizando esta nova forma quadratica
para escrever o invariante [ FIF7d;;, e escrevendo-a como derivada total,

obtemos a nova acao de Chern-Simons

~ 2
Sp = /dB:c P (w, I(d,wp I 9w, T+ FEIIKWy pr Ky
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+Ae, "(0,e," —Dpe, ) + 2Aerjgw, Te, 7e K. (4.31)

w [

Esta acao ¢ invariante sob as transformagoes (4.27) e (4.28), e portanto, faz
sentido adiciona-la a agao de Einstein-Hilbert original com um coeficiente
arbitrario, uma vez que as equagoes de movimento cléssicas geradas por esta
sao as mesmas da outra acao. E interessante notar que embora este fator ar-
bitrario nao influencie nas equacoes clédssicas, ele influenciard quanticamente.

Introduzimos novos geradores, definidos por

1 1
in = §(<]I + ﬁpl)y (4.32)

e com esta reparametrizacao, a algebra de Lie se torna

I T3] = e TR, (4.33)
7, J7] = e 78, (4.34)
J, J7]=0. (4.35)

Note que, para A positivo, esta é a dlgebra de Lie de SO(1,2) x SO(1,2)
ou SL(2,R) x SL(2,R). Utilizamos a métrica de Lorentz para subir e descer
os indices.

As conexoes correspondentes sao

I+ _ I 1
AlF=w Tt VAe, . (4.36)

i
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A derivada covariante também se altera, de forma
Dy=0,+JF A+ J A (4.37)
As duas formas de Chern-Simons ficam escritas como
I = / (24, 0,4, 1 + gq I ALFATEANE), (4.38)

As acoes de Einstein-Hilbert estao relacionadas a esta de forma simples:

a acao 'padrao’ é obtida pela combinacao Sy = \%(Fr — [7), enquanto a

acio ’exética’ obtida com a segunda forma quadratica é obtida por Sy =
s(It+17).

A agdo mais geral, como apontado em [18], é escrita como
1 -
S = Sp+ —Sa, (439)
v

onde o parametro v corresponde a um termo de proporcionalidade, que
nao tem influéncia nas equacoes classicas de movimento. Porém, v tem in-
fluéncias diretas na mecanica quantica, e se comporta como uma espécie de
“Parametro de Immirzi”, que é bastante comum na literatura de gravitacao
quantica[7][11][18]. Podemos entao fazer andlise canonica desta a¢do mais

geral, para obter os colchetes de Poisson dados por

I J 1 72 IJ 52
O A G (4.40)
fw T(0)s, ()} = VI T ey ()
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{en"(@)e, " (1)} €u 0"’ 0% (x —y) (4.42)

__r 7
~2/[AJA =2
os campos w e e ainda sao conjugados, mas agora ambos se tornaram nao-
comutativos. Podemos recuperar as relacoes canonicas tomando o limite v —
o0o. Como os colchetes de Poisson sao alterados, as relagoes de comutacao na
mecanica quantica dependerao do parametro 7, e isto altera os observaveis e

a atuacao dos operadores quanticos.
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Capitulo 5

Chern-Simons Abeliano

5.1 Revisao: Mecanica Hamiltoniana

A Mecanica Quantica é considerada atualmente uma das teorias que
fundamentam a fisica moderna, devido ao seu alto grau de precisao em todas
medidas efetuadas. O que desejamos aqui é construir a teoria de quantizacao
usual de Dirac para sistemas mecanicos, aplicada numa teoria com invariancia
de calibre.

Comecamos por considerar um sistema mecanico descrito por uma agao

obedecendo as equacoes de Euler, que determinam as equagoes de movimento

da teoria

dL d (dL
—_Z(=)=o. 5.2
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Vamos aqui assumir por simplicidade que a lagrangiana nao depende
explicitamente do tempo.

A dinamica da lagrangiana é interessante por ter uma forma bastante
condensada de se obter as equacoes de movimento, e de forma bastante sim-
ples. Ela nos permite identificar as variaveis generalizadas apropriadas para
a resolugao do problema classico, reduzindo o espaco de configuragoes para
que seja o de menor dimensao possivel. Apesar disto, tem a desvantagem
de que a variavel canonica ¢; e sua velocidade ¢; nao sao consideradas inde-
pendentes e, portanto, acrescentam um grau a mais de complexidade, pois
a equacao (5.2) é uma equacao de segunda ordem, com solugao geralmente
nao-trivial. Do ponto de vista das equacoes diferenciais, é sempre mais in-
teressante trabalhar-se dividindo uma equacao diferencial de maior ordem
em véarias de primeira ordem (isto normalmente pode ser feito através de
uma simples mudanga de varidveis). Isto que nos motiva, inicialmente, a
procurar uma mecanica de primeira ordem, que corresponde ao formalismo
hamiltoniano.

Para convertermos nossa lagrangiana para o formalismo hamiltoniano,

precisamos definir os momentos conjugados das varidaveis canonicas, como:

oL
P = S 5.3
Pi= g (5.3)
com a condicao de que a matriz hessiana
0*L
Wij = =%, 5.4
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satisfaca det W # 0, que garante que as equagoes (5.3) podem ser resolvi-
das para as velocidades. Caso esta condi¢ao nao ocorra, teremos uma certa
quantidade de equagoes, chamadas de vinculos primarios, escritos na forma
®m(q,p) = 0; estes vinculos sao responsaveis pela redugao da quantidade de
variaveis generalizadas no espaco de configuracgoes, sendo que eles precisam
ser resolvidos em conjunto com as equagoes de movimento, restringindo a
quantidade possivel de solugoes do sistema, e este caso sera visto de agora
em diante, no decorrer do trabalho.

Definimos a hamiltoniana através de uma transformacao de Legendre:

H(p,q) = Zpiqz‘ — L(q,q), (5.5)

com equacoes de movimento agora fornecidas pelo par de equagoes de Ha-

milton

o0H oH
“=73, P 90 (5.6)
Podemos utilizar o formalismo de colchetes de Poisson
0A0B 0AOB
A B} = — . 5.7
{ ’ } ; 0q; Op; Op; g ( )

Através deste objeto, a relacao entre as variaveis canonicas e seus momentos,
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e a dinamica do sistema ficam descritas de forma simples e elegante:

0i; = {ap;t, (5.8)

) OH

G = {¢H} = ap (5.9)
OH

‘2' - iy H - — y 510

b= =2 (5.10)

de forma geral, a evolugao temporal de uma variavel A é dada pela expressao

A:{A,H}Jr%—’?. (5.11)

5.2 Teoria de Chern-Simons Abeliana

A teoria de Chern-Simons, por se tratar de uma teoria de campo, utilizara
o formalismo de derivadas funcionais, tipico a teoria quantica dos campos.
Para uma breve revisao do assunto, pode-se consultar [12][25].

Vamos considerar uma acao de Chern-Simons com fontes, dada por uma
conexao de gauge A,, p = 1,2,3, num espago-tempo coordenado dado por

(2°, 21, 2%) = (¢, %), dada por

S = /dtﬁz/dt/d%;ﬁ,
M

k
L= JAEE, + A", (5.12)
F, = dA=08,A,—d,A, (5.13)

onde J, é uma corrente externa, e M é uma variedade 3-dimensional com-

pacta, que sempre[33] podemos separar como M = Rx Y. A acao e a conexao
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se transformam através de tranformagoes de gauge do grupo U(1) sao dadas

por

Ay = A+ 0 (5.14)

k
S = S+ / Aoy (FA7Fyp + AJY), (5.15)
oM

onde OM denota a borda da variedade M. Deve-se notar que a acao se
transforma apenas por um termo de borda, e como a variagao na borda é
nula, este termo nao afeta as equagoes de movimento, que serao invariantes
de gauge. Se variamos a agao de Chern-Simons para a conexao, encontramos

as equacoes de movimento

5k
_— = — H K =
Y ST =0, (5.16)

onde F* = %E“Vprp = «F,, ¢ o dual de Hodge de F'. Note que como L
é linear nas derivadas primeiras da conexao, a matriz hessiana serd nula, e
portanto, esperamos encontrar alguns vinculos primarios. Vamos, portanto,
utilizar o método de Dirac para tratar estes vinculos classicamente, que pode
ser encontrado em [12]. Primeiro determinamos quem sdo os momentos con-

jugados

oL
HAH - 6(80AM)7 (517)

e obtemos como momentos II° = II4, = 0, [I' =114, = 44, e IZ =114, =
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—%Al. Com isto temos claramente quem sao os vinculos primarios:

k k
{¢™ m =1,2,3} ~ {II°, IT" — 5,42,112 + §A1}, (5.18)

onde a notagao “~”utilizada indica uma igualdade fraca: esta igualdade pode
apenas ser utilizada no final das contas. Podemos realizar a transformacao

de Legendre para obter a hamiltoniana
H= / (d*2T1,Ar — L) = — / d%(%AMe“”prp + A JE 4 Apd™). (5.19)

Note que precisamos incluir na hamiltoniana os vinculos primarios através
dos multiplicadores de lagrange \,,, para calcularmos corretamente os vinculos
secundarios. Lembramos que a inclusao dos vinculos na hamiltoniana nao
altera as equagoes de movimento.

Agora temos que analisar a estabilidade dos vinculos primarios, para que

eles nao se alterem durante a evolucao do sistema: temos de impor que
" ={¢™ H} ~0. (5.20)
A estabilidade do primeiro vinculo é dada por

; k
¢1 = {¢1’ H} = {Ho, §AMEMVpFVp + AMJM + )\mqu}, (521)

k
= _560abFab - J°=0, (5.22)
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onde a,b = 1,2. Isto nos gera um vinculo secundério

¢t = kFiy+ J°. (5.23)

Se realizamos a analise de estabilidade dos outros vinculos, vamos obter

3 = k(A — BAg) + T =0, (5.24)

¢ = k(=X +dA)+ =0, (5.25)

e estes dois vinculos correspondem simplesmente a condig¢oes sobre os multi-
plicadores de Lagrange, e nao produzem qualquer informacao nova.

Verificamos agora a estabilidade do vinculo secundério ¢*:

¢ = kdads — k13 + 00" ~ 0 (5.26)

Note ainda que se utilizamos as condigdes impostas na equacao (5.24)
e (5.25), obtemos 0, J* ~ 0, que corresponde justamente a conservagao da
corrente.

Temos de analisar a classificacao dos vinculos quanto a classe deles:
Vinculos de Primeira Classe sao os vinculos que tem colchetes de Poisson
fracamente nulos com todos outros vinculos e com a Hamiltoniana, como é
claramente o caso aqui do vinculo x® = ¢'. O vinculo ¢*, ainda que nio seja
de primeira classe, pode ser escrito como de primeira classe se tomamos uma
combinacao linear com os outros vinculos, a saber: x* = 0,¢? 40,0 +¢* ~ 0;
Vinculos de Segunda Classe sao aqueles que, ao contrario dos de Primeira

Classe, possuem colchetes nao-fracamente nulos com alguns vinculos, onde
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aqui correspondem aos vinculos y! = ¢? e x? = ¢*. Como queremos que
todos vinculos de segunda classe tenham colchetes nulos com todos vinculos,
precisamos redefinir nosso colchete de Poisson, de forma que englobe os ou-
tros vinculos ja calculados, e obrigue os vinculos de segunda classe a também

terem colchetes nulos com os outros: Definimos o “Colchete de Dirac”

{07, ¢"}p = {0", ¢"} — {¢" X HA (X", 0"}, (5.27)

onde x* corresponde aos vinculos de Segunda Classe, e A~! corresponde a
inversa da matriz dos vinculos A% = {x?, x*}, no sentido da convolucao.

No nosso caso, a matriz dos vinculos é dada por
A=—k iz —y), (5.28)

e a inversa ¢ dada simplesmente por A~ = A/k, e os colchetes de Dirac

ficam

(07.0" ko = (67,0} — {0 X Jeali, 67 (529)

Com esta definicao, temos que os colchetes dos vinculos de segunda classe
sao fortemente zero com qualquer quantidade. Portanto podemos toma-los

como zero, e resolve-los imediatamente.
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5.2.1 Quantizacao da Teoria Abeliana

Temos desenvolvido a mecanica hamiltoniana para uma agao de Chern-
Simons cujo grupo de gauge U(1) é abeliano. Tratamos agora de sua quan-
tizagao canonica.

O Procedimento usual de quantizacao consiste em se construir um espaco
de Hilbert cinematico de funcionais de onda baseado nas coordenadas do
espaco de fase, e entao escolher os estados que obedecem os vinculos, que
chamamos de ”Estados Fisicos”.

Existe, neste ponto, uma certa ambiguidade de quantizacao. Podemos
quantizar o espaco de fase da teoria, e impor os vinculos ao final, que corres-
ponde ao caminho tradicional seguido pela Gravitacao Quantica em Lacos.
Poderiamos também fazer o caminho oposto, reduzir o espago de fase im-
pondo de uma vez os vinculos e tentar quantizar a teoria a partir de entao.
Estes dois caminhos levam a teorias quanticas, em principio, totalmente ine-
quivalentes, e apenas a realizacao de experimentos pode indicar qual cami-
nho é correto! . Justificamos o caminho escolhido pela sua generalidade em
aplicagao a diversos sistemas, em oposi¢ao ao segundo caminho, cujas contas
de quantizacao precisam rever sua logica a cada sistema diferente avaliado.

Primeiramente transformamos os colchetes de Dirac previamente defini-

dos em comutadores, através da regra de correspondéncia

ih{-,-}p < [, ], (5.30)

'Uma discussdo detalhada sobre isto é feita em [7][8].
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em particular, temos para os colchetes de Dirac a relacao

k k
{Aa; HAb}D = {Am §€cb0Ac}D = EGCbO{Aaa AC}D' (531)

Por outro lado, desenvolvendo os colchetes de Dirac pela sua defini¢ao (5.29),

temos

1
{A,, 4, }p = {AaanAb}_E{AmXa}Eab{XbaHAb}

1
5 5.32
9 b ( )

[gualando as duas expressoes desenvolvidas acima, obtemos a relacao

A (@), Ax(y) o = 0% — ), (5.33)

e utilizando a regra de quantizagdo (5.30), obtemos o comutador para os

operadores de campo:

[Au(a), As(y)] = 107w — ), (534

onde consideramos um sistema de unidades onde A = 1. E importante obser-
var que a notagao utilizada A, (z) representa na verdade A,(x1,x2), a = 1,2;
preferimos manter a notacao A,(x) por simplicidade, e procuramos tomar

cuidado nos pontos onde esta pode causar confusao.

Os estados sao descritos por funcionais de onda - na notacao de Dirac:
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U[A;] = (A1|¥). Os operadores de campo atuam como

<A1|A1“I’> = Ai(z)V[A4], (5.35)
(¥ = Gt vl (5.36)

Escolhemos aqui a “Polarizacao” onde A; é a variavel de configuracao do
funcional de onda. Pode-se mostrar que a escolha de A, como variavel de
configuracao nos daria uma teoria equivalente.

Esta representagao nos permite escrever o vinculo de Gauss ¢4 ~ 0 como

Kial%(x) — kaQAl(x)> + JO] U[A] = 0. (5.37)

Uma solugao particular para esta equacao pode ser dada pela fase > ¥y[A;] =

e?m0 com o dado por

2 1 “
Qg = —2— / d2$141 (971829) - _/ dzl‘Al(l')/ J0($17$2)dx&7 (538)
T J% 27'(' ) 0

onde g = g[A;] é um funcional de A; definido pela equagao A; = g7 1d1g. A

solucao geral, portanto, pode ser dada por um funcional de onda na forma
W[A] = Wo[A ™ [Ay], (5.39)

onde 9™ é solucao da equacao homogénea

J

o) 7 (x)zpi“V[Al] =0. (5.40)

2Solucio proposta por Jackiw[16], adaptada para o caso abeliano.
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Precisamos agora definir uma medida de integracao no espago das confi-
guragoes para nos permitir definir um produto interno entre os vetores de

estado |W)

(0, [0,) = / Al [ AL A, (5.41)

onde dyp é uma medida de integragao no espaco das fungoes A;, que vamos
definir em seguida. Utilizando-nos das idéias por tras do formalismo de lagos,
passamos entao a considerar funcionais de onda que, ao invés de depender

de A;, passam a depender de suas holonomias através de uma funcao f:
U[A] = Wo[Ad]f (hy[Ad]), (5.42)
onde definimos uma holonomia h., por
ho[Ay ()] = eh MeE@)Eeds (5.43)

onde v é um caminho orientado partindo do ponto p; do espago indo até po,
parametrizado por s, com x5 constante. Note que a holonomia se transforma

sob o grupo na forma

W(x) = g~ (p2)h(x)g(p1). (5.44)

Como o grupo é U(1), abeliano, podemos escrever de forma geral que seu
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representante é da forma

g=e" (5.45)

com 6 € [0,27]. Entao a lei de transformagao da holonomia fica escrita como

W (x) = ei("(f’l)“’(m))h(x). (5.46)

Portanto a holonomia se transforma apenas por um coeficiente numérico,
que depende apenas dos pontos inicial e final. Observamos que as holono-
mias invariantes de gauge sao aquelas cujos caminhos 7y s@o fechados (lagos).
Portanto vamos doravante nos restringir a tais holonomias, o que equivale
a resolver o vinculo de Gauss, expresso na sua forma reduzida pela equacao
(5.40). Em coordenadas cilindricas (0, z), podemos renomear A; = Ay e
Ay, = A,. Para efetivamente utilizarmos esta restricao, devemos conside-
rar alguma variedade espacial que reflita a condi¢ao de periodicidade que
estamos impondo. Por exemplo, um cilindro satisfaz esta condicao.
Definimos entao um espaco Cyl de todos os funcionais de onda cujos
parametros sao combinacoes lineares finitas de fungoes de valores complexos

f nas holonomias:

Wr g [A1] = WAL F oy [AL, e o [AL)), (5.47)

onde definimos o grafo I' como um conjunto de ciclos fechados:

L={wk=1,..n} (5.48)
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Os Elementos de C'yl sao chamados de “funcoes cilindricas”. Uma funcao
cilindrica é portanto um funcional de A; que depende apenas dos valores da
conexao nos pontos contidos nos caminhos 7 considerados.

Queremos construir uma base para o espaco das funcgoes cilindricas. Como
as holonomias sao elementos do grupo, é conveniente escrever as fungoes das
holonomias como uma expansao sob os elementos do grupo. Esta expansao
corresponde ao “Teorema de Peter-Weyl” [7]. No nosso caso, o grupo U(1)

permite uma expansao que corresponde a de Fourier:
o
flg) = Z ™09, (5.49)
m=—o0o

Generalizando para nosso caso, obtemos
oo

Fa[Al], oA = > g, €O (5.50)

MY yeeey M =—00

Utilizando a notacao de Dirac, definimos entao nossos vetores de base |I', m1),

a menos de um fator de normalizacao, de forma que
(AT, ) = Up p[A)] = Netmblhl | gimbildil (5.51)

para obtermos o fator de normalizacao N, precisamos definir de uma vez o
produto escalar entre estes vetores.
Definimos entao o produto escalar, no caso onde os dois vetores corres-

pondem ao mesmo grafo I', como

<F7 f‘]-—‘7f/> = /dgldgk(f<gla 7gn)*f,(gla agn))v (552)

a8



onde dg é a medida de Haar do grupo, que neste caso ¢ dada por

[ g =5 " f(e)do, (5.53)

2 Jo

que define a medida de integragao funcional j& mencionada em (5.41) no
caso de U(1). Isto nos possibilita definir o fator de normalizagdo procurado

fazendo

(0,0, ) = N2 / 0.0y im0 GO RG)

= 57’1—5,,77_5/7 (554)

k. Podemos extender a

onde obtemos o fator de normalizagao N? = 1/(27)
nocao de produto interno para vetores de grafos diferentes, tomando a uniao

dos dois grafos I =T UT" :
(O[T, iy = (Ol ) (5.55)

onde os m; para as linhas de I que nao sdo linhas de I' sdo tomados iguais
a zero. Uma prescrigdo andloga vale para os mj. Como as representagoes
irredutiveis das curvas com m; = 0 correspondem a identidade, inclui-las nao
altera a descricao do estado do sistema. Portanto, resolvemos excluir da base
do nosso espacgo vetorial os vetores que correspondem a pelo menos um dos

m; sendo igual a zero. Isto implica que, utilizando (5.54), obteremos

", mr"mw) =0, (5.56)
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pois temos pelo menos uma linha de T com m; ou m, = 0. O espaco de
Hilbert ”cinematico”, H;, corresponde a complecao de Cauchy de Cyl, que
garante a convergencia das funcoes f, de forma que haja validade do critério

de Cauchy

Tim [0, — W2 = 0, (5.57)
1,j—00
que garante a existéncia de um vetor 1)) € Hy;, tal que [¢0) = lim;_, [¢);) no
sentido da norma: lim; . |[10; — || = 0. Finalmente como (I', m|I, m’) =0

se I' # I, temos uma estrutura de soma direta

Hiin = EP Hr. (5.58)

r

onde Hr € o espaco restrito a um grafo I'. Deve-se notar que, enquanto o
espaco Hr é separavel, o espaco Hy;, € nao-separavel.
A implementagao dos difeomorfismos em x5 segue uma prescri¢gao analoga

a descrita no capitulo 6.
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Capitulo 6

Quantizacao da Teoria de

Chern-Simons nao-abeliana

Nosso objetivo neste capitulo é quantizar a acao de Chern-Simons nao-
abeliana utilizando o formalismo de lacos herdado da Gravitacao Quantica
de Lagos, e descrever a atuagao dos observaveis da teoria. Fazemos aqui uma

revisdo do trabalho de Gabriel, Clisthenis e Piguet [17].

6.1 Analise Canodnica

Dada a acao de Chern-Simons
2 9
S=—k [(AdA+ gA ) (6.1)

com A sendo uma l-forma sob uma variedade diferencidvel M na forma

A= AﬁTjdx“ e Tt sao os geradores do grupo de simetria G da teoria; o
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produto (,) corresponde a forma de Killing correspondente no grupo.

Queremos realizar o procedimento de quantizacao canonica de Dirac; para
tal, precisaremos calcular a hamiltoniana do sistema, seus vinculos e seus
respectivos colchetes de Poisson.

A priori, a acdo é escrita como uma integracdo em uma variedade D-
dimensional, nao sendo necessaria a introducao de uma idéia de tempo para
esta continuar sendo valida; porém, se queremos seguir o formalismo canonico,
precisamos identificar uma das dimensoes como uma dimensao temporal,
onde restringimos a topologia da variedade como M = R x X, onde ¥ corres-
ponde a uma variedade bidimensional. Neste formato, podemos separar na
acao a dimensao “temporal” da “espacial”’, onde atribuimos a se¢ao temporal

o indice zero:
S = —k/dt/ d2£[}€abT7’<AaAb + AOFab)y (62)
by

com Fy, = 0,4, — Ao + f1AJAE ) a,0=1,2 sendo a curvatura de A.

Calculando os momentos conjugados, temos:

oL

T4, = —3(00Aa) = Ay, (6.3)
OL

HAO - 8(80140) ~ 07 (64)

que sao os vinculos primarios da teoria. Seus colchetes de Poisson sao dados
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por

{AL(2), TLay (y)} = 670%(x — yy={As(2), A (y)} = —%€ab5”52($ —y)-

(6.5)
Podemos entao calcular a hamiltoniana, fazendo a transformada de Le-

gendre

H=Y PQ;—L=—k / d2xe®Tr(AgFy). (6.6)

Note que se calculamos a evolugao do vinculo (6.4), obtemos
My = {H, 1} = —ke’Fly =G ~0, (6.7)

que corresponde ao vinculo secundario da teoria; repare que se estamos numa
teoria abeliana, G corresponde exatamente ao vinculo de Gauss, por exem-
plo, do eletromagnetismo. (ver capitulo 5).

Com estes resultados, podemos avancar no procedimento de quantizacao.
Vamos fixar o grupo de calibre como sendo SU(2) e assumimos que a varie-
dade espacial ¥ residual da separacao temporal feita seja cilindrica. Associa-
mos entao os indices A; = Ay e A; = A, e partimos agora para a construcao
de um espaco de Hilbert para os estados. Como a conexao espacial é com-
posta por duas componentes que formam um par de varidveis conjugadas
devemos escolher qual componente atuard como varidvel de configuragao e
consequentemente qual serd o momento conjugado dela, o que equivale a

escolher uma polarizacao.
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6.2 Espaco de Hilbert Cinematico

Escolhemos Ay como variavel de configuracao, que se prova mais adequada
para cumprir nosso objetivo de escrever os estados quanticos como fungoes de
holonomias invariantes de calibre. Tendo em vista as relagoes de comutacao

induzidas por (6.5), temos:

(Ag| Al ()| W) = Al(z)T[Ay), (6.8)

o B 1 1)
(Al AL@)|¥) = Zors V) (6.9)
U[Ag] = (Ag|W). (6.10)

Uma vez definida esta polarizacao, podemos escrever a equacao diferencial

funcional para o vinculo de Gauss como

A ) 1) 0
GIU[Ag] = [Z(f)_oé_Ag + f}KAgW) + k(éAé)]‘I’[Ae] =0. (6.11)

Uma solucao particular pode ser obtida através da fase Wy[Ag] = e*mia0,

com
k k
ag=— [ dx("Tr(97 .99 999" 0,9)) — o= / Tr(Agg~"0.9),
67 Js 21 Js
(6.12)
onde definimos g = g[Ag| como funcional de Ay através da equagao
Ag = g™ Day, (6.13)
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e X corresponde ao volume cujas bordas sdo delimitadas por .
A importancia desta solugao particular consiste em podermos utiliza-la

para reescrever o funcional de onda como
W[Ag] = Wo[Agle)™[Ag], (6.14)

onde o funcional 1"[Ay] é solugao de

J ¢

(50 + Fhcdi =
8y 0 AT

+ fixAd W)Wm [Ap] =0, (6.15)

que corresponde a primeira parte do vinculo de Gauss, e gera as tranformagoes
infinitesimais em 6

§A} = Dye’, (6.16)
SAL = 1Al (6.17)

Para construir o espaco de Hilbert, precisamos definir um produto interno

entre os estados da teoria,
(W1[W) = /DA‘IH[A]‘I’2[A]7 (6.18)

onde DA corresponde a uma medida de integracao no espago das conexoes,
a ser definida, que seja compativel com a resolucao do vinculo de Gauss.
Passamos entdo a escrever W[Ay] = Wo[Ap]1b™[Ag] e tentamos resolver
para ¥[Ag).
Como a conexao se transforma de maneira nao-homogénea em cada uma

de suas componentes, seguimos o procedimento da Gravitacao Quantica em
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Lacos de mudar o foco da conexao para as holonomias da conexao, que sao
elementos do grupo de gauge. Uma holonomia h(7,, 0y, 0s) é definida em um

caminho com z constante v = [0y, 5] em 3, no contexto desse capitulo, como:
0
h(7s,01,0) = Pelor WAOAT1 (6.19)

onde P corresponde a uma ordenacao de produto do caminho, que corres-
ponde a tomar sempre os maiores valores de 6 da esquerda para a direita;
esta escolha é justificada pois uma holonomia se transforma de maneira ho-

mogénea sob uma transformacgao de gauge

h(’Ym 917 02) — 9_1(27 92>h(727 017 92)9(27 91) (620)

Os caminhos devem ser tomados a z constante, pois outro caminho in-
volveria a componente A., que nao entra como argumento no funcional de
onda.

Definimos o espago Cyl que consiste de todos funcionais de onda na forma
U[Ag] = Wo[Ap]™ [Ag] com ¢ dado por combinagoes lineares finitas de

funcoes complexas f das holonomias

W™ [Ag] = vr g [Ag] = f(h(m1,01,0y), - h( Y, Ok, 04), .o Ay, O, Oy)),
(6.21)

onde I denota o “grafo” definido como o conjunto (finito) de caminhos

I'={v,,0k0,, k=1,..,N}. (6.22)
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Elementos de Cyl sao chamados de “funcoes cilindricas”; Uma funcao
cilindrica é, portanto, um funcional de Ay que, fora o termo de fase ¥o[Ay],
depende apenas dos valores que o seu argumento tem no grafo I'.

Com esta construcao, dados o grafo I' e a funcao f podemos definir 1)[Ay].

Na notacao de Dirac, temos

Ur,s[As] = (AlT', f). (6.23)

Voltando ao problema de se definir a medida de integragao, convém notar
que agora, feita esta construgao, os funcionais de onda sao construidos com
os Yr ¢[Ag], e estes por sua vez sio feitos de func¢oes de holonomias, que séo
elementos do grupo de gauge; portanto, os funcionais de onda W[Ay] sao ele-
mentos do grupo de gauge, e a medida de integragao, antes puramente formal,
pode ser tomada como sendo a medida de Haar do grupo[20]. Reescrevendo

o produto interno sob esta construcao, temos

(T, fIL, f) = /dhl...thf(hl, o ) f (R, oy By, (6.24)

onde a medida de Haar dh; é utilizada para integrar sobre o elemento do
grupo hi. Uma vez que a medida de Haar para um grupo compacto é nor-
malizavel, o produto interno é bem definido, uma vez que as funcoes f no
grupo definindo as funcoes cilindricas sao integraveis. Vamos tomar uma
medida de integragdo normalizada: [ dh = 1.

Podemos nos utilizar do Teorema de Peter-Weyl[21][7] para obter uma
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base do espaco de Hilbert construido; Escrevemos

W[Ag] = Wo[Ag] f (A(71,01,0y), -, Bk, 00, O, oo h(v, O, Oy)) (6.25)

=¥y [AG] Z Cgll.':..gljj,jl_..jNRgll’jl (h(7217 01, 8/1))R§1A\I]JN <h<,yZN7 O, 6?\7))7

onde R57¢ o elemento de matriz de spin j da representacao irredutivel do
elemento h do grupo ' . Assim, para cada caminho Ve 000, do grafo I" nods
podemos associar uma representado de spin jx do grupo SU(2). Assim, um
estado caracterizado por um grafo |I', f) pode ser escrito como |F,f, a, 5),

e o produto interno, utilizando as representacoes irredutiveis do grupo, se

torna

N
<F7 ja &7 E|F7J ) 0/7 ,> = / H dhkRgll’jl (hl)Rg%JN (hN>Rf}17]1 (h’l)Rié\:];\[ (hN)
k=1

= 853000055 (6.26)

Vale notar que as representacoes de spin zero correspondem a matriz
identidade, e sua insercao num grafo I' qualquer nao altera o estado, uma vez
que adicionar um link de spin zero corresponde a multiplicar por R°(h) = 1
na expressao do vetor de base acima, e isso nao altera nada; para evitar
ambiguidades, evitaremos incluir na expansao do estado em representagoes
irredutiveis o termo de spin zero. Com esta restricao, fica claro que o conjunto
de vetores ]F,;’, a, g);VF,V(;’, a, ﬁ) U |@), onde o vetor |@)esta associado ao

grafo vazio I' = @ correspondente ao funcional de onda Wz[Ay] = (Ap|D) =

1E interessante notar que o teorema de Peter-Weyl produz uma série de Fourier quando
tomamos um grupo abeliano U(1). Ver (5.50). Assim, consideramos que a expansao em
(6.24) corresponde a uma generalizagao do conceito de série de Fourier para representagoes
de grupos compactos nao-abelianos.
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1, é uma base ortonormal do espaco de Hilbert cinematico Hg;,. Como
consequéncia da formula de Peter-Weyl, valida para qualquer spin inclusive
spin zero, vetores associados a grafos distintos sao ortogonais. Portanto, o

espaco de Hilbert das funcoes cilindricas é a soma direta

Hey = D Hr, (6.27)
I

onde Hr é o espaco de Hilbert associado ao grafo I', e a soma é feita sobre
todos grafos possiveis. O espaco de Hilbert Cinematico Hy;, € a complecao
de Cauchy[22] de H,y, € enquanto cada espago Hr é separavel, este nao é o

caso para Hyin.

6.3 Resolucao dos vinculos

6.3.1 Vinculo de Gauss

Agora queremos construir o espaco de Hilbert fisico, resolvendo o vinculo de
Gauss. Ao invés de resolver explicitamente, voltando a equacao funcional
para o mesmo, podemos tomar um atalho notando que o vinculo de Gauss
gera as transformacoes infinitesimais de calibre. Impor que os estados sejam
invariantes de gauge automaticamente os qualifica como a solucao do vinculo.
Mais precisamente, levando em conta o fator de fase ¥y, vamos impor que
o funcional ™ [Ay], dado em termo das holonomias, seja invariante sob as
tranformagoes de gauge geradas pelo vinculo de Gauss reduzido (6.15). Em
vista da lei de tranformacao da holonomia sob uma transformacao de gauge,

dada por (6.20), fica claro que os funcionais de onda reduzidos devem ser
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fungdes do trago de holonomias em caminhos fechados (ciclos), ou seja, de
lacos de Wilson
hz =Tr h(’yzﬁ,@)u (628)

que dependem apenas da coordenada z, mas nao do angulo base . Portanto
os grafos sao agora conjuntos C' de ciclos, cada ciclo caracterizado por sua
“altura” z:

C (21,00 2n)- (6.29)

Esta condicao de gauge define o espago de Hilbert de Gauss Haauss. Sua
base é o conjunto de vetores ortonormais de redes de spin |C,J), que sdo

dados pelos tragos dos vetores de base de Hy;y,:

(A9|C, J) = To[Ag] [ [ X* (B2, (6.30)

k=1

com x’(h,) = Tr R’(h,) correspondendo ao cardter da representagao irre-
dutivel, J representando o conjunto de spins (Ji, ..., j,) € R’ é a representagao
irredutivel de spin j de SU(2).

Temos a relacao de ortogonalidade entre os vetores de base
<Cu ‘]|C/7 J/> = 500’5JJ’- (631)

Vamos definir Sy como o espaco vetorial de todas as combinacoes lineares

finitas de redes de spin

[U) = cnlCn, Jn) (6.32)

O espaco de Hilbert de Gauss Hgauss ¢ @ complecao de Cauchy de Sp.
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Este se decompoe em subespagos ortogonais de maneira analoga ao Hy, :

HGauss = @Hg(wss (633)
C

O espago de Hilbert HE,,,,.. de um tnico grafo C ¢é separdvel, mas Hgauss
nao é, ja que os grafos sao indexados por z, que é uma quantidade real.

Deve-se notar que, uma vez tendo obtido invariancia dos estados sob
transformacoes em 6, as transformacgoes em z nao foram contempladas, e,

portanto, precisam ser implementadas manualmente.

6.3.2 Difeomorfismos em 2

Vamos entao impor invariancia sobre difeomorfismos finitos? em z, devido a
dificuldades de se construir um gerador infinitesimal bem definido.

Seguimos o método de média sobre o grupo[23], baseado no triplo de
Gel'fand[24] Sy C Heauss C S; , onde Sy é o subespaco das combinagoes
lineares finitas de redes de spin ja definidas, denso em Hgauss, € S) € 0 seu
dual, cujos elementos sao funcionais lineares ®, assumindo valores complexos,
em Sy

d:5)—-C,¥— (D,V) eC, (6.34)

onde utilizamos a notagao de Schwarz (,) para funcionais.
O produto escalar em Hgquss, herdado de Sy, é explicitamente invariante
sobre todos difeomorfismos espaciais, sendo que qualquer difeomorfismo ¢

é representado por um operador unitario U;. A agao de ¢ em S é entao

2N#o temos invariancia sobre difeomorfismos infinitesimais neste caso. Isto é mostrado
em [9].
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definida pela dualidade
(Up®, V) = (D,U,V), (6.35)

onde estamos interessados apenas nos difeomorfismos em z.
Os estados invariantes sao agora dados pelos vetores de S, construidos
a partir de qualquer vetor |¥) de Sy aplicando-se o operador Ppig - um

“projetor” funcional

Poir = So = S, (Poig @, W) =Y (W'|W), V[T') € Sy, (6.36)

\pl/

onde a soma ¢é feita sobre todos vetores |U”) de Sy que podem ser obtidos
a partir de |U) por um difeomorfismo em z: |U”) = Uy|¥), e esta soma é
sempre finita. De fato, os vetores |¥)e |¥”) sdo ambos superposi¢oes finitas

de vetores de redes de spin:

M
T) = cm|Crn, Tn), (6.37)
m=1
N
[U7) = alCrs T (6.38)
n=1

Uma vez que duas redes de spin sao ortogonais se seus respectivos grafos
sao diferentes, a soma em (6.36) tem contribuigoes apenas dos termos da ex-
pansao na qual dois grafos coincidem; porém, em nossa teoria, onde o espago
¢ unidimensional, apenas dois estados de redes de spin nestas condigoes exis-
tem: |Cy,, Jy) e |Cr,J ) sendo que este é obtido a partir de |C,,, J,,) inver-

tendo a ordem dos lados do grafo.
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Os funcionais PpigV definidos desta maneira sao invariantes sobre difeo-
morfismos em z, como consequéncia da equagao (6.35) que define a maneira
com que os elementos de S se transformam. Eles geram por definicao o
espaco vetorial que serd o espago de Hilbert fisico da teoria, Hpnys C Sp,.

Agora definimos o produto escalar em H,y,s como

(Ppifr¥1|Ppifr¥a) == (PpifrVUy, ¥Us), (6.39)

onde |¥q),|Ws) € Sy. Este produto é independente do estado particular |Ws)
que utilizamos para definir | PpigWs).

Por construgao, os vetores de Huys dependem apenas da classe de equi-
valéncia dos vetores de Sy sob difeomorfismos em z. Em particular, um vetor
definido por (6.36) a partir de uma rede de spin |C,J) nao depende das
particulares posicoes z;, dos ciclos constituintes do grafo C, mas apenas da
quantidade destes ciclos, e do spin associado a estes. Seguindo a termino-
logia da Loop Quantum Gravity, chamaremos tal vetor um s-knot e vamos

denota-lo por |ji, ..., jn) = |J):
|J) = Pois|C, J). (6.40)
O produto escalar de dois s-knots é dado por

<J7 JI> = <jla 7]N’]£a 7]§V’>

= 5NN/<5j17ji"'5ijN’ -+ 5iji"'5j1j§w)' (6.41)

O segundo termo no lado direito é devido a existéncia, conforme mencio-
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nado antes, dos difeomorfismos em z que preservam o grafo mas invertem a
ordem de seus ciclos. Portanto, dado que se identifique um vetor |j1, jo, ..., jn)
com seu “reverso” |jn, ..., j2,j1), 0s estados s-knot fornecem uma base para
thys-

Os s-knots sendo completamente caracterizados por conjuntos finitos de
nimeros semi-inteiros J = {Ji, jo2, ..., jn } s@o claramente invariantes sobre
todos difeomorfismos. Hpnys ¢ portanto o espaco fisico de estados da teoria
de Chern-Simons em um cilindro. Sendo os vetores s-knots contaveis, este

espaco de Hilbert é separavel.
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Capitulo 7

Chern-Simons Quantizado:

Discussao sobre os Observaveis

Este capitulo se constitui como uma continuagao natural do capitulo
anterior. Introduzimos os observaveis de forma analoga a feita na gravitagao
quantica em lagos, e obtemos a quantizacao de uma quantidade classica, com
seu espectro sendo uma quantidade fisica invariante sob difeomorfismos.

Um observavel, corresponde a um operador auto-adjunto invariante de
calibre que atua no espago de Hilbert dos estados do sistema. E comum,
por simplicidade, considerarmos uma base que diagonalize este operador, de
forma a obtermos auto-valores relacionados de forma direta, e atribuir uma
interpretacao a estes auto-valores. Em suma, dado um sistema cujo estado é

U, queremos um operador W para o qual ¥ seja um autovetor:

W(x)V[A] = w(z)V[A] (7.1)
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onde w(z) corresponde a um auto-valor de W.

O espaco de estados que estamos considerando é Hgauss, 0 espaco de Hil-
bert cujo vinculo de Gauss foi resolvido. Neste caso, os estados ainda nao sao
invariantes de difeomorfismos em z, e portanto nao avaliamos os operadores
no espago fisico H,pys: segundo Rovelli[7], damos um nome especial a estes
operadores, chamando-os de “observaveis parciais”.

Um estado de Hgquss pode ser dado através de uma combinacao linear

dos vetores basicos |C, J), definidos em (6.32) pela relagao

W) = ch|0n7 In)- (7.2)

n

Os vetores bésicos |C, J) correspondem ao conjunto de ciclos fechados
(grafos) em torno do cilindro: C,, = {Cy1,...,Cpx} corresponde a cole¢ao
de ciclos presentes no grafo I' considerado em (6.22), e J, = {Ju1, ..., Juk }
a coloracao de cada um destes ciclos. Convém lembrar que cada ciclo é
caracterizado por um z constante, entao a cada ciclo (), temos associado
uma coordenada z,y.

Relembramos também a rela¢ao que define o estado |¥), dado por (6.14):
(Ag| W) = Wo[ApJy™"[Ag] = [Ay], (7.3)

onde ¥™"[Ay] corresponde as holonomias dos ciclos C,,.

Assim, estamos a procurar um operador diagonal na base |C, J), na forma

W(x)|C, J) = we,s()|C, J). (7.4)
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Em principio, o operador precisa atuar nas duas partes que compoem o
funcional de onda: o fator de fase Wy[Ay] e o termo da func¢do das holonomias
P [Ag]. O termo de fase, porém, é de dificil manipulagio, por involver
integrais funcionais pouco triviais (6.12), e ao invés de resolver o operador
para as duas partes simultaneamente, procuramos encontrar um operador

mais especifico, que atue apenas nas fungoes das holonomias, na forma
W(z) W[ Ag] = Wo[Ag] W[ Ag]. (7.5)

Em particular, estamos interessados na atuacao do operador A., que corres-

ponde a derivada funcional em relagao a variavel canonica (6.9),

1 9

(Al A. ()| W) = %m‘l’[z‘leh

(7.6)

pois Ag e A, correspondem aos blocos basicos de construcao da teoria.
Uma relagao importante é a maneira como o operador /L(I) atua numa
holonomia: Considere um caminho qualquer v no espaco, parametrizado por
s € [0, 1], e considere uma holonomia h,[Ay] sobre este caminho. O operador
de derivada funcional atua de forma a inserir um elemento do grupo num

determinado ponto x € 7(s), de forma a dividir a holonomia em duas:

)
A = [ FOP,9) oo Tt ds, ()

onde utilizamos a notagao 7y(a,b),a < s < b para indicar que o caminho (s)
considerado tem como intervalo de variacao [a,b] C [0, 1]. Esta relacado pode

ser obtida de varias maneiras, a mais comum sendo abrir a holonomia como
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um produto ordenado e trabalhar termo a termo; um caminho mais simples
é proposto em [32]. Convém lembrar que trabalhamos aqui com um sistema
de unidades onde h = 1.

Portanto, conhecemos como o operador Az(x) atua nas holonomias (e
consequentemente nas fungoes das holonomias). Sugerimos procurar um ope-

rador atuando na forma
W (2)W[Ag] = Wo[Ag) AL(2)1)[ Ay, (7.8)

e passamos a procurar uma construgao de W(x).
Uma maneira encontrada consiste em escolher uma forma especifica para

W, separando dependéncia da variavel canonica do seu momento conjugado
W = 1[Aq] + AL, (7.9)
e procuramos descobrir y/[Ay]. Utilizando (7.8), temos

WIU[Ag) = X o[Aglvo[Ag] + AL(2)Wo[Ag]th[Ag] + To[Ag) AL(w)1b[Ap]

= Wo[Ag]AL(z)y[Ay), (7.10)
obtemos entao a relagao
N o[ Aol Ao + (AL(x)TolAo] ) wlAo] = 0. (7.11)

Precisamos calcular a maneira como A, atua no fator de fase. Resolvendo,
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obtemos o resultado

I = — - — —1
z’k:éAg%[A"] ik QWM5> (97 0:9)WolAe], (7.12)

onde g = g[Ap] é um elemento do grupo, funcional de Ay definido pela relagao
(6.13). Demonstramos esta relagdo com mais detalhes no apéndice deste

capitulo. Com isto, obtemos a seguinte relacao

X' Uo[Agl[Ag) = —A,To[Ag])[Af] (7.13)
= —(97'0.9)Wo[Ap)v)[Ag] (7.14)
= (X" + g '0.9)Vo[Ag]1[Ag] = 0. (7.15)

A solucao para esta equacgao consiste em

X' = —g7"0.9 = wl[Ay), (7.16)

e, portanto, obtemos um operador que cumpre nossas exigencias

W= Al — .1 (7.17)

Vamos agora, utilizando o operador recém-construido, desenvolver um
observavel relacionado a uma curva na superficie do cilindro. Considere uma
curva ¢, parametrizada por u € [0,1]. Por simplicidade, vamos considerar
uma curva que tenha apenas um unico valor associado a cada z, e cujas
extremidades se encontrem em alturas diferentes. Esta escolha simplifica as

contas e nao ha perda de generalidade, uma vez que sempre pode-se dividir a
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curva em varios segmentos, e trabalhar com cada segmento individualmente.
Ainda sem perda de generalidade, vamos considerar uma curva com 6 =
0y constante, uma vez que podemos sempre, dada uma curva qualquer c
qualquer definida pelas condicoes anteriores, realizar um difeomorfismo em ¢
de maneira a deformar a curva, transformando-a numa reta com # constante.
Além disso, vamos considerar inicialmente, um subgrafo I C I' na qual

contenha, apenas uma curva 7.

Figura 7.1: Caminho ¢ sobre a superficie do cilindro. O caminho é particio-
nado em um nimero N de segmentos suficiente para que cada segmento tenha
apenas intersecao com no maximo uma curva g, representado na figura pela

seu spin Jjg.

80



Definimos um operador sobre a curva c:
W, = / W, (2)dz (7.18)

onde integramos sobre o intevalo onde a curva é definida z € [z, 23], e pro-

curamos avaliar sua atuagao sobre a holonomia h., [Ag]:

. 1 4]
Wr To [Ag]hy,[Ae] = WolAg]—- / mh'm[AG]

1
= Wl [ [ = 2050 ~ 6000 Ty 0z
zJo

1
= Wol Aol (0.0 Tl 0y 20) (7.19)

Devido as consideragoes que tomamos, é garantido que estas integrais sé
assumem um valor nao-nulo em um tinico ponto, que corresponde exatamente
ao ponto P = (fy, zx) de intersegao das duas curvas vx(0) e ¢(z). Portanto,

este operador sera escrito como

R 0 ,se P nao existe,
Wi¥o[Aglhy, [Ag] = (7.20)

Wo[Ag] x %h%m’p)Tlh%(Rl) ,se P existe.

Este operador ainda nao pode ser considerado um observavel pois nao é um
invariante de calibre. Podemos contornar isto fazendo uma segunda aplicacao
deste operador sobre a holonomia, na representacao de spin ji

. 4 1 . j j j
W2RUr) (h [Ag]) = pR(Jk)(hwk(()’P))R(]k)(TI)R(Jk)<TI)R(Jk) (h%(P)l))
(7. + 1 . X
- _jk(jz;? )R(]k) (h"Yk(O,P))R(]k)(h'Yk(Pvl))’ (7'21)
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onde utilizamos acima o Casimir do grupo SU(2):
—n" RI(T)RI(Ty) = j(j +1) x RY(1), (7.22)

onde RY)(T}) corresponde a representacdo irredutivel do elemento do grupo
T7. Com isto, obtemos um operador invariante de calibre, f/, definido sobre

os vetores correspondentes a grafos de 1 ciclo v,

Loyl Ad = /= Who Al (7.23)
= V3Gt D[4 (7.24)

ou, utilizando a notacao de Dirac, podemos escrever

A 1
L|Ck,Jk> = EV Jk(Jk+1)|Ck,Jk> (725)

Queremos agora estender os resultados para o caso para um grafo C' geral.

Consideramos a quantidade classica

L= /dz\/—WQ(z), (7.26)

podemos transformar esta integral numa soma de Riemann

L= lim ) %\/—WQ(Z,L), (7.27)

N—oo

onde [ é o comprimento da curva ¢, e N é o numero de segmentos na qual a

curva ¢é dividida. (ver figura 7.1)
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Por outro lado, podemos criar uma quantidade que atua apenas num

segmento ¢, da curva

w! :z/ W (2). (7.28)

Note que, se o segmento ¢, for pequeno o suficiente, podemos aproximar esta

integral por

/ W (2) ~ %Wl(zn). (7.29)

Assim, podemos definir uma quantidade que, em cada segmento, tem o

valor

My = /(W1 )2 = % W), (7.30)

que corresponde exatamente aos termos da soma de Riemann para L. Por-

tanto, definimos?

N—o0 N—o0
n=1

N N
l
L = lim E N\/—W2<Zn) = lim M,. (7.31)
n=1

Para um valor suficientemente grande de N, ¢, N C contém apenas 0 ou

1O leitor poderia se perguntar por qué nio definimos L simplesmente como fc dzW?(z),
uma vez que tomar a raiz parece desnecessario. Mas esta definicdo produziria um termo
12/N? em contrapartida ao termo da soma de Riemman [/N, e ndo poderfamos chegar &
conclusdo em (7.31).
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1 ponto. Utilizando o resultado obtido em (7.24), temos entao

. 0 se c, NC =1,
M,|C, ) = (7.32)

%\/jk(jk +1)|C,J) sec,NC #0,

portanto, se somamos em todos segmentos ¢, da curva c, obtemos

SONLIC, ) = 1 3 Vil I ), (7.3

onde a soma em k percorre todos os 7, tais que ¢ Ny, # 0. Note que neste
ponto a soma nao depende mais de /N.

Isto justifica a definicao do operador L por

N
L= lim Zl M,, (7.34)

que é a quantizacdo da quantidade classica (7.26). Note que o espectro é
invariante sob difeomorfismos em z e portanto, é uma quantidade fisica.
Devemos realcar que, embora o resultado seja fisico, os estados consi-
derados na atuacao do operador nao pertencem ao espaco de Hilbert fisico
Hphys. Para definir este operador no espaco de Hilbert fisico, precisamos de-
finir sua atuacao no espaco dual de Sy, do qual Hpp,s ¢ um subespago. Esta

continuacao podera ser considerada num trabalho futuro.
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7.1 Apéndice

Este apéndice consiste na demonstragao da equacao (7.12). Em particular,
estamos interessados na variacao funcional do termo de fase presente no fun-
cional de onda (6.12). Podemos identificar, dentro do termo de fase ay, duas

acoes tipicas, uma sendo a acao de Wess-Zumino

Swz = TF/ Pz (970,99 0,991 0,9) , (7.35)
S

e outra sendo a ac¢ao do modelo-o
S, =Tr / d*x Agw., (7.36)
)

onde Y corresponde a variedade espacial, e ¥ corresponde a variedade que
possui Y como borda. Feitas estas identificacoes, podemos reescrever o termo

%)

k k k(1
(50&0 - 6—7T§SWZ - %550 = % (géSWZ - 580) (737)

7.1.1 Variacao da Acao de Wess-Zumino

Consideramos a A¢ao de Wess-Zumino (7.35). Para simplificar o tratamento,

podemos utilizar a notacao de formas diferenciais, para escrevermos

Swz = Tr / (g7 tdg)®. (7.38)
5
Chamando o termo ¢ 'dg = w, com dw = —w?, a integral obtem uma

85



forma simples

SWZ = TI‘/ w3. (739)

2

Passamos entao a calcular a variacao deste termo.

5SWZ = 5TI‘\/~W3

by

= 3Tr/5ww2
3!

= 3Tr/~ (g’ldég — g’1§gg’1dg) w?
5

= STI/~ ddgw?g™t — Sguwig™?
5

= 3Tr/id(5gw29_l). (7.40)

Usamos entao o Teorema de Gauss para levar esta integral apenas para

a borda do espago, onde obtemos:

0Swz = 3Tr/d(5gw29_1)

5

= 3Tr/ (5gw2g_l
v

= 3Tr/ d2x5ge“b (g_lﬁagg_labg) g !
b

= 3Tr/ deg_lég (g_lé?ggg_l@zg — g_lazgg_laeg)
%

= 3Tr/ d*x[Ag,w.]g g, (7.41)
>

onde fizemos a identificacdo w, = g~10.¢ para simplificacao.
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7.1.2 Variacao da Acao do modelo-o

Consideramos agora a agao (7.36). Tomando sua variagdo com respeito a g,

temos
0S, = 5Tr/ d*rAgw, = Tr/ d?x (§ Agw, + Agdw,) . (7.42)
b b
Podemos desenvolver as duas variagoes 6 Ay e dw,

Tr/EdecSAg = Tr/zd%é(g_lﬁgg) :Tr/Edzx(—g_lchg_l@gg—I—g_lagég)
= Tr /Z d*x(—g~'6gAg + 9p(9~'0g) + g Dagg ™" dg)
= Tr /Z d*x(95(g~'0g) + Asg 09 — g 169 As)
- T /E (059~ 69) + [Ag, g~'59))

= Tr/d2xD9(g159). (7.43)
D

O desenvolvimento para dw, é totalmente similar, se consideramos uma de-
rivada covariante na forma D,- = 0, - +[w,,]. Como a derivada covariante
também segue uma regra de Leibniz, fazemos uma integragao por partes,

utilizando as relacoes desenvolvidas acima

5S, = Tr/ d*z (Do(g'6g)w. + AgD.(g~"'bg))
o

= —Tr / d*rg8g [Dow. + D.wy) . (7.44)
%
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Podemos desenvolver estas derivadas covariantes e transformar em derivadas

simples

Dow, = 09(97'0.9) + [As, g '0.9]
= [g7'090.9] — g7 '0.99 ' Dag
= [0.(¢7'0pg) + 9~ 0.99 " 0pg] — g '0.99 ' Opg

= 0.Ay, (7.45)

mais uma vez, de maneira totalmente analoga, pode-se proceder para encon-
trar a relacao D,Ay = Oyw.. Utilizamos estes resultados para encontrar a

variacao do modelo-o:

0SS, = —Tr/ d*xg 169 (0,Ap + Opw.)
5
— —Tr/ d*rg 189 (0. A¢ + Dyw., — [Ag, w.))
5

= —2Tr/ d*xg 1690, Ag + Tr/ d*rg16g [Ap,w.]. (7.46)
2 >
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Derivada Funcional da Fase

Com as variagoes em maos, podemos substituir os resultados obtidos na

equagao (7.37), para obter:

ooy = ETr/ d*xg 1690, Ay
T )

k
= —Tr/ d*zDgw.g g
)

™

_ _ETT/ d*zw, Dy (9_159)
>

™

k
= ——Tr / d*rw.6 Ay, (7.47)
%

™

com isto, obtemos facilmente a derivada funcional de oy em relacao a Ay

dayg k s 5 0AJ(Y)
= ——1r | d
SA@ - w ', VTS
= —ETI/dew‘]é”éQ( — ) TyTy
Q b
= ——waiT]T]
7r
koo
= —uw,. 4
oW (7.48)

Agora podemos voltar & primeira das igualdades (7.12) para concluir

Ag\yo [Ag] = Z_ _\IJO [AG]

= = (27m—7rw1> Uo[A]

= (97'0.9)Wo[Ag], (7.49)
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o que demonstra o resultado dado pela terceira igualdade (7.12)
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Capitulo 8

Fixacao de Gauge para a
Gravitacao com constante
cosmoldgica: Relacao com

Chern-Simons

No capitulo 4 nés demonstramos que a Relatividade Geral em 2+1 di-
mensoes pode ser escrita como uma teoria de Chern-Simons tendo como
grupo de gauge o grupo de Poincaré, e de formas diferentes, mostramos que
isto acontece independentemente da acao conter um termo de constante cos-
moldgica, onde devido ao fato de possuirmos dois casimires no grupo SO(3,1)
(ou SO(2,2)), podemos construir duas agoes diferentes, porém que compar-
tilham as mesmas equagoes de movimento, e portanto, sao classicamente

equivalentes.
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Porém, sendo nosso interesse quantizar esta teoria, mais geral (no sen-
tido que podemos reobter a Relatividade Geral sem constante cosmolégica
tomando os limites adequados), nos deparamos com um problema devido ao
grupo de simetria: quando analisamos a quantizacao de Chern-Simons num
cilindro, onde o grupo tomado era SU(2), tivemos problemas em lidar com a
direcao nao-compacta z, onde o vinculo relacionado a simetria translacional
nesta direcao produziu o fator de fase, que tornou a teoria bem menos tri-
vial, e sua implementacgao teve de ser realizada de forma manual; Em geral,
grupos nao-compactos trazem problemas na definicao das quantidades fisicas
na teoria quantica, e nem sempre ¢é possivel resolvé-las de forma analitica.
Este é o tipo de problema que enfrentamos quando tentamos lidar com a
quantizacao da Relatividade Geral: seu grupo de gauge (o grupo de Lorentz)
é nao-compacto, e sua quantizacao entao é problematica.

Para contornar este tipo de problema, uma sugestao possivel é a de fixar o
gauge nas direcoes nao-compactas, de forma a simplificar o grupo de simetrias
associado. Poderiamos, por exemplo, escolher a dire¢oes nao-compactas de
SO(3,1) e fixa-las através de condigoes de gauge . O resultado esperado deste
“congelamento” das simetrias seria que o grupo resultante fosse compacto,
na forma SO(3), cuja dlgebra é isomorfo a su(2), trazendo portanto a teoria a
terrenos conhecidos, onde podemos utilizar nosso conhecimento do capitulo
7 para quantiza-la. Seguimos esta sugestao neste capitulo.

Este capitulo é um resumo do trabalho [30], em andamento.

Relembrando o que ja fizemos, comecamos por considerar a agao de
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Chern-Simons

5:—5/ (A, dA+ 2A N A), (8.1)
2 | 3

e relembramos que A é uma 1-forma: A = A,dz",n = 0,1,2. Fazendo a
separacao da componente temporal A = A,dz® + A,dx®, podemos escrever a

acao como

S = —%Admo/E<A,A>+2<At,F), (8.2)

na qual fatorizamos a variedade em M =R x X, e A = A,dz*, a =1,2.
Agora devemos lembrar que a conexao espacial A é escrita em termos da
algebra de Lie do grupo de gauge, onde escolhemos o setor A > 0, definido por
uma constante cosmoldgica positiva (ja definida em 4.23), e a assinatura o =
+1 que nos permite escolher entre os grupos SO(4) Euclidiano ou SO(3,1)

Lorentziano. Escrevemos
A=AK;+ALL;, (8.3)

onde K; correspondem aos geradores de boosts e L; corresponde aos geradores
de rotagao no grupo SO(3,1) (ou SO(4)), e os indices correspondem a i, j =

1,2, 3. Para fixar a notacao, escrevemos a conexao de forma completa:
A = (AleZ + A;2Ll)d$0 + (Alel + A22Li)dl'a (84)
Observe que, sob esta notacao, os coeficientes da conexao sao objetos de
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3 indices A’

eomi =123 T=12ep=012=1tuz,y.

Note que fazendo isto separamos qual parte da conexao estd relacionada
aos boosts e qual esta relacionada as rotagoes: como citado antes, nossa
intencao é de congelar estes boosts. A algebra de Lie destes geradores é dada
por

[Li, L;] = gijkLk, [Li, Kj] = gij’ka, [K;, K] = os,;

J

T (8.5)

Podemos relacionar os geradores e a conexao com os resultados que ti-

nhamos anteriormente através de

K = (Js,—Ji,Py/VA), (8.6)
L = (PyVA,-P VA ody), (8.7)
A = (W —wh e®VA), (8.8)

A, = (e2VA, —e'VA, 0w, (8.9)

onde os J; e P; formam uma base da algebra de Lie, que ja foi definida em
(4.24),(4.25),(4.26).

Como tinhamos anteriormente, as formas quadraticas invariantes aqui sao
os dois Casimir do grupo, que podemos escrever como (A, B) = A; - By +
A, -B; e o outro Casimir dado por (A, B)* = 0A;-B;+ A, - B, e a notagao
A - B = A'B;, uma vez que todos elementos do grupo utilizam a métrica

tridimensional §;; para subir e descer indices. Com isto, a agao (4.39) fica
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sendo escrita na forma

S = /dxoﬁ
— ——/dx /[ Az——A1)+A2 (Al—%Az)}

—G1(An) — Ga(Ap), (8.10)

onde definimos funcionais G; e Gy por

gl(g) = k/ £ |:F + gAl X A1 — zl).z&1‘| , (811)
pX 2 v

g2(€) = /{3/ g |:DA1 — 1(].'—“ + zAl X Al):| s (812)
b g 2

e utilizamos a derivada covariante definida por DA; = dA; + [Ay, Ay, em
conjunto com a notagao [A, B] = A x B.
Queremos agora realizar a analise canonica desta acao, e obter o Hamil-

toniano associado. Definindo os momentos das varidveis canonicas

oL k o

nt = A —§(A2 — ;Al), (8.13)
? = 6% = —%(A1 — %AQ), (8.14)
nt = 5261 =0, (8.15)
" = 522 =0, (8.16)
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de onde obtemos os vinculos primarios

k o

X! = I+ §(A2 - ;A1) ~ 0, (8.17)
P o= 1P+ g(A1 — %Ag) ~ 0, (8.18)
Y= I =0, (8.19)
X2 = MM? =0, (8.20)

e obtemos os colchetes de Poisson entre os vinculos, relembrando os colchetes

fundamentais {Ar, 117} = {A,, 1"} = 67:

X'y = _%ke, (8.21)
XY = ke (8.22)
Xy = —%ka (8.23)

Com isto construimos a matriz A dos vinculos x! e x?, j& que os vinculos

x> e x? j& possuem colchetes nulos com todos outros vinculos:

A = ke, (8.24)
—o 1
Q = 7 , (8.25)
1 =1
5
a inversa dela é dada por
1
1 —= -1
—1 Y
= 8.26
det Q| _; _o |’ (8.26)
v
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onde o termo detf) é

g

det Q = i L. (8.27)

Como os colchetes entre os vinculos primérios nao sao nulos, precisamos

construir os colchetes de Dirac:

X =T = T A ) kI X (8.28)

Embora aqui tenha sido escrito de forma geral, mais como um lembrete,
¢é simples de visualizar que os novos colchetes zeram nos vinculos.

Obtemos entao os colchetes de Dirac para as variaveis canonicas:

Al A YD = et —— 2
{ als bl}D keb 0_727 (8 9)
(A ALYy = Le,si T (8.30)
al) ‘25D — kGab 0_72, .
) . 1 oY
Alg, Al p = Teapd? . 31
{ a2’ bQ}D kEb O'—’)/2 (83 )

Os vinculos secunddrios, que garantem a estabilidade dos vinculos IT*
e II*? sao dados exatamente por G; e G,. Com isto, podemos escrever a

Hamiltoniana deste sistema na forma
H:@mm+%mm+/&mﬂ+mm? (8.32)

As varidveis do espago de fase sao Ag1, Ay1, Au2, Ay, A, 1T, A, TT2) pois

uma vez que construimos os colchetes de Dirac para os vinculos x! e x?2,
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podemos considerd-los fortemente zero, e resolver para os vinculos II' e I12.

Com a ajuda da variacao dos vinculos G; e G

1
6Gi(n) = ko(ZDn— Ax x m)SAs — k(D — %Al X 7)0As, (8.33)

1
6Ga(n) = —k(Dn— %Al X n)0A; + k(;Dn — Ay x1)0A,y, (8.34)

podemos calcular os colchetes de Dirac dos vinculos G; e Gy

{Gi(0), Ga(n)}p = 0Galn x 1), (8.35)
{Gi(0), Ga(n)}p = Giln x 1), (8.36)
{G2(n), Ga(n)}p = Ga(n x 1), (8.37)

mostrando que estes vinculos sao de primeira classe e que eles geram as

transformacoes de gauge dadas por

{Gi(n), A1}p = Dn, (8.38)
{Gi(n), A2}tp = onx Ay, (8.39)
{G2(n), Ar}p = nx Ay (8.40)
{Go(n), A2tp = Dn. (8.41)

Estas transformagoes de gauge correspondem aquelas encontradas na te-
oria BF! | onde as duas primeiras transformacoes de gauge correspondem

as transformagoes “topoldgicas” enquanto as duas tltimas correspondem as

LA teoria BF corresponde a uma outra teoria de gauge, onde temos dois campos de
gauge indepententes B e A. Esta formulacao permite uma descri¢do da Relatividade Geral
em 4 dimensbes como uma teoria de gauge. Para uma descrigdo detalhada, ver [7][8].
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transformacoes de gauge usuais. Neste caso podemos interpretar A; como a
conexao e A, como campo B na teoria BF'.

Agora vamos escolher uma fixagao de gauge. Queremos fixar o gauge para
uma das simetrias nao-compactas, entao escolhemos um dos coeficientes dos
boosts Ay: por exemplo A,; = 0.

Implementar esta condicao de gauge na teoria significa impor mais um

vinculo, e este deve entrar na Hamiltoniana,
H =Gy (An) + Go(Ap) + //\HH“ + Ao lT + A, (8.42)

e analisando sua consisténcia

Ay = {Ap, Hyp = {4, Gi(An)}p + {441, Ga(An)}p  (843)
= _DyAtl — Ayl X Atl (844)
— —D,An, (8.45)

que corresponde a um novo vinculo, que também acrescentamos ao hamilto-

niano
H = gl (Atl) + g2<At2) + /)\tll_[tl + )\,521_[t2 + uAyl + VDyAtl. (846)

E facil ver que II*? ¢ um vinculo de primeira classe; o outro vinculo de

primeira classe é Go, cujos colchetes com os novos vinculos sao dados por

{Ga, Api}p = 6 x Ay =~ 0. (8.47)
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Para calcular o colchete com o vinculo Gz = D, Ay, definimos seu smeared

Gs(n) = [ nDyAn, obtendo

{G2, 04} = /n(Dyé X Ap) = —/5 x nDyAn ~ 0, (8.48)

e os outros vinculos, Gy, II", A1, D, A, sao de segunda classe. Queremos
entao construir novos colchetes de Dirac para estes vinculos.

Uma observacao importante é de que A;; se comporta como um multipli-
cador de Lagrange, e D,A;; = 0, seria uma condi¢ao que fixa este multipli-
cador, portanto, nao aparecera como vinculo: fixamos v = 0 em (8.46).

A matriz dos vinculos é dada por

0 0 —1
A=|o00 o |Ds (8.49)
10 0
e sua inversa é dada por
0 01
A= 0 00 |/ (8.50)
-1 0 0

onde f ¢ definido de tal maneira que o corresponde ao inverso de D,J no

sentido de convolugao

Dydx f=fxDyo=0. (8.51)
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Construimos os colchetes de Dirac de segunda geracao
. . . . . ~ —1 .
{2 = (7 = I M (A )l o (8.52)

Isto faz com que os vinculos de segunda classe sejam tomados como forte-

mente zero a partir de agora, isto é

G = 0, (8.53)
' = o, (8.54)
Apg = 0, (8.55)
DAy = 0. (8.56)

Portanto com a fixagao de gauge A,; = 0 nosso espaco de fase se reduziu

bastante, tendo como varidveis agora
Axla Ax?a Ay?a At27 Ht2' (857)

Note que o espaco de fase deve ser composto por metade de coordena-
das como variaveis canonicas e metade como seus momentos conjugados, e
algo como um espaco de fase com dimensao impar nao existe; de fato, pode-
mos eliminar uma das varidveis canonicas utilizando relagoes conhecidas para

expressa-la como funcao das outras. Utilizaremos o vinculo Gy para escrever

Gi=F + %Al X Ay — %DAl. (8.58)
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Abrindo em componentes e impondo A,; = 0 teremos

0 = a36*’4312 - ayAmZ + Am2 X Ay2 - %(_ayAxl - Ay2 X A:vl) (859)

g

- (%AyQ - Dy<Ax2 - ;Am1>, (860)

e devemos escolher uma das componentes para ser escrita em funcao das

outras, como por exemplo, podemos escrever
Dy Ay = 07(0:Ay2 — DyAss). (8.61)
A Hamiltoniana, apos a fixacao de gauge, é escrita como
H = Go(Ap) + / NoTT2, (8.62)
e abrindo, temos
H= % [ AalDya = 142 ~ 0.40) + [ att® (5.63)
Se substituimos (8.61), obtemos
H = hordet / Aps(0y Ays — 0y Avs + [Ass, Ay, (8.64)

onde det(2 foi definido em (8.26). Podemos simplificar, definindo um novo

objeto A = (A, Aso, Ap) = (A, Ay, A3), e escrevemos

H= k’ydetQ / 1211 ((921213 — 83A2 + [/_12, Ag]), (865)
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que corresponde a um termo de Chern-Simons neste objeto, com um grupo
compacto SO(3). Deve-se notar que, observando (8.27), esta teoria é mal-
definida no caso onde 42 = &, onde temos um determinante nulo para a matriz
A dos vinculos e, portanto, nao podemos definir um colchete de Dirac. Isto
nao acontece no caso onde v = 0, onde temos uma teoria bem-definida, ja

feita no capitulo 4.
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Capitulo 9

Consideracoes Finais

Trabalhamos, de forma integrada, na constru¢ao do modelo de Chern-
Simons, tanto sua quantizagao, nos moldes da Loop Quantum Gravity, quanto
sua equivaléncia com a gravitacao em 241 dimensoes. De certa forma,
constitui-se de uma das teorias de gauge mais simples, mas como pode-se
ver neste trabalho, nao significa de forma alguma que seja trivial; muito pelo
contrario, apesar da aparente simplicidade, existem aplicagoes em vérias te-
orias além da gravitacional, como por exemplo o efeito Hall quantico, cuja
interagao entre os elétrons é descrito por uma acao de Chern-Simons, e sua
quantizacao é também feita em [31].

Através da exploracao da quantizacao do modelo de Chern-Simons, pu-
demos investigar a atuacao dos observaveis neste modelo, e compara-los com
os existéntes na gravitacao em 2+1 dimensoes: o operador obtido através da
quantizagao possui similaridade com o operador de area no modelo BF, e é
invariante de gauge. Em sua construcao, utilizamos o espaco dos estados cujo

vinculo de Gauss estava resolvido, e estes estados nao eram invariantes sob
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difeomorfismos em z; ainda assim, o espectro obtido era independente de z e,
portanto, pode ser considerado uma quantidade fisica. Pode-se considerar,
em algum trabalho futuro, extender este operador para o espaco de Hilbert
fisico.

Também exploramos, pelo outro lado, a gravitacao em 241 dimensoes
como um modelo de Chern-Simons, analisando a inclusao da constante cos-
moldgica; como estamos interessados na quantizacao deste modelo, preci-
samos ter grupos compactos para definir uma base no espago de Hilbert ci-
nematico, e este nao era o caso. Surgiu entao, a idéia de, da mesma forma que
se faz na eletrodinamica e na gravitagdo quantica (com modelo BF), tomar
uma fixacao de gauge que eliminasse os graus de liberdade nao-compactos do
grupo; de fato, no final obtemos uma acgao tipica de Chern-Simons, como era
de se esperar, com um grupo compacto SO(3), cuja quantizagdo nao apre-
senta quaisquer problemas aparentes, podendo até mesmo nos guiar pelo
capitulo 6 para efetud-la.

Por efeito de aprendizado, a quantidade de assuntos necessarios para
se compreender o trabalho é ampla: sistemas classicos vinculados, relativi-
dade geral, formas diferenciais, teoria de grupos, teorias de gauge, mecanica
quantica, formalismo de lacos para a gravitacao, dentre outros itens mais es-
pecificos em cada capitulo, como por exemplo o teorema de Peter-Weyl, que
¢é de extrema importancia para definir o espaco de Hilbert na Loop Quantum
Gravity.

Para uma futura continuacao do assunto tratado neste trabalho, é possivel
se analisar uma possivel quantizacao de uma teoria de Chern-Simons em di-

mensoes maiores, e verificar se existe uma correspondéncia com a gravitacao;

105



um possivel resultado que se pode obter seria, analisando o caso de uma acao
de Chern-Simons em 5 dimensoes, poderiamos impor a mao um vinculo anu-
lando uma destas dimensoes, para se ter uma tentativa de quantizacao da
gravitagdo em 341 dimensoes sob uma formulacao canonica, onde pode-se
estudar também a aplicacao de um formalismo de Spin-foams para Chern-

Simons, e verificar se existe uma equivaléncia com os resultados conhecidos.
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