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Resumo

Neste trabalho apresentaremos os resultados da nossa pesquisa sobre a gener-
alizacao dos fluidos relativisticos na parametrizacao de Kéhler para espacos nao-
comutativos aplicando métodos de teoria de campo. A nossa proposta se aplica a
uma grande classe de fluidos parametrizados por duas func¢oes arbitrarias suaves: a
primeira que generaliza o potencial de Kahler definido na superficie dos potenciais
complexos do fluido e a segunda que parametriza a equagao de estado. Determi-
namos, também, os vinculos que os graus de liberdade dos fluidos devem satisfazer
para que a teoria tenha as simetrias fundamentais da geometria nao-comutativa e

calcularemos as grandezas fisicas do fluido nao-comutativo.

Palavras chave: Teoria quantica dos campos em espagos nao-comutativos. Fluidos
em espacos nao-comutativos.

Area de conhecimento: Teoria Quantica de Campos.



Abstract

In this work, we present the results of our research on the generalization of
the relativistic fluids in the Kahler parametrization to noncommutative spaces by
applying methods of field theory. Our proposal can be applied to a large class of
fluid models parametrized by two arbitrary smooth functions that generalize the
Kahler potential on the surface of complex potencials of fluids and the parameter
function of the state equation, respectively. We determine the constraints that the
degress of freedom of the fluid should satisfy in order to have the fundamental
symmetries of the noncommutative geometry and calculate the physical quantities

of the noncommutative fluid.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de fluido é uma das ferramentas mais importantes disponiveis para o
estudo de fenomenos fisicos que ocorrem em longas distancias em comparacao com
a escala de distancia tipica do sistema. Tais fenomenos ocorrem em &areas muito
diversas da Fisica como: na descricao dos estados da matéria com ordem local e
semi-local, a distribuicao da matéria na Relatividade Geral e na Cosmologia, os
jatos astrofisicos, as explosoes de raios gama, as oscilagoes de neutrinos, a colisao de
nicleos pesados, etc.

Todos os sistemas em que o modelo de fluido é aplicavel sao caracterizados por
um numero grande de graus de liberdade. No entanto, os fenomenos fisicos que
acontecem nos fluidos sao mais naturalmente descritos em termos de um nimero
muito menor de graus de liberdade efetivos. As grandezas fisicas tipicas que carac-
terizam os fluidos sao: as densidades escalares de matéria, de energia e de pressao,
assim como os campos vetoriais de velocidade e os vortices. Sistemas mais com-
plexos incluem a viscosidade e o cisalhamento [1, 3]. Além disso, os fenémenos de
longo alcance podem exibir a invariancia de Lorentz ou Poincaré como é o caso de
fluidos nucleares ou gravitacionais. Nestes casos, a simetria do espago-tempo deve

ser incorporada ao modelo para obter os fluidos relativisticos. Enquanto a dinamica
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de fluidos pode estar relacionada com a Mecanica Estatistica dos graus de liberdade
originais, na maioria dos casos, o conhecimento da solucao das equacoes de longo
alcance dos fluidos é suficiente para a compreensao do comportamento macroscdpico
do sistema.

As equagoes de movimento do fluido sao equagoes nao-lineares de varias varidaveis
definidas em um numero de dimensoes determinado pela dimensao do espago-tempo
e pelos graus de liberdade relevantes do modelo. Em casos particulares os sistemas
podem possuir simetrias ocultas e constantes de movimento que ajudam a construir
as solugoes, ou até mesmo a integrar as equagoes completamente. No entanto, o
conhecimento completo das equacoes de movimento no caso geral ¢ um problema
notoriamente diffcil. E comum em nossos dias tentar mapear as equacoes de fluidos
em sistemas de equacgoes obtidas a partir de outros modelos completamente através
de uma rede conjecturada de mapeamentos, como por exemplo, em sistemas de
D-branas usando o mapeamento AdS/CFT [4].

No caso do fluido nao-relativistico, as equagoes de movimento incluem uma
equacao de continuidade para a densidade de matéria e a equacao de Euler que
expressa a lei da forga [1]. A simplificacao destas equagoes é obtida para o fluido
isentrépico, caso em que a entropia é constante e a pressao é uma funcao somente da
densidade. A simplificacao pode ser feita desprezando a dissipacao e considerando a
forga proporcional ao gradiente da pressao.

Podemos obter as equacoes dos fluidos com as simetrias desejadas de uma forma
sistematica, pelo menos nos casos mais simples, invocando o principio variacional na
formulacdo Lagrangiana ou Hamiltoniana [4]. A abordagem em termos da funcionl
acao dos fluidos é importante para a generalizacao das equagoes nao-relativisticas
aos sistemas com a simetria de Poincaré. Outras aplicacoes destes formalismos sao
os fluidos que contém um grande nimero de cargas com simetrias de calibre locais

[4] e o estudo da fase fluida de sistemas supersimétricos [20].
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Talvez, um dos resultados mais intrigantes das formulagoes Lagrangiana e Hamil-
toniana é que elas permitem aplicar métodos de teoria de campos para investigar
novas propriedades quanticas dos fluidos. Em certo sentido, este é o reverso da con-
strucao inicial em que os graus de liberdade microscépicos foram substituidos por
poucos graus de liberdade efetivos. No entanto, este método abre a possibilidade
de construir novas Lagrangianas quanticas bem como para determinar interessantes
propriedades quanticas dos fluidos classicos que, de outra forma, estariam ocultos
nos graus de liberdade de particulas constituintes. Um exemplo de tais propriedades
é a quantizacao das cargas topoldgicas [16].

O objetivo desta tese é explorar as propriedades fisicas de novas classes de fluidos
relativisticos perfeitos definidos em espacos nao-comutativos usando métodos de
teoria de campos nao-comutativos.

A motivagao inicial para a formulagao de uma teoria de fluidos nao-comutativo
¢é a observacao de que a teoria abeliana nao-comutativa de Chern-Simons ao nivel n
é equivalente a teoria de Laughlin ao nivel 1/n [7, 8], o que estabelece uma conexao
entre as teorias dos fluidos nao-comutativos, a dinamica dos fluidos, o efeito Hall
quantico e a teoria das matrizes. A relacao entre o efeito Hall quantico fracionario
e a teoria de campos nao-comutativa foi estudada em [9]. O modelo de fluido nao-
comutativo de [7] foi usado para determinacao das flutuagoes de densidade em [10]
e o estudo da ordem topolégica do efeito Hall fraciondrio em [11] (vide, para uma
revisao [12]).

Uma motivacao diferente para o estudo dos fluidos nao-comutativos é dada pela
seguinte observagao. Sabe-se que as transformagdes que preservam o volume (ou
transformagoes de volume) deixam invariante a estrutura nao-comutativa do espago
de configuracoes assim como as equacoes de movimento dos fluidos Lagrangianos
nao-abelianos [13, 14, 15, 16]. E natural, entao, perguntar neste contexto se existe

uma descri¢ao de fluido do escoamento no espago de configuracoes nao-comutativo.
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Recentemente, varios modelos de fluido foram estudados no contexto de teo-
rias de gauge U(1) em espagos curvos nao comutativos [17] e no estudo das per-
turbagoes cosmoldgicas do fluido perfeito [18]. Em [19], os autores propuseram uma
generalizagao da estrutura simplética de dois modelos de fluidos nao-comutativos e
nao-relativisticos irrotacional e rotacional, respectivamente.

Certamente, ao estudar os fluidos nao-comutativos é preciso investigar mode-
los que se reduzem aos fluidos relativisticos no limite comutativo do espaco-tempo.
Esta tarefa é simplificada pela existéncia de uma formulacao em termos de agao
de uma grande classe de fluidos perfeitos relativisticos. Nesta formulagao, os graus
de liberdade sao os potenciais do fluido interpretados como campos de uma La-
grangiana de primeira ordem tanto na parametrizacao real de Clebsch [4] quanto
na parametrizagdo complexa de Kéhler [20]. Nao existe até agora uma prova da
equivaléncia das duas parametrizacoes. Porém, ambas permitem a remocgao da ob-
strucao de definir uma Lagrangiana consistente que surge na teoria devido ao termo
de Chern-Simons necessario para descrever a vorticidade nao-nula. Este termo pode
ser generalizdo aos fluidos supersimétricos [20, 21].

A parametrizacao complexa dos potenciais do fluido tem duas propriedades in-
teressantes. Em primeiro lugar, existe uma infinidade de cargas conservadas para
todos os potenciais de Kahler que caracterizam uma variedade complexa geodesi-
camente completa. Em segundo lugar, a dinamica Hamiltoniana é governada por
um conjunto simples de vinculos de segunda-classe. Em particular, a estrutura dos
vinculos permitiu uma andlise detalhada da dinamica dos meta-fluidos em [22], a
formulacao dos fluidos conformes, em [23] e a quantizagdo de uma classe grande de
fluidos nao-supersimétricos em [24]. Também, a parametrizagao de Kéahler foi us-
ada para a formulagao da hidrodinamica supersimétrica em [26] e a construcao das

equagoes de Navier-Stokes nos modelos baseados na relagao entre AdS/CFT e os

fluidos [27].
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A idéia de espaco-tempo nao-comutativo é bastante antiga. Ela foi proposta pela
primeira vez por Heisenberg numa carta enderecada a Peierels com o intuito de
resolver o problema das integrais divergentes em Teoria Quantica de Campos. Mais
tarde, esta idéia foi repassada por Pauli a Oppenheimer. Em 1947 Snyder, naquela
época orientado por Oppenheimer, publicou a primeira proposta de teoria de campos
em espacos nao-comutativos.

A geometria nao-comutativa é baseada na seguinte idéia [6]. A estrutura
geométrica de uma variedade diferenciavel comum M pode ser codificada algebri-
camente na algebra (A,-) = (C*(M),-) das fungoes suaves definidas sobre M com
o produto - da algebra sendo a multiplicagdo comutativa das fungoes. A geome-
tria nao-comutativa pode ser definida de forma similar atraves de uma estrutura
algébrica de funcoes, uma vez que falta uma descricao intuitiva em termos direta-
mente geométricos das variedades nao-comutativas. Portanto, a maneira mais sim-
ples de generalizar a dlgebra comutativa A é de substituir o produto comutativo -

por um novo produto *jtal que

feng=fg+nhP(f,g)+--, (1.1)

onde P é uma aplicacao ou mapeamento bilinear P : A x A — A. Nesta notacao h
sugere uma analogia com a Mecanica Quantica. Para h — 0, a dlgebra nao comuta-
tiva A = (A, %) se aproxima da algebra comutativa (A, -).

A idéia da substituicao da operacao de multiplicacao por uma operagao nao-
comutativa é bastante simples. Porém, nao conhecemos nenhum exemplo de con-
strucao formalmente correta de variedades nao-comutativas a partir da deformacao
dada na equagao (1.1) de variedades arbitrarias. A construgao geral segue um cam-
inho mais abstrato e complicado que nao pretendemos seguir neste trabalho.

A formulagao mais simples da nao-comutatividade do espaco é dada em termos

de coordenadas z* que obedecem as relagoes de comutacao
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[z, "] = i, (1.2)

onde M\ sao os elementos de uma matriz constante, real e anti-simétrica e, para
todos os fins, a constante de Planck reduzida pode ser absorvida em A\*”. As relacoes
(3.5) aparecem na literatura com vérias denominagoes. Alguns autores as chamam
de canonicas, pois aplicando as transformacoes de Darboux para as coordenadas A,
podem ser escritas na forma canonica (dependendo também do rank da matriz).
Porém, é mais comum encontrar na literatura denominacoes que contenham com-
binagoes dos nomes de Weyl, Wigner, Grénwold e Moyal. Esta escolha é feita com
base na relagdo entre os comutadores e o produto - * ( ou twisted product ) de
Weyl e von Neumann que foi usado por Wigner para introduzir as transformacoes

de Wigner. O trabalho de Wigner levou Moyal a definir os parenteses de Moyal

[frgl=f*g—g=* . (1.3)

Um exemplo classico de sistema que apresenta propriedades nao-comutativas, é o
efeito Hall quantico.

A classe dos fluidos que serao estudados neste trabalho é parametrizada por
duas fungoes arbitrarias K(z,z) e f(p) que dependem dos potenciais do fluido e
representam a generalizacao nao-comutativa do potencial de Kahler da superficie
parametrizada pelos campos complexos z(x) e Z(x) e uma fungao de densidade que
determina a equacao de estado do fluido. Apresentaremos uma nova Lagrangiana
de fluidos mao-comutativos e calcularemos as equagoes de movimento usando o
calculo nao-comutativo padrao. Mostraremos, também, que a densidadede de cor-
rente nao recebe qualquer correcao nao-comutativa e é conservada sob a agao dos
geradores comutativos P, do espaco-tempo. Um resultado interessante ¢ que o tensor
energia-momento nao se conserva para as solucoes das equagoes de movimento. Por-

tanto, vinculos sao necessarios para que a conservagao do tensor energia-momento
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nao divirja. Determinaremos estes vinculos em primeira ordem no parametro nao-
comutativo constante do espaco-tempo. Finalmente, particularizaremos a teoria para
0 caso em que os potenciais complexos do fluido sdo caracterizados por uma de-
formagao do plano complexo e mostraremos que este modelo tem importantes car-
acteristicas do fluido comutativo tais como: uma infinidade de correntes conservadas
e uma corrente axial conservada que no caso comutativo estd associada ao nimero
de ligacao topologico que se conserva.

Este trabalho tem a seguinte estrutura. No Capitulo 2 faremos uma breve re-
visao do formalismo canonico do fluido relativistico nas suas duas formulagoes La-
grangiana e Hamiltoniana, respectivamente, seguindo [1, 4]. No Capitulo 3 revisare-
mos alguns conceitos basicos de geometria nao-comutativa e do cédlculo no espaco
nao-comutativo e suas aplicagoes na teoria de campos. No Capitulo 4 apresentare-
mos a nossa Lagrangiana de fluido em espagos nao-comutativos. A construgao desta
Lagrangiana obedece um principio de correspondéncia de acordo com qual o flu-
ido nao-comutativo deve coincidir com o fluido comutativo na parametrizacao de
Kéhler no limite zero do parametro nao-comutativo. A Lagrangiana proposta des-
creve uma classe grande de fluidos nao-comutativos parametrizados por duas fun-
cionais arbitrarias que dependem dos potenciais dos fluidos. Para analisar esta agao,
truncaremos os campos aos termos lineares no parametro nao-comutativo. O argu-
mento geral que justifica esta aproximacao é que os efeitos fenomenolégicos da nao-
comutatividade do espago-tempo, caracterizados pelo parametro nao-comutativo,
devem ser da ordem da escala de Planck, o que torna os termos nao-lineares de-
spresiveis. No restante do Capitulo 4 estudaremos as equacgoes de movimento da
teoria linearizada e as divergéncias das correntes e do tensor energia-momento que
sao as equagoes cruciais para os fluidos perfeitos. Através do calculo direto, concluire-
mos que a corrente tem divergéncia nula enquanto que o tensor energia-momento é

divergente. Para garantir a invariancia do tensor energia-momento as componentes
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comutativas dos operadores de momento no espago nao-comutativo, determinare-
mos um conjunto de vinculos a serem satisfeitos pelos campos (os potencias) do
fluido. Porém, a invariancia mais importante de uma teoria formulada no espaco
nao-comutativo nao é em relagao as transformacoes de Poincaré, mas sim em relagao
as transformacgoes que preservam o volume, ou transformacoes de volume, neste
espago [4]. Levando em consideragao este fato, estudaremos a invariancia do flu-
ido relativistico as transformagoes de volume e concluiremos que para que este fato
aconteca, novos vinculos devem ser impostos aos campos do fluido. Para obtermos
uma imagem mais intuitiva das equacoes obtidas no caso geral, escolheremos na
classe de fluidos um sistema que generaliza os potenciais de Kahler no plano com-
plexo. Neste caso, as equagoes gerais tomam uma forma muito mais simples que
generaliza o fluido comutativo em todos seus aspectos. Na tltima parte do Capitulo
4 discutiremos a generalizacao da corrente axial e das cargas topolégicas para o caso
nao-comutativo. Os resultados apresentados neste capitulo sao originais e foram ap-
resentados pela primeira vez no trabalho publicado [25]. Concluiremos este trabalho

no Capitulo 5 onde apresentaremos um resumo do que foi feito e as perspectivas.



Capitulo 2

Formulacao Lagrangiana e

Hamiltoniana dos Fluidos

Neste Capitulo, apresentamos aspectos basicos da Teoria dos Fluidos Relativisticos.
Discutiremos as formulagoes Lagrangiana e Hamiltoniana do fluido ideal, ou seja,
cuja viscosidade pode ser desprezada, mas que apresenta vorticidade nao nula. Em
sequéncia, discutiremos duas parametrizagoes dos potenciais (campos) do fluido: a
parametrizacao em termos de campos reais de Clebsh, e a parametrizacao complexa

de Kéahler. A nossa apresentacao seguird as referéncias [1, 2, 3, 4].

2.1 O Modelo de Fluido

O fluido é definido como sendo a substancia (como um liquido ou gés) que tende a
escoar ou a se adaptar a forma do recipiente que a contém. A caracteristica fisica
mais importante do fluido é que ele é composto de particulas que tém facilidade de se
movimentar e mudar suas posicoes relativas sem que isso leve a separacao da massa.
Esta propriedade conduz ao aparecimento da pressao o que gera o escoamento. O

modelo mais aceito atualmente da Fisica é o Modelo Padrao que representa a de-

16
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scricao moderna do conceito de ”substancia”. O Modelo Padrao contém um nimero
relativamente pequeno de classes de particulas elementares: leptons, quarks e bosons
vetoriais de escala (os portadores das interagoes fundamentais). Cada particula ele-
mentar é quantica em sua natureza, mas as equagoes de Einstein requerem tra-
jetorias explicitas. Por outro lado, alguns sistemas macroscopicos como as estrelas de
néutrons, os jatos astrofisicos e as galdxias sao sistemas relativisticos compostos por
um numero grande de particulas classicas. Nas duas situacoes, quantica e classica,
nao é pratico resolver as equacoes de movimento para cada particula. O modelo de
fluido é construido de tal forma que o comportamento mecéanico quantico/cléssico
é calculado de maneira estatistica para poder ser incluido de forma consistente nas
equacgoes de Einstein.

Um conceito crucial para o modelo de fluido é o de "particula de fluido”ou
"elemento de fluido”ou ainda ”de particula material”[1, 3]. Esta particula denota
uma ”caixa”local imaginaria infinitezimalmente pequena em relacao ao sistema como
um todo mas grande o suficiente para conter um grande niimero de particulas fisicas
(nimero de Avogadro).

Um objeto de comprimento caracteristico D é modelado como um fluido que
contém M elementos de fluido. Cada elemento de fluido tem o comprimento carac-
teristico L. Para que a descricao de fluido seja vélida é necessario que 1 < N < M e
L < D [3]. Formalizando o modelo, seus limites podem ser considerados com L — 0
e M — oo mas com o numero total de particulas finito.

Concluimos que os fluidos sao compostos de varios elementos de fluido e cada
elemento contém um nimero grande de particulas. O estado da matéria em cada
elemento de fluido é determinado pelas Leis da Termodinamica. Assim sendo, apenas
um nuimero pequeno de parametros é monitorado durante a evolugao dos elementos
de fluido. Em geral, nao todas as variaveis termodinamicas sao independentes. Elas

sao relacionadas através da equacao de estado. O ntimero de varidveis independentes
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pode ser reduzido mais ainda se o sistema tem uma propriedade global de aditivi-
dade. As trajetorias que entram nas equacoes de Einstein sao dos elementos de fluido
e nao das particulas elementares. Da mesma forma, as grandezas fisicas definidas
para o fluido, como o campo de velocidades, se referem aos elementos de fluido.

A dindmica nao-relativistica da distribuicao de densidade p(t,7) e do campo
vetorial de velocidades v(t, ) em dimensoes arbitrarias é descrita por um conjunto de
equagoes de movimento que incluem uma equacao de continuidade para a densidade

de matéria e a equacao de Euler, respetivamente,

%p(t, r)+ V- (p(t,r)v(t, 7)) =0, (2.1)
%v(t, r)+o(t,r) - Vo(t,r)= f(t,r). (2.2)

Usaremos a notagao pv para a densidade de corrente 3 e f para a densidade de
forga. Reconhecemos na equagao (2.2) a forma local da equagao de Euler conhecida
da Termodinamica

E=TS —pV + uN. (2.3)

No caso do fluido isentrépico, a entropia é constante e nao aparece na teoria. Se o
fluido é nao-dissipativo, a for¢ca é determinada somente pelo gradiente da pressao
p. Para o movimento isentrépico p é uma funcao apenas de p. Segue que a forca f

pode ser escrita como

F —%VP — V), (2.4)

onde ‘denota a derivada em relagdo ao argumento, V’(p) é a entalpia

pV'(p) = V(p) = p(p) (2.5)

e \/pP'(p) é a velocidade do som no fluido.
No caso do fluido relativistico, a dinamica resumida nas equagoes acima e a
definicao da forca podem ser apresentadas na forma da equagao de continuidade do

tensor de energia-momento. A densidade de energia, representada pela componente
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e = T% juntamente com o fluxo de energia obedecem as seguintes equacoes de

continuidade
e =1 1 V(p) = T, (2.6)
1 .
pvl(§v2 + V=17, (2.7)
0 )
—T% 4+ 9,T° = 0. 2.8

Da mesma forma, a densidade de momento, que na teoria nao-relativistica coincide
com a densidade de corrente, ¢ representada pelas componentes nao-diagonais do
tensor energia-momento
p'=pv' =T" (2.9)
O tensor das tensoes T% é relacionado & densidade de momento através das seguintes
equacoes de continuidade
§9(pV' = V) + pv'v! = §p + pv'v? =T, (2.10)

%TW+@Tﬁ:0 (2.11)

Observemos que o tensor energia-momento nao tem um carater tensorial propria-
mente dito devido a falta de simetria de suas componentes nao-diagonais que é con-
sequéncia da falta de invariancia as transformacoes de Lorentz. Contudo, T% = T7¢

sendo o tensor invariante as rotacoes espaciais
T £ T0 TY =TI (2.12)
A vorticidade do fluido é definida pela seguinte relacao
wij = 07 — 0. (2.13)

No caso irrotacional a vorticidade é zero. Pois entao, a velocidade pode ser dada em

termos do potencial de velocidade descrito pela funcao real

v = V. (2.14)
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Segue que a equacao de Euler pode ser substituida pela equacao de Bernoulli

20 v? ,
E + 5 =-V (p) (2.15)

A vorticidade do fluido pode ser definida em qualquer nimero de dimensoes. Em
trées dimensoes, o objeto matematico associado a vorticidade é um pseudo-vetor e

em duas dimensoes ele é um pseudo-escalar.

2.2 A Dinamica do Fluido

A dinamica de qualquer sistema mecanico pode ser apresentada de forma mais
economica na formulacao canonica quando uma funcional acao estd disponivel. As
equacoes de movimento sao o resultado da extremizacao da acao de acordo com
o principio variacional. No caso do fluido discutido na secao anterior, as equacoes
de movimento podem ser obtidas calculando os parenteses de Poisson da densidade
de materia e da velocidade com a Hamiltoniana que, por sua vez, é a integral da

densidade de energia do fluido

H = /dr (500" +V(p)), (2.16)
% (H.p), 2.17)
ov
o = (H.0). (2.18)

As relagoes acima levam a dinamica correta desde que os parentese das varidveis p

e v tomados a tempos iguais obedecam as seguintes igualdades

{v'(r), p(r")} = 0;6(r — 7'), (2.19)

(vi(r), v ()} = —“L("")é(r — ). (2.20)
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Uma representacao equivalente da mesma algebra é dada em termos de densidades

de momentos e tem a forma familiar conhecida em teoria de campos [4]

{P(r), p(r")} = p(r)0:d(r —7), (2.21)
{Pi(r),PI(r")} = P/ (r)0i6(r — ') + P'(r")0;6(r — 7'), (2.22)

Surge a pergunta se existe uma Lagrangiana cuja transformada de Legendre seja
a Hamiltoniana (2.16) e cujas varidveis canonicas satisfacam os parenteses de Poisson
(2.19) e (2.20). A existéncia de tal Lagrangiana pode ser demonstrada usando o
método de Faddeev-Jackiw que estabelece uma relacao entre uma Lagrangiana de
primeira ordem no tempo e a Hamiltoniana correspondente dada pela transformacao

de Legendre. Segundo [4], podemos escrever

L= a;()¢" — H(yp), (2.23)

onde ¢’ denota, de uma forma geral 4s varidveis do sistema. As equacoes de Euler-

Lagrange derivadas a partir da Lagrangiana (2.23) sao

. _ OH(p)
- J — ey 2.24
ool = 25 (224)
onde
da;(p) _ Dai(p)
() = ) ") 2.25
f](gp) agOZ 8903 ( )
O primeiro termo da equagao (2.23) determina a forma canonica
ai()¢" dt = a;(p) d¢’, (2.26)
enquanto que f;;(y) sdo as componentes da forma simplética
da;(€) d€" = § fi; () A" d¢7 . (2.27)

As equagdes de movimento (2.24) podem se escritas a partir da Hamiltoniana

OH (p)

¢ ={H(p).¢'} = —{¥', wj}a—goj, (2.28)
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se postularmos a seguinte expressao para os parenteses de Poisson
{¢, ¢} =—1(p). (2.29)

Segue da equagao (2.29) que os parenteses de Poisson entre as varidveis fundamentais

sao
- 0F, (90)
0yt

P o (230

{Fi(p), F2(p)} =
No caso quando a matriz f;;(p) é singular e ndo tem inversa, o sistema apresenta
vinculos e a estrutura dlgebrica se torna mais dificil de analisar [5].

Por outro lado, no caso dos fluidos é preciso resolver o problema inverso. De fato,
sabendo a forma da matriz f¥(p) e as identidades de Jacobi, e usando a dlgebra
(2.19)-(2.20) ou (2.21) e (2.22), podemos determinar a inversa f;;(¢) e as funcoes
a;(¢) da equagao (2.25). Sendo a Hamiltoniana conhecida da equacao (2.16), pode-

mos construir com facilidade a Lagrangiana (2.23). Porém, se existe uma grandeza

C(¢) que satisfaz a seguinte equagao

{¢",C(e)} =0, (2.31)

ou seja, f¥(p) tem autovalores nulos
] 0 _

f (w)a—gjc(f) =0, (2.32)
concluimos que sua inversa f;;(¢) nao existe. Assim sendo, a existéncia das funcoes
C(¢) representa uma obstrucao a construgao do formalismo candnico que, no caso
mais simples do fluido perfeito, pode ser contornada escolhendo uma parametrizacao
adequada para os campos do fluido.

As grandezas C(p) sdo similares aos invariantes de Casimir. Elas comutam
com todas as variaveis dinamicas e, em particular, com a Hamiltoniana. Conse-
quentemente, C(g) se conservam. Mas a semalhanga termina neste ponto, pois

as fungoes C(p) nao sao associadas a simetria alguma da Hamiltoniana, nem
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geram transformacoes infinitesimais dos campos ¢* com quais comutam. Na for-
mulacdo Lagrangiana dos fluidos, as fungées C'(p) sao relacionadas a invariancia a

reparametrizacao do formalismo.

2.3 A Parametrizacao de Clebsch

Para descrever a vorticidade do fluido nao-relativistico, usa-se a parametrizacao
deste em termos dos potenciais reais de Clebsch. Neste caso, a algebra dos parente-
ses de Poisson dada pelas relagoes (2.19) e (2.20) tem um autovalor nulo, pois os

parenteses de Poisson de

C(v) = /dr ek yigt = /dr v w, (2.33)

com as varidveis fundamentais p e v sao zero. Consequentemente, a matriz f¥ nao
tem inversa. Como comentado na se¢ao anterior, este fato representa uma obstrugao
a derivacao da dinamica do fluido.

Para contornar este problema, introduzimos trés fungoes escalares reais

{0(z),a(x), B(x)} que parametrizam o vetor velocidade
v=V0+aVp, (2.34)

onde (a, B) s@o os potenciais de Gauss. O potencial § é escolhido de tal forma que

no caso irrotacional ele seja canonicamente conjugado a variavel p
{6(r), p(r")} = o(r — 7). (2.35)
Nesta parametrizacao, a vorticidade toma a seguinte forma
w=VaxVp. (2.36)
Usando as relacoes acima, podemos escrever a Lagrangiana do fluido como

L= —/d'r p(e + Oéﬁ) - Hvzvg+avg. (237)
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As varidveis p e 6 continuam sendo conjugadas canonicas no caso rotacional. Porém,
podemos definir um novo par de varidveis canonicas (pa, 3). O espago de fases
¢ quadri-dimensional e corresponde as quatro varidaveis p e v. Um calculo sim-
ples mostra que os parenteses de Poisson (2.19) e (2.20) sdo satisfeitos com v
parametrizado como na relagao (2.34).

A parametrizacao de Clebsch resolve a obstrucao porque o C(v) = C é dado

pela relacao

C = /dre“‘k’ 9,0 0,00 01,3 (2.38)

que é nada mais do que uma integral total de superficie
C = /dS-(@w). (2.39)

Nesta forma, C' nao contribui aos termos que resultam do cédlculo no volume e nao
apresenta obstaculos a construcao da forma simplética f;; em termos de 0, a e 8 que
sao definidos no volume.

Verifica-se que a Lagrangiana do fluido pode ser escrita como
L= /dr(pT('v) —p0+af) —pv- (VO + aVp))
= [ar (o) - (0,0 + a0,9)) (2.40)

onde T'(v) é a energia cinética. Na tltima linha da equacdo acima expressamos os
termos na linguagem de quadri-vetores introduzindo o quadri-vetor corrente através

da seguinte identificacao
j* = (cp; pv). (2.41)
O operador gradiente é definido pela relagao

10

0= 52V

(2.42)

Estas expressoes formam o ponto de partida da formulagao canonica do fluido rela-

tivistico.
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2.4 A Parametrizacao de Kahler

Na parametrizagao de Kahler, os potenciais reais de Clebsch apresentados na se¢ao
anterior {0(x), a(x), f(x)} sao substituidos pelos potenciais de Kéhler representa-
dos pelo conjunto de campos escalares {0(x), z(z), Z(x)} que s@o fungoes suaves de
C*(M) = {f : M — C}. O potencial 0 (z) é puramente real, o campo z(z) é
complexo e z(z) é seu complexo conjugado. A classe de fluidos do nosso interesse
é parametrizada pelas fun¢oes K (z,z) que representa o potencial de Kéhler asso-
ciado a variedade complexa bidimensional parametrizada pelas coordenadas z e Z
e a fungao arbitraria f(p) que depende da densidade local do fluido p. O fluido
relativistico é caracterizado pela equacgao de estado que envolve a pressao local p e
a densidade de energia €. A dinamica conserva o tensor energia-momento 7, ¢ a
corrente de densidade de fluido j*, e é descrita pelas equagoes de Euler-Lagrange
derivadas a partir de uma Lagrangiana de primeira ordem, como foi visto na se¢ao
anterior. A Lagrangiana tem duas simetrias relacionadas a parametrizacao dos po-
tenciais do fluido e a uma simetria axial. As cargas correspondentes a estas simetrias
geram uma infinidade de correntes J, e a carga conservada topologicamente w que
descreve o nimero de vortices ligados formados no fluido, respectivamente, [20, 24).

A Lagrangiana proposta na referéncia [20] é dada pela seguinte expressao

Lj*,0,2,2] = —Jla, — f(p)

(2.43)
= —j# (9,0 +iK.0,z —iK:0,%) — f <V _j2> '

Aqui, K(z, Z) é o potencial de Kéhler e é uma funcao real. K, and K sao as derivadas
parciais em relacao as variaveis z e z, e f é funcao arbitraria de p = y/—72.

As equagbes de movimento derivadas a partir da relagao (2.43) s@o

f/ jﬂ. :aﬂ‘9+iKzauz—iKgau2, 0-7=0,
/2 (2.44)
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A invariancia na translacao da acao construida a partir de £ leva a conservagao do

tensor energia-momento

Tuw = Guv (f’\/ —J* = f) +f % 0T, =0, (2.45)

A / _] ’
onde f’ é a derivada de f(p) em relagdo ao seu argumento p. Escrevendo para

Ju = puy,, o tensor energia-momento toma a forma dada na relagao bem conhecida

e=f(p), p=npf(p)—flp). (2.46)

As relacoes acima mostram que a pressao € a negativa da transformacao de Legendre
da densidade de energia especifica em relacao a densidade p. Observa-se que a relagao

linear entre a pressao e a energia especifica corresponde a uma lei de poténcia

e=f(p)=ap"™ = p=ne (2.47)

No formalismo candnico podemos definir os momentos canonicamente conjugados

aos campos dos fluidos, segundo Carter [2]

= % = (0,0 +iK.0,2 — iK:0,%) . (2.48)

p

Ty

O potencial vetor auxilidrio a, ¢ relacionado a densidade de momento m, = pa,,

onde .
a, = 0,0 +iK,0,z—iK:0,z=f' Ju_ _ fluy,

' NS (2.49)

Ty = pf'uu = (p+)uy.

Das relacoes acima, resulta que existe uma corrente axial definida cujas compo-

nentes sao definidas pela seguinte relacao
k= e q,0,a,. (2.50)
Como pode ser verificado facilmente, a corrente k* tem divergéncia zero

0, k" = """ d,a, Opay = 0. (2.51)
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A k" podemos associar uma carga w definida pela integral da componente na direcao

temporal da corrente
w= /d3x KO = /d3:c 9% a;0;ax. (2.52)

Usando a equagao (2.51) podemos demonstrar que w se conserva. Além disso, calcu-
lando as integrais por partes, podemos ver que w ¢ uma grandeza topoldgica definida

na superficie
w = /de 0; [igijkG 0;(Kz0,Z — Kzakz)] = —2i/d3x 0; [5”'“(9 ngﬁj,?(?kz} . (2.53)

Outra propriedade interessante dos fluidos na parametrizacao de Kahler é a ex-
isténcia de um conjunto infinito de cargas conservadas Q[G] associadas a simetria
de reparametrizagdo dos potencias [20]. Elas sao dadas pela integral espacial da

componente temporal das correntes de reparametrizacao

Q) = / &z J°G),

onde

JG] = —2G(z, 2)j,. (2.54)

A divergéncia de J,[G] se anula como resultado das equagoes de movimentos dos

potenciais complexos z e z
- J[G] = —Z(sz-(?z—l—ng-@Z): 0. (2.55)

O potencial de Kéhler é nao-singular para todos os casos quando K,; é a métrica
de uma variedade geodesicamente completa como, por exemplo, o plano complexo
com K(z,z) = zZ.

A dinamica no formalismo canonico pode ser descrita no espaco de fases reduzido,
determinado pelas equagoes (2.48) e (2.49). Particularizando as funges K(z,z) e
f(p) para o fluido ideal no plano complexo, podemos mostrar que este modelo pode

ser quantizado aplicando métodos de quantizagao canonica [20, 24].



Capitulo 3

Calculo em Espacos

Nao-Comutativos

Neste capitulo, faremos uma breve apresentacao dos conceitos basicos de espacgos
nao-comutativos que serao usados para derivar os resultados do proximo capitulo.
Nossa motivacao aqui é definir a geometria nao-comutativa de forma mais intuitiva e
lembrar as regras basicas do calculo nao-comutativo usadas na construcao de teorias

de campo nao-comutativas.

3.1 Formalismo de Weyl e Produto de Moyal

Como mencionamos na introducao, a geometria nao-comutativa pode ser obtida
pela substituicao da algebra comutativa das fungoes suaves definidas na variedade

M com a algebra nao-comutativa com produto modificado
(4,) = (CF(M),:) — A= (A,%) = (CF(M), ). (3.1)

onde

frg="Tfg+P(f9)+--, (3.2)

28
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e P é uma aplicacdo ou mapeamento bilinear P : A x A — A. As relacoes de

comutacao diferentes de zero lembram o espaco de fases de uma particula quantica
(2", ] = ihdY, (3.3)
[i’#aiy] = [ﬁuaﬁu] = 0. (34)

As relagoes de comutacao do espaco-tempo nao-comutativo analogas as relagoes da

Mecanica Quantica (3.3) e (3.4)
[zh, 2¥] = i, (3.5)

onde M\ sao os elementos de uma matriz constante, real e anti-simétrica e, para
todos os fins, a constante de Planck reduzida pode ser absorvida em A*.
Ao postular que as equagdes (3.5) representam as coordenadas do espago-tempo,

obtemos um conjunto de relacoes de incerteza
1
Azt Nz¥ > 5 | A (3.6)

Segue que, as distancias menores que o parametro ndo-comutativo |\*|, a geometria
conhecida nao pode ser usada para descrever o espaco-tempo. De fato, existem boas
razoes para achar que as distancias da ordem da escala de Planck ou menor, a
geometria do espaco-tempo deve ser substituida por um nova Fisica devido aos
efeitos da gravitacao quantica que, possivelmente, aparecerao. Quando o parametro
quantico se anula, a geometria comutativa é reencontrada.

A paralela entre a geometria nao-comutativa e o espaco de fases da Mecanica
Quantica pode ser continuada. Sabemos que existe uma correspondéncia entre as
fungoes que dependem das varidveis z# e p, do espaco de fases e os operadores as-
sociados escritos em termos dos operadores quanticos 2# e p,. De maneira andloga,
podemos construir um mapeamento entre a algebra de funcdes comutativas no R?
e a algebra nao-comutativa dos operadores gerados pelas coordenadas que abede-
cem a relacao (3.5). Este mapeamento pode ser construido formalmente usando a

transformada de Weyl.
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Para definir a transformada de Weyl, escolhemos pela sua simplicidade o espago
R2. Associamos as varidveis {x!, 22} os operadores {Z!, #?} e a relagdo (3.5) que se
escreve como

(2!, 2% = iA'?, A2 =)\ (3.7)

A transformada de Weyl associa a cada funcio f(z',22) um operador Wy(2', 22)

via a transformada de Fourier da f

7 d’r - ikt 2 1 o2VA (] 2
Wf(@l,ﬁ):/Wf(kl,/@)ew :/dxf(x AEL ), (3.8)

onde a escolhemos a convencao para a transformada de Fourier

Fllo) = [ dofat, o)t (3.9)
O mapeamento procurado ¢é definido pelo operador hermitiano
o d’x .. )
1 .2y ik, TH —iky ot
Az, z7) —/We e . (3.10)

O operador A(z!, z?) é interpretado como uma base mista para os operadores e os

campos no espaco R2. No limite comutativo A — 0 ele se reduz a

lim A(z!, 2%) = 6@ (& — ). (3.11)

A—0

Um objeto mateméatico importante é o trago do operador de Weyl que da a integral

da funcao correspondente sobre o espaco bi-dimensional
Tr [Wf(:i“l,:ﬁQ)] = /dzxf(xl,xQ), Tr [A( 1,x2)] = 1. (3.12)

Podemos mostrar que a transformada de Weyl tem inversa e representa uma cor-
respondéncia bijetiva entre os operadores de Weyl e as distribuicoes de Wigner.

Usando esta inversa, as funcoes podem ser escritas em funcao de operadores como

flat,a?) = Tr |We(z', 22 At 22)] . (3.13)
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Em consequéncia deste fato, existe um produto nao-comutativo entre as funcgoes
da algebra comutativa que é nada mais nada menos que a imagem do produto de

operadores de Weyl através do mapeamento inverso de A. De fato, usando a relacao

~

o 1 o
A12A12: /QAAlAQ _2‘—1 Y’ A\
(', 2) Ay, y%) Zder | d*z A2, 2%) exp [—2i\,, (x — 2)" (y — 2)"]
(3.14)

resulta que
S R 1 aos A 1
T (Wt W ) A o) = e [ e et )
X exp [=2i\,, (x—2)" (y—2)"].  (3.15)
Ou seja, o produto entre dois operadores de Weyl é mapeado no produto nao-
comutativo das func¢oes correspondents
Wi (3!, i)Wy (2!, #%) = Wiy (2', %), (3.16)
onde o produto - * nao-comutativo (de Moyal) é dado pela seguinte relagao
I
f(z)x g(x) = f(z) exp[ﬁ)\“ 0,0,]g(x). (3.17)
No limite comutativo A — 0 o produto de Moyal se reduz ao produto comutativo
comum.

As propriedades fundamentais do produto de Moyal sao:

1) Associatividade:

f(@) x (h(x) * g(x)) = (f (x) * h(x)) * g(z). (3.18)
2) Fechamento em relagao a conjugacao complexa:
(f (@) h(x)) = f(x) * h(x). (3.19)

3) Invariancia em relacao a integracao ciclica:
> / P foy(x) % - % foon () =0, (3.20)
PETI(1,2,-,N)

onde II(1,2,--- , N) denota o conjunto de permutacoes ciclicas de {1,2,--- , N}.
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3.2 Teoria de Campos Nao-Comutativa

A generalizacao mais natural das teorias de campos para a geometria nao-comutativa
se obtem substituindo o produto comutativo pelo produto de Moyal na acao. Outras
generalizagoes sao possiveis se no limite comutativo A — 0 obtem-se a teoria
comutativa original.

Para os nossos fins, a generalizacao natural é suficiente. De modo geral, ela
oferece ferramentas analiticas para calcular as grandezas de interesse fisico, mas
também apresenta a maioria das caracteristicas tipicas das outras generalizacoes
nao-comutativas. [lustraremos, a seguir, o método da deformacao natural para os

casos mais simples de teorias de campo.

3.2.1 Teoria de Campo Livre

Da propriedade de invariancia em relagao a integracao ciclica do produto de Moyal
dada na relagao (3.20) resulta que o produto - * de duas fungoes arbitrarias é equiv-
alente ao produto comutativo comum. Logo todos os termos quadraticos na acgao
nao sofrem corregoes nao-comutativas, o que mostra que a deformacao natural das
teorias de campo livres sao idénticas as teorias originais. Uma consquéncia impor-
tante da invariancia dos termos quadraticos as deformacoes nao-comutativas é que os
propagadores livres em qualquer teoria nao-comutativa sao iguais aos propagadores

calculados no limite A — 0, ou seja na teoria original.

3.2.2 Interagoes Nao-Comutativas

Se a teoria inicial tem um termo de interacao de n - campos, sua deformagao natural
para a geometria nao-comutativa é modificada por um fator de fase que resulta do

produto de Moyal. Na representacao dos momentos

o) = / (ZW)I“DQO(/{) exp (ik,a") (3.21)
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podemos escrever a interacao como

/ Hdk]Vkl, kplk) - o), (3.22)

onde o operador vértice é deﬁnldo através da relagao

Viky, - k) = 0P Zexp (—%A““kuky) : (3.23)
j=1

A relagao de invariancia ciclica (3.20) neste caso revela que o fator de fase do ope-
rador vértice é invariante as permutacoes ciclicas dos momentos. Os fatores de fases
modificam em geral as regras de Feynman que sao sensiveis a ordem dos momentos

em cada vértice.

3.2.3 Teoria *

O exemplo mais simples de deformacao natural é da teoria p? que é descrita pela
seguinte acao

Slo] =

g
3 /d4x ((%(pa“go —mPp*p — DAt go) (3.24)

onde g ¢é a constante de acoplamento do campo escalar. Os primeiros dois termos sao,
sendo quadraticos em ¢, descrevem a teoria livre comutativa. O termo de interacao

é dado pela relacao (3.22) que neste caso se escreve como

Sintle] = /d“wwww

4!
1 g 1
“2mo 4l / T a5V kv, ko, ks, ka) Uk )o (o) o (ko (ka).  (3.25)
e
O operador de vértice V' (ky, ko, k3, k4) tem a seguinte estrutura de fase
V(ky, ko, ks, ky) =(27)* 0@ (ky + kg + ks + ky)
)\klkg Aksky Ak1ks Akoky
cos CoS ~+ COos CoS
2 2 2
A1k Aok
+c S< 21 4) cos< 22 3>], (3.26)

onde )\l{?zkj = )\wj(l{?i)‘u(kj),,.
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3.3 Calculo Nao-Comutativo

O célculo nao-commutativo é construido sobre as dlgebras de fungoes suaves A =
F(M,) que dependem das varidveis nao-comutativas z#. Um exemplo estudado ex-
tensivamente na literatura ocorre quando M é o espaco de fases de um sistema

classico, ou uma variedade de Poisson, e

P(f’ g) = {f7g}PP7 (327)

onde {f, g} pp denotam os parenteses de Poisson definidos na algebra A. Conside-
remos, também, que M = R?". Neste caso, o produto de Moyal, apresentado na
sua forma geral na equagao (1.3) pode ser extendido de polinémios para séries de
poténcias. Explicitamente, se as fungbes f(z) e g(z) sdo analiticas de .4, seu produto

naturalmente deformado (3.2) pode ser escrito como

o0

)\’I’L
onde .
Po(f.9) = [P (Vi) (Ving). (3.29)

=1

As condigdes iniciais para que a série (3.28) represente uma deformagao do produto

comutativo sao

ag = a1 = 1. (330)

Rigorosamente falando, o termo direito da relagao (3.28) faz sentido somente se o
produto deformado nao é apenas bem definido termo por termo, mas também é
convergente no conjunto A.

Observemos que o produto de Moyal é um caso particular de produto - * defor-
mado. Para valores pequenos do parametro nao-comutativo A" a série que define o

produto de Moyal é dominada pela aproximagao linear

F() * glx) = F(@)g(x) + X" Ouf(2)0u(x) + - (3.31)
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Da equacao acima podemos derivar a relacao de comutagao entre as coordenadas
dada pela equagao (3.5).

Em geral, a algebra 4 nao contem elementos suficientes para os objetivos da
Teoria Quantica de Campos. Por outro lado, se as fungdes f(x), g(x) € A admitem

transformadas de Fourier f (k), g(k), entao vimos que

F(e)rgla) = / I / P fR)3(@) explith-o + -2 — kAq/2),  (332)

onde, no caso da deformacao do espaco-tempo relativistico, o produto - - é calculado
com a métrica de Minkowski 7,, e pAq := p,A"q,. A relacao 3.32 pode ser usada
como a definicao do produto - .

Neste trabalho, aplicaremos o céalculo diferencial nao-deformado definido na

algebra A pelas seguintes relagoes

O * 27 = 0y 4 " % Oy, (3.33)
(0070, = 0. (3.34)

Com o intuito de simplificar as relagbes matematicas, nao mais escreveremos o
simbolo * ao lado da derivada. As defini¢coes dos operadores diferenciais levam a

seguinte regra de integracao

[dtas@) go) = [ates@gla) (3.35)

valida especialmente para todas as fungoes f(z),9(x) € S(R?). E facil demonstrar

que o Teorema de Stokes se aplica da mesma forma que no célculo comutativo e que

/dx4g x f(r) = g /dx4 f(x), se g independe de z. (3.36)



Capitulo 4

Dinamica de Fluidos

Nao-Comutativos

Neste capitulo, estudaremos uma nova funcional de acao de primeira ordem para uma
classe de sistemas que generaliza os fluidos perfeitos relativisticos na parametrizacao
de Kéhler para variedades do tipo espaco-tempo nao-comutativos. A acdo nao co-
mutativa é parametrizada por duas fungdes arbitrarias K(z, z) e f(p) que dependem
dos potenciais do fluido e representam a generalizagao do potencial de Kahler da su-
perficie complexa parametrizada por z e Z, respectivamente, e a funcao caracteristica
de cada modelo. Calcularemos as equacoes de movimento para os potenciais de fluido

e o tensor energia-momento na primeira ordem no parametro nao-comutativo.

4.1 Acao do Fluido Nao-Comutativo

Como visto no segundo capitulo, a classe dos fluidos perfeitos relativisticos no espago
quadri-dimensional de Minkowski M pode ser descrito em termos de potenciais
escalares {0(x), z(x), Z(x)} que sdo fungoes suaves de C*(M) = {f : M — C}. A

classe é parametrizada pelas fungoes arbitrarias K(z,z) e f(p).

36
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Consideremos o espaco nao-comutativo M) com a algebra de funcoes complexas
F(M,). Uma propriedade bem conhecida [28] é que esta estrutura algébrica é
isomérfica a dlgebra (C*(M), *) onde x : C*(M) x C*(M) — C*(M) ¢é o produto
de Moyal definido

frg= feiwdulug, (4.1)

Usando o célculo descrito no capitulo anterior, o comutador dos vetores do espaco

tangente é definido pela relagao
[0,,0,] = 0. (4.2)

Devido a estrutura algébrica semelhante de (C*(M),-) e (C*®(M),*) o fluido
perfeito no espaco nao-comutativo deve ser caracterizado pelos mesmos potenciais
{0(x), 2(x), z(x)}. Contudo, a presenga do produto-* indica que a interagao dos
potenciais do fluido nao-comutativo recebe corre¢oes dos parametros M. Levando
em consideracao este fato e impondo a condicao de que, no limite comutativo A* —
0 o fluido relativistico nao-comutativo seja idéntico ao modelo descrito no Capitulo

2 na parametrizacao de Kahler, estamos propondo a seguinte acao *

S[j" 0,2, 7] = /d%; [ % (0,0 + i0.K « 8,z — 10K #,2)] — (v 775 ]y )

(4.3)

A Lagrangiana da relacao (4.3) descreve uma classe grande de fluidos nao comu-
tativos parametrizados pelas fungoes arbitrarias K(z,z) e f (\/T*]u) E impor-
tante estudar a agao S [j*, 0, z, Z] para o campo nao-comutativo j* arbitrario porque,
a priori, as variaveis nao-comutativas da funcional acao nao devem ser relacionadas a
grandezas fisicas de fluidos, uma vez que falta uma fenomenologia fisica em espacos
nao-comutativos. Mas, para verificar o principio de correspondéncia usado na con-

strugao da S [j#,0, z, z], consideraremos no final deste capitulo a generalizacao da

!Neste capitulo usaremos as notacoes 0, K, 9:K, etc. no lugar das notacoes K,, K3, etc. usadas
no Capitulo 2 para realcarmos a diferenga entre as derivadas em relacdo as fungoes (derivadas

funcionais) e as derivadas em relagao as coordenadas.
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relacdo pu* a teoria nao-comutativa. Em geral, K(z, Z) ndo é associado a nenhuma
variedade de Kéhler, ao contrario no caso comutativo. As variedades de Kéhler
nao-comutativas podem ser interpretadas como sendo deformacoes de variadades de
Kéhler comutativas ( vide as referéncias [29, 30, 31]). Esta situacao representa um
caso particular quando se trata da acao dada na equagao (4.3) onde podemos dizer
apenas que o setor comutativo da fungao K (z, z) seja o potencial de Kéhler do setor
comutativo da variedade parametrizada por (z, z). No restante deste capitulo, usa-
remos as derivadas parciais da funcdo K(z, z) na ordem zero da expansao em séries
de poténcias em A,,. Isso nos permite aplicar a regra de Leibniz. Por outro lado, se
termos de ordem superior em J,, sao considerados no formalismo, a regra de Leib-
niz deixa de ser valida. A funcao f (\/T*Ju) deve coincidir com f (\/T”ju) no
limite comutativo A,, — 0. Desta forma, o principio de correspondéncia entre o flu-
ido nao-comutativo definido pela agao (4.3) e o fluido perfeito estudado em [20, 24]
¢ estabelecido. Para valores infinitesimais do parametro A,,, podemos linearizar a

Lagrangiana da equagao (4.3) a seguir

Lj", 0,2, 2] =— j* (0,0 +i0.K - 0,z —i0:K - 0,Z)

1
A (0a0:K - 0507 — OadsK - 950,7)

]

- §Aaﬂaa 3" 05 (0,0 +i0.K - 0,2 — i0:K - 0,%)

—f (\/—j2 — %Aaf’@ajﬂﬁgj#> . (4.4)

A primeira diferenca a ser notada entre os fluidos comutativo e nao-comutativo é que

a corrente j* se propaga no caso nao-comutativo. Observemos, também, que até na
ordem mais baixa no parametro nao-comutativo, a Lagrangiana contém derivadas su-
periores dos campos. As equacoes de Euler-Lagrange podem ser obtidas aplicando o
principio variacional & acao dada pela relagao (4.3) com valores nulos dos campos de

suas derivadas sobre o contorno. As equagoes de movimento no caso nao-comutativo
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sao de segunda ordem

L_0L_ 0 ( oL\, & or \_, )
Sp o 0x \ 0 (0a0p) Or20x” \ 8 (825¢) o '

Calculando a relacao (4.5) para o potencial 6(z) obtemos a equagao de movimento

94" = 0. (4.6)

As equagoes de movimento das componentes da corrente j# tomam a seguinte forma

f Ju = (9,0 +i0.K - 8,2 — i0-K - 0,%)
\/_j 2= 3707 9y
- %Aaﬁ (0a0.K - 0507 — 00K - 030,7) . (4.7)

Aqui, [’ denota a derivada de f em relacdo a sua varidvel. A equacao de movi-
mento do potencial z(x) é derivada particularizando a relagao (4.5) e tem a seguinte

expressao

1
20 0%K - 0,7+ 53 (0.000.K - 0507 — 0.0,0:K - 050,%)

1
AP0 (9.050.K - 0,z — 0.050:K - 0,)
1

+ A0, [ (2K - 050,z — DK - 050,2)]
1
+ A0, (005" (2K - 0,2 — LK - 9,2)]
- %X"%ﬁu (j0.0.K) + %)\aﬂﬁaj” L 92,0.K = 0. (4.8)

A equagao de movimento de zZ(x) pode ser obtida a partir da equacao (4.8) subs-

tituindo as derivadas em relacao a z pelas derivadas em relagao a z, ou usando a
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relagdo (4.5). O resultado é
1
— 20502 K - 0,2 + §Aaﬂ 3" (02040, K - 050,z — 0:0,05K - 050,%)

+ %)\aﬁﬁaj“ (0:050.K - 0,2 — 0;050:K - 0,%)

1
B 5)\%6& []u (O;K - 00z — a?zK ) 8/35,,5)}
1
— §Aaﬂ85 [0uj" (02K - 0,2 — 02K - 0,%)]
= %Aaﬂagu (j" - 040:K) — %)\a%aj“ - 03,0:K = 0. (4.9)

Observemos que as derivadas em relacao as coordenadas do espago-tempo nao co-
mutam com as derivadas em relagao aos campos complexos z e z, respectivamente.

A primeira equagao de movimento (4.6) tem uma interpretagdo simples. Ela
mostra que a corrente j* ¢é invariante as transformacoes geradas pelos operadores
P, = 0,. Esta equagao nao recebe corregoes nao-comutativas e ela respeita a gen-
eralizacao do grupo de translagoes definido pela equagao (4.2). As outras equagoes
de movimento nao tém interpretacoes tao simples, mas através de calculos mais
elaborados pode-se mostrar que elas correspondem as equagoes de movimento do
fluido comutativo. Em particular, as equagoes (4.8) e (4.9) nao apoiam a idéia de
que existam uma infinidade de correntes conservadas associadas a invariancia de
reparametrizacao da superficie de Kahler. Retornaremos a discutir este ponto numa

secao posterior.

4.2 'Tensor Energia-Momento

A classe de fluidos perfeitos no espaco-tempo de Minkowski que sao generalizados
a0 espago-tempo nao-comutativo pela agao proposta na relacao (4.3) é caracterizada
pela corrente de densidade de divergéncia nula e pelo tensor energia-momento de
divergéncia nula, também. Estas propriedades sao relacionadas com as equacoes de

movimento do fluido e, também, com a invariancia da Lagrangiana as translagoes.
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Como vimos na secao anterior, a densidade de corrente do fluido nao-comutativo
tem a divergéncia zero e, identificando os geradores da translacao com as derivadas
0., a corrente pode ser relacionada & invariancia de translagao, também.

O tensor energia-momento do fluido nao-comutativo pode ser definido acoplando-
0 ao tensor métrico que é uma c - funcdo g,,(z) e tomando em seguida a derivada

da acao em relagao a métrica. Deste modo obtem-se a relagao

1
T =t |7 (9,0 + 80K - 0,2 = i0:K - 0,7) + NP7 (020K - 950, — 0,0:K - 050, )

—%Aaﬁaaﬁ 05 (0,0 +i0,K - 0,2 —i0:K - 0,Z) — f (\/—j“jﬂ + %Aaﬁaaj“ - (%Jp)]

+ 25, (0,0 +i0.K - 0,2 — i0:K - 0,Z) — A*Pj, (050, K - 050,z — 0,0:K - 030, %)

+ AP0, - 05 (0,0 +i0,K - 0,2 — i0:K - 0,Z) — f' - (jﬂjy + %Aaﬂaa - 8,3j,,> :
(4.10)

Em geral, a divergéncia do tensor energia-momento dado pela relacao acima nao é
zero. Para que isso aconteca, é necessario impormos vinculos aos campos. Usando
as equagoes de movimento (4.22) e (4.23) resulta que o tensor energia-momento tera

divergéncia zero para as solucoes das seguinte equagoes

/ J" R Jv _
V7 = $N0:v0,5, V9= $N05v0, 5,
(4.11)
0,00j" - 05 (0,0 + 10K - 0,2 — i0:K - 0,%)
— Oajy - 005 (0,0 + i0.K - 8,z — 10K - 0,Z) + Oajy - 0", = 0. (4.12)

Na forma dada pela equagao (4.10), nao fica claro qual é a generaliza¢ao do fluido
perfeito relativistico ao espaco nao-comutativo. Podemos entender melhor a relagao

entre os dois casos se escolhermos para o campo nao-comutativo j# a seguinte forma
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que generaliza naturalmente a corrente do fluido comutativo
g = p*ut, (4.13)

onde u* = dz* /dr depende somente do parametro 7. Verifica-se que

f <\/_ij/L + %Aaﬁ@ajﬂ : aﬁj#> - f (\/ _juju> . (4'14)

Simplificando os termos correspondentes e usando a equacao de movimento do j*

(4.22), podemos mostrar que o tensor energia-momento tem a seguinte forma

Tow = 1uwp(N) + V) + p(V)] wptty, + A 0np - 1,05 (0,0 + i0.K - 0,2 — i0:K - 0,%Z)
(4.15)
onde
p(A) =pf' — f =7 (0,0 +i0.K - 0,z — i0:K - 0,%)
- %Aaﬁ 37 (020.K - 03052 — 050:K - 050, %)
- %Aaﬁaaﬁ - 05 (0,0 +i0.K - 0,2 — i0:K - 0,%), (4.16)
eN)=f+77(0,0 +i0.K - 0,2 — 10K - 0,%)
— %Aaﬁ 37 (00, K - 030,z — 0,0:K - 030, %)
+ EAQB@QW 05 (0,0 +i0.K - 0,2 —i0:K - 0,%). (4.17)

2

As relagbes acima mostram que a agao (4.3) generaliza o fluido perfeito ao caso
nao-comutativo como pode ser visto nas equagoes (4.15), (4.16) e (4.17) que se
reduzem, no limite A*® — 0, as relacoes conhecidas do tensor energia-momento, da
pressao e da densidade de energia obtidas na referéncia [20]. A pressao do fluido
descrito pela acao (4.3) é a generalizagao da transformada de Legendre da energia
especifica do fluido nao-comutativo. A divergéncia zero do tensor energia-momento
pode ser calculada a partir da equagao (4.15) onde nota-se, também, que o ultimo

termo envolve o produto entre a velocidade e uma combinagao de potenciais que
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inclui a vorticidade nao-nula. Este termo é parecido com o termo dissipativo que é
consequéncia da estrutura nao-comutativa do espaco-tempo. Se impormos a condi¢ao
de que a densidade de momento seja gerada somente pelo escoamento da densidade

de energia, como no caso comutativo, resulta que
AP 51 0nd, - O (0,0 + 0. K - 0,2 — i0:K - 9,Z) = 0. (4.18)

Se generalizarmos este modelo ainda mais, para incluir outras cargas conservadas
bl )
podemos usar a equagao (4.18) para definir u* que terd um papel andlogo a um

referencial preferencial do fluido comutativo.

4.3 Simetria de Volume

A estrutura nao-comutativa do espago-tempo dada pela equagao (3.5) é invariante as
seguintes transformacoes que generalizam as transformacoes que preservam o volume

(simetria de volume) [4]

dx, = [z, hl, (4.19)

onde o parametro h(z) é uma funcdo continua e arbitraria de x*. Os parenteses
obtidos a partir da equagao acima envolvem o produto de Moyal e tomam a seguinte

forma em primeira ordem em A"

[f, 9] = iN*“Ouf - Oug. (4.20)

Em geral, a Lagrangiana dada na rela¢do (4.4) nao é invariante as transformagoes
(4.19) devido a arbitrariedade das fungoes 0(z), z(z), z2(z), K(z,2) e f(x). A con-
sisténcia da teoria, ou seja a necessidade de garantir a invariancia a simetria de vol-
ume, exige a imposi¢ao de novos vinculos sobre as fungoes 0(x), z(z), zZ(z), K(z, 2)

e f(x) que serdo determinados em seguida.
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Como pode ser verificado facilmente, os campos do fluido se transformam em

relagdo & equagao (4.19) como

oo = [0, h],
Pt = Y, A,
0 ((%90) = [0u907 h] + [907 (%h] ) (4-21)

onde ¢ e ¥ representam os campos escalares e vetorias, respectivamente. A trans-
formacao das derivadas sao as mesmas dos campos vetoriais. Variando a Lagrangiana
(4.4) em relacdo a transformagao (4.19) obtemos um bi-polinémio nas poténcias m
da matriz antisimétrica \*” e nos graus n das derivadas do parametro arbitrario h(z).
Consequéntemente, a invariancia da Lagrangiana é garantida se os termos de sua
variacao se anulam para cada m e n, respectivamente. Observando esta organizacao

da variacao, obtemos para os termos lineares em A\ as seguintes equacoes

/ j“aozju . . . _
f = —0y [J" (0,0 +10.K - 0,2 — 10:K - 0,Z)],
\/ 2 = 5\"10574 0,5y
(4.22)
JH(0a8 + 10, K - 0pz —i0:K - 05Z) = 0. (4.23)

Os termos quadraticos em A envolvem derivadas de segunda e terceira ordem em
h. As derivadas de segunda ordem se acoplam com A e j* e os acoplamentos
diferentes geram vinculos independentes. O resultado pode ser resumido no seguinte

conjunto de equagoes

0,5" 00 (0,0 + 10, K - 0,2 — i0:K - 0,Z) + 005" 0y (0,0 +i0.K - 0,2 — i0:K - 0,Z)
+ 25" [0100.K - 0,0,z — (2 > 2)] =0, 4.24)

(
0o j" 05050 + 1050, K - 0,z + i0. K - 0,057 — (2 ¢ 2)] + j" [0a0.K - 0,0,z — (2 > 7)] =
(4.25)
- (

OaJ" (040 + 10, K - 0y2 —i0zK - 04Z) + j" (040K - 042 — 0,0:K - 0,%) = 4.26)
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onde usaremos a antisimetrizagao padrao em relagao aos indices espago-temporais

apby = = (aub, —ayby) .

DN | —

Os vinculos de ordem maior nas poténcias de \* resultam de corregoes de ordem
superior da Lagrangiana. Se a nao-comutatividade do espago-tempo é valida as altas
energias, somente os termos lineares da matriz antisimétrica se tornam relevantes
para nossa teoria. Assim sendo, a invariancia da Lagrangiana as transformacoes
de volume ¢é determinada somente pelos vinculos (4.22) e (4.23), respectivamente.
Maiores simplificacoes deste conjunto de equacgoes ocorrerao se a teoria for estudada

na folha de massa.

4.4 Um Modelo Simples

Dada a arbitrariedade das fungoes K(z,z) e f(y/—j* * j,), podemos concluir que os
fluidos perfeitos discutidos neste capitulo formam uma classe bastante geral. De fato,
a Unica exigéncia que K(z,z) e f (\/m) devem satisfazer é a diferenciabilidade
até uma ordem arbitraria. Esta generalidade faz com que a dinamica destes modelos
seja bastante complicada até em primeira ordem do parametro nao-comutativo.
Um modelo ligeiramente mais simples pode ser obtido a partir das seguintes
relacoes
K(22) =252 f(V=j"*ju) = 30" = =57 (4.27)
onde ¢ é um c-numero constante. Neste modelo, a fungao K (z, z) representa a gen-
eralizacao do potencial de Kahler do plano complexo e, em primeira ordem no
parametro nao-comutativo, gera uma deformagao nao-comutativa do plano. A forma
particular escolhida para a funcao f é caracteristica do fluido perfeito. A Lagrangiana

(4.4) deste modelo particular pode ser escrita da seguinte forma em primeira ordem
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em \*8
1
L=—3"0,0+iz -0uz—iz-0,2) + iAaﬁj“ (0nZ - 080,z — Onz - 080,2)

— SN0, - 0 (0 + 17 - Dz — iz 0,5) + 3% (4.28)

As equagbes de movimento podem ser obtidas usando as relagoes (4.27) nas equagoes
gerais (4.6)-(4.9) ou recalculando-as a partir da agao associada a Lagrangiana (4.28).

O resultado é

9" =0, (4.29)
1
i — (0,0 + iz - Oz —iz - 0,2) + iw (0uZ - 050,2 — Oz - 050,Z) =0,  (4.30)

10,7 = "0,z =0.  (4.31)

A primeira observacao importante é que as equagoes de movimento dos potenciais @,
z e Z nao recebem corregoes nao-comutativas. Em segundo lugar, pode-se observar

que as relagoes (4.31) tém como resultado a existéncia de uma infinidade de correntes
Ju Gl = =2G(2,2) - ju, (4.32)

onde os geradores G(z, z) sdo fungdes arbitrarias comutativas. As correntes J, [G]
tém divergéncia nula em ordem zero no parametro nao-comutativo em consequéncia
da relacao de Leibniz. As correntes (4.32) correspondem as seguintes cargas conser-
vadas
q@:/fm%n (4.33)
Estas propriedades mostram que o modelo descrito pelas fungoes (4.27) tém as
mesmas propriedades que a classe inteira de fluidos relativisticos perfeitos na
parametrizacao de Kahler discutido no segundo capitulo e do regime especial dos
fluidos supersimétricos estudados nas referéncias [20, 24].
Considerando a invariancia a simetria de volume na folha de massa da La-

grangiana (4.28), as equagoes de vinculo (4.22) - (4.26) tomam a seguinte forma
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simplificada
Cjuaaju + aa (]uaue) = 07 (434)
JH (040 + 120402 — 120,Z) = 0, (4.35)

045" 00 (0,0 + 20,2 — 120,Z) + 00 j" 0y (0,0 + 20,2 — 120,%)
+ 2 [01a205)0,2 — (2 < 2)] =0, (4.36)
Oaj" (04080 +i05Z - Oy2 +iZ - 0,032 — (2 <> 2)] + j" [0aZ - 040,72 — (2 <> 2)] =0,
(4.37)
Oaj" (040 + 20,2 — 120,Z) + j* (0aZ - Oyz — Onz - 042) = 0. (4.38)
Analisando estas relagoes, podemos ver que o tensor energia-momento passa a ser
escrito da seguinte forma
T = 0upA) + [(N) + pN)] wptty, + A Onp - u,05 (0,0 + 120,z — i20,Z), (4.39)
onde
p(\) =pf' — f—3"0,0 + %/\O‘ﬁj“ (0nZ - 080u2 — Onz - 030,%)
- %Aaﬁaajﬂ 05 (0,0 + iz - 0,z — iz - 0,7), (4.40)
e = f+ 0,0 — %w (0% - DsDz — O - DgD,7)
+ %Aaﬁaaj” <05 (0,0 + 20,2 — i20,%) . (4.41)
Estas equagoes mostram que o modelo simplificado representa uma generalizagao
do fluido relativistico perfeito que tem uma infinidade de correntes conservadas

associadas a invariancia a reparametrizacao da variedade complexa descrita pelos

potenciais z e Z em ordem zero no parametro nao-comutativo.

4.5 Cargas Topologicas

Uma quantidade fisica importante que se conserva no caso comutativo é a corrente

axial que é relacionada ao nimero de ligacao dos vértices cuja conservacao é garan-
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tida por consideragoes topologicas como visto na se¢ao 2.4 [20]. Portanto, é pre-
ciso verificar se os fluidos nao-comutativos tém correntes axiais de divergéncia nula.
Para este fim, generalizamos a corrente axial k, dada pela relacao (2.50) aplicando

o principio da correspondéncia adotado neste trabalho

KF = e (0,0 +i0,K * 0,z — i0:K % 0,%) * Ot (0N + 10, K % 0xz — 10:K % 0\Z) ,

(4.42)
onde e"¢* é o tensor antisimétrico constante quadri-dimensional com £°1?% = 1. Se
calcularmos a divergéncia de K* em primeira ordem em A podemos constatar,

apos longos calculos, que ela é igual a

— 24ghrEI NP (6221( 0,20,0, % + 82822[( 0,720,220,z + 8;@[( 0,200,720,z + 8§EK 8M8a28,,z)
X (8251(65265&2 + 8583[(852852&2 + 8;821(852052&75 + 833K8§8520Az)

— i&““gAAaﬁangﬁuiayz (8§Ka§aazaﬁaﬂ — 8§K8§8a2858,\§) . (4.43)
Esta relacao mostra que, em geral, K* nao se conserva sem a imposicao de ou-

tros vinculos sobre o sistema. Porém, repedindo os mesmos calculos para o modelo

simplificado apresentado na secao anterior, obtemos
oK' =0. (4.44)

Podemos concluir que o fluido nao-comutativo que generaliza o potencial de Kéhler
do plano complexo e o fluido perfeito relativistico comutativo tém o maior niimero

de caracteristicas fisicas idénticas.



Capitulo 5

Consideracoes Finais e

Perspectivas Futuras

Neste trabalho apresentamos a acao (4.3) que descreve uma grande classe de fluidos
nao-comutativos que generalizam os fluidos perfeitos formulados na parametrizacao
de Kéahler ao espago-tempo nao-comutativo. Os fluidos nao-comutativos descri-
tos pelo nosso modelo s@o caracterizados pelas fungoes arbitrarias K(z,Zz) e
f(y/—J" * j,) que generalizam as fungoes correspondentes do caso comutativo. Esta
generalizagao é resultado da restricao das derivadas parciais ao termo de ordem zero
no parametro nao-comutativo M garantida pela propriedade de Leibniz para as
derivadas parciais. Sem esta propriedade, contribuicoes de ordem superior em A"
sao geradas nas relacgoes caracteristicas do modelo.

A partir da agdo (4.3) linearizada em primeira ordem em A, derivamos as
equagoes de movimento e calculamos o tensor energia-momento. A equagao do campo
0 (4.6) nao recebe corregoes nao-comutativas e representa a equagao da divergéncia
nula da densidade de corrente j# como no caso comutativo. Porém, o tensor energia-
momento tem divergéncia diferente de zero o que nao acontece no caso comutativo.

A consequéncia deste fato ¢ que 7T}, nao ¢ invariante as translagoes geradas pelos

49
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operadores duais comutativos P, = 0,. Para sanar esta dificuldade, determinamos
duas equagoes de vinculo (4.11) e (4.12), respectivamente, que garantem a invariancia
do tensor energia-momento.

Certamente, a pesquisa em fluidos em espagos nao-comutativos justifica-se ple-
namente, por um lado, pela nova proposta de modelo quantico, e por outro lado,
pela possibilidade de haver fases fluidas de campos quanticos na escala de Planck
onde a estrutura nao-comutativa do espaco-tempo, se existir, tornaria-se relevante.

Podemos, assim, projetar varias linhas de investigacoes futuras dos fluidos nao-
comutativos apresentados neste trabalhos. Um dos problemas mais importante é
descrever modelos concretos que preservam a simetria de Poincaré nao-comutativa.
Este problema pode ser abordado particularizando a variedade M), ao espago-
tempo k - Minkowski. Neste caso, a generalizacao nao-comutativa dos operadores
de translagao satisfaz a equagao (4.2). Sendo assim, todas as conclusoes derivadas
a partir desta equacao, como a invariancia da densidade de corrente e o tensor
energia-momento devem continuar validas.

Outro problema interessante é analisar os fluidos que podem ser obtidos sem a
regra de Leibniz para as derivadas parciais e trabalhar com a estrutura matematica
nao-comutativa completa. Espera-se, neste caso, que as equagoes de movimento e
de vinculos sejam modificadas pela presenca de outros termos proporcionais a A*”.
Porém, estas modificagoes nao devem afetar a relagao entre o fluido nao-comutativo
e seu limite comutativo.

Finalmente, seria interessante estudar a estrutura simplética no espaco de fases

do fluido induzida pela estrutura nao-comutativa do espago-tempo.
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