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RESUMO

Neste trabalho, estudamos resultados de existéncia e concentracao de solucoes po-
sitivas de uma equacao de Schrodinger em R envolvendo o operador p-laplaciano com
2 < p < N, uma nao-linearidade do tipo poténcia com expoente ¢ subcritico, um pa-
rametro A\ positivo e um potencial a(z) satisfazendo certas hipoteses. Tal problema foi
inicialmente estudado por Bartsch e Wang em [5] no caso do operador laplaciano (p = 2).
Apresentamos as versoes dos resultados de [5] para o caso do p-laplaciano, demonstradas
por Furtado em [17, 18].



ABSTRACT

In this work, we study results on existence and concentration of positive solutions
for a Schrodinger equation in RY involving the p-laplacian operator with 2 < p < N,
a subcritical nonlinearity, a positive parameter A and a potencial a(z) satisfying some
hypotheses. Such problem was first studied by Bartsch and Wang [5] in the case of
laplacian operator (p = 2). We present versions of the results of [5] in the case of the

p-laplacian, which were demonstrated by Furtado [17, 18|.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar resultados de existéncia, multiplicidade e concen-

tracao de solugoes positivas da seguinte classe de equacoes quasilineares de Schrédinger

—Apu+ (a(e) + D20 = Jufi2u, € RY,

(Sxg)
ue WW(RN), !

em que 2 < p < N, p<q < p*, onde p* = Np/(N —p), Au = div(|Vu|P2Vu) é
o operador p-laplaciano e A ¢ um parametro positivo. Vamos considerar ¢ uma funcao

satisfazendo

(A1) a € C(RY,R) & ndo negativa, Q = int a='(0) é um conjunto nao vazio de classe C?
e QO =a"1(0);

(As) existe My > 0 tal que
L{r eRY : a(x) < My}) < o0,

onde £ ¢ a medida de Lebesgue em RY.

Um dos motivos de estudarmos solugdes de (S5 4) é que, para A suficientemente grande,

o problema de Dirichlet

D
u=>0 em OS2, (D)

{ —Apu+ [uP~2u = |u|?*u em €,
se torna um tipo de problema limite.

Em [6], Benci e Cerami estudaram o problema (D,) no caso do operador laplaciano.

Eles provaram que (D,) com p = 2 possui pelo menos cat(2) solu¢des para ¢ proximo de
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2*. Aqui, cat(£2) denota a categoria de Ljusternik-Schnirelmann do conjunto €2. Poste-
riormente, outros artigos foram publicados tratando da multiplicidade de solucoes para
(D,) com p = 2 em funcdo da topologia de €, tanto no caso subcritico [8, 11, 7] quanto
no caso critico [28, 22]. O caso quasilinear (2 < p < N) foi considerado por Alves e Ding

em [2] e Furtado em [16].

O problema (S, ,) foi estudado por Bartsch e Wang em [5] no caso semilinear p = 2.
Eles provaram a existéncia de uma solucao positiva de energia minima para A suficiente-
mente grande. Mais ainda, quando A — oo, essas solugoes se concentram em uma solucao
positiva de energia minima do problema (D, ). Também, supondo 2 um dominio limitado
e apoiados no resultado anterior de Benci e Cerami, os autores provaram que (S, ,) com

p = 2 possui cat(2) solugoes positivas para A suficientemente grande e ¢ proximo de 2*.

Em [17, 18], Furtado estudou o seguinte problema:

—Apu+ (Aa(z) + 1)|ulP?u = |u|t?u em RY,
u(tz) = —u(x) para todo x € RV,
u € WHP(RYN),

com A >0,2<p< N, p<q< p*, 7 uma transformacdo linear ortogonal de R em
RY satisfazendo 7 # Id e 72 = Id. O potencial a satisfaz (A1), (Az) e ¢ invariante
por 7, isto é, a(tz) = a(z) para todo x € RY. Utilizando métodos variacionais ele
obteve, para A grande, resultados de existéncia e concentracao de solucoes que mudam
de sinal exatamente uma vez, além da relacao entre o ntimero dessas solucoes com a
topologia equivariante do conjunto {2 onde o potencial se anula, quando g é préximo de
p*. Adaptando as ideias das demonstracoes desses resultados de solucoes nodais para o
caso sem hipotese de simetria, o autor pdde estender os resultados de [5] para o caso

quasilinear.

Nosso objetivo aqui é estudar os resultados de Bartsch e Wang [5] estendidos para
o caso 2 < p < N, demonstrados por Furtado em [17, 18]. O espago vetorial em que

trabalharemos é

E= {u e WP (RY) : /RN a(z)|ul? < oo} .

Para A\ > 0, definimos E) = (E, | - ||») o espago vetorial £ munido da norma

oo = { [ 09+ o) + )}
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Associado ao problema (S, 4) temos o funcional I, : E — R definido por

T. 1 p py_ 1 ul
Puaw) = [ (19uP + (o) + Dlul) = [l

Dizemos que u € E) é uma solugdo fraca de (S, ,) quando

[ 19 ueve s [ ae) Dl o - [ it =0

RN RN RN

para toda fun¢do ¢ € E. Uma solugdo u de (S),) é de energia minima quando
T,\q(u) = inf {R7q(v) v é uma solugdo nao trivial de (SM)} .

No Capitulo 2, apresentamos os resultados de existéncia e concentracao de solucoes

positivas de (Sy,) para A suficientemente grande. S&o eles:

Teorema A Suponha que (A1) e (A2) sejam wvdlidas. Entao existe Ao = Ao(q) tal que,
para todo X > Ay, o problema (Sy,) tem pelo menos uma solucdo positiva de energia

minima.

Teorema B Sejam (\,) C R tal que \,, — 00 e (u,,) uma sequéncia de solugoes positivas
do problema (S), 4) tal que Enyq(un) € limitado. Entao, a menos de uma subsequéncia,

u, — u forte em WHP(RN) com u sendo uma solugao positiva do problema (D).

Corolario C Sejam (\,) C R com A\, — oo e (u,) uma sequéncia de solugoes positivas
de energia minima do problema (S, ,). Entdo (u,) converge em WHP(RY) ao longo de

uma subsequéncia para uma solugdo positiva de energia minima de (D).

No Capitulo 3, estudamos a relagao entre a topologia do conjunto € = inta=*(0) e o
ntmero de solucoes positivas de (S ,). Mais especificamente, apresentamos a demonstra-

¢ao do seguinte teorema.

Teorema D Suponha que (A;) e (A2) sejam vdlidas e que Q) seja limitado. Entao existe
qo € (p,p*) com a propriedade de, para cada q € (qo,p*), existe um nimero A(q) > 0 tal

que, para todo X > A(q), o problema (Sy,) tem pelo menos cat(Q2) solugoes positivas.

Embora as demonstracoes dos resultados acima sigam aquelas de Bartsch e Wang,
existe uma maior dificuldade técnica devida a nao-linearidade do operador p-laplaciano e
pelo fato do espaco de fungoes em que se deve trabalhar nao ser um espago de Hilbert.
Dentre os resultados que auxiliam a transpor a dificuldade introduzida pelo p-laplaciano,

citamos uma versao vetorial do lema de Brézis-Lieb demonstrada por Alves ([1|, Lema 3),
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uma versdo de um resultado de concentracao e compacidade ([33], Lema 1.40) demons-
trada por Furtado ([18], Lema 2.6) e uma propriedade das sequéncias minimizantes para S

([18], Lema A.11), onde S é a melhor constante da imersao de Sobolev W, (Q) < LP" ().



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentamos resultados e definicbes que utilizamos no decorrer deste
trabalho.

1.1 Conjuntos homotopicamente equivalentes

Definicao 1.1 Sejam X eY dois espagos topoldgicos. Uma homotopia entre as aplicacoes
continuas f,g: X — Y € uma aplicagcdo continua H : [0,1] x X — Y tal que para todo
r € X, tem-se H0,z) = f(z) e H(1,2) = g(x). Escreve-se f ~ g para indicar que existe

uma homotopia H entre f e g.

Definicao 1.2 Sejam X e Y dois espagos topoligicos. Dizemos que X eY sdao homoto-
picamente equivalentes se existem aplicacoes continuas f : X —Y e g:Y — X tais que
fog~Idy ego f~Idx, onde Idx € a funcdo identidade de X e Idy de Y.

Para Q C RY e 7 > 0 definimos
QFf = {z e RY : dist(z,Q) <r} e Q. ={reQ:dist(z,00) >r}.

Nesta secao, nosso objetivo é provar o seguinte resultado, importante para a demons-

tragao do Teorema D.

Lema 1.3 Seja Q C RN um dominio limitado de classe C?. Entdo para ri,79 > 0

suficientemente pequenos, 0s conjuntos Q: e §2 sao homotopicamente equivalentes a 2.
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A demonstracio que damos aqui encontra-se em [13| (Proposi¢ao 2.3.3). Antes, apre-
sentamos algumas defini¢oes e um resultado sobre superficies compactas que serao neces-

S&rios.

Definicao 1.4 Seja M = M™ C RY uma superficie de dimensio m e classe C*, k > 1.
Seja o : Uy — U uma parametrizacio com Uy C R™ um aberto, U CRY ep = p(x) € M
para algum x € Uy. O espaco tangente a M no ponto p € o espaco vetorial de dimensao

m
T,M = ¢'(z) - R™.

Dizemos que um vetor u € RY & normal a superficie M no ponto p quando u for
perpendicular a todos os vetores tangentes a M no ponto p, isto é, quando se tiver
u-v = 0 para todo v € T, M. Indicamos o conjunto dos vetores normais a M no ponto p

por v, M.

Dizemos que o segmento [p,a] = {p+t(a—p): 0 <t <1} é normal a M no ponto p
sepeMev=a—p¢€uv,M.

Dado ¢ > 0, a bola normal B+ (p;¢) ¢ a reunido dos segmentos normais a M no ponto
p, de comprimento menor que €. Dizemos que £ é um raio normal admissivel para um
subconjunto X C M quando, dados quaisquer dois segmentos [p, a] e [g, b], normais a M,

de comprimento menor que €, com p # q € X, tem-se [p,a| N [q,b] = 0.
Enunciamos agora o teorema da vizinhanca tubular para superficies compactas cuja
demonstracdo pode ser encontrada em [24].

Teorema 1.5 Seja M = M™ C RY uma superficie compacta de classe C*, k > 2. Entao:

(i) Eziste € > 0, raio normal admissivel para M.

(ii) A reunido V.(M) = UpepBH(p;e) dos segmentos normais a M de comprimento

menor que € € um aberto de RN chamado a vizinhanca tubular de M de raio «.
(11i) A aplicacao n : Vo(M) — M, que associa a cada ponto q € Vo(M) o pé do inico

segmento normal que o contém, é de classe CF1.

Demonstracao do Lema 1.3: Por hipo6tese, 0€2 é uma superficie compacta de classe

C?. Logo valem (i) — (i77) do Teorema 1.5 para algum & > 0. Seja 0 < r; < &. Definimos
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g:Q— Q. CQf aprojecao dada por

x, se rel),
g(x) = _
m(x) —rin(x), se z€Q\Q

1)

onde () é o vetor unitario na dire¢ao do inico segmento normal que contém x. Definimos

também f: Qf — Q por

{ g(x), se x €,

Observamos que f e g estao bem definidas e sao continuas. Vamos mostrar que fog ~ Idg

e gof ~ Idml. Para isso, tomamos H; : [0, 1] x 2 — Q dada por
Hi(t,x) = (1—1t)fog(z) +te = (1—1t)g(z) + tz.

Sex e, H(t,x) =z € Q CQ SexecQ\Q, H(l,z) estd contido no segmento
[z, g(x)] C [7(z),g(x)] de V-(02). Desde que esse segmento nao contém outro ponto de
fronteira além de 7w(x), segue que Hy(t,z) C Q. Logo H; estd bem definida e ¢ uma

homotopia entre fog e Idg. Analogamente, definimos H, : [0,1] x f — Qf por
Hy(t,z) = (1 —t)go f(x) + tx.
Observamos que

) og(@), se x €,
gol(w) = { m(x) —rin(z), se xe€Qf\Q

Logo Hs(t,z) esta contido no segmento normal de V.(02) que contém x, segmento esse
contido em Q. . Assim H, ¢ uma homotopia entre gof e Idﬂrﬁ . Dai Q! ¢ homotopicamente

equivalente a €). De forma andloga mostra-se que ) também o é. O

1.2 Funcional restrito a uma variedade

Considere (X, || -||) um espaco de Banach, ¢ € C1(X,R),
V={veX:¢W)=0} e 9/(v)+#0, para todov € V.

Definicao 1.6 O espago tangente a variedade V num ponto z € V' é o congunto



Capitulo 1. Resultados preliminares 8

T.V={ye X: ({¥/(),y) =0}

ou seja, T,V € o niicleo do funcional ¢'(z).

Defini¢ao 1.7 Seja ¢ € CY(X,R). A norma da derivada de ¢|y == oy emv € V ¢
definida por
lev (@)l = sup {{¢'(v),y) 1y € T,V € |lyl| = 1}.

Lema 1.8 Sejam f e g funcionais lineares em um espago vetorial F. Se N(f) C N(g)
entao g = kf para alguma constante k € R, onde N(f) e N(g) denotam o nicleo das

funcoes f e g, respectivamente.

Demonstracao: Se f = 0 entao g = 0 e o lema esta provado para qualquer escolha de

g(v)

k € R. Caso f # 0, existe v € F tal que f(v) # 0. Considere k = m e o funcional

linear h(z) = g(z) — kf(z) para x € F'. Vamos mostrar que h = 0 e, com isso, concluir a

f(w)

fw)
w = sv+uonde u=w—sve N(f). Como N(f) C N(g) temos h(u) = 0 e, portanto,

h(w) = sh(v) + h(u) = 0. Logo, h = 0. O

demosntracao do lema. Para tanto, seja w € F. Escolhendo s = s(w) = vemos que

O lema a seguir corresponde a Proposi¢ao 5.12 de [33], cuja demonstragdo pode tam-

bém ser encontrada em [13].
Lema 1.9 Seja u € V. Entao
oy ()l = min | (w) =t ()| -
Demonstracao: Para t € R, de acordo com as Defini¢oes 1.7 e 1.6,
ley (W)l = sup{(¢'(u),y) 1y € TV e [ly|| =1}
= sup {{¢'(u) —t¢'(u),y) ry € TV e |yl = 1}
(1.1)

< sup{(¢'(u) — t'(u),y) ry € X e [[y|| = 1}

= ¢ (u) =t (u) x.
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Pelo Teorema de Hanh-Banach, existe ® : X — R linear continua tal que

Oy =py(u) e [[®]x = eyl

Como N(¢'(u)) =T,V C N(¢'(u) — ®), pelo Lema 1.8, existe ¢y € R tal que

' (u) = & = 1oy (u).

Assim,
" () — tod" (u)Lx = |@llxr = llspy (w)].

Combinando com (1.1), concluimos a demonstragao do lema. O

1.3 A categoria de Ljusternik-Schnirelmann

Nesta secao, apresentamos a definicao da categoria de Lusternik-Schnirelmann bem
como algumas de suas propriedades usadas na demonstragao do Teorema D. Para um

melhor estudo sobre o assunto, veja [29, 33, 12, 3| e também [13].

Definicao 1.10 Dizemos que um subconjunto A de um espaco topoldgico X € contrdtil
em X quando existe uma aplicagao continua h : [0;1] x A — X tal que, para todo x € A,
h(0,z) = = e h(l,x) = xy para algum xo € X. FEquivalentemente, existe uma homoto-
pia entre a aplicacdo identidade de A e uma aplicacao constante. Tal h é chamada de

deformacao de A em X.

Definicao 1.11 Seja A C X, onde X € um espaco topoldgico. A categoria de A em
X, que denotamos por catx(A), € o menor inteiro k tal que A pode ser coberto por k
subconjuntos fechados e contrdteis em X . Se nao existir tal inteiro, dizemos que catx(A) =
+o00. Além disso, catx(0) = 0 e representamos catx(X) por cat(X).

Como exemplos, temos que catgy (SV™1) = catpn (T(O)) = 1. Exemplos de conjuntos
que tem categoria maior que 1 é a esfera N-dimensional S C RV *! cuja catgn (SV) = 2
e 0 toro N-dimensinonal 7% cuja caty~(TV) = N +1. A demonstragao desses fatos pode

ser encontrada em [29].

Proposigao 1.12 Sejam A e B subconjuntos de um espaco topoldgico X. A categoria

satisfaz as sequintes propriedades:
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(i) Se A C B, entao catx(A) < catx(B);
(i1) catx (AU B) < catx(A) + catx(B);
(i1i) Se B ¢é fechado em X, entdo catx(B) < catp(B);

(iv) Sejam M uma variedade modelada em um espago de Hilbert e K um subconjunto

compacto de M. Entao, caty(K) < +oo e existe uma vizinhanca U de K tal que

catp (U) = catp(K);

(v) Se X € homotopicamente equivalente a Y, entdo catx(X) = caty (V).

Teorema 1.13 Sejam X um espaco de Banach, M C X uma C'-variedade ¢ I €
CHX,R) um funcional limitado inferiormente em M. Suponha que I satisfaz (PS).
para todo ¢ < d e considere I* = {u € M : I(u) < d}. Entdo o funcional I restrito a M

tem pelo menos cat(I?) pontos criticos u tais que I(u) < d.

1.4 Resultados de concentracao e compacidade

Enunciamos aqui resultados de concentracao e compacidade que serao titeis no Capi-
tulo 3. Antes, damos algumas definigoes e um resultado da Teoria da Medida que podem

ser encontrados em [15].

Definicao 1.14 Seja p uma medida de Borel em RY ¢ B C RN um subconjunto de
Borel. 1 € reqular exterior em B se u(B) = inf {u(U) : U D B, U ¢ aberto} e p € reqular
interior em B se u(B) = sup{u(K) : K C B, K é compacto}. Dizemos que u é reqular

se € regqular exterior e regular interior em todos os conjuntos de Borel.

Definicao 1.15 Uma medida de Radon em RN ¢é uma medida de Borel que € finita em
conjuntos compactos, reqular exterior em todos os conjuntos de Borel e regular interior

em todos 0s conjuntos abertos.

Denotamos por M(RY) o espago de Banach das medidas de Radon sobre R™ equipado

wl = sup{ IR

Dizemos que uma sequéncia (w,) C M(RY) converge fracamente para w em M(R") se

¢ dw, — / ¢ dw para toda ¢ € Co(RY).
RN RN

COoIm a norma

¢ € Co(RY), [¢]o < 1} .
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Proposigao 1.16 Seja p1 uma medida positiva de Radon em RY e (f,) € LY(RY, u) com
|fuldp < C para todo n € N e para alguma constante C. Entao existe uma medida

RN
positiva de Radon pg tal que, a menos de subsequéncia, i, = |fu|dp — po fracamente no

sentido das medidas.

Desde os trabalhos de P.L. Lions em [26, 27|, o método de concentracao de compaci-
dade tem sido largamente utilizado por varios autores para compensar problemas de falta
de compacidade. O lema que apresentamos a seguir corresponde ao Lema 2.6 em [18|.
Ele foi provado no caso particular p = 2, ¢, = 2* por Willem em [33] no Lema 1.40. A
versao demonstrada por Furtado, bem como sua demonstracao, foi inspirada nesse tultimo
trabalho e também pelo de Smets em [31] (veja Lema 2.1 e Observagao 2.2), onde o autor
considera o caso 1 < p < N, q, = p* e permite o aparecimento de um pontencial V' que

pode ser singular.

Lema 1.17 Seja (q,) C [p,p*] uma sequéncia nao-decrescente tal que q, — p*. Seja
(u,) C WIP(RY) satisfazendo

Up — U fracamente em DVP(RYN),
IV (uy, —u)|P = w fracamente em M(RY),
|t — u|? — v fracamente em M(RY),
un () = u(z) qtp. v e€RY,

Vu,(z) = Vu(z) qtp reRY,

e defina
Woo = lim limsup/ |Vu,|?, Ve = lim limsup/ [, |
R—o0 5500 |z|>R R—oo  poo |z|>R
Entao
PP < 87wl
lim sup fnl? g = [Vl o + ] + e,
n—oo
e

lmsup [un[)" ov = [Vu ii,RN + V| + Voo

n—o0
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Além do mais, seu = 0 e [v[P/?" = S w|, entdo cada uma das medidas w e v se concentra

em um unico ponto.

Abaixo enunciamos o Principio de Concentragao-Compacidade devido a Lions ([27],

Lema I.1) cuja demonstracao também pode ser encontrada em [32] (Lema 4.8).

Lema 1.18 Seja (u,) C DYP(RY) uma sequéncia convergindo fracamente para u em
DY(RN). Entio existem duas medidas finitas nao-negativas u,v € M(RYN), um con-
junto no mdzimo enumerdvel J, uma familia (x;);e; de pontos distintos em RY e duas

sequéncias (1);er, (Vj)es contidas em (0,00) tais que

) — ’u|p*+zl/j(smj,

jeJ
Bz ’vu|p+2“j5xjv
jed
pi = SVf/p,
para todo j € J. Em particular, 3., I/;D/p* < oo. Além do mais, se v(RV)/P" >

Su(RMYP entio v = v, = v P/90C8u para algum xo € RY ey > 0.

Utilizando o Lema 1.18 e ideias de [30], Furtado [18] demonstrou a seguinte proprie-

dade das sequéncias minimizantes para S.

Lema 1.19 Seja (v,) C WyP(Q) tal que [, |v,
WyP(Q) tal que, a menos de subsequéncia, v, — v fracamente em W, '(Q) e Vo, (z) —

Vou(x) ¢.t.p. em Q.

Pdr =1 e ||v,||P — S. Entao existe v €

1.5 O Lema de Brézis-Lieb

Nesta se¢ao apresentamos o Lema de Brézis-Lieb [10] e também uma versao vetorial
do mesmo, devido a [1|. A demonstracao do Lema de Brézis-Lieb que damos aqui pode

ser encontrada em [21] (Lema 4.6).

Lema 1.20 (Brézis-Lieb) Sejam 1 < p < oo, D C RY aberto e (f,)nen uma sequéncia
limitada de funcoes em LP(D) que converge em quase todo ponto de D para f. Entdo
feLP(D) e

|f‘£,p = 7AL11_>HOlO(|fn ﬁ,p —|f=fa Zp),
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onde | - |,p denota a norma usual em LP(D).

Demonstracao: Por hipotese, existe C' > 0 tal que |fn|gD < C, para todo n € N. Pelo

/\f\p:/liminf\fn]pgliminf/\fn]pgc.

Isso mostra que f € LP(D).

Lema de Fatou,

Seja € > 0. Afirmamos que existe C. > 0 que depende de € e de p tal que, para todo

s € R, se tem
s+ 1P — ]3|p—1’ < elslP + C.. (1.2)

= 0, existe A, > 0 tal que

1P — |slP — 1
Com efeito, como lim s +1 |s]
|s]—o00 |S|p

ls+ 117 —|s]P — 1‘ < el|sl’, sempre que |s| > A.. (1.3)

Para |s| < A, temos

s+ 17 — |3|P—1‘ < P|s|P 4+ 27 4 [P+ 1< PAP 2P 4 AP 1 1.

Definindo C, = 2P AP +2P + AP 41 > 0, a expressao acima e a desigualdade (1.3) mostram

nossa afirmagao. Dado b € R, multiplicando a desigualdade (1.2) por |b|P obtemos

[sb -+ b7 [sbl? — [b]

< ¢g|sb|P + C.|bP, para todo s € R,
donde concluimos que, para quaisquer a,b € R tem-se

[la+ b = Jal” = [bl?| < elal? + C-Jol". (1.4)

Para cada n € N, considere

wn = |lFalf = 1o = P = 1P| € Zo= (= clfa = fI),

onde u™ = max{u, 0} para qualquer fungdo real u. Vamos mostrar que / u, — 0. Para
D
isso, aplicando a desigualdade (1.4) com a = f,, — f e b = f obtemos

Up — 5‘fn - f|;l7 < CE‘f’p
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e, portanto,
0 < Z, = max{(u, —e|fn — f|"), 0} < Cc[fI".

Como f,(z) — f(x) q.t.p. em D, temos que Z, — 0 q.t.p. em D. Segue do Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (T.C.D.L.) que

/ Z, — 0 quando n — oo. (1.5)
D

Temos também que
un:ug:(5|fn_f‘p+un_5|fn_f|p)+ S 5|fn_f|p+(un_5|fn_f|p)+

= 5|fn_f‘p+Zn-

Por hipotese, (f,) é limitada em LP(D) e, portanto, existe M > 0 tal que |f, — f[) < M.

Dai e da expressao acima, segue que

/un:g\fn—f|§+/2n§g]\/[+/zn.
D D D

Fazendo n — 0o e € — 0, por (1.5) obtemos / u, — 0. Como
D

1 al?p = 1= Fp — 1] < /D

o lema esta provado. O

Observacao 1.21 Adaptando ligeiramente a demonstracio acima, € possivel mostrar

que, para 1 < p < oo,

/D]V(un—u)|p:/D\Vun|p—/D|Vu|p+0(l) (1.6)

quando n — oo, sempre que (u,) € uma sequéncia tal que (|Vu,|) € limitada em LP(D) e

Vu,(z) converge em quase todo ponto de D para Vu(x).

De fato, pelo Lema de Fatou, |VulP € L'(RY). Também podemos mostrar que, para

e > 0 dado, existe C. > 0 que depende de ¢ e de p tal que

|A+ BP —|A|P — |BJP| <¢|APP + C.|BJP, para todos A, B € RY. (1.7)
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Com efeito, sejam A, B € RY e considere F(x) = |z[P, * € RY. Pelo Teorema Funda-

mental do Calculo,

|F(A+ B) = F(A)]

L d
—F(A+tB)dt] =
/odt(+ )‘

/01VF(A+tB)-Bdt‘

(1.8)

IN

N 1
A+tB ‘ |B;| dt < Z/ p|A+tBP~ B dt.
i—1 Y0

Pela desigualdade de Young, existe uma constante d(g) > 0 tal que, para todo 0 <t < 1,
|A+tBIP Y Bi| < elA+tBPP+d(e)|BilP < e2P|APP + (2P + d(e)) | BJP.
Substituindo em (1.8) obtemos constantes C, k(¢) > 0 tais que

14+ B —|AP| < ClAP + k()| BP.

Daf segue (1.7). Agora escolha A = Vu,, — Vu ¢ B = Vu. Entdo

‘\Vun|p — |Vu, — Vul? — |Vul’| < e|Vu, — Vul? + C.|Vul?

para todo € RY e n € N. Considerando u, = ||Vu,| — |Vu, — Vul|f — [Vul’|, a

verificagao de (1.6) segue os mesmos passos da demonstracao do lema anterior. 0

Apresentamos abaixo uma versao vetorial do lema de Brézis-Lieb que foi provada por
Alves em [1].

Lema 1.22 Sejam K > 1, s > 2 ¢ Aly) = |[y|* 2%y, para y € RE. Considere uma
sequéncia de fungoes vetoriais n, : RY — RE tal que (n,) C (L*(RY)E en, — 0 q.t.p.

em RY. Entdo, se | (Ls@y)x € limitado, temos

lim [ |A(na) + Aw) = A@ +w)]D = 0.

n—o0 RN

para cada w € (L*(RN)E fizado.

Demonstragao: Para y € RE ez € RV e 1 < i < K, sejam A;(y) e wi(z) a i-ésima

componente dos vetores A(y) e w(z), respectivamente. Entao

1 d 1
Ai(n +w) — Ai(n,) = /0 (EAi(nn + tw)) dt = /0 VA;(n, + tw) - wdt.
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Observe que, para caday € R comy #0e1<j <K,

0Ai(y) _ | (s = uiyslyl™, se J # 1,
9y, [y1*72 + (s = 2uPly|*™*, se j=i.
Como [y;| < [yl, segue que
8141’@)‘ -2
< (s— Dyl
‘ dy;

Logo existe uma constante C; > 0 tal que
1 1
Al +) = A < fol [ 194G+ )lde < Cila] [+ w2
0 0

< Crlw[(mn] + |w])*=2.

Consequentemente, existem constante Cy, C'3 > 0 tais que
|[Ai(1h +w) = Ai()| < Colw[*™ + Cylw] |, "~

Para s = 2, o lema ¢é verdadeiro. Para s > 2, 0 < ¢ < 1 fixado e § = s — 2, usando a

desigualdade de Young com expoentes j:—; > 1 e s — 1 na expressao acima, obtemos

— O?) S—
|Ai(n +w) — Ai(m)] < Colw]? 1+§’w’€9!77n\ ?

IN

C 5=
Coleol ™+ 5 (™! + "=l )

Logo
‘Ai(nn +w) — Ai(nn” < C'E|W|Si1 + 5‘7771’5717

~ C
onde C, = Cy + —32 > 0. Portanto existe C. > 0 tal que
es~
A+ w) = A(na)] < Celw]™™ + elna|*~ (1.9)
Considere agora a fun¢ao G.,, : RY — R definida por

Gen(@) = max{|A(n, +w) — A(n.) — Aw)|(z) — el ()", 0}.
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Por hip6tese, 1,(r) — 0 q.t.p. em RY. Dai, como A é continua, segue da definigao G,
que
lim G.,(z) =0, q.t.p. em RV,

n—oo
De (1.9) temos
0 < Geplx) < (Co+ D|w|*~t € LYEDRM).

Logo podemos usar o T.C.D.L. para concluir que

lim |G ()] Vdz = 0. (1.10)

n—oo RN

Também da definicao de G. ,, temos
(A0 + w) = A() = Aw)| < elil*™ + Gepn.
Como 0 < € < 1, temos €/C~1) < ¢ e a expressdo acima implica que existe C5 > 0 tal que
A, +w) = A(na) — Aw)[C7Y < Cselnu|” + C5|G /7Y,
Por (1.10) e pelo fato de (n,) ser limitada em (L*(RY))%, obtemos Cg > 0 tal que

lim sup/ |A(nn + w) — A(nn) — Aw)|E Vdz < Cselim Sup/ 1n|°dz < Cge.
RN RN

n—o0 n—oo

Fazendo ¢ — 0, segue que

0 < mint [ 4G -+) — Alm) - AV
RN

n—o0

Slmﬂm/ A+ w) — A@) — A Vdz < 0,
]RN

n—oo

o que mostra o lema. ([l

1.6 Um resultado de convergéncia

Aqui apresentamos um resultado de convergéncia em espacos LP cuja demonstracao

encontra-se em [21] (veja Lema 4.8).

Lema 1.23 Sejam Q C RY wum aberto ndo necessariamente limitado, 1 < p < oo e

(fn)nen uma sequéncia limitada em LP(Q2) que converge em quase todo ponto de € para
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f. Entao f, — f fracamente em LP(QQ).

Demonstracao: Pelo Lema de Fatou, f € LP(Q2). Como (f,) é limitada em LP(Q2) e
LP(§2) é reflexivo, existe g € LP(Q2) tal que, a menos de subsequéncia, f, — ¢ fracamente
em LP(§2). Vamos mostrar que g(z) = f(x) q.t.p. em €. Consideramos para j € N o

conjunto
Q :={xeQ:|fulx) — f(x)] <1, para todon > j}.

Fixado j > 1, seja ¢; € C5°(€);). Por hipotese, f,(z) — f(z) q.t.p. em Q. Para n > j,

tem-se

[fa(@)es(@)] < Clfa(2)] < C([fale) = f@)] +[f(2)])

<
< C+C|f(x)] == h(x)

para todo x € K := supp ¢; C {1; e para alguma constante C' > 0. Como K é compacto
e f € LP(Q), usando a desigualdade de Holder podemos concluir que h € L*(Kj). Pelo
T.C.D.L.,

tim [ e = Jim [ f@ee = [ s@ee = [ r@ee. 0

Além disso, como ¢; € LF(Q), T : LP(Q) — R definida por T(f) = [, fp; € linear

continua. Pela convergéncia fraca f, — g em LP(Q) segue que T'(f,) — T(g), isto é,

i [ fu@ei(o) = [ a(oypita) (1.12)

n—o0

Combinando (1.11) e (1.12) obtemos

LMW#WM@ﬂ,wwmwﬂm%-

J

Pelo Lema 4.24 em [9],
g(z) = f(xz) q.t.p. em Q; para todo j € N.

Dai, para cada j € N, existe um conjunto Z; C €2; de medida nula tal que g(z) = f(z)
para todo z € Q; \ Z;. Considere A = U2, Q; e N = U2, Z;. Dado x € A\ N tem-se
x € Q; \ Z; para algum j € N e, portanto, g(x) = f(x). Mostramos com isso que

g(x) = f(zr) paratodoz e A\ N. (1.13)
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Por outro lado, como f,(x) — f(z) q.t.p. em €, existe um conjunto Z C 2 de medida
nula tal que f,(x) — f(z) seja qual for x € Q\ Z. Isso diz que para cada x € Q\ Z,
existe jp € N tal que

|fu(z) — f(2)] <1 sempre que n > jo.

Assim z € Q;, C A. Com isso, 2\ Z C Ae, dai, Q\ (ZUN) C A\ N. Segue de (1.13)
que
g(x) = f(x) paratodox € Q\ (ZUN).

Como Z U N tem medida nula, segue o resultado. 0

1.7 Teorema de extensao de Dugundji

A seguir enunciamos um teorema que trata da extensao de funcoes continuas, devido

a Dugundji. Sua demonstragao pode ser encontrada em [14] (Teorema 6.1).

Definicao 1.24 Seja L um espagco métrico. Entao L é um espaco afim do tipo m se,
para cada espaco métrico X e para toda funcdo continua f : X — L, vale a sequinte
propriedade: para todo x € X e toda vizinhanga W O f(x), existem uma vizinhanca

U Dz e um conjunto convexo C C L tal que f(U) C C C W.

Teorema 1.25 (Dugundji) Sejam X um espa¢o métrico, A C X um subconjunto fe-
chado e L um espaco afim do tipo m. Entao, cada fungao continua f : A — L possui uma

extensao continua F : X — L.
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Demonstracao dos Teoremas A e B

2.1 Consideracoes iniciais

Estamos interessados em estudar a existéncia e o comportamento das solugoes da
equagao
—Apu+ (Aa(z) + 1) |ulP2u = |u]™2u, reRY,

(Sxg)
ue WW(RN), !

emque 2<p<N, p<q<p, Apu= div(|V?2u|Vu) é o operador p-Laplaciano e X é

um parametro positivo. Vamos considerar a uma func¢ao satisfazendo

(A1) a € C(RY,R) é ndo negativa, 2 = int a=*(0) & um conjunto nao vazio com fronteira

suave e Q = a~1(0);
(As) existe My > 0 tal que
Lz e RY : a(z) < My}) < o0,

onde £ é a medida de Lebesgue em RY.

O espaco vetorial natural em que trabalhamos é

E = {u c WHP(RY) . /RN a(z)|ulP < oo} .

Para A > 0, definimos F) = (E,|| - |[») o espago vetorial £ munido da norma

fulh = { [ (9 + Qato) + 1>|urp>dx}l/p.
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Durante todo o desenvolvimento deste trabalho, denotamos por ||-|| a norma em W1P(RY)

il ={ [ v 1}

Dados 1 < s < co e D C RY, indicamos por | - |,p a usual deL*(D). Para simplificar,

dada por

quando D = RY, escrevemos |u|s ao invés de |ul,gw.

O funcional associado a (Sy,) é ff)\’q : B, — R definido por

1 1

Jult =l = —fult

Baw) = [ (VP + Qo) + D) - - [

p R

E possivel mostrar (veja Proposicao 1.12 em [33]) que I, € C'(E\,R) com

B w)) = [

RN

(|VuP~>Vu - Vo + (Aa(z) + 1) |ufP"*uw) — /N |lu| 2w,
R
para todo u,v € E). Dizemos que u € E) é solugao fraca de (S, ,) quando
<flv§\7q(u), v) =0, paratodo v € E).
Uma solucao fraca de (S),) ¢ de energia minima quando
I (u) = inf {fI;’q(v) : v é uma solugdo ndo trivial de (S)\7q)} :
Definimos a variedade de Nehari para o funcional Z\,q por
/VM = {u € E\\{0}: <f/,\,q(u),u> = 0} = {u e Ex\ {0} : ||u|)} = |u|g}

Observamos que /\N/',\’q contém todas as solugoes fracas de (Sy,). Quando u € J\N/',\Vq tem-se

~ 1 1
Toy(u) = (— - 5) Jul?.

p

e, portanto, o funcional I, , ¢ limitado inferiormente em N, ;. Assim, ¢ finito o nimero

Crg = inf IN,\yq(u).
uEN/\q

Neste capitulo, inicialmente mostramos que para todo A > 0 suficientemente grande,

(Sh,q) possui uma solugdo positiva de energia minima. Posteriormente, vamos mostrar
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que as solugoes de (S ,) se concentram numa solugdo do problema

—Apu+ [uP2u = |u|9*u em €,
u=20 em Of).

Para este problema, o funcional associado é jq@ : Wol’p(Q) — R dado por

- 1 1
Toalu) =1 / (Val? + Juf?) - L / .
P Ja qJa

Temos que J, 0 € CH(WiP(2),R) e a variedade de Nehari para este funcional é o conjunto

Mg = {u € W@\ {0} : (Tyalu).u) = 0} = {u € Wa”(@)\ {0} : [lullh, = Julfo}

onde ||u||q denota a norma de u em W, ”(RY) dada por

Jullo = ( v+ |u|p>)1/p.

Um célculo anédlogo aquele feito para TM mostra que é finito o elemento

Fga = inf Jya(o)
ueMgy 0

Como estamos interessados em solugdes positivas de (S) ,), vamos trabalhar com um

problema um pouco modificado. A saber, para A\ > 0, consideramos o problema

—Apu+ (Aa(z) + D)|ulP?u = (ut)? !, reRY, .
(S)\7q>
u € WHP(RY)

e seu funcional associado I, : £y — R definido por

D) =+ [ (196l + Oalo) + D) = = [

q

onde ut = max{u,0}. Da mesma maneira que se mostra que I, , € C*(Ey, R) mostra-se
também que I, , € C'(Ey,R).

A variedade de Nehari para o funcional I, é o conjunto

= {u e Ex\ {0} : {5 j(u),u) = 0} = {u € Ex\ {0} : [lull§ = [u]}.
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Assim como ¢ 4 € finito, est4d bem definido o ntimero real

Crg = ueif\l/'f’q I)\7q(U).

Dizemos que u € Ej ¢ uma solugao fraca de (S}, ) quando

[ wurvu- Vot [ Oate)+ Dl uo - [ whrio—o,
RN RN

RN

para toda funcao ¢ € F). Uma solucao u de (S;“,q) é de energia minima quando
Ing(u) = inf {I, 4(v) : v é uma solugdo néo trivial de (S¥ )} .

Mostraremos que solucoes de (S;“q) sao positivas e se concentram numa solucao positiva
de

(D7)

—Apu+ [uP72u = (ut)T! em Q,
u=20 em 0.

O funcional associado a esse problema ¢ .J, o : Wy (Q) — R definido por
1 1 +
Joa(uw) = — [ ([VufP + Juf?) = = [ (u7)1.
D Ja qJa
Entdo, J,0 € CY(W,"(Q),R) e a variedade de Nehari para este funcional ¢ o conjunto
Maa = {u € Wy () \{0} : {(Jgqa(u),u) = 0} = {u e Wy (@) \ {0} : [lullg, = [u* [0} -

Definimos

Mya = uei/{l/l{;,g Jea(u).

Finalizando esta secao, fazemos algumas consideracoes sobre o espaco vetorial E).
Lema 2.1 Para A > 0, E\ € um espaco de Banach reflexivo.

Demonstracao: Se (u,) é uma sequéncia de Cauchy em E), entao (u,) é uma sequéncia
de Cauchy em WHP(RY). Dai, como W'P(RY) ¢ completo, existe u € WHP(RY) tal
que u, — u em WH(RY) e, portanto, u, — u em LP(RY). Assim, passando a uma
subsequéncia, podemos supor que u,(z) — u(r) q.t.p. em RY. Vamos mostrar que

u, — uem FE), isto é,

/ (|V(un—u)|p+|un—u|p)+)\/ a() [ty — ul? — 0.
RN RN
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Como u,, — u em WHP(RY), resta-nos mostrar que

/ a(x)|u, —ul? — 0.
RN

Dado ¢ > 0, como (u,,) é de Cauchy em FE), existe ny € N tal que, para n,m > ny,
/ }a(x)l/pun — a(x)l/pum‘p = / a(z) |ty — um [P < ||un — un||y <e.
RN RN

Logo, a sequéncia (a(z)'/Pu,) é de Cauchy em LP(RY) e, portanto, existe v € LP(RY) tal
que a(z)"/Pu, — vem LP(RV) e, consequentemente, a menos de subsequéncia, a(x)/Pu,, ()
converge para v(z) q.t.p. em RY. Por outro lado, como a(x)/Pu,(x) — a(x)"Pu(z) q.t.p.

em RV vemos que v = a(z)'/Pu. Tsso mostra que E) é um espaco de Banach.

Para mostrar que E) é reflexivo, defina E, = (F,|| - ||.) o espago vetorial £ munido

e = ( [ 0t + i)

Afirmamos que F, é uniformemente convexo. Com efeito, vamos mostrar antes que vale

da norma

a seguinte desigualdade em F;:
p p 1
< §(||u||§ + ||[v||?), para todo u,v € E,. (2.1)

a

u+v
2

uU—v
2

a

Para tanto, utilizamos a primeira desigualdade de Clarkson (veja [9], Teorema 4.10]), que

diz que para a,b € R vale

p p

a—>
2

a+b
2

1
< S + ).

Dessa desigualdade, segue que

Z _ /RNW@:) +1) ( p)

< 3 [ Oale)+ Dl +1oP) = Sl + ol

p p

u+v
2

u+v
2

u—v

2

Uu—v

2

a

o que mostra (2.1). Agora, para ver que F, é uniformemente convexo, sejam ¢ > 0,

u,v € E, com |lulle <1, ||[vfla <1e|u—v|,>e. A desigualdade (2.1) implica que

p
<1—(§>p
= 5

U+ v
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u+v

e, entao, < 1-6, onde § = 1—-[1—(£)?]'/?. Portanto E, é uniformemente convexo

a

e, pelo Teorema 3.31 em [9], E, ¢ reflexivo. Considere agora T : E\ — E, x (LP(RY))Y
definida por T'(u) = (u, Vu). E facil ver que T estd bem definida e é linear. Observe que
o espago produto E, x (LP(R™))Y munido da norma ||(u,v)||x = <||u||§ + | [v] |§> v & um
espaco de Banach reflexivo, uma vez que E, e (LP(RY))Y o sdao. Temos que T' é linear
e |[T(u)||x = ||u||x para toda fungdo u € Ej, isto é, T' & uma isometria linear. Dai e do
fato de E) ser completo, T(E,) é um subespaco fechado de E, x (LP(RY))Y. Logo, pela
Proposicao 3.30 em [9], T'(E)) ¢é reflexivo. E como T' é uma isometria linear sobrejetiva
entre Fy e T(E)), segue que (veja nota em [9], pagina 71) E) é reflexivo. Isso conclui a

demonstracao do lema. O

Proposicao 2.2 Sejam A\ > 0 e (u,) uma sequéncia limitada em E\. Entdo existeu € E)

tal que, a menos de subsequéncia,

(i) u, — u fracamente em E);

(i) u, — u fortemente em L; (RY), para todo p < s < p*;

loc

(iii) un(x) — u(z) q.t.p. em RY.

Demonstracao: Pelo lema anterior, F) é reflexivo. Logo, existe u € E) tal que u, — u

fracamente em Ey. Isso mostra (7). Como Ey — W1P(RY) continuamente e W1P(RY) —

s
loc

S

¢ (RY) compactamente.

(RY) compactamente para p < s < p*, segue que Ey — L

Assim u, — u em Li (RY), o que mostra (ii). Para provar (iii), usamos um processo

loc
diagonal. Dado r > 0, seja B, = {z € RY : |z| < r}. Como u, — u em L*(B),
existe um subconjunto infinito N; C N tal que a subsequéncia (u,)nen, converge para
u em quase todo ponto de B;. Como (u,)nen, converge para u em L°(Bs), obtemos
uma subsequéncia (u,)nen, com Ny C Nj tal que (u,)nen, cOnverge para w em quase
todo ponto de B;. Procedendo dessa maneira, obtemos conjuntos infinitos de indices
Nit+1 € N C N tais que (uy,)nen, converge para u em quase todo ponto de By. Considere
N* = {n},ns,...,n;,...} C N com n} o k-ésimo elemento de Nj. Assim, (up)nen+ €, a
partir do seu k-ésimo elemento, uma subsequéncia de (u,)nen, €, portanto, converge para
u em quase todo ponto de By. Temos que, para cada k € N, existe Z, C B de medida
nula tal que (u,(x))nen, converge para u(z) seja qual for x € B\ Z;,. Tome Z = Uy Z,,,.
Entao Z tem medida nula e, para todo x € RV \ Z temos = € By \ Z; para algum k € N

e (un())nen+ converge para u(z). Isso mostra (ii7). O
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2.2 A condicao de compacidade de Palais-Smale

Quando F é um espa¢o de Banach e I € C'(F,R), dizemos que uma sequéncia (u,,)
em F é uma sequéncia de Palais-Smale para I no nivel ¢, que denotamos por (PS).,
quando I(u,) — c e I'(u,) — 0 em F’ quando n — oo. Dizemos que [ satisfaz a
condigao de Palais-Smale no nivel ¢ quando toda sequéncia (PS). possui uma subsequéncia

convergente em F'.

Nesta secao, estabelecemos uma condi¢ao de compacidade para o funcional Iy ,. Mos-
tramos que a condi¢ao de Palais-Smale vale abaixo de um certo nivel, desde que o parame-

tro A seja suficientemente grande. Precisamente, vamos demonstrar a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 2.3 Para todo Cy > 0 dado, existe Ao = No(q) > 0 tal que I, , satisfaz a

condi¢cao de Palais-Smale no nivel ¢ para todo ¢ < C7 e X > Ay.

Para provar este resultado, vamos precisar de varios lemas auxiliares.
Lema 2.4 Seja (u,) C E\ uma sequéncia (PS). para I, ,. Entdo

(i) (uy,) € limitada em E),

. P 1 +qg . P4
(i) Jim =t ] = P

Demonstracao: Pela definicao de sequéncia (PS). para I ,, dado € > 0, existe ng € N
tal que
1
Log(un) <cte e 5|’I/l\,q(un)HE; <g,

sempre que n > ng. Observe que, para todo n € N,

1

Iy q(tn) = l(fﬁ,q(un),uw = — [ ([Vul"+ Qa@) + Dlua[") = = [ (uy)"
q P JrN RN
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Assim, para n > ny,

11 1
(Io B a) lanlly = Dnglun) = AT (), un) < ¢ 4-€ + el

Sendo 2 < p < ¢, a expressao acima implica que (u,) é limitada em E). Isso mostra ().

Para provar (ii) observamos que, sendo (u,) uma sequéncia (PS). para I,, limitada,
temos

1
lim —(I}  (un), un) =0

n—o0 q

e, assim, de (2.2) segue que

¢— lim (JA,q(un) _ é([f\q(un),uﬁ) ~ lim (1 _ é) lanl. (2.3)

n—oo n—00 p

De maneira analoga a (2.2) obtemos

1 1 1
Iy (uy) — = (I} un,un:(———) ul|?
qu( ) p( )\,q( ) > p q | q
e, portanto,
| . (11N L,
¢ = nh_{lolo I)\,q(un) - §<I)\,q(un>7un> - nh—>Holo 5 - 5 |un q: (24)
De (2.3) e (2.4) segue (7). O

Lema 2.5 Seja (u,) C E\ uma sequéncia (PS). para I,,. Eziste Cy > 0 independente
de X tal que se ¢ # 0 entio ¢ > Cy.

Demonstragao: Pela continuidade da imersdo de WH?(RY) em LI(RY), existe C; > 0
tal que
[ < [ulf < Cillull? < ChllullS. (2.5)

Segue dai que, para u € F),
(I g(w),u) = [lullf = [u™[3 = [lulf = Cyllull}.
Observe que ||lul[f — Ci]jullf > [ul)} se, e somente se, |lul[y < (QCl)ﬁ := 4. Portanto

1
(1) (u),u) > §Hu||§, para todo u € Ey com ||ul[y <. (2.6)
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(¢—p)

Vamos mostrar que a tese do lema é verdadeira para Cy = 6P - > (0. Supondo que

pq
¢ < Cy, o Lema 2.4 (i7) diz que lim ||u,||5 < 0”. Logo existe ng € N tal que ||u,|[x < 0
n—oo
para todo n > ng. Sendo (u,) C E\ uma sequéncia (PS). para [, ,, dado arbitrariamente
e > 0, existe ny € N tal que |[I} (u,)|p < € para todo n > n;. Tomando ny =

max{ng, ny }, segue de (2.6) que para n > no,

1

Sllunlly < (Dg(un)sun) < 1L g ()l lunlly < ellually,

ou seja,

|un]|xn < (28)1’%1, sempre que n > ns.

Isso mostra que ||u,||x — 0 quando n — oco. Segue de (2.5) que |u,}|, — 0 quando n — oc.

Assim, I ¢(un) = —[Jun |} — =|wf]? = 0, isto é, ¢ = 0. O lema esta provado. O
p q

Lema 2.6 Seja C; > 0. Entao, para todo e > 0, existem A., R. > 0 tais que, se (u,) C F)

¢ uma sequéncia (PS). para I, com ¢ < Cy e X\ > A., vale

limsup/ lu,|? < e.
B

n—00 c
Re

onde B, = {z € RN : |z| > R.}.
Para provar esse lema, usamos o seguinte resultado.

Lema 2.7 Seja A C RY um conjunto mensurdvel tal que L(A) < co. Entao

Jim £(AN BR) =0.

Demonstracao: Paran € N, temos A = (AN B,) U (AN B¢), sendo a unido disjunta.

Assim
L(A)=L(ANB,)+ L(ANBY). (2.7)
Claramente A = U(A N B,) e a sequéncia de conjuntos (A N B,) é crescente, isto é,
n=1

ANB; C AN By C ---. Portanto, pelo Lema 3.4 em [4],

n—00
n=1

L(A) =L <D(A N Bn)) = lim £(AN B,). (2.8)
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Por hipotese, L(A) < co. Como AN B,, C A temos que L(ANB,,) < oo para todo n € N.

Com isso, usando (2.7) obtemos
L(A)—L(ANB,) =L(ANB;)

De (2.8) segue que lim L(A N BS) = 0. Assim, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
n—oo

L(ANBE) < e para todo n > ng. Tome Ry = ng > 0. Se R > Ry = ng entao

(ANBg) C (AN By,). Isso implica que L(ANBYR) < LANB) < L(AN By ) < ¢ para

todo R > Ry. Isso mostra o lema. O

Demonstracao do Lema 2.6: Considere para R > 0 0os conjuntos

C(R) ={z e RY; |2| > R, a(x) > My}

D(R) = {z € RY; |z| > R, a(x) < My}.
Observamos que D(R) = Ay, N By, onde Ay, = {z € RN : a(z) < My}. Pela hipotese

(Az), L(Apg) < 00. Segue do Lema 2.7 que

lim £(D(R)) = 0. (2.9)

R—o0

Passando a uma subsequéncia, se necessario, usando o Lema 2.4 (ii) e o fato de que
a(x) > My em C(R), obtemos

1
lup P = —/ (AMo + 1) |uy|?
/C’(R) /\Mo +1 C(R)

1
< — Aa(z) + 1)|u, P
ST Ty, 08+ Dl

1
< — Vu,|? + (Aa(z) + 1)|u,|?
ST T g (70l + 000+ D)
1
< p
1
< al (c+1)

/\Mo—l—l'q—p
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< L pg
- AMMy+1 qg—0p

(C1+1) (2.10)

para todo n € N.

Pelo Lema 2.4 (i), (u,) é limitada em F), digamos ||u,|[y» < 0. Como u, € E, —

N
WLEP(RY) — L*(RY) continuamente para todo s € [p,p*], escolhendo 1 < r < N

vemos que |u,|P € L"(RY) para todo n € N, uma vez que p < pr < pN/(N — p) = p*.

Pela desigualdade de Holder e pela imersao acima obtemos uma constante C' > 0 tal que

1/r 1/r
[l (/ runrm) (/ 1)
D(R) D(R) D(R)

Cllunl3L(D(R)M" < CoPL(D(R))V".

IN
IN

[unlp, L(D(R))"
(2.11)

IN

Vamos estimar / lu,|?. Devido a imersdo continua de E) em L*(RY) C L*(B%) para
B,
todo s € [p,p*], vemos que u,, € LP(B%)NLF (BS). Como q € [p, p*] segue da desigualdade

de interpolagao que existe a € [0, 1] tal que, para todo n € N,

1,
e e

|un|q,B% < Jup

qo

<l i

< Clfun |3 fun [

< ot a1,

qa/p
= (Cgii-2) (/ |t |[Pdx +/ |un|pda:)
C(R) D(R)

Usando (2.10), (2.11) e (2.9), para A e R suficientemente grandes a expressao acima se

torna tao pequena quanto se queira. Isso mostra o lema. O

Lema 2.8 Sejam A > 0 e (u,) C Ex uma sequéncia limitada tal que I} (u,) — 0 quando

n — oo. Entao, a menos de subsequéncia,

Vun(x) = Vu(z) q.t.p. em RV,

ou ou

[V, |[P~? fracamente em LP (RN), 1 <i < N.
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Demonstracgao: Pela Proposicao 2.2, existe u € E) tal que, a menos de subsequéncia,

Uy — U fracamente em F),

Up — U em L; (RY) para todo p < s < p*,

loc

un(z) = u(z) qt.p. em RY.
Definimos, para cadan € Ne z € RV,
Py(r) = (IVun(@)[P Vg (z) = [Vu(a) P72 Vu(z)) - V(ua(z) - u(z)).

Observamos que P,(z) > 0 para todo x € RY e n € N. De fato, pela desigualdade de
Cauchy-Schwartz,

P, = |Vu,[P + |VulP — Vu - Vu,(|VulP~2 + |[Vu,|P~?)
> VP + [VulP = [Vul [V |([VuP 72 + [V, [P72)
= |[Vu,|? + |VulP — [VulP~HVu,| — |Vu, [P~ Vul
= |[Vua /7 (| Vua| = [Vu]) = [VulP (V| = [Vul)
= (IVun["™" = [VulP=)(|Vn| = [Vul)

> 0,

uma vez que os fatores (|Vu,[P~! — [Vul[P™!) e (|Vu,| — [Vu|) possuem o mesmo sinal.

Afirmamos que, para todo r > 0,

/ P, - 0 quando n — oo,
B

onde B, = {m eRY:|z| < T}. Para verificar isso, dados r,e > 0 quaisquer, tomamos
€ CP(RY) tal que 0 < <1, ¢y =1em B, ey =0 em RY\B,,.. Entao,

0 < /TPH:/Tin < /RNin

N / V| Vu, P *Vu, - V(u, — u) +/ Y| VulP2(Vu - V(u — uy,)).
RN RN

(2.12)
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Como (u,) C Ej & limitada e 1 € C(RY) temos ((u, — u)y) C E\ limitada. Por

hipotese, I}  (u,) — 0 quando n — oo e assim,

o(l) = (I 4(un), (un — u)))

= /RN IV un|P 2V, - V((u, — u)) ~|—/ (Aa(z) + 1) |p]P 21y (wy, — w)1

RN

- [ - w
RN
= VY, - Y, — ) + / VP2Vt - Vi) (1, — )
RN RN

n / Na(e) + Dl 2ot~ [ (@) g — )

RN

quando n — oo. Dali,
V|V, [P Vu, - V(u, —u) = (n) + L(n) + I3(n) +o(1)
RN
quando n — oo. Substituindo a igualdade acima em (2.12) obtemos:
0< / P, < Li(n)+ Ix(n) + I3(n) + I4(n) + o(1) (2.13)
quando n — oo, onde
L(n) = _/ Vun [P (Vg - V) (i — ),
RN
B(m) = = [ (al@) + Dlual e, — ) v
RN
B = [ @ ) v,
RN
Ii(n) = / V| VulP2Vu - V(u — uy,).
RN

Vamos mostrar que, para 1 < i < 4, tem-se lim [;(n) = 0. Com efeito, como ¢ €
n—0o0
Cs°(RY), podemos supor |Vi| < M; em RY para alguma constante M; € R. Dai, da
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desigualdade de Cauchy-Schwartz e do fato de 1 = 0 em RY \ B,,. segue que

L) < [ 1Vl 96 -
BTJrE

< Ml/ IVl —
B'r+5

Por hipotese, ||u,|[x < M para todo n € N e para alguma constante M > 0. Por isso,

pela desigualdade de Hélder com expoentes p e p’ e pelo fato de que w,, — v em LP(B,..),

1/p’ 1/p
M, (/ |vunyp> </ fy, — u|p>
Br+5 Br+5

Milfun 5 e — ulp,p,...

segue que

1 (n)]

IN

IN

S MlMp*1|un—u|p73 —>0,

r4+e

quando n — oo. De modo anélogo,

B < [ (at)+ Dl =l v

= [ Oala) 1) P ) + 1y =l

(/Jg,,,+g(>‘“(93) + 1)|un!7’) B (/B+ YP(Aa(x) + 1)|u, — u|p> ?

Como a é continua no compacto B, ., existe ap € R tal que 0 < |[Aa(x) + 1| < qp em

IN

B,y.. Assim, lembrando que 0 < ¢ < 1, temos
: -1 7 1
(L(n)] < agllunlX Jun — ulps,.. < ag M fup —ulpp,,.. — 0,

quando n — oco. Para todo n € N temos u,” < |u,|. Usando esse fato, a desigualdade de

Holder e a continuidade da imersao Ey < LI(R"), obtemos uma constante C' > 0 tal que
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B < [l =

g=1 1
q q
(L) (1, o)
]RN Br+e

—1
< CHun”g\ |un_u|q,BT+s

IA

S CMq_l'“” - u‘%Br-FE — O

quando n — oo, uma vez que p < g < p*. Para mostrar que lim I;(n) = 0, considere

n—oo
f: Ex — R dada por
f(2) = / Y| VulP~2Vu - V2.
IRN
Para cada z € E), tem-se
sl [ waivses ([ var) T ([ wer) < e
RN RN RN

p—1

p
onde C, = (/ \Vu|p) . Isso mostra que f estd bem definida e, por ser linear, mostra
RN
também que f é continua. Como u, — u em E) segue que I4(n) = f(u) — f(u,) — 0

quando n — oo. Concluimos de (2.13) que, para todo r > 0,

/ P, — 0, quando n — oo. (2.14)

T

Afirmamos que
Vu, — Vu em (LP(B,))", para todor > 0. (2.15)

De fato, aplicando a desigualdade (veja [25])
(la[""%a — b]""*b)(a — b) = My|a — bJ?

que vale para todo a,b € RY e alguma constante M, > 0, com a = Vu,, b = Vu e

lembrando (2.14), segue que

1
0 < lim |IVu, — Vul’ < — lim P, =0,
n—oo B’r pn*}OO B’r

o que mostra (2.15) e, consequentemente, |Vu,(z) — Vu(x)| — 0 q.t.p. em B,, seja qual

for r > 0. Como na demonstragao da Proposicao 2.2 (iii), podemos usar um processo
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diagonal para concluir que, a menos de subsequéncia,
Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em RY.

Resta-nos mostrar que

oun, (Va2 ou

p—2

fracamente em L¥ (RY), 1 <i < N.

’ (9u
Para isso, considere a sequéncia de funcoes em L? (RY) dada por f, = |Vu,[P~2—= para
€Ty

cada n € N. Entao,

ou,

P _ p—2
= [ vl |5

Dai, como L” (RN) & reflexivo, existe f € LY (RY) tal que, a menos de subsequéncia,
, s 0
fn — [ fracamente em L? (RY). Pelo que j4 foi provado, f,(x) — \Vu(x)|p_2$ q.t.p.
€T
ou

em RY. Segue dai e do Lema 1.23 que f = |Vu]p_28 . Isso termina a demonstracao do
T
lema. 0J

2

_p

p—1

|7 < [ 1Vl < el < a0
RN

Lema 2.9 Sejam A > 0 e (u,) C E\ uma sequéncia (PS). para I,. Entdo, a menos de
uma subsequéncia, u, — u fracamente em E\ com u sendo uma solucao fraca de (S;\rq).

Além disso, v, = u, —u € uma sequéncia (PS)y para Iy 4, onde ¢ = c— I ,(u).

Demonstragao: Pelo Lema 2.4 (i), (u,) é limitada em E). Pela Proposi¢ao 2.2, a menos

de subsequéncia,

Up — U fracamente em Fy,
Up — U em L (RY) para todo p < s < p*,

loc

un(z) = u(z) qt.p. em RY.

Seja v € Ey. Como (u,,) ¢ uma sequéncia (PS). para I, 4,

Bol)e) = [ Vv, Vot [
RN

RN

(Aa(z) + 1) |un|P 2w, v — /RN(u:[)q_lv

= o(l), (2.16)
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quando n — oco. Vamos calcular o limite de cada parcela em (2.16). Pelo Lema 2.8 ¢

usando que v € E) e, portanto, Vv € (LP(RN))N

N
ou, Ov
Vu,|[P*Vu, - Vo = Vu, [P~ =
/IRN|U| ! ! /RN|U‘ ;axi Ox;

_ i/ (g, p-2 2 OV (2.17)
i1 RN " 31‘1 axz

— |VulP—*Vu - Vo

RN

quando n — co. Agora, seja g, = (Aa(z) + 1)7 7 |u, |P~2u,. Entdo,
[ ol = [ 0a(o) + Dlual < ual,
RN RN

onde p’ = Ll Como (u,) é limitada em FE), segue que (g,) é limitada em L? (RY).
Sendo LP (RM) um espago de Banach reflexivo, existe g € LP (RY) tal que, a menos

de subsequéncia, g, — ¢ fracamente em L (RY). Ja temos a convergéncia g,(r) —
(Aa(z) + 1)7 7 [uP~2u q.t.p. em RY. Pelo Lema 1.23, g = (Aa(z) + 1)7°7 |ulP~2u. Assim,

(6. 9n) — (¢, 9) para toda ¢ € (L7 (RY)), (2.18)

onde (L” (RY)) denota o espaco dual de L” (R"Y). Pelo Teorema da Representacio de
Riesz (veja Teorema 4.11 em [9]), para cada ¢ € (L (RY)) existe uma tnica w € LP(RY)
tal que

(o, f) = /RN fw, para todo f e LF'(RY).

Logo (2.18) é equivalente a

/ g — gw, para todo w € LP(R").
RN RN

Como w = (Aa(x) + 1)%7) € LP(RY), uma vez que v € E), segue que
/ (Aa(@) + 17T [un P 2u,(Aa(z) + )7o = [ (Aa(e) + D7 jul2u(Aa(z) + 1)7o,
RN RN

isto é,
/ (Aa(@) + 1)]un]P2unw — / (a(z) + 1)]ufP2uv. (2.19)
RN RN



Capitulo 2. Demonstracao dos Teoremas A e B 37

De maneira analoga, para mostrar que
RN

/RN (uh) o — (uh)i o, (2.20)

escolhemos g, = (u;})?"! e observamos que, devido a imersao continua de E) em LI(RY),

(gn) é limitada em L9 (RY) e, portanto, converge para (u*)?"! fracamente em L7 (RV).

De (2.17), (2.19) e (2.20) em (2.16), segue que
(I) ,(u),v) =0, para todo v € E.

Isso mostra que I} ,(u) = 0 e, portanto, u € E ¢ solugio fraca de (Sj\fq). Agora observa-

mos que
Dyg(vn) = Dyg(un) — Iy g(u) + Ry,
onde
1
Ry, = Dyg(un—u) — Dg(un) + Dog(u) = }—)/N (IV(un — )P = [Vun|[? + [Vul?)
R

+2 [ Qa1 = =l )= [ (=) ) ("

A limitacao de (u,) em E), as convergéncias pontuais da Proposi¢do 2.2 e do Lema 2.8 nos
permitem aplicar o Lema de Brézis-Lieb (Lema 1.20 e a Observagao 1.21) para concluir

que R, — 0 quando n — oo. Portanto

Iy q(vn) = IA,q(un) - IA,q(u) +o(1)

quando n — 0o. Assim lim,, ;o Iy 4(vn) = c—1I 4(u). Resta apenas mostrar que I3  (v,) —
0 quando n — oco. Paraisso, seja ¢ € E) qualquer. Uma vez que (I} (u), ) = 0, somando

e subtraindo (I} ,(u,), ) na expressao de (I} ,(vn, p)) obtemos

(L g(vn), ) = (I} glun), 0) = (I 4(u), ) + Is(n) + Is(n) — Iz(n)
(2.21)

= o(1) + I5(n) + Is(n) — Iz(n),

onde
I5(n) = / (|Vun P2V, + |[VulP2Vu — |Vu, [P *Vu,) - Vo,
RN

Io() = [ ala) 4 (I + = )
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B = [ (ol 2o+l = )

Sendo (v,) limitada em E), temos que n, := (Vuv,) C (LP(RY))Y satisfaz as hipoteses do
Lema 1.22 com K = N. Assim, aplicando esse lema com w = Vu, p = s e a desigualdade

de Holder, obtemos

p—1

|Is(n)| < (/ ‘ Vo, P2V, + |VulP>Vu — |Vu,[P*Vu, "JTJI) ’ 115
]RN

< o(Dllellx-

Da mesma maneira, é possivel mostrar que essa estimativa também vale para I7(n). No

caso de Ig(n), essa estimativa é obtida aplicando-se novamente o Lema 1.22 para K = 1,

s =p, n, = (Aa(z) + 1)%1)” ew = (Aa(x) + 1)%u, uma vez que (v,) ¢ limitada em F) e
p

17n]p < ||vn]lx. Por isso e pela desigualdade de Holder com expoentes p e p’ = —
p p—

[on[P 20, + [l ?u = |unP~2u] (Aa(w) + 1) |

Lol < [ Oaa)+ 17

p—1

S R e T e e
RN
< o) Il

Entao, de (2.21) segue que
(L3 q(vn), )| < o()]lllx, para toda ¢ € E.

, _ [(5.4(va), 9} ,
Logo |1} ,(vn)|lz, = sup —=———— — 0 quando n — oo. Isso conclui a prova do

oeEA\{0} [l A
lema. ]

Agora temos ferramentas suficientes para provar a Proposicao 2.3.

Demonstracao da Proposicao 2.3: Seja Cy > 0 dado pelo Lema 2.5. Seja tam-

bém ¢ > 0 tal que 2¢ < C Pa . Dado C; > 0, sejam A., R. > 0 dados pelo Lema 2.6.

b—q
Tome Ay = A.. Seja (u,) C E) uma sequéncia (PS), para I, com A > A, e ¢ < (.
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Pelo Lema 2.4 (1), (u,) é limitada em E). Pela Proposi¢do 2.2, a menos de subsequéncia,

Up — U fracamente em Fy,

Up — U em L (RY) para todo p < s < p*,

loc

Un(z) = u(z) qt.p. em RY.

Pelo Lema 2.9, v, = u, — u é uma sequéncia (PS). para Iy, com ¢ = ¢ — I, ,(u).
Afirmamos que ¢ = 0. De fato, caso contrario, pelo Lema 2.5, ¢ > Cy > 0. Por termos

v, — 0 em L] (RY), segue dos Lemas 2.4 (i) e 2.6 que

loc

pq

Co < d—— = lim ||
q—p q—p n—o0
= limsup / ]vﬂ‘H—/ Eag
n—00 Br, B,
< limsup/ |Un|q+limsup/ |vn]?
n—o0 BRE n—oo B%E
< e
Isso nos da uma contradigdo com a escolha de . Entdao ¢ = 0. Pelo Lema 2.4 (i7),
lim ||v,][x =0, isto é, u,, — u em E), o que conclui a demonstragao. O
n—oo

2.3 Solucoes positivas de energia minima

Nosso objetivo nesta secao é provar o Teorema A que nos garante a existéncia de
uma solucdo positiva de energia minima para (S5),) quando A é suficientemente grande.
Nos apoiamos em alguns lemas. No caso dos Lemas 2.10 e 2.11 abaixo, adaptamos a
demonstracdo do Lema 4.1 em [33] (veja também o Lema 1.3 em [20]). Consideramos
Sp, a esfera unitaria em Ey, isto é, Sp, = {u € E\ : |lullx = 1} e definimos S =
{w e Sg :w* #0}.

Lema 2.10 Seja u € Ey\ com u™ # 0. Entao existe um inico t(u) > 0 tal que t(u)u €
Nyg. O mazimo de I, 4(tu) para t > 0 € atingido em t = t(u).
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Demonstracao: Dado u € E) com u™ # 0, considere g(t) = I, ,(tu) para t > 0. Entao

"(t) = (15 (tu),u) = P Hu|? =t HuT|2, parat > 0.
g Aq ) by p

q’

Por hipétese, |[u™|, # 0. Sendo 1 <p —1 < g — 1, a expressao acima implica que o inico
1

PN 7-p
ponto t # 0 no qual ¢’ se anula é t(u) = (%) , que ¢ 0 maximo de ¢ para t > 0.
U™lq
Dali,
1
0=g'(t(u) = (I} J(t(u)u), u) = w“&,q(t(u)u),t(u)u%
Assim, t(u)u € N, e conclui a prova do lema. O

Lema 2.11 Para cadau € S, sejat(u) obtido do Lema 2.10. A fungio ¢ = S5, — Nig

dada por p(u) = t(u)u € um homeomorfismo.

Demonstracao: Pelo lema anterior, a funcao ¢ esta bem definida. Para provar a conti-
nuidade de ¢, sejam ugy € SEA e (u,) em S?EA tal que u, — ug em E) e, consequentemente,
em W1P(RY). Pela imersao continua de WIP(RY) em LY(RY), u, — ug fortemente em

LY(RY). Pelo Teorema 4.9 em [9], a menos de subsequéncia,

Un () = ug(z) q.t.p. em RY

e
ult(z) < |un(z)] < h(x) qt.p. em RY.
Como uf (x) = n(2) —f—2|un(x)|7 segue que
ut(z) = ug (r) q.t.p. em RY.
Pelo T.C.D.L.,

lut —ug|, = 0 quando n — oo.

Logo |u, |, — |ug |, e por conseguinte t(u,) — t(ug). Com isso, podemos concluir que ¢ é

% Entdo, 6
ullx
estd bem definida, pois se u € Ny 4, entdo |u™ I = [Jul]5 # 0 e tem-se [|0(u)|]x = 1. Além

continua. Consideramos agora a fungio 6 : Ny, — Sj; dada por 0(u) =

disso, 6 é continua. Afirmamos que 6 é a inversa da ¢. Com efeito, seja u € SEA. Entao

|ul[» = 1. Pelo lema anterior, t(u) > 0 e, pela defini¢cao de 6, temos

0o () o(u) t(u)u U

T Te@ls ~ E@el Tl
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Por outro lado, se u € N, 4, entdo

u

p(0(u)) = 1(0(u))0(u) = t(6(u))

lullx

Segue dai que, para mostrar nossa afirmacao e por conseguinte o lema, resta-nos mostrar

que t(0(u)) = |lulx. Usando que [Jul]5 = |[u™|], a expressdo de t(u) no lema anterior nos
fornece ) )
u lwll3 Y= _ (T3
o) =+ () = ( - = lulls,
[l x Jut g lullX
como queriamos. ]

Definimos os niveis minimax

¢y = inf supl,(tu) e @ = inf sup I, ,(v()),

ﬁiﬁ t>0 €T te(0,1]
onde
['={y € C([0,1], Ex) : 7(0) = 0; L1 4(+(1)) < 0}.
Observamos que, como I, ,(0) =0 e tlim I, ,(tu) = —oo para toda v # 0 em E), temos
—00

¢\ € R bem definido.
Lema 2.12 ¢, estd bem definido e ¢\ > 0.

Demonstracao: Seja u € E, com u™ # 0. Como |u™|, e ||u|[x sdo valores ndo nulos e
p < q, segue da expressao

tP A

Ly q(tu) = —lullf = —|u™],

que existe to > 0 suficientemente grande que depende de u tal que I 4(tou) < 0. Definimos
Yo : [0,1] = E) dada por o (t) = ttou. Entao v € C([0,1], Ey), %(0) =0e I, 4(70(1)) =
I, (tou) < 0, isto é, 7o € I'. Logo I # (). Devido a continuidade da imersao de E) em
LA(RYN), existe C' > 0 tal que, para todo u € Ej,

ut[§ < Jul§ < Cllull3.

Dai,
1 1 1 C

Dyg(u) = 2—9IIUII§ =~ = =lull - EIIUIIK-
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IhmnwAzp:(JL)“p>a
p

2pC'
1. C., P
Lg(u) > =p" = —p!=—:=a>0. 2.22
Além disso,
1
A<w>1MW—9mw>osmmewwmn<m:(ﬁ)“” (2.23)

Seja v € I'. Entao I, ,(v(1)) < 0. Por (2.23), ||7(1)|lr» > p. Pela continuidade de v, existe
t € 10,1] tal que ||v(?)||» = p. Portanto

sup In,(v(t)) > L (v(2)) > | 1”nf I ,(u) > «, para todo vy €.
t€(0,1] ulIx=p

Dai ¢, estd bem definido e

¢y = inf sup I),(y(t)) > a > 0.
7€ te(0,1]

Isso mostra o lema. O

Lema 2.13 Para todo A > 0, vale ¢\ <)\ =\ = ijr\l/f Iy 4(u).

UEN N ¢

Demonstracao: Seja 79 € ' definida no inicio da demonstracao do Lema 2.12. Pela

definicao de v e ¢,

ty < sup Ly ,(0(t)) = sup L ,(ttou) = sup I, ,(tu) < suply,(tu).
te[0,1] te(0,1] te0,to] t>0
Logo, ¢\ é uma cota inferior do conjunto {sup I ,(tu) : w € E\ com ut # O}. Portanto
£>0

¢y < Cy. Para mostrar que ¢, = ¢y, seja z € N, ,. Pelo Lema 2.11, existe u € SEA tal

que z = t(u)u. Pelo Lema 2.10 e pela defini¢ao de ¢,

I/\,q(z) = I)\,q(t(u)u) = St‘ig) ]M(tu) > Ch.
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Logo €, é uma cota inferior para o conjunto {I,,(z) : z € N,,} e, portanto, c,, > Cy.

Por outro lado, para todo u € E\ com u" # 0, tem-se t(u)u € Ny, e vale

sup Iy (tu) = I ,(t(u)u) > cx g4

t>0

Assim, ¢, < ¢y 4, 0 que conclui a demonstracao U

Lema 2.14 Suponha que q € (p,p*) e A > 0. Entao existe r, > 0 tal que
llul|x > 74, (2.24)

para todo w € Ny 4. Em particular, ¢y, > 0.

Demonstragio: Pela continuidade da imersao de Ey em LY(RY), existe C' > 0 tal que,
para todo u € Ny 4,
[l = [u"f < Julf < Cllull§

1
e assim, ||ul|%? > C~'. Definindo r, = C7 > 0 concluimos (2.24). Consequentemente,

1 1 1 1
como I ,(u) = <— — —) l|lul|b > <— — —) P para todo u € Ny 4, segue que
p g p q

1 1
= inf [ >(-—=)rP>0. U
ra uelf\l/’)\,q >\7Q(U) - (p q) "
Lema 2.15 Para g € (p,p*) € A > 0 vale
Crng Smga= inf Jou).

ueEMg o

Demonstragao: Seja u € M, q. Defina@: RY - Rpora=uem Qeu=0emRY\Q.
Pelo Teorema 9.18 em [9], & € W'P(RY). Como a(r)a(r) = 0 em RY, segue que

/RN(|V11|7’+ (Aa(z) + Dal’) = /Q(\Vu]p—i— luP) = /Q(U+>q _ /RN(aJr)q.

Logo a extensdo @ € N, ,. Usando novamente que a = 0 em Q vemos que I, ,(a) = J, q(u).
Assim,

{Jga(u) :ue Myq} C{,(v):v e N}

e, consequentemente, cy , < Mgy q. ([l
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Lema 2.16 FExiste Ay > 0 tal que I, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢,
para todo A > Ay.

Demonstracao: Pelos Lemas 2.14 e 2.15, 0 < ¢\, < mgq, para todo A > 0. Dai e do
Lema 2.13,
¢\ < myq paratodo A > 0.

Aplicando a Proposicao 2.3 com C} = m, g, obtemos Ay > 0 tal que I, , satisfaz a condigao

de Palais-Smale no nivel ¢, para todo A > A,. O

Aplicando o Teorema 2.9 em [33] com X = E), ¢ = I, M = [0,1], My = {0, 1},
Fo={y:{0,1} = Ex :%(0) =0, I4(7(1)) < 0} obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.17 Seja X um espaco de Banach e I € CY(X,R) tal que I1(0) =0 e
I'={y e C([0,1], X) : 7(0) = 0 e I(y(1)) < 0} # 0.

Seja ¢ := in£ sup I(v(t)). Sec> 0 e se I satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale no nivel c
7€l tel0,1]
entao ¢ € um valor critico de 1.

Para A\ > 0, consideramos ¢ : E, — R dada por

(w) = (I3 o (u), u) = [Jul[§ — [w"[.

Entdo Ny, = {u € Ej : ¢(u) = 0}. Denotaremos o funcional I, restrito a N, 4 por Ly, .

O lema a seguir mostra que N , ¢ uma variedade de classe C' (veja Lema 1.5 em [20]).

Lema 2.18 Suponha que u € N, ,. Entdo, existe uma constante 6 > 0 tal que

(¥ (u), u) < —0.

Consequentemente, N, € uma variedade de classe C*.

Demonstracao: Dado u € N, 4, pelo Lema 2.14, existe r, > 0 tal que [Ju||x > r,. Segue

dai e da definicao de ¥ que

(' (), u) = pllulll = qlu™[§ = pllull} = allullk = —(g = p)lulk < —(g—p)ry
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Definindo § := (¢ — p)r, concluimos que
(V' (u),u)y < —4. (2.25)

Da mesma maneira que se demonstra que Iy, € C*(E\,R) ¢ possivel mostrar que ¢ €
CY(E,,R) e, além disso, por (2.25), ¢'(u) # 0. Daf, argumentando como no Lema 1.5 em

[20], concluimos que N, , é uma variedade de classe C*. O

Lema 2.19 Seja A > 0. Se u € Ny, € um ponto critico de I, restrito a Ny 4, entao u é

um ponto critico de I 4.

Demonstracao: Se u € N, , é um ponto critico ndo trivial de I, rstrito a N, 4, entao

Iy, ,(w) = 0. Aplicando o Lema 1.9 com V = Ny 4 e ¢ = I, 4, obtemos t; € R tal que
(I (u),v) = to(¢'(u),v), para todo v € Ej. (2.26)
Em particular, para v = u

0 = dp(u) = (I} 4(u), u) = to('(u), u).

Pelo Lema 2.18, (¢'(u),u) # 0. Logo, a expressao acima diz que to = 0 e, por (2.26),

I ,(u) = 0. Assim, u & ponto critico de I 4 sobre Ey. O lema esta demonstrado. O
Nesse ponto, é possivel demonstrar o Teorema A.

Demonstracao do Teorema A: Pelo Lema 2.16, I, , satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale
no nivel ¢, para A suficientemente grande. Dai e do Lema 2.12, segue que I = I , satisfaz
as hipoteses do Teorema 2.17 com X = E). Portanto ¢, é valor critico de I, isto ¢,
existe u € Ej tal que Iy,4(u) = ¢y e I} (u) = 0, para A\ suficientemente grande. Logo
u € Ny 4. Pelo Lema 2.12, I, ,(u) =€, > 0 e, portanto, u # 0 ja que I, ,(0) = 0. Segue do
Lema 2.13 que ¢y, < I, ,(u) = ¢\ < cay, 0u seja, Iy ,(u) = ¢y 4. Como N, contém todas

as solugdes de (Sy ), segue que u & solugao de energia minima de (53 ,). Além disso,
0= (I (u),u”) = / (IVulP?Vu - Vu~ + (Aa(z) + DulPu-u™) = [Ju” |}
RN

donde segue que u~ = 0. Portanto u = u™ > 0. Pelo Principio do Maximo Forte (veja

Teorema 3.5 e observagio posterior em [19]), u > 0 em RY e, desse modo, u também é
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solucdo para (Sy,). Segue desses fatos que u € Ny, e
erg = Dg(u) = Dhg(u) = Ehg

Supondo por contradi¢io que ’IV,W(u) > Cy 4, CXiste u; € NM tal que ff,\,q(ul) < R,q(u).
Dai

g = Do) = Lug(w) > Ig(wr) = Lig(Ju]) = Dyg(luwal,)

uma contradi¢do, visto que |u;| € Ny, Entdo, necessariamente, I, ,(u) = ¢y 4 Isso
mostra que u é solu¢do de energia minima de (S),), o que conclui a demonstragido do

teorema. O

2.4 Concentracao das solucoes

Agora nos concentramos em provar o Teorema B. Come¢amos com o seguinte resultado

(veja Lema 3.10 em [18]).

Lema 2.20 Seja M > 0, A\, > 1 e (u,) C E\, tais que N\, — 00 e |[uy]ln, < M.
Entao existe uma funcao u € Wol’p(Q) tal que, a menos de uma subsequéncia, u, — u
fracamente em Ei, u, — u fracamente em WIP(RN), u, — u e uf — u* em L*(RY)

para todo p < s < p*.

Demonstracao: Como |u,lli < [Juy|la, < M, para todo n € N, pela Proposicao 2.2

existe u € F; tal que, a menos de subsequéncia,

Up — U fracamente em Fj,
(RY),
un(z) = u(z) qt.p. em RY,

Uy — U em L}

Up — U fracamente em W1HP(RY).

Vamos provar que u € Wol’p(Q). Para isso, vamos mostrar que u = 0 em Q¢ . Seja

C; = {x € RY : a(xz) > 1/4} N B;(0), para j € N. Entdo cada C; é limitado e vale

Q° = U2, C;. Para cada conjunto A C R Lebesgue mensuravel definimos p(A) = / lulP.
A

Como u € E; < LP(RY) continuamente, temos que u define uma medida e daf

0< /Q ul” = p (@1 Cj) < 2/0 |ul”. (2.27)
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Afirmamos que, para cada j € N, temos / |ulP = 0. Com efeito, como a(x)j > 1 em C},
Cj

0 < /|un|p < i/ Ma@)? < Llul? < ML o0
¢, M Je, g 1A M

(RY) e

loc

quando n — oo. Por outro lado, / |un P — / |ul? uma vez que u,, — u em L?

CJ
C; é limitado. Dai e da observacao acima, segue que / |u|P = 0 para todo j € N. Esse
Cj
resultado combinado com (2.27) prova nossa afirmagao.
Para verificar que u,, — v em L5(RY) para p < s < p* seja Ay, = {z € RN :a(z) <
My}, onde My > 0 é dada pela hipotese (Ay). Como RN \ Ay C Q°) temos v = 0 em
RN\ Ay, Assim

1 Up |} MP
/ [un —ul? :/ Jun|P < / Anat(@) [P < el .
RN\AIWO RN\AI\/IO )\TLMU RN\A]\/IO )\’ILMO )\TLMO

Como A\, — o0, dado € > 0, existe n; € N tal que
/ [ty — ul? < E, sempre que n > n;. (2.28)
RN\ Apr, 3
Dado R > 0, para simplificar a nota¢ao, denotamos Bg(0) por Bg. Sejar € (1, N/(N—p)).

Argumentando como em (2.11) e observando que ||u,, — u|l; < ||un||x, + ||u|; € limitada,

é possivel obter uma constante Cy > 0 tal que
/ |un—u]p S Coﬁ(AMO H(RN\BR))UT,.
AnyN(RN\BR)

Pelo Lema 2.7, existe Ry > 0 tal que

/ i~ <
A]\{OQ(RN\BRO)

(RY), existe ny € N tal que

/ ‘un - u|p S

: (2.29)

Wl M

Como u, — u em L

, sempre que n > ns.

Wl M
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Seja ng = max{ny,ns}. Usando a expressdo acima, (2.29) e (2.28), concluimos que, para

nZ”O?

/ lu, —ulP = / |un—u|p+/ |ty — ul?
RN RN\ Ay, A

- / |un—u|p+/ un—u|p—|—/ |tn, — ul?
RN\ A, AprgNBR, AngN(RN\BRy)

< g
isto &, u, — u em LP(RY).

Para s € (p,p*), tomamos 6 € (0, 1) tal que s = (1 —60)p+0p*. Usando a desigualdade

de Holder, a continuidade da imersao E; — LP*(RY) e que |Ju, — ully < ||unl|x, + |Jull1 &
limitada, obtemos constantes C, Cy > 0 tais que

0 1-6
/ ’Un - u‘s _ / ‘un i u|9p* Uy — u|(179)p < </ ’un_u p*) </ |un_u|P>
RN RN RN RN

* —0
< Ol — ]| fuy — a5

< Chlu, — u],(jlfe)p.

Como u, — u em LP(RY), a desigualdade acima implica que u, — v em L*(RY). Entao,

a menos de subsequéncia, existe h € L¥(RY) tal que

ut(2) < |un(2)] < h(x) q.t.p. em RY.

n _'_ n
Como u = UT‘ul — ut(z) q.t.p. em RY segue do T.C.D.L. que u7 — ut em

L*(RY). 0

Demonstracdo do Teorema B: Por hipotese, u = w, > 0 é solu¢ao de (S),,) e,

portanto, de (Sy ). Dai u, € Ny, 4 e

1 1 ~
C—E)MNQZAMWMZAMWJ

p
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Sendo Iy, 4(u,) limitada, segue que ||uy, ||y, é limitada. Como X, — oo, podemos supor
An > 1. Aplicando o Lema 2.20, obtemos u € W, 7(Q) tal que

Uy — U em Fjy,
up, wueut —ut em L5(RY), p<s<p* (2.30)
un(x) — u(x) q.t.p. em RV,

Argumentando como na demonstracdo do Lema 2.8 agora com ¢ € C§°(£2) e usando que

I3, ,(un) =0 e a(r) =0 em €, obtemos
Vu, — Vu em (LP(B,)",

para todo r» > 0 tal que B, C . Como Q C RY é aberto, pelo Teorema de Lindelf
(veja Teorema 22 do Capitulo 1 em [23]), existe uma familia enumeravel de bolas B, C
Q, j €N, tais que = U2, B,,,. Por um processo diagonal semelhante ao da Proposigao

2.2 (7i7), podemos concluir que, a menos de subsequéncia,

Vu,(x) = Vu(x), q.t.p. em Q. (2.31)
Além disso,
|V, |P—2 gun - |Vu|p_2aa—u fracamente em L (Q), 1 <i < N. (2.32)
oy i

Para toda ¢ € W, (Q), tem-se (I3, 4(un), @) = 0 e dai
[ 1wl v, Vo [ fupuo = [ @ (239
0 0 Q
Como V¢ € (LP(2))V, de (2.32) segue que
/ \Vu, [P *Vu, - Vé — |VulP~*Vu - Vo,
RN RN

quando n — oo. Com argumentos semelhantes aos da demonstracao do Lema 2.9, é

/\un]p_Qungb—>/ |u|p_2u¢>
Q Q

Lo — [@hre,

possivel mostrar que

como também
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Fazendo n — oo em (2.33) e usando as convergéncias acima, obtemos
<J‘;79<u>7 <b) = 07 pal"a tOdO ¢ c WOLP(Q>

Assim u ¢ solugdo de (D). Em particular u € Mgyq. Vamos mostrar que u, — u em
WHP(RY). Para tanto, usando (2.31) e o Lema de Brézis-Lieb (veja Observagiao 1.21)

obtemos
/ |Vun—Vu|p:/ |vun|p—/ Vul? + o(1). (2.34)
]RN RN RN

Além disso, usando que u =0 em Q¢ e a = 0 em 2, podemos concluir que

/RN a(@) |ty — ul? = /RN a()|un|?.

Da igualdade acima, de (2.34), de (2.30) e do fato de que u,, € Ny, , e u € M, q segue

que

i =l < Nw=ullf, = [ Vu=ul+ [ M@=+ [ il
RN RN RN

= / |Vun|p—/ |Vu\p+o(1)—|—/ Ana(z)|u,|P4o(1)
RN RN RN

= [ty = [ el = [ o)
= [ty [ = [ v o)

= 0+o0(1)

quando n — oo. Para n suficientemente grande, A\, > 1. Assim ||u, — u|; < ||u, — ul|x,
e, portanto, u, — uw em Ej. Pelo Lema 2.14, |lu,|y > r, > 0. Dai, fazendo n — oo,

obtemos ||ul|; > r, > 0. Logo u # 0. Além disso, sendo u solugdo de (D),

0 = (Jyolw).u) = ",

donde segue que u > 0. Pelo Principio do Méximo Forte, u > 0 em (). Logo u é solugao

de (D,). Isso conclui a demonstracdo do teorema. O

Demonstracao do Corolario C: Como A\, — oo, podemos supor que \, > Ay para

todo n € N, com Ay dado pelo Teorema A. Como vimos na demonstracao desse mesmo
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teorema, para todo n € N, existe uma solugdo no nivel ¢, ,. Logo tem-se ¢y, , = co,,
onde ¢, = inf {Amq(v) : v é solugdo ndo trivial de (S,\n,q)}. Procedendo similarmente
como na demonstracao do Lema 2.15, obtemos ¢, ; < myo. Como u, é solucao de energia
minima de (Sy, 4), tem-se u,, € N, ,. Logo

11 = = 1
(‘ ) 5) tall8, = Tovata) = con, = Enng < g

p
Assim, aplicando o Lema 2.20 podemos supor u,, — u em LI(RYN) com u € W, P (RN).
Mais ainda, pelo Teorema B, a menos de subsequéncia, u,, — uem W1P(RY), sendo u uma
solucdo positiva de (D,). Logo u € //\/lqug. Vamos mostrar que u é uma solucao de energia
minima de (D,). Para isso, como u, € /VAmq para cada n, tem-se <T’An7q(un),un> = 0.

Entao
- . ~ 1 ~ 1 1 ‘
Mg 2 Crpg = I)\nﬂ(un) - —<I,\n7q(un),un> =\-—- | |
p RN

P g

Fazendo n — oo e usando que v € M, o temos

~ 1 1 ~ _
m,gz(———)/uq:J@u > My 0.
a > " g) 1= Juale) = m

Assim, J, qo(u) = myq = %f Jy(v). Como M, o contém todas as solugdes ndo triviais
veEMg,0

de (D,), tem-se que u é solugdo de energia minima de (D,). Isso conclui a demonstracao

do corolario. O



Capitulo 3

O efeito da topologia do conjunto ) no

nimero de solucoes

Neste capitulo apresentamos a demonstracao do Teorema D. Continuamos a usar as
mesmas notacoes introduzidas na Secao 2.1. Lembramos que no Teorema D, o conjunto
Q = int a~1(0) ¢ limitado.

Daqui em diante, fixamos r > 0 tal que os conjuntos
QF = {x e RV : dist(2,Q) <2r} e Q = {z € Q: dist(z,00) >r}

sejam homotopicamente equivalentes a ). Tal r existe pelo Lema 1.3. Sem perda de
generalidade, podemos supor que B, C Q. Definimos também S, : W, 7(Q) \ {0} — RN

a funcao centro de massa por

Pela continuidade da imersiao W,”(Q) < L9(Q) e pelo fato de Q ser limitado, 3, esta
bem definida.

Seja D um dominio do RY. Denotamos por S a melhor constante da imersao W, * (D) <
LP" (D), isto &,

S(D)= S = inf {/ (IVul? + |[u?) : u € WyP(D), |ulpep = 1}
D
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|u Z*,D

_ inf{f9|vu|p+ [l e w&*’(p)\{o}}.

Lembramos que S nao depende do conjunto D tomado e, além disso, nao é atingido a
menos que D = RY. Definimos Mgp = ij\r}(f Jyp(w). Quando D = B, denotamos my g,
ucMy p

por m,,, para simplificar a notacao.

N
p

S

Lema 3.1 Seja D C RY um dominio limitado. Entao liminfm,p =
q—p*

=

Demonstracao: Para p < ¢ < p* definimos

ayp = mf{/D(|Vu|p+ ) e W(}W(D),/(w)q _ 1}

D

— inf { Lo(IVul +u) WP (D), ut # 0}

|U+|§,D

Seja A;p = {u € W,?(D) : /(u*)q = 1}. Lembramos que
D

Myp = {u e WD)\ (0} : [ (9 +Jup) = | <u+>q} .

Afirmamos que existe uma bije¢do entre A,p e M,p. De fato, seja 6 : A,p = M,»p
p

dada por 6(u) = |Jul|% " u. Observamos que 6 estd bem definida, pois se u € A, p entdo

2

/D(!W(u)!” +10@)”) = llull 57 ullp = lullb”
como também,

[y = [ Quipmaty =1l [ @ = el
D D D

v

o que mostra que 6(u) € M, p. Definimos ® : M, p — A, p por ¢(v) = P Assim,
Uhle,D
para u € A, p,
_p_
_p q9—p
a(0(u) = @ (Jlullj ) = —b L,

_p_
[ull 5" lu* g0
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Agora, se v € M, p,

1

v = olt, \
O(d(v)) =60 = = v = .
00 =0 () oo <|v+|%p

Isso prova que existe uma bijecao entre A, p e M, p. Logo

(Y

|U+|q,D

{llullp - v e Myp} = {{10()|p : v e Ayp}

1 1
Lembrando que para u € M, p vale J,p(u) = <I_? - a) ||ull% segue que
L1y it [ulf; it [0(0)]
- — = m = in = in
p q oD uqu,D Y D UE.Aq,'D v D
EolE ol £ Jlol|s?
— 3 q—p — 3 q—p
=t I = el
.
= (L ol )" = (ag0)T
= (L, Ivp) = (o)
ou seja,
1 1 q
mep = | — — =) (agp)7>. (3.1)
! <p Q) !
Uma vez que (zlz — pi> = % e pf’ip = % é suficiente mostrarmos que li(:la_lniyglf agp = S

para concluir a demonstracao do lema. Para isso, aplicando a desigualdade de Hélder

*

obtemos

com expoentes % >1le pf_q

[ulgp < L(D) 7 Ju

p*,D-

Assim, para u € Wy*(D) com ut # 0 tem-se

[var i [ v
D > D

utlyp [ulgp

N R
w0 | Jo

lu Z*,p

L(D

—p(p*—q)

L(D) S

v

e, portanto,
_p(@*—q)

Q4D Z E(D) a» S

)
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A expressdo acima implica que @ = liminfa,p é finito e @ > S. Vamos mostrar que
q—p*

a = S. Argumentando por contradigdo, supomos que a > S. Seja ¢ € (0,a — S). Pela

definicdo de S existe u; € Wy (D) \ {0} tal que

[var ey
L - < S+ 3 (3.2)
p*,D

|uy

Seja up = |ui|. Entdo uy € Wy (D) \ {0}. Afirmamos que [j |uo|? — [p |uo/”" quando
q — p* pela esquerda. De fato, seja (¢,) uma sequéncia tal que ¢, € (p,p*) e g, — p*.

. Entao

Definimos, para cadan € Ne x € D, f,(z) = |ug(x)
fn(@) = Juo(@)|™ = uo(@)|"x({z€D:[uo(x)| <1})+[uo ()| x({x €D: |uo(x)[ > 1})

< 1+ |ug(2)|P x({x € D : |up(z)| > 1}) € LY(D),

uma vez que D & limitado. Dai, segue do T.C.D.L. que [, |uo|™ — [, |uo/’". Como a
sequéncia (g,) foi tomada arbitrariamente, nossa afirmagao esta provada. Agora, fazendo

q — p*, obtemos da afirmacao acima um ¢; € (p, p*) tal que

/‘Vmp+1mp /ﬁv%v+hwp
D D

, sempre que q € (q1,p").  (3.3)

- <
luollg.p [0

| ™

D
p*,D

Da defini¢ao de a,p, do fato de ugd = ug = |uy| e das desigualdades (3.2) e (3.3) segue

que
/ Vol + ug? / Vol + [uo?
D D
QgD > < + =
! lug [gp |toly p 2
/ V] + w7
D
+ —
|us ﬁ*,p 2
£ g
< S4+4-+-=59 )
+ 5 + 5 +e
Dali,

a=liminfa,p <S+¢e<7q,
q—p*

que ¢ uma contradi¢do. Logo @ = S o que conclui a prova do lema. 0



Capitulo 3. O efeito da topologia do conjunto €2 no nimero de solugoes 56

Lema 3.2 Sejam (q,) uma sequéncia de nimeros reais tal que q, > 1 e (u,) C L (RY)

com u, =0 em Q° para todo n € N. Se |u,|"dx — v fracamente no sentido das medidas

onde v € uma medida de Radon, entao

/ |t |® f(2)dx — / f(z)dv quando n — oo
RN Q

para qualquer f € C(RY R).

Demonstracgao: Escrevendo/ [up|® f(x)dx = /]un]q"f+(x)dx —/\un\q”f_(x)dx
RN Q Q

vemos que, para demonstrar o lema, é suficiente mostrarmos que

/RN |un|q"g(x)dx—>/ﬂg(x)dy

para toda g € C(RY,[0,00)). Para isso, lembramos que |u,|"dr — v fracamente no

sentido das medidas significa

/R R O Bt (3.4)

RN

para toda ® € Cyp(RY,R). Para ¢ > 0 qualquer, seja . € Co(RY,R) tal que 0 < ¢, < 1
ep.=1lem Qe p. =0em RY\QF. Tal o, existe pelo Lema de Urysohn (veja Lema
4.32 em [15]). Dai, de (3.4) e do fato de gp. € Co(RY,R) ser ndo negativa segue que

lim [ |u,|™g(x)de = lim [ @.(2)|u,|"g(x)dx < lim [t | p-(2)g(x)dx
Q n—oo

n—oo Jo n—o00 RN

(3.5)

VAN
:J\
ot
=
8
SN—
.
<
I
%\
B
=
8
=
)
3
—~
85
Y
<

onde xo+ ¢ a funcdo caracteristica de Q0. Observe que g(x)xg:+(z) — g(x) para todo
r € RY quando ¢ — Oonde § = gem Qe g = 0 em Q° Podemos supor que para
e suficientemente pequeno, Qf C Bg para algum R > 0. Como gXoqr < g em Bp e

9Xar = 0 em Bj temos que gxq+ estd limitada superiormente pela fun¢ao h = gxp, que

pertence a L'(RY,v) pois / gdv < Cv(Bg) < oo uma vez que g ¢ continua e v é de
Br



Capitulo 3. O efeito da topologia do conjunto €2 no nimero de solugoes 57

Radon. Fazendo € — 0 em (3.5) e aplicando o T.C.D.L., obtemos

lim/|un]q”g(:v)dx§/ §dV:/gdy. (3.6)
oo Jo RN Q

Considere 1. € Co(RY R) tal que 0 < 9. <1, 9. =1 em O e 1. = 0 em Q°. Assim,

como fizemos anteriormente,

lim lup | g(z)dz > lim 1[15( ) wn | g(x)dx = lim/ |t | ). () g () dx
n—oo RN

n—oo QO n—o0

= [ vt /wg

> [ glajar - / ()Xo (1)
e RN
e, fazendo ¢ — 0, pelo T.C.D.L.,

hm/yu g dw>/ o(x)dv.

Da desigualdade acima e de (3.6), concluimos a demonstracao do lema. UJ

Lema 3.3 Sejam f: RY — R continua e v € M(RY) uma medida que se concentra em

um 1inico ponto y € Q. Entdo / flz)dv = f(y)|v|.
Q

Demonstracao: Para todo t > 0, tem-se
[ r@ar= [ fadr= [ fapnp (3.7)
Q Bt(y) RN

Temos que f(z)xp,) () = f(y)x1(z) quando ¢ — 0 em RY. Como f é continua,
para todo ¢ < 1 temos que existe M > 0 tal que f(2)xB,) < f(@)xBiw) < MXBi(y) €
LY(RY v). Fazendo t — 0 em (3.7), pelo T.C.D.L. obtemos

| s@ar= [ s = 1),

Resta mostrar que v({y}) = |v|. Lembramos que, por definicdo,

v] = sup {

u:¢ecuwwwmms1}. (3.8)
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Seja ¢ € Co(RY) com 0 < ¢p<1lep=1em Bi(y). Por (3.8),
vz [ sz [ 1dv= ).
RN Bi(y)

Por outro lado, para toda ¢ € Co(RY) com |p|s < 1,

‘ / pdv
RN

Portanto |v| < v({y}) e, assim, v({y}) = |v|, o que conclui a demonstragao. O

< / eldv < / v =ul{y)).

Lema 3.4 Eziste ¢» € (p,p*) tal que, para todo q € (q2,p*), tem-se B,(u) € QF sempre

que u € My com J,a(u) < mg,.

Demonstracao: Argumentando por contradi¢ao suponha que o lema ¢ falso. Entao para

*

todo ¢, € (p* — %,p*) existe ¢, € (qan,D*) € (un) C My, o com J, o(u,) < my, .
e By, (un) ¢ QF. Observe que ¢, — p*. A menos de subsequéncia, podemos supor (g,)

crescente. Assim

m‘]mQ S J(ImQ(U’n)

I
7 N\
| —
|
| —
N——
=
2
ok
AN
S
S
%

Pelo Lema 3.1,
1 ~ .. 1
—S7?» < liminf [(—
N n—00 P n

. . 1 1 1
Uma vez que existe lim | — — — | = — segue que
n—oo \ P Qn N

o o » N
lim inf [u, [l = hﬂg@lf |lunll, = S7 .

n—oo

Passando a uma subsequéncia, podemos supor

. . N
lim fup |3 = T fJug g = S (3.9)

Pela desigualdade de Holder com expoentes ’;—* >1le p*p *q , obtemos

p*

[tnlgn.0 = / fun| " dr < £(2) 7 |uy
Q

n
p*, Q"

Logo
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Por (3.9),

(S7)r < limn inf [, . (3.10)

n—

Por outro lado, pela definicao de S,

_1
pr.2 <577 ||unllo.

|t
Assim, segue de (3.9) que

0 < STE(SY)r = (S

lim sup |u,,
n—oo

Da desigualdade acima e de (3.10) obtemos

. N1
lim ]un p*,Q = (Sp )p* ,
n—oo
ou ainda,
. . N
JLIEO |Unlpe g =57 (3.11)

Por (3.9) temos que (u,) ¢ limitada em Wy (Q). Passando a outra subsequéncia se ne-
cessario, podemos supor que existe u € W, 7(Q) tal que u, — u fracamente em Wy (Q)

e, como W, ?(Q) < LP(Q) compactamente, u,, — u fortemente em LP(f2) e, consequente-

mente, u,(r) — u(x) q.t.p. em Q. Agora, seja v, = | “n__ Entdo |Un|p o = 1. De (3.9)
Un |p*,Q
e (3.11) segue que
p S;
lim |lv, ||} = lim ”“”p““ =—5 =5
n—00 n—00 |un .0 S

Assim, a sequéncia (||v,||%,) € uma sequéncia minimizante para S. Pelo Lema 1.19, existe
v e W,P(Q) tal que

Up — ¥ fracamente em W, (€),
vn(z) = v(2) q.t.p. em ©Q,
Vo, (z) = Vu(z) q.t.p. em Q.

Dai, tomando o limite quando n — oo na igualdade wu,(z) = |u,
(3.11),

o+ Un(), obtemos, por

L
*

u(z) = S»7o(x), qt.p. em Q. (3.12)

Segue de (3.11), (3.12) e do fato de Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em Q que

N
P

Vun(z) = [tn| o ) VOr(2) = S > -Vu(z) = Vu(z) q.t.p. em Q.
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Estendemos u, e u para RY pondo u, = u =0 em Q°. Por (3.9), existe C' > 0 tal que

/ |up, —u|?™ < C e / |Vu, — VulP <C.
RN RN

Pela Proposicao 1.16, existem medidas positivas de Radon v e w tais que, a menos de
subsequéncia,

Uy —u|™ = v e |Vu, —Vulf =w

fracamente no sentido das medidas. Das consideragoes anteriores, vemos que as hipdteses

dos Lema 1.17 sao satisfeitas. Observamos que como €2 é limitado, tem-se

R—oo pso R—o0 pooeo

Weo - — hm llmsup/ ’vun|p = 0 8] Voo i= ]_lm hmsup/ |un|qn — O
|z|>R |z|>R

Pelo Lema 1.17 obtemos
PP < S, (3.13)

limsup |Vu, [ = [Vul) + |w], (3.14)

n—oo

b v (3.15)

lim sup |u, | =
n—oo

Como u, — u fortemente em LP(Q2), temos
[unl[” = Tunly + [Vunly = [ufp + [Vun[j + o1).
Dai, de (3.9) e de (3.14) segue que
ﬂ

Sv = Julp + [Vulp + |wf = Jul]” + |wl]. (3.16)

De (3.9) e (3.15) temos

]

Sv =|u

b+ . (3.17)

Pela definicao de S,
u

—1
o< S . (3.18)

N
= S». Caso contrario, u #Z 0 e

Aﬁrmamos que ou u = 0 ou 7é S¥. Assim
uly. . # 0, por (3.17), |v| # 0. Usando a desigualdade (a + b)" < a + bt para a,b > 0 e
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0 <t<1,segue de (3.17), (3.18), (3.13) e (3.16) que

. p/p*
A7) R (7

_ «\ P/P" «
S = (|u Z*) + |y|/r

IN

STHlull? + lwl) = S77,

o que é um absurdo.

Como u, — u em WP(RY), temos que
u|l? < liminf |ju,|” = S* .
n—0o0

p* £ 5
»~ = 57, entdo

Dai, se |u

S < =9

p S N-—p
p* S

isto é, a constante S é atingida por alguma funcao u € Wol’p(Q). Isso nos d& uma

lu

contradigao, uma vez que €2 # RY. Assim u = 0 e, portanto, de (3.9) e (3.17),

/ |up |z — S7 = || £0, (3.19)
Q

e, além disso,

|lu, | — v fracamente em M (RY).

Segue do Lema 3.2 aplicado para cada funcao projegao f;(x) =z;, 1 € {1,..., N}, que

/ |un|q"$dx—>/:vdu. (3.20)
RN Q

Por ser u = 0, de (3.17) e (3.16) segue que
PP =871 = S wl.

Logo, pelo Lema 1.17, podemos concluir que a medida v estd concentrada em um tnico

ponto y € RY. Pelo Lema 3.3 aplicado as fungoes projecoes f;(z) = x;, segue que

/ xdv = ylv|. (3.21)
Q
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De (3.19), (3.20) e (3.21) vem que

fRN w92 dx fQ xdy _ ylv| _
Je [tn |9 d 4 4

By (un) =

y. (3.22)

Afirmamos que y € Q. Caso contrario, poderfamos tomar Byp, C Q e ¢ € Cy(RYN) tal

que ¢ >0, o =1em Bg, e o =0 em RY \ Byp, e valeria

O:/ |y,
RN

um absurdo. Isso mostra que y € €2 e nos permite concluir a demonstracao do lema, pois

(3.22) nos da uma contradi¢ao com o fato de §,, (u,) ¢ Q. O

Indy — / ody > / ldv =v({y}) = |v| > 0,
RN Br, (y)

Seguindo a ideia de Bartsch e Wang em [5], sendo 2 limitado, escolhemos R > 0
tal que Q C Bj e definimos

Também definimos a funcao centro de massa truncada Bq : My, — RY por

Jun [ul%(|2])z do
Jon lultde

=

o(w) =

(3.23)

Observamos que Bq estd bem definida e, além disso, é continua. De fato, tomando uma
sequéncia u, — u em N, pela continuidade da imersao de E\ em L?(RY), temos
que u, — u em LY(RM). Portanto, a menos de subsequéncia, |u,|? < h para alguma
h € L1(RY). Usando a defini¢do de & e o T.C.D.L., obtemos 3, (u,) — B,(u). Logo 3, &

continua.

O lema seguinte corresponde ao Lema 3.14 em [18].
Lema 3.5 Seja qo € (p,p*) obtido no Lema 3.4. Entao para cada q € (q2,p*), existe um
nimero Ay = Ay(q) tal que, para todo X > Ao, temos que Bq(u) € Q3. sempre que u € Ny,

e Iy q(u) <myg,.

Demonstracao: Argumentando por contradicao, supomos que o lema é falso. Entao
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existe ¢ € (g2, p*), uma sequéncia (\,) C R, u, € N, , tais que \,, — o0,

1 1

I, o(0n) = (]; - 5) laall? < g (3.24)

e Bq(un) ¢ Q3 . Entao as hipoteses do Lema 2.20 sdo satisfeitas para a sequéncia (u,), de

modo que existe u € W, ?(Q) tal que

u, —u  fracamente em WHP(RY),
u, —u em L*(RYN), p<s<p, (3.25)
ul —ut em L*(RY), p < s <p*

Como, para cada n € N, u,, € N, 4, temos

/ (VP + [unP) < [lunly. —/ (uy ).
RN RN

Da expressao acima e de (3.25) obtemos

/(|Vu|p+|u|p)§hminf/ (|Vun|p—|—|un|p)§/ (uH)e, (3.26)
RN n—oo RN RN

ou ainda, como u = 0 em ()¢,

/Q(|vu|p Fluf) < /Q(mq. (3.27)

Pelo Lema 2.14, temos [, (u})? = |lup|ly > 72 > 0. De (3.25) segue que [,(u™)? >

r? > 0. Consequentemente u™ # 0. Assim, tomando ¢ = (

tu € M, . Logo, de (3.24) e de (3.25) temos

>qp, temos t € (0,1] e

hatt) = (5= 1) [P+ e

p

(G-2) [avup1ar)

1 1
< liminf (— - —> / ([Vun [P + [unl?)
n—00 p q RN
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< liminf (1—1) 90l + Ouaw) + Do)

= liminf Iy, ,(u,) < mg,.
n—oo

Dai e do Lema 3.4 segue que [,(tu) € Q.
De (3.25), podemos assumir que, a menos de subsequéncia, (u,) estd por baixo de

uma fungdo f € LY(RY) e u,(z) — u(z) q.t.p. em RY. Disso e da defini¢ao de &, obtemos

| f(x)|*R, se x € Bp,
[un (2) 7§ (|2 ])[|2] < |f($)|fI%|gj|’ se x & Bg

= |f(@)'R € L'(RY),

como também,
lun(2)|%€ (|22 — |u(@)|%(|2[) q.t-p. em RY.

Sendo u = 0 em Q¢ e Q) C Bg, pelo T.C.D.L., por (3.25) e pela defini¢ao de & vem que

_ fRN |u|?€(|z|)z do - fQ |u|9z dx B

lim 8. (uy, = = = B,(tu) € Q.
oo Paltin) fRN |ul? dz fQ |ul9dx Bul) = Bult) '
Isso contradiz o fato de B, (u,) & Q3. e conclui a demonstracio do lema. O

Lema 3.6 calo(2) = catQ;(Q;).

Demonstragao: Como 2 C €5 ¢é compacto, a Proposi¢do 1.12 (iv) nos garante que
cator (Q,) < 00. Seja k := catqr (). Por definigdo, Q° C Ay U... U Ay com 4; C RY
fechado e contratil em QF , para i € {1,...,k}. Como A; N é contréatil em Qj e Q-
é fechado, podemos supor que 27 = A; U ... U Ag. Sendo 2 e ) homotopicamente
equivalentes, existem funcoes continuas f : Q27 — Qe g: Q — Q tais que fog ~ Idg,
isto é, existe H : [0,1] x Q — Q continua tal que H(0,z) = f(g(x)) e H(1,x2) = x para
todo x € Q).

Nosso objetivo agora é estender f continuamente a §25,. Pelo Teorema 1.25 (Dugundji)
basta mostrar que €2 é um espaco afim do tipo m (conforme Defini¢ao 1.24). Para isso, seja
X um espaco métrico qualquer. Para toda funcao continua F': X — €, sejam z € X e
W D F(z) uma vizinhanga de F'(x) dados arbitrariamente. Como W, C R sdo abertos,
existe Ry > 0 tal que Bg,(F(x)) C W e Bg,(F(z)) C Q. Seja U = F~'(Bg,(F(z))).

Como F & continua, segue que U D x é uma vizinhanca de x tal que F(U) C Bg,(F(x)) C
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W. Sendo a bola Bg,(F(x)) convexa, 2 é um espago afim do tipo m. Dai, pelo Teorema
1.25, existe f : QF — Q continua que estende f: Q. — €.

Para cada i € {1,...,k}, definimos B; = ¢g~'(4;). Entdao Q = B; U...U B. Como
g é continua e A; é fechado em QF , temos que B; é fechado em €. Vamos mostrar que
B; ¢ contratil em Q. Para isso, sendo A; contratil em 2 | existe ¥; : [0,1] x A; — Q3.
continua tal que v;(0,2) = z e ¢;(1,7) = x; para todo x € A; e para algum z; € € .
Defina 6; : [0,1] x B; — Q por

H(1 -2t ,z), se

0<t<
2

1
o
fli(2t —1,9(x))], se 1

<t<

Pelas consideragoes ja feitas, 6; estd bem definida e vale

0;(0,z) = H(1l,z) = x para todo z € B;

0:(1,2) = flvi(1,9(z))] = f(x;) € Q para todo = € B;.
Para t = % e r € B; temos
6, (3) = #(0.9) = 1(9(0) = Flato),

pois g(x) € Q, . Por outro lado,

b () = Fln0.9(0))] = Flalo)

Logo 6; é continua mostrando que B; é contratil em Q. Assim cato(S2) < k = cator (€2).

Por outro lado, como 7 C Qf e QJ é homotopicamente equivalente a €2, segue que
catg: () < catgy (,) = cato(9).

Isso conclui a demonstracao lema. 0

Lema 3.7 Sejam qs obtido no Lema 8.5, q € (q2,p*) e Ay = Ao(q) satisfazendo a propri-
edade do enunciado do Lema 3.5. Entao, para todo A > As,

caty (Y') > catq(92).



Capitulo 3. O efeito da topologia do conjunto €2 no nimero de solugoes 66

onde Y = IZZ”’” ={ueN,: L,u) <mg,}

Demonstracio: Seja U € M,, = {u e Wy?(B,)\ {0} : [jull} = |ul? 5, } uma fungdo
radial positiva tal que Jy g, (U) = mq,. Vamos mostrar que caty (Y) = catgys (). Para
isso, dado y € Q;, definimos U, : B,(y) = R por U,(z) = U(z — y). Se caty(Y) = +o0,
a desigualdade é valida. Suponha que caty(Y) = k < +oo. Entdo existem conjuntos
Ay, ..., Ap C Y fechados e contrateis em Y tais que Y = A; U ... U Ag. Por definicao de
conjunto contratil, para cada i € {1,...,k}, existe ¢; : [0,1] X A; — Y continua tal que
Yi(0,u) = u e ¥;(1,u) = u; para todo u € A; e algum u; € Y. Definimos o : Q7 — Y por
a(y) = U,. Temos que « esta bem definida. De fato, estendendo U, como 0 em R\ B,(y)
e sendo a =0 em Q D B,(y), ja que y € ), segue que

1O IX = U1, ) = U115, (3.28)

onde na tltima igualdade usamos uma mudanca de variavel. Por outro lado, uma vez que

U E Mq7Q7
1UWs, = WUlgs, = 1Uylg5,q) = U5 (3.29)

De (3.28) e (3.29), U, € N, ,. Além disso, usando novamente o Teorema da Mudanga de

Variaveis e o fato de a =0 em 2 D B,, obtemos
Lg(Uy) = I g(U) = Jy B, (U) = my,.

Logo U, € Y e a estd bem definida. Para y € Q_, uma vez que £ = 1 em Q D B,(y),

r?

segue de (3.23) que

_ f]RN \Uy(2)]7€ (|| d fBT |U(x — y)|?1lx dx
Jon Uy (@) T U (@ = y)[idz

o, IU(2)|*(z + y)dz
s, U(2)]0d=

(3.30)

fBT |U(2)]9z dz

T L UGme YT

pois a integral a esquerda ¢ nula, visto que U ¢ radial. Agora, seja B; = a~1(A;). Entao
Q- = By U...U By;. Admitindo que « é continua, temos que B; é fechado em
isto é, existe F; fechado em RY tal que B; = Q- N F;. Como Q. é fechado em RY,
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B; é fechado em RY. Sendo B; = Q5. N By, temos que B; é fechado em €. Vamos

mostrar que B; é contratil em 5, . Para tanto, considere 0; : [0,1] x B; — Q3 dada por

0i(t,y) = B,(¢¥i(t,a(y))). Entdo, pelas consideragoes feitas acima e pelo Lema 3.5, para
A > Ay, 0; estd bem definida. Temos também que 6; é continua, visto que Bq, Vi e ao

sdo. De (3.30) e da definicao de 0; segue que

0;(0,y) = B,(¥:(0,a(y))) = B,(a(y)) =y, para todo y € B;

0;(1,y) = Bq(wi(l, a(y))) = Bq(u,-), para todo y € B;.

Logo B; é contrétil em Q3 . Assim cator (€27) < k = caty(Y). Segue do Lema 3.6 que
caty (Y) = catqys () = cato(Q).

Para concluir a demonstracao do lema, resta apenas mostrar que a funcao a é continua.
Para isso, seja (y,) C €, uma sequéncia tal que y, — y € Q. Queremos que a(y,) —
a(y) em Ey. Como a = 0em Qe Uy, U, =0 em Q°, temos que |[a(y,) — a(y)||» =
| (yn) — a(y)|]. Considere (Uy) C Cg°(RY) ¢ WHP(RY) uma sequéncia tal que Uy — U
em WP(RY) quando k — oo. Dado € > 0, existe ky € N tal que

19
||U( - yn) - Uko( - yn)” = ||U - Uko” < g (331)

[0 =) = Uil =)l = I = U, | < 5. (3.52)

Afirmamos que existe ng € N tal que
€
|Uko (- — yn) — Ugo (- — y)|| < 3 sempre que n > ng. (3.33)

Com efeito, considere f,(x) = Uy, (z — yn) — Ug(x — y), z € RY. Como supp Uy, ¢é
compacto e y, — y, podemos supor Uy, (x — y,) = 0 e Uy, (z —y) = 0 em Bf(y) para

algum ¢ > 0 e n > ng suficientemente grande. Sendo Uy, continua, temos
|f(2)] < C € LY(By(y)),

para alguma constante C' > 0. Como f, — 0 q.t.p. em R", segue do T.C.D.L.,

/ |Upo (2 — ) — Uy (2 —9)|P = / | fo(z) [P = 0.
RN Bi(y)
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De maneira analoga,
[ 190 = ) = Vi =) 0,
RN

observando que Uy, € C°(RY) e entdo VU, € C(RY). Isso mostra (3.33). Dai, de
(3.31) e de (3.32), segue que

lo(yn) = a@) = 1UC = wa) =UC =9 < NUC = yn) = Uk (- — )|
+HUk0( - yn) - Uko(' - y)”

HUk (- =y) U =9l < ¢,
para n > ng. Isso mostra a continuidade da funcao «a. O

Demonstracao do Teorema D: Seja ¢ dado pelo Lema 3.5 e considere ¢y = ¢». Dado
q € (qo,p*), seja Ay = Ay(q) dado pelo Lema 3.5. Aplicando a Proposi¢do 2.3 com
C1 = myg,, obtemos Ay = A¢(q) tal que I, , satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel
¢, para todo ¢ < m,, e A > Ay. Definimos A = A(¢g) = max{Ag, A2}. Temos que I,
restrito a N, , é limitado inferiormente. Pelo Lema 2.18, N, , é uma variedade de classe
C'. Para A > A, pelo Lema 3.7 e pelo Teorema 1.13 com X = E\, [ = I, ,, M = N,
d =m,, e I“ =Y, vemos que I, restrito & Ny, tem pelo menos caty(Y) > catq(f)
pontos criticos u; tais que I ,(u;) < mg,. Pelo Lema 2.19, I, , possui pelo menos catq(2)

pontos criticos. Como na demonstracao do Teorema A,
0= (1) g(w),u; ) = [lus |15

e, portanto, u; = u; > 0. Pelo Principio do Maximo Forte, u; > 0. Assim, obtemos pelo
menos catq(§2) solugdes positivas de (Sj\iq), que também sao solugbes positivas de (S) 4).

Isso conclui a demonstracao do teorema. 0
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