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Resumo
A teoria de Rastall é uma modi�ação da teoria da relatividade geral que onduz a uma ex-pressão diferente da usual para a lei de onservação no setor da matéria. Reentemente tem-sedisutido que tal teoria pode ter apliações ao problema da energia esura, já que um �uidosem pressão pode onduzir à aeleração do universo. Nesse trabalho onfrontamos a teoria deRastall om os dados do espetro de potênia. Os resultados indiam uma on�guração quereduz essenialmente a teoria de Rastall à relatividade geral, a menos que a lei de onservaçãonão-usual se re�ra a um ampo esalar, situação onde outras on�gurações seriam eventual-mente possíveis. Uma uni�ação de energia esura e matéria esura, é obtida se um ampoesalar de interação não-an�nia, inspirado pela teoria de Rastall da gravidade, for imposto.Neste aso, é possível uma onordânia om os testes de fundo e om o espetro de potênia.Investigamos a evolução do potenial gravitaional na teoria de Rastall om ampo esalar.Para um modelo de uma únia omponente, a teoria de perturbação, no alibre newtoniano, éonsistente somente para γ = 1, que é o limite da relatividade geral. Por outro lado, é possívelter um modelo onsistente om γ 6= 1 quando uma outra omponente, sob a forma de um�uido perfeito, é introduzida. Introduzimos nesta teoria um modelo de dois �uidos, uma dasomponentes representando a energia do váuo e a outra a matéria sem pressão (por exemplo,bárions mais a matéria esura fria). O enário osmológio é o mesmo que para o modelo de
ΛCDM, no fundo e a nível perturbativo linear, a exeção de um aspeto: agora a energia esurapode aglomerar-se. Espeulamos que isto pode onduzir à possibilidade de distinguir o modelode Rastall do ΛCDM a nível perturbativo não-linear.



Abstrat
The theory of Rastall is a modi�ation of the general relativity theory that leads to a di�erentexpression, with respet to the usual one for the onservation law. Reently it has been arguedthat suh theory an have appliations to the problem of dark energy, sine a �uid withoutpressure an lead the aeleration of the universe. In this work we onfront the theory ofRastall with the data of the power spetrum. The results indiate a on�guration that reduesessentially the theory of Rastall to general relativity, unless the not-usual onservation lawrefers to a self-interating salar �eld , situation where other on�gurations would be possiblypossible. A uni�ation of dark energy and dark matter is obtained through suh non-anonialsalar �eld. In this in ase, it is possible an agreement with the observational tests. We analyzethe evolution of the gravitational potential in the theory of Rastall with a salar �eld. For anone omponent model, the perturbation theory in the Newtonian gauge is onsistent only for
γ = 1, that is, the limit of general relativity. On the other hand, it is possible to have a modelonsistent with γ 6= 1 when another omponent, in the form of a �uid, is added. We introduein this theory a model of two �uids, one of the omponents representing the vauum energy andanother matter without pressure (for example, baryons). The osmologial senario is the sameas the ΛCDM, in the bakground and at the linear perturbation level, exepted for an aspet:now the dark energy an agglomerate. We speulate that this an lead to the possibility todistinguish the Rastall's model from ΛCDM model at the nonlinear perturbative level.
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Capítulo 1
Introdução geral
Esta tese é dediada à modelização osmológia da teoria de Rastall [1℄ que é um modelo degravidade modi�ada para o qual o tensor energia-momento não é onservado. A tese estáorganizada da seguinte forma:Capítulo 2Desreveremos o quadro teório no qual insreve-se esta tese. Apresentaremos as noções básiasda relatividade geral. Iremos fazer uma breve revisão do modelo osmológio padrão, falaremossobre a matéria esura e da energia esura, inluindo ao �nal as evidênias da suas existênias.Capítulo 3Apresentaremos os prinípios da teoria das perturbações lineares osmológias. Começaremosom a disussão não relativístia e onluiremos om a disussão relativístia geral, onde es-tudaremos diversos asos nos alibres newtoniano e sínrono, a partir das fórmulas da métria(2.57), do tensor de energia-momento (2.59), e das equações de Einstein (2.67).Capítulo 4Neste apítulo revisaremos os mais importantes fen�menos osmológios que permitem testar asprevisões teórias. Disutiremos a orrelação das estruturas em grande esala e as supernovasdo tipo Ia, a radiação ósmia de fundo e as osilações aústias dos bárions.



11Capítulo 5Apresentaremos a teoria de Rastall, derivando algumas relações osmológias. Um modeloom dois �uidos será desenvolvido. O espetro de potênia da matéria será determinado narepresentação hidrodinâmia e para o aso onde um dos �uidos está representado por um ampoesalar de interação.Capítulo 6Nesse apítulo iremos analisar e reproduzir o modelo de gás Chaplygin utilizando a teoria deRastall om um ampo esalar. Disutiremos a veloidade do som nesta teoria.Capítulo 7Introduziremos o ampo esalar não-an�nio de Rastall. Investigaremos a evolução do poten-ial gravitaional. Mostraremos que no aso em que o onteúdo energétio for desrito apenaspor um ampo esalar não-an�nio, o modelo só é onsistente quando γ = 1.Capítulo 8Introduziremos um modelo om dois �uidos, em que uma dos omponentes representa a energiado váuo e a outra a matéria sem pressão. Mostraremos que o enário osmológio é o mesmopara o modelo de ΛCDM, no fundo e a nível perturbativo linear, à exeção de um aspeto: agoraa energia esura pode aglomerar-se. Espeularemos que isto pode onduzir a uma possibilidadede distinguir os modelos a nível perturbativo não-linear.Capítulo 9Apresentaremos nossas onlusões.Esta tese resultou nos seguintes trabalhos ientí�os:
• C.E. Batista , Júlio C.Fabris , M. Hamani Daouda. Testing the Rastall's theory usingmatter power spetrum. Il Nuovo imento della Soietà italiana di �sia. B , v. 125, p.968968, 2010.
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• Júlio C. Fabris , Thaisa C. Guio , M. Hamani Daouda , Oliver F. Piattella. modelsfor the generalized Chaplygin gas and the struture formation onstraints. GravitationCosmology, v. 17, p. 259271, 2011.
• Júlio C. Fabris , M. Hamani Daouda , Oliver F. Piattella. Note on the Evolution of theGravitational Potential in Rastall Salar Field Theories. Physis Letters B.2012
• C. E. Batista, M. Hamani Daouda , Júlio C. Fabris , Oliver F. Piattella Davi C. Rodrigues.Rastall Cosmology and the CDM Model 2011. Physial Review. D, Partiles, Fields,Gravitation, and Cosmology. v.85, p.084008, 2012.
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Capítulo 2
Relatividade geral, osmologia padrão emodelos de energia esura
Neste apítulo, omeçamos apresentando as noções básias da relatividade geral. Em seguida,iremos fazer uma breve revisão do modelo osmológio padrão e falaremos sobre a matériaesura e energia esura, inluindo ao �nal as evidênias da existênia das mesmas.2.1 Relatividade geralPrinípio da relatividade geral:Na teoria newtoniana e na relatividade restrita, as leis da físia são esritas em refereniaisditos ineriais 1 e em de refereniais en rotação. Por outro lado na teoria da relatividade geral,formulada num espaço-tempo 4-dimensional, que não é �xado a priori, as equações devemguardar suas formas por transformação gerais de sistemas de oordenadas. Chamamos a istode prinípio da ovariânia geral.Como é natural, deveremos exigir que a formulação de uma teoria gravitaional seja talque,loalmente, obtenhamos a relatividade restrita, e no aso de ampos muito fraos e velo-idades pequenas, muito menores que a da luz, os resultados oinidam om os da gravitaçãonewtoniana.1Um referenial inerial é aquele em que um orpo submetido a uma força resultante nula desloa-se omveloidade onstante.



142.1.1 Espaço-tempoConsideremos agora omo as quantidades fundamentais se omportam sob uma transformaçãogeral de oordenadas.VetoresConsidere-se a seguinte transformação de oordenadas:
xµ → x̄ν(xµ), (2.1)onde x̄ν são funções difereniáveis e não degeneradas de xµ, e o índie µ varia de 0, 1, 2, 3.A matriz de transformação é dada por ∂x̄ν

∂xµ sendo o determinante | ∂x̄ν

∂xµ | 6= 0, (o jaobiano datransformação de oordenadas); assim xµ são funções difereniáveis de x̄ν e não degeneradas.A matriz ∂xµ

∂x̄′ν é a inversa de ∂x̄′ν

∂xµ :
∑

µ

∂x̄µ

∂xν
∂xα

∂x̄µ
= δαν , (2.2)onde

δαν =







1 α = ν

0 α 6= ν
, (2.3)é o δ de Kroneker. Os difereniais e as bases de vetores transformam-se de aordo om

dx̄ν =
∂x̄ν

∂xµ
dxµ, (2.4)

∂

∂x̄ν
=
∂xµ

∂x̄ν
∂

∂xµ
. (2.5)Uma base de vetores de um espaço é uma oleção de vetores tal que ada vetor pode ser esritode uma forma únia omo ombinação linear dos vetores de base. Um esalar, ou tensor deordem zero, é de�nido omo uma quantidade que não muda por transformação de oordenada:

φ̄ = φ. (2.6)Um vetor ontravariante, ou tensor ontravariante de primeira ordem, é de�nido omo umaquantidade que se transforma omo um diferenial:
Āµ =

∂x̄µ

∂xν
Aν . (2.7)



15Um vetor ovariante é de�nido omo uma quantidade que se transforma da seguinte forma:
B̄µ =

∂xν

∂x̄µ
Bν . (2.8)Consequentemente, a derivada de um esalar é um vetor ovariante.2.1.2 TensoresUm tensor é de�nido omo uma quantidade que se transforma omo um produto tensorial devetores:

T̄ µν...
ασ... =

∂x̄µ

∂xβ
∂x̄ν

∂xγ
...
∂xλ

∂x̄α
∂xζ

∂x̄σ
T βγ...

λζ...
. (2.9)Um tensor é do tipo (α, σ) se tem α índies ontravariantes e σ índies ovariantes. O esalaré um tensor do tipo (0, 0), um vetor ontravariante é um tensor do tipo (1, 0), e um vetorovariante é um tensor do tipo (0, 1). Uma ombinação linear de dois tensores do tipo (α, σ) éum tensor do tipo (α, σ). O produto tensorial de dois tensores dos tipos (α1, α2) e (σ1, σ2) é umtensor do tipo (α1 + σ2, α1 + σ2). Os índies do tensor (ontravariante ou ovariante) podemser simetrizados:

T(µν...α) =
1

n!

∑

π

Tπ(µ)π(ν)...π(α), (2.10)ou anti-simetrizados:
T[µνα...α] =

1

n!

∑

π

Tπ(µ)π(ν)...π(α)sign(π), (2.11)onde π é uma permutação de índies, sign(π) é o sinal da permutação e n é o número de índiessimetrizados ou anti-simetrizados. A ontração de um tensor do tipo (α, σ) gera um tensor dotipo (α− 1, σ − 1):
T

′µν...
µσ... =

∂x
′µ

∂xβ
∂x

′ν

∂xγ
...
∂xλ

∂x′µ

∂xζ

∂x′σ
T βγ...

λζ... =
∂x

′ν

∂xγ
...
∂xζ

∂x′σ
δλβT

′βγ...
λζ... =

∂x
′ν

∂xγ
...
∂xζ

∂x′σ
T βγ...

βζ... . (2.12)



162.1.3 Conexão a�m e derivada ovarianteDifereniação ovariante dos tensoresA derivada ovariante de um vetor Aµ é de�nida omo
Aµ;α = Aµ,α − Γ σ

µαAσ , (2.13)onde Γ σ
µα é onexão a�m. Exigindo que Aµ;α seja um tensor, podemos mostrar que, numatransformação de sistema de oordenadas, obtém-se

Γ′ ν
µα =

∂x
′ν

∂xγ
∂xσ

∂x′µ

∂xβ

∂x′α
Γ γ
σ β +

∂x
′ν

∂xγ
∂2xγ

∂x′α∂x′µ
, (2.14)o que mostra que Γ ν

µα não é um tensor. No aso de um ampo esalar,
φ;µ = φ,µ , (2.15)onde , µ = ∂

∂xµ . Supondo que a derivada ovariante do produto de dois tensores obedeça à regrade Leibniz, omo a derivada ordinária, isto é
(TU);µ = T;µU + TU;µ , (2.16)então

(AαB
α);µ = Aα;µB

α + AαB
α
;µ = Aα,µB

α − Γ α
σ µAαB

σ + AαB
α
;µ. (2.17)Consequentemente, obteremos a derivada ovariante de um vetor ontravariante:

Bα
;µ = Bα

,µ + Γ α
σ µB

σ. (2.18)A regra de Leibniz (2.16), igualmente implia que a derivada ovariante de um tensor é igual àsoma da derivada ordinária orrespondente desses tensores e os termos om as onexões a�nspara ada índie:
T µν...

ασ...;β = T µν...
ασ...,β + Γ µ

γ βT
γν...
ασ... + Γ ν

γ βT
µγ...

ασ... + · · · − Γ γ
αβT

µν...
γσ... − Γ γ

σ βT
µν...

αγ... − . . . . (2.19)



172.1.4 CurvaturaTensor de CurvaturaO omutador de derivadas ovariantes de um vetor é um tensor dado pela seguinte expressão,
[∇ν ,∇α]B

µ = Rµ
βναB

β (2.20)onde, onsequentemente, temos Rµ
βνα da seguinte forma:

Rµ
βνα = ∂νΓ

µ
β α − ∂αΓ

µ
β ν + Γ µ

σ νΓ
σ
β α − Γ µ

σ αΓ
σ
β ν , (2.21)que é hamado de Tensor de Curvatura. Rµ

βνα é anti-simétrio nos índies ν, α. O omutadordas derivadas ovariantes de um vetor ovariante é
[∇ν ,∇α]Aµ = −Rβ

µναAβ, (2.22)e a variação do tensor de urvatura é dada pela expressão,
δRµ

ασβ = (δΓ µ
αβ);σ − (δΓ µ

ασ);β. (2.23)onde δΓ é a variação funional da onexão.2.1.5 MétriaTensor métrioAmétria é um tensor simétrio ovariante de segunda ordem que nos permite de�nir a distâniaou intervalo in�nitesimal entre dois pontos:
ds2 = gµνdx

µdxν , (2.24)onde
gµν = gνµ. (2.25)



18Em uma variedade riemanniana, a derivada ovariante da métria é nula:
gµν;α = gµν,α − Γ σ

µαgσν − Γ σ
ν αgνσ = 0, (2.26)que implia na existênia de uma onexão únia e bem de�nida, a onexão métria (que éidêntia aos símbolos de Christo�el) dada por:

Γ β
µ ν =

1

2
gβα(gαµ,ν + gαν,µ − gµν,α) (2.27)Esta onexão é também onheida por onexão de Levi-Civita ou por onexão de Riemann. Ainversa da métria gµν é de�nida pela seguinte relação:
gµνg

µα = δαν . (2.28)A métria assoia índies ovariante e ontravariante omo:
Aµ = gµνAν , (2.29)
Bµ = gµνB

ν . (2.30)Das de�nições de onexão métria (2.27) e do tensor de Riemann (2.23), vêm as seguintespropriedades algébrias:
Rµνασ = −Rµνσα,

Rµνασ = −Rνµασ ,

Rµνασ = Rασµν . (2.31)Assim o tensor de Riemann tem 20 omponentes independentes, em 4 dimensões. Da ontraçãode dois índies do tensor de Riemann, podemos de�nir o tensor de Rii:
Rµν = Rα

µαν = Rνµ, (2.32)



19o qual é simétrio por de�nição. Contraindo a expressão da de�nição do tensor de Riemann(2.23), obtemos as omponentes do tensor de Rii
Rµν = Γ α

µν,α − Γ α
µα,ν + Γ σ

µ νΓ
α
σ α − Γ σ

µαΓ
α
σν . (2.33)A variação do tensor de Rii é dada por

δRµν = (δΓ σ
µα);σ − (δΓ σ

µσ);α. (2.34)O esalar de Rii, ou esalar de urvatura, é dado por
R = Rµνg

µν . (2.35)Uma importante propriedade das omponentes do tensor de Riemann são as identidades deBianhi:
Rµ

β[να;σ] = 0, (2.36)
Rγ

[νασ] = 0. (2.37)A equação (2.37) leva a simetria dos índies do tensor de Rii. Contraindo essas equações omo tensor métrio, resulta em
Rβα;σ +Rµ

βασ;µ −Rβσ;α = 0, (2.38)
Rνσ −Rσν = 0, (2.39)Contraindo mais uma vez (2.38) om a métria, obtemos a seguinte equação da onservação

Gµ
ν;µ = 0, (2.40)onde

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR, (2.41)é hamado de tensor de Einstein, o qual é simétrio (e desreve as propriedades geométrias doespaço-tempo) e possui 10 graus de liberdade. O tensor de Riemann, om urvatura onstante
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K, em um espaço maximalmente simétrio [2℄ , é dado por:

Rµνασ = K(gµαgνσ − gµσgνα) (2.42)2.1.6 O Prinipio VariaionalAção de Einstein-Hilbert e as equações de movimentoAssim omo as equações da meânia lássia, as equações de Einstein podem ser deduzidas apartir de um prinípio variaional. Conentremo-nos primeiro no aso de um ampo gravitai-onal. O ponto de partida será a ação de Einstein-Hilbert om um termo de matéria
S = − 1

2κ

∫

R
√−gd4x+ Sm . (2.43)Essa ação pode ser onsiderada omo um funional dos ampos gravitaional e de matéria.A variação da ação (2.43) em relação às omponentes da métria gµν , usando a identidade

δ
√−g = −1

2

√−ggµνδgµν , nos fornee
δS = − 1

2κ

∫
(

δRµνg
µν
√−g +Rµνδg

µν
√−g − 1

2
R
√−ggµνδgµν

)

d4x+

+

∫

Tµν
√−gδgµνd4x , (2.44)onde Tµν é o tensor energia-momento, de�nido da seguinte forma:

Tµν = − 2√−g
δSm

δgµν
. (2.45)Integrando parialmente o primeiro termo no lado direito de (2.44), e usando (2.40),temos

∫

δRµνg
µνd4x =

∫

(

(δΓ σ
µ ν);σ − (δΓ σ

µσ);ν

)

g
µνd4x

= −
∫

(gµν;σδΓ
σ
µ ν − g

µν
;νδΓ

σ
µσ)d

4x = 0, (2.46)onde
g
µν =

√−ggµν , (2.47)



21é a densidade métria ontravariante om derivada ovariante nula g
µν

;σ = 0. Igualando δS = 0em (2.44), podemos �nalmente esrever
Gµν = κTµν (2.48)ou

Rµν = κ

(

Tµν −
1

2
Tgµν

)

, (2.49)onde Tµν é o tensor energia-momento que desreve o onteúdo material e T é seu traço. Asequações de Einstein (2.48) e (2.40), impliam, por onseguinte, a onservação do tensor energia-momento ou, em outras palavras, que a divergênia de Tµν seja nula:
T µν

;µ = 0 . (2.50)O tensor mais simples que satisfaz esta lei de onservação é a própria métria. De fato, asequações de Einstein nos dão liberdade para adiionar um termo onstante multipliado pelamétria. Aresenta-se então um termo suplementar na equação de Einstein, dependendo li-nearmente do tensor métrio e da onstante osmológia Λ. Podemos esrever as equações deEinstein om onstante osmológia da seguinte forma:
Gµν + Λgµν = κTµν , (2.51)onde a onstante osmológia Λ pode ser vista omo uma termo geométrio.Originalmente a onstante osmológia foi introduzida por Einstein em 1917, para onstruiruma representação de um universo estátio na relatividade geral. A onstante osmológiaopera omo uma pressão negativa ontra a gravidade, de modo que os dois efeitos possam seequilibrar. Contudo, após a desoberta da expansão do universo por Hubble, om a medidada reessão das veloidades de galáxias distantes, Einstein abandonou a ideia de adiionar otermo as suas equações. Depois de 1998, a onstante osmológia reviveu omo uma formulaçãode energia esura responsável pela aeleração da expansão do universo. Do ponto de vista daFísia de partíulas elementares, tenta-se expliar a onstante osmológia omo densidade deenergia do váuo quântio [3℄.



222.2 CosmologiaNesta seção forneeremos as ferramentas básias da osmologia para ompreender a história daexpansão do universo. Disutiremos então a primeira evidênia atual para aeleração ósmia.2.2.1 Do prinípio osmológio ao modelo de onordâniaCosmologia padrãoA osmologia padrão é baseada no Prinípio Cosmológio, que diz que o universo é homogêneoe isotrópio, pelo menos em grandes esalas. A dinâmia do universo é regida pelas equaçõesde Einstein no modelo Big Bang quente. Esse modelo supõe que o universo antigamente estavanum estado de densidade e temperatura muita altas, a partir do qual, o espaço-tempo omeçoua evoluir. Desde então, o universo atravessou um proesso de expansão e de resfriamento,passando de um estado extremamente quente e denso para um estado frio e rarefeito. Atemperatura hoje é T = 2, 75K [4℄ e a densidade ρ0 ≃ 10−29g/cm3. Este modelo é apoiado pordados observaionais fortes, tais omo:
• A expansão do universo, observada por Hubble em 1929 [5℄. O universo enontra-se emexpansão uniforme, om a distânia média entre os seus onstituintes (supostos distribuí-dos uniformemente) aumentando om uma veloidade V = H0D, a lei de Hubble; H0 éhamado de onstante de Hubble, D é a distânia entre os onstituintes.Diferentes estimativas de H0 estão na faixa de 65− 70kms−1Mp−1. É usual de�nir umaquantidade adimensional h que é a onstante de Hubble em unidades de 100kms−1Mp−1[6℄:

H0 = 100hkms−1Mp−1 = 2.1332h × 10−42GeV, (2.52)O inverso da onstante de Hubble é hamado de tempo de Hubble
tH =

1

H0

= 9.78× 109h−1 anos , (2.53)impliando na idade do universo
t0 = 13.7× 109anos . (2.54)



23A veloidade da luz multipliado pelo tempo de Hubble é a distânia (ou raio) de Hubble
DH =

c

H0
= 3000h−1Mp . (2.55)

• A nuleossíntese primordial [7℄, fusão dos elementos leves durante os três primeiro minutosdo universo quando a temperatura era alta.
• A radiação ósmia (CMB) prevista em 1950 por Gamow e seus olaboradores Alpherse Hermann e detetada em 1965 por Penzias e Wilson [8℄.
• A formação das grandes estruturas. Naturalmente, observamos inomogeneidade e irregu-laridades nas regiões loais do universo, estrelas e galáxias. Elas reseram om o tempoom a instabilidade gravitaional de distribuição da matéria, que era mais homogênea nopassado. Então, as inomogeneidades podem ser onsideradas omo pequenas perturbaçõesque evoluem no universo globalmente homogêneo.2.2.2 Métria de Friedmann-Robertson-WalkerA�m de poder utilizar a teoria da relatividade geral omo quadro do modelo osmológio ededuzir as leis da dinâmia do universo, é neessário impor vínulos: as simetrias induzidaspelo prinípio osmológio e pela expansão do universo. Consideramos este sistema sendodesrito por um espaço-tempo omo R×M , onde R representa a direção temporal e M é umavariedade tridimensional homogênea e isotrópia. O elemento de linha (2.24) pode ser esritona forma:

ds2 = dt2 − a(t)2γij(x
k)dxidxj , (2.56)de�nindo a(t) omo o fator de esala, γij é a métria tridimensional que é função uniamente dasoordenadas do espaço xi(i = 1, 2, 3) e o tempo t assoiado a ada hipersuperfíie tipo-espaçoé o tempo ósmio. A ortogonalidade entre geodésias e hipersuperfíies espaias, traduz-seno fato de serem nulos os oe�ientes g0i. O prinípio osmológio tem omo onsequêniamatemátia, que ada hipersuperfíie espaial apresenta uma urvatura onstante. O elemento



24de linha ompleto que desreve bem a dinâmia do universo pode ser esrito (c = 1):
ds2 = dt2 − a2(t)

(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)

, (2.57)que é a métria de Friedmann-Robertson-Walker, om os três asos possíveis para urvaturas
k = 0,+1,−1, modelos planos, esférios fehados e abertos, respetivamente.

• k = +1 orresponde a um espaço esfério fehado, de volume �nito e urvatura positiva.O espaço-tempo apresenta uma topologia do tipo ilíndrio , R× S3, R representando oeixo temporal e S3 a tri-esfera,
• k = 0 orresponde a um espaço aberto, volume total in�nito e urvatura nula. A topologiado espaço é de�nida por R ×R3 onde R3 é o espaço eulidiano,
• k = −1 orresponde a um espaço hiperbólio tridimensional, aberto om volume totalin�nito e urvatura onstante negativa.Da mesma maneira, as simetrias induzidas pela homogeneidade e pela isotropia do universoimpõem um tensor energia-momento da estrutura de um �uido perfeito. Um �uido perfeito éum �uido para o qual existe um referenial em que T ν

µ é diagonal:
T ν
µ =





ρ 0

0 −pδij



 , (2.58)onde ρ = ρ(t) e p = p(t) de aordo om a homogeneidade. Assim temos que
Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (2.59)onde, ρ = T0

0 é a densidade de energia da matéria, p é a pressão e uµ = (1, 0, 0, 0) é quadri-veloidade no referenial o-móvel. Os omponentes de matéria e energia do universo são,essenialmente, omo veremos mais a frente, matéria esura (DM), radiação (fótons , neutri-nos), matéria bari�nia e energia esura (DE).



252.2.3 Desvio para o vermelhoAdmitiremos, no que segue, que a geometria do universo seja desrita pela métria de Friedmann-Robertson-Walker. A propagação da luz faz-se ao longo de geodésias nulas, que se araterizamatravés de um intervalo nulo, ds2 = 0. Nestas ondições, estando os eixos oordenados orienta-dos de modo a termos uma propagação radial, tiramos de (2.57) a relação
dt

a(t)
= ± dr√

1− kr2
, (2.60)apliando o sinal (−) ao aso de um raio luminoso que se dirija da fonte para o observador.Suponhamos que este raio foi emitido no instante t = t1, num ponto de oordenada radial

r = r1; integrando a relação anterior
∫ t0

t1

dt

a(t)
= −

∫

dr√
1− kr2

= f(r1) , (2.61)onde a função
f(r1) =



















arcsin r1 para k = +1,

r1 para k = 0,

sinh−1 r1 para k = −1,é independente do tempo, pois as oordenadas são o-móveis. Se tivermos dois raios luminososemitidos em instantes de tempo suessivos t1 e t1 + dt1 e reebidos em t0 e t0 + dt0, obtemos
∫ t0+dt0

t0

dt

a(t)
=

∫ t1+dt1

t1

dt

a(t)
, (2.62)ou seja,

dt0
a(t0)

=
dt1
a(t1)

, (2.63)o que implia em
dt0
dt1

=
ν1
ν0

=
a(t0)

a(t1)
, (2.64)



26sendo ν1 e ν0 as frequênias emitida e observada, respetivamente. A expansão do universoonduz a um aumento no omprimento de onda observado, isto é, o desvio para o vermelho daluz de uma fonte distante. De�niremos o desvio para o vermelho osmológio z omo sendo
z =

a(t0)

a(t1)
− 1 . (2.65)O desvio para o vermelho z é usado geralmente omo o indiador pelo tempo ósmio t, porquepode ser medido por um determinado objeto astrofísio. Se a luz emissora de um objeto distanteé emitida e o observador deteta o omprimento de onda estiado por um fator de (1 + z), oobjeto teria uma distânia que orresponde ao desvio para o vermelho z. O omprimento deonda físio da luz emissora no tempo t é dado por:

λ�s = a(t)λ , (2.66)onde λ é o omprimento de onda o-móvel. Como o universo expande, a(t) aumenta om otempo. As quantidades o-móveis não mudam om a expansão do universo.2.2.4 Dinâmia do universo: equações de FriedmannFormulaçãoPara termos uma desrição mais ompleta do universo, e se quisermos ompreender o universopresente a partir de sua história passada, é neessário onheer a dinâmia de sua evolução, queé nos dada pelas equações de Einstein, suplementadas pelo prinípio osmológio, o qual nospermite deduzir o elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker. As equações de Einsteinom o termo de onstante osmológia, têm a seguinte forma:
Gµν = Rµν −

1

2
gµνR = 8πG

(

Tµν −
Λ

8πG
gµν

)

= 8πGT tot
µν , (2.67)onde Gµν é tensor de Einstein, Rµν é Tensor de Rii, T tot

µν é o tensor energia-momento e R é aesalar de urvatura. Assim, para onstruir o modelo osmológio padrão do universo, devemosomeçar onsiderando um universo espaialmente homogêneo, isotrópio desrito pela métriade Friedmann-Robertson-Walker. Usando essa métria (2.57) e o tensor energia-momento de



27um �uido perfeito (2.59), as equações de Einstein (2.67) reduzem-se a duas equações difereniaisindependentes para o fator de esala a(t). A omponente 0-0 da equação de Einstein onduz àequação de Friedmann:
ȧ2

a2
= 8πG

1

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
. (2.68)A segunda equação de Einstein onduz à

ä

a
= −4πG

1

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (2.69)Preisaremos, ainda, da equação da onservação do tensor energia-momento. Combinando asEqs. (2.68) e (2.69), obtemos a onservação da energia:

d(ρa3) = −pd(a3) , (2.70)a qual pode ser derivada diretamente da Eq (2.50)
T µν
;ν =

∂T µν

∂xν
+ Γµ

λνT
λν + Γν

λνT
µλ = 0 , (2.71)da qual, para ν = 0, obtemos:

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0 . (2.72)De�nindo a equação de estado barotrópia
p = ωρ , (2.73)onde ω é uma onstante, a Eq. (2.72) pode ser reesrita omo

d ln ρ

da
= −3

1 + ω

a
. (2.74)



28Graças à equação de estado (2.73) e à equação da onservação (2.72), obtemos a evolução dadensidade de ada omponente em função de a(t):
ρ ∝ a−3(1+ω) . (2.75)Usando à equação (2.68), obtemos o fator de esala em função do tempo:
a ∝ t

2
3(1+ω) , (2.76)onde ω 6= −1. Dois asos importantes são os que dizem respeito a um universo dominado pormatéria (também dita de poeira) e a um universo dominado por radiação.Para a fase de matéria (ω = 0), temos (p = 0)

ρm ∝ a−3 . (2.77)A equação aima é interpretada omo a diminuição da densidade de energia devido à diluiçãodo número de partíulas deorrente da expansão do universo.Para a fase de radiação (ω = 1
3
), temos

ρr ∝ a−4 . (2.78)Note que a densidade de energia da radiação derese mais rapidamente que a densidade deenergia da matéria. Isto deorre do fato de que, embora a densidade numéria dos fótonsderesça da mesma forma que a das partíulas não-relativístias, existe um fator adiional a−1,pois os fótons perdem energia devido ao desvio para o vermelho.Uma outra equação de estado relevante em osmologia é a de um universo dominado por umaonstante osmológia. Nesse aso ω = −1 e a densidade de energia ρ é uma onstante, etemos então
a ∝ exp(Ht) , (2.79)onde H é uma onstante.Uma forma onveniente de esrever as equações de Friedmann (2.68) é utilizando o parâmetro



29de densidade de�nido omo
Ωi(t) =

ρi
ρcr

=
8πGρi
3H2

, (2.80)onde ρcr = 3H2

8πG
é a hamada densidade rítia. A equação de Friedmann, onsiderando omoomponentes do universo a radiação (fótons + neutrinos) + a matéria (esura e bari�nia) + ea onstante osmológia, pode ser esrita omo
H(z)2 = H2

0 [Ωm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ] . (2.81)Tomando z = 0 e H(z = 0) = H0 obtemos
Ωm + Ωr + Ωk + ΩΛ = 1, onde Ωk =

k

a2H2
. (2.82)Note que das observações resulta que Ωr ≪ Ωm, assim o parâmetro de densidade da matériarelativístia Ωr é omitido geralmente em estudos em tempos reentes. Esta equação liga aurvatura do universo Ωk ao onteúdo de matéria Ωm e à onstante osmológia ΩΛ. Destejeito, onheendo a soma Ωm + ΩΛ = Ωtot é possível determinar a geometria do universo:

• Ωtot < 1: k = 1, universo fehado,
• Ωtot = 1: k = 0, universo plano,
• Ωtot > 1: k = −1, universo aberto.O modelo osmológio, desrito nos parágrafos preedentes, onheeu grandes suessos omoa expansão do universo, a nuleossíntese primordial e a radiação ósmia de fundo. Contudo,um erto número de observações não podem ser expliadas utilizando este modelo. Podemosnoti�ar aqui três problemas: problema do horizonte, da planitude e da homogeneidade, osquais são tratados geralmente no ontexto do modelo in�aionário.O modelo ΛCDMO enário da onstante osmológia (ΛCDM, ou seja, o modelo om matéria esura fria eonstante osmológia) é aquele que melhor se ajusta as observações. Este orresponde a uma



30densidade lagrangiana que é esrita omo f(R) = R−2Λ. Ele trata de forma separada a matériaesura sem pressão e a energia esura. Nesta seção, vamos menionar às observações maisreentes que têm permitido vinular o mais preisamente possível os parâmetros osmológios,onduzindo assim ao modelo de onordânia ΛCDM. Como desrevemos na seção preedente,a dinâmia do universo, via equações de Friedmann, é governada pelos parâmetros osmológiosque araterizam seu onteúdo e a sua geometria.RadiaçãoSendo proporional à a−4, a densidade de radiação é atualmente negligeniável: Ωrh
2 = 2, 47×

10−5.Matéria bari�niaA nuleossíntese primordial prediz a abundânia de Hélio , Deutério e Lítio também. Esse valoré onsistente om os dados obtidos mediante álulos da abundânia de bárions, a partir dasobservações das �utuações de temperatura na radiação ósmia de fundo, feitas pelo satéliteWMAP. A análise feita om os dados da nuleossíntese india que Ωbh
2 = 0, 02, Ωb = 0, 0456se h = 0, 7.Matéria esuraAlém da existênia dos bárions, fótons e neutrinos, existe uma outra omponente exótia,não bari�nia, hamada de matéria esura, que é inluída para dar onta do problema daformação de estruturas no universo (além de outras motivações). Essa matéria esura, damesma forma que a energia esura, ainda não foi detetada experimentalmente. A expressão�matéria esura�, foi usada para desrever matéria sem pressão (não-relativístia) que interagede forma muito fraa om as partíulas da matéria usual. A existênia da matéria esura foiindiada pela primeira vez em 1933 por Fritz Zwiky, que omparou as veloidades de dispersãodas galáxias no aglomerado de Coma om a massa das estrelas observadas. Uma vez que amatéria esura não emite a radiação eletromagnétia, sua presença é detetada prinipalmentepelos efeitos gravitaionais (por exemplo, o efeito de lente gravitaional, que é uma medidaindireta). A matéria esura pode aglomerar-se pela instabilidade gravitaional (ao ontrário



31da energia esura), gerando as estruturas loais que são observadas no universo. Ela tem umpapel ruial para a formação de estruturas em grandes esalas no universo, omo galáxiase aglomerados de galáxias. Em 2005, a deteção de pio das osilações aústias bari�nias(BAO) no desvio para o vermelho médio z = 0, 35 [9℄, das observações de galáxias vermelhasluminosas na SDSS (Sloan Digital Sky Survey) india um valor aproximativo de Ωm = 0, 273.Nos anos 1970-1980, existiam dois modelos de matéria esura ompletamente opostos queestavam em ompetição: o modelo �top-down�, que onsiderava as estruturas maiores, aglo-merados e super-aglomerados, formando-se primeiro e posteriormente fragmentando-se em ga-láxias; o modelo �bottom-up�, que onsiderava as menores estruturas formando-se primeiro eseguidamente aglomerando-se para formarem as maiores. Estes dois modelos difereniavam-sepela natureza das �utuações primordiais, a partir das quais desenvolveram-se as estruturas, ede espéies de matéria esura.As perturbações geradas no iniio da história do universo e que darão origem às estruturasobservadas podem ser de diferente natureza. Existem �utuações de densidade, aompanhadastambém por �utuações de pressão e de temperatura que mantém a entropia onstante. Chama-se esse tipo de �utuação de adiabátia. Nestas �utuações, o número de fótons permaneeproporional ao número de partíulas de matéria. No modo isotérmio, os fótons não seguema matéria e não �utuam. A temperatura permanee por onseguinte onstante. Este modoera tomado sobretudo em onsideração antes da medida efetiva das anisotropias da radiaçãoósmia de fundo. Desde que se observou �utuações de temperatura na CMB, os modelos não-adiabátios mais onsiderados são os modelos de �utuações de iso-urvatura, que onservama urvatura e a massa uniforme. Provavelmente a ombinação desses dois tipos de modosindependentes de �utuações se aproxima à realidade.Cada tipo de �utuação é assoiada a um tipo de matéria esura: seja a matéria esura fria(CDM-Cold Dark Matter) seja a matéria esura quente (HDM-Hot Dark Matter). O aráter�quente� ou �frio� está relaionado à veloidade média das partíulas quando desaoplam-se doplasma primitivo, onde fótons, bárions e matéria esura estão em equilíbrio. Neutrinos são poronseguinte os melhores andidatos para onstituir a matéria esura quente. Sua veloidaderelativístia, impede que as �utuações da matéria em pequena esala resça. Atualmente, oenário admitido para a formação das estruturas é o hierárquio, segundo o qual, as primeirasestruturas que se formam são as menores, que seguidamente se fundem para formarem as



32maiores.Aeleração ósmia e energia esuraA desoberta que a expansão do universo é aelerada foi feita primeiramente por Riess (1998)[10℄ e por Perlmutter (1999) [11℄, om as observações de supernovas do tipo Ia (SNeIa). Afonte para esta aeleração ósmia do universo é a �energia esura�. Apesar de muitos anos depesquisa (veja por exemplo, as revisões [12�16℄) sua origem ainda não foi identi�ada.A energia esura é uma omponente distinta da matéria ordinária omo a bari�nia e a radi-ação, no sentido que ela tem uma pressão negativa e tem a araterístia de não se aglomerarem pequenas esalas estando, portanto, distribuída de forma mais homogênea que a matériaesura (não bari�nia). Essa pressão negativa onduz à expansão aelerada do universo neutra-lizando a força gravitaional. As observações de supernovas do tipo Ia (SNeIa) mostraram queaproximadamente 70% da energia atual do universo onsiste da energia esura. O andidatomais simples para a energia esura é a onstante osmológia. Se a onstante osmológia éresponsável pela aeleração ósmia atual, preisamos enontrar um meanismo para obter ovalor minúsulo e onsistente om as observações.A�m de distinguir esta variedade de modelos da energia esura, é importante impormoslimitações, usando dados observaionais tais omo o SN Ia, CMB, e estrutura em grandesesalas (LSS). Geralmente, a maneira mínima de inluir a energia esura nesta estrutura éadiionar uma nova omponente de �uido perfeito, om equação de estado, ωX = pX/ρX, onde
ωX é a parâmetro da equação de estado, pX é a pressão e ρX é a densidade de energia. Issoé uma boa medida para desrever a propriedade da energia esura a nível do fundo. Entãopodemos reesrever a equação de Friedmann em termos do parâmetro de Hubble H(z).

H(z)2 = H2
0 [Ωm(1 + z)3 + Ωr(1 + z)4 + Ωk(1 + z)2 + ΩXX(z)] , X(z) =

ρX(z)

ρX(0)
. (2.83)Exigindo a onsistênia da Eq (2.83) e z = 0, H(z = 0) = H0 fornee

Ωm + Ωr + Ωk + ΩX = 1 . (2.84)Note que para uma onstante osmológia temos X(z) = const, pX = −ρX, que resulta em
ωX = −1. Em outros modelos da energia esura a equação de estado varia geralmente no tempo.



33Talvez a primeira tarefa da investigação da energia esura seja de detetar desvios de ωX daordem do valor −1, para enontrar se a energia esura pode ser identi�ada om a onstanteosmológia ou não. As observações de SN Ia forneeram a informação da expansão ósmiaem torno do desvio para o vermelho z . 2, pela medida de distânias da luminosidade dasfontes. A presença de energia esura onduz a um desloamento da posição dos pios aústiosem anisotropias da CMB, assim omo uma alteração do espetro da CMB em grandes esalasom hamado a isto efeito integrado Sahs-Wolfe [17℄.Os dados apenas daCMB, não são su�ientes para oloar limitações fortes na energia esura.A análise ombinada do SN Ia e CMB pode forneer limites na equação de estado de ωX e afração atual da densidade ΩX da energia esura [18℄. A distribuição da aglomeração das galáxiasem esala muito grande no éu, fornee igualmente as informações adiionais nas propriedadesda energia esura [19�21℄. Isto igualmente deu-nos um outro teste independente da energiaesura. Da análise ombinada do SN Ia, CMB, e BAO, o grupo de WMAP [18℄ obteve ointervalo −1, 097 ≤ ωX ≤ −0, 858 a 95% de nível de on�ança, supondo uma equação de estadoonstante. A onstante osmológia (ωX = −1) é onsistente om os dados observaionaisatuais, quando alguns modelos de energia esura tem sido exluídos pelas observações.Da in�ação a energia esuraA osmologia moderna revela que uma outra aeleração ósmia hamada �in�ação� oorreuno universo passado, antes da fase da radiação. A ideia da in�ação foi proposta originalmenteno prinípio dos anos 80 [22�25℄ para resolver diversos problemas osmológios tais omo:problemas da planitude e do horizonte. A in�ação, fornee igualmente um meanismo ausalpara a origem da estrutura em grandes esalas no universo. As anisotropias da temperaturana radiação ósmio de fundo (CMB), observada pelo satélite COBE em 1992 [4℄, mostrouque o espetro da �utuação é quase invariante de esala, onsistente om as previsões teóriasdo espetro de potênia da perturbação da densidade, originada das �utuações quântias deum ampo esalar durante a in�ação. Depois de 2003, o grupo WMAP, forneeu dadosobservaionais, om preisão elevada, das anisotropias da CMB [18,26,27℄, o que deu um forteapoio para a existênia do período in�aionário, da mesma forma que a energia esura.Depois do �m da in�ação o universo inorporou a fase da radiação, período em que oselementos omo deutério foram formados. Como a densidade de energia da radiação diminui



34mais rapidamente do que aquela da matéria não-relativístia (matéria esura e as bari�nias),a fase da radiação é seguida pela époa da matéria, em torno do desvio para o vermelho
z = 3000. A temperatura das anisotropias observadas por COBE e pelo WMAP, oorreramna última superfíie de espalhamento em que elétrons foram ligados pelo hidrogênio para formarátomos. Após este desaoplamento, os fótons puderam mover-se livremente sem experimentara dispersão de Thomson. O desaoplamento orresponde ao desvio para o vermelho da ordemde z = 1090. De aordo om o WMAP e a partir de dados omo em [18℄, as omponentesda energia na époa do desaoplamento são a matéria esura (63%), a radiação (25%), (fótons(15%) , neutrinos (10%)), a matérias bari�nia (12%) e uma quantidade desprezível de energiaesura.A formação de estruturas (galáxias e aglomerados) omeçou na fase da matéria, isto é,quando a matéria esura omeçou a dominar a densidade da energia total do universo. Amatéria bari�nia igualmente ontribui na formação das estruturas em grandes esalas, emerta medida. Obviamente, as estruturas observadas são feitas de matéria bari�nia. Durantea fase da matéria, a densidade da energia esura é negligeniável se omparada àquela damatéria esura, a�m de permitir su�iente resimento da estrutura em grande esala. Se aenergia esura for aoplada om a matéria esura, através de alguma interação (omo no enáriode aoplamento da quintessênia [28, 29℄), então a energia esura igualmente afeta a históriapassada da expansão do universo, assim omo a formação das estruturas em grandes esalas.Enquanto a densidade de energia da matéria esura evolui omo ρm ∝ a−3, a densidadede energia esura é quase onstante no tempo (ρx ∝ a−n om n provavelmente perto de 0).O iníio da aeleração ósmia oorre em torno do desvio para o vermelho z ∼ 1, emborahaja ainda uma inerteza para seu valor preiso, devido à dependênia do modelo. Vivemosentão em uma fase espeial da aeleração ósmia na história da expansão do universo. Oproblema da aeleração da expansão do universo omeçar ao redor do tempo atual, é hamadofrequentemente de problema da oinidênia. A era da radiação é posterior a uma fase deaeleração ósmia (in�ação) e a da matéria é anterior a uma outra fase (energia esura).



352.3 Modelos de energia esuraSe a origem da energia esura não for a onstante osmológia, pode-se prourar alguns modelosalternativos para expliar a aeleração ósmia hoje. As perguntas a respeito da naturezada matéria esura e da energia esura são dois problemas fundamentais da osmologia atual.Nenhuma resposta ainda foi enontrada, e numerosos modelos tentam eluidar estas perguntas.As investigações reentes para resolver os enigmas da matéria esura e da energia esura, domodelo osmológio padrão, seguem prinipalmente duas direções: uma primeira aproximaçãose onentra na introdução espeí�a das novas fontes no tensor momento-energia Tµν , sendoque uma delas deva ter uma pressão negativa no lado direito das equações de Einstein, eonstitui assim um desa�o para a físia de partíulas; enquanto a outra invoa uma modi�açãoda geometria do espaço-tempo (o lado esquerdo das equações de Einstein), restringindo-sesobretudo a algumas modi�ações da teoria da gravitação subjaente.Por exemplo, um ampo esalar fundamental desrevendo um �uido exótio é onsiderado,e estudado sobre uma base fenomenológia. A palavra exótio provém do fato que tal �uidodeve violar propriedades padrões dos �uidos (ondições de energia) de maneira a satisfazer osdados observaionais. Os prinipais modelos representativos que pertenem a esta lasse são osampos esalares dinâmios (quintessênia) [30�44℄, os ampos esalares om termos inétiosnão an�nios (modelos de k-essênia) [45�47℄ e �nalmente os modelos de �uidos [48, 49℄. Aquintessênia utiliza ampos esalares om poteniais que variam lentamente, ao passo na k-essênia é a energia inétia do ampo esalar que onduz à aeleração.Poderíamos também desrever fenomenologiamente as duas omponentes esuras atravésde uma únia equação de estado espeí�a. Tais modelos são onheidos na literatura omomodelos de quartessêenia ouUDM. O protótipo dos modelos de quartessênia são baseados emum �uido perfeito om uma equação de estado espeí�a, omo o modelo do gás de Chaplygin[50℄ e sua generalização [48℄, que pode ser obtida a partir de uma densidade lagrangiana omum potenial adequado. Os modelos de Chaplygin têm sido testados om dados observaionaisde SNeIa, lentes gravitaionais, rádio galáxias e fração de bárions [51�53℄. Houve muitastentativas de onstruir um modelo de ampo esalar para a energia esura, baseados na físiade partíulas (veja [49, 54�57℄).A omponente da energia esura pode advir, por exemplo, do lagrangiano de urvatura de



36Rii de ordens superiores [58�60℄, as teorias Esalares-Tensoriais [29, 61�63℄, e os modelosbraneworld [12,64℄. Uma alteração possível do CDM é desrito por uma densidade lagrangiananão-linear em termos de R, que é hamado Teoria f(R).As teorias Esalares-Tensoriais orrespondem a teorias em que o esalar de Rii R aoplaa um ampo esalar φ, om uma forma da aoplamento F (φ) × R hamado de aoplamentonão-mínimo. Ela inlui a teoria de Brans-Dike [65℄ e a Gravidade Dilat�nia [66℄ omo asosespeí�os. Há também a possibilidade de expliar a aeleração ósmia através de teoriasde dimensões extras: por exemplo modelos de braneworld propostos por Dvali, Gabadadze ePorrati (DGP) [64℄.Exemplo: gás de ChaplyginNesta seção, disutimos o arquétipo dos modelos de uni�ações da energia esura e da matériaesura. O gás de Chaplygin é um �uido que pode onduzir à aeleração ósmia no futuro eque tem a seguinte equação de estado
p = −A

ρ
, (2.85)onde A é uma onstante positiva. O gás generalizado de Chaplygin tem uma equação de estado

p = − A

ρα
. (2.86)Usando as equações (2.86) e (2.72), resulta em

ρc = ρc0g(a)
1

1+α , g(a) = Ā+
(1− Ā)

a3(1+α)
, (2.87)onde Ā = A

ρ1+α
c0

é uma onstante. A equação de estado do gás generalizado de Chaplygin é
ω =

p

ρ
= − A

ρα+1
= − 1

1 + Ā
A
(1 + z)3(1+α)

. (2.88)O gás generalizado de Chaplygin omporta-se omo a matéria no passado
ρ ∝ a−3 , ω ≃ 0 , por a ≪ 1 , (2.89)



37e omo uma onstante osmológia no futuro
ρ ≃ const , ω ≃ −1 , por a≪

(

Ā

A

)
1

3(1+α)

. (2.90)O modelo original do gás de Chaplygin orresponde a α = 1. Uma onstante osmológiaorresponde a α = 0 e Ā = 1. O gás de Chaplygin fornee uma possibilidade interessante paraa uni�ação da energia esura e da matéria esura. Loalmente o �uido pode se aglomerarenquanto, ao mesmo tempo, pode permaneer omo uma omponente homogênea a grandesesalas. Outra vantagem é que este modelo, a nível das equações de base, desreve bem adistânia de luminosidade observada através das supernovas tipo Ia [67, 68℄. Porém, a nívelperturbativo o espetro de potênia das perturbações de densidade possui grandes osilações[69℄, que não apareem no espetro de potênia de massa observado, muito embora isto aindaseja objeto de ontrovérsias.



38
Capítulo 3
Teoria das perturbações osmológias
Apresentamos neste apítulo os prinípios da teoria linear das perturbações osmológias. Co-meçaremos om a disussão não relativístia e onluiremos om a disussão relativístia geral,onde estudaremos diversos asos no alibre newtoniano e no sínrono, a partir das fórmulas damétria (2.57), do tensor energia-momento (2.59), e das equações de Einstein (2.67).3.1 Perturbações osmológias newtonianas.A teoria newtoniana, omo uma aproximação limite da relatividade geral, é somente apliávelem osmologia para esalas dentro do raio de Hubble, onde os efeitos da urvatura do espaço-tempo são negligeniáveis. Neste ontexto, analisamos somente as perturbações da densidadena omponente não-relativístia. Perturbações na matéria, em todas as esalas, exigem a teoriarelativístia ompleta. Assim, torna-se laro que a análise newtoniana aplia-se somente à fasematerial do universo. Aqui, apresentaremos a ideia da instabilidade de Jeans, usando omoexemplo simples um �uido não-relativístio sujeito à expansão ósmia.As equações gerais do �uidoPara omeçarmos, onsideraremos algumas ideias fundamentais que se apliam a ambas asteorias, newtoniana e relativístia. Seguindo a referênia [70℄, modelamos o universo omo um�uido. Um oneito adiional importante é o de observador o-móvel, que segue a expansão douniverso. Adotando um desrição newtoniana, espei�ando as oordenadas do espaço om ~x e



39um tempo universal om t, onsideramos um �uido om a densidade ρ(~x, t) e a pressão p(~x, t),movendo-se om a veloidade ~V no potenial gravitaional Φ(~x, t). Sua evolução é governadapelas equações
∂ρ

∂t
+ ~∇.(ρ~V ) = 0 , (3.1)

∂~V

∂t
+ (~V .~∇)~V +

1

ρ
~∇p + ~∇Φ = 0 , (3.2)

~∇2Φ− 4πGρ = 0 . (3.3)As expressões (3.1), (3.2) e (3.3) desrevem as equações da ontinuidade, de Euler e de Poisson.Um elemento de �uido tem posição ~r(t) = a(t)~x , om ~x o-móvel e veloidade ~V = da
dt
~x = d~r

dt
=

H(t) ~r(t) onde usamos ~̇x = 0 (o-móvel). A derivada em relação o tempo, ao longo da trajetóriado elemento é:
d

dt
=

∂

∂t
+
dxi

dt

∂

∂xi
=

∂

∂t
+ (~V · ~∇) . (3.4)As perturbações são introduzidas da seguinte forma:

ρ(t, ~x) = ρ(0)(t) + δρ(t, ~x) ,

p(t, ~x) = p(0)(t) + δp(t, ~x) ,

~V (t, ~x) = ~v(0)(t) + δ~v(t, ~x) ,

Φ(t, ~x) = Φ(0) + δΦ(t, ~x) . (3.5)om, ~v(0) = H(t)~r e Φ(0) = 2G ¯ρ(t)x2

3
, onde δ~v(t, ~x) é a veloidade peuliar e δΦ(t, ~x) é o potenialgravitaional peuliar das perturbações da densidade de matéria δρ(t, ~x). Sendo a pressãohomogênea, ela não ontribui a nível da base. Podemos esrever as equações pelas perturbaçõesde primeira ordem omo:

∂δ

∂t
+

1

a
~∇δv = 0 , (3.6)

∂δ~v

∂t
+Hδ~v +

c2s
aρ(0)

~∇δ + 1

a
~∇δΦ = 0 , (3.7)

∇2δΦ− 4πGa2ρ(0)δ = 0 , (3.8)



40onde δ ≡ δρ/ρ(0) é o ontraste da densidade e cs = δp
δρ
é a veloidade do som. Os resultados (3.6)-(3.8) determinam ompletamente o omportamento das perturbações da densidade. Quandoombinados onduzem a uma equação diferenial de segunda ordem que desreve a evoluçãolinear do ontraste da densidade. Em partiular, tomando a derivada temporal de (3.6) eusando as Eqs. (3.7), (3.8), enontramos

∂2δ

∂t2
− c2s
a2

∇2δ = −2H
∂δ

∂t
+ 4πGρ(0)δ . (3.9)Aima supomos a gravidade newtoniana, a qual exige a dominação da matéria, além de umaonstante osmológia nula. Contanto que as esalas sejam menores que a do horizonte, aEq. (3.9) pode desrever as perturbações da matéria na presença de um fundo radiativo ou deuma onstante osmológia.A equação (3.9) é uma equação de propagação de onda om dois termos extras do lado direito,um devido à expansão do universo e o outro devido à gravidade. Consequentemente, é naturalprourar soluções de onda plana da seguinte forma:

δ =

∫

δ̃(~k)(t)e
i~k ·~x d3k

(2π)3/2
, (3.10)onde δ̃(~k ) = δ̃(~k )(t), k =

√
kαk

α é a quantidade assoiada ao número de onda o-móvel e kα é ovetor de onda. Com a deomposição de Fourier de Eq. (3.9) obtemos
d2δ̃(k)
dt2

= −2H
dδ̃(k)
dt

+

(

4πGρ(0) − c2sk
2

a2

)

δ̃(k) , (3.11)a qual determina a evolução do modo perturbativo k. O primeiro termo no lado direito daEq. (3.11) é devido à expansão e sempre suprime o resimento de δ̃(k). O segundo re�eteo on�ito entre a força da pressão e a gravidade. Quando 4πGρ(0) ≫ c2sk/a
2 é a gravidadedominante. Por outro lado, é a pressão que domina se c2sk 2/a2 ≫ 4πGρ(0). O ponto 4πGρ(0) =

c2sk
2/a2 de�ne a esala de omprimento

λJ = cs

√

π

Gρ(0)
, (3.12)onde k = 2πa

λJ
A esala físia λJ, onheida omo � omprimento de Jeans �, onstitui umaaraterístia da perturbação, pois separa os modos gravitaionais estáveis dos instáveis. As



41�utuações em esalas bem além do λJ, resem através da instabilidade gravitaional, enquantomodos om λ≪ λJ são estabilizados pela pressão. O omprimento de Jeans orresponde a uma� massa de Jeans�, de�nida omo a massa ontida dentro de uma esfera de raio λJ/2
MJ =

4
3
πρ

(

λJ
2

)3

, (3.13)onde ρ é a omponente da densidade perturbada.Até aqui onsideramos somente um �uido. Ao tratar perturbações em um meio de multi-omponentes (por exemplo bárions, fótons, neutrinos ou outras partíulas exótias), as ompo-nentes não-relativístias evoluem de aordo om
d2δi
dt2

= −2H
dδi
dt

+ 4πGρ(0)
∑

j

ǫjδj −
(cs

2)i k
2

a2
δi , (3.14)onde o índie i refere-se as diferentes omponentes e ǫi = ρi/ρ

(0). A soma é feita sobre todasas espéies ǫi que fornee uma medida da ontribuição de ada omponente i da densidadetotal do fundo ∑i ρi. Contudo, a densidade da omponente de matéria fria, ontribui om aexpansão do fundo. Em primeira aproximação, H é determinada pelo omponente que dominaa gravitação. Chamaremos teq o tempo a partir do qual a matéria domina a evolução ósmia.Prouraremos agora soluções das Eqs. (3.11) e (3.14) nas três seguintes situações diferentes:
⋆ Perturbações da omponente não-relativístia dominante (bari�nia ou não) para t > teq.
⋆ Flutuações da matéria não-bari�nia para t < teq.
⋆ Perturbações de bárions em presença de uma espéie dominante, sem olisão.Universo Einstein -de Sitter perturbadoConsideramos um �uido om pressão desprezível (i.e. p = 0 = c2s). Esse modelo, igualmenteonheido omo universo de Einstein-de Sitter, fornee uma boa desrição do nosso universoapós a reombinação. À ordem zero a ∝ t2/3, H = 2/(3t) e ρ(0) = 1/6πGt2. Perturbamoseste fundo e investigamos esalas dentro do raio de Hubble, onde o tratamento newtoniano é



42apliável. Ao usar a de�nição (3.12) e relação λ = 2πa/k , Eq. (3.11) se torna
t2
d2δ

dt2
+ 4

3
t
dδ

dt
− 2

3

[

1−
(

λJ
λ

)2
]

δ = 0 , (3.15)onde, em partiular, temos λJ = 0 para cs = 0. Para modos dentro do horizonte e maiores queo omprimento de Jeans (λJ ≪ λ≪ λH) enontramos
δ = C1t2/3 + C2t−1 , (3.16)para a evolução do ontraste da densidade. Há duas soluções: uma que rese e outra quederese. A solução geral é expressa omo uma ombinação linear dos dois modos. No pas-sado, somente o modo resente das perturbaçoes era importante. Note que as perturbaçõesbari�nias não podem reser até que a matéria bari�nia desaople da radiação na reombi-nação (supomos sempre teq < trec). As partíulas da matéria esura, por outro lado, já estãodesaopladas e as �utuações na densidade delas podem reser imediatamente depois da equi-valênia. Em seguida à reombinação, a perturbação na densidade dos bárions também reseproporionalmente ao fator de esala. Em esalas muito menores que o omprimento de Jeans(λ≪ λJ), a Eq. (3.15) admite a solução

δ = Ct−1/6e±i
√

2/3(λJ/λ)lnt , (3.17)a qual desreve uma osilação dissipativa. Assim, perturbações em esalas muito pequenas namatéria não-relativístia são suprimidas pela pressão.Mistura de radiação e matéria esuraConsideramos a era da radiação: a ∝ t1/2 e H = 1/2t. Apliando a Eq. (3.14) a uma misturada radiação e de partíulas sem olisão, om cs = 0, temos
d2δme

dt2
+ 2H

dδme

dt
= 4πG (ρrδr + ρmeδme) ≃ 4πGρrδr , (3.18)



43om ρme ≪ ρr ≃ ρ(0). Consideramos que as �utuações no �uido radiativo são desprezível. Dadoque antes da equipartição H = 1/2t, a equação aima reduz-se a
t
d2δme

dt2
+
dδme

dt
= 0 , (3.19)e admite a solução

δme = C1 + C2lnt . (3.20)Assim a solução geral é a superposição de uma onstante mais um termo logarítmio. Istosigni�a que as perturbações podem reser no máximo em logaritmo, i.e., muito mais devagardo que fariam em um universo dominado pela matéria. Este resultado, onheido omo o efeitoMészáros [71℄, implia que a formação de estrutura tem que esperar até que o universo passepela fase de matéria. A razão físia para este resultado pode ser identi�ada omo onsequêniada expansão rápida durante a era da radiação. Assim, nas perturbações de pequena esalada époa da radiação no omponente sem olisão, temos um resimento logarítmio, mesmoquando λ > λJ.Mistura de matéria esura e bari�niaDurante o período entre o equilíbrio e a reombinação as perturbações na omponente esuraresem por um fator arec/aeq = Teq/Trec. Após o desaoplamento, as perturbações na matériaordinária, igualmente, omeçam a reser, onduzidas pelo potenial gravitaional, determinadopela matéria esura. Considere o universo da pós-reombinação, om a ∝ t2/3 e H = 2/(3t),dominado pela matéria esura não-bari�nia. Para �utuações bari�nias, nas esalas maioresque λJ, Eq. (3.14) onduz a
d2δb
dt2

+ 2H
dδb
dt

= 4πGρ(0) (ǫmeδme + ǫbδb) ≃ 4πGρmeδme . (3.21)Com cs ≃ 0 pelas espeies e ρb ≪ ρme ≃ ρ(0). Introduzindo o fator de esala omo a variávelindependente, podemos esrever a equação aima omo
a3/2

d

da

(

a−1/2dδb
da

)

+ 2
dδb
da

= 3
2
C , (3.22)



44onde igualmente usamos a relação a ∝ t2/3. A ondição iniial na reombinação é δb = 0, devidoao forte aoplamento entre os bárions e os fótons, e δme 6= 0. A solução
δb = δme

(

1− arec
a

)

, (3.23)mostra que δb → δme quando a≫ arec.A análise feita aqui, está baseada na teoria newtoniana, então é válida somente para esalasmenores que o horizonte, ontanto que tratemos as �utuações na omponente não-relativístia.Além disso, durante a fase da radiação e na era da dominação da urvatura, as perturbaçõesnão resem. Essa supressão oorre porque, em ambas as époas, a expansão é muito rápidapara as perturbações terem algum resimento. Após a equivalênia, �utuações om os om-primentos de onda maiores do que o omprimento de Jeans, resem omo δ ∝ a ∝ t2/3. Noteque as perturbações bari�nias não resem até a reombinação, devido ao forte aoplamentoentre bárions e fótons. As �utuações da matéria esura, por outro lado, omeçam a reser ime-diatamente depois da igualdade da matéria-radiação. Assim que os bárions desaoplarem dosfótons, eles serão onduzidos pelo potenial gravitaional da espéie sem olisão. Assim, imedi-atamente depois da reombinação, as �utuações bari�nias resem rapidamente e se igualamàquelas na matéria esura. Subsequentemente, as perturbações em ambas as omponentes res-em proporionalmente ao fator de esala. Tal omportamento explia omo as perturbaçõespequenas do universo da era da matéria podem aumentar para alançar o regime não-linear eonsequentemente são as sementes a partir das quais as estruturas no universo presentementeobservadas foram formadas.3.2 Perturbações osmológias: relatividade geralEmbora a análise newtoniana forneça uma visão valiosa no omportamento das inomogeneida-des, ela também tem sérios defeitos. O omprimento de onda apropriado de todos os modosperturbativos será maior do que o horizonte em époas reentes. Em tais esalas, os efeitosrelativístios gerais tornam-se importantes. Além disso, não podemos usar a teoria newtonianapara estudar as perturbações na omponente relativístia. Torna-se laro que um tratamentorelativístio geral das perturbações da densidade osmológia é imperativo. Nesta seção, abor-daremos o tratamento relativístio ompleto, geral da evolução de perturbações pequenas sobre



45um fundo FLRW. Como se verá, isto envolve esrever a métria omo a métria FLRW maisuma (pequena) perturbação. Então, omputamos o tensor perturbado δGµν de Einstein, otensor perturbado δTµν de energia-momento, e obtemos �nalmente as equações perturbadasde Einstein que governam a evolução da métria, assim omo da matéria-energia. No que sesegue, negligeniaremos a urvatura espaial supondo se tratar das perturbações nas esalasmuito menores do que o raio de urvatura do universo. Isso não é uma limitação, visto que
Ωk ∼ 10−2, de modo que o raio atual de urvatura é pelo menos em vezes maior do que oomprimento de Hubble, e a aproximação plana é apropriada mesmo para os modos que estãobem aima do horizonte (isto é, uma perturbação om o omprimento de onda muito maiordo que o raio de Hubble). No apítulo 2, esboçamos a história ósmia da expansão no fundohomogêneo e isotrópio de FLRW. Uma métria que se afaste do espaço tempo de FLRW podeser esrita omo a soma de uma parte FLRW mais outra parte que então, hamaremos daparte perturbada [72�74℄. Supondo-se que as perturbações sejam pequenas, então esta divisãoda métria ompleta em uma parte não perturbada e uma outra parte perturbada onduz aresultados extremamente úteis.Para perturbar as equações relativístias deve-se antes de mais nada perturbar a métria.Em primeira ordem:

gµν = g0µν + δgµν . (3.24)Todas as entradas no δgµν , perturbação da métria, têm que ser pequenas em relação às daordem zero. Nesta seção esrevemos a métria diretamente em termos do tempo onforme η,de�nido omo dη = dt
a(t)

. Qualquer função f(t) satisfaz a regra
ḟ(t) =

f ′(η)

a(η)
, (3.25)

f̈(t) =
f ′′(η)

a2(η)
−H f ′(η)

a2(η)
, (3.26)onde uma linha (′) india agora difereniação em relação ao tempo onforme η, logo

H =
a′

a
. (3.27)



46Em partiular, podemos ajustar as seguintes identidades:
H =

ȧ

a
=
a′

a2
=

H
a
,

ä =
a′′

a2
− H2

a
,

Ḣ =
H′

a2
− H2

a2
,

H2 =
8πGρ

3
− k

a2
=⇒ H2 =

8πGρa2

3
− k ,

Ḣ = −4πG (ρ+ p) =⇒ H′ = −4πG

3
(ρ+ 3p) a2 ,

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0 =⇒ ρ′ + 3H(ρ+ p) = 0 . (3.28)Consideramos as perturbações osmológias sobre a métria de fundo do universo plano deFLRW (2.57). A métria pode ser reesrita de forma mais simples no tempo onforme:
ds2 = g(0)µν dx

µν = a(η)2[dη2 − γij(x)]dx
idxj , (3.29)onde γij é a métria das seções espaiais para um espaço de urvatura espaial onstante k.Usaremos a quantidade onforme de HubbleH = 1

a
da
dη

= Ha. Pode-se lassi�ar as perturbaçõesda métria em 3 ategorias, perturbação esalar, perturbação vetorial e perturbação tensorial eainda em dois modos, o adiabátio e de urvatura, mas estes dois modos dependem do onteúdomaterial.A introdução de perturbações da métria depende da esolha do alibre. Dependendo doalibre, é preiso esolher um sistema oordenado que desreva as perturbações na relatividadegeral.3.2.1 Perturbações na métria e no tensor energia-momentoA métria perturbada total é então
ds2 = [g(0)µν + δgµν(x

γ)]dxµdxν , δgµν ≪ g(0)µν , (3.30)onde δgµν é a métria não perturbada e g(0)µν é a métria de FLRW. A forma peuliar do elementoda linha perturbado na Eq.(3.30), assim omo o número de graus de liberdade esalares, é



47justi�ado omo segue:
• A métria ompletamente perturbada é desrita generiamente pelas perturbações esa-lares, vetoriais e tensoriais.
• O número total de graus de liberdade de um tensor simétrio em um espaço-tempo dedimensão n é n(n+1)

2
.

• A entrada g00 pode ser esrita omo (1 + 2φ(η, ~x)), onde φ(η, ~x) orresponde a umaperturbação puramente esalar.
• As entradas de g0i podem ser parametrizada omo Bi(η, ~x) = Bi + B,i onde Bi

,i = 0. Otermo B,i orresponde a uma perturbação esalar. O Bi orresponde a uma perturbaçãovetorial.
• As entradas do gij podem ser esritas omo (−1− 2ψ(η, ~x))δij +Eij(η, ~x), onde o ψ(η, ~x)é uma perturbação esalar que toma a parte do traço de gij, e o Eij(η, ~x) é um tensorsimétrio sem traço.
• Eij(η, ~x) = ES

ij(η, ~x) + EV
ij (η, ~x) + ET

ij(η, ~x) é expresso em termos da perturbação esalar
ES

ij , de uma perturbação vetorial (EV
ij ), e da perturbação tensorial ET

ij .
• Os ES

ij(η, ~x) podem ser esritos omo E,i,j(η, ~x) porque é um tensor sem traço simétrioque orresponde à perturbação esalar e .
• Os EV

ij (η, ~x) podem ser esritos omo ∂iEj + ∂jEi, onde Ei é uma perturbação vetorialque satisfaz Ei
,i = 0.

• Os ET
ij(η, ~x) orrespondem a uma perturbação tensorial tal omo Ei

j,i = 0.Podemos esrever a métria perturbada geral dessa forma
gµν = a2





1 + 2φ(η, ~x) Bi(η, ~x)

Bi(η, ~x) (1 − 2ψ(η, ~x)) δij + Eij(η, ~x)



 , (3.31)e o elemento de linha
ds2 = a2(η)

[

(1 + 2φ(η, ~x))dη2 + 2Bi(η, ~x) dη dx
i − ((1− 2ψ(η, ~x))δij − Eij(η, ~x)) dx

i dxj
]

.



48(3.32)Usando a relação
(

gµα(0) + gµα
)

(

g(0)αν + gαν
)

= δµν , (3.33)obtemos a métria inversa da seguinte forma
gµν =

1

a2





1− 2φ(η, ~x) Bi(η, ~x)

Bi(η, ~x) (−1− 2ψ(η, ~x))δij − Eij(η, ~x)



 . (3.34)As perturbações esalares englobam as perturbações da densidade, da pressão e da instabilidadegravitaional. Elas são responsáveis pela formação da estrutura do universo. As perturbaçõesvetoriais tendem a dereser em um universo em expansão e onsequentemente é provável quenão sejam importantes na osmologia. As perturbações tensoriais nada mais são que as ondasgravitaionais, desta vez em um universo em expansão, elas têm importânia osmológia desdeque tenham um efeito pereptível na anisotropia da radiação ósmia de fundo. As transfor-mações de alibre afetam as perturbações esalares e vetoriais, mas as perturbações tensoriaissão invariantes por transformações de alibre. A evolução total da perturbação ompleta éapenas uma superposição linear da evolução independente das perturbações esalares, vetoriaise tensoriais, no entanto onsideraremos somente as perturbações esalares (isto é verdade só noaso de perturbações pequenas, no regime linear).3.2.2 Transformações de alibreA assoiação entre pontos no espaço-tempo de fundo e no espaço-tempo perturbado é feitaatravés do sistema oordenado xα. Na teoria de perturbação da RG, uma transformação dealibre signi�a uma transformação in�nitesimal de oordenada entre tais sistemas oordenadosno espaço-tempo perturbado. Nesta seção, onsideramos x̃α omo as oordenadas de fundo. Asoordenadas de dois sistemas diferentes no espaço-tempo perturbado (que orresponde a doisalibres) pelo x̂α e o x̃α, quando relaionados, se transformam na seguinte oordenada
xµ → x̃α = x̂α + ξα(xν) . (3.35)



49No espaço-tempo perturbado temos quantidades perturbadas orrespondentes,
s = s(0) + δs ,

uα = u(0)α + δuα ,

Bαβ = B(0)
αβ + δBαβ , (3.36)Considere primeiramente os 4 esalares s. A quantidade ompleta s = s(0) + δs está no espaçotempo perturbado. A transformação de alibre de δs é esrita da seguinte forma:

δ̃s(xα) = δ̂s(xα)− s(0)′ξ0 . (3.37)Em analogia da Eq (3.37), as perturbações vetoriais e em ampos tensoriais nos dois alibressão de�nidas omo
˜δBαβ = ˆδBαβ − ξµ,αB

(0)
µβ − ξν,βBαν −B

(0)
αβ,µξ

µ . (3.38)De forma semelhante, obtemos as regras da transformação de alibre por perturbaçoes vetoriais,
δ̃u

α
= δ̂u

α
+ ξα,βu

(0)β − u
(0)α
,β ξβ . (3.39)3.2.3 Transformação do alibre das perturbações esalares da métriaNa seção preedente, derivamos a lei da transformação que relaiona dois alibres arbitrários.Apliando a equação de transformação de alibre (3.38) às perturbaçoes da métria, temos:

δg̃µν(x) = δgµν(x)− g
(0)
µβ (x)∂νξ

β − g(0)αν (x)∂µξ
α − ξ0∂0g

(0)
µν (x) +O(ξ2) , (3.40)onde substituímos a soma ξα∂αg(0)µν (x) pela ξ0∂0g(0)µν (x) pois a métria de fundo depende somenteda oordenada temporal x0 = η. Notamos que ambos os lados desta equação são omputadospara os mesmos valores da oordenada x nos dois alibres, que geralmente não orrespondemao mesmo ponto físio. Suponhamos que ξ venha a ser da mesma ordem que as perturbaçãoda métria ψ,Bi, φ e Eij e usamos a métria de fundo. Consideramos uma transformação de



50oordenada geral (3.35) e separamos o tempo e as omponentes espaiais omo
x̃0 = x0 + ξ(η, ~x) ,

~̃x = ~x+ ~∇ζ(η, ~x) + ~ǫ (η, ~x) , ~∇ · ~ǫ = 0 , (3.41)onde o vetor ~xi foi deomposto em um omponente longitudinal ζ tal que o rotaional ~∇ζ(~∇× ~∇ζ = 0) e em um omponente transversal ~ǫ (~∇ ·~ǫ = 0). As perturbações da métria dosdois sistemas oordenados são relaionadas nas quantidades perturbadas de primeira ordem,omo as transformações de alibre das oordenadas seguintes:
ψ̃(η, ~x) = ψ(η, ~x)− ξ′(η, ~x)− a′

a
ξ(η, ~x) , (3.42)

B̃i(η, ~x) = Bi(η, ~x) + ∂iξ(~x, η)− ∂iζ
′(η, ~x)− ǫ′i(η, ~x) , (3.43)

φ̃(η, ~x) = φ(η, ~x) +
1

3
∇2ζ(~x, η) +

a′

a
ξ(~x, η) , (3.44)

Ẽij(η, ~x) = Eij(η, ~x)− 2

{(

∂i∂j −
1

3
δij∇2

)

ζ(η, ~x) +
1

2
(∂iǫj + ∂jǫi)

}

. (3.45)Temos as transformações de alibre das oordenadas das perturbações esalares que são asseguintes:
φ̃(η, ~x) = φ(η, ~x) − (aξ0)′

a
,

B̃(η, ~x) = B(η, ~x) + ζ ′ − ξ0 ,

ψ̃(η, ~x) = ψ − a′

a
ξ0 ,

Ẽ(η, ~x) = E + ζ .As ombinações lineares das quatro funções φ, ψ, B, e o E invariantes de alibre são as duasquantidades seguintes, hamadas Poteniais do Bardeen [74℄:
Φ(η, ~x) = φ(η, ~x)− 1

a
[a(B(η, ~x)−E ′(η, ~x))]′,

Ψ (η, ~x) = ψ(η, ~x) +
a′
a
(B(η, ~x)− E ′(η, ~x)) . (3.46)Essas quantidades são invariantes sob transformações de alibre.



513.2.4 Perturbação do tensor de energia-momentoAs perturbações da métria estão relaionadas às perturbações do tensor energia-momento Tµν ,om as equações de Einstein. A ordem linear nas perturbações do tensor energia-momento(2.59) é dada da seguinte forma:
T 0

0 = (ρ(0) + δρ) ,

T 0
i = (ρ(0) + p(0))vi = −T i

0 ,

T i
j = (p(0) + δp)δij + Σi

j , Σi
i = 0 . (3.47)onde Σi

j é a perturbação anisotrópia. É onveniente de�nir
θ =

ikδT 0
j

(ρ(0) + p(0))
= ikjvj ,

σ = −(k̂i.k̂j − δij
3
)Σi

j

(ρ(0) + p(0))
, (3.48)onde k̂ =

~k
k
. De�nimos:

ω =
p

ρ
, cs

2 =
δp

δρ
.3.2.5 Calibre newtonianoNo alibre newtoniano (alibre longitudinal),E = B = 0 na equação (3.46). Assim os poteniaisde Bardeen são iguais às duas perturbações ψ e φ da métria. Portanto a métria é da seguinteforma

ds2 = a2(η)
{

(1 + 2φ(η, ~x))dη2 − (1− 2ψ(η, ~x))δijdx
idxj

}

. (3.49)É um alibre partiularmente simples sendo apliável para o modo de perturbações esalaresda métria. As vantagens do alibre newtoniano são que a métria perturbada é diagonal e asperturbações da métria φ(η, ~x) é o potenial gravitaional no limite newtoniano. Da expressãopara as onexões a�ns em termos da métria (2.27) obtemos
δΓα

βγ =
1

2
δgαρ (gργ,β + gβρ,γ − gβγ,ρ)

+
1

2
gαρ (δgργ,β + δgβρ,γ − δgβγ,ρ) . (3.50)



52As omponentes da onexão não perturbada nao nulas são
Γ0

00 = H , Γi
0j = H δij , Γ0

ij = H δij , Γi
00 = Γ0

0i = Γi
jk = 0 .(3.51)As únias omponentes não nulas da onexão a�m perturbadas são dadas por;

δΓ0
00 = φ′ , δΓ0

0i = φ,i , δΓi
00 = φ,i , (3.52)

δΓ0
ij = H[(−2φ− 2ψ − ψ′)δij] , (3.53)

δΓi
0j = −ψ′δij , (3.54)

δΓi
jk = ψj δ

i
k − ψkδ

i
j + ψiδjk . (3.55)Para esrever as equações de Einstein, preisamos da perturbação do tensor de Rii (2.34)

δRµν = ∂α δΓ
α
µν − ∂µ δΓ

α
να + δΓα

σα Γ
σ
µν + Γα

σα δΓ
σ
µν

− δΓα
σν Γ

σ
µα − Γα

σν δΓ
σ
µα . (3.56)Os valores de fundo são dados por

R00 = −3H′ , R0i = 0 , Rij =
(

H′ + 2H
)

δij , (3.57)enquanto os valores perturbados são dados por
δR00 = ∆φ+ 3ψ′′ + 3Hψ′ + 3Hφ′ , (3.58)

δR0i = 2(ψ′ + 2Hφ),i , (3.59)
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δRij =

(

−Hφ′ − 5Hψ′ − 2(H′ +H)φ− 2 (H)2 φ

− 2(H′ +H)ψ − 2 (H)2 ψ − ψ′′ + ∂k∂
kψ −

)

δij

+∂i∂jψ − ∂i∂jφ . (3.60)Os omponentes do tensor de Einstein são
δG0

0 = a−2[−2∆ψ + 6Hψ′ + 6H2φ] ,

δG0
i = a−2(2ψ − 2Hφ),i ,

δGi
0 = a−2(2ψ′ − 2Hφ),i ,

δGi
j = a−2[2ψ′′ −∆(ψ − φ) + 2H(φ′ + 2ψ′) + (4H′ + 2H2)φ]δij + a−2[ψ − φ],i,j .(3.61)Após ter de�nido as diferentes quantidades perturbadas, temos as equações de Einstein per-turbadas

δGµ
ν = 8πGδT µ

ν . (3.62)Substituindo a métria da Eq. (3.49) nas equações de Einstein, Eq. (3.62), e mantendo asperturbações na ordem linear, podemos enontrar as equações das perturbações invariantesalibre [74℄:
∆Φ+−3H(Ψ ′ +HΦ) = 4πGa2δT 0

0,

(Ψ ′ +HΦ),i = 4πGδT 0
i,

Ψ ′′ +H(2Ψ + Φ)′ + (2H +H2)Φ+
1

2
∆(Φ− Ψ )δij −

1

2
(Φ− Ψ ),i,j = 4πGδT i

j , (3.63)onde as perturbações Φ e Ψ , no alibre invariante da métria, são de�nidas nas Eqs.(3.46). Asequações da perturbação no alibre newtoniano têm as mesmas formas das Eqs. (3.63), om
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Φ = φ e Ψ = ψ. Para um modo o-móvel, de número de onda k, temos::

k2φ+ 3H (φ′ +Hψ) = 4πGa2δT 0
0 , (3.64)

k2 (φ′ +Hψ) = 4π Ga2(ρ(0) + p(0))θ , (3.65)
φ′′ +H(ψ′ + 2φ′) +

(

2H′ −H2)
)

ψ +
k2

3
(φ− ψ) =

4π

3
Ga2δT i

i , (3.66)
k2(φ− ψ) = 12πGa2(ρ(0) + p(0))σ . (3.67)A perturbação da equação (2.71), da onservação do tensor energia-momento, onduz a

δ(T µν
;ν ) = δT µν

,ν + δΓµ
λνT

λν + Γµ
λνδT

λν + δΓν
λνT

µλ + Γν
λνδT

µλ = 0 . (3.68)Obtemos as duas equações (para µ = 0 e µ = i) no alibre newtoniano :
δ′ = −(1 + ω) (θ − 3φ′)− 3H

(

δp

δρ
− ω

)

δ ,

θ′ = −H(1 − 3ω)θ − ω′

1 + ω
θ +

δp/δρ

1 + ω
k2δ − k2σ + k2ψ . (3.69)Comparando as Eqs. (3.69) e a Eq. (3.64) om as Eqs. (3.1)�(3.3) temos um tratamento onsis-tente das perturbações do tensor da métria e de energia-momento, que onduzem aos termosadiionais omparados om as equações perturbadas de Euler, no aso não relativístio. Édifíil manipular as equações das perturbações, no alibre newtoniano, para obter uma úniaequação para perturbação da densidade. Isto é feito mais failmente no alibre sínrono.3.2.6 Calibre sínronoO alibre sínrono orresponde a φ = 0 e B = 0 na Eq. (3.31). O alibre sínrono podeser usado para as perturbaçoes esalares, vetoriais e tensoriais. Nesta seção, onsideramossomente perturbações esalares. A métria de FLRW perturbada, no alibre sínrono, é esritageralmente omo:

ds2 = a2(η){dη2 − (δij + hij)dx
idxj} . (3.70)A perturbação hij pode se deompor da seguinte forma

hij = hδij/3 + h
‖
ij + h⊥ij + hTij , (3.71)



55onde as omponentes h e h‖ij representam as partes esalares e h⊥ij é a parte vetorial e �nalmente
hTij a parte tensorial. Por de�nição, temos

ǫijk∂j∂lh
‖
lk = 0 , ∂i∂jh

⊥
ij = 0 , ∂ih

T
ij = 0 , (3.72)e

h
‖
ij =

(

∂i∂j −
1

3
δij∇2

)

ζ ,

h⊥ij = ∂iVj + ∂jVi , ∂iVi = 0 . (3.73)Os dois ampos esalares h e ζ , araterizam o modo esalar das perturbações da métria, osampos Vi ,h⊥ij e hTij representam os modos vetorial e tensorial, respetivamente. Introduzimostrês ampos h, h(~k, η) e ζ(~k, η) no k-espaço e esrevemos o modo esalar de hij omo umaintegral de Fourier
hij(~x, η) =

∫

d3keik̃·x̃
{

k̂ik̂jh(~k, η) + (k̂ik̂j −
1

3
δijk

2) 6β(~k, η)

}

, ~k = kk̂ . (3.74)Na teoria das perturbações de primeira ordem, ada omponente de Fourier evolui de formaindependente. Podemos assim estudar apenas a evolução de um únio omponente de Fourier,om algum vetor de onda arbitrário k. Vamos agora derivar a lei da transformação de alibre,que relaiona o alibre sínrono e o alibre newtoniano. Podemos deompor as transformaçõesde Bi e Eij aima em omponentes longitudinais e transversais:
B̃

‖
i (η, ~x) = B

‖
i (η, ~x) + ∂iξ(~x, η)− ∂iζ

′(η, ~x) ,

B̃⊥
i (η, ~x) = B⊥

i (η, ~x)− ǫ′i(η, ~x) , (3.75)e
Ẽ

‖
ij(η, ~x) = E

‖
ij(η, ~x)− 2

(

∂i∂j −
1

3
δij∇2

)

ζ(η, ~x) ,

Ẽ⊥
ij (η, ~x) = E⊥

ij (η, ~x)− (∂iǫj + ∂jǫi) ,

ẼT
ij(η, ~x) = ET

ij(η, ~x) , (3.76)



56onde Bi = B
‖
i + B⊥

i , Eij = E
‖
ij + E⊥

ij + ET
ij , E‖

ij , E⊥
ij e ET

ij obedeem à Eq. (3.72). AsEqs. (3.2.3)�(3.76), desrevem a transformação das perturbações da métria sob uma transfor-mação oordenada in�nitesimal geral. Podemos agora usar as equações (3.2.3), para relaionaras perturbações esalares da métria (φ, ψ), no alibre newtoniano onforme, om o alibresínrono hij = hδij/3 + h
‖
ij. Chamamos x̃µ, as oordenadas sínronas e x̂µ, as oordenadasnewtonianas, sendo x̃µ = x̂µ + ξµ. Usando as Eqs. (3.75)�(3.76), obtemos
ξ(η, ~x) = ζ ′(η, ~x) + χ(η) , (3.77)
ǫi(~x, η) = ǫi(~x) , (3.78)
h
‖
ij(η, ~x) = −2

(

∂i∂j −
1

3
δij∇2

)

ζ(η, ~x) , (3.79)
∂iǫj + ∂jǫi = 0 , (3.80)onde χ(η) é uma função arbitrária do tempo, re�etindo a liberdade de alibre assoiada omtransformação oordenada: x̃0 = x0 + χ(η), x̃i = xi. Esta transformação orresponde a umarede�nição global das unidades de tempo sem o signi�ado físio, onsequentemente ajustaremos

χ = 0 e das Eqs. (3.42)- -(3.44) obteremos
ψ(η, ~x) = +ζ ′′(η, ~x) +

a′

a
ζ ′(η, ~x) ,

φ(η, ~x) = −1

6
h(η, ~x)− 1

3
∇2ζ(η, ~x)− a′

a
ζ ′(η, ~x) , (3.81)e ζ é determinado por h‖ na equação (3.79). Em termos de h e de β introduzidos na equação(3.74), h‖ij no alibre sínrono é dado por

h
‖
ij(η, ~x) =

∫

d3k ei
~k·~x (k̂ik̂j −

1

3
δij)

{

h(~k, η) + 6β(~k, η)
}

, ~k = kk̂ . (3.82)Comparando o h‖ij nas equações (3.79, 3.82), podemos obter ζ :
ζ(η, ~x, η) =

∫

d3k ei
~k·~x 1

2k2

{

h(η,~k) + 6β(η,~k)
}

. (3.83)



57Então das equações(3.81), os poteniais φ e ψ do alibre newtoniano são relaionados aospoteniais sínronos h e η no espaço de Fourier
ψ(η,~k) =

1

2k2

{

h′′(η,~k) + 6β ′′(~k, η) +
a′

a

[

h′(η,~k) + 6β ′(η,~k)
]

}

,

φ(η,~k) = β(η,~k)− 1

2k2
a′

a

[

h′(η,~k) + 6β ′(η,~k)
]

. (3.84)Os outros omponentes das perturbações da métria, Bi, E
⊥
ij e ET

ij , são nulas dentro de ambosos alibres. Assim, no alibre sínrono, as equações perturbadas de Einstein de primeira ordem,são da seguinte forma:
k2β − 1

2
Hh′ = 4πGa2δT 0

0 , (3.85)
k2β ′ = 4πGa2(ρ(0) + p(0))θ , (3.86)

h′′ + 2Hh′ − 2k2β = −8πGa2δT i
i , (3.87)

h′′ + 6β ′′ + 2H (h′ + 6β ′)− 2k2β = −24πGa2(ρ(0) + p(0))Θ . (3.88)As equações de onservação do tensor energia-momento são:
δ′ = −(1 + ω)

(

θ +
h′

2

)

− 3H
(

δp

δρ
− ω

)

δ ,

θ′ = −H(1 − 3ω)θ − ω′

1 + ω
θ +

δp/δρ

1 + ω
k2δ − k2Θ . (3.89)Usando as transformações do tempo onforme-ósmio (3.26), (3.28) temos as equações ((3.89),(3.2.6)) das seguintes formas:

k2

a2
β − 1

2
Hḣ = 4πGδT 0

0 , (3.90)
k2β̇ = 4πGa(ρ(0) + p(0))θ , (3.91)

ḧ+ 2Hḣ− 2k2

a2
β = −8πGδT i

i , (3.92)
ḧ + 6β̈ + 3H

(

ḣ+ 6β̇
)

− 2
k

a2

2

β = −24πG(ρ(0) + p(0))Θ , (3.93)



58onde o ponto signi�a a derivada no tempo ósmio t. As equações de onservação da seguinteforma:
δ̇ = −(1 + ω)

(

θ

a
+
ḣ

2

)

− 3H

(

δp

δρ
− ω

)

δ ,

θ̇ = −H(1− 3ω)θ − ω̇

1 + ω
θ +

δp/δρ

1 + ω

k2

a2
δ − k2

a2
Θ , (3.94)Considerando perturbaçoes adiabátias, om δp = c2sδρ, temos as seguintes equações :

ḧ+
2ȧ

a
ḣ = 4πG(1 + 3c2s)δ ,

δ̇ + (1 + ω)(θ − ḣ

2
) =

3ȧ

a
(ω − c2s )δ ,

θ̇ + (2− 3ω)
ȧ

a
θ +

c2sk
2

a2(1 + ω)
δ = 0 . (3.95)
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Capítulo 4
Cosmologia observaional
Neste apítulo revisaremos alguns dos mais importantes fen�menos osmológios que permitemtestar as observações teórias. Disutiremos o espetro de potênia de �utuações da densidade,a orrelação das estruturas de grande esala, as supernovas do tipo Ia, a radiação ósmia defundo e as osilações aústias dos bárions.4.1 O espetro de potênia de �utuações da densidadeA quantidade que desreve a distribuição de matéria no universo é o ontraste da densidade
δ(x), de�nido omo:

δ(x) =
ρ(~x)− ρ̄

ρ̄
, (4.1)onde ρ(x) é a densidade em ~x e ρ̄ é a densidade média do universo. De�nimos também δk,omo a transformada de Fourier de δ(~x), da seguinte forma:

δk =

∫

δ(~x) exp(i~k.~x)d3~x . (4.2)No apítulo preedente, mostramos uma desrição qualitativa de omo a quantidade δk evoluiom o tempo. Derivamos as equações exatas que desrevem a evolução ompleta no regimelinear. A pergunta prinipal a responder é: omo omparar a teoria om as observações?Naturalmente, uma aproximação qualitativa seria omparar a distribuição das galáxias no éuobservado om um mapa produzido para uma simulação numéria. A quantidade básia é então



60a função de orrelação das galaxias, que é uma medida do grau de aglomeração na distribuiçãoespaial ou angular das galáxias:
dP = n̄2[1 + ξ(r12)]dV1dV2 , (4.3)onde n̄ é a densidade média das galáxias, dV1 e dV2 são os elementos de volume entradossobre duas galáxias e r12 a separação de pares. A função espaial ξ(~r), de dois pontos ou deauto-orrelação, é de�nida omo a probabilidade adiional, omparada om aquela esperadapara uma distribuição aleatória, de enontrar um par de galáxias em uma separação r12:

ξ(~r) =< δ(~x)δ(~x+ ~r) >=
1

V

∫

V

δ(~x)δ(~x+ ~r)d3~x . (4.4)O suporte denota uma média sobre algum volume V . A função da orrelação avalia omoas �utuações de densidade, analisadas em dois pontos separados por uma distânia ~r, estãoorrelaionadas. Aqui ξ não depende da posição absoluta ~x, e sim da distânia de separaçãoentre os dois pontos. Além disso, a isotropia do universo implia que a função depende somentedo módulo r de ~r, isto é, da distânia entre os dois pontos. Tomando a transformada de Fourierda função de orrelação de dois pontos, obtemos o espetro de potênia P (k) omo:
P (k) =

∫

ξ(~r)ei
~k.~xd3~r . (4.5)Podemos mostrar que a relação entre o espetro de potênia e a transformada de Fourier doontraste de densidade δk. O P (k) está relaionado à variação do ampo de densidade no

k-espaço, da seguinte forma:
P (k) =

|δ2k|
(2π)3

. (4.6)O espetro de potênia em um número de onda k dado, é uma medida do aglomeração emuma esala λ ≈ 2/k. O espetro de potênia é a quantidade have para ompararmos a teoriaàs observações da distribuição de galáxias em grandes esalas. Uma exigênia fundamental detodo modelo osmológio bem suedido é então prever um espetro de potênia da matériaque esteja de aordo om as observações. As �utuações, em uma determinada esala, sãofrequentemente expressa em termos da quantidade adimensional ∆2
k = k3 P (k)

2π2 uja importânia



61se dá pela relação direta om o valor esperado do quadrado do ontraste
< δ(~x)2 >=

1

(2π)3

∫

P (k)d3k =

∫

k3P (k)

2π2
d ln k . (4.7)Observamos que a função de orrelação de dois pontos (ou equivalente, o espetro de potênia)odi�a toda a informação nas propriedades estatístias, do ampo de densidade, somente se as�utuações desse ampo forem gaussianas. O ampo não-gaussiano, é de�nido igualmente emseus momentos de mais alta ordem, partindo da função de orrelação de três pontos (e assimpor diante); enquanto que para um ampo gaussiano os momentos de ordem superior são nulos(se forem ímpares) ou podem ser expressa em termos da função de orrelação de dois pontos (seforem ímpares). Uma vez que a evolução linear não muda as fases, satisfaz as exigênias paraque as perturbações iniiais sejam gaussianas, omo no aso de �utuações produzidas durantea in�ação. Contudo, geralmente, a gaussianadade das �utuações é uma suposição que deve queser testada. Essa tarefa foi realizada, resultando em que as �utuações iniiais são altamentegaussianas.O espetro de potênia primordial é interpretado omo �utuações que emergem do períodoin�aionário. A amplitude das �utuações em esalas diferentes do omprimento, ou nas esalasdiferentes, é desrita equivalentemente pelo espetro de potênia. O espetro de potêniaprimordial supostamente tem uma dependênia de lei de potênia om esala, isto é P (k) ∝ kn.Existe uma proposta, sugerida independentemente por Harrison [75℄e por Zel'dovih [76℄ deque o espetro de potênia, invariante de esala, é desrito pelo índie espetral n = 1. Noaso, as �utuações em esalas diferentes do omprimento orrespondem à mesma amplitudedas �utuações no potenial gravitaional. O espetro de potênia primordial é expressado emtermos de uma função de transferênia, omo segue:

P (k, z) = A(z)kn−1T (k, z) , (4.8)onde A(z) é o fator da normalização, que deve ser determinado observaionalmente. As medidasdiretas do espetro potênia podem ser obtidas da dinâmia das galáxias nas avaliações ou dadistorção da imagem das galáxias fraas devido às lentes gravitaionais. Conduz para esrever



62a função de transferênia omo segue:
T (k, z) =

δ(k, z)

δ(k, zi)
, (4.9)onde zi é algum desvio para o vermelho iniial relativo ao espetro de potênia primordial.4.2 Supernovas do tipo IaO teste osmológio de supernovas do tipo Ia foi fundamental para a desoberta da expansãoaelerada do universo em 1998. As supernovas são objetos astron�mios que podem ser usadosomo velas padrões para medir distânias osmológias. Há dois tipos de supernovas: tipo I,as quais não têm linhas de hidrogênio no espetro ótio; e as do tipo II, que possuem as linhasde hidrogênio. As supernovas de tipo I se subdividem em Ia que possuem linhas de silíio (Si)no espetro, tipo Ib, que têm linhas de hélio (He) no espetro, e por último, as do tipo I, quetêm linhas tanto de He omo de Si nos seus espetros. As supernovas I apareem geralmenteem galáxias elíptias, enquanto as supernovas tipo II são enontradas em galáxias espirais. Omeanismo de formação das supernovas Ia é a explosão termonulear nas estrelas anãs branas,enquanto as supernovas II surgem do olapso de estrelas massivas que evoluem rapidamente.As distânias de supernovas Ia estão baseadas em relações empírias que onetam a forma daurva de luz om o máximo de luminosidade. As observações forneem as medidas da magnitudeaparente m(z) das supernovas no brilho máximo, que inlui efeitos de orreção para a extinçãogalátia, orreções-K e orreção da largura luminosidade das urvas de luz. A magnitudeaparente resultante m(z) é relaionada a distânia de luminosidade DL(z) da seguinte forma:

m(z) = M̄(M,H0) + 5log10(DL(z)) , (4.10)onde, para um modelo osmológio plano, temos
DL(z) = (1 + z)

∫ z

0

dz′
H0

H(z′; a1, ..., an)
, (4.11)que é a distânia media da luminosidade de Hubble (H0dL), a1, ..., an são os parâmetros domodelo teório e M̄ é a magnitude do ponto zero desloado, a qual depende da magnitude



63absoluta M e do parâmetro atual de Hubble H0 omo:
M̄ = M + 5log10(

H−1
0

Mpc
) + 25

, = M − 5log10h + 42.38 . (4.12)O parâmetro M é a magnitude absoluta que supostamente é onstante, que após as orreçõesmenionadas aima, foram inludas emm(z). Os pontos de dados do onjunto da amostra Goldsão dados após as orreções serem implantadas, em termos do módulo da distânia
µG
obs(zi) ≡ mG

obs(zi)−M (4.13)O onjunto de dados de Supernova Legay Survey (SNLS) apresenta para ada ponto o fator
s do estiramento, usado para alibrar a magnitude absoluta e o parâmetro c de quadro resto,o que prinipalmente mede a extinção da galáxia pela poeira. Assim, o módulo da distâniadepende, nesse aso, da magnitude absoluta M e dois parâmetros adiionais α e β, da seguinteforma:

µSNLS
obs = mSNLS

obs (zi)−M + α(si − 1)− βci , (4.14)os quais são oloados junto om os parâmetros teórios usando um proedimento reursivo.Os parâmetros do modelo teório são determinados minimizando χ quadrado
χ2
SnIa(, w0, w1) =

N
∑

i=1

[µobs(zi)− µth(zi)]
2

σ2
µ i + σ2

int + σ2
v i

. (4.15)Supernovas do tipo Ia são velas padrões, isto é, onheemos sua distânia intrínsea da lumi-nosidade e temos a seguinte expressão:As supernovas do tipo Ia são importantes, porque forneem evidênia para a expansão aele-rada do universo [10,11℄, apontando assim a presença de uma forma de energia não-onvenionalhamada de energia esura, que é a parte dominante de energia do universo. A distribuição deprobabilidade para os parâmetros a1, ..., an é:
P (a1, ..., an) = N e−χ2(a1,...,an)/2 , (4.16)



64onde N é a onstante da normalização. Se a informação é previamente onheida em algum dosparâmetros a1, . . . , an então podemos onheer um ou outro dos parâmetros usando a informa-ção prévia ou �marginalizando�. Para isso alula-se a média da distribuição de probabilidadeem torno do valor onheido dos parâmetros om um �prior apropriado� na distribuição deprobabilidade. Na déada passada, muitos onjunto de dados de SNIa estiveram lançados,quando o número e a qualidade de SNIa aumentarem ontinuamente. Os onjunto de dadosos mais familiares de SNIa inluem, por exemplo Gold04, Gold06, SNLS, ESSENCE, SDSS, e,reentemente, Union, Constitution.4.3 Radiação ósmia de fundo (CMB)Consideramos os dados observaionais de CMB. Usamos de �os priores da distânia WMAP�dados para as observações de 7 anos WMAP. Os priores da distânia inluem o parâmetrodesloamento R dado da seguinte forma:
R(zls; a1...an) =

√

Ωm

∫ zls

0

dz

E(z; a1...an)
(4.17)o χ quadrado de CMB e dado omo:

χ2
CMB =

(R− 1.725)2

0.0182
. (4.18)4.4 Osilações da aústia do bárion (BAO)Em seguida onsideramos os dados observaionais de BAO. Uma medida efetiva da distânia éo DV (zBAO), que pode ser obtido da média esféria

Dv(zBAO) =

[

zBAO

H(zBAO)

(
∫ zBAO

0

dz

H(z)

)2
]

1
3

, (4.19)O tamanho do pio aústio da osilação do bárion pode ser usado a omo uma régua os-mológia padrão para vinular o parâmetros osmológio. Este pio pode ser denotado peloparâmetro A, que é independente de modelos osmológios e para um universo plano pode ser



65expressado omo
A(zBAO; a1...an) =

√

Ωm0E(zBAO)
−1/3

[

1

zBAO

∫ zBAO

0

dz

E(z; a1...an)

]2/3 (4.20)om zBAO = 0.35 e E(z) ≡ H(z)
H0

. o χ quadrado de BAO é dado omo:
χ2
BAO(a1...an) =

(A(zBAO; a1...an)− 0.469)2

0.0172
. (4.21)
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Capítulo 5
Dinâmia osmológia do modelo deRastall
Nesse apítulo onsideramos uma modi�ação das equações de Einstein, onde a ondição deonservação do tensor energia-momento não é veri�ada, e investigamos as mudanças que sãointroduzidas no que diz respeito aos modelos osmológios.5.1 Modelo de RastallA teoria de Rastall [1℄ é uma teoria de gravidade na qual o tensor energia-momento não éonservado. As fundamentações teórias da não onservação do tensor energia-momento, noespaço-tempo urvo, foram postas por Rastall. Ele modi�ou a onservação usual supondo quea divergênia do tensor energia-momento é dependente da urvatura esalar. Mostrou tambémque isso pode ser ompatível om experimentos lássios do sistema solar e osmológios. Estaurvatura esalar, naturalmente, desaparee no espaço-tempo plano e assim, na relatividaderestrita, a onservação do tensor energia-momento é restaurada. A modi�ação de Rastall dasequações de Einstein é baseada na observação de que a divergênia do tensor energia-momentosendo zero não é uma exigênia teória neessária. Rastall supõe que a divergênia de T µ

ν éproporional à variação da urvatura esalar R. A suposição é esrita da seguinte forma:
T µ
ν ;µ = λR;ν , (5.1)



67onde λ é uma onstante real. A exigênia geral da onsistênia para as equações de amposegue imediatamente da identidade de Bianhi
(Rµ

ν −
1

2
δµνR);µ = 0 , (5.2)onde Rµν é o tensor de Rii. Usando essa relação podemos reesrever as equações de ampogeneralizadas, da seguinte forma:

Rµν + (κλ− 1

2
)gµνR = κTµν . (5.3)Contraindo µ om ν, obtemos

(4κλ− 1)R = κT , (5.4)om κλ 6= 1
4
, onde podemos reesrever (5.3) omo

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν + κT soure

µν T soure
µν =

κλ

4κλ− 1
gµνT . (5.5)Essa equação pode ser reesrita omo

Rµν = κ

(

Tµν −
1

2
gµν

2κλ− 1

4κλ− 1
T

)

, (5.6)onde T µ
µ = T . O limite de Einstein é obtido quando λ → 0 e κ → 8πG, onde G é a onstantegravitaional. No váuo, Tµν = 0, e as equações modi�adas de ampo oinidem exatamenteom aquelas da relatividade geral padrão, Rµν = 0. Isso implia que os testes da relatividadegeral, a existênia das singularidades, os buraos negros e todas as araterístias onetadasom as soluções exatas do váuo, permaneem intatas. Podemos reesrever as equações daseguinte forma:

Rµν = κ

(

T ′
µν −

1

2
gµνT

′

)

, (5.7)onde T ′
µν é dado por um �uido perfeito omo:

Tµν = (ρ′ + p′)uµuν − p′gµν , (5.8)



68onde
ρ′ = (1− 4κλ)−1[((1− 3κλ)ρ)− 3κλp] ,

p′ = (1− 4κλ)−1[−κλρ+ (1− κλ)p] , (5.9)5.2 Dinâmia osmológia do modelo de RastallEquações do amposAs equações fundamentais da teoria de Rastall podem ser esritas omo
Rµν −

λ′

2
gµνR = κTµν , (5.10)
T µν

;µ =
1− λ′

2κ
R;ν , (5.11)onde κ = 8πG. A teoria da relatividade geral, om a onservação usual do tensor energia-momento, é reobtida quando λ = 1. Podemos reesrever essas equações, equivalentemente, daseguinte forma:

Rµν −
1

2
gµνR = κ

{

Tµν −
γ − 1

2
gµνT

}

, (5.12)
T µν

;µ =
γ − 1

2
T ;ν , (5.13)om

γ =
3λ′ − 2

2λ′ − 1
, (5.14)onde T = gµνT

µν e γ 6= 3
2
. Além disso, γ = 1 (que orresponde a λ′ = 1), implia na relatividadegeral. Nestas equações a onstante γ é um parâmetro real arbitrário. Supomos que γ é umparâmetro gravitaional universal, que é o mesmo para todos os sistemas físios, e que γ 6= 1. AEq (5.13) mostra então que tais sistemas estão araterizados pelo T e que, quando onstante,o valor da divergênia deve então ser zero. Nessa teoria, a matéria ovariamente onservadaimplia neessariamente que T = 0. De forma partiular, as equações de ampo modi�adassão equivalentes as equações do modelo padrão para a era da radiação..



695.3 Dinâmia do fundoPara deduzir as equações de movimento desse modelo, usamos as equações de Rastall na formapreedente (5.13), a métria de Friedmann-Robertson-Walker (2.57) e o tensor energia-momentode um �uido perfeito (2.59), que resulta em
(

ȧ

a

)2

=
κ

6

{

3− γ − 3(1− γ)ωx

}

ρx , (5.15)
ä

a
= −κ

6

{

γ + 3(2− γ)ωx

}

ρx , (5.16)
ρ̇x + 3

ȧ

a
(1 + ωx)ρx =

γ − 1

2
(1− 3ωx)ρ̇x . (5.17)O índie x se refere a um �uido perfeito que segue a estrutura de Rastall. A última equaçãopode ser integrada para,

ρx = ρx0a
−6(1+ωx)

3−γ+3(γ−1)ωx . (5.18)Observe que toda esta formulação é equivalente à relatividade geral, onde o �uido perfeito teriauma equação de estado efetiva dada por:
ωeff =

γ − 1 + (5− 3γ)ωx

3− γ + 3(γ − 1)ωx
. (5.19)Um aso partiular interessante, é ωx = −1, o que implia ωeff = −1, que modela a onstanteosmológia.A divergênia nula do tensor energia-momento não é uma exigênia fundamental [77℄, nãoobstante, geralmente aeitou-se que isso impliaria em uma teoria onservativa [78℄. Conse-quentemente, foi feito um esforço onsiderável para mostrar que esta onsequênia impliariana onservação do tensor energia-momento e do momento angular global [76℄. Não obstante,esta exigênia não entra em uma de�nição mais geral de uma teoria métria [79℄. Se olharmoso problema a partir do ponto de vista matemátio, de aordo om teoremas muito gerais, otensor energia-momento é onservado somente se a ação da matéria for um esalar [2℄. Umaaproximação post-newtoniano ompleta da teoria de Rastall é dada por Smalley [80℄ o qualmostrou que a teoria de Rastall é uma teoria onservada, mas a formulação lagrangiana nãoé onheida. Subsequentemente ele introduziu uma teoria gravitaional modi�ada, tipo a de



70Brand-Dike [81, 82℄, que inorpora a suposição de Rastall. As equações de ampo da relativi-dade geral modi�ada (RGM) de Rastall, não podem ser derivadas de um prinípio variaional,ontudo, um protótipo desta RGM pode ser derivado de um prinípio variaional, mas ontendouma onstante gravitaional variável [83℄.5.4 Análise perturbativa: Fluido perfeitoConsideramos na teoria de Rastall o omportamento de um �uido araterizado, por exemplo,por uma equação do estado p = ωρ, om ω onstante. As predições da teoria de Rastall, emuma desrição de �uido perfeito, é equivalente, do ponto de vista do fundo, às previsões darelatividade geral, quando um �uido om equação de estado de tipo p = ωeffρ, onde ωeff éde�nido na relação (5.19). Neste sentido, om esta identi�ação, uma teoria pode ser traçadana outra.No nível perturbativo, ontudo, esta equivalênia não é evidente. Entretanto, na referên-ia [84℄, um estudo perturbativo foi realizado, onsiderando apenas um �uido, obedeendo aestrutura da teoria de Rastall. A desrição do �uido foi mantida durante todo o tempo doálulo. As equações �nais revelam os mesmos resultados da relatividade geral, desde que aidenti�ação (5.19) seja feita. A equivalênia permanee no nível perturbativo.Um dos problemas mais importantes hoje na osmologia é a desrição da energia esura. Aenergia esura exige a pressão negativa e, a nível perturbativo, um �uido om pressão negativa éinstável em pequenas esalas [85℄. A teoria de Rastall abre uma nova possibilidade, mas quantomais permaneemos no nível de uma desrição de �uido, e om um modelo de um �uido, pareeque os mesmos problemas permaneem: uma pressão efetiva negativa é exigida a nível do fundo,e esta onduz às instabilidades a nível perturbativo, usando os resultados da referênia [84℄.Mas, omo já disutido anteriormente na introdução e na seção preedente, podemos on-siderar o modelo de dois �uidos, um deles representando os bárions. Isto permite onsideraros dados observaionais para restringir o modelo, de fato, o espetro de potênia refere-se aoomponente bari�nio. Ou seja está relaionado a um �uido om a pressão efetiva zero, o queassegura o olapso gravitaional e onduz a formação de estruturas loais. O outro �uido seguea estrutura de Rastall, aqui onsiderado omo a omponente esuro do universo. Para ser espe-í�o, este �uido exótío será tomado tendo a pressão zero, onduzindo a uma equação efetiva



71do parâmetro de estado
ωeff =

γ − 1

3− γ
ωx = 0 . (5.20)Nesta situação, a aeleração do universo pode ser onseguida se γ < 1 ou γ > 3. Além disso,a relação (5.34) implia agora em

1 = Ωx0
3− γ

2
+ Ω0 . (5.21)5.5 Modelo de dois �uidosComo o nosso interesse é veri�ar o omportamento das �utuações esalares no modelo deRastall, teremos que perturbar as equações de ampo (5.12) e (5.13), juntamente om o tensorenergia-momento. Ao analisar o modelo perturbado de Rastall, onsideraremos um modelo omdois �uidos. A razão é que os bárions laramente existem, e há boas evidênias observaionaisde que os bárions podem ser modelados omo matéria sem pressão. Isto india que os bárionsnão podem ser introduzidos diretamente nas equações (5.10) e (5.11) adiionando um novotensor energia-momento na equação (5.10). Isso nos diz que: se a estrutura original da teoriade Rastall é preservada, ainda que o �uido possua pressão identiamente nula, a veloidadeefetiva do som não é nula. Por esta razão, onsideraremos as equações (5.12) e (5.13), aestrutura fundamental do modelo om dois �uidos, que inlui os bárions, implia na adição deum segundo tensor energia-momento, o qual obedee a lei de onservação usual. Esse tensorenergia-momento adiional, vai representar a omponente bari�nia.Aqui, onsideraremos um modelo osmológio om dois �uidos, um obedeendo a estruturade Rastall, sem a onservação usual do tensor energia-momento orrespondente, e o outro queobedee a lei de onservação tradiional da relatividade geral. Sob estas ondições, as equaçõesde ampo se esrevem omo

Rµν = κ

{

T x
µν −

2− γ

2
gµνT

x

}

+κ

{

Tm
µν −

1

2
gµνT

m

}

, (5.22)
T µν
x ;µ =

γ − 1

2
T ;ν
x , (5.23)

T µν
m ;µ = 0 . (5.24)Os índies x e m designam as omponentes exótia e bari�nia da matéria, respetivamente.



72O universo é homogêneo e isotrópio, pelo menos nas esalas maiores do que 100Mpc. Emesalas su�ientemente grandes, pode ser representado aproximativamente pela métria FLRW(2.57). Os tensores energia-momento que apareem nas equações (5.22) e (5.24) são desritosda seguinte forma:
T µν
m = (ρm + pm)u

µuν − pmg
µν , (5.25)

T µν
x = (ρx + px)u

µuν − pxg
µν . (5.26)Sendo ρm é a omponente (bari�nia) da matéria, sua pressão é igual a zero, pm = 0. Parao segundo �uido, supomos a equação de estado barotrópia tal que px = ωxρx, om ωx sendoonstante. Introduzindo a métria FLRW nas equações de ampo, (5.22)-(5.24), nas formasaima para os tensores do energia-momento, e espeializando-se para o aso plano (k = 0),obtemos as seguintes equações de movimento:

(

ȧ

a

)2

=
κ

6

{

3− γ − 3(1− γ)ωx

}

ρx +
κ

3
ρm , (5.27)

ä

a
= −κ

6

{

γ + 3(2− γ)ωx

}

ρx −
κ

6
ρm , (5.28)

ρ̇x + 3
ȧ

a
(1 + ωx)ρx =

γ − 1

2
(1− 3ωx)ρ̇x , (5.29)

ρ̇m + 3
ȧ

a
ρm = 0 . (5.30)A duas últimas equações podem ser integradas, resultando em
ρx = ρx0a

−6(1+ωx)
3−γ+3(γ−1)ωx , (5.31)

ρm = ρm0a
−3 . (5.32)Usando a equação modi�ada, para o universo de Friedmann, de�nindo primeiramente, omono aso usual

Ωx0 =
κρx0
3H2

0

, Ω0 =
κρm0

3H2
0

, (5.33)que resulta na seguinte equação:
1 =

Ωx0

2

{

3− γ − 3(1− γ)ωx

}

+Ω0 . (5.34)



735.6 Perturbações lineares no modelo de dois �uidosConsideremos agora a perturbação dos dois modelos de �uido. Trabalharemos dentro do alibresínrono hµ0 = 0. Desde que os modos de interesse para o espetro de potênia da matériaestejam dentro do horizonte, os resultados não são sensíveis ao uso de um alibre ou de outros,ou mesmo um formalismo invariante de alibre.Na ondição do alibre sínrono, introduzimos as perturbações na métria e nas funções damatéria,
ρx = ρx0 + δρx , ρm = ρm0 + δρm , um = um0 + δum , (5.35)
px = px0 + δpx , pm = pm0 + δpm , ux = ux0 + δux , (5.36)

gµν = g0µν + hµν , hµ0 = 0. (5.37)Nas expressões ((5.35)-(5.37)), o índie 0 india o fundo, as funções e δρm, δρx, δpm, δpx, δum,
δux, hµν indiam quantidades perturbadas na densidade, na pressão, na quadri-veloidade e namétria, quando hµ0 = 0, de�ne a ondição oordenada. Ambos os �uidos têm a pressão zero,logo �xamos px = pm = 0. Além disso, se desonsiderarmos as perturbaçoes entrópias (quepodem onduzir aos efeitos interessantes novos da estrutura atual) podemos �xar δpx = δpm =

0. Introduzindo as perturbações dos dois �uidos na Eq. (3.95) e permaneendo a nível linear,obtemos as seguintes equações aopladas para as quantidades perturbadas:
ḧ+ 2

ȧ

a
ḣ = 3(

ȧ

a
)2
(

(1 + 3ωeff)δx + δm

)

,

δ̇x + (1 + ωeff)(θx −
ḣ

2
) = 0 ,

θ̇x + (2− 3ωeff)
ȧ

a
θx +

ωeffk
2

a2(1 + ωeff)
δx = 0 , (5.38)



74onde c2s = ωeff . Usando as Eqs. (5.20)-(5.32) e (5.27), do fundo, obtemos
δ̈m + 2

ȧ

a
δ̇m =

3

2
γΩx0a

− 6
3−γ δx +

3

2
Ω0a

−3δm , (5.39)
δ̇x = − 2

3 − γ
(θx − δ̇m) , (5.40)

θ̇x +
9− 5γ

3− γ

ȧ

a
θx = −1 − γ

2
k2
δx
a2

, (5.41)
δm =

h

2
. (5.42)Nestas expressões, temos as seguintes de�nições:

δx =
δρx
ρx

, δm =
δρm
ρm

, θ = ∂kδuk , h =

∑3
k=1 hkk
a2

. (5.43)Com o objetivo de integrar as equações perturbadas (5.39) e (5.41) numeriamente, é maisonveniente que se use o fator de esala a, omo variável dinâmia, uma vez que ele é diretamenteonetado ao desvio para o vermelho z = −1+ 1
a
, que é uma quantidade adimensional (que �xahoje a0 = 1). Em termos desta nova variável, obtemos as seguintes equações:

δ′′m+

(

2

a
+
f ′(a)

f(a)

)

δ′m =
3

2
γ

Ωx0

f 2(a)
a−

6
3−γ δx +

3

2

Ω0

f 2(a)
a−3δm , (5.44)

δ′x = − 2

3− γ

(

θx
f(a)

− δ′m

)

, (5.45)
θ′x +

9− 5γ

3− γ

θx
a

= −1− γ

2

k2

k20

δx
a2f(a)

, (5.46)(5.47)onde k0 é o numero da onda assoiado ao raio de Hubble, e a função f é de�nida da seguinteforma:
f(a) =

[

3− γ

2
Ωx0a

2γ
γ−3 +

Ω0

a

]1/2

. (5.48)Para obter uma previsão espeí�a do modelo, omparamos o espetro de potênia da matéria,de�nido por:
P =

δ2k
2π3

, (5.49)om os dados observaionais do programa observaional 2dFGRS [86℄. Para �xar a ondiçãoiniial usamos a função de transferênia de BBKS [87,88℄, e apliamos a presrição desrita na



75referênia [89℄. Usamos o parâmetro estatístio de χ2 de�nido por
χ2 =

n
∑

i=1

(P io
k − P it

k)
2

σ2
i

, (5.50)onde P io
k são os i-ésimos dados observaionais, σ2

i é a margem de erro, P it
k é a previsão teóriaorrespondente. A função de distribuição de probabilidade (PDF) é dada por:

P (γ,Ω0) = Ae−χ2/2, (5.51)onde A é uma onstante de normalização. Como indiado, a PDF depende de dois parâmetroslivres, a densidade da matéria bari�nia Ω0 e o parâmetro de γ, que arateriza o desvio dateoria de Einstein. Marginalizando (integrando) em um dos parâmetros, obtemos a PDF deuma dimensão para o parâmetro livre restante. Os resultados são mostrados na �gura 5.1. Aprobabilidade é altamente onentrada ao redor de γ = 1, que orresponde a teoria de Einstein- ela admite um leve desvio se o parâmetro da matéria bari�nia é alto, quase sem o �uidoexótio. Este resultado pode ser ompreendido failmente: quando o parâmetro γ difere de
γ = 1, osilações ou um omportamento exponenial (dependendo se γ é menor ou maior que
1) é induzido respetivamente no �uido exótio, e isto é transferido para o �uido da matéria.Observamos que se Ωx0 ∼ 0, impliando Ω0 ∼ 1, os desvios de γ = 1 serão os maiores possíveis.Daqui, podemos onluir que o valor γ = 1 é a previsão obtida pelo espetro de potênia damatéria, om uma preisão da ordem de 10−5 (veja �gs 5.1,2,3). De fato, o melhor ajuste éonseguido para γ = 1 , Ω0 ∼ 0, 79, χ2 = 0, 38 por grau de liberdade. O melhor ajuste parao modelo ΛCDM tem o mesmo χ2. Esse resultado mostra que a teoria de Rastall se reduz arelatividade geral.
5.7 Modelo Campo esalar da Teoria de Rastall5.7.1 Análise perturbativa do ampo esalar.O resultado desrito na seção anterior é restringido a uma formulação hidrodinâmia de ambasas omponentes. Este omponente exótia é representada melhor por um ampo esalar do que
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Figura 5.1: Aima, a função da distribuição da probabilidade bidimensional (PDF) para a densidade damatéria Ω0 e o parâmetro de γ, na esquerda, a PDF de uma dimensão para o parâmetro de γ, e à direita a PDFde uma dimensão para o parâmetro da densidade da matéria Ω0.omo um �uido perfeito. É muito difíil que um �uido usual possa apresentar os omportamen-tos exótios onetados om a matéria esura e a energia esura, ou mesmo umprir a nova leide onservação imposta pela teoria de Rastall. Neste sentido, vamos onsiderar uma simplesdesrição de ampo. O tensor energia-momento deste ampo é dado por:
Tµν = φ;µφ;ν −

1

2
gµνφ

;ρφ;ρ + gµνV (φ) . (5.52)



77onde ; é a derivada ovariante. Se impormos a lei de onservação usual para o tensor energia-momento T µν ;µ = 0, obtemos a equação usual de Klein-Gordon:
∇ρ∇ρφ = −Vφ(φ) , (5.53)onde Vφ(φ) é a derivada em relação a φ. Contudo, agora a lei de onservação deve ser desritaomo na equação (5.13), e o ampo esalar deve agora obedeer a seguinte equação:

∇ρ∇ρφ+ (3− 2γ)Vφ = (1− γ)
φ;ρφ;σφ;ρ;σ

φ;αφ;α
. (5.54)No modelo de dois �uidos, as equações de Einstein orrespondente, tomam a seguinte forma

Rµν −
1

2
gµνR = 8πG

[

Tµν + φ;µφ;ν −
2− γ

2
gµνφ;ρφ

;ρ + gµν(3− 2γ)V (φ)

]

. (5.55)Nessa desrição de ampo esalar, para a teoria de Rastall, vemos algumas semelhanças entre osmodelos de k-essênia [46℄. Os modelos de k-essênia podem apresentar problemas de veloidadedo som negativa, omo menionado em [90℄.Uma vantagem lara em usar a representação do ampo esalar, é que ela evita os problemasda representação de �uido dos omponentes om pressão negativa relativa om a veloidadedo som. Contudo, enquanto isto é laro no aso usual, om as equações do Einstein aopladaa equação ordinária de Klein-Gordon, é menos laro no âmbito da teoria de Rastall. A�mde investigar as limitações de espetro de potênia para esta formulação da teoria de Rastall,tomamos a gravidade do sistema aoplando Matéria + Campo esalar + Rastall, esrito numamaneira onveniente para a análise perturbativa, da seguinte forma:
Rµν = κ

[

φ;µφ;ν +
1− γ

2
gµνφ;ρφ

;ρ − (3− 2γ)gµνV+

(

Tµν −
1

2
gµνT

)]

, (5.56)
∇ρ∇ρφ = −(3 − 2γ)Vφ + (1− γ)

φ;ρφ;σφ;ρ;σ

φ;αφ;α
, (5.57)

T µν
;µ = 0 . (5.58)Agora, suponhamos que o ampo esalar tenha pressão zero. A energia e a pressão do ampo



78esalar são dadas por:
ρφ =

φ̇2

2
+ V (φ), (5.59)

pφ =
φ̇2

2
− V (φ), (5.60)a ondição da pressão zero implia φ̇2/2 = V , onduzindo a ρφ = φ̇2. Do ponto de vista dofundo, não há nenhuma diferença entre a aproximação do �uido ou do ampo esalar. Mas anível perturbativo a diferenia é signi�ativa, omo veremos adiante.No alibre sínrona, as equações perturbadas orrespondentes ao sistema desrito por (5.56)-(5.58), são as seguintes:

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ − 3

2

Ω0

a3
δ = (3− γ)φ̇Ψ̇− (3− 2γ)VφΨ , (5.61)

γΨ̈ + 3
ȧ

a
Ψ̇+

{

k2

a2
+ (3− 2γ)Vφφ

}

Ψ = φ̇δ̇ , (5.62)onde Ψ = δφ e δ é o ontraste da densidade de omponente da matéria omo na seção preedente.Usando agora o fator de esala omo a variável, o sistema de equações aima toma a seguinteforma :
δ′′+

{

2

a
+
f ′(a)

f(a)

}

δ′ − 3

2

Ω0

a3f 2(a)
δ = (3− γ)φ′Ψ′ − (3− 2γ)

Vφ
f 2(a)

Ψ ,

γΨ′′+

{

3

a
+ γ

f ′(a)

f(a)

}

Ψ′+

{

k2

a2f 2(a)
+ (3− 2γ)

Vφφ
f 2(a)

}

Ψ = φ′δ′ , (5.63)onde
φ′ =

√

3Ωx0
a

−3
3−γ

f(a)
, (5.64)

V =
3

2
Ωx0a

−6
3−γ , (5.65)

Vφ =
Va
φ′

, (5.66)
Vφφ =

1

φ′

d

da
Vφ . (5.67)A função f(a) é de�nida omo em (5.48).Exeutamos a mesma análise estatístia de seção anterior e outra vez impomos as ondições



79iniiais usando a função de transferênia de BBKS. Os resultados são mostrados na �gura 5.2.A diferença prinipal é que há agora duas regiões relevantes no espaço dos parâmetros Ω0 e γ: uma em torno de γ = 1, om uma alta densidade de probabilidade (PDF), e a outra próximaa γ = 0, om densidade menor. A região em torno de γ = 1, tem probabilidades altas, a regiãopróxima a γ = 0, tem probabilidades menores, mas se estende por uma grande região veja-se �g5.2. A onsequênia é que, após a marginalização om respeito Ω0, há dois pios na densidadede probabilidade de γ: um próximo a γ = 1 e um outro próximo a γ = 0. O segundo pioé mais alto. Ahamos que este é um efeito da extensão da região entorno do ponto γ = 0,que paree ompensar as probabilidades mais altas em torno de γ = 1. Há igualmente duasmáximas na PDF de Ω0, uma próxima de Ω0 = 0 e uma outra próxima de Ω0 = 1. O melhorajuste é onseguido para γ = 1, 02 e Ω0 = 0, 72 om χ2 por grau de liberdade igual a 0, 30,sendo ainda melhor que o do modelo ΛCDM. A PDF vai rapidamente a zero para γ < 0. Aindaa respeito do máximo próximo a γ = 0, os valores de γ e Ω0, nesta região, impliam em χ2entorno de 0, 33, que é mais elevado que o valor de χ2 para γ ∼ 1, mas que ainda é menor queo melhor ajuste de ΛCDM.
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Figura 5.2: Aima, a função da distribuição da probabilidade bidimensional (PDF) para a densidade damatéria Ω0 e o parâmetro γ, na esquerda, a PDF de uma dimensão para o parâmetro de γ, e à direita a PDFde uma dimensão para o parâmetro da densidade da matéria Ω0..5.8 ConlusãoNeste apítulo, investigamos a suposição de Rastall, da modi�ação da relatividade geral,quanto ao problema da formação de estrutura. Essa suposição equivale a mudar a lei deonservação usual da relatividade geral. Nesse sentido, do ponto de vista dinâmio, podemosver omo se modi�a a equação de estado para um �uido perfeito dado. Portanto, a teoria deRastall pode ser interessante a �m, de obter uma expansão aelerada do universo sem introdu-zir �uidos exótios. Por exemplo, os �uidos om pressão positiva ou nula, podem induzir umadinâmia típia dos �uidos de pressão negativa. Esse omportamento já tem sido observado,por exemplo, dentro da teoria de Brans-Dike.Nossos resultados indiam que a teoria de Rastall enfrenta muitos problemas a nível pertur-bativo. Considerando um universo homogêneo e isotrópio por exemplo, a equação de estadoefetiva do fundo é reproduzida inteiramente a nível perturbativo, onduzindo a altas instabi-lidades, quando a equação de estado efetiva implia numa pressão negativa. Uma forma deesapar disso é onsiderarmos um modelo de dois �uidos, um que é onservado, e outro queumpre a suposição de Rastall. Os resultados indiam uma on�guração que reduz a teoria de



81Rastall à relatividade geral.Quando mantemos a estrutura de dois omponentes que obedeem leis de onservação di-ferentes, mas om um ampo esalar de interação, onsiderado omo um �uido de Rastall,surgem araterístias mais interessantes. Em partiular, a proposta de Rastall pode ser on-siderada omo uma modi�ação da equação de Klein-Gordon, similarmente ao que aonteenas teorias de k-Essênia [91℄. Outra vez a on�guração que orresponde à relatividade geralé favoreida, mas outras on�gurações om γ ≈ 0 são igualmente possíveis, mesmo se algumassubtilezas estatístias apareerem. Todas estas onsiderações pareem indiar a espei�idadeda relatividade geral e da teoria de Rastall.Uma maneira possível para implementar a suposição feita por Rastall é onsiderar a modi�a-ção da lei usual de onservação omo uma manifestação de efeitos quântios (omo a produçãode partíulas) no espírito da referênia [92℄. A produção de partíulas em um universo de ex-pansão pode onduzir aos termos novos na usual lei de onservação. Em todo aso, paree laroessa formação de estrutura que pede um �uido que se omporte no fundo e a nível perturbativoom a pressão efetiva zero (do ontrário nenhuma aglomeração de matéria poderia e�azmenteoorrer), e esta levanta um questionamento em relação a estrutura original da teoria de Rastall.Em algum sentido, isto já tem sido observado, onforme a referênia [93℄, forçando os autoresdesse trabalho a usar apenas um �uido para aber dados das supernovas do tipo Ia. Mas, talproedimento paree ser impossível, por ausa do problema da formação de estrutura. Outrosmétodos observaionais, omo CMB, podem ser usados para reforçar a teoria de Rastall. Mas,os resultados obtidos nesse apítulo pareem-nos ser su�ientes para indiar essas di�uldadesda teoria de Rastall, quando onfrontada om os dados observaionais.
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Capítulo 6
O modelo de uni�ação om ampoesalar de Rastall
O gás Chaplygin tem problemas om os testes observaionais, o enário geral que emerge destestestes não é uniforme. Os testes de CMB [94,95℄ favoreem uma enário em torno de α = 0 qualreduz essenialmente o modelo GCG ao modelo ΛCDM. Por outro lado os testes de SN Ia [67,68℄favoreem valores negativos de α. Uma versão esalar-tensorial an�nio do gás de Chaplyginé inviável por ausa de cs = 1. Vamos então tentar onstruir uma versão esalar-tensorial dogás de Chaplygin usando a teoria de Rastall.6.1 A veloidade do som do ampo esalar na teoria deRastallEm [96℄, os autores estudaram o aso que orresponde a γ = 2, que pode reproduzir o enário de
ΛCDM no fundo e a nível perturbativo. Uma expliação possível para o suesso do aso γ = 2de Rastall é devido ao fato de ter uma veloidade de som nula para modelos esalares, omomostramos agora. A veloidade de som é de�nida omo a relação c2s := δp

δρ
.Consequentemente,faz sentido onsiderar seu valor no referenial onde a substânia ujo olapso está sendo investi-gado está em repouso; denotamos essa quantidade omo ĉs. Seguindo a Referênia [97℄, usamosa forma:

δp = ĉs
2δρ+ 3aHρ(1 + ω)

(

ĉs
2 − c2a

) θ

k2
, (6.1)



83que relaiona as perturbações da pressão às da densidade de energia ambas em um alibregenério, através de ĉs2. Nesta fórmula, c2a é a veloidade do som adiabátia, de�nida omo
c2a := ṗ/ρ̇ e que, para o ampo esalar de Rastall que estamos investigando, tem a forma:

c2a =
3H(2− γ)φ̇0 + 2(3− 2γ)V,φ

3Hγφ̇0

, (6.2)onde usamos Eqs. (7.2), (7.4) e a equação do movimento (7.9). Além disso, na fórmula (6.1),
ω := p/ρ, k é o numero de onda o-móvel em uma deomposição do modo normal e θ é de�nidaatravés de

a(ρ+ p)θ := ∂iδT 0
i = φ̇0∂

iδφ,i . (6.3)Substituindo em Eq. (6.1) as expressões para δρ e δp, o que enontramos na Eqs. (7.5) e (7.7),e Eqs. (6.2) e (6.3) obtemos:
γĉs

2
[

γφ̇0
˙δφ− γΦφ̇0

2
+ (3− 2γ)V,φδφ+ 3Hφ̇0δφ

]

=

= (2− γ)
[

γφ̇0
˙δφ− γΦφ̇0

2
+ (3− 2γ)V,φδφ+ 3Hφ̇0δφ

]

, (6.4)na qual dá laramente que ĉs2 = (2−γ)/γ e onsequentemente o aso γ = 2 implia que ĉs2 = 0:é um argumento que favoree o olapso. Assim, para ter uma veloidade do som nula, o modeloesalar deve obedeer as seguintes equações:
Rµν −

1

2
gµνR = 8πG

[

Tµν + φ;µφ;ν + gµνV (φ)

]

, (6.5)
∇ρ∇ρφ+ Vφ +

φ;ρφ;σφ;ρ;σ

φ;αφ;α
= 0, (6.6)onde, usamos γ = 2 nas Eqs. (5.56)-(5.58) e �zemos a rede�nição V (φ) → −V (φ). O tensor demomento-energia na Eq. (6.5) representa a matéria (bárions) e que se onserva separadamente.Nesse aso o tensor de energia-momento para o ampo esalar é dado por:

T φ
µν = φ;µφ;ν + gµνV (φ). (6.7)



84Assim, a energia e a densidade do ampo esalar são dadas pelas seguintes expressões
ρφ = φ̇2 + V (φ), (6.8)
pφ = −V (φ). (6.9)Agora, vamos usar o resultado do exemplo do Gás de Chaplygin da seção 2.3 para �xar φ̇ e

V (φ). Supondo que o ampo esalar represente o Gás de Chaplygin generalizado, enontramosa expressão (2.87) que pode ser reesrita da seguinte forma:
Ωc = Ωc0g(a)

1
1+α , Ωc =

8πGρc
3H2

0

, Ωc0 =
8πGρc0
3H2

0

. (6.10)Fazendo a substituição temos:
tH2

0 → t,
V (φ)

H2
0

→ V (φ), (6.11)então podemos esrever:
ρφ = φ̇2 + V (φ) = 3Ωc0g

1
1+α , (6.12)

pφ = −V (φ) = −3Ωc0Āg
− α

1+α . (6.13)Assim, obtemos:
φ̇(a) =

√

3Ωc0

√

g(a)1/(1+α) − Āg(a)−α/(1+α), (6.14)
V (a) = 3Ωc0Āg(a)

−α/(1+α). (6.15)As equações perturbadas são agora da seguinte forma:
δ̈ + 2

ȧ

a
δ̇ − 3

2

Ω0

a3
δ = φ̇Ψ̇− VφΨ, (6.16)

2Ψ̈ + 3
ȧ

a
Ψ̇+

{

k2

a2
+ Vφφ

}

Ψ = φ̇δ̇, (6.17)
Ψ = δφ e δ são de�nidas omo nas Eqs. (5.61)-(5.62). Usamos agora o fator de esala omo a



85variável, o sistema de equações aima toma a seguinte forma:
δ′′+

{

2

a
+
f ′(a)

f(a)

}

δ′ − 3

2

Ω0

a3f 2(a)
δ = φ′Ψ′ − Vφ

f 2(a)
Ψ, (6.18)

2Ψ′′+

{

3

a
+ 2

f ′(a)

f(a)

}

Ψ′+

{

k2

a2f 2(a)
+

Vφφ
f 2(a)

}

Ψ = φ′δ′, (6.19)onde temos as seguintes de�nições:
f(a) =

√

Ωm0

a
+ Ωc(a)a2, (6.20)

φ̇(a) =
√

3Ωc0

√

g(a)1/(1+α) − Āg(a)−α/(1+α), (6.21)
V (a) = 3Ωc0Āg(a)

−α/(1+α), (6.22)
Vφ(a) =

f(a)

φ̇
V ′(a), (6.23)

Vφφ(a) =
f(a)

φ̇
V ′
φ(a), (6.24)

Ωc(a) = Ωc0g(a)
1/(1+α). (6.25)Nestas expressões, Ωc0 é o parâmetro da densidade para o modelo generalizado do gás deChaplygin, que obedee a ondição Ωc0 + Ωm0 = 1 e g(a) e dado por (2.87).
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Figura 6.1: bidimensional PDFs para o modelo esalar do Rastall om Ā = 0.1, Ā = 0.5 and Ā = 0.9.

O modelo é testado usando os dados observaionais da amostra 2dFGRS. Impomos as ondi-ções iniiais omo na seção 5.6. Temos dois parâmetros livres, α e Ωdm0 e �xamos Ā. Quando
Ā = 0.1, 0.5 e 0.9 o resultado é mostrado na �gura 6.1, 2, 3. Temos uma região relevante noespaço dos parâmetros Ωdm0 e α om uma alta densidade de probabilidade (PDF). Após amarginalização, há um pio na densidade de probabilidade de próximo a α = −1. Para α livreobservamos dois plateau na PDF. O plateau orrespondente ao valor positivo de α é mais baixoque o plateau, orrespondente ao valor negativo de α. Por Ωdm0 têm dois máximos de probabi-lidades, um quando não tem omponente da matéria esura e o outro quando a matéria esurafor o únio omponente além dos bárions. O segundo máximo é mais alto do que o primeiro.Temos um mínimo na densidade de probabilidades próximo de Ωdm0 = 0.9.
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Figura 6.2: PDFs de uma dimensão para o parâmetro α do modelo esalar do Rastall om Ā = 0.1; Ā = 0.5and Ā = 0.9.6.2 ConlusãoUm outro modelo foi introduzido baseado na versão do ampo esalar da teoria de Rastall.Para este aso, a veloidade do som pode ser nula, independentemente do termo potenialesolhido. Para este ampo esalar não-an�nio, o modelo da quintessênia não é favoreido.
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Figura 6.3: PDFs de uma dimensão para o parâmetro Ωdm0 do modelo esalar do Rastall om Ā = 0.1;
Ā = 0.5 and Ā = 0.9.Quando o parâmetro da densidade da matéria esura está livre, temos dois máximos, um paraum universo ompletamente preenhido pela matéria esura e o outro sem a matéria esura.O modelo ampo esalar permanee ompetitivo. Todos esses resultados são válidos mesmoquando impomos desde o iníio a uni�ação da matéria esura/energia esura.
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Figura 6.4: PDFs de Dois e de uma dimensão que restringem α > −1 e que �xam Ā = 0, 5 para o modelo doampo esalar do Rastall.
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Figura 6.5: PDFs bi e uni-dimensionais que restringem Ωdm0 = 0 para o modelo do ampo esalar de Rastall.



91
Capítulo 7
Evolução do potenial gravitaional nateoria Rastall om ampo esalar
Neste apítulo, introduzimos o ampo esalar não-an�nio de Rastall. Investigamos a evoluçãodo potenial gravitaional. Vamos mostrar que no aso em que o onteúdo energétio for desritopor um ampo esalar não-an�nio, o modelo só é onsistente quando γ = 1.7.1 Teoria de Rastall om ampo esalarNa teoria de Rastall um ampo esalar φ é araterizado pelo seguinte tensor da energia-momento:

Tµν = φ,µφ,ν −
2− γ

2
gµνφ,αφ

,α + gµν(3− 2γ)V (φ) , (7.1)onde γ é o mesmo parâmetro dos apítulos preedentes. Consideramos uma perturbação doampo esalar da forma φ = φ0 + δφ e derivamos da Eq. (7.1), juntamente om Eqs. (2.57) e(3.49), a expressão de fundo e à primeira ordem do tensor energia-momento.
(0)T 0

0 = ρ =
γ

2
φ̇0

2
+ (3− 2γ)V (φ0) , (7.2)

(0)T 0
i = 0 , (7.3)

(0)T i
j = −pδij = −

[

2− γ

2
φ̇0

2 − (3− 2γ)V (φ0)

]

δij , (7.4)



92onde o ponto denota a derivada respeito a t, ρ e p são a densidade e a pressão do ampo esalar,respetivamente. As quantidades perturbadas têm a forma
δT 0

0 = δρ = γφ̇0
˙δφ− γΦφ̇0

2
+ (3− 2γ)V,φδφ , (7.5)

δT 0
i = φ̇0δφ,i , (7.6)

δT i
j = −δpδij =

[

(γ − 2)φ̇0
˙δφ+ (2− γ)Φφ̇0

2
+ (3− 2γ)V,φδφ

]

δij , (7.7)onde , i denota a derivada espaial respeito à oordenada xi e V,φ := dV (φ)/dφ. A equaçãomodi�ada de Klein-Gordon tem a seguinte forma ovariante:
φ;α

;α + (3− 2γ)V,φ = (1− γ)
φ,ρφ,σφ;ρ;σ

φ,αφ,α
, (7.8)na qual paree mais laro que γ = 1 restaura o aso da relatividade geral. Inserindo outra vez

φ = φ0 + δφ na Eq. (7.8) e usando a métria (2.57) e (3.49), resultando em:
γφ̈0 + 3Hφ̇0 + (3− 2γ)V,φ = 0 . (7.9)Usando o tempo onforme dη = dt/a(t), podemos esrever

γφ′′
0 + (3− γ)Hφ′

0 + (3− 2γ)a2V,φ = 0 , (7.10)onde a linha denota a derivação no que diz respeito ao tempo onforme e H := a′/a. A equaçãomodi�ada perturbada de Klein-Gordon tem a seguinte forma:
γδφ′′ + (3− γ)Hδφ′ −∇2δφ

−(3 + γ)φ′
0Φ

′ + 2(3− 2γ)a2V,φΦ + (3− 2γ)a2V,φφδφ = 0 , (7.11)onde V,φφ := d2V (φ)/dφ2.7.2 Evolução do potenial gravitaionalAgora alulamos o tensor de Einstein da métria perturbada (3.49) e o ombinamos om otensor energia-momento perturbado em Eqs. (7.5)�(7.7). Em partiular, omo anteipamos



93impliitamente ao esrever a métria perturbada (3.49), desde que o δT i
j ∝ δij temos somenteum potenial gravitaional. Consulte o apítulo 3 para mais detalhes onde esolhemos φ = ψ.Obtemos:

∇2Φ− 3H (HΦ + Φ′) + γ
(

H2 −H′
)

Φ =

4πG
[

γφ′
0δφ

′ + (3− 2γ)a2V,φδφ
]

, (7.12)
HΦ,i + Φ′

,i = 4πGφ′
0δφ,i , (7.13)

Φ′′ + 3HΦ′ +
(

2H′ +H2
)

Φ+ (2− γ)
(

H2 −H′
)

Φ =

4πG
[

(2− γ)φ′
0δφ

′ − (3− 2γ)a2V,φδφ
]

, (7.14)onde igualmente usamos a relação do fundo 4πGφ2
0 = H2−H′. Agora reduzimos o sistema aimade duas maneiras diferentes que, ontudo, dão resultados diferentes a menos que esolhamos

γ = 1. Usamos uma deomposição em modo normal. A Eq. (7.13) pode assim ser esritaomo HΦ+Φ′ = 4πGφ′
0δφ e ∇2 = −k2. Agora, se somamos ou subtraímos a primeira equaçãoom o tereira, usando HΦ + Φ′ = 4πGφ′

0δφ, a �m de eliminar δφ e a equação de movimento(7.10), a �m de eliminar φ′′
0 obtemos:

Φ′′ + 3HΦ′ +
(

2H′ +H2
)

Φ =

2− γ

γ

[

−k2Φ− 3H (HΦ+ Φ′)
]

− 2V,φa
2

γφ′
0

(3− 2γ) (HΦ + Φ′) , (7.15)
Φ′′ + 3HΦ′ +

(

2H′ +H2
)

Φ =

−k2Φ− 3H2− γ

γ
(HΦ+ Φ′)− 2V,φa

2

γφ′
0

(3− 2γ) (HΦ + Φ′) . (7.16)Estas equações podem ser idêntias somente se γ = 1, que é o limite da relatividade geralda teoria de Rastall. Realmente, estas equações poderiam ser igualmente onsistentes quando
k = 0. Voltando às equações de Einstein, antes da deomposição em modos normais, k = 0signi�aria ∇2Φ = 0, que implia que Φ deve ser um ampo homogêneo, isto é Φ = Φ(η).Note que toda a dependênia linear espaial para Φ seria inaeitável pois o ampo divergiriano in�nito. Mas se Φ é homogêneo, não estamos investigando perturbações reais. De fato, é



94su�iente na métria (3.49) rede�nir o tempo e o fator de esala omo segue:
dt̄2 = [1 + 2Φ(t)]dt2 , ā2(t) = a2(t)[1− 2Φ(t)] , (7.17)e obtemos outra vez a métria FLRW no referenial usual, om t̄ o tempo ósmio. Conse-quentemente onluímos que uma teoria de perturbação no alibre newtoniano é onsistentesomente para γ = 1.7.3 O papel de uma omponente tipo �uidoO resultado enontrado na seção preedente paree ser diferente se introduzimos uma outraomponente junto om o ampo esalar de Rastall. Consideramos um �uido perfeito omequação de estado p = ωρ. Esrevemos seu (isto é, fundo mais perturbado) tensor total deenergia-momento omo segue:

T 0
0 = ρ(1 + δ) , (7.18)

T 0
i = −ρ(1 + w)vi , (7.19)

T i
j = −(p + δp)δij , (7.20)onde δ := δρ/ρ é o ontraste usual da densidade, δρ é a perturbação da densidade, δp é a pressãoe vi é a veloidade. Supomos as perturbaçoes adiabátias, isto é δp = c2sδρ, onde c2s = ω. Usandooutra vez a deomposição em modo normal, reesrevemos o sistema de equações de Einstein,omo segue:

− k2Φ− 3H (HΦ+ Φ′) + γ
(

H2 −H′
)

Φ = 4πGa2δρφ + 4πGa2δρ , (7.21)
k (HΦ + Φ′) = 4πGkφ′

0δφ+ 4πGρ(1 + ω)v , (7.22)
Φ′′ + 3HΦ′ + 3H2Φ− γ

(

H2 −H′
)

Φ = 4πGa2δpφ + 4πGa2δp , (7.23)onde de�nimos:
δρφ :=

1

a2
γφ′

0δφ
′ + (3− 2γ)V,φδφ , (7.24)
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δpφ :=

1

a2
(2− γ)φ′

0δφ
′ − (3− 2γ)V,φδφ , (7.25)

v é o potenial da veloidade de�nido por vi = −v,i/k. Com as variáveis �uidas e a relação
δp = c2sδρ temos um total de quatro funções desonheidas (Φ, δφ, δρ, v), mas somente 3 equa-ções. Consequentemente, é impossível obter outra vez uma limitação tão forte quanto γ = 1.Investigamos alguns detalhes do sistema aoplado do �uido mais o ampo esalar de Rastall.Multipliando Eq. (7.21) por 2− γ, Eq. (7.23) por γ e subtraindo as duas, obtemos:

γΦ′′ + 6HΦ′ + 6H2Φ− 2γ
(

H2 −H′
)

Φ + (2− γ)k2Φ =

−8πGa2(3− 2γ)V,φδφ+ 4πGa2
(

γc2s + γ − 2
)

δρ . (7.26)Desta equação, eliminamos δφ om a ajuda de Eq. (7.22), obtemos então
γΦ′′ + 6HΦ′ + 6H2Φ− 2γ

(

H2 −H′
)

Φ + (2− γ)k2Φ =

−2a2(3− 2γ)V ′

[HΦ + Φ′

φ
′2
0

− 4πGa2ρ(1 + ω)v

kφ
′2
0

]

+4πGa2ρ
(

γc2s + γ − 2
)

δ , (7.27)onde usamos V,φ = V ′/φ′. Supomos agora que o �uido satisfaz sua própria onservação, ou seja,seu tensor energia-momento é onservado separadamente, a �m de obter mais uma equaçãoneessária para resolver o sistema. De T µ
ν;µ = 0, para o omponente do �uido somente,obtemos:

δ′ = −(1 + ω)(kv − 3Φ′) , (7.28)
v′ = −H(1− 3ω)v +

kc2s
1 + ω

δ + kΦ . (7.29)Agora temos que espei�ar a evolução do fundo, isto é, a função H. Sua forma geral é
H2

a2
=

8πG

3

[

ρ+
γφ

′2
0

a2
+ (3− 2γ)V

]

. (7.30)A �m de simpli�ar a Eq. (7.27), suponhamos que o potenial é uma onstante, i.e. V ′ = 0.Consequentemente, está fazendo o papel de uma onstante osmológia e�az. Se o potenial



96for uma onstante, voltando a equação de Klein-Gordon (7.10) isso onduz a:
φ′
0 = u0a

−(3−γ)/γ , (7.31)e a equação de Friedmann toma a seguinte forma:
H2

H2
0a

2
= Ω0a

−3(1+ω) + ΩV + Ωu0a
−6/γ , (7.32)om as de�nições

ΩV :=
8πG(3− 2γ)V

3H2
0

, Ωu0 :=
8πGγu20
3H2

0

. (7.33)Finalmente, troando o tempo onforme para o fator de esala, esrevemos o sistema aopladode equações de Einstein e as equações do �uido omo:
γΦaa +

[

γ
Ḣ
H +

6 + γ

a

]

Φa +

[

2γḢ
Ha +

6− 2γ

a2

]

Φ+ (2− γ)
k2

H2a2
Φ =

3H2
0

2H2
Ω0a

−3(1+w)
(

γc2s + γ − 2
)

δ , (7.34)
δa = −(1 + ω)

(

kv

Ha − 3Φa

)

, (7.35)
va = −1

a
(1− 3ω)v +

kc2s
(1 + ω)Haδ +

k

HaΦ , (7.36)onde o índie a denota a derivação respeito ao fator de esala. Começamos a evolução om
ai = 10−3 e esolhemos omo ondições iniiais Φ′

i = vi = 0, Φi = −δi = −1. Com a esolha
ω = 0 e γ = 2, pelas Eqs. (7.32) e (7.34) reproduzimos a mesma dinâmia do modelo ΛCDM.É urioso que isso paree aonteer somente quando um �uido padrão é adiionado ao ampoesalar de Rastall. Nas Figura7.1 e 7.2 traçamos a evolução de Φ e δ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. Istoé, estamos supor que o �uido perfeito onsiderado é uma omponente do bari�nia. Igualmenteesolhemos uma esala k = 10−3 h Mp−1.Para γ > 2, o resimento do ontraste da densidade do omponente �uido está aumentando.Isto é provavelmente devido ao fato que ĉ2s se torna negativo e onsequentemente o olapso doampo esalar é livre. Para γ < 2 o resimento de δ é apreiavelmente obstruído . É uriosoobservar na Figura7.2 omo o potenial gravitaional diminui mais para γ = 1, 5 do que para
γ = 1. Teríamos que esperar o ontrário, visto que para γ = 1 a veloidade do som é ĉ2s = 1,
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Figura 7.1: Evolução de Φ e δ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. As linhas pretas representam o aso
γ = 2, i.e. o ΛCDM . As linhas vermelhas orrespondem a γ = 1.9 onsiderando que azuis a
γ = 2.05. Esolhemos uma esala k = 10−3 h Mp−1.
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Figura 7.2: Evolução de Φ e δ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. As linhas pretas representam o aso
γ = 2, i.e. o ΛCDM. As linhas vermelhas orrespondem a γ = 1.5 onsiderando que azuis a
γ = 1. Esolhemos uma esala k = 10−3 h Mp−1.



98enquanto que para γ = 3/2 de veloidade de som é ĉ2s = 1/3, isto é, menor. Note que taldisrepânia não está re�etida na �gura para δ, isto é, o resimento para γ = 1, 5 é maiorque para γ = 1. Consequentemente, tal efeito é provavelmente devido à evolução diferentedo fundo. Para a integralidade, indiamos aqui igualmente a evolução de δφ := δρφ/ρφ, quepode failmente ser alulada da Eq. (7.21), uma vez que onheemos Φ e δ. Os resultados sãotraçados em Figura7.3.
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Figura 7.3: Evolução de δφ por ω = 0 e Ω0 = 0.04. De ima para baixo: γ = 2.05, 2, 1.9, 1.5, 1.Esolhemos uma esala k = 10−3 h Mp−1.
7.4 ConlusãoA formulação esalar da teoria de Rastall da gravidade pode permitir uma uni�ação onsistenteda matéria esura e da energia esura para a evolução do fundo do universo. Mostramos nesteapítulo que, por outro lado, sua versão de uma únia omponente (ampo esalar não-an�niode Rastall) é perturbativamente inompatível: a ompatibilidade das equações perturbadasexige um potenial gravitaional homogêneo, que seria equivalente a uma rede�nição das funçõesdo fundo e não às perturbaçoes reais. A teoria esalar de Rastall pode admitir um enárioperturbativo onsistente se um outro omponente �uido (an�nio) é adiionado.



99Para um modelo de dois �uidos, avaliamos numeriamente o omportamento do potenialgravitaional e do ontraste da densidade para o omponente do ampo esalar. Para algunsasos, omo γ ∼ 1, 5, um omportamento é muito similar àquele obtido no exemplo da relativi-dade geral om um ampo da quintessênia. Embora isto não represente um estudo exaustivodo modelo de dois omponentes de Rastall, os resultados relatados aqui indiam que os enáriosonsistentes podem emergir de um modelo de uni�ação de Rastall para a energia esura e amatéria esura.
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Capítulo 8
Cosmologia de Rastall e o modelo ΛCDM
Introduzimos um modelo de dois �uidos, uma omponente que representa a energia do váuoe a outra a matéria sem pressão (por exemplo bárions mais a matéria esura fria). O enárioosmológio é o mesmo para o modelo de ΛCDM, no fundo e a níveis perturbativos lineares, àexeção de um aspeto: agora a energia esura pode aglomerar-se. Espeulamos que isso podeonduzir a uma possibilidade de distinguir os modelos a nível perturbativo não-linear.8.1 Cosmologia de RastallA �m de onstruir a osmologia de Rastall dominada para a fase da matéria, tomando em on-sideração a presente fase de aeleração do universo, onsideramos um modelo de dois �uidos.O primeiro omponente é uma matéria sem pressão (matéria esura fria mais bárions) omdensidade ρm enquanto que o segundo obedee a equação de estado do váuo px = −ρx. Umíndie m denotará as quantidades relativas ao omponente da matéria e um índie x denotaráa energia esura. Para que estruturas se formem através dos proessos de instabilidade gravita-ional, o tensor energia-momento da matéria deve ser onservado separadamente, ao ontráriodesenvolveria uma pressão efetiva, e a aglomeração não oorreria, à exeção para esalas muitograndes. Consequentemente, o sistema de Einstein mais as equações da onservação são dadas



101omo:
Rµν −

1

2
gµνR = 8πG

[

Tm
µν + T x

µν −
γ − 1

2
gµν(T

m + T x)

]

, (8.1)
(T µν

m + T µν
x );µ =

γ − 1

2
(Tm + Tx)

;ν . (8.2)Para separar a Eq. (8.2), introduzimos os parâmetro ηm e ηx:
T µν
m;µ =

γ − 1

2
(ηmTm + ηxTx)

;ν , T µν
x;µ =

γ − 1

2
[(1− ηm)Tm + (1− ηx)Tx]

;ν . (8.3)As equações de movimento tornam-se:
H2 =

8πG

3

[

(3− 2γ)ρx +
3− γ

2
ρm

]

, (8.4)
ρ̇m + 3Hρm =

γ − 1

2
(ηmρ̇m + 4ηxρ̇x) , (8.5)

ρ̇x =
γ − 1

2
[(1− ηm)ρ̇m + 4(1− ηx)ρ̇x] . (8.6)Usando a tereira equação om a segunda, obtemos a seguintes equações:

H2 =
8πG

3

[

(3− 2γ)ρx +
3− γ

2
ρm

]

, (8.7)
ρ̇m + 3Hρm =

γ − 1

2

[

ηm + 2(γ − 1)(ηx − ηm)

1 + 2(γ − 1)(ηx − 1)

]

ρ̇m , (8.8)
ρ̇x =

γ − 1

2

1− ηm
1 + 2(γ − 1)(ηx − 1)

ρ̇m . (8.9)Temos as seguintes soluções para as densidades:
ρm = ρm0a

−3(1+ωe) ,

ωe ≡
γ − 1

2

ηm + 2(γ − 1)(ηx − ηm)

2 [1 + 2(γ − 1)(ηx − 1)]− γ−1
2

[ηm + 2(γ − 1)(ηx − ηm)]
,

ρx =
ρ̄

3− 2γ
+
γ − 1

2

1− ηm
1 + 2(γ − 1)(ηx − 1)

ρm , (8.10)



102onde ρ̄ é uma onstante integração e introduzimos ωe omo uma equação de estado efetiva.Introduzindo a equação aima na equação modi�ada de Friedmann, obtemos
H2 =

8πG

3

{

ρ̄+

[

1 +
(γ − 1) [(3− 2γ) (1− ηm)− 1− 2(γ − 1)(ηx − 1)]

2 [1 + 2(γ − 1)(ηx − 1)]

]

ρm

}

, (8.11)a qual desreveria a mesma evolução do fundo que no modelo ΛCDM om ρ̄ omo uma onstanteosmológia efetiva, se a matéria não tivesse agora uma evolução diferente, γ, ηm e ηx. Aequação (8.10) prevê um desvio da dependênia usual do omponente da matéria em relação aofator de esala, este desvio é dado pelo parâmetro ωe. No modelo osmológio padrão, ωe = 0.Pode-se avaliar o desvio do modelo padrão previsto pela osmologia de Rastall, usando dadosda supernova do tipo Ia, por exemplo a amostra Union2 [98℄. Os resultados indiam que omelhor ajuste oorre para ωe ∼ 0, 1. Isso é muito próximo ao resultado padrão e sugere γ ∼ 1ou ωe ∼ 0. A primeira opção onduz à relatividade geral padrão. Supomos que γ 6= 1 e que
ωe = 0. Uma avaliação melhor pode ser obtida usando a formação de estruturas. Seguindo areferênia [84℄, vemos que a modi�ação da equação de estado induzida pela teoria de Rastall anível do fundo, do ponto de vista da relatividade geral, é pm = ωeρm, e esta relação é mantida nonível perturbativo linear, isto é δpm ≈ ωeδρm (usamos o sinal aproximado pois em [84℄ o modeloonsiderado ontém um unio �uido). A interpretação da matéria esura fria implia ωe = 0,enquanto a da matéria esura morna poderia onduzir a ωe > 0 ( admitimos que o enárioquente da matéria esura está exluída por observações). Sugerido por estas observações,podemos �xar ωe = 0. É notável que mesmo se γ é distante de 1, o fundo osmológio dateoria de Rastall pode onduzir aos mesmos resultados físios do modelo de ΛCDM. Com tal�m, onsideremos ωe = 0, sendo que a únia solução independente de γ é

ηx = ηm = 0 . (8.12)Os valores aima para ηx e ηm onduzem a um exemplo partiular mas interessante da teoria deRastall. O ajuste aima garante que o tensor de energia-momento da matéria está onservadono sentido usual, isto é.
T µν
m;µ = 0 . (8.13)



1038.2 Pequenas perturbaçõesOs �uidos são representados pelos seguintes tensores de energia-momento:
T µν
x = (ρx + px)u

µ
xu

ν
x − pxg

µν , (8.14)
T µν
m = (ρm + pm)u

µ
mu

ν
m − pmg

µν . (8.15)Impomos pm = 0 e px = −ρx. A esolha do referenial sínrono implia δu0 = 0, mas δui é umavariável dinâmia. Há de fato duas 4-veloidades, uma assoiada a omponente x, a outra àmatéria. A perturbação na 4-veloidade do �uido de matéria pode ser feito nulo. Usando esteformalismo, obtém-se o seguinte grupo de equações para as pertubações:
ḧ + 2

ȧ

a
ḣ = 8πGρx[γ + 3(2− γ)ωx]δx + 8πGρmγδm , (8.16)

δ̇m =
ḣ

2
, (8.17)

δρ̇x + (1 + ωx)ρx

(

Θ− ḣ

2

)

+3
ȧ

a
(1 + ωx)δρx =

γ − 1

2
[(1− 3ωx)δρ̇x + δρ̇m] , (8.18)

(1 + ωx)ρ̇xδu
i + (1 + ωx)ρxδu̇

i + 5
ȧ

a
(1 + ωx)ρxδu

i +
ωx

a2
∂iδρx =

−γ − 1

2a2
[

(1− 3ωx)∂
iδρx + ∂iδρm

]

. (8.19)Nestas expressões usamos as de�nições:
h ≡ hkk

a2
, ωx ≡ px

ρx
, δx ≡ δρx

ρx
, δm ≡ δρm

ρm
, Θ ≡ ∂iδu

i , (8.20)Agora, impomos ωx = −1. Obtemos, das Eqs. (8.18) e (8.19):
δρ̇x =

γ − 1

2
(4δρ̇x + δρ̇m) , (8.21)

−∂
iδρx
a2

=
1− γ

2a2
(

4∂iδρx + ∂iδρm
)

. (8.22)



104Essas equações onduzem à relação:
δρx =

γ − 1

2(3− 2γ)
δρm . (8.23)Usando agora Eq. (8.17), podemos reesrever Eq. (8.16) omo:

δ̈m + 2
ȧ

a
δm − 4πGρmδm = 0 . (8.24)Mas essa é a mesma equação para a perturbação da matéria no modelo ΛCDM. Na verdade,há uma diferença: agora há uma perturbação no termo �osmológio� ρx.De fato, usando as Eqs. (8.10) e (8.10) om ηm = ηx = 0 junto om (8.23), enontramos:

δx =
γ − 1

2

δm
C

ρm0
a3 + γ−1

2

. (8.25)Reentemente (isto é para a → ∞), δx deve tornar-se insigni�ante, e uma equivalênia om-pleta entre Rastall e o modelo de ΛCDM é esperada no fundo e no nível linear das perturbações.Por outro lado, no passado (isto é para a → 0), temos δx ∼ δm e onsequentemente a energiaesura pode em prinípio aglomerar-se. Isso pode ter onsequênias para o proesso da forma-ção da estrutura porque devemos esperar que uma quantidade de energia esura aglomeradaesteja presente em sistemas maiores, omo halos de galáxias e aglomerados de galáxias. Con-sequentemente, uma possibilidade a disriminar entre os dois modelos poderia ser um efeitointegrado Sahs-Wolfe [17℄ que afetasse o espetro da anisotropia da radiação ósmia do fundode maneira diferente.8.2.1 Calibre newtonianoPassamos do alibre sínrono ao newtoniano onforme, que paree ser mais apropriado para oestudo do potenial gravitaional. Para ada omponente �uido alulamos as perturbações daequação da ontinuidade de Euler. Seguindo a referênia [74℄, para a matéria temos T µ
ν;µ = 0,i.e.

δρ′m + 3
a′

a
δρm + aρm∂iδu

i
m − 3ρmΦ

′ = 0 ,
1

a4
(

a5ρmδu
i
m

)′
+ ρm∂

iΦ = 0 , (8.26)



105onde a linha denota a derivação em relação ao tempo onforme. Para o omponente x, temosa orreção proporional a T,µ e as equações se tornam:
δρ′x + 3

a′

a
(δpx + δρx)− 3ρx(1 + ωx)Φ

′ + aρx(1 + ωx)∂iδu
i
x =

γ − 1

2
[δρ′m + δρ′x − 3δp′x] , (8.27)

1

a4
[

a5ρx(1 + ωx)δu
i
x

]′
+ ∂iδpx + ρx(1 + ωx)∂

iΦ =

−γ − 1

2
∂i [δρm + δρx − 3δpx] . (8.28)As equações de Einstein são:

− k2Φ− 3H (HΦ+ Φ′) = 4πGa2
[

δρm + δρx −
γ − 1

2
(δρm + δρx − 3δpx)

]

, (8.29)
Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ = 4πGa2

[

δpx +
γ − 1

2
(δρm + δρx − 3δpx)

]

. (8.30)Agora supomos, omo antes, px = −ρx (que signi�a ωx = −1), que implia δpx = −δρx porqueestamos onsiderando as perturbaçoes adiabátias. As equações (8.27) e (8.28) tornam-se então:
δρ′x =

γ − 1

2
(δρ′m + 4δρ′x) , ∂iδρx =

γ − 1

2
∂i (δρm + 4δρx) , (8.31)e onsequentemente obtemos:

δρx =
γ − 1

2(3− 2γ)
δρm , (8.32)i.e. a perturbação no �uido δρm é proporional às perturbações na matéria: a mesma relaçãoenontrada usando a ondição oordenada sínrono. Reuperamos o limite orreto de ΛCDMquando γ = 1.Combinando as Eqs. (8.29) e (8.30) om a Eq. (8.32) obtemos:

∆Φ− 3
a′

a

(

a′

a
Φ + Φ′

)

= 4πGa2δρm , (8.33)
Φ′′ + 3

a′

a
Φ′ +

[

2

(

a′

a

)′

+

(

a′

a

)2
]

Φ = 0 . (8.34)Essas equações são idêntias às respetivas para o modelo de ΛCDM (note que o fundo éigualmente o mesmo). Em partiular, on�rmamos que as perturbações da matéria não são



106afetadas pelo �uido x (om ωx = −1), mesmo se o último aglomerar-se.8.3 Regime não-linearSeguindo a referênia [99℄ para o tratamento da segunda ordem das perturbações osmológias,onsidere as Eqs. (4.15)�(4.17) para a omponente x do nosso modelo em alibre newtoniano(isso é, om o oe�iente métrio B nulo), om pressão anisotrópia nula e px = −ρx. Temos:
(2)T 0

x 0 = δρ(2)x , (2)T 0
x i = 0 , (2)T i

x0 = 0 , (2)T i
xj = −δp(2)x δij , (8.35)onde o índie (·) refere-se a ordem perturbativa . Além disso, o traço na segundo ordem tem aseguinte formula:

(2)Tx =(2) T 0
x 0 +

(2) T k
x k = δρ(2)x − 3δp(2)x = 4δρ(2)x . (8.36)Por outro lado, para o omponente da matéria temos pm = 0. Daqui as Eqs. (4,15), (4,17)de [99℄ tornam-se:

(2)T 0
m0 = δρ(2)x + 2ρ(0)m v

(1)
k v(1)k , (2)T i

mj = −2ρ(0)m v
(1)
k v(1)k , (8.37)onde o v(1)k representa a perturbação da veloidade na primeira ordem. Daqui, para o traço dasegundo-ordem obtemos:

(2)Tm = (2)T 0
m0 +

(2)T k
mk = δρ(2)m . (8.38)Considere agora a equação

T µ
x ν ;µ =

γ − 1

2
(Tx + Tm),ν , (8.39)na segunda ordem:

∂µ
(2)T µ

x ν + (0)Γµ
µρ

(2)T ρ
x ν +

(1)Γµ
µρ

(1)T ρ
x ν +

(2)Γµ
µρ

(0)T ρ
x ν

− (0)Γρ
µν

(2)T µ
x ρ − (1)Γρ

µν
(1)T µ

x ρ − (2)Γρ
µν

(0)T µ
x ρ =

γ − 1

2

[

(2)Tm + (2)Tx
]

,ν
. (8.40)



107Fazendo ν = 0, e tomando em onsideração os valores não nulos das perturbações, obtemos:
∂0

(2)T 0
x 0 + (0)Γµ

µ0
(2)T 0

x 0 +
(1)Γµ

µ0
(1)T 0

x 0 +
(2)Γµ

µ0
(0)T 0

x 0

− (0)Γρ
µ0

(2)T µ
x ρ − (1)Γρ

µ0

(1)T µ
x ρ − (2)Γρ

µ0
(0)T µ

x ρ =
γ − 1

2

[

(2)Tm + (2)Tx
]

,0
. (8.41)Por outro lado:

(0)Γρ
µ0

(2)T µ
x ρ = (0)Γ0

00
(2)T 0

x 0 +
(0)Γi

j0
(2)T j

x i

=
a′

a

[

(2)T 0
x 0 +

(2) T k
x k

]

= 4
a′

a
δρ(2)x , (8.42)e

(0)Γµ
µ0

(2)T 0
x 0 = 4

a′

a
δρ(2)x . (8.43)Daqui, o segundo termo na primeira linha da Eq. (8.41) anula-se om o primeiro termo dasegunda linha. Da mesma forma, o tereiro e quarto termos da primeira linha anulam-se omo segundo e o tereiro da segunda linha. Terminamos om:

δρ(2)x

′
=

γ − 1

2(3− 2γ)
δρ(2)m

′
, (8.44)e reuperamos, a menos de uma onstante da integração, Eq. (8.32). Consequentemente, pareeque no modelo osmológio do tipo Rastall investigado aqui, a evolução da perturbação no �uido

x segue aquela da matéria até o regime perturbativo da segunda ordem.Contudo, no regime não-linear devemos esperar algumas diferenças entre o modelo de Rastalle o ΛCDM. Isto porque temos agora dois omponentes aglomerando-se e interagindo gravitai-onalmente, então afetando de uma erta maneira, talvez detetável, o resimento da estrutura.Tal análise é além do alane do trabalho atual, não obstante podemos disutir algumas diferen-ças entre o nosso modelo tipo Rastall e o ΛCDM, onsiderando o exemplo simples do olapsoesfério. Suponhamos seguir o resimento de uma inomogeneidade no passado, quando ouniverso se omportava omo um Einstein-de Sitter, isto é, os efeitos de uma onstante osmo-lógia eram insigni�antes. Seguindo a referênia [100℄, o resimento de uma região homogêneaesféria é desrito pela equação
(

ȧ

ai

)2

= H2
i

[

Ωp(ti)
ai
a
+ 1− Ωp(ti)

]

, (8.45)



108onde ai é o fator de esala em algum instante ti em que o olapso omeça e Ωp = 1 + δ é oparâmetro da densidade da região em que há olapso, determinado pelo ontraste de densidadedo �uido nele ontido. Aqui entra a diferença relevante. Para o modelo ΛCDM, o únioomponente que olapsa é matéria e, onsequentemente, Ωp = 1 + δm. Por outro lado, nateoria de Rastall apresentamos, um �uido desonheido x om uma equação de estado do váuoigualmente pode aglomerar-se. Por este motivo, o parâmetro :
Ωp = 1 +

δρm
ρm + ρx

+
δρx

ρm + ρx
. (8.46)Considerando agora a Eq. (8.10) om ηm = ηx = 0, e negligeniando a ontribuição de ρ̄,podemos esrever

Ωp = 1 +
2(3− 2γ)

5− 3γ
δm +

γ − 1

5− 3γ
δx . (8.47)Para ΛCDM temos Ωp(ti) = 1 + δm(ti), enquanto que no modelo de Rastall temos um grau deliberdade a mais, devido à ondição iniial em δx(ti). Assim, em prinípio, pode-se onstruira mesma história de olapso que no modelo ΛCDM, mas om uma quantidade diferente dematéria, dependendo do valor de γ.8.4 ConlusãoPodemos onluir que a osmologia de Rastall é essenialmente equivalente a do ΛCDM, àexeção de um aspeto: a energia do váuo pode aglomerar-se. Se este é o aso, dois efeitospoderiam difereniar-se entre os dois modelos: efeitos não-lineares no espetro de potênia damatéria e na função de transferênia para perturbações osmológias. A energia do váuo éinsigni�ante no passado, daqui o impato das suas �utuações na evolução das perturbaçõesnos períodos primordiais da evolução do universo não pode ser relevante. Contudo, de aordoom o enário desrito aima, a energia esura está obrigatoriamente presente em sistemas,omo galáxias e aglomerados de galáxias, e o efeito da aglomeração da energia esura deveser relevante neste nível. Consequentemente, a osmologia de Rastall e o modelo de ΛCDMpareem ser distinguíveis somente no regime não-linear da evolução de perturbações ósmias.
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Capítulo 9
Conlusão
Nesta tese, disutimos brevemente as noções básias da relatividade geral, �zemos uma in-trodução ao modelo osmológio padrão, falamos sobre a matéria esura e da energia esura,inluindo ao �nal as evidênias da suas existênias. Apresentamos os prinípios da teoria dasperturbações lineares osmológias. Testamos a teoria de Rastall usando os dados observai-onais do espetro de potênia. Isto implia um estudo perturbativo. Utilizamos a ténia dateoria de perturbação do alibre sínrono para analisar questões ligadas om a formação deestrutura e a estabilidade nessa teoria. Observamos prinipalmente que a teoria se omporta,a nível perturbativo omo a relatividade geral mas om uma equação de estado efetiva. Empartiular, se o �uido tem uma equação de estado efetiva neessária para induzir a expansãoaelerada do universo, ele apresentará uma veloidade do som adiabátia efetiva ujo o qua-drado é negativo. Então o resultado do enário apresentará osilações e instabilidades. Alémdisso, a �m de omparar as previsões teórias da teoria de Rastall om os dados do espetro depotênia, paree inevitável introduzir um modelo de dois �uidos. Isto representa um problemana teoria de Rastall original. Uma maneira possível é onsiderar um �uido que obedee à lei deonservação da teoria de Rastall, om outra que se onserve separadamente de maneira usual.Isto pode ser justi�ado se o �uido anterior for de fato um ampo, omo um ampo esalar, queobedeça a uma equação modi�ada de Klein-Gordon. De fato, se ambos os �uidos têm umarepresentação hidrodinâmia, o espetro de potênia prevê γ = 1 omo foi desrito neste tra-balho - isto é, a teoria reduz-se à relatividade geral. Se o �uido de Rastall é um ampo esalar,a situação é mais omplexa, e mesmo se γ = 1 for sempre favoreido, há outras possibilidadesque apareem. O ponto interessante sobre este modelo é que o ampo esalar de interação de



110Rastall pode ter um omportamento de quartessênia da pressão nula ao nível perturbativoquando γ = 2, então a análise perturbativa pretende dar mais informações a respeito da for-mação de estrutura nestas teorias, veri�ando sua estabilidade ao mesmo tempo. Investigamoso aso espeial de modelos de quartessênia o modelo do gás de Chaplygin generalizado nesseaso não têm problema para os valores negativos de α.Investigamos a evolução do potenial gravitaional nas teorias de ampo esalar de Rastall.No modelo de únia omponente, uma teoria de perturbação onsistente formulada no alibrenewtoniano é possível somente para γ = 1, que é o limite da relatividade geral. Por outro lado,a adição de outra omponente de �uido an�nio permite onsiderar o aso γ 6= 1. Introduzimosum modelo do dois �uidos, uma omponente que representa a energia do váuo visto que a outramatéria sem pressão (por exemplo bárions mais a matéria esura fria), o enário osmológio éa mesma que para o modelo de ΛCDM, no fundo e nos níveis perturbativos lineares, à exeçãode um aspeto: agora a energia esura pode aglomerar-se. Espeulamos que este pode onduzira uma possibilidade de distinguir os modelos no nível perturbativo não-linear.
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