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Resumo

A teoria de Rastall ¢ uma modificagao da teoria da relatividade geral que conduz a uma ex-
pressao diferente da usual para a lei de conservacao no setor da matéria. Recentemente tem-se
discutido que tal teoria pode ter aplicagoes ao problema da energia escura, ja que um fluido
sem pressao pode conduzir & aceleracao do universo. Nesse trabalho confrontamos a teoria de
Rastall com os dados do espectro de poténcia. Os resultados indicam uma configuracao que
reduz essencialmente a teoria de Rastall a relatividade geral, a menos que a lei de conservagao
nao-usual se refira a um campo escalar, situacao onde outras configuragoes seriam eventual-
mente possiveis. Uma unificacao de energia escura e matéria escura, é obtida se um campo
escalar de interagao nao-canonica, inspirado pela teoria de Rastall da gravidade, for imposto.
Neste caso, é possivel uma concordancia com os testes de fundo e com o espectro de poténcia.
Investigamos a evolugao do potencial gravitacional na teoria de Rastall com campo escalar.
Para um modelo de uma tnica componente, a teoria de perturbagao, no calibre newtoniano, é
consistente somente para v = 1, que ¢ o limite da relatividade geral. Por outro lado, é possivel
ter um modelo consistente com 7 # 1 quando uma outra componente, sob a forma de um
fluido perfeito, é introduzida. Introduzimos nesta teoria um modelo de dois fluidos, uma das
componentes representando a energia do vacuo e a outra a matéria sem pressao (por exemplo,
béarions mais a matéria escura fria). O cenério cosmologico é o mesmo que para o modelo de
ACDM, no fundo e a nivel perturbativo linear, a exce¢ao de um aspecto: agora a energia escura
pode aglomerar-se. Especulamos que isto pode conduzir a possibilidade de distinguir o modelo

de Rastall do ACDM a nivel perturbativo nao-linear.



Abstract

The theory of Rastall is a modification of the general relativity theory that leads to a different
expression, with respect to the usual one for the conservation law. Recently it has been argued
that such theory can have applications to the problem of dark energy, since a fluid without
pressure can lead the acceleration of the universe. In this work we confront the theory of
Rastall with the data of the power spectrum. The results indicate a configuration that reduces
essentially the theory of Rastall to general relativity, unless the not-usual conservation law
refers to a self-interacting scalar field , situation where other configurations would be possibly
possible. A unification of dark energy and dark matter is obtained through such non-canonical
scalar field. In this in case, it is possible an agreement with the observational tests. We analyze
the evolution of the gravitational potential in the theory of Rastall with a scalar field. For an
one component model, the perturbation theory in the Newtonian gauge is consistent only for
~v =1, that is, the limit of general relativity. On the other hand, it is possible to have a model
consistent with v # 1 when another component, in the form of a fluid, is added. We introduce
in this theory a model of two fluids, one of the components representing the vacuum energy and
another matter without pressure (for example, baryons). The cosmological scenario is the same
as the ACDM, in the background and at the linear perturbation level, excepted for an aspect:
now the dark energy can agglomerate. We speculate that this can lead to the possibility to

distinguish the Rastall’s model from ACDM model at the nonlinear perturbative level.
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Capitulo 1

Introducao geral

Esta tese ¢ dedicada & modelizacao cosmologica da teoria de Rastall [1] que é um modelo de
gravidade modificada para o qual o tensor energia-momento nao é conservado. A tese estd

organizada da seguinte forma:

Capitulo 2

Descreveremos o quadro tedrico no qual inscreve-se esta tese. Apresentaremos as nogoes basicas
da relatividade geral. Iremos fazer uma breve revisao do modelo cosmologico padrao, falaremos

sobre a matéria escura e da energia escura, incluindo ao final as evidéncias da suas existéncias.

Capitulo 3

Apresentaremos os principios da teoria das perturbacgoes lineares cosmologicas. Comecaremos
com a discussao nao relativistica e concluiremos com a discussao relativistica geral, onde es-
tudaremos diversos casos nos calibres newtoniano e sincrono, a partir das formulas da métrica

(2.57), do tensor de energia-momento (2.59), e das equagoes de Einstein (2.67).

Capitulo 4

Neste capitulo revisaremos os mais importantes fenomenos cosmologicos que permitem testar as
previsoes tedricas. Discutiremos a correlagao das estruturas em grande escala e as supernovas

do tipo Ia, a radiacao cosmica de fundo e as oscilagoes actisticas dos barions.
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Capitulo 5

Apresentaremos a teoria de Rastall, derivando algumas rela¢oes cosmologicas. Um modelo
com dois fluidos serd desenvolvido. O espectro de poténcia da matéria serd determinado na
representagao hidrodinamica e para o caso onde um dos fluidos esta representado por um campo

escalar de interacao.

Capitulo 6

Nesse capitulo iremos analisar e reproduzir o modelo de gas Chaplygin utilizando a teoria de

Rastall com um campo escalar. Discutiremos a velocidade do som nesta teoria.

Capitulo 7

Introduziremos o campo escalar nao-canonico de Rastall. Investigaremos a evolugao do poten-
cial gravitacional. Mostraremos que no caso em que o conteido energético for descrito apenas

por um campo escalar nao-canéonico, o modelo s6 é consistente quando v = 1.

Capitulo 8

Introduziremos um modelo com dois fluidos, em que uma dos componentes representa a energia
do vacuo e a outra a matéria sem pressao. Mostraremos que o cenario cosmologico é 0 mesmo
para o modelo de ACDM, no fundo e a nivel perturbativo linear, a excecao de um aspecto: agora
a energia escura pode aglomerar-se. Especularemos que isto pode conduzir a uma possibilidade

de distinguir os modelos a nivel perturbativo nao-linear.

Capitulo 9

Apresentaremos nossas conclusoes.

Esta tese resultou nos seguintes trabalhos cientificos:

e C.E. Batista , Jualio C.Fabris , M. Hamani Daouda. Testing the Rastall’s theory using
matter power spectrum. Il Nuovo cimento della Societa italiana di fisica. B , v. 125, p.

968968, 2010.
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e Jilio C. Fabris , Thaisa C. Guio , M. Hamani Daouda , Oliver F. Piattella. models
for the generalized Chaplygin gas and the structure formation constraints. Gravitation

Cosmology, v. 17, p. 259271, 2011.

e Jilio C. Fabris , M. Hamani Daouda , Oliver F. Piattella. Note on the Evolution of the
Gravitational Potential in Rastall Scalar Field Theories. Physics Letters B.2012

e C. E. Batista, M. Hamani Daouda , Julio C. Fabris , Oliver F. Piattella Davi C. Rodrigues.
Rastall Cosmology and the CDM Model 2011. Physical Review. D, Particles, Fields,
Gravitation, and Cosmology. v.85, p.084008, 2012.
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Capitulo 2

Relatividade geral, cosmologia padrao e

modelos de energia escura

Neste capitulo, comecamos apresentando as nocoes bésicas da relatividade geral. Em seguida,
iremos fazer uma breve revisao do modelo cosmoldgico padrao e falaremos sobre a matéria

escura e energia escura, incluindo ao final as evidéncias da existéncia das mesmas.

2.1 Relatividade geral

Principio da relatividade geral:

Na teoria newtoniana e na relatividade restrita, as leis da fisica sao escritas em referenciais
ditos inerciais ! e em de referenciais en rotagao. Por outro lado na teoria da relatividade geral,
formulada num espaco-tempo 4-dimensional, que nao é fixado a priori, as equacoes devem
guardar suas formas por transformacao gerais de sistemas de coordenadas. Chamamos a isto

de principio da covaridncia geral.

Como é natural, deveremos exigir que a formulacao de uma teoria gravitacional seja tal
que,localmente, obtenhamos a relatividade restrita, e no caso de campos muito fracos e velo-
cidades pequenas, muito menores que a da luz, os resultados coincidam com os da gravitacao

newtoniana.

Um referencial inercial é aquele em que um corpo submetido a uma forca resultante nula desloca-se com
velocidade constante.
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2.1.1 Espaco-tempo

Consideremos agora como as quantidades fundamentais se comportam sob uma transformagao

geral de coordenadas.

Vetores

Considere-se a seguinte transformagao de coordenadas:
at =z (at), (2.1)

onde ¥ sao fungoes diferenciaveis e nao degeneradas de z*, e o indice p varia de 0,1,2, 3.

A matriz de transformacao ¢ dada por 2Z sendo o determinante |2Z-| # 0, (o jacobiano da
xr €T

transformagao de coordenadas); assim x* sao fungoes diferenciaveis de z” e nao degeneradas.

A matriz g;,’: é a inversa de gf:::
ozt Oz
TIT e (2.2)
oxv OxH v
I
onde
1 a=v
6 = ; (2.3)
0 a#v

é 0 0 de Kronecker. Os diferenciais e as bases de vetores transformam-se de acordo com

di = %dm“, (2.4)
0 ozt 0
oz 0zv Oxt’ (2:5)

Uma base de vetores de um espaco é uma colecao de vetores tal que cada vetor pode ser escrito
de uma forma tnica como combinagao linear dos vetores de base. Um escalar, ou tensor de

ordem zero, é definido como uma quantidade que nao muda por transformacao de coordenada:

(2.6)

<
Il
<

Um wvetor contravariante, ou tensor contravariante de primeira ordem, é definido como uma

quantidade que se transforma como um diferencial:

_ TH
_Ox e

K —
A= (2.7)
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Um wvetor covariante ¢ definido como uma quantidade que se transforma da seguinte forma:

or”

Consequentemente, a derivada de um escalar ¢ um vetor covariante.

2.1.2 Tensores

Um tensor é definido como uma quantidade que se transforma como um produto tensorial de

vetores:

v ozt 3%”‘“6%)‘ 8%4 . (2.9)
0P Oz x> 9T AC

Um tensor ¢ do tipo (o, o) se tem « indices contravariantes e o indices covariantes. O escalar

¢ um tensor do tipo (0,0), um vetor contravariante ¢ um tensor do tipo (1,0), e um vetor

covariante ¢ um tensor do tipo (0,1). Uma combinagao linear de dois tensores do tipo (a, o) é

um tensor do tipo (a, o). O produto tensorial de dois tensores dos tipos (aq, az) e (o1, 02) ¢ um

tensor do tipo (a; + 02,1 + 03). Os indices do tensor (contravariante ou covariante) podem

ser simetrizados:

T(;w. a) — ' ZTW(;L (e (210)

ou anti-simetrizados:

Thver.a] = 'ZT e (w)...m(eSigN (), (2.11)

onde 7 é uma permutagao de indices, sign(m) é o sinal da permutacao e n é o nimero de indices
simetrizados ou anti-simetrizados. A contra¢ao de um tensor do tipo («, o) gera um tensor do
tipo (e — 1,0 — 1):

/ or'*or’r  9r* 9t or'v  ox¢ / or'v  0xt
T,uu... _ Tﬁ“{m — 5)‘T By = — . TB’Y"' . 2.12
no- T 9xB Qpy ok Ox'eT A 9y T are PT M T 9y T gle T Pl (2.12)
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2.1.3 Conexao afim e derivada covariante
Diferenciacao covariante dos tensores

A derivada covariante de um vetor Au é definida como

Apa = Apa — T2 A, (2.13)

onde I' 7, & conexao afim. Exigindo que A, seja um tensor, podemos mostrar que, numa

transformacao de sistema de coordenadas, obtém-se

ox'" 0z7 dxP ox'’v 0%z
F/Va = ——/—, O"\/B —ﬁ 3 (214)
s 0xY Ox'm Oz’ 0xY Oz'*0x'+
0 que mostra que I'/, nao é um tensor. No caso de um campo escalar,
Pp = O s (2.15)

onde , pu = %. Supondo que a derivada covariante do produto de dois tensores obedeca a regra

de Leibniz, como a derivada ordinaria, isto é
(TU)y = TU +TU,, (2.16)

entao

(AuB), = Apy B + AB%, = A, ,B® — T2 AB” + AB°. (2.17)

Consequentemente, obteremos a derivada covariante de um vetor contravariante:

o « « o
B®, =B, +T,,B. (2.18)
A regra de Leibniz (2.16), igualmente implica que a derivada covariante de um tensor é igual &
soma da derivada ordinéria correspondente desses tensores e os termos com as conexoes afins
para cada indice:

T},LV

ao...;3

=T s+ F,Y“ﬁT’Y”(;' AT A =D T =TT — L (2.19)

a.
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2.1.4 Curvatura
Tensor de Curvatura

O comutador de derivadas covariantes de um vetor é um tensor dado pela seguinte expressao,

[Vua VQ]BM = RMBVQBB (220)
onde, consequentemente, temos R sve da seguinte forma:
R”Bm = 0VFﬁ”a — &xfﬁ”y + TS — LA T8, (2.21)

que é chamado de Tensor de Curvatura. R", =& anti-simétrico nos indices v, a. O comutador

Bra

das derivadas covariantes de um vetor covariante é

V., VA, = —R° _Aj, (2.22)

pro
e a variacao do tensor de curvatura ¢ dada pela expressao,
5Ruaaﬁ = (51"075);0 - (5Fo¢ua);ﬁ’ (223)

onde 0I' é a variagao funcional da conexao.

2.1.5 Meétrica

Tensor métrico

A métrica é um tensor simétrico covariante de segunda ordem que nos permite definir a distancia

ou intervalo infinitesimal entre dois pontos:
ds* = g, dz"dx”, (2.24)

onde

Guv = Gvp- (225)
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Em uma variedade riemanniana, a derivada covariante da métrica é nula:
J— g g —
g,uu;a - g,uzx,a - Fuagmx - Fyagucr - 07 (226)

que implica na existéncia de uma conexao tnica e bem definida, a conexao métrica (que é

idéntica aos simbolos de Christoffel) dada por:

1
Ty = 5 9" (Gons + Govp = Gywa) (2.27)

Esta conexao é também conhecida por conexao de Levi-Civita ou por conexao de Riemann. A

inversa da métrica g"” ¢é definida pela seguinte relagao:
po o So
I g™ = 0,. (2.28)
A meétrica associa indices covariante e contravariante como:

AF = g A, (2.29)

B, = B’ (2.30)

Das definigdes de conexdo métrica (2.27) e do tensor de Riemann (2.23), vém as seguintes

propriedades algébricas:

Ruuaa - _Ruuaom
uvao — _Ruuaaa
Rvae = Roopw- (2.31)

Assim o tensor de Riemann tem 20 componentes independentes, em 4 dimensoes. Da contragao

de dois indices do tensor de Riemann, podemos definir o tensor de Ricci:

Ry = R, = Ry, (2.32)

pow
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o qual é simétrico por definicao. Contraindo a expressao da definicao do tensor de Riemann

(2.23), obtemos as componentes do tensor de Ricci

R, =T -T2 +T5T% —T2 T8 (2.33)

pv,o pouy pr- oo po~ ove

A variacao do tensor de Ricci é dada por
R, = (017,).0 — (O17,) - (2.34)
O escalar de Ricci, ou escalar de curvatura, é dado por
R=R,,g". (2.35)

Uma importante propriedade das componentes do tensor de Riemann sao as identidades de

Bianchi:

R =0, (2.36)

R, . =0. (2.37)

[vao]

A equagao (2.37) leva a simetria dos indices do tensor de Ricci. Contraindo essas equagoes com

o tensor métrico, resulta em

RBQ;J + R — Rga;a =0, (238)

Bao;p

RI/O' - RO’I/ - 0, (239)

Contraindo mais uma vez (2.38) com a métrica, obtemos a seguinte equacao da conservagao

G, =0, (2.40)
onde
1
G,uz/ - R;w - 5 g,UVRv (241)

¢ chamado de tensor de Finstein, o qual é simétrico (e descreve as propriedades geométricas do

espaco-tempo) e possui 10 graus de liberdade. O tensor de Riemann, com curvatura constante
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K, em um espa¢o maximalmente simétrico [2] , é dado por:

Ruuao = K(guagucr - g,uchua) (242)

2.1.6 O Principio Variacional
Acao de Einstein-Hilbert e as equacoes de movimento

Assim como as equacoes da mecanica classica, as equacoes de Einstein podem ser deduzidas a
partir de um principio variacional. Concentremo-nos primeiro no caso de um campo gravitaci-

onal. O ponto de partida serd a acao de Einstein-Hilbert com um termo de matéria

1
S = ~5. Ry/—gd*z + Sy, . (2.43)

Essa agao pode ser considerada como um funcional dos campos gravitacional e de matéria.

A variagao da agao (2.43) em relacdo as componentes da métrica g,,, usando a identidade

0/—g = —%\/—ggu,,ég‘“’, nos fornece

1 1
05 = —o- / <5R;wg””\/—_g + Ryudg"' V=g — S Rv —gguu59”") d'z +
+/TW\/—g5g‘“’d4x, (2.44)

onde T}, & o tensor energia-momento, definido da seguinte forma:

2 S,
V=gogm

T, = (2.45)

Integrando parcialmente o primeiro termo no lado direito de (2.44), e usando (2.40),temos

/5Ru,,g‘“’d4x = /((51“”",/);0 — (5Fu"0);,,)g“”d4x

_ v o v o 4 .
= — /(g“ Lo, —g" ol )dx =0, (2.46)
onde

g =+v—g9", (2.47)
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é a densidade métrica contravariante com derivada covariante nula g, = 0. Igualando S =0

em (2.44), podemos finalmente escrever
G = KT, (2.48)

ou

1
R, = KJ(TW — §Tg,w), (2.49)

onde 7}, é o tensor energia-momento que descreve o conteido material e T' é seu traco. As
equagoes de Einstein (2.48) e (2.40), implicam, por conseguinte, a conservagao do tensor energia-

momento ou, em outras palavras, que a divergéncia de T, seja nula:
™., =0. (2.50)

O tensor mais simples que satisfaz esta lei de conservacao é a propria métrica. De fato, as
equagoes de Einstein nos dao liberdade para adicionar um termo constante multiplicado pela
métrica. Acrescenta-se entao um termo suplementar na equacao de Einstein, dependendo li-
nearmente do tensor métrico e da constante cosmologica A. Podemos escrever as equacoes de

Einstein com constante cosmologica da seguinte forma:
G,uz/ + Ag;w = HT/LV > (251)

onde a constante cosmologica A pode ser vista como uma termo geométrico.

Originalmente a constante cosmologica foi introduzida por Einstein em 1917, para construir
uma representacao de um universo estatico na relatividade geral. A constante cosmologica
opera como uma pressao negativa contra a gravidade, de modo que os dois efeitos possam se
equilibrar. Contudo, apds a descoberta da expansao do universo por Hubble, com a medida
da recessao das velocidades de galaxias distantes, Einstein abandonou a ideia de adicionar o
termo as suas equagoes. Depois de 1998, a constante cosmologica reviveu como uma formulagao
de energia escura responsavel pela aceleragao da expansao do universo. Do ponto de vista da
Fisica de particulas elementares, tenta-se explicar a constante cosmologica como densidade de

energia do vacuo quantico |3].
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2.2 Cosmologia

Nesta secao forneceremos as ferramentas basicas da cosmologia para compreender a historia da

expansao do universo. Discutiremos entao a primeira evidéncia atual para aceleragao cosmica.

2.2.1 Do principio cosmolégico ao modelo de concordancia
Cosmologia padrao

A cosmologia padrao é baseada no Principio Cosmoldgico, que diz que o universo é homogéneo
e isotropico, pelo menos em grandes escalas. A dinamica do universo é regida pelas equagoes
de Einstein no modelo Big Bang quente. Esse modelo supoe que o universo antigamente estava
num estado de densidade e temperatura muita altas, a partir do qual, o espaco-tempo comecou
a evoluir. Desde entao, o universo atravessou um processo de expansao e de resfriamento,
passando de um estado extremamente quente e denso para um estado frio e rarefeito. A
temperatura hoje ¢ T =2, 75K [4] e a densidade py ~ 10*g/cm?. Este modelo é apoiado por

dados observacionais fortes, tais como:

e A expansao do universo, observada por Hubble em 1929 [5]. O universo encontra-se em
expansao uniforme, com a distancia média entre os seus constituintes (supostos distribui-
dos uniformemente) aumentando com uma velocidade V' = HyD, a lei de Hubble; H é
chamado de constante de Hubble, D ¢ a distancia entre os constituintes.

Diferentes estimativas de Hy estdo na faixa de 65 — 70kms 'Mpc™'. E usual definir uma

quantidade adimensional & que é a constante de Hubble em unidades de 100kms 'Mpc™*

[6]:
Hy = 100hkms™'Mpc ™" = 2.1332h x 107*#GeV, (2.52)

O inverso da constante de Hubble é chamado de tempo de Hubble

1
ty = — = 9.78 x 104" anos , (2.53)
Hy

implicando na idade do universo

to = 13.7 x 10%anos . (2.54)
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A velocidade da luz multiplicado pelo tempo de Hubble é a distancia (ou raio) de Hubble

c
Dy = — = 3000k *Mpc . (2.55)
Hy
e A nucleossintese primordial [7], fusao dos elementos leves durante os trés primeiro minutos

do universo quando a temperatura era alta.

e A radiagao cosmica (CMB) prevista em 1950 por Gamow e seus colaboradores Alphers

e Hermann e detectada em 1965 por Penzias e Wilson [8].

e A formacao das grandes estruturas. Naturalmente, observamos inomogeneidade e irregu-
laridades nas regioes locais do universo, estrelas e galaxias. Elas cresceram com o tempo
com a instabilidade gravitacional de distribuicao da matéria, que era mais homogénea no
passado. Entao, as inomogeneidades podem ser consideradas como pequenas perturbacoes

que evoluem no universo globalmente homogéneo.

2.2.2 Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker

Afim de poder utilizar a teoria da relatividade geral como quadro do modelo cosmologico e
deduzir as leis da dinamica do universo, é necessario impor vinculos: as simetrias induzidas
pelo principio cosmolégico e pela expansao do universo. Consideramos este sistema sendo
descrito por um espago-tempo como R X M, onde R representa a direcao temporal e M ¢é uma
variedade tridimensional homogénea e isotropica. O elemento de linha (2.24) pode ser escrito

na forma:
ds? = dt* — a(t)*y;;(z")dz'da? (2.56)

definindo a(t) como o fator de escala, 7;; ¢ a métrica tridimensional que é fungao unicamente das
coordenadas do espaco (i = 1,2,3) e o tempo t associado a cada hipersuperficie tipo-espago
é o tempo cosmico. A ortogonalidade entre geodésicas e hipersuperficies espacias, traduz-se
no fato de serem nulos os coeficientes gp;. O principio cosmologico tem como consequéncia

matemaética, que cada hipersuperficie espacial apresenta uma curvatura constante. O elemento
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de linha completo que descreve bem a dindmica do universo pode ser escrito (¢ = 1):

dr?
1 —Fkr?

ds* = dt* — a*(t) ( + r%df* + r* sin® 9d¢2) ,

(2.57)

que é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, com os trés casos possiveis para curvaturas

k =0,+1,—1, modelos planos, esféricos fechados e abertos, respectivamente.

e k = 41 corresponde a um espac¢o esférico fechado, de volume finito e curvatura positiva.
O espaco-tempo apresenta uma topologia do tipo cilindrico , R x S®, R representando o

eixo temporal e S? a tri-esfera,

e k= 0 corresponde a um espag¢o aberto, volume total infinito e curvatura nula. A topologia

do espaco é definida por R x R?® onde R? é o espaco euclidiano,

e k = —1 corresponde a um espaco hiperbolico tridimensional, aberto com volume total

infinito e curvatura constante negativa.

Da mesma maneira, as simetrias induzidas pela homogeneidade e pela isotropia do universo
impoem um tensor energia-momento da estrutura de um fluido perfeito. Um fluido perfeito é

um fluido para o qual existe um referencial em que 77/ é diagonal:

0
e : (2.58)

! 0 —p5’]
onde p = p(t) e p = p(t) de acordo com a homogeneidade. Assim temos que
T;w = (P + p)uuuu — Puv (259)

onde, p = Ty" é a densidade de energia da matéria, p é a pressao e u, = (1,0,0,0) é quadri-
velocidade no referencial co-movel. Os componentes de matéria e energia do universo sao,
essencialmente, como veremos mais a frente, matéria escura (DM), radiac¢ao (fotons , neutri-

nos), matéria barionica e energia escura (DE).
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2.2.3 Desvio para o vermelho

Admitiremos, no que segue, que a geometria do universo seja descrita pela métrica de Friedmann-
Robertson-Walker. A propagacao da luz faz-se ao longo de geodésicas nulas, que se caracterizam
através de um intervalo nulo, ds? = 0. Nestas condi¢oes, estando os eixos coordenados orienta-

dos de modo a termos uma propagagao radial, tiramos de (2.57) a relagao

dt dr
=t 2.60
a(t) V1 —kr? ( )

aplicando o sinal (—) ao caso de um raio luminoso que se dirija da fonte para o observador.
Suponhamos que este raio foi emitido no instante t = t;, num ponto de coordenada radial

r = ry; integrando a relagao anterior

[ [ = (261
— == | ——== f(r), .
t1 CL(t) 1 - ]{57’2 !
onde a fungao
arcsin ry para k=+1,
f(r) = 1 para k=0,
sinh™ 7y para k=—1,

¢ independente do tempo, pois as coordenadas sao co-méveis. Se tivermos dois raios luminosos

emitidos em instantes de tempo sucessivos t; e t; + dt; e recebidos em tg e tg + dty, obtemos

to+dto t14dtq
/ at / e (2.62)
o a(t) Jy, a(t)

ou seja,
dty _ dty | (2.63)
a(to)  al(ty)
o que implica em
dty _ 1 _ alt) (2.64)

dtl 140 a(tl) '



26

sendo 1 e 1y as frequéncias emitida e observada, respectivamente. A expansao do universo
conduz a um aumento no comprimento de onda observado, isto é, o desvio para o vermelho da

luz de uma fonte distante. Definiremos o desvio para o vermelho cosmolégico z como sendo

~1. (2.65)

O desvio para o vermelho z é usado geralmente como o indicador pelo tempo cosmico ¢, porque
pode ser medido por um determinado objeto astrofisico. Se a luz emissora de um objeto distante
é emitida e o observador detecta o comprimento de onda esticado por um fator de (1 + z), o
objeto teria uma distancia que corresponde ao desvio para o vermelho z. O comprimento de

onda fisico da luz emissora no tempo ¢ é dado por:
Ais = a(t)\ (2.66)

onde A é o comprimento de onda co-mo6vel. Como o universo expande, a(t) aumenta com o

tempo. As quantidades co-modveis nao mudam com a expansao do universo.

2.2.4 Dinamica do universo: equacgoes de Friedmann
Formulacao

Para termos uma descrigao mais completa do universo, e se quisermos compreender o universo
presente a partir de sua historia passada, é necessario conhecer a dinamica de sua evolucao, que
¢ nos dada pelas equacoes de Einstein, suplementadas pelo principio cosmologico, o qual nos
permite deduzir o elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker. As equacoes de Einstein

com o termo de constante cosmologica, tém a seguinte forma:

pv o

1 A
G =R — §gWR = 871G <TW - %guy) = 8rGT™" (2.67)

onde G, € tensor de Einstein, 17, ¢ Tensor de Ricci, T:”‘jt é o tensor energia-momento e R é a
escalar de curvatura. Assim, para construir o modelo cosmolégico padrao do universo, devemos
comecar considerando um universo espacialmente homogéneo, isotropico descrito pela métrica

de Friedmann-Robertson-Walker. Usando essa métrica (2.57) e o tensor energia-momento de
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um fluido perfeito (2.59), as equagoes de Einstein (2.67) reduzem-se a duas equagoes diferenciais
independentes para o fator de escala a(t). A componente 0-0 da equacao de Einstein conduz a

equacgao de Friedmann:

a? 1 E A
— =81G=p— =+ —. 2.68
a? TP T * 3 (2.68)
A segunda equacgao de Einstein conduz a
a 1 A
— = —4nG= 3 —. 2.69
- mGa(p+3p) + 5 (2.69)

Precisaremos, ainda, da equagao da conservagao do tensor energia-momento. Combinando as

Eqgs. (2.68) e (2.69), obtemos a conservagao da energia:
d(pa®) = —pd(a’) , (2.70)

a qual pode ser derivada diretamente da Eq (2.50)

v 8ij Av v A
Th = 3 + I, T +17,,T" =0, (2.71)
3 xl/
da qual, para v = 0, obtemos:
) a
p+35(p+p) =0. (2.72)

Definindo a equacao de estado barotropica
p=wp, (2.73)

onde w é uma constante, a Eq. (2.72) pode ser reescrita como

dlnp 1+w
= _ . 2.74
da 3 a (2.74)
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Gracas a equacao de estado (2.73) e a equagao da conservagao (2.72), obtemos a evolugao da

densidade de cada componente em func¢ao de a(t):
poc a0 (2.75)
Usando a equacao (2.68), obtemos o fator de escala em fun¢ao do tempo:
2
a o t30+9) (2.76)

onde w # —1. Dois casos importantes sao os que dizem respeito a um universo dominado por

matéria (também dita de poeira) e a um universo dominado por radiagao.

Para a fase de matéria (w = 0), temos (p = 0)
Pm X 072 (2.77)

A equacao acima é interpretada como a diminuicao da densidade de energia devido a diluicao

do ntmero de particulas decorrente da expansao do universo.

Para a fase de radiagdo (w = 1), temos
proca (2.78)

Note que a densidade de energia da radiacao decresce mais rapidamente que a densidade de
energia da matéria. Isto decorre do fato de que, embora a densidade numérica dos fotons
decresca da mesma forma que a das particulas nao-relativisticas, existe um fator adicional a™!,

pois os fotons perdem energia devido ao desvio para o vermelho.

Uma outra equacao de estado relevante em cosmologia é a de um universo dominado por uma
constante cosmoldgica. Nesse caso w = —1 e a densidade de energia p é uma constante, e

temos entao
a < exp(Ht) , (2.79)

onde H é uma constante.

Uma forma conveniente de escrever as equagoes de Friedmann (2.68) ¢ utilizando o pardmetro
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de densidade definido como

_ 8nGp;

Pi
(0 =2 = (2:80)
onde p., = % é a chamada densidade critica. A equagao de Friedmann, considerando como

componentes do universo a radiacao (fotons + neutrinos) + a matéria (escura e baridonica) + e

a constante cosmolodgica, pode ser escrita como
H(2)? = HYQm(1 4+ 2)2 + (1 + 2)* + (1 + 2)* + Q] . (2.81)

Tomando z =0 e H(z = 0) = Hy obtemos

k

Qm+Qr+Qk+QA:1, onde Qk:ﬁ

(2.82)

Note que das observacoes resulta que €2, < €, assim o parametro de densidade da matéria
relativistica 2. é omitido geralmente em estudos em tempos recentes. Esta equacao liga a
curvatura do universo {2, ao conteido de matéria {2, e a constante cosmologica {25. Deste

jeito, conhecendo a soma 2, + Qp = (o € possivel determinar a geometria do universo:

e (i <1: k=1, universo fechado,
e (s = 1: k=0, universo plano,
e (O >1: k= —1, universo aberto.

O modelo cosmolégico, descrito nos paragrafos precedentes, conheceu grandes sucessos como
a expansao do universo, a nucleossintese primordial e a radiacao césmica de fundo. Contudo,
um certo nimero de observacoes nao podem ser explicadas utilizando este modelo. Podemos
notificar aqui trés problemas: problema do horizonte, da planitude e da homogeneidade, os

quais sao tratados geralmente no contexto do modelo inflacionéario.

O modelo ACDM

O cenario da constante cosmologica (ACDM, ou seja, o modelo com matéria escura fria e

constante cosmologica) é aquele que melhor se ajusta as observacoes. Este corresponde a uma
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densidade lagrangiana que é escrita como f(R) = R—2A. Ele trata de forma separada a matéria
escura sem pressao e a energia escura. Nesta se¢ao, vamos mencionar as observagoes mais
recentes que tém permitido vincular o mais precisamente possivel os parametros cosmolégicos,
conduzindo assim ao modelo de concordancia ACDM. Como descrevemos na secao precedente,
a dinamica do universo, via equacoes de Friedmann, é governada pelos parametros cosmologicos

que caracterizam seu conteido e a sua geometria.

Radiacao

4

Sendo proporcional & a4, a densidade de radiacdo é atualmente negligenciavel: Q.h% = 2,47 x

1075,

Matéria baridnica

A nucleossintese primordial prediz a abundancia de Hélio , Deutério e Litio também. Esse valor
é consistente com os dados obtidos mediante calculos da abundancia de barions, a partir das
observacoes das flutuacoes de temperatura na radiacao céosmica de fundo, feitas pelo satélite
WMAP. A anélise feita com os dados da nucleossintese indica que Qph% = 0,02, 0, = 0, 0456
se h=20,7.

Matéria escura

Além da existéncia dos barions, fotons e neutrinos, existe uma outra componente exotica,
nao barionica, chamada de matéria escura, que é incluida para dar conta do problema da
formacao de estruturas no universo (além de outras motivacoes). Essa matéria escura, da
mesma forma que a energia escura, ainda nao foi detectada experimentalmente. A expressao
“matéria escura”, foi usada para descrever matéria sem pressao (nao-relativistica) que interage
de forma muito fraca com as particulas da matéria usual. A existéncia da matéria escura foi
indicada pela primeira vez em 1933 por Fritz Zwicky, que comparou as velocidades de dispersao
das galaxias no aglomerado de Coma com a massa das estrelas observadas. Uma vez que a
matéria escura nao emite a radiagao eletromagnética, sua presenca é detectada principalmente
pelos efeitos gravitacionais (por exemplo, o efeito de lente gravitacional, que é uma medida

indireta). A matéria escura pode aglomerar-se pela instabilidade gravitacional (ao contrario
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da energia escura), gerando as estruturas locais que sao observadas no universo. Ela tem um
papel crucial para a formagao de estruturas em grandes escalas no universo, como galdxias
e aglomerados de galaxias. Em 2005, a deteccao de pico das oscilagoes actsticas barionicas
(BAO) no desvio para o vermelho médio z = 0,35 [9], das observacoes de galaxias vermelhas

luminosas na SDSS (Sloan Digital Sky Survey) indica um valor aproximativo de €2, = 0, 273.

Nos anos 1970-1980, existiam dois modelos de matéria escura completamente opostos que
estavam em competicao: o modelo “top-down”, que considerava as estruturas maiores, aglo-
merados e super-aglomerados, formando-se primeiro e posteriormente fragmentando-se em ga-
laxias; o modelo “bottom-up”, que considerava as menores estruturas formando-se primeiro e
seguidamente aglomerando-se para formarem as maiores. Estes dois modelos diferenciavam-se
pela natureza das flutuacoes primordiais, a partir das quais desenvolveram-se as estruturas, e

de espécies de matéria escura.

As perturbacoes geradas no inicio da historia do universo e que darao origem as estruturas
observadas podem ser de diferente natureza. Existem flutuacoes de densidade, acompanhadas
também por flutuacoes de pressao e de temperatura que mantém a entropia constante. Chama-
se esse tipo de flutuagao de adiabética. Nestas flutuagoes, o nimero de fétons permanece
proporcional ao nimero de particulas de matéria. No modo isotérmico, os fétons nao seguem
a matéria e nao flutuam. A temperatura permanece por conseguinte constante. Este modo
era tomado sobretudo em consideracao antes da medida efetiva das anisotropias da radiacao
cosmica de fundo. Desde que se observou flutuacoes de temperatura na CIMB, os modelos nao-
adiabaticos mais considerados sao os modelos de flutuacoes de iso-curvatura, que conservam
a curvatura e a massa uniforme. Provavelmente a combinacao desses dois tipos de modos

independentes de flutuacoes se aproxima a realidade.

Cada tipo de flutuacao é associada a um tipo de matéria escura: seja a matéria escura fria
(CDM-Cold Dark Matter) seja a matéria escura quente (HDM-Hot Dark Matter). O carater
“quente” ou “frio” esta relacionado a velocidade média das particulas quando desacoplam-se do
plasma primitivo, onde fotons, barions e matéria escura estao em equilibrio. Neutrinos sao por
conseguinte os melhores candidatos para constituir a matéria escura quente. Sua velocidade
relativistica, impede que as flutuacoes da matéria em pequena escala cresca. Atualmente, o
cenario admitido para a formagao das estruturas é o hierarquico, segundo o qual, as primeiras

estruturas que se formam sao as menores, que seguidamente se fundem para formarem as
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maiores.

Aceleracao césmica e energia escura

A descoberta que a expansao do universo é acelerada foi feita primeiramente por Riess (1998)
[10] e por Perlmutter (1999) [11], com as observagoes de supernovas do tipo la (SNela). A
fonte para esta aceleragao cosmica do universo é a “energia escura”. Apesar de muitos anos de

pesquisa (veja por exemplo, as revisoes [12-16]) sua origem ainda nao foi identificada.

A energia escura é uma componente distinta da matéria ordinaria como a baridnica e a radi-
acao, no sentido que ela tem uma pressao negativa e tem a caracteristica de nao se aglomerar
em pequenas escalas estando, portanto, distribuida de forma mais homogénea que a matéria
escura (nao barionica). Essa pressao negativa conduz a expansao acelerada do universo neutra-
lizando a forga gravitacional. As observagoes de supernovas do tipo Ia (SNela) mostraram que
aproximadamente 70% da energia atual do universo consiste da energia escura. O candidato
mais simples para a energia escura é a constante cosmologica. Se a constante cosmologica é
responsavel pela aceleracao cosmica atual, precisamos encontrar um mecanismo para obter o

valor mintusculo e consistente com as observagoes.

Afim de distinguir esta variedade de modelos da energia escura, é importante impormos
limitacoes, usando dados observacionais tais como o SN Ia, CMB, e estrutura em grandes
escalas (LSS). Geralmente, a maneira minima de incluir a energia escura nesta estrutura ¢é
adicionar uma nova componente de fluido perfeito, com equagao de estado, wx = px/px, onde
wx € a parametro da equacao de estado, px é a pressao e px ¢ a densidade de energia. Isso
¢ uma boa medida para descrever a propriedade da energia escura a nivel do fundo. Entao

podemos reescrever a equagao de Friedmann em termos do parametro de Hubble H(z).

H(2)> = H[Qm(1+2)* + Q1+ 2)" + (1 4+ 2)* + Ox X (2)], X(2) = px(2) . (2.83)

px(0)
Exigindo a consisténcia da Eq (2.83) e z =0, H(z = 0) = H, fornece
O + U+ +Qx =1, (2.84)
Note que para uma constante cosmologica temos X (z) = const, px = —px, que resulta em

wx = —1. Em outros modelos da energia escura a equagao de estado varia geralmente no tempo.
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Talvez a primeira tarefa da investigagao da energia escura seja de detectar desvios de wx da
ordem do valor —1, para encontrar se a energia escura pode ser identificada com a constante
cosmologica ou nao. As observagoes de SN Ia forneceram a informagao da expansao cosmica
em torno do desvio para o vermelho z < 2, pela medida de distancias da luminosidade das
fontes. A presenca de energia escura conduz a um deslocamento da posi¢ao dos picos actsticos

em anisotropias da CMB, assim como uma alteracao do espectro da CMB em grandes escalas

com chamado a isto efeito integrado Sachs-Wolfe [17].

Os dados apenas da CMB, nao sao suficientes para colocar limitacoes fortes na energia escura.
A anélise combinada do SN Ia e CMB pode fornecer limites na equacao de estado de wx e a
fragao atual da densidade Qx da energia escura |18]. A distribui¢ao da aglomeragao das galaxias
em escala muito grande no céu, fornece igualmente as informacoes adicionais nas propriedades
da energia escura [19-21]. Isto igualmente deu-nos um outro teste independente da energia
escura. Da anéalise combinada do SN Ia, CMB, ¢ BAO, o grupo de WMAP |[18| obteve o
intervalo —1,097 < wx < —0,858 a 95% de nivel de confianca, supondo uma equacgao de estado
constante. A constante cosmologica (wx = —1) é consistente com os dados observacionais

atuais, quando alguns modelos de energia escura tem sido excluidos pelas observacgoes.

Da inflagao a energia escura

A cosmologia moderna revela que uma outra aceleracao coésmica chamada “inflacao” ocorreu
no universo passado, antes da fase da radiacao. A ideia da inflacao foi proposta originalmente
no principio dos anos 80 [22-25] para resolver diversos problemas cosmologicos tais como:
problemas da planitude e do horizonte. A inflacao, fornece igualmente um mecanismo causal
para a origem da estrutura em grandes escalas no universo. As anisotropias da temperatura
na radiagao cosmico de fundo (CMB), observada pelo satélite COBE em 1992 [4], mostrou
que o espectro da flutuacao é quase invariante de escala, consistente com as previsoes teoricas
do espectro de poténcia da perturbacao da densidade, originada das flutuagoes quanticas de
um campo escalar durante a inflagao. Depois de 2003, o grupo WMAP, forneceu dados
observacionais, com precisao elevada, das anisotropias da CMB [18,26,27], o que deu um forte

apoio para a existéncia do periodo inflacionario, da mesma forma que a energia escura.

Depois do fim da inflagao o universo incorporou a fase da radiagao, periodo em que os

elementos como deutério foram formados. Como a densidade de energia da radiacao diminui
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mais rapidamente do que aquela da matéria nao-relativistica (matéria escura e as barionicas),
a fase da radiacgao é seguida pela época da matéria, em torno do desvio para o vermelho
z = 3000. A temperatura das anisotropias observadas por COBE e pelo WMAP, ocorreram
na tltima superficie de espalhamento em que elétrons foram ligados pelo hidrogénio para formar
atomos. Apos este desacoplamento, os fotons puderam mover-se livremente sem experimentar
a dispersao de Thomson. O desacoplamento corresponde ao desvio para o vermelho da ordem
de z = 1090. De acordo com 0 WMAP e a partir de dados como em [18], as componentes
da energia na época do desacoplamento sao a matéria escura (63%), a radiacao (25%), (fotons
(15%) , neutrinos (10%)), a matérias bariénica (12%) e uma quantidade desprezivel de energia

escura.

A formagao de estruturas (galaxias e aglomerados) comegou na fase da matéria, isto é,
quando a matéria escura comecou a dominar a densidade da energia total do universo. A
matéria baridonica igualmente contribui na formacao das estruturas em grandes escalas, em
certa medida. Obviamente, as estruturas observadas sao feitas de matéria baridonica. Durante
a fase da matéria, a densidade da energia escura é negligenciavel se comparada aquela da
matéria escura, afim de permitir suficiente crescimento da estrutura em grande escala. Se a
energia escura for acoplada com a matéria escura, através de alguma interacao (como no cenario
de acoplamento da quintesséncia |28,29]), entdo a energia escura igualmente afeta a historia

passada da expansao do universo, assim como a formacao das estruturas em grandes escalas.

Enquanto a densidade de energia da matéria escura evolui como p, o a~3, a densidade

" com n provavelmente perto de 0).

de energia escura é quase constante no tempo (px < a~
O inicio da aceleracao coésmica ocorre em torno do desvio para o vermelho z ~ 1, embora
haja ainda uma incerteza para seu valor preciso, devido a dependéncia do modelo. Vivemos
entao em uma fase especial da aceleracao césmica na histéria da expansao do universo. O
problema da aceleracao da expansao do universo comecar ao redor do tempo atual, é chamado

frequentemente de problema da coincidéncia. A era da radiacdo é posterior a uma fase de

aceleragao cosmica (inflacao) e a da matéria é anterior a uma outra fase (energia escura).
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2.3 Modelos de energia escura

Se a origem da energia escura nao for a constante cosmolégica, pode-se procurar alguns modelos
alternativos para explicar a aceleracao cosmica hoje. As perguntas a respeito da natureza
da matéria escura e da energia escura sao dois problemas fundamentais da cosmologia atual.
Nenhuma resposta ainda foi encontrada, e numerosos modelos tentam elucidar estas perguntas.
As investigacoes recentes para resolver os enigmas da matéria escura e da energia escura, do
modelo cosmologico padrao, seguem principalmente duas diregoes: uma primeira aproximacao
se concentra na introdugao especifica das novas fontes no tensor momento-energia 7),,, sendo
que uma delas deva ter uma pressao negativa no lado direito das equagoes de Einstein, e
constitui assim um desafio para a fisica de particulas; enquanto a outra invoca uma modificacao
da geometria do espago-tempo (o lado esquerdo das equagoes de Einstein), restringindo-se

sobretudo a algumas modificacoes da teoria da gravitacao subjacente.

Por exemplo, um campo escalar fundamental descrevendo um fluido exo6tico é considerado,
e estudado sobre uma base fenomenologica. A palavra exético provém do fato que tal fluido
deve violar propriedades padroes dos fluidos (condigoes de energia) de maneira a satisfazer os
dados observacionais. Os principais modelos representativos que pertencem a esta classe sao os
campos escalares dinamicos (quintesséncia) [30-44], os campos escalares com termos cinéticos
nao canonicos (modelos de k-esséncia) [45-47] e finalmente os modelos de fluidos [48,49]. A
quintesséncia utiliza campos escalares com potenciais que variam lentamente, ao passo na k-

esséncia é a energia cinética do campo escalar que conduz a aceleragao.

Poderiamos também descrever fenomenologicamente as duas componentes escuras através
de uma tunica equagao de estado especifica. Tais modelos sao conhecidos na literatura como
modelos de quartesséencia ou UDM. O prototipo dos modelos de quartesséncia sao baseados em
um fluido perfeito com uma equagao de estado especifica, como o modelo do gas de Chaplygin
[50] e sua generalizacao |48], que pode ser obtida a partir de uma densidade lagrangiana com
um potencial adequado. Os modelos de Chaplygin tém sido testados com dados observacionais
de SNela, lentes gravitacionais, radio galaxias e fracdo de barions [51-53]. Houve muitas
tentativas de construir um modelo de campo escalar para a energia escura, baseados na fisica
de particulas (veja [49,54-57]).

A componente da energia escura pode advir, por exemplo, do lagrangiano de curvatura de
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Ricci de ordens superiores [58-60], as teorias Escalares-Tensoriais [29, 61-63], e os modelos
braneworld [12,64|. Uma altera¢ao possivel do CDM é descrito por uma densidade lagrangiana

nao-linear em termos de R, que é chamado Teoria f(R).

As teorias Escalares-Tensoriais correspondem a teorias em que o escalar de Ricci R acopla
a um campo escalar ¢, com uma forma da acoplamento F(¢) x R chamado de acoplamento
nao-minimo. Ela inclui a teoria de Brans-Dicke [65] e a Gravidade Dilatonica |66] como casos
especificos. Ha também a possibilidade de explicar a aceleracao cosmica através de teorias
de dimensoes extras: por exemplo modelos de braneworld propostos por Dvali, Gabadadze e

Porrati (DGP) [64].

Exemplo: gas de Chaplygin

Nesta secao, discutimos o arquétipo dos modelos de unificagoes da energia escura e da matéria
escura. O gas de Chaplygin é um fluido que pode conduzir a aceleracao cosmica no futuro e

que tem a seguinte equacao de estado

A
p=—-=, 2.85
P ( )

onde A é uma constante positiva. O gas generalizado de Chaplygin tem uma equagao de estado
p=——". (2.86)
pa
Usando as equagoes (2.86) e (2.72), resulta em

1 - 1—A
pe = peog(a)t+e, gla) = A+ ﬁ : (2.87)

onde A = /)1% ¢ uma constante. A equagao de estado do gas generalizado de Chaplygin é
c0

P A 1
W T T e T T A 3(1+a) (2.88)
p P L+ 45(1+2)

O gés generalizado de Chaplygin comporta-se como a matéria no passado

xa ®, w=>~0 ora<l1 2.89
p ) p )
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e como uma constante cosmologica no futuro

— 1

A 3(1+a)
p~const, w~-—1, pora< (Z) . (2.90)

O modelo original do gés de Chaplygin corresponde a = 1. Uma constante cosmologica
corresponde a o« =0 e A = 1. O gas de Chaplygin fornece uma possibilidade interessante para
a unificagao da energia escura e da matéria escura. Localmente o fluido pode se aglomerar
enquanto, ao mesmo tempo, pode permanecer como uma componente homogénea a grandes
escalas. Outra vantagem é que este modelo, a nivel das equacoes de base, descreve bem a
distancia de luminosidade observada através das supernovas tipo Ia [67,68]. Porém, a nivel
perturbativo o espectro de poténcia das perturbagoes de densidade possui grandes oscilacoes
[69], que ndo aparecem no espectro de poténcia de massa observado, muito embora isto ainda

seja objeto de controvérsias.
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Capitulo 3

Teoria das perturbacoes cosmologicas

Apresentamos neste capitulo os principios da teoria linear das perturbacoes cosmologicas. Co-
megaremos com a discussao nao relativistica e concluiremos com a discussao relativistica geral,
onde estudaremos diversos casos no calibre newtoniano e no sincrono, a partir das féormulas da

métrica (2.57), do tensor energia-momento (2.59), e das equagoes de Einstein (2.67).

3.1 Perturbacoes cosmolbégicas newtonianas.

A teoria newtoniana, como uma aproximacao limite da relatividade geral, é somente aplicavel
em cosmologia para escalas dentro do raio de Hubble, onde os efeitos da curvatura do espago-
tempo sao negligencidveis. Neste contexto, analisamos somente as perturbacoes da densidade
na componente nao-relativistica. Perturbacoes na matéria, em todas as escalas, exigem a teoria
relativistica completa. Assim, torna-se claro que a anélise newtoniana aplica-se somente a fase
material do universo. Aqui, apresentaremos a ideia da instabilidade de Jeans, usando como

exemplo simples um fluido nao-relativistico sujeito a expansao cosmica.

As equagoes gerais do fluido

Para comegarmos, consideraremos algumas ideias fundamentais que se aplicam a ambas as
teorias, newtoniana e relativistica. Seguindo a referéncia [70]|, modelamos o universo como um
fluido. Um conceito adicional importante é o de observador co-movel, que segue a expansao do

universo. Adotando um descricao newtoniana, especificando as coordenadas do espaco com 7 e
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um tempo universal com ¢, consideramos um fluido com a densidade p(Z,t) e a pressao p(Z,t),
movendo-se com a velocidade V no potencial gravitacional ®(Z,t). Sua evolugao é governada

pelas equacoes

8 — —
S v — 1
5 T V-(PV) 0, (3.1)

vV e u 1o -
vV z d® = 2
5 ( V)V+pr+V 0, (3.2)
V20 —47Gp = 0. (3.3)

As expressoes (3.1), (3.2) e (3.3) descrevem as equagoes da continuidade, de Euler e de Poisson.

Um elemento de fluido tem posi¢ao r@) = a(t)Z , com Z co-movel e velocidade V = dog — dF —

H(t)r@ﬁ) onde usamos 7 = 0 (co-movel). A derivada em relacio o tempo, ao longo da trajetoria

do elemento é:

i_g_i_dxi@ —Q+(
dt Ot dt 9t Ot

V.V). (3.4)

As perturbagoes sao introduzidas da seguinte forma:

t,7) = pOt) +bp(t, T),
t,7) = pO(t) +dp(t, 7)),
t,7) = 7O) 4 6v(t, T),

t,7) = 0O 450t 7). (3.5)

com, 70 = H(t)F e ®©) = M, onde 67(t, Z) é a velocidade peculiar e 0®(¢, ¥) é o potencial
gravitacional peculiar das perturbagoes da densidade de matéria dp(¢, ). Sendo a pressao
homogénea, ela nao contribui a nivel da base. Podemos escrever as equagoes pelas perturbagoes

de primeira ordem como:

) 1

dov e
Ry & s B SV = .
5r + HOT+ Ve + 2Vee =0, (3.7)

V235® — 4nGa*p06 =0, (3.8)
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onde § = dp/p'? é o contraste da densidade e ¢, = % ¢ a velocidade do som. Os resultados (3.6)-
(3.8) determinam completamente o comportamento das perturbagdes da densidade. Quando
combinados conduzem a uma equacgao diferencial de segunda ordem que descreve a evolugao
linear do contraste da densidade. Em particular, tomando a derivada temporal de (3.6) e

usando as Egs. (3.7), (3.8), encontramos

0% ¢ d0
- %V% = —2H 7 + 47 Gp5 . (3.9)

Acima supomos a gravidade newtoniana, a qual exige a dominacao da matéria, além de uma
constante cosmologica nula. Contanto que as escalas sejam menores que a do horizonte, a
Eq. (3.9) pode descrever as perturbagoes da matéria na presenga de um fundo radiativo ou de

uma constante cosmologica.

A equagao (3.9) é uma equagao de propagacao de onda com dois termos extras do lado direito,
um devido a expansao do universo e o outro devido a gravidade. Consequentemente, é natural

procurar solucoes de onda plana da seguinte forma:
~ = d3k
_ ik-T

onde S(E) = S(E) (t), k = Vkok® é a quantidade associada ao numero de onda co-movel e k, é o

vetor de onda. Com a decomposicao de Fourier de Eq. (3.9) obtemos

d2g ds gk =
dt(zk) = _2H—d(tk) + (47er(0) — 2—2) O(k) (3.11)

a qual determina a evolucao do modo perturbativo k. O primeiro termo no lado direito da
Eq. (3.11) é devido a expansao e sempre suprime o crescimento de S(k). O segundo reflete
o conflito entre a forca da pressio e a gravidade. Quando 47Gp® > c?k/a® ¢ a gravidade
dominante. Por outro lado, é a pressio que domina se c2k?/a? > 47Gp®. O ponto 47Gp®) =

c2k?/a® define a escala de comprimento

[
)\J = Cg m y (312)

¢ ”

onde k = 2;_; A escala fisica \j, conhecida como “ comprimento de Jeans ”, constitui uma

caracteristica da perturbacao, pois separa os modos gravitacionais estaveis dos instaveis. As
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flutuagoes em escalas bem além do \j, crescem através da instabilidade gravitacional, enquanto
modos com A < Ay sao estabilizados pela pressao. O comprimento de Jeans corresponde a uma

14

massa de Jeans”, definida como a massa contida dentro de uma esfera de raio \;/2

3
M; = 37p (%) , (3.13)

onde p é a componente da densidade perturbada.

Até aqui consideramos somente um fluido. Ao tratar perturbagoes em um meio de multi-
componentes (por exemplo barions, fotons, neutrinos ou outras particulas exoticas), as compo-
nentes nao-relativisticas evoluem de acordo com

d?o; do;

dt2 = —QHE + 47TGp(O) Z €j5j —

(052)2' k?
a2

di (3.14)

J

onde o indice i refere-se as diferentes componentes e ¢; = p;/p®. A soma é feita sobre todas
as espécies ¢ que fornece uma medida da contribuicao de cada componente ¢ da densidade
total do fundo ), p;. Contudo, a densidade da componente de matéria fria, contribui com a
expansao do fundo. Em primeira aproximacao, H ¢é determinada pelo componente que domina

a gravitagao. Chamaremos t.q 0 tempo a partir do qual a matéria domina a evolugao cosmica.

Procuraremos agora solugoes das Eqgs. (3.11) e (3.14) nas trés seguintes situagoes diferentes:

* Perturbagoes da componente nao-relativistica dominante (barionica ou nao) para t > te,.
* Flutuagoes da matéria nao-barionica para t < teq.

* Perturbacoes de barions em presenca de uma espécie dominante, sem colisao.

Universo Einstein -de Sitter perturbado

Consideramos um fluido com pressao desprezivel (i.e. p = 0 = ¢?). Esse modelo, igualmente
conhecido como universo de Einstein-de Sitter, fornece uma boa descricao do nosso universo
apos a recombinagdo. A ordem zero a o t¥3 H = 2/(3t) e p® = 1/67Gt>. Perturbamos

este fundo e investigamos escalas dentro do raio de Hubble, onde o tratamento newtoniano é
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aplicavel. Ao usar a definicao (3.12) e relagdo A = 2ma/k, Eq. (3.11) se torna

2 2
F%£+g%%—§[1—(¥>]5:0, (3.15)

onde, em particular, temos A\; = 0 para ¢ = 0. Para modos dentro do horizonte e maiores que

o comprimento de Jeans (A\y < A < Ay) encontramos
6 =Ct?P + 0ottt (3.16)

para a evolucao do contraste da densidade. H& duas solucoes: uma que cresce e outra que
decresce. A solucao geral é expressa como uma combinac¢ao linear dos dois modos. No pas-
sado, somente o modo crescente das perturbagoes era importante. Note que as perturbacoes
barionicas nao podem crescer até que a matéria baridonica desacople da radiacao na recombi-
nagao (supomos sempre teq < trec). As particulas da matéria escura, por outro lado, ja estao
desacopladas e as flutuagoes na densidade delas podem crescer imediatamente depois da equi-
valéncia. Em seguida a recombinagao, a perturbagao na densidade dos barions também cresce
proporcionalmente ao fator de escala. Em escalas muito menores que o comprimento de Jeans

(A < Aj), a Eq. (3.15) admite a solucao

5 — Clt—l/6e:|:i\/2/3()\3/)\)11’1137 (317)

a qual descreve uma oscilagao dissipativa. Assim, perturbacoes em escalas muito pequenas na

matéria nao-relativistica sao suprimidas pela pressao.

Mistura de radiagcao e matéria escura

Consideramos a era da radiacdo: a oc t¥/2 ¢ H = 1/2t. Aplicando a Eq. (3.14) a uma mistura

da radiacao e de particulas sem colisao, com ¢y = 0, temos

d?6,e ddpme
e +2H T A7 G (pe0r + Pmedme) = 4TGp.o, | (3.18)
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com pue < pr =~ p». Consideramos que as flutuacoes no fluido radiativo sao desprezivel. Dado

que antes da equiparticdo H = 1/2t, a equagao acima reduz-se a

d*Ome n dOme
dt? dt

=0, (3.19)

e admite a solucao

5me = Cl + Cglnt . (320)

Assim a solugao geral é a superposicao de uma constante mais um termo logaritmico. Isto
significa que as perturbagoes podem crescer no maximo em logaritmo, i.e., muito mais devagar
do que fariam em um universo dominado pela matéria. Este resultado, conhecido como o efeito
Mészdros |71], implica que a formagao de estrutura tem que esperar até que o universo passe
pela fase de matéria. A razao fisica para este resultado pode ser identificada como consequéncia
da expansao rapida durante a era da radiacao. Assim, nas perturbacoes de pequena escala
da época da radiagao no componente sem colisao, temos um crescimento logaritmico, mesmo

quando A > Aj.

Mistura de matéria escura e baridénica

Durante o periodo entre o equilibrio e a recombinacao as perturbacoes na componente escura
crescem por um fator drec/deq = Teq/Trec. ApOs 0 desacoplamento, as perturbagoes na matéria
ordinaria, igualmente, comecam a crescer, conduzidas pelo potencial gravitacional, determinado
pela matéria escura. Considere o universo da pos-recombinacio, com a o< t>3 ¢ H = 2/(3t),
dominado pela matéria escura nao-barionica. Para flutuacoes baridnicas, nas escalas maiores

que A, Eq. (3.14) conduz a

d25b d5b (0)
W + 2H% = 47TGp (emcémc -+ Ebdb) ~ 47TGpm05mC . (321)

Com ¢4 =~ 0 pelas especies e p, < Pme =~ p(o). Introduzindo o fator de escala como a variavel

independente, podemos escrever a equac¢ao acima como

d do do
322 [ —1/22% 9% _ 3 29
i (a - ) + o C (3.22)



44

onde igualmente usamos a relacio a oc t*2. A condicdo inicial na recombinacio é &, = 0, devido

ao forte acoplamento entre os barions e os fotons, e dye # 0. A solugao

b = Ome (1 - aa) : (3.23)

mostra que 0, — Ome quando a > dyec.

A analise feita aqui, estd baseada na teoria newtoniana, entao é valida somente para escalas
menores que o horizonte, contanto que tratemos as flutuagoes na componente nao-relativistica.
Além disso, durante a fase da radiacao e na era da dominacao da curvatura, as perturbagoes
nao crescem. Essa supressao ocorre porque, em ambas as épocas, a expansao ¢ muito rapida
para as perturbacgoes terem algum crescimento. Apoés a equivaléncia, flutuagoes com os com-
primentos de onda maiores do que o comprimento de Jeans, crescem como & o a o t/3. Note
que as perturbacoes barionicas nao crescem até a recombinacao, devido ao forte acoplamento
entre barions e fotons. As flutuagoes da matéria escura, por outro lado, comecam a crescer ime-
diatamente depois da igualdade da matéria-radiagao. Assim que os barions desacoplarem dos
fotons, eles serao conduzidos pelo potencial gravitacional da espécie sem colisao. Assim, imedi-
atamente depois da recombinacgao, as flutuagoes barionicas crescem rapidamente e se igualam
aquelas na matéria escura. Subsequentemente, as perturbacoes em ambas as componentes cres-
cem proporcionalmente ao fator de escala. Tal comportamento explica como as perturbacoes
pequenas do universo da era da matéria podem aumentar para alcancar o regime nao-linear e
consequentemente sao as sementes a partir das quais as estruturas no universo presentemente

observadas foram formadas.

3.2 Perturbacoes cosmolobgicas: relatividade geral

Embora a anélise newtoniana forneca uma visao valiosa no comportamento das inomogeneida-
des, ela também tem sérios defeitos. O comprimento de onda apropriado de todos os modos
perturbativos serd maior do que o horizonte em épocas recentes. Em tais escalas, os efeitos
relativisticos gerais tornam-se importantes. Além disso, nao podemos usar a teoria newtoniana
para estudar as perturbacoes na componente relativistica. Torna-se claro que um tratamento
relativistico geral das perturbacgoes da densidade cosmoldgica ¢ imperativo. Nesta secao, abor-

daremos o tratamento relativistico completo, geral da evolucao de perturbacgoes pequenas sobre
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um fundo FLRW. Como se vera, isto envolve escrever a métrica como a métrica FLRW mais
uma (pequena) perturbacdo. Entdo, computamos o tensor perturbado 6G,, de Einstein, o
tensor perturbado 07}, de energia-momento, e obtemos finalmente as equacoes perturbadas
de Einstein que governam a evolucao da métrica, assim como da matéria-energia. No que se
segue, negligenciaremos a curvatura espacial supondo se tratar das perturbacoes nas escalas
muito menores do que o raio de curvatura do universo. Isso nao é uma limitacao, visto que
Q) ~ 1072, de modo que o raio atual de curvatura ¢ pelo menos cem vezes maior do que o
comprimento de Hubble, e a aproximacao plana é apropriada mesmo para os modos que estao
bem acima do horizonte (isto é, uma perturbagdo com o comprimento de onda muito maior
do que o raio de Hubble). No capitulo 2, esbocamos a historia cosmica da expansao no fundo
homogéneo e isotropico de FLRW. Uma métrica que se afaste do espaco tempo de FLRW pode
ser escrita como a soma de uma parte FLRW mais outra parte que entao, chamaremos da
parte perturbada [72-74]. Supondo-se que as perturbagoes sejam pequenas, entao esta divisao
da métrica completa em uma parte nao perturbada e uma outra parte perturbada conduz a

resultados extremamente uteis.

Para perturbar as equacoes relativisticas deve-se antes de mais nada perturbar a métrica.

Em primeira ordem:

G = ggu + 09 - (3.24)

Todas as entradas no dg,,, perturbacao da métrica, tém que ser pequenas em relacao as da
ordem zero. Nesta se¢ao escrevemos a métrica diretamente em termos do tempo conforme n,

definido como dn = %. Qualquer fungao f(t) satisfaz a regra

o ')
ft) = R (3.25)
s S ()

onde uma linha (") indica agora diferencia¢ao em relagdo ao tempo conforme 7, logo

CLI

H= - (3.27)
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Em particular, podemos ajustar as seguintes identidades:

g i M
a a®  a’

) a” 7_[2

= a3

: H  H?

==

H2 _ 87TGP_£:>/H2:M_I€’

3 a? 3

. ArG

H = —47rG(p+p):>’H,':—7TT(p+3p)a2,
p+3H(p+p) = 0= p +3H(p+p) =0. (3.28)

Consideramos as perturbagoes cosmologicas sobre a métrica de fundo do universo plano de

FLRW (2.57). A métrica pode ser reescrita de forma mais simples no tempo conforme:
ds® = gffl),)dx“” = a(n)z[dn2 — ()] dx'da? (3.29)

onde 7;; € a métrica das se¢oes espaciais para um espago de curvatura espacial constante k.
Usaremos a quantidade conforme de Hubble H = %Z—Z = Ha. Pode-se classificar as perturbagoes
da métrica em 3 categorias, perturbacao escalar, perturbacao vetorial e perturbacao tensorial e
ainda em dois modos, o adiabdtico e de curvatura, mas estes dois modos dependem do contetido

material.

A introducao de perturbacoes da métrica depende da escolha do calibre. Dependendo do
calibre, é preciso escolher um sistema coordenado que descreva as perturbacgoes na relatividade

geral.

3.2.1 Perturbagoes na métrica e no tensor energia-momento

A métrica perturbada total é entao

ds* = [g\) + dgu(a)|datda”, G < g, (3.30)

onde 0g,, ¢ a métrica nao perturbada e g,SOV) ¢ a métrica de FLRW. A forma peculiar do elemento

da linha perturbado na Eq.(3.30), assim como o niumero de graus de liberdade escalares, é
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justificado como segue:

e A métrica completamente perturbada é descrita genericamente pelas perturbagoes esca-

lares, vetoriais e tensoriais.

e O numero total de graus de liberdade de um tensor simétrico em um espaco-tempo de

) . , 1
dimensao n é %

e A entrada ggo pode ser escrita como (1 + 2¢(n,)), onde ¢(n,¥) corresponde a uma

perturbacao puramente escalar.

e As entradas de go; podem ser parametrizada como B;(n, £) = B; + B, onde B;"* = 0. O
termo B ; corresponde a uma perturbagao escalar. O B; corresponde a uma perturbagao

vetorial.

e As entradas do g;; podem ser escritas como (—1 — 2¢(n, Z))d;; + Ei;(n, Z), onde o ¢ (n, 7)
¢ uma perturbacao escalar que toma a parte do traco de g;;, e o E;;(n,Z) é um tensor

simétrico sem trago.

o Eij(n,T) = E}(n, %)+ EY(n, %) + E}(n,T) é expresso em termos da perturbacao escalar

EY, de uma perturbagao vetorial (E})), e da perturbagao tensorial E.

e Os Eisj(n, 7) podem ser escritos como E; ;(n,Z) porque é um tensor sem traco simétrico

que corresponde a perturbacao escalar e .

e Os E};(n,f) podem ser escritos como 8;E; + 0;E;, onde E' é uma perturbaciao vetorial

que satisfaz E; " = 0.

e Os E}j(n,7) correspondem a uma perturbagao tensorial tal como E}; = 0.

Podemos escrever a métrica perturbada geral dessa forma

1+ 2¢(n, 7 Bi(n, @
G = o(n, T) (n,2) | (3:31)

Bi(n, @) (1 = 2¢(n, 7)) 0y + Ei;(n,7)

e o elemento de linha

ds® = a*(n)[(1 4 2¢(n, Z))dn* + 2Bi(n, T) dndz’ — (1 — 2¢(n, 7))6;; — Eij(n, T)) da’ da’] .
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(3.32)
Usando a relacao
(géif)‘ + g“a) (95) + gaw) = 8, (3.33)
obtemos a métrica inversa da seguinte forma
= 1 1—2¢(n,7) B;(n, ) (3.34)

@\ BT (—1-20(n,5)00 — E(n,7)

As perturbagoes escalares englobam as perturbagoes da densidade, da pressao e da instabilidade
gravitacional. Elas sao responsaveis pela formacao da estrutura do universo. As perturbagoes
vetoriais tendem a decrescer em um universo em expansao e consequentemente é provavel que
nao sejam importantes na cosmologia. As perturbacoes tensoriais nada mais sao que as ondas
gravitacionais, desta vez em um universo em expansao, elas tém importancia cosmologica desde
que tenham um efeito perceptivel na anisotropia da radiacao cosmica de fundo. As transfor-
macoes de calibre afetam as perturbagoes escalares e vetoriais, mas as perturbagoes tensoriais
sao invariantes por transformacoes de calibre. A evolucao total da perturbacao completa é
apenas uma superposicao linear da evolucao independente das perturbacgoes escalares, vetoriais
e tensoriais, no entanto consideraremos somente as perturbagoes escalares (isto é verdade so6 no

caso de perturbagoes pequenas, no regime linear).

3.2.2 Transformacoes de calibre

A associacao entre pontos no espaco-tempo de fundo e no espaco-tempo perturbado é feita
através do sistema coordenado z¢. Na teoria de perturbacao da RG, uma transformacao de
calibre significa uma transformagcao infinitesimal de coordenada entre tais sistemas coordenados
no espaco-tempo perturbado. Nesta secao, consideramos ¢ como as coordenadas de fundo. As
coordenadas de dois sistemas diferentes no espago-tempo perturbado (que corresponde a dois

calibres) pelo 2% e o 2, quando relacionados, se transformam na seguinte coordenada

= T =34+ % (x). (3.35)
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No espago-tempo perturbado temos quantidades perturbadas correspondentes,

s = s 46,
u® = w0 4 5y
B.s = BY9.5+6B.s, (3.36)

Considere primeiramente os 4 escalares s. A quantidade completa s = (%) 4 §s esta no espaco

tempo perturbado. A transformacao de calibre de ds é escrita da seguinte forma:
os(z®) = ds(z®) — sV (3.37)

Em analogia da Eq (3.37), as perturbagoes vetoriais e em campos tensoriais nos dois calibres

sao definidas como
7 5) 0 v 0)
0Bap = 6Bag — €4,B\) — €%Bo, — BY) €" . (3.38)
De forma semelhante, obtemos as regras da transformacao de calibre por perturbagoes vetoriais,

ou” = ou” + Eu@f —§¢? (3.39)

3.2.3 Transformacao do calibre das perturbacoes escalares da métrica

Na secao precedente, derivamos a lei da transformacgao que relaciona dois calibres arbitrarios.

Aplicando a equacao de transformagao de calibre (3.38) as perturbagoes da métrica, temos:

0Gu () = 8g,u(x) — g\ (2)8,6” — gl0)(2)8,6% — Dog ) () + O(£7) , (3.40)

onde substituimos a soma £*0, gfgj)(x) pela 5080gff,),) (x) pois a métrica de fundo depende somente
da coordenada temporal 2° = 1. Notamos que ambos os lados desta equacao sao computados
para os mesmos valores da coordenada = nos dois calibres, que geralmente nao correspondem
ao mesmo ponto fisico. Suponhamos que £ venha a ser da mesma ordem que as perturbacao

da métrica ¢, B;, ¢ e E;; e usamos a métrica de fundo. Consideramos uma transformacao de
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coordenada geral (3.35) e separamos o tempo e as componentes espaciais como

o= 2"+ &, D),

i = T+VCn,Z) +EénT), V-e=0, (3.41)

onde o vetor z; foi decomposto em um componente longitudinal ¢ tal que o rotacional ﬁg
(V x V¢ =0) e em um componente transversal € (V - €= 0). As perturbacdes da métrica dos
dois sistemas coordenados sao relacionadas nas quantidades perturbadas de primeira ordem,

como as transformacoes de calibre das coordenadas seguintes:

b0 @) = b3 - &0.7) - =E0,7), (3.42)
B0) = 0,7) + 5V ) + e ), (3.44)

o _, 1 , 1

Temos as transformacoes de calibre das coordenadas das perturbacoes escalares que sao as

seguintes:
~ 0y/
¢(77>f) = ¢(77>f) - (ai) )
B(nvf) = B(nv‘f)_'_g/_gov
bnd) = v - =&,
E(n7) = E+ (.

As combinacoes lineares das quatro funcoes ¢, 1, B, e o E invariantes de calibre sao as duas

quantidades seguintes, chamadas Potenciais do Bardeen |T4]:

B0, 3) = 600, ) — ~[a B, ) — B D)
W(,3) = ¥(0.7) + S (B, ) — £ (9, 7) (3.4

Essas quantidades sao invariantes sob transformacoes de calibre.
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3.2.4 Perturbacao do tensor de energia-momento

As perturbacoes da métrica estao relacionadas as perturbagoes do tensor energia-momento 7},
com as equagoes de Einstein. A ordem linear nas perturbacoes do tensor energia-momento

(2.59) ¢ dada da seguinte forma:

TOO = (p(O) + 6p) )
7% = (p +p@)o = =T,

TG = 9+ +35, Ti=0. (3.47)

onde X é a perturbagdo anisotropica. E conveniente definir

s - _\RiRj T 5 (3.48)

onde k =

EnlEnt

. Definimos:

3.2.5 Calibre newtoniano

No calibre newtoniano (calibre longitudinal), £ = B = 0 na equacao (3.46). Assim os potenciais
de Bardeen sao iguais as duas perturbacoes ¥ e ¢ da métrica. Portanto a métrica é da seguinte

forma

ds* = a*(n) {(1 + 2¢(n, Z))dn* — (1 — 2¢(n, :E’))éijdxidxj} ) (3.49)

E um calibre particularmente simples sendo aplicavel para o modo de perturbacoes escalares
da métrica. As vantagens do calibre newtoniano sao que a métrica perturbada é diagonal e as
perturbagoes da métrica ¢(n, ¥) é o potencial gravitacional no limite newtoniano. Da expressao
para as conexoes afins em termos da métrica (2.27) obtemos

or%, = 69°" (o5 + 9oy — Bv.0)

+

N — DN

9" (09py.5 + 0950y — 0Gpvy,p) - (3.50)



As componentes da conexao nao perturbada nao nulas sao
0o _ i i 0o _ i _ 0o _ i
As tunicas componentes nao nulas da conexao afim perturbadas sao dadas por;

5F000 = ¢, 5F00i = ¢, 5Fioo = ¢’ia

5F0ij = H[(_2¢ - 2¢ - w/>52]] s

oT%; = =65,

SThp = ;0% — Ui + by, .

52

0.(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Para escrever as equacoes de Einstein, precisamos da perturbacao do tensor de Ricci (2.34)

0R,, = 0,01, — 0,017, + o'y, 17, + T'g, oL,

oo pv

- oy, Iy, — I'g, oL, .
Os valores de fundo sao dados por
Ry = —=3H', Roi = 0, Ri; = <7'[/ "‘27'[) 0ij »

enquanto os valores perturbados sao dados por

dRoo = Ag + 3¢" + 3HY' + 3H¢'

0Ry; = 2(¢)" + 2HP) ;

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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IR = ( CHY — SHY — 2H +H)b— 2 (H) o
- 2+ H)w — 2 (M) — v + 00 — )b
+0;0;¢ — 0;0;¢ . (3.60)

Os componentes do tensor de Einstein sao

6G% = a 24y + 6HY + 6H? ¢,

6G% = a*(2¢ —2He), ,

6GYy = a 32y —2Ho)",

0G = a (20" — A(p — ¢) + 2H (¢ + 2¢') + (4H' + 2H?)9]0) + a [ — ¢]"; . (3.61)

Apos ter definido as diferentes quantidades perturbadas, temos as equacoes de Einstein per-

turbadas
oG*, = 8rGoT*,, . (3.62)

Substituindo a métrica da Eq. (3.49) nas equagoes de Einstein, Eq. (3.62), e mantendo as

perturbacoes na ordem linear, podemos encontrar as equagoes das perturbacoes invariantes

calibre [74]:

AP+ —3HW' +HD) = 4xGa?0T°,,
(W' +HP), = 4nGoT";,

1 ] : .
U+ HU + D) + (2H + H)D + 5A(qs — )8 — 5(qs W) = 4nGeT’;, (3.63)

onde as perturbages @ e ¥, no calibre invariante da métrica, sao definidas nas Eqs.(3.46). As

equagoes da perturbagao no calibre newtoniano tém as mesmas formas das Eqgs. (3.63), com
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® = ¢ e ¥ =1. Para um modo co-movel, de nimero de onda k, temos::

K¢+ 3H (¢ +Hp) = 4nGa*STY% (3.64)

K2 (¢ +Hyp) = 41 Ga?(p® +p )0,  (3.65)

"+ HW +2¢ )+ (2H —H?)) ¢ + k2(¢ ) = —Ga25Tii, (3.66)
) (3.67)

(o —y) = 120Ga?(p® + p@)o

A perturbagao da equagao (2.71), da conservacao do tensor energia-momento, conduz a
S(TH) = 6T + 6T\, TN + T\, 0T + 6T\, TH + T7,,6T"* = 0. (3.68)

Obtemos as duas equagoes (para ;=0 e o = i) no calibre newtoniano :

5 = —(1+w)(9—3¢’)—37—l(§—i—w)5
/ w' op/op . o 2 2

— —H(1 - 3w)h — K25 — k20 + k .
0 H(1 = 30)f — b+ DK — P 1P (3.69)

Comparando as Egs. (3.69) e a Eq. (3.64) com as Egs. (3.1)-(3.3) temos um tratamento consis-
tente das perturbacgoes do tensor da métrica e de energia-momento, que conduzem aos termos
adicionais comparados com as equacoes perturbadas de Euler, no caso nao relativistico. E
dificil manipular as equacoes das perturbacoes, no calibre newtoniano, para obter uma tnica

equacao para perturbacao da densidade. Isto é feito mais facilmente no calibre sincrono.

3.2.6 Calibre sincrono

O calibre sincrono corresponde a ¢ = 0 e B = 0 na Eq. (3.31). O calibre sincrono pode
ser usado para as perturbacoes escalares, vetoriais e tensoriais. Nesta secao, consideramos
somente perturbacoes escalares. A métrica de FLRW perturbada, no calibre sincrono, é escrita
geralmente como:

ds® = a*(n){dn* — (6i; + hyj)daz'dx’} . (3.70)

A perturbagao h;; pode se decompor da seguinte forma

hij = hdyj /3 + hl + his +

177

(3.71)
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onde as componentes h e h ; Tepresentam as partes escalares e h é a parte vetorial e finalmente
h% a parte tensorial. Por definicao, temos

endihy, =0,  89;hs =0, 9L =0, (3.72)

)

1
pl. = (aiaj—g(sijW)C :
hy = OV, +oVi, V=0 (3.73)

Os dois campos escalares h e (, caracterizam o modo escalar das perturbacoes da métrica, os
campos V; ,hzl] e hT representam os modos vetorial e tensorial, respectivamente. Introduzimos

trés campos h, h(l{:,'r]) e C(lg, n) no k-espaco e escrevemos o modo escalar de h;; como uma

integral de Fourier

— ~

hij (%,17) = / d?’keiﬁ'*{z%il%jh(k n) + (kik; — k?)ﬁﬁ(é,m}, k = kk . (3.74)

Na teoria das perturbacoes de primeira ordem, cada componente de Fourier evolui de forma
independente. Podemos assim estudar apenas a evolucao de um tnico componente de Fourier,
com algum vetor de onda arbitrario k. Vamos agora derivar a lei da transformacao de calibre,
que relaciona o calibre sincrono e o calibre newtoniano. Podemos decompor as transformacoes

de B; e F;; acima em componentes longitudinais e transversais:

Bl(n,#) = B)(n,)+0¢(@,n) — 0, (0, 7),

1
ELn) = Ebn)—2 (00, - 30,9°) cOn),
El(nuf) = EL(nvf)_(alej_'_ajEZ)u

v

Ei(n, ) = Ejn,1), (3.76)

ij
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onde B, = B + B}, E; = E\, + E& + EL, E|

ij ) ij )

Ej; e EJ obedecem a Eq. (3.72). As
Egs. (3.2.3)—(3.76), descrevem a transformacao das perturbagoes da métrica sob uma transfor-
magao coordenada infinitesimal geral. Podemos agora usar as equagoes (3.2.3), para relacionar
as perturbacoes escalares da métrica (¢,1), no calibre newtoniano conforme, com o calibre
sincrono h;; = ho;;/3 + hy] Chamamos z#, as coordenadas sincronas e ¥, as coordenadas

newtonianas, sendo ## = & 4 ¢#. Usando as Egs. (3.75)—(3.76), obtemos

.OO
~
~

£, @) = (@) +x(n),

6(7,n) = (),

hl(n, &) = -2 (@'@‘ - %%‘VQ) ¢(n, ),
diej + 06 = 0,

©
~
o

~—~~ o~ o~
«
-~
N

~—  ~—  ~—

oo
o
=)

onde x(n) é uma fungio arbitraria do tempo, refletindo a liberdade de calibre associada com
transformagao coordenada: 7° = 2° + x(n), #* = 2'. Esta transformagio corresponde a uma
redefinicao global das unidades de tempo sem o significado fisico, consequentemente ajustaremos

x = 0 e das Eqgs. (3.42)- -(3.44) obteremos

Y@ = 0.3+ =03,

S0 = —=h(n,) = 390, H) — ¢, (3:81)

e ¢ é determinado por Al na equacio (3.79). Em termos de h e de 3 introduzidos na equacio

(3.74), hy] no calibre sincrono é dado por
PPN 1 - - - A
Bl (n, %) = /d?’k:e’k'“’” (ks = 505) { (. m) + 68(F.m) } K = K. (3.82)
Comparando o hy] nas equagoes (3.79, 3.82), podemos obter (:

coniim = [ @™ o {nn B+ 650 B} (3.83)
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Entao das equagoes(3.81), os potenciais ¢ e 1 do calibre newtoniano sao relacionados aos

potenciais sincronos h e 1 no espago de Fourier

/

VB = g {0 B o8 E+ [ ) + 65T}

2
o(n,k) = Bln k) — 222 /[h’(m ﬁ)+65’(77,15)]- (3.84)

Os outros componentes das perturbacoes da métrica, B; EL e EZ; , sao nulas dentro de ambos

os calibres. Assim, no calibre sincrono, as equagoes perturbadas de Einstein de primeira ordem,

sao da seguinte forma:

kB — %Hh/ = 47Ga*§T (3.85)
B = 4nGa*(p™ +p©)o, (3.86)
B+ 2HKW —2k*3 = —8nGa0T", (3.87)
B+ 68"+ 2H (W +6p") —2k*8 = —24xGa®(pV +p O . (3.88)

As equagoes de conservacao do tensor energia-momento sao:

;o W op
0 = (1+w)(9+5) 37{(% w)5
/

0 — - 30— g P 25 g (3.89)

1+w 1+w

Usando as transformagoes do tempo conforme-cosmico (3.26), (3.28) temos as equagoes ((3.89),

(3.2.6)) das seguintes formas:

k? 1 0
—6——Hh = 4nGoTY, (3.90)
23 = 4nGa(p® +p©)0, (3.91)
2
h+2Hh—iﬁ = —81GTY, (3.92)
k,2

h+ 66+ 30 (h+63) - 25 B = —27G(p” +p )8, (3.93)



28

onde o ponto significa a derivada no tempo coésmico t. As equagoes de conservacao da seguinte

5 = —(1+w)<§+%)—3}1(§—i—w)5,
w op/op k* . K

) = —H(1-— - ~ 94
0 (1=30)0 = 0+ 50— 50, (3.94)

forma:

Considerando perturbagoes adiabaticas, com dp = c2dp, temos as seguintes equagoes :

. 924,
ht 220 = 4nG(1+3)5
a

Sratw0-9) = Do),
. ; 212
f+(2-30)20+ 2" 5 = 0. (3.95)

a  a*(l4w)
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Capitulo 4

Cosmologia observacional

Neste capitulo revisaremos alguns dos mais importantes fendmenos cosmologicos que permitem
testar as observacoes tebricas. Discutiremos o espectro de poténcia de flutuagoes da densidade,
a correlagao das estruturas de grande escala, as supernovas do tipo Ia, a radiagao cosmica de

fundo e as oscilagoes actusticas dos barions.

4.1 O espectro de poténcia de flutuagoes da densidade

A quantidade que descreve a distribuicao de matéria no universo é o contraste da densidade

d(z), definido como:
() = 0= (4.1)

onde p(x) é a densidade em Z e p é a densidade média do universo. Definimos também d,

como a transformada de Fourier de (%), da seguinte forma:

—

5 = / 5(7) exp(if.7)d*F . (4.2)

No capitulo precedente, mostramos uma descricao qualitativa de como a quantidade & evolui
com o tempo. Derivamos as equagoes exatas que descrevem a evolugao completa no regime
linear. A pergunta principal a responder é: como comparar a teoria com as observagoes?
Naturalmente, uma aproximacao qualitativa seria comparar a distribuicao das galaxias no céu

observado com um mapa produzido para uma simulagao numérica. A quantidade basica é entao
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a funcao de correlacao das galaxias, que é uma medida do grau de aglomeracao na distribuicao

espacial ou angular das galaxias:
dP = 1°[1 + &(r12)]dVidVs (4.3)

onde n é a densidade média das galadxias, dV) e dV; sao os elementos de volume centrados
sobre duas galaxias e 715 a separagao de pares. A funcao espacial £(7), de dois pontos ou de
auto-correlacao, é definida como a probabilidade adicional, comparada com aquela esperada
para uma distribuicao aleatoria, de encontrar um par de galaxias em uma separacao ris:

aﬂ:<a@a5+m>:€aﬁa@af+m$5. (4.4)

O suporte denota uma média sobre algum volume V. A fungdao da correlagao avalia como
as flutuacoes de densidade, analisadas em dois pontos separados por uma distancia 7, estao
correlacionadas. Aqui £ nao depende da posicao absoluta 7, e sim da distancia de separagao
entre os dois pontos. Além disso, a isotropia do universo implica que a fun¢ao depende somente
do modulo r de 7, isto é, da distancia entre os dois pontos. Tomando a transformada de Fourier

da funcao de correlacao de dois pontos, obtemos o espectro de poténcia P(k) como:
P(k) = / Gl (4.5)

Podemos mostrar que a relagao entre o espectro de poténcia e a transformada de Fourier do
contraste de densidade d;. O P(k) esta relacionado a variagdo do campo de densidade no

k-espaco, da seguinte forma:

P(k) = (4.6)
O espectro de poténcia em um nimero de onda k dado, ¢ uma medida do aglomeracao em
uma escala A =~ 2/k. O espectro de poténcia é a quantidade chave para compararmos a teoria
as observacoes da distribuicao de galaxias em grandes escalas. Uma exigéncia fundamental de
todo modelo cosmologico bem sucedido é entao prever um espectro de poténcia da matéria
que esteja de acordo com as observacoes. As flutuacoes, em uma determinada escala, sao

. . . P(k .. N .
frequentemente expressa em termos da quantidade adimensional A? = k‘?’% cuja importancia
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se da pela relacao direta com o valor esperado do quadrado do contraste

T2

e 1 5, [ KP(k)
< 5(F)? >= (2W)3/P(k:)d k:_/ ik (4.7)

Observamos que a fungao de correlagao de dois pontos (ou equivalente, o espectro de poténcia)
codifica toda a informacao nas propriedades estatisticas, do campo de densidade, somente se as
flutuacoes desse campo forem gaussianas. O campo nao-gaussiano, ¢ definido igualmente em
seus momentos de mais alta ordem, partindo da fungao de correlagao de trés pontos (e assim
por diante); enquanto que para um campo gaussiano os momentos de ordem superior sao nulos
(se forem impares) ou podem ser expressa em termos da funcao de correlacao de dois pontos (se
forem impares). Uma vez que a evolugao linear nao muda as fases, satisfaz as exigéncias para
que as perturbagoes iniciais sejam gaussianas, como no caso de flutuagoes produzidas durante
a inflagao. Contudo, geralmente, a gaussianadade das flutuacoes é uma suposicao que deve que
ser testada. Essa tarefa foi realizada, resultando em que as flutuagoes iniciais sao altamente

gaussianas.

O espectro de poténcia primordial ¢ interpretado como flutuacoes que emergem do periodo
inflacionario. A amplitude das flutuacoes em escalas diferentes do comprimento, ou nas escalas
diferentes, é descrita equivalentemente pelo espectro de poténcia. O espectro de poténcia
primordial supostamente tem uma dependéncia de lei de poténcia com escala, isto &é P(k) o< k™.
Existe uma proposta, sugerida independentemente por Harrison [75]e por Zel'dovich [76] de
que o espectro de poténcia, invariante de escala, é descrito pelo indice espectral n = 1. No
caso, as flutuagoes em escalas diferentes do comprimento correspondem & mesma amplitude
das flutuacgoes no potencial gravitacional. O espectro de poténcia primordial é expressado em

termos de uma fungao de transferéncia, como segue:
P(k,z) = A(2)k"'T(k, 2) , (4.8)

onde A(z) é o fator da normalizagao, que deve ser determinado observacionalmente. As medidas
diretas do espectro poténcia podem ser obtidas da dinamica das galaxias nas avaliagoes ou da

distor¢ao da imagem das galaxias fracas devido as lentes gravitacionais. Conduz para escrever
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a funcao de transferéncia como segue:

T(k, z) = (4.9)

onde z; ¢ algum desvio para o vermelho inicial relativo ao espectro de poténcia primordial.

4.2 Supernovas do tipo la

O teste cosmologico de supernovas do tipo la foi fundamental para a descoberta da expansao
acelerada do universo em 1998. As supernovas sao objetos astronémicos que podem ser usados
como velas padroes para medir distancias cosmologicas. H& dois tipos de supernovas: tipo I,
as quais nao tém linhas de hidrogénio no espectro 6tico; e as do tipo II, que possuem as linhas
de hidrogénio. As supernovas de tipo I se subdividem em Ia que possuem linhas de silicio (Si)
no espectro, tipo Ib, que tém linhas de hélio (He) no espectro, e por tltimo, as do tipo Ic, que
tém linhas tanto de He como de Si nos seus espectros. As supernovas I aparecem geralmente
em galaxias elipticas, enquanto as supernovas tipo Il sao encontradas em galaxias espirais. O
mecanismo de formacgao das supernovas la é a explosao termonuclear nas estrelas anas brancas,
enquanto as supernovas Il surgem do colapso de estrelas massivas que evoluem rapidamente.
As distancias de supernovas la estao baseadas em relacoes empiricas que conectam a forma da
curva de luz com o maximo de luminosidade. As observagoes fornecem as medidas da magnitude
aparente m(z) das supernovas no brilho maximo, que inclui efeitos de corre¢ao para a extingao
galactica, correcoes-K e correcao da largura luminosidade das curvas de luz. A magnitude

aparente resultante m(z) é relacionada a distancia de luminosidade Dy (z) da seguinte forma:
m(z) = M(M, Hy) + 5logio(Dr(2)) , (4.10)

onde, para um modelo cosmolégico plano, temos

Di(2) = (1+2) / dz' Ho : (4.11)

0 (5 a1, ..., a,)

que ¢ a distancia media da luminosidade de Hubble (Hydy), ai, ..., a, sdo os parametros do

modelo teérico e M ¢é a magnitude do ponto zero deslocado, a qual depende da magnitude
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absoluta M e do parametro atual de Hubble Hy como:

—1

_ H,
M = M+5l 0 2
+50910(Mpc)+ 5

O parametro M ¢é a magnitude absoluta que supostamente é constante, que apos as corregoes
mencionadas acima, foram includas em m(z). Os pontos de dados do conjunto da amostra Gold

sao dados apos as correcoes serem implantadas, em termos do moédulo da distancia

:qul’)s(Zi) = mon’)s(ZZ) - M (413)

O conjunto de dados de Supernova Legacy Survey (SNLS) apresenta para cada ponto o fator
s do estiramento, usado para calibrar a magnitude absoluta e o parametro ¢ de quadro resto,
o que principalmente mede a extincao da galaxia pela poeira. Assim, o mo6dulo da distancia
depende, nesse caso, da magnitude absoluta M e dois parametros adicionais « e 3, da seguinte
forma:

PSNLS — SNLS () M 4 a(s; — 1) — Bei (4.14)

obs

0s quais sao colocados junto com os parametros tedricos usando um procedimento recursivo.
Os parametros do modelo teoérico sao determinados minimizando x quadrado
N 2
,uobs (2i) — pun(21)]

wy) = , 4.15
D D U e 3 -

Supernovas do tipo la sao velas padroes, isto ¢, conhecemos sua distancia intrinseca da lumi-

nosidade e temos a seguinte expressao:

As supernovas do tipo Ia sao importantes, porque fornecem evidéncia para a expansao acele-
rada do universo [10,11], apontando assim a presenca de uma forma de energia nao-convencional
chamada de energia escura, que é a parte dominante de energia do universo. A distribuicao de

probabilidade para os parametros aq, ..., a,, é:

P(&l, s an) — Ne_X2(a17-.-7an)/2 ’ (416)
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onde N ¢é a constante da normalizacao. Se a informacao é previamente conhecida em algum dos
parametros aq, ..., a, entao podemos conhecer um ou outro dos parametros usando a informa-
¢ao prévia ou “marginalizando”. Para isso calcula-se a média da distribui¢ao de probabilidade
em torno do valor conhecido dos parametros com um “prior apropriado” na distribuicao de
probabilidade. Na década passada, muitos conjunto de dados de SNIa estiveram lancados,
quando o nimero e a qualidade de SNIa aumentarem continuamente. Os conjunto de dados
os mais familiares de SNIa incluem, por exemplo Gold04, Gold06, SNLS, ESSENCE, SDSS, e,

recentemente, Union, Constitution.

4.3 Radiagao c6smica de fundo (CMB)

Consideramos os dados observacionais de CMB. Usamos de “os priores da distancia WMAP”
dados para as observacoes de 7 anos WMAP. Os priores da distancia incluem o parametro

deslocamento R dado da seguinte forma:

Zls d
R(z: ay..a) = /o, / E(—Z (4.17)
0

Z;a1...0yp)
o x quadrado de CMB e dado como:
(R —1.725)?

2 =7 =7 4.1
XcmB 0.0182 (4.18)

4.4 Oscilagoes da actstica do barion (BAO)

Em seguida consideramos os dados observacionais de BAO. Uma medida efetiva da distancia é

0 Dy (zpao), que pode ser obtido da média esférica

patms = [ e ([ =) o

O tamanho do pico actistico da oscilagao do barion pode ser usado a como uma régua cos-
mologica padrao para vincular o parametros cosmologico. Este pico pode ser denotado pelo

parametro A, que ¢é independente de modelos cosmologicos e para um universo plano pode ser



expressado como

A(2Ba0; a1.--0n) = /o E(210)? {

com zgao = 0.35e E(z) = %g)

X2BA0(01~-%) =

1

ZBAO

/ZBAO
o B

dz

Z;a1...0yp)

. 0 x quadrado de BAO é dado como:

(A(zBao; ai...a,) — 0.469)?

0.0172

2/3
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(4.20)

(4.21)
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Capitulo 5

Dinamica cosmolégica do modelo de

Rastall

Nesse capitulo consideramos uma modificacao das equacoes de Einstein, onde a condigao de
conservacao do tensor energia-momento nao ¢ verificada, e investigamos as mudancas que sao

introduzidas no que diz respeito aos modelos cosmologicos.

5.1 Modelo de Rastall

A teoria de Rastall [1] é uma teoria de gravidade na qual o tensor energia-momento nao é
conservado. As fundamentacoes tedricas da nao conservacao do tensor energia-momento, no
espaco-tempo curvo, foram postas por Rastall. Ele modificou a conservacao usual supondo que
a divergéncia do tensor energia-momento é dependente da curvatura escalar. Mostrou também
que isso pode ser compativel com experimentos classicos do sistema solar e cosmologicos. Esta
curvatura escalar, naturalmente, desaparece no espacgo-tempo plano e assim, na relatividade
restrita, a conservacao do tensor energia-momento é restaurada. A modificacao de Rastall das
equagoes de Einstein é baseada na observacao de que a divergéncia do tensor energia-momento
sendo zero nao é uma exigéncia tedrica necessaria. Rastall supoe que a divergéncia de T# é

proporcional & variagao da curvatura escalar R. A suposigao é escrita da seguinte forma:

17, = ARy , (5.1)
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onde A é uma constante real. A exigéncia geral da consisténcia para as equacoes de campo

segue imediatamente da identidade de Bianchi
w_ Lo
(RV - §5VR)§M = 0 5 (52)

onde R,, é o tensor de Ricci. Usando essa relacao podemos reescrever as equacoes de campo

generalizadas, da seguinte forma:
1
Ry, + (KA — §)gWR = kT, . (5.3)
Contraindo p com v, obtemos
(4XA —1)R = kT, (5.4)

com K\ # i, onde podemos reescrever (5.3) como

1 source source KZ)‘
R, — §gm,R = KT + KT}, T = o1 1gu,,T ) (5.5)
Essa equacao pode ser reescrita como
1 2rA—1
v — T, v a lliT ; .
B “(“ 2T ik — 1 ) (5.6)

onde T/ = T. O limite de Einstein é obtido quando A — 0 e x — 87G, onde G ¢é a constante
gravitacional. No vacuo, T, = 0, e as equagoes modificadas de campo coincidem exatamente
com aquelas da relatividade geral padrao, R, = 0. Isso implica que os testes da relatividade
geral, a existéncia das singularidades, os buracos negros e todas as caracteristicas conectadas
com as solucoes exatas do vacuo, permanecem intactas. Podemos reescrever as equagoes da

seguinte forma:
1
R;w - '%<T,/W - §gMVT,) s (57)

onde T}, é dado por um fluido perfeito como:

TMV - (pl ‘l’p/)uuuu - p/gMV Y (5'8)
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onde

plo= (1—4rN)7'((1 = 3kX)p) — 3KAp]
po= (1 —4r\) " —rMp+ (1 — kA)p], (5.9)

5.2 Dinamica cosmolégica do modelo de Rastall

Equacoes do campos
As equacoes fundamentais da teoria de Rastall podem ser escritas como
)\/
R, — EQ“VR = K, (5.10)
1-X

™., = R 0.11
S 2/{ ? ( )

onde k = 87(G. A teoria da relatividade geral, com a conservagao usual do tensor energia-
momento, é reobtida quando A = 1. Podemos reescrever essas equacoes, equivalentemente, da

seguinte forma:

1 1

Ry = 500k = H{TMV - VTgWT} , (5.12)
1
™., = VTTW : (5.13)
com
3N — 2

T 5.14
TTov 1 (5.14)

onde T' = g, T ey # % Além disso, v = 1 (que corresponde a X = 1), implica na relatividade
geral. Nestas equagoes a constante 7 é um parametro real arbitrario. Supomos que v é um
parametro gravitacional universal, que é o mesmo para todos os sistemas fisicos, e que v # 1. A
Eq (5.13) mostra entao que tais sistemas estao caracterizados pelo T' e que, quando constante,
o valor da divergéncia deve entao ser zero. Nessa teoria, a matéria covariamente conservada
implica necessariamente que 17" = 0. De forma particular, as equagoes de campo modificadas

sao equivalentes as equacoes do modelo padrao para a era da radiacao..
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5.3 Dinamica do fundo

Para deduzir as equagoes de movimento desse modelo, usamos as equacoes de Rastall na forma
precedente (5.13), a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (2.57) e o tensor energia-momento

de um fluido perfeito (2.59), que resulta em

(gf _ g{g_y_ga—y)wm}pm, (5.15)

a K
- = —= 2 - T T ]'
» 6{7+3( V)w }p (5.16)
' 1
px+3%(1—l—wx)px - %(1—3%)@. (5.17)

O indice x se refere a um fluido perfeito que segue a estrutura de Rastall. A dltima equagao

pode ser integrada para,

—6(1+wg)

Po = Proa3 730 Dws (518)
Observe que toda esta formulacao é equivalente a relatividade geral, onde o fluido perfeito teria

uma equacao de estado efetiva dada por:

3—7+3(y— 1w,

Werf (519)

Um caso particular interessante, é w, = —1, o que implica w.rs = —1, que modela a constante

cosmologica.

A divergéncia nula do tensor energia-momento ndo é uma exigéncia fundamental [77|, nao
obstante, geralmente aceitou-se que isso implicaria em uma teoria conservativa |[78]. Conse-
quentemente, foi feito um esforco consideravel para mostrar que esta consequéncia implicaria
na conservacao do tensor energia-momento e do momento angular global |[76]. Nao obstante,
esta exigéncia nao entra em uma definicao mais geral de uma teoria métrica [79]. Se olharmos
o problema a partir do ponto de vista matemaéatico, de acordo com teoremas muito gerais, o
tensor energia-momento é conservado somente se a a¢do da matéria for um escalar |2|. Uma
aproximacao post-newtoniano completa da teoria de Rastall é dada por Smalley |80] o qual
mostrou que a teoria de Rastall é uma teoria conservada, mas a formulacao lagrangiana nao

é conhecida. Subsequentemente ele introduziu uma teoria gravitacional modificada, tipo a de
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Brand-Dicke [81,82], que incorpora a suposi¢ao de Rastall. As equagoes de campo da relativi-
dade geral modificada (RGM) de Rastall, ndo podem ser derivadas de um principio variacional,
contudo, um prototipo desta RGM pode ser derivado de um principio variacional, mas contendo

uma constante gravitacional variavel [83].

5.4 Analise perturbativa: Fluido perfeito

Consideramos na teoria de Rastall o comportamento de um fluido caracterizado, por exemplo,
por uma equacgao do estado p = wp, com w constante. As predi¢oes da teoria de Rastall, em
uma descricao de fluido perfeito, é equivalente, do ponto de vista do fundo, as previsoes da
relatividade geral, quando um fluido com equacao de estado de tipo p = wersp, onde weyy €
definido na relacao (5.19). Neste sentido, com esta identificacdo, uma teoria pode ser tracada

na outra.

No nivel perturbativo, contudo, esta equivaléncia nao é evidente. Entretanto, na referén-
cia [84], um estudo perturbativo foi realizado, considerando apenas um fluido, obedecendo a
estrutura da teoria de Rastall. A descricao do fluido foi mantida durante todo o tempo do
calculo. As equagoes finais revelam os mesmos resultados da relatividade geral, desde que a

identificagao (5.19) seja feita. A equivaléncia permanece no nivel perturbativo.

Um dos problemas mais importantes hoje na cosmologia é a descricao da energia escura. A
energia escura exige a pressao negativa e, a nivel perturbativo, um fluido com pressao negativa é
instavel em pequenas escalas [85]. A teoria de Rastall abre uma nova possibilidade, mas quanto
mais permanecemos no nivel de uma descricao de fluido, e com um modelo de um fluido, parece
que os mesmos problemas permanecem: uma pressao efetiva negativa ¢ exigida a nivel do fundo,

e esta conduz as instabilidades a nivel perturbativo, usando os resultados da referéncia |84].

Mas, como ja discutido anteriormente na introducao e na secao precedente, podemos con-
siderar o modelo de dois fluidos, um deles representando os barions. Isto permite considerar
os dados observacionais para restringir o modelo, de fato, o espectro de poténcia refere-se ao
componente baridonico. Ou seja esta relacionado a um fluido com a pressao efetiva zero, o que
assegura o colapso gravitacional e conduz a formacao de estruturas locais. O outro fluido segue
a estrutura de Rastall, aqui considerado como a componente escuro do universo. Para ser espe-

cifico, este fluido exdtico serda tomado tendo a pressao zero, conduzindo a uma equacao efetiva
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do parametro de estado

Wef = o= wy=0. (5.20)

Nesta situacao, a aceleragao do universo pode ser conseguida se v < 1 ou v > 3. Além disso,

a relagao (5.34) implica agora em

3—7

1= Q0 +Qp . (5.21)

5.5 Modelo de dois fluidos

Como o0 nosso interesse é verificar o comportamento das flutuacoes escalares no modelo de
Rastall, teremos que perturbar as equacoes de campo (5.12) e (5.13), juntamente com o tensor
energia-momento. Ao analisar o modelo perturbado de Rastall, consideraremos um modelo com
dois fluidos. A razao é que os béarions claramente existem, e h& boas evidéncias observacionais
de que os barions podem ser modelados como matéria sem pressao. Isto indica que os barions
nao podem ser introduzidos diretamente nas equacoes (5.10) e (5.11) adicionando um novo
tensor energia-momento na equagao (5.10). Isso nos diz que: se a estrutura original da teoria
de Rastall é preservada, ainda que o fluido possua pressao identicamente nula, a velocidade
efetiva do som nao é nula. Por esta razao, consideraremos as equagoes (5.12) e (5.13), a
estrutura fundamental do modelo com dois fluidos, que inclui os barions, implica na adigao de
um segundo tensor energia-momento, o qual obedece a lei de conservagao usual. Esse tensor

energia-momento adicional, vai representar a componente barionica.

Aqui, consideraremos um modelo cosmologico com dois fluidos, um obedecendo a estrutura
de Rastall, sem a conservacao usual do tensor energia-momento correspondente, e o outro que
obedece a lei de conservacao tradicional da relatividade geral. Sob estas condicoes, as equagoes

de Campo se escrever Coino

2 — 1
R, = /@{Tju — Tyg,wa}%—Kl{Tg; — §gWTm} , (5.22)
™., = VTT; : (5.23)
™. = 0. (5.24)

Os indices x e m designam as componentes exotica e baridonica da matéria, respectivamente.
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O universo ¢ homogéneo e isotropico, pelo menos nas escalas maiores do que 100 Mpc. Em
escalas suficientemente grandes, pode ser representado aproximativamente pela métrica FLRW
(2.57). Os tensores energia-momento que aparecem nas equagoes (5.22) e (5.24) sao descritos

da seguinte forma:

T = (pm + pm)uru” — png"” (5.25)

T = (pg + p)uru” — p.g"" . (5.26)

Sendo p,, é a componente (barionica) da matéria, sua pressao é igual a zero, p,, = 0. Para
o segundo fluido, supomos a equacgao de estado barotropica tal que p, = w,p,, com w, sendo
constante. Introduzindo a métrica FLRW nas equagoes de campo, (5.22)-(5.24), nas formas
acima para os tensores do energia-momento, e especializando-se para o caso plano (k = 0),

obtemos as seguintes equacoes de movimento:

(gf = 2{3—7—3(1—7)wx}pm+§pm, (5.27)

a K K
- = = 3(2 — e 0Pz — =Pm 5.28
- 6{7+ (2= 7w }p P (5.28)
a -1
po+ 3= (L4 w)p, = %(1 — 3w,)pa (5.20)
fpm+3%0m = 0. (5.30)
a
A duas ultimas equacoes podem ser integradas, resultando em
—6(1+wg)
Pr = pm0a3*7+3(7*1)wz , (531)
Pm = Pmod " . (5.32)

Usando a equacao modificada, para o universo de Friedmann, definindo primeiramente, como

no caso usual
KPz0 R Pmo
Qo = . Q= , 5.33
* 7 3H? *7 3H? (5.33)

que resulta na seguinte equagao:

Q
1= ;0{3—7—3(1 —y)wx}mo. (5.34)
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5.6 Perturbacoes lineares no modelo de dois fluidos

Consideremos agora a perturbagao dos dois modelos de fluido. Trabalharemos dentro do calibre
sincrono h,y = 0. Desde que os modos de interesse para o espectro de poténcia da matéria
estejam dentro do horizonte, os resultados nao sao sensiveis ao uso de um calibre ou de outros,

ou mesmo um formalismo invariante de calibre.

Na condicao do calibre sincrono, introduzimos as perturbagoes na métrica e nas fun¢oes da

matéria,

Pz = P20+ 0Pe 5 Pm=Pmo F OPm Uy = Umo + Oy (5.35)
Pz =DP20+ 0Pz 5 Pm=DPmo + O0pm . Uy =Ug+Oou; |, (5.36)
Juv = 92,, + h,uu ) huO = 0. (537)

Nas expressoes ((5.35)-(5.37)), o indice 0 indica o fundo, as fungées e dpy,, 0pz, SPm, 0P, O,
OUg, hy, indicam quantidades perturbadas na densidade, na pressao, na quadri-velocidade e na
métrica, quando h,y = 0, define a condicao coordenada. Ambos os fluidos tém a pressao zero,
logo fixamos p, = p,, = 0. Além disso, se desconsiderarmos as perturbagoes entropicas (que
podem conduzir aos efeitos interessantes novos da estrutura atual) podemos fixar dp, = dp,, =

0.

Introduzindo as perturbagoes dos dois fluidos na Eq. (3.95) e permanecendo a nivel linear,

obtemos as seguintes equacoes acopladas para as quantidades perturbadas:

h+ 2%71 = 3(%)2 ((1 + 3Wesr)0s + 5m) :

: h
0p + (1 weps) (0 = 5)

5, = 0, (5.38)

= 0,

. . ]{}2
9m+(2—3weff)a9m+ wff

a a2(1—|—weff)
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onde ¢2 = w,rp. Usando as Egs. (5.20)-(5.32) e (5.27), do fundo, obtemos

és’m+2g<§m = gmxoa—gﬂéﬁgﬁoa—?’am, (5.39)

) 2 )
oy = —ﬁ(ex—am), (5.40)
@+%§?%x=-lglﬁ%, (5.41)
Om = g (5.42)

Nestas expressoes, temos as seguintes definicoes:

5 5 > h
g, =P 5 0P G h:Zk—i;’“’“ . (5.43)
Px Pm a
Com o objectivo de integrar as equagoes perturbadas (5.39) e (5.41) numericamente, ¢ mais
conveniente que se use o fator de escala a, como variavel dinamica, uma vez que ele é diretamente
conectado ao desvio para o vermelho z = —1+ %, que é uma quantidade adimensional (que fixa

hoje ag = 1). Em termos desta nova variavel, obtemos as seguintes equagoes:

2 f’(a)) 3 Qo _ e 3 Q _
5//m+ (_ + 5/m = 3 a 3= 5:v + S5m0 35m 9 5.44
«t T 2" P2(a) 2 72(a) 544
2 0
(7 ) (5:49)
. 9—5v0, 1—~vk* 4,
0 z -z A4
x+3—7 a 2 k2a’f(a)’ (5.46)
(5.47)

onde ky é o numero da onda associado ao raio de Hubble, e a funcao f é definida da seguinte

forma: "
3 — 2 Q)
fla) = —Vonij + 22 . (5.48)
2 a
Para obter uma previsao especifica do modelo, comparamos o espectro de poténcia da matéria,

definido por:
i

com os dados observacionais do programa observacional 2dFGRS [86]|. Para fixar a condi¢ao

inicial usamos a fung¢ao de transferéncia de BBKS [87,88|, e aplicamos a prescrigao descrita na



75

referéncia [89]. Usamos o parametro estatistico de x? definido por
n Ppi° _ Pit 2

0~ o, . . . , it .~ s .
onde P?} sdo os i-ésimos dados observacionais, o7 é a margem de erro, P, é a previsao teorica

correspondente. A fun¢ao de distribuigao de probabilidade (PDF) é dada por:
P(y, Q) = Ae™X72, (5.51)

onde A é uma constante de normalizacao. Como indicado, a PDF depende de dois parametros
livres, a densidade da matéria barionica {2y e o parametro de 7, que caracteriza o desvio da
teoria de Einstein. Marginalizando (integrando) em um dos parametros, obtemos a PDF de
uma dimensao para o parametro livre restante. Os resultados sao mostrados na figura 5.1. A
probabilidade é altamente concentrada ao redor de v = 1, que corresponde a teoria de Einstein
- ela admite um leve desvio se o parametro da matéria barionica é alto, quase sem o fluido
exotico. Este resultado pode ser compreendido facilmente: quando o parametro v difere de
v = 1, oscila¢oes ou um comportamento exponencial (dependendo se v é menor ou maior que
1) é induzido respectivamente no fluido exotico, e isto é transferido para o fluido da matéria.
Observamos que se 2,9 ~ 0, implicando €y ~ 1, os desvios de v = 1 serao os maiores possiveis.

Daqui, podemos concluir que o valor v =1 é a previsao obtida pelo espectro de poténcia da
matéria, com uma precisao da ordem de 107 (veja figs 5.1,2,3). De fato, o melhor ajuste é
conseguido para v = 1, Qy ~ 0,79, x?> = 0,38 por grau de liberdade. O melhor ajuste para
o modelo ACDM tem o mesmo Y?. Esse resultado mostra que a teoria de Rastall se reduz a

relatividade geral.

5.7 Modelo Campo escalar da Teoria de Rastall

5.7.1 Andlise perturbativa do campo escalar.

O resultado descrito na secao anterior é restringido a uma formulagao hidrodinamica de ambas

as componentes. Este componente exotica é representada melhor por um campo escalar do que
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Figura 5.1: Acima, a fungao da distribui¢io da probabilidade bidimensional (PDF) para a densidade da
matéria £y e o parametro de 7, na esquerda, a PDF de uma dimensao para o parametro de v, e & direita a PDF

de uma dimensao para o parametro da densidade da matéria Qg

como um fluido perfeito. E muito dificil que um fluido usual possa apresentar os comportamen-
tos exoticos conectados com a matéria escura e a energia escura, ou mesmo cumprir a nova lei
de conservacao imposta pela teoria de Rastall. Neste sentido, vamos considerar uma simples

descricao de campo. O tensor energia-momento deste campo é dado por:

1 .
T;w = ¢;,u¢;u - ig;wcb’%;p + guuv(¢) : (5'52)
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onde . é a derivada covariante. Se impormos a lei de conservagao usual para o tensor energia-

momento T*; u = 0, obtemos a equagao usual de Klein-Gordon:
V, VP ==Vy(e), (5.53)

onde V,(¢) é a derivada em relacdo a ¢. Contudo, agora a lei de conservacao deve ser descrita

como na equacao (5.13), e o campo escalar deve agora obedecer a seguinte equagao:

V, VP + (3 =29)Ve = (1 -7) S

(5.54)

No modelo de dois fluidos, as equagoes de Einstein correspondente, tomam a seguinte forma

1 2 — |
Ryy = 50w R = 87G | T + 660 — #guu¢;p¢’” + 9w (3 =27)V(9)| - (5.55)

Nessa descricao de campo escalar, para a teoria de Rastall, vemos algumas semelhancas entre os
modelos de k-esséncia [46]. Os modelos de k-esséncia podem apresentar problemas de velocidade

do som negativa, como mencionado em [90].

Uma vantagem clara em usar a representacao do campo escalar, é que ela evita os problemas
da representagao de fluido dos componentes com pressao negativa relativa com a velocidade
do som. Contudo, enquanto isto ¢ claro no caso usual, com as equagoes do Einstein acoplada
a equacao ordinaria de Klein-Gordon, é menos claro no ambito da teoria de Rastall. Afim
de investigar as limitacoes de espectro de poténcia para esta formulacao da teoria de Rastall,
tomamos a gravidade do sistema acoplando Matéria + Campo escalar + Rastall, escrito numa

maneira conveniente para a analise perturbativa, da seguinte formas:

1— . 1
Ry = K|oudw + T’yguu@/@’p — (3 =27)gV+ (T;w - iguvT)} ’ (5.56)
DT by
V.V = —(3—29)V,+ (1 - v)% : (5:57)
T'wj;# = 0. (558)

Agora, suponhamos que o campo escalar tenha pressao zero. A energia e a pressao do campo
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escalar sao dadas por:

q'52

ps = 5 +VI(9), (5.59)
Py = %Q—V(cb), (5.60)

a condicao da pressao zero implica q52/2 =V, conduzindo a ps = q52. Do ponto de vista do
fundo, nao ha nenhuma diferenca entre a aproximacao do fluido ou do campo escalar. Mas a

nivel perturbativo a diferencia é significativa, como veremos adiante.

No calibre sincrona, as equagdes perturbadas correspondentes ao sistema descrito por (5.56)-

(5.58), sdo as seguintes:

. a. 390 .
3} 5 k2 ..

onde U = ¢ e § é o contraste da densidade de componente da matéria como na secao precedente.

Usando agora o fator de escala como a variavel, o sistema de equacoes acima toma a seguinte

forma :
" 2 f/(a) ;3 Qo _ _ Ny _ V¢
S EEE IR LRSS AL A
" 3 f/(CL) / k? V¢¢ _ 3N
onde

¢ = @% (5.64)
Vo= gﬁxoasﬁw, (5.65)
v, — % (5.66)
V, — %d%v. (5.67)

A funcao f(a) é definida como em (5.48).

Executamos a mesma anélise estatistica de secao anterior e outra vez impomos as condigoes
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iniciais usando a funcao de transferéncia de BBKS. Os resultados sao mostrados na figura 5.2.
A diferenga principal é que h& agora duas regioes relevantes no espaco dos parametros €y e
: uma em torno de v = 1, com uma alta densidade de probabilidade (PDF), e a outra proxima
a v = 0, com densidade menor. A regiao em torno de v = 1, tem probabilidades altas, a regiao
proxima a v = 0, tem probabilidades menores, mas se estende por uma grande regiao veja-se fig
5.2. A consequéncia é que, ap6s a marginalizacao com respeito €2y, ha dois picos na densidade
de probabilidade de v: um préximo a v = 1 e um outro proximo a v = 0. O segundo pico
é mais alto. Achamos que este é um efeito da extensao da regiao entorno do ponto v = 0,
que parece compensar as probabilidades mais altas em torno de v = 1. Ha igualmente duas
maximas na PDF de €y, uma proxima de €2y = 0 e uma outra proxima de {29 = 1. O melhor
ajuste é conseguido para v = 1,02 e Qy = 0,72 com Y2 por grau de liberdade igual a 0, 30,
sendo ainda melhor que o do modelo ACDM. A PDF vai rapidamente a zero para v < 0. Ainda
a respeito do maximo proximo a v = 0, os valores de v e €, nesta regido, implicam em >
entorno de 0, 33, que é mais elevado que o valor de x? para v ~ 1, mas que ainda é menor que

o melhor ajuste de ACDM.

Qo
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Figura 5.2: Acima, a fungao da distribui¢io da probabilidade bidimensional (PDF) para a densidade da
matéria )y e o parametro 7, na esquerda, a PDF de uma dimensao para o parametro de v, e a direita a PDF
de uma dimensao para o parametro da densidade da matéria 2.

5.8 Conclusao

Neste capitulo, investigamos a suposicao de Rastall, da modificagao da relatividade geral,
quanto ao problema da formacao de estrutura. Essa suposicao equivale a mudar a lei de
conservacao usual da relatividade geral. Nesse sentido, do ponto de vista dinamico, podemos
ver como se modifica a equacao de estado para um fluido perfeito dado. Portanto, a teoria de
Rastall pode ser interessante a fim, de obter uma expansao acelerada do universo sem introdu-
zir fluidos exo6ticos. Por exemplo, os fluidos com pressao positiva ou nula, podem induzir uma
dinamica tipica dos fluidos de pressao negativa. Esse comportamento ja tem sido observado,

por exemplo, dentro da teoria de Brans-Dicke.

Nossos resultados indicam que a teoria de Rastall enfrenta muitos problemas a nivel pertur-
bativo. Considerando um universo homogéneo e isotropico por exemplo, a equagao de estado
efetiva do fundo é reproduzida inteiramente a nivel perturbativo, conduzindo a altas instabi-
lidades, quando a equacao de estado efetiva implica numa pressao negativa. Uma forma de
escapar disso é considerarmos um modelo de dois fluidos, um que é conservado, e outro que

cumpre a suposicao de Rastall. Os resultados indicam uma configuracao que reduz a teoria de
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Rastall a relatividade geral.

Quando mantemos a estrutura de dois componentes que obedecem leis de conservacao di-
ferentes, mas com um campo escalar de interacao, considerado como um fluido de Rastall,
surgem caracteristicas mais interessantes. Em particular, a proposta de Rastall pode ser con-
siderada como uma modificacao da equacao de Klein-Gordon, similarmente ao que acontece
nas teorias de k-Esséncia [91]. Outra vez a configuracao que corresponde a relatividade geral
é favorecida, mas outras configuragoes com v ~ 0 sao igualmente possiveis, mesmo se algumas
subtilezas estatisticas aparecerem. Todas estas consideragoes parecem indicar a especificidade

da relatividade geral e da teoria de Rastall.

Uma maneira possivel para implementar a suposicao feita por Rastall é considerar a modifica-
¢ao da lei usual de conservagdo como uma manifestacao de efeitos quanticos (como a producao
de particulas) no espirito da referéncia [92]. A producao de particulas em um universo de ex-
pansao pode conduzir aos termos novos na usual lei de conservacao. Em todo caso, parece claro
essa formacao de estrutura que pede um fluido que se comporte no fundo e a nivel perturbativo
com a pressao efetiva zero (do contrario nenhuma aglomeracao de matéria poderia eficazmente
ocorrer), e esta levanta um questionamento em relagao a estrutura original da teoria de Rastall.
Em algum sentido, isto ja tem sido observado, conforme a referéncia |93|, forcando os autores
desse trabalho a usar apenas um fluido para caber dados das supernovas do tipo la. Mas, tal
procedimento parece ser impossivel, por causa do problema da formacao de estrutura. Outros
métodos observacionais, como CMB, podem ser usados para reforcar a teoria de Rastall. Mas,
os resultados obtidos nesse capitulo parecem-nos ser suficientes para indicar essas dificuldades

da teoria de Rastall, quando confrontada com os dados observacionais.
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Capitulo 6

O modelo de unificacao com campo

escalar de Rastall

O géas Chaplygin tem problemas com os testes observacionais, o cenario geral que emerge destes
testes nao é uniforme. Os testes de CMB [94,95] favorecem uma cenério em torno de a = 0 qual
reduz essencialmente o modelo GCG ao modelo ACDM. Por outro lado os testes de SN Ia [67,68]
favorecem valores negativos de . Uma versao escalar-tensorial canonico do gas de Chaplygin
é inviavel por causa de ¢, = 1. Vamos entao tentar construir uma versao escalar-tensorial do

gés de Chaplygin usando a teoria de Rastall.

6.1 A velocidade do som do campo escalar na teoria de

Rastall

Em [96], os autores estudaram o caso que corresponde a v = 2, que pode reproduzir o cenario de
ACDM no fundo e a nivel perturbativo. Uma explicacao possivel para o sucesso do caso v = 2
de Rastall ¢ devido ao fato de ter uma velocidade de som nula para modelos escalares, como
mostramos agora. A velocidade de som é definida como a relagao ¢? := g—ﬁ.Consequentemente,
faz sentido considerar seu valor no referencial onde a substancia cujo colapso esta sendo investi-
gado esta em repouso; denotamos essa quantidade como ¢;. Seguindo a Referéncia [97], usamos

a forma:

5p = ¢26p + 3aHp(1 + w) (6 — ¢2) w2 (6.1)
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que relaciona as perturbacoes da pressao as da densidade de energia ambas em um calibre

genérico, através de ¢,2. Nesta formula, ¢ é a velocidade do som adiabatica, definida como

c2 :=p/p e que, para o campo escalar de Rastall que estamos investigando, tem a forma:

a

02 _ 3H(2 - 7)@50 + 2(3 - 27)‘/#) (6 2)
¢ 3H~d ’ '

onde usamos Egs. (7.2), (7.4) e a equagao do movimento (7.9). Além disso, na formula (6.1),
w := p/p, k &€ o numero de onda co-movel em uma decomposi¢ao do modo normal e # é definida

através de

alp+p)f = 06T = q§08i5¢7,~ . (6.3)

Substituindo em Eq. (6.1) as expressoes para dp e dp, o que encontramos na Eqs. (7.5) e (7.7),
e Egs. (6.2) e (6.3) obtemos:

167 16000 — 1@y’ + (8 = 29)Vs86 + 3Hods| =
= (2= ) [1d000 — 1@d” + (3 = 20)Vyb0 + 3HG000)] | (6.4)

na qual da claramente que ¢,° = (2—7y)/~ e consequentemente o caso v = 2 implica que 2 =0:
é um argumento que favorece o colapso. Assim, para ter uma velocidade do som nula, o modelo

escalar deve obedecer as seguintes equagoes:

1

R, — §QWR =81G Tiw + O + guvv(¢) ) (6.5)
P .
vpvp¢ + V¢ + % = 0, (66)

onde, usamos 7 = 2 nas Eqs. (5.56)-(5.58) e fizemos a redefini¢ao V(¢) — —V(¢). O tensor de
momento-energia na Eq. (6.5) representa a matéria (barions) e que se conserva separadamente.

Nesse caso o tensor de energia-momento para o campo escalar é dado por:

T;(fu = ¢;u¢;u + guuv(¢) (67)



84

Assim, a energia e a densidade do campo escalar sao dadas pelas seguintes expressoes

po = &+ V(9), (6.8)
ps = —VI(e). (6.9)

Agora, vamos usar o resultado do exemplo do Gas de Chaplygin da secao 2.3 para fixar gb e
V(). Supondo que o campo escalar represente o Gas de Chaplygin generalizado, encontramos

a expressao (2.87) que pode ser reescrita da seguinte forma:

B 8tGp. 81Gpeo

Qc = Qcog(a) Ita, Qc = 3H02 , 0 = 3H02 . (610)

Fazendo a substituicao temos:

v
tHE — t, (f) — V(9), (6.11)
Hj
entao podemos escrever:

po = 6+ V() =3QgTs, (6.12)

Assim, obtemos:

dla) = /30y g(a)l/1+e) — Ag(a)-e/ita), (6.14)
V(a) = 3QuAg(a)=/0F), (6.15)

As equagoes perturbadas sao agora da seguinte forma:

30 .
5+2a5—§a—§5 — oV —V,0, (6.16)

2+V¢¢}\If = @0, (6.17)

2(1}+39\If+{k—2
a a

U = §¢ e 0 sao definidas como nas Eqs. (5.61)-(5.62). Usamos agora o fator de escala como a



variavel, o sistema de equagoes acima toma a seguinte forma:

" ) s
2\11”+{ + 2];/((5)) }‘I'/Jr{ a2 f;(a) i f‘;?z) }w

onde temos as seguintes definigoes:

¢/\I// .

¢,

ola) = \/ﬁ\/g (+a) — Ag(a)=e/(+a),

V(@) = 30dg(a)-o/0+),
Vyla) = %v«a),

Vesla) = %Vé(a%

Qe(a) = Qcog(a)l/(Ho‘).

f*(a)

v,
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(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)
(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

Nestas expressoes, (2o é o parametro da densidade para o modelo generalizado do gés de

Chaplygin, que obedece a condi¢ao Q. + Q0 = 1 e g(a) e dado por (2.87).

Y ———

-QdmO




0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

-QdmO -QdmO

Figura 6.1: bidimensional PDFs para o modelo escalar do Rastall com A =0.1, A= 0.5 and A = 0.9.

O modelo é testado usando os dados observacionais da amostra 2dFGRS. Impomos as condi-
coes iniciais como na secdo 5.6. Temos dois parametros livres, o e Qgno e fixamos A. Quando
A =0.1,0.5 e 0.9 o resultado é mostrado na figura 6.1,2,3. Temos uma regido relevante no
espaco dos parametros Qg0 € o com uma alta densidade de probabilidade (PDF). Apos a
marginalizagao, ha um pico na densidade de probabilidade de proximo a « = —1. Para « livre
observamos dois plateau na PDF. O plateau correspondente ao valor positivo de v é mais baixo
que o plateau, correspondente ao valor negativo de a. Por €4,,0 tém dois maximos de probabi-
lidades, um quando nao tem componente da matéria escura e o outro quando a matéria escura

for o tinico componente além dos barions. O segundo méximo é mais alto do que o primeiro.

Temos um minimo na densidade de probabilidades proximo de €24,,0 = 0.9.
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Figura 6.2: PDFs de uma dimensdo para o parametro a do modelo escalar do Rastall com A = 0.1; A = 0.5
and A = 0.9.

6.2 Conclusao

Um outro modelo foi introduzido baseado na versao do campo escalar da teoria de Rastall.
Para este caso, a velocidade do som pode ser nula, independentemente do termo potencial

escolhido. Para este campo escalar nao-canonico, o modelo da quintesséncia nao é favorecido.
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Figura 6.3: PDFs de uma dimensdo para o parametro Q4,0 do modelo escalar do Rastall com A = 0.1;
A=05and A=0.9.

Quando o parametro da densidade da matéria escura esta livre, temos dois maximos, um para
um universo completamente preenchido pela matéria escura e o outro sem a matéria escura.
O modelo campo escalar permanece competitivo. Todos esses resultados sao validos mesmo

quando impomos desde o inicio a unificacao da matéria escura/energia escura.
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Figura 6.5: PDFs bi e uni-dimensionais que restringem Q4,0 = 0 para o modelo do campo escalar de Rastall.
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Capitulo 7

Evolucao do potencial gravitacional na

teoria Rastall com campo escalar

Neste capitulo, introduzimos o campo escalar nao-canonico de Rastall. Investigamos a evolucao
do potencial gravitacional. Vamos mostrar que no caso em que o contetido energético for descrito

por um campo escalar nao-canéonico, o modelo s6 é consistente quando v = 1.

7.1 Teoria de Rastall com campo escalar

Na teoria de Rastall um campo escalar ¢ é caracterizado pelo seguinte tensor da energia-

momento:

2 —
T,uz/ = ¢,u¢,u - T’yguu¢,a¢’a + g,ul/(g - 27)V(¢> ) (71)

onde v é o mesmo parametro dos capitulos precedentes. Consideramos uma perturbacao do
campo escalar da forma ¢ = ¢g + 0¢ e derivamos da Eq. (7.1), juntamente com Egs. (2.57) e

(3.49), a expressao de fundo e & primeira ordem do tensor energia-momento.

OT% = p=2d +B-2)V(60). (7.2)

O, — ¢ (7.3)
. . 2 — . 9 .

OFi, = _pgi,=— L' — (3= 29)V(do)| 0'; | (7.4)

2
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onde o ponto denota a derivada respeito a ¢, p e p sao a densidade e a pressao do campo escalar,

respectivamente. As quantidades perturbadas tém a forma

0T % = 8p="16086 — 18y + (3 — 27)Vs00, (7.5)
(STOZ' = ¢‘05¢,i7 (76)
OT'; = —dpd's = [(7 = 206006 + (2= 7)Bdy” + (3 = 29)V409| &', (7.7)

onde ,i denota a derivada espacial respeito & coordenada a2’ e V, := dV(¢)/d¢. A equagio

modificada de Klein-Gordon tem a seguinte forma covariante:

PP Dipio

POPTINE (7.8)

0.+ (3 =27V =(1-7)

na qual parece mais claro que v = 1 restaura o caso da relatividade geral. Inserindo outra vez

¢ = ¢o + 0¢ na Eq. (7.8) e usando a métrica (2.57) e (3.49), resultando em:
Yoo+ 3Hdo+ (3— 29V = 0. (7.9)
Usando o tempo conforme dn = dt/a(t), podemos escrever
V60 + (3 = 1) Hey + (3 —27)a*V, =0, (7.10)

onde a linha denota a derivagao no que diz respeito ao tempo conforme e H := a’/a. A equagao

modificada perturbada de Klein-Gordon tem a seguinte forma:

W6+ (3 )HEY — V¢

~(BH)® 4 23— 2)a2Ved + (3 - 29)a?Vedd = 0 | (7.11)

onde V4 1= d?V(9)/d¢*.

7.2 Evolucao do potencial gravitacional

Agora calculamos o tensor de Einstein da métrica perturbada (3.49) e o combinamos com o

tensor energia-momento perturbado em Egs. (7.5)—(7.7). Em particular, como antecipamos
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implicitamente ao escrever a métrica perturbada (3.49), desde que o d7"; o §'; temos somente
um potencial gravitacional. Consulte o capitulo 3 para mais detalhes onde escolhemos ¢ = .

Obtemos:

V2O —3H (HO + @)+~ (H* —H) @ =
AnG [ydy0d + (3 — 27)a* Ve | (7.12)

D, + &', = 4rGd)do, , (7.13)

D"+ 3HY + 2H +H) P+ (2—7) (H*—H) @ =
ATG [(2 = )00 — (3 — 27)a’V09] (7.14)

onde igualmente usamos a relagao do fundo 47G¢2 = H?>—H'. Agora reduzimos o sistema acima
de duas maneiras diferentes que, contudo, dao resultados diferentes a menos que escolhamos
v = 1. Usamos uma decomposi¢do em modo normal. A Eq. (7.13) pode assim ser escrita
como H® + &' = 4rGe)dp e V? = —k*. Agora, se somamos ou subtraimos a primeira equagao
com o terceira, usando H® + &' = 4rG¢d¢, a fim de eliminar ¢ e a equagao de movimento

(7.10), a fim de eliminar ¢} obtemos:

"+ 3HP + 2H +H?) © =

2—n 2 / 2V¢>a2
= [k - 3H (HP + @) - —Z
Y [ ( ) ol

(3—29) (H® + @) | (7.15)

"+ 3HP + 2H +H?) © =
2‘/7(1,0,2
V9%

—k*® — 3%2_77 (H® + ') — (3—27) (H® + @) . (7.16)
Estas equagoes podem ser idénticas somente se v = 1, que é o limite da relatividade geral
da teoria de Rastall. Realmente, estas equacoes poderiam ser igualmente consistentes quando
k = 0. Voltando as equagoes de Einstein, antes da decomposicao em modos normais, £ = 0
significaria V2® = 0, que implica que ® deve ser um campo homogéneo, isto é ® = d(n).
Note que toda a dependéncia linear espacial para ® seria inaceitavel pois o campo divergiria

no infinito. Mas se ® é homogéneo, nao estamos investigando perturbacoes reais. De fato, é
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suficiente na métrica (3.49) redefinir o tempo e o fator de escala como segue:
dt* = [1 + 20(t)]dt* , a’(t) = a*(t)[1 — 20(1)] , (7.17)

e obtemos outra vez a métrica FLRW no referencial usual, com ¢ o tempo cosmico. Conse-
quentemente concluimos que uma teoria de perturbacao no calibre newtoniano é consistente

somente para v = 1.

7.3 O papel de uma componente tipo fluido

O resultado encontrado na secao precedente parece ser diferente se introduzimos uma outra
componente junto com o campo escalar de Rastall. Consideramos um fluido perfeito com
equagao de estado p = wp. Escrevemos seu (isto é, fundo mais perturbado) tensor total de

energia-momento como segue:

% = p(1+9), (7.18)
% = —p(1+w)v;, (7.19)
T = —(p+dp)'y, (7.20)

onde 0 := dp/p é o contraste usual da densidade, Jp é a perturbagao da densidade, dp é a pressao
e v; ¢ a velocidade. Supomos as perturbagoes adiabéticas, isto é dp = c2dp, onde ¢> = w. Usando
outra vez a decomposicao em modo normal, reescrevemos o sistema de equacoes de Einstein,

Como segue:

— @ = 3H (HP + @)+~ (H* — H') ® = 4nGa’bp, + A4nGa’dp (7.21)
k(H® + ') = 4nGke)d¢ + 4rGp(1 + w)v | (7.22)
" + 3HD + 3H*P — v (H* — H') © = 4nGa’dpy + 4rGa’dp , (7.23)

onde definimos:

1
006 = Y000 + (3 29)V.ed0 (7.24)
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e 1= (2~ 7)0h0 — (3~ 2)V50 (7.25)

v ¢ o potencial da velocidade definido por v; = —v;/k. Com as variaveis fluidas e a relagao
dp = c2dp temos um total de quatro fung¢oes desconhecidas (®,d¢, dp, v), mas somente 3 equa-
coes. Consequentemente, é impossivel obter outra vez uma limitacao tao forte quanto v = 1.
Investigamos alguns detalhes do sistema acoplado do fluido mais o campo escalar de Rastall.

Multiplicando Eq. (7.21) por 2 — v, Eq. (7.23) por v e subtraindo as duas, obtemos:

Y + 6HD' + 6H’D — 2y (H> —H') D+ (2 —7)k°® =
—81Ga*(3 — 27) V¢ + dnGa® (vZ + v — 2) 6p . (7.26)

Desta equagcao, eliminamos d¢ com a ajuda de Eq. (7.22), obtemos entao

YO 4+ 6HD + 6HD — 2y (H* —H') @ + (2 — 7)k*® =
,[HE+ O AnGa®p(l + w)v
62 k¢62
+4rGa’p (v +v—2) 4, (7.27)

—2a*(3 — 29)V

onde usamos V, = V' /¢’. Supomos agora que o fluido satisfaz sua propria conservacao, ou seja,

seu tensor energia-momento é conservado separadamente, a fim de obter mais uma equagao

necessaria para resolver o sistema. De T",, = 0, para o componente do fluido somente,
obtemos:
§ = —(1+w)(kv—39"), (7.28)
k 2
Vo= —H( - w5 54 kD (7.29)
1+w

Agora temos que especificar a evolucao do fundo, isto é, a funcao H. Sua forma geral é

H: 837G Yo
o Rad' — 22V 1| . )
5 5 |P + =+ (3 —2) (7.30)

A fim de simplificar a Eq. (7.27), suponhamos que o potencial é uma constante, i.e. V' = 0.

Consequentemente, estd fazendo o papel de uma constante cosmologica eficaz. Se o potencial
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for uma constante, voltando a equagao de Klein-Gordon (7.10) isso conduz a:
o = uga~ G/ (7.31)

e a equacgao de Friedmann toma a seguinte forma:

H2

Hea? = Qpa20F) L Qp + Quoa_6/'y , (7.32)
com as defini¢oes
81G(3 —27)V 81 Gyul
Qy = Oy = ———. 7.33
v 3HE " 3H3 (733)

Finalmente, trocando o tempo conforme para o fator de escala, escrevemos o sistema acoplado

de equacoes de Einstein e as equagoes do fluido como:

YPua + 7% + 6%% ®, + [271? + 8 ;227 o+ (2- 7)%22&2(1) =
2—5(39061_3(1“”) (vE+v-2)6, (7.34)
be= —(1+w) (% - 3<1>a) , (7.35)
v = —%(1—3w)v+%5+%@, (7.36)

onde o indice a denota a derivacao respeito ao fator de escala. Comecamos a evolucao com
a; = 1073 e escolhemos como condic¢oes iniciais ¢ =v; =0, P, = -5, = —1. Com a escolha
w=0ey=2, pelas Egs. (7.32) e (7.34) reproduzimos a mesma dinamica do modelo ACDM.
E curioso que isso parece acontecer somente quando um fluido padrao é adicionado ao campo
escalar de Rastall. Nas Figura7.1 e 7.2 tracamos a evolugao de ® e ¢ por w = 0 e 2y = 0.04. Isto
é, estamos supor que o fluido perfeito considerado é uma componente do baridnica. Igualmente

escolhemos uma escala k = 1072 h Mpc~!.

Para v > 2, o crescimento do contraste da densidade do componente fluido est4 aumentando.
Isto é provavelmente devido ao fato que ¢2 se torna negativo e consequentemente o colapso do
campo escalar é livre. Para 7 < 2 o crescimento de & é apreciavelmente obstruido . E curioso
observar na Figura7.2 como o potencial gravitacional diminui mais para v = 1,5 do que para

v = 1. Terfamos que esperar o contrario, visto que para v = 1 a velocidade do som é & = 1,
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Figura 7.1: Evolucao de ® e § por w = 0 e {2y = 0.04. As linhas pretas representam o caso
v =2, ie. o ACDM . As linhas vermelhas correspondem a v = 1.9 considerando que azuis a
v = 2.05. Escolhemos uma escala k = 1073 h Mpc~.
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Figura 7.2: Evolucao de ® e § por w = 0 e {2y = 0.04. As linhas pretas representam o caso
v = 2, i.e. 0 ACDM. As linhas vermelhas correspondem a v = 1.5 considerando que azuis a
~v = 1. Escolhemos uma escala k = 1072 h Mpc™1.
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enquanto que para 7 = 3/2 de velocidade de som é ¢> = 1/3, isto ¢, menor. Note que tal
discrepancia nao esta refletida na figura para ¢, isto é, o crescimento para v = 1,5 é maior
que para v = 1. Consequentemente, tal efeito é provavelmente devido a evolucao diferente
do fundo. Para a integralidade, indicamos aqui igualmente a evolucao de d4 := dpys/py, que
pode facilmente ser calculada da Eq. (7.21), uma vez que conhecemos ® e §. Os resultados sao

tracados em Figura7.3.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.3: Evolugao de d4 por w =0 e 2y = 0.04. De cima para baixo: v = 2.05,2,1.9,1.5, 1.
Escolhemos uma escala k = 1073 h Mpc™.

7.4 Conclusao

A formulagao escalar da teoria de Rastall da gravidade pode permitir uma unificagao consistente
da matéria escura e da energia escura para a evolugao do fundo do universo. Mostramos neste
capitulo que, por outro lado, sua versao de uma tinica componente (campo escalar nao-canénico
de Rastall) é perturbativamente incompativel: a compatibilidade das equagdes perturbadas
exige um potencial gravitacional homogéneo, que seria equivalente a uma redefinicao das fungoes
do fundo e nao as perturbacoes reais. A teoria escalar de Rastall pode admitir um cenéario

perturbativo consistente se um outro componente fluido (canénico) é adicionado.
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Para um modelo de dois fluidos, avaliamos numericamente o comportamento do potencial
gravitacional e do contraste da densidade para o componente do campo escalar. Para alguns
casos, como 7y ~ 1,5, um comportamento é muito similar aquele obtido no exemplo da relativi-
dade geral com um campo da quintesséncia. Embora isto nao represente um estudo exaustivo
do modelo de dois componentes de Rastall, os resultados relatados aqui indicam que os cenarios
consistentes podem emergir de um modelo de unificacao de Rastall para a energia escura e a

matéria escura.
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Capitulo 8

Cosmologia de Rastall e o modelo ACDM

Introduzimos um modelo de dois fluidos, uma componente que representa a energia do vacuo
e a outra a matéria sem pressao (por exemplo barions mais a matéria escura fria). O cenario
cosmologico é o mesmo para o modelo de ACDM, no fundo e a niveis perturbativos lineares, a
excecao de um aspecto: agora a energia escura pode aglomerar-se. Especulamos que isso pode

conduzir a uma possibilidade de distinguir os modelos a nivel perturbativo nao-linear.

8.1 Cosmologia de Rastall

A fim de construir a cosmologia de Rastall dominada para a fase da matéria, tomando em con-
sideracao a presente fase de aceleracao do universo, consideramos um modelo de dois fluidos.
O primeiro componente é uma matéria sem pressao (matéria escura fria mais béarions) com
densidade p,, enquanto que o segundo obedece a equagao de estado do vacuo p, = —p,. Um
indice m denotara as quantidades relativas ao componente da matéria e um indice x denotara
a energia escura. Para que estruturas se formem através dos processos de instabilidade gravita-
cional, o tensor energia-momento da matéria deve ser conservado separadamente, ao contrario
desenvolveria uma pressao efetiva, e a aglomeragao nao ocorreria, a exce¢ao para escalas muito

grandes. Consequentemente, o sistema de Einstein mais as equagoes da conservacao sao dadas
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1 —1
Ry = SowR = 87G |Tj + 1T, - %guy(Tm LT
—1 .
(T + 1), = 5T+ T

Para separar a Eq. (8.2), introduzimos os parametro 7,, e 1,:

v v 1 RY v v — 1 RY
Tn;i;u = 9 (T + 1. T)" Tx}‘j;y, = 9 (1 = 1) T + (1 = m2) T2
As equacoes de movimento tornam-se:
81G 3 —
H = 2B =29+ oo
3 2
. v—1 . .
Pm + 3Hpm = T (nmpm + 47796/0:0) )
. v—1 . .
Pz = T (1 = ) P+ 4(1 = 1) 2] -

Usando a terceira equacao com a segunda, obtemos a seguintes equagoes:

8rG 33—
H? = —— |B=29)ps + —5Pm|
3 2
ot 3Hp, = [n +2(y = 1)(ns — )}pm’
2 L+2(y—=1)(n, — 1)
. v—1 T = .
Pz = Pm -

2 1+2(y—-1)(n,—1)

Temos as seguintes solugoes para as densidades:

Pm = pmoa_3(1+we) )
o= N+ 2(7 = 1) (e — 1m)
T2 20420y = D)o — D] = e + 20y — 1) (e — )]
P Y- 1 1— U
Pax Pm

_'_
3—=2v 2 1+2(y—=1n—1)
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(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.10)
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onde p é uma constante integracao e introduzimos w. como uma equagao de estado efetiva.

Introduzindo a equacao acima na equacao modificada de Friedmann, obtemos

, S1G ([ (- DIB-20) (1) — 12— e — 1)
H‘T{“[“ 2L+ 20— D — D) }”’“} (8.11)

a qual descreveria a mesma evolucao do fundo que no modelo ACDM com p como uma constante
cosmologica efetiva, se a matéria nao tivesse agora uma evolucao diferente, v, 1, e n,. A
equagao (8.10) prevé um desvio da dependéncia usual do componente da matéria em rela¢ao ao
fator de escala, este desvio ¢ dado pelo parametro w.. No modelo cosmologico padrao, w. = 0.
Pode-se avaliar o desvio do modelo padrao previsto pela cosmologia de Rastall, usando dados
da supernova do tipo Ia, por exemplo a amostra Union2 [98]. Os resultados indicam que o
melhor ajuste ocorre para w, ~ 0, 1. Isso ¢ muito proximo ao resultado padrao e sugere v ~ 1
ou we ~ 0. A primeira op¢ao conduz a relatividade geral padrao. Supomos que v # 1 e que
we = 0. Uma avaliagao melhor pode ser obtida usando a formacgao de estruturas. Seguindo a
referéncia [84], vemos que a modificagdo da equacao de estado induzida pela teoria de Rastall a
nivel do fundo, do ponto de vista da relatividade geral, é p,, = wepn, € esta relagao é mantida no
nivel perturbativo linear, isto é 0p,, ~ wdp,, (usamos o sinal aproximado pois em [84| o modelo
considerado contém um unico fluido). A interpretagao da matéria escura fria implica w, = 0,
enquanto a da matéria escura morna poderia conduzir a w, > 0 ( admitimos que o cenéario
quente da matéria escura estd excluida por observagbes). Sugerido por estas observagoes,
podemos fixar w, = 0. E notéavel que mesmo se v é distante de 1, o fundo cosmologico da
teoria de Rastall pode conduzir aos mesmos resultados fisicos do modelo de ACDM. Com tal

fim, consideremos w. = 0, sendo que a tnica solucao independente de v é
Ne =Nm =0 (8.12)

Os valores acima para 7, e 7, conduzem a um exemplo particular mas interessante da teoria de
Rastall. O ajuste acima garante que o tensor de energia-momento da matéria estd conservado
no sentido usual, isto é.

T =0, (8.13)
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8.2 Pequenas perturbacoes

Os fluidos sao representados pelos seguintes tensores de energia-momento:

T = (pa+ pa)ulug — pag"” (8.14)
T8 = (pm + pm)ubuy, — pmg" . (8.15)
Impomos p,, = 0 e p, = —p,. A escolha do referencial sincrono implica du® = 0, mas Ju’ é uma

variavel dinamica. Ha de fato duas 4-velocidades, uma associada a componente z, a outra a
matéria. A perturbacao na 4-velocidade do fluido de matéria pode ser feito nulo. Usando este

formalismo, obtém-se o seguinte grupo de equagoes para as pertubacoes:

h + 2%71 = 87Gp.[v + 3(2 — Y)we]oz + 8TG Py (8.16)
, (8.17)

i], .
0pe + (14 wy)ps (@ — §>+3%(1 + Wy ) 0Py =

—1
VT (1 = 3w,)8ps + O] (8.18)
(1 +w)peou’ + (1 +wy)p00' + 5%(1 + W) pedu’ + %8"5% =
—1 ) )
—VM [(1 = 3w,)6ps + DSpm] - (8.19)

Nestas expressoes usamos as defini¢oes:

[=%)

hkk, wmz&, 5965&, 5m55—m, O = 0;6u’ (8.20)

h=—
a Pa Pa Pm

Agora, impomos w, = —1. Obtemos, das Egs. (8.18) e (8.19):

1
Spe = 77(45pw+5pm) , (8.21)

——3 = 5z (40%0p.+py) . (8.22)
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Essas equagoes conduzem a relagao:

—1
0ps = 7 >5pm : (8.23)

2(3 — 27

Usando agora Eq. (8.17), podemos reescrever Eq. (8.16) como:
S + 226, — A7Gpodm =0 . (8.24)
a

Mas essa é a mesma equacao para a perturbacao da matéria no modelo ACDM. Na verdade,

ha uma diferenga: agora ha uma perturbagao no termo “cosmologico” p,.
De fato, usando as Eqs. (8.10) e (8.10) com n,, = 1, = 0 junto com (8.23), encontramos:

v—1 Om

2 C 34 a=1"
Pm0a+2

0y = (8.25)
Recentemente (isto é para a — 0), d, deve tornar-se insignificante, e uma equivaléncia com-
pleta entre Rastall e o modelo de ACDM ¢é esperada no fundo e no nivel linear das perturbacoes.
Por outro lado, no passado (isto é para a — 0), temos 6, ~ 0, e consequentemente a energia
escura pode em principio aglomerar-se. Isso pode ter consequéncias para o processo da forma-
¢cao da estrutura porque devemos esperar que uma quantidade de energia escura aglomerada
esteja presente em sistemas maiores, como halos de galédxias e aglomerados de galaxias. Con-
sequentemente, uma possibilidade a discriminar entre os dois modelos poderia ser um efeito
integrado Sachs-Wolfe [17] que afetasse o espectro da anisotropia da radiagao cosmica do fundo

de maneira diferente.

8.2.1 Calibre newtoniano

Passamos do calibre sincrono ao newtoniano conforme, que parece ser mais apropriado para o
estudo do potencial gravitacional. Para cada componente fluido calculamos as perturbacoes da
equagao da continuidade de Euler. Seguindo a referéncia 74|, para a matéria temos 7%,., = 0,

l.e.

/
5pl + 3%5pm + apm0;ou’, — 3pn® =0, v (a®prmbuily,) + pmd'® =0, (8.26)
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onde a linha denota a derivacao em relacao ao tempo conforme. Para o componente x, temos

a correcao proporcional a T/, e as equacoes se tornam:

/
opl, + 3%(5}% +0pz) — 3p2(1 4+ we)® + ap,(1 + wy)Oi0u’, =

—1
5 100}, + b0l — 30p1] . (8.27)
1 , , .
o [@° 00 (1 + w,)0ul] 4+ 6p, + pu(l + w,)O'® =
1
—VT&Z [6m + 0pa — 30pa] - (8.28)
As equacoes de Einstein sao:
—1
— k*® — 3H (H® + &) = 47Ga® {5pm + 8p, — VT (6pm + 6ps — 35pm)} : (8.29)
—1
D" + 3HP + (2H + H*)® = 4wGa® {51)90 + VT (0pm + dps — 35pm)] : (8.30)
Agora supomos, como antes, p, = —p, (que significa w, = —1), que implica dp, = —dp, porque

estamos considerando as perturbacoes adiabaticas. As equagoes (8.27) e (8.28) tornam-se entao:

—1 ) -1 .
00, = Lo Ok, +40) D = TS0 (Gpm + 40p) (8.31)

e consequentemente obtemos:

v—1
Spp=—L "= 5p,. . 32

i.e. a perturbacao no fluido dp,, é proporcional as perturbacdes na matéria: a mesma relacao
encontrada usando a condigao coordenada sincrono. Recuperamos o limite correto de ACDM

quando v = 1.

Combinando as Eqs. (8.29) e (8.30) com a Eq. (8.32) obtemos:

/

AD — 3% <%(I> + <1>’) = 47 Ga*Sp,, | (8.33)
a\’ a\?

2(5) (%)
a a

Essas equagoes sao idénticas as respectivas para o modelo de ACDM (note que o fundo é

/
o+ 3%@’ + =0. (8.34)

igualmente o mesmo). Em particular, confirmamos que as perturbagoes da matéria nao sao
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afetadas pelo fluido x (com w, = —1), mesmo se o ultimo aglomerar-se.

8.3 Regime nao-linear

Seguindo a referéncia [99] para o tratamento da segunda ordem das perturbagoes cosmologicas,

considere as Eqs. (4.15)—(4.17) para a componente z do nosso modelo em calibre newtoniano

(isso é, com o coeficiente métrico B nulo), com pressao anisotropica nula e p, = —p,. Temos:
O =060, O1) =0, OTi =0, OT =-5pPs (8.35)

onde o indice (-) refere-se a ordem perturbativa . Além disso, o trago na segundo ordem tem a

seguinte formula:

@7, =B 10 4@ Tk =5 —35pP = 45p@) (8.36)
Por outro lado, para o componente da matéria temos p,, = 0. Daqui as Eqs. (4,15), (4,17)
de [99] tornam-se:

L0, = 50 + 2O, BT = 2Dy 837

m

onde o v,gl) representa a perturbacao da velocidade na primeira ordem. Daqui, para o traco da

segundo-ordem obtemos:

AT, =O10 + ATk = 5p2). (8.38)
Considere agora a equagao
—1
Ty, = T 5 (T +Tn) (8.39)

na segunda ordem:

N (2)T;V + (O)FZP(2)T£V + (UFZP(I)TP + (2)FZP(O)TP

Trv Trv

_ Ope @i _ e W _ @pe Oqu _ Y1 @)
r, @1y, = 0Ty, T, BT 0T = (AT, + OT,]
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Fazendo v = 0, e tomando em consideracao os valores nao nulos das perturbacgoes, obtemos:

A (2)T£0 + (O)FZO(z)TQ?O + (1)Fﬁ0(1)T00 + (2)FZ0(0)T00

0 2 1 1 2 0 0 I 2
_( )FZO( )T;tp _ )F;pm( )Tup _ )FZO( )T:gp =5 [( )Tm +( )Tmlo ) (8.41)

Por outro lado:

(O)FZOQ)T;LP _ (O)FSO(Z)T:S()"‘(O) ;0(2)ng1’

a @)ook a o
= L[, 40 7] = 1Z6p? (5.42)
e
a/
O8O = 455/);2) : (8.43)

Daqui, o segundo termo na primeira linha da Eq. (8.41) anula-se com o primeiro termo da
segunda linha. Da mesma forma, o terceiro e quarto termos da primeira linha anulam-se com

o segundo e o terceiro da segunda linha. Terminamos com:

—1 /
so@ = T 7% 5.2 8.44

e recuperamos, a menos de uma constante da integracao, Eq. (8.32). Consequentemente, parece
que no modelo cosmolégico do tipo Rastall investigado aqui, a evolucao da perturbagao no fluido

x segue aquela da matéria até o regime perturbativo da segunda ordem.

Contudo, no regime nao-linear devemos esperar algumas diferencas entre o modelo de Rastall
e o ACDM. Isto porque temos agora dois componentes aglomerando-se e interagindo gravitaci-
onalmente, entao afetando de uma certa maneira, talvez detectavel, o crescimento da estrutura.
Tal andlise é além do alcance do trabalho atual, nao obstante podemos discutir algumas diferen-
cas entre o nosso modelo tipo Rastall e o ACDM, considerando o exemplo simples do colapso
esférico. Suponhamos seguir o crescimento de uma inomogeneidade no passado, quando o
universo se comportava como um Einstein-de Sitter, isto é, os efeitos de uma constante cosmo-
logica eram insignificantes. Seguindo a referéncia [100], o crescimento de uma regiao homogénea

esférica é descrito pela equacao

(f)z = H; [%@04 +1-Q(ts)| (8.45)
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onde a; é o fator de escala em algum instante ¢; em que o colapso comeca e 2, =149 é o
parametro da densidade da regiao em que ha colapso, determinado pelo contraste de densidade
do fluido nele contido. Aqui entra a diferenca relevante. Para o modelo ACDM, o tnico
componente que colapsa é matéria e, consequentemente, €2, = 1+ ¢,,. Por outro lado, na
teoria de Rastall apresentamos, um fluido desconhecido x com uma equacao de estado do vacuo

igualmente pode aglomerar-se. Por este motivo, o parametro :

0Pm 0Py

Q, =1+ + :
P+ Pz Pt pa

(8.46)

Considerando agora a Eq. (8.10) com 7, = 1, = 0, e negligenciando a contribui¢ao de p,

podemos escrever

2(3 — 2 1
28295 A=l (8.47)

Q, =1
R 5— 3y

Para ACDM temos Q,(t;) = 1 + 0,,(t;), enquanto que no modelo de Rastall temos um grau de
liberdade a mais, devido a condigao inicial em §,(¢;). Assim, em principio, pode-se construir
a mesma historia de colapso que no modelo ACDM, mas com uma quantidade diferente de

matéria, dependendo do valor de .

8.4 Conclusao

Podemos concluir que a cosmologia de Rastall é essencialmente equivalente a do ACDM, a
excecao de um aspecto: a energia do vacuo pode aglomerar-se. Se este é o caso, dois efeitos
poderiam diferenciar-se entre os dois modelos: efeitos nao-lineares no espectro de poténcia da
matéria e na funcao de transferéncia para perturbagoes cosmologicas. A energia do vacuo é
insignificante no passado, daqui o impacto das suas flutuagoes na evolucao das perturbacoes
nos periodos primordiais da evoluc¢ao do universo nao pode ser relevante. Contudo, de acordo
com o cendrio descrito acima, a energia escura estd obrigatoriamente presente em sistemas,
como galéxias e aglomerados de galaxias, e o efeito da aglomeracao da energia escura deve
ser relevante neste nivel. Consequentemente, a cosmologia de Rastall e o modelo de ACDM

parecem ser distinguiveis somente no regime nao-linear da evolucao de perturbacoes cosmicas.
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Capitulo 9

Conclusao

Nesta tese, discutimos brevemente as nocoes basicas da relatividade geral, fizemos uma in-
trodugao ao modelo cosmologico padrao, falamos sobre a matéria escura e da energia escura,
incluindo ao final as evidéncias da suas existéncias. Apresentamos os principios da teoria das
perturbacoes lineares cosmologicas. Testamos a teoria de Rastall usando os dados observaci-
onais do espectro de poténcia. Isto implica um estudo perturbativo. Utilizamos a técnica da
teoria de perturbacao do calibre sincrono para analisar questoes ligadas com a formagao de
estrutura e a estabilidade nessa teoria. Observamos principalmente que a teoria se comporta,
a nivel perturbativo como a relatividade geral mas com uma equagao de estado efetiva. Em
particular, se o fluido tem uma equacao de estado efetiva necessaria para induzir a expansao
acelerada do universo, ele apresentard uma velocidade do som adiabatica efetiva cujo o qua-
drado é negativo. Entao o resultado do cenario apresentara oscilagoes e instabilidades. Além
disso, a fim de comparar as previsoes teoricas da teoria de Rastall com os dados do espectro de
poténcia, parece inevitavel introduzir um modelo de dois fluidos. Isto representa um problema
na teoria de Rastall original. Uma maneira possivel é considerar um fluido que obedece a lei de
conservacao da teoria de Rastall, com outra que se conserve separadamente de maneira usual.
Isto pode ser justificado se o fluido anterior for de fato um campo, como um campo escalar, que
obedeca a uma equacao modificada de Klein-Gordon. De fato, se ambos os fluidos tém uma
representagao hidrodinamica, o espectro de poténcia prevé v = 1 como foi descrito neste tra-
balho - isto é, a teoria reduz-se a relatividade geral. Se o fluido de Rastall é um campo escalar,
a situacao é mais complexa, e mesmo se v = 1 for sempre favorecido, ha outras possibilidades

que aparecem. O ponto interessante sobre este modelo é que o campo escalar de interacao de
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Rastall pode ter um comportamento de quartesséncia da pressao nula ao nivel perturbativo
quando 7 = 2, entao a analise perturbativa pretende dar mais informacoes a respeito da for-
macao de estrutura nestas teorias, verificando sua estabilidade ao mesmo tempo. Investigamos
o caso especial de modelos de quartesséncia o modelo do gas de Chaplygin generalizado nesse

caso nao tém problema para os valores negativos de a.

Investigamos a evolucao do potencial gravitacional nas teorias de campo escalar de Rastall.
No modelo de tnica componente, uma teoria de perturbacao consistente formulada no calibre
newtoniano é possivel somente para v = 1, que é o limite da relatividade geral. Por outro lado,
a adicao de outra componente de fluido canénico permite considerar o caso v # 1. Introduzimos
um modelo do dois fluidos, uma componente que representa a energia do vacuo visto que a outra
matéria sem pressao (por exemplo barions mais a matéria escura fria), o cenario cosmologico é
a mesma que para o modelo de ACDM, no fundo e nos niveis perturbativos lineares, a excecao
de um aspecto: agora a energia escura pode aglomerar-se. Especulamos que este pode conduzir

a uma possibilidade de distinguir os modelos no nivel perturbativo nao-linear.
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