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ANÁLISE DINÂMICA
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”[...] N ãoé dos fortes a vit́oria,

Nem dos que correm melhor
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alcançado um resultado cientı́fico final satisfat́orio.

Aos Professores Osvaldo Cominelli, Marcelo Macedo, Cherlio Scandian, Márcio Coelho,
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temas Meĉanicos e Estruturas e de Tecnologia Mecânica da Universidade Federal do Espı́rito

Santo.
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Resumo

Este trabalho teve como objetivos o projeto e a fabricação de amostras de materiais cujos com-

portamentos, sob carregamentos mecânicos, fossem próximos aos dos materiais com gradação

funcional (com variaç̃ao cont́ınua das propriedades); a realização de ensaios mecânicos

dinâmicos a partir das amostras produzidas; e a obtenção de resultados de simulação para car-

regamentos din̂amicos, visandòa validaç̃ao de um modelo nuḿerico proposto por pesquisadores

desta universidade para a caracterização de materiais com gradação funcional.

O estudo dividiu-se nas seguintes fases: confecção dos corpos de prova, adoção do modelo

de viga composta para os corpos de prova produzidos, preparação e realizaç̃ao de ensaios

meĉanicos din̂amicos, obtenç̃ao de resultados analı́ticos para o problema de carregamento,

definiç̃ao da modelagem nuḿerica aplicada ao problema e realização de simulaç̃oes dos car-

regamentos mecânicos.

Os resultados experimentais, analı́ticos e nuḿericos alcançados apresentam comportamento

similar para todos os corpos de prova testados. A freqüência natural de vibração, obtida por

qualquer dos ḿetodos (experimental, analı́tico, nuḿerico) difere em no ḿaximo 15,4313%.

O método nuḿerico proposto apresenta-se, portanto, adequadoà modelagem de materiais em

camadas.
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Abstract

The objective of this work was to design and the manufacture samples of materials with

behaviors, under mechanical loads, similar to functionally graded materials (with continuous

variation of the structural properties); to perform dynamic mechanical experiments, with the

produced samples; and to obtain results of simulation for dynamic loads, in order to validate

a numerical model proposed by researchers of this university for the characterization of the

functionally graded materials.

The study it was divided in the following phases: confection of the specimens, adoption

of the composed beam model for the produced specimens, preparation and realization of

dynamic mechanical experiments, obtention of analytical results for the vibration problem,

definition of the numerical model applied to the problem and numerical simulation of

mechanical loads.

The experimental, analytical and numerical results show similar behavior for all tested

specimens. The natural vibration frequency, despite the method of obtention (experimental

measurement, analytical development, numerical simulation), difers at most by 15,4313%.

The proposed numerical technique is found, thus, to be adequate to the modeling of layered

materials.
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3.5 Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) do sinal de aceleração. Corpo de provano 01.
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1.5.2 Modelo Micromeĉanico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12

1.5.3 Ańalise de Campos de Tensões e de Deslocamentos com Emprego do

Método dos Elementos Finitos (FEM) . . . . . . . . . . . . . . . . . .16
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Śımbolos gregos:

ν - coeficiente de Poisson
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

A Ciência e a Engenharia dos Materiais dedica-se ao estudo de materiais avançados que aten-

dam a requisitos de projetos especı́ficos. Na classe dos materiais compósitos, os com gradação

funcional (identificados pela sigla FGMs) vêm sendo objeto de pesquisas no que tange ao de-

senvolvimento de novas formas de processamento e de caracterização (identificaç̃ao de

par̂ametros mediante prévia definiç̃ao de solicitaç̃oes de trabalho: campos de tensões meĉanicas;

campos t́ermicos, eĺetricos e magńeticos ou combinaç̃oes destes; solicitações de deslocamen-

tos, velocidades, acelerações etc).

O campo de aplicaç̃oes dos FGMs tem se tornado amplo. A definição de suas especificações,

bem como de suas formas de processamento, de forma economicamente acessı́vel, atendendo

ao mesmo tempo aos padrões de precis̃ao e de confiabilidade necessários ao bom desempenho,

é um recente desafio para a ciência. Atrav́es do projeto, do processamento de amostras e da

realizaç̃ao de ensaios mecânicos deu-se prosseguimento a um trabalho cientı́fico desenvolvido

por pesquisadores desta Universidade Federal do Espı́rito Santo ([1] e [2]) para a caracterização

de materiais comṕositos com gradação funcional. Nesta etapa, a obtenção de resultados ex-

perimentais consistiu num valioso subsı́dio para concluir-se sobre a validade de um método

numérico proposto.

Este caṕıtulo apresenta uma breve história dos materiais com gradação funcional, incluindo

1
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caracteŕısticas peculiares, ḿetodos de fabricação, principais aplicaç̃oes, vantagens de utilização,

formas de modelagem propostas e um estudo sobre falhas. Na segunda metade do capı́tulo, s̃ao

descritos resumidamente cinco métodos distintos utilizados para a caracterização dos FGMs:

(1) Identificaç̃ao de Par̂ametros mediante Carregamento Mecânico (Eestático, Edinâmico, ρ), (2)

Modelo Micromeĉanico, (3) Ańalise de Campos de Tensões e de Deslocamentos com Emprego

do Método dos Elementos Finitos (FEM), (4) Estimação de Propriedades com Utilização de

Penetraç̃ao e (5) Caracterização do FGM atrav́es da Propagação de Ondas Elásticas, Utilizando

Técnica de Redes Neurais (NN).

No caṕıtulo 2, exp̃oe-se pormenorizadamente a modelagem aplicada no presente trabalho, em

todas as suas fases. A confecção dos corpos de prova (com os diferentes métodos de fabricação

propostos), a modelagem teórica da viga composta para os corpos de prova produzidos, os en-

saios din̂amicos realizados (desde a preparação dos equipamentos até a apresentação qualitativa

dos resultados alcançados), a modelagem numérica adotada nas simulações dos carregamentos

meĉanicos din̂amicos (com a t́ecnica de ṕos-processamento para recuperação de tens̃oes) e,

por fim, a ańalise qualitativa dos resultados numéricos obtidos s̃ao os temas abordados neste

caṕıtulo.

O caṕıtulo 3 dedica-sèa apresentação dos resultados finais da pesquisa eà discuss̃ao dos mes-

mos. Apresentam-se resultados experimentais de acelerações e freq̈uências naturais para os

corpos de prova considerados aptos para a realização dos ensaios mecânicos din̂amicos. Os re-

sultados dos ćalculos analı́ticos das freq̈uências naturais de vibração para os diferentes corpos

de prova e, por fim, os resultados numéricos de deslocamentos e acelerações, bem como suas

transformadas de Fourier (e as conseqüentes avaliaç̃oes das freq̈uências) s̃ao tamb́em apresen-

tados.

No caṕıtulo 4, Consideraç̃oes Finais e Sugestões, realiza-se uma análise global dos resulta-

dos e tecem-se comentários finais acerca destes, além de serem apresentadas sugestões para

trabalhos futuros.

UFES-DEM-PPGEM
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1.1 Histórico

Os comṕositos tradicionais s̃ao materiais constituı́dos de duas ou mais fases homogêneas dis-

tintas e possuindo interfaces de separação entre si. As propriedades desses materiais depen-

dem das propriedades de cada uma das fases-componentes (no caso de um material bifásico,

matriz e fase dispersa), de suas quantidades relativas, de suas formas, de suas orientações

e de suas distribuiç̃oes. Quando carregados termo-mecanicamente, estão sujeitos a exces-

sivos ńıveis de tens̃oes induzidas e a suas conseqüências, ou seja, surgimento e propagação

de trincas interfaciais, levandòa fratura. Tendo como motivação a necessidade de solução

desse problema [3], bem como de se obterem materiais com propriedades combinadas su-

periores para aplicações espećıficas, iniciou-se no Japão, a partir de meados da década de

50 do śeculo passado, o emprego de materiais com textura controlada, que foram nomeados

functionally gradient materials, recebendo a abreviatura FGM. No ano de 1995, em con-

seq̈uência do Terceiro Simṕosio Internacional sobre FGMs (1994 - Lausanne, Suı́ça), o nome

foi alterado para functionally graded materials(materiais com gradação funcional),

por quest̃oes gramaticais e descritivas. Tratam-se de materiais com variação espacial na

composiç̃ao, que passaram a ser utilizados entre as fases do compósito com o objetivo de

evitar a falha. Atrav́es da utilizaç̃ao deste tipo de material, as tensões induzidas pelo carrega-

mento foram minimizadas e o aparecimento e a propagação das trincas frenados. Passaram a

constituir, em primeira instância, um mecanismo de prevenção de falhas; e, secundariamente,

uma nova opç̃ao de materiais que proporcionam propriedades distintas em diferentes regiões

de suas geometrias.

Materiais com gradação funcional s̃ao, sinteticamente, compósitos com gradientes de

composiç̃ao, com propriedades e microestrutura variando gradualmente na direção da espes-

sura, de uma superfı́cie à outra do material. A gradação funcional permite que se obtenham em

um śo material propriedades mecânicas, t́ermicas e eĺetricas distintas, definidas pelas frações

volumétricas das fases, ponto a ponto. As combinações posśıveis de classes de materiais em

FGMs s̃ao diversas: metal-cerâmica, cer̂amica-poĺımero, poĺımero-cer̂amica.

O processamento desses materiais baseia-se em fundamentos de metalurgia do pó. Atual-

UFES-DEM-PPGEM
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mente, novas técnicas de fabricação v̂em sendo empregadas:Plasma Spray(PS),Spark Plasma

Sintering(SPS) e deposição de vapor por feixes de elétrons ([4], [5], [6] e [7]). A figura 1.1

apresenta um FGM produzido por deposição de camadas sucessivas de materiais pelo processo

Plasma Spray.

Figura 1.1:FGM. Deposiç̃ao de camadas sucessivas de materiais pelo processoPlasma Spray.Repro-

duzida de [7].

FGMs compostos por matrizes metálicas com partı́culas cer̂amicas dispersas são os mais larga-

mente utilizados, preenchendo especificações de elevadas resistências a altas temperaturas (à

oxidaç̃ao,à corros̃ao, ao desgaste), de elevada tenacidadeà fratura, de isolamento térmico (bar-

reira t́ermica), de condutividades térmicas variantes num mesmo material.

Esses materiais avançados possuem diversas aplicações em engenharia, tais como: vasos de

press̃ao, fuselagens e componentes de aeronaves, sistemas de propulsão, turbinas, ferramen-

tas de corte, trocadores de calor, veı́culos aeroespaciais, tribologia, implantes biomédicos e

indústriaóptica e odontoĺogica.

UFES-DEM-PPGEM
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Recentemente, foi desenvolvida uma nova classe de FGMs chamados ativos. Nestes materi-

ais, as desigualdades entre as propriedades elétricas e eĺasticas s̃ao minimizadas ao longo da

gradaç̃ao cont́ınua. Um FGM ativo possui um material ferro-elétrico, ou piezoelétrico, como

uma de suas fases. Estes materiais têm aplicaç̃ao em dispositivos eletromecânicos, popular-

mente conhecidos comosmart systems[8].

A figura 1.2 ilustra as vantagens da utilização de um FGM, no aspecto da combinação de pro-

priedades ao longo da espessura de um material metal-cerâmico.

Figura 1.2:Ilustraç̃ao mostrando as vantagens da utilização dos FGMs. Variaç̃ao de propriedades ao

longo da espessura de um FGM metal-cerâmico.

UFES-DEM-PPGEM
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1.2 Modelagem

No trabalho de Banks-Sills et al. [9] são apresentados diferentes propostas de modelagem de

um material com gradação funcional. Sejamx a direç̃ao do comprimento ey a direç̃ao da es-

pessura do material.

Na primeira proposta, a microestruturaé modelada por fibras retangulares e a fração voluḿetrica

dos materiais varia ao longo das regiões.

Na modelagem por camadas, as propriedades de cada camada são obtidas pelo ḿetodo gener-

alizado das ćelulas [10]. As propriedades do material serão definidas referenciando-se a cada

camada. Assume-se que as camadas são preenchidas por partı́culas e que as densidades são

obtidas pela regra das misturas.

Na modelagem por mudança contı́nua na estrutura, as propriedades do material variam ao

longo da espessura, de acordo com a posição do ponto considerado (coordenaday), sendo

geralmente descritas por uma regra exponencial ou de potência. O ḿodulo de Young (E) e o

coeficiente de Poisson (ν) tornam-se, desta forma, funções dos ḿodulos de elasticidade e dos

coeficientes de Poisson dos materiais que formam as camadas do FGM, definidas pela coorde-

naday em quest̃ao, [1] e [2].

O comṕosito ainda pode ser visto como um sanduı́che, obtido pela superposição de finas ca-

madas de materiais homogêneos e isotŕopicos, com a variaç̃ao de suas caracterı́sticas ocorrendo

de uma camada para outra. Cada camada corresponde a uma fase do material compósito. Neste

modelo, as falhas se iniciam tipicamente nas interfaces, constituindo-se estas regiões num im-

portante ponto de controle das propriedades de toda esta classe de materiais, [11].

UFES-DEM-PPGEM
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1.3 Falhas

Segundo a Teoria de Griffith [13], desenvolvida na década de 20 do século passado, exis-

tem defeitos ou trincas muito pequenas, microscópicas, no interior do corpo de um material.

Esses defeitos deterioram a resistênciaà fratura, pois uma tensão aplicada pode ser ampli-

ficada ou concentrada na extremidade. A amplificação de tens̃ao pode tamb́em ocorrer em

descontinuidades internas de dimensões macrosćopicas (por exemplo, vazios), em arestas vi-

vas e em entalhes de grandes estruturas, sendo mais significativa em materiais frágeis do que

em materiais d́ucteis. A fratura ocorrerá quando, com a aplicação de uma tensão de traç̃ao, a

resist̂enciaà traç̃ao téorica do material for excedida na extremidade de um daqueles defeitos

existentes. A Teoria de Griffith da Fratura Frágil estabeleceu um valor de tensão cŕıtica (σc)

para a propagação de uma trinca elı́ptica, relacionado com o ḿodulo de elasticidade do mate-

rial, com o comprimento da trinca e com as energias de superfı́cie espećıfica e de deformaç̃ao

plástica associadàa extens̃ao daquela.

Na quinta d́ecada do śeculo XX, G. R. Irwin definiu o termoGc, conhecido por taxa crı́tica de

liberaç̃ao de energia de deformação, queé um outro crit́erio de propagaç̃ao das trincas (uma

outra express̃ao para o crit́erio de Griffith).

A tenacidadèa fratura (Kc) é um valor cŕıtico de um fator de intensidade de tensão, relacionado

à tens̃ao aplicada e ao comprimento da trinca. Por definição, a tenacidadèa fraturaé uma pro-

priedade que representa a medida da resistência de um material̀a fratura fŕagil quando uma

trinca est́a presente.

O principal modo de falha de materiais compósitosé a fratura fŕagil. Tens̃oes residuais surgem

nestes materiais durante o resfriamento, devidoà diferença de coeficientes térmicos da ma-

triz e da fase dispersa. Adicionalmente, tensões s̃ao induzidas pelo efeito combinado do car-

regamento termo-elétrico-meĉanico. Quando o compósito é aquecido, surgem novas tensões

térmicas. As propriedades elétricas tamb́em variam com a mudança de temperatura. O car-

regamento meĉanico induz tens̃oes analisadas segundo a teoria de Griffith.

UFES-DEM-PPGEM
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A exist̂encia de um estado de tensões residuais inicial no material, resultante do processo de

fabricaç̃ao a temperaturas elevadas, não pode ser desprezada. Isto porque tensões residuais

térmicas na região pŕoxima à interface, entre duas camadas sucessivas de material, podem

constituir-se num fator de relevância no mecanismo de fratura, devidoà modificaç̃ao que provo-

cam no campo de tensões na ponta das trincas. Na referência [14]é apresentado um estudo

onde fica evidente a relação existente entre a tenacidadeà fratura e a extensão das trincas tanto

para um material homogêneo como para um compósito cer̂amico com duas fases (bimaterial).

Através da ańalise do gŕafico, conclui-se que a tenacidadeà fratura ñao varia significativa-

mente ao longo da camada do compósito (layered composite). Ent̃ao a significante variação da

tenacidadèa fraturaé atribúıda às tens̃oes residuais, causadas pelas diferenças de valores dos

coeficientes t́ermicos entre as camadas.

De forma sucinta, a introdução de uma gradação em um material altera seu mecanismo

de fratura comparativamente a um material homogêneo devido a: 1) alteração do campo de

tens̃oes ao redor das trincas, causada pela variação espacial das propriedades mecânicas; 2)

variaç̃ao espacial da tenacidadeà fratura; 3) alteraç̃ao do mecanismo de propagação das trin-

cas, causado pelas mudanças de composição e de microestrutura na região com gradaç̃ao; 4)

tens̃oes residuais resultantes do processamento do material [15].

Butcher et al. [16], realizaram testes de fratura utilizando as seguintes amostras: FGM, ho-

moĝenea e composta por dois materiais (bimaterial).

A utilização de FGMs resulta na minimização das tens̃oes induzidas pelo carregamento, incre-

menta os valores de tenacidadeà fratura e atenua a propagação das trincas.

UFES-DEM-PPGEM
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1.4 Efeito suavizador de tens̃oes

Trabalhos anteriores mostraram resultados obtidos a partir da utilização de uma camada com

gradaç̃ao entre duas fases de materiais homogêneos distintos.

Chakraborty e Gopalakrishnan [17] realizaram análise din̂amica em uma viga engastada (com-

posta de tr̂es camadas distintas de materiais, sendo a intermediária de FGM). O efeito térmico-

meĉanico combinado ñao foi considerado, ou seja, as tensões foram induzidas apenas pelo

carregamento mecânico e somente o efeito térmico externo na forma de deformação foi con-

siderado. O trabalho referenciado descreve toda a modelagem. Foi mostrada a suavização de

tens̃oes meĉanicas nas interfaces do material compósito, devidoà exist̂encia da camada com

gradaç̃ao funcional.

Tilbrook et al. [15] mostraram o efeito suavizador de tensões entre camadas de um bimaterial

metal-cer̂amico, com o uso para altas temperaturas, com a utilização de uma interface com

gradaç̃ao. Neste caso, o aparecimento de fissuras e de trincas superficiais devidoàs tens̃oes

residuais induzidas termicamenteé evitado.

Joshi et al. [8], baseados na teoria de Euler-Bernoulli, apresentaram resultados de distribuições

de tens̃oes em um FGM ativo - composto por uma camada de substrato, uma camada com

gradaç̃ao e uma camada de material piezoelétrico - sujeitòa aç̃ao de campos elétricos e t́ermicos,

ao longo do modelo axial adotado. Os resultados obtidos mostraram o efeito suavizador de

tens̃oes.

UFES-DEM-PPGEM
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1.5 Caracterizaç̃ao de FGMs

Existe a necessidade de desenvolvimento métodos confíaveis para a medição das propriedades

dos materiais com gradação funcional, seja na fase de projeto, seja após a fabricaç̃ao ou em

serviço. Nas subseções posteriores, serão revisados alguns artigos cientı́ficos que propuseram

métodos para a caracterização de FGMs.

O objetivo final deste trabalhóe a validaç̃ao do ḿetodo nuḿerico proposto por Paulino, Romero

e Menandro, em 2005, através da comparação entre resultados de análise experimental din̂amica

com resultados alcançados por simulação nuḿerica− proposta pelos autores. (A descrição

básica desse ḿetodo encontra−se na subsecção 2.5.3).

1.5.1 Identificaç̃ao de Par̂ametros Mediante Carregamento Meĉanico

(Eestático , Edinâmico , ρ)

Butcher et al. [16], produziram um compósito com matriz poliḿerica preenchido por partı́culas

cer̂amicas. Propriedades elásticas (E,ν eρ) e t́ermicas dos materiais (α) eram conhecidas. Pela

técnica de fundiç̃ao por gravidade, foi obtida uma amostra com variação cont́ınua da fraç̃ao

volumétrica dos materiais ao longo do comprimento ’y’.

Os ḿodulos de Young foram obtidos através de ensaios não−destrutivos utilizando pulsos ul-

traŝonicos.

As velocidades das ondas longitudinais (Cl) foram medidas em posições fixas atrav́es do

lançamento de pulsos através da espessura da amostra e captura dos ecos. Desta maneira,

foram medidos os tempos de duração de suas incid̂encias, e com um transdutor foram medidas

as espessuras médias do material.

Desde que ambos, os módulos de Young e as densidades locais médias, variem ao longo do

comprimento do FGM, os valores de velocidades das ondas também o far̃ao. Essas veloci-

dades de propagação de ondas longitudinais são indicadores indiretos dos módulos de Young.
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Na refer̂encia [16] foi encontrada uma distribuição de valores para as velocidades das ondas ao

longo do comprimento do FGM.

Com o objetivo de obtenção de valores de ḿodulos de Young a partir dos resultados anterior-

mente atingidos, foram utilizadas amostras homogêneas em forma de tiras com diferentes,

poŕem constantes, frações em peso do material de preenchimento. Essas amostras foram

separadamente fundidas e velocidades de ondas medidas ao longo das mesmas. A relação entre

os dois par̂ametrośe aproximadamente parabólica. Em seguida, as amostras foram submetidas

a testes de deflexão como em vigas em balanço, sujeitas a carregamentos quase−est́aticos nas

extremidades livres. Através da teoria elementar da deflexão de vigas, os ḿodulos de Young

foram determinados, a partir de cargas e deflexões medidos. Foi plotado um gráfico dado por

módulo de Young versus fração em peso da fase dispersa (Eestático×Wf ). A relaç̃ao encontrada

foi tamb́em parab́olica. A densidade ḿedia (ρm) de cada uma das amostras homogêneas foi

determinada a partir das medições de seus volumes e massas.

O passo seguinte do método apresentado por Butcher et al. consistiu na obtenção de uma

curva paraḿetrica, usada para determinar a variação espacial do ḿodulo de Young na amostra

de FGM. A partir do conhecimento da correspondência entre valores quase−est́aticos dos

módulos de Young e as velocidades das ondas, a variação do ḿodulo de elasticidade no FGM

fundido foi ent̃ao determinada e plotada. Desta forma, foram visualizados os valores e as

relaç̃oes entre os ḿodulos de Young em diferentes posições do FGM.

De forma complementar, pelo uso dos dados de densidade média do material e de velocidades

das ondas , valores dinâmicos de ḿodulos de Young (Edinâmico) tamb́em foram obtidos a partir

da relaç̃ao:

Cl =

√
Edinâmico(1− ν)

ρm(1− ν)(1− 2ν)
. (1.1)

A partir dos gŕaficos e de estudos preliminares versando sobre coeficientes de Poisson para o

comṕosito estudado (variando entre0, 33− 0, 37, assumido constante e igual a 0,35),Edinâmico

foi determinado para cada uma das amostras homogêneas. Os valores encontrados foram plota-
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dos em funç̃ao das velocidades das ondas. Existe uma relação linear entre as duas grandezas.

Os valores encontrados dos módulos de Young s̃ao maiores para carregamento dinâmico. As

raz̃oes entre os ḿodulos no caso din̂amico e est́atico s̃ao de 1,65 para as amostras de puro

eṕoxi, e de 1,30 para as amostras com as maiores concentrações de vidro.

1.5.2 Modelo Micromeĉanico

A modelagem micromecânica visaà deduç̃ao das relaç̃oes estruturas-propriedades do mate-

rial. A maioria das t́ecnicas-padrão micromeĉanicasé baseada na definição de uma ćelula de

volume representativa. O grande avanço desse modeloé a eficîencia em fornecer as mais

precisas estimativas das propriedades e até mesmo simples análises elasto-plásticas dos com-

ponentes do FGM sem vastas ferramentas computacionais. A predição das propriedades do

material comṕositoé alcançada com o uso de simples equações, ao contŕario de outros mode-

los, e o processo computacionalé facilmente implementado.

Sup̃oe-se que um pequeno elemento de volume seja suficiente para predizer as propriedades do

FGM. A cada subćelulaé referenciada uma correspondente função de concentração voluḿetrica

da segunda fase (particulas dispersas) -ν2 (x,y,z). A distribuiç̃ao da segunda fase para a es-

trutura é definida por alguma função, comν2 variando de 0 a 1, satisfazendo as condições

de contorno. As subcélulas s̃ao de dimens̃oes pequenas o suficiente para que a estrutura den-

tro delas possa ser considerada como localmente ortotrópica (com propriedades simétricas em

relaç̃ao a tr̂es planos ortogonais locais). Desta forma, elas se tornam elementos de volume

de representação local, sendo usadas para definir componentes de tração e de compressão e

propriedades locais. A literatura [18] descreve o desenvolvimento completo deste modelo.

As propriedades do material são obtidas atrav́es do uso de simples equações, ao contŕario de

outros modelos, e o processo computacionalé facilmente implementado.

Volumes de representação local (Local Representative Volume Elements, LRVE) cúbicos s̃ao

usados para definir componentes de tensão e de deformação e propriedades locais. As
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caracteŕısticas do material são determinadas pela relação das componentes de tensão sobre

as superf́ıcies do LRVE e suas deformações. Uma suposição adicionaĺe feita considerando-se

a segunda fase como ’inclusões’. Desta forma, essa faseé transformada em um cubo dentro de

cada LRVE, com o volume equivalente igualà concentraç̃ao do volume da fase nesse LRVE.

A tabela 1.1 apresenta modelos micromecânicos aplicados a compósitos, que podem ser em-

pregados tamb́em para FGMs, com algumas adaptações.1

Tabela 1.1: Modelos Micromecânicos Utilizados para a Avaliação de Propriedades de

Comṕositos e de FGMs

Modelo ou nome do ḿetodo Algoritmo

Critério de Reuss Expĺıcito

Critério de Voigt Expĺıcito

Sasaki-Kerner Expĺıcito

Mori-Tanaka Expĺıcito

Wakashima-Tsukamoto Expĺıcito

Hirano(Lógica fuzzy) Expĺıcito

Aproximaç̃ao Potencial Coerente (CPA) Implı́cito

Método Auto-consistente (SCM) Semi-expĺıcito

Método das ćelulas Numérico

Tamura Expĺıcito

Levin (para expans̃ao t́ermica, somente) Expĺıcito

Gasik-Ueda (ver pŕoxima subseç̃ao) Expĺıcito

Visandoà utilizaç̃ao de um modelo mais simples, com obtenção de estimativas mais exatas

das propriedades através da simples análise elasto-pĺastica dos componentes do FGM sem

os Métodos Computacionais dos Elementos Finitos (FEMs), foi desenvolvido por Michael

M. Gasik [18] um modelo micromecânico com uma distribuiç̃ao de fases 3D arbitrária e

1Uma apresentação a alguns desses métodośe encontrada em [18].
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não-linear. O modelo permite a predição das propriedades básicas de um FGM 3D, com-

puta tens̃oes t́ermicas, e, em situações limites, pode ser usado para pré-avaliar a distribuiç̃ao

dinâmica de tens̃oes e de deformações e comportamento inelástico.

As propriedades do material são obtidas atrav́es do uso de simples equações, ao contŕario de

outros modelos, e o processo computacionalé facilmente implementado. Valores de módulos

de elasticidade e de condutividade térmica, por exemplo, variam de uma célula a outra de

acordo com a concentração voluḿetrica da segunda faseν2. O módulo de elasticidade em

diferentes posiç̃oes da amostra do material, derivada da geometria do LRVE, pode ser obtida

pela soluç̃ao da seguinte equação:

Eii = E1

{
1− 3

√
ν2

2

[
1− 1

1− 3
√

ν2(1− E1/E2)

]}
, (1.2)

onde i representa uma das coordenadas dos eixos (x, youz).

Campos de tensão tamb́em s̃ao obtidos atrav́es de soluç̃oes computacionais, como mostrar-se-á

no exemplo a seguir.

1.5.2.1 Exemplo de aplicaç̃ao: FGM W-Cu

Cálculos de propriedades e análises de tens̃oes elasto-plásticas v̂em sendo efetuadas para o

sistema tungstênio-cobre, conhecido por ser livre de interações qúımicas ḿutuas. Aĺem das

propriedades b́asicas dos compósitos e do material com gradação, a ańalise elasto-pĺastica vem

sendo efetuada na aplicação espećıfica do FGM W-Cu em um reator de fusão experimental. No

Reator Experimental Termonuclear (ITER), os componentes do revestimento de plasma (PFCs)

ser̃ao submetidos a um alto fluxo de calor, motivo pelo qual a proteção desses componentesé

muito importante para o projeto do ITER, especialmente das placas que estarão sujeitas a altas

cargas de calor.
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Apesar de os PCFs sofrerem a ação de outros fatores (erosão, fuga de elétrons, danos por

nêutrons etc.), no estudo apresentado em [18], o principal objetivo foi prever seus comporta-

mentos mediante carga térmica.

Após o trabalho computacional, resultados de propriedades do FGM W-Cu obtidos por Michael

M. Gasik, foram comparados com resultados alcançados por outros modelos micromecânicos.

Após a aplicaç̃ao do algoritmo computacional, a partir de expressões de tens̃oes em funç̃ao das

propriedades dos materiais componentes do FGM, obtiveram-se mapas de tensões eĺasticas

térmicas e de tensões pĺasticas t́ermicas nas diferentes regiões do material compósito.

À época da publicação do estudo referenciado, 1998, foram apresentadas limitações ao seu

uso, a seguir enumeradas:

1. Tornavam-se necessárias mediç̃oes experimentais adicionais de tensões residuais, bem

como ańalise FEM, para justificar a aplicação do modelo em análise eĺastica e pĺastica

de materiais anisotrópicos;

2. O modelo ñao podia ser aplicado diretamente a materiais reforçados por fibras ou com

part́ıculas grandes; aplicação restrita a comṕositos reforçados por dispersão.

Os pontos fortes mencionados foram:

1. Permitia a prediç̃ao de propagação de trincas e análise de fratura. Eram obtidos valores

de um tensor de tensão em toda a região, em cada LRVE, e esta informação, podia ser

aplicada no ćalculo da taxa de liberação de energiàa frente dos caminhos de propagação

das trincas;

2. O modelo era muitóutil para a avaliaç̃ao de propriedades de FGMs com geometrias

simples.
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1.5.3 Ańalise de Campos de Tens̃oes e de Deslocamentos com Emprego

do Método dos Elementos Finitos (FEM)

No final do śeculo passado, os principais métodos usados na modelagem de FGMs eram

baseados em aproximações por elementos finitos (FEM) e variações. A maioria daqueles

usavam modelos discretos, na maioria dos quais não era posśıvel levar−se em consideração

uma distribuiç̃ao de fases anisotrópica.

Paulino, Romero e Menandro, [1] e [2], desenvolveram um método FEM com utilizaç̃ao de

elementos isoparaḿetricos generalizados e de uma nova técnica de ṕos−processamento por

macroelemento para recuperação de tens̃oes. Tornou−se posśıvel incorporar o gradiente de

propriedades do material no método, atrav́es de uma lei exponencial.

Dois problemas, um estático e um din̂amico, foram resolvidos, com a obtenção dos campos de

deslocamento e de tensões resultantes.

Para o problema estático, os valores de tensão encontrados em pontos da amostra concordaram

com valores de referência da literatura [19].

Para o segundo problema, a viga foi forçada dinamicamente por uma carga aplicada instan-

taneamente no tempo t = 0+. A resposta dinâmica foi calculada com o ḿetodoα (método

Hilber−Hughes−Taylor).

Para o caso din̂amico, as distribuiç̃oes de tens̃oes ao longo do tempo concordaram com expec-

tativas téoricas, [19]. At́e o ińıcio deste trabalho, não haviam sido efetuadas comparações, por

escassez de referências sobre comportamento dinâmico de materiais com gradação funcional.

O presente trabalho visa suprir, ainda que de forma parcial, esta escassez de referências.

Este ḿetodo mostra distribuiç̃oes de tens̃oes ao longo do tempo que são úteis na previs̃ao de

falhas em serviço, em limites extremos, principalmente em regiões cŕıticas.
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1.5.4 Estimaç̃ao de Propriedades com Utilizaç̃ao de Penetraç̃ao

Métodos t̂em sido desenvolvidos para a estimação das propriedades elásticas dos FGMs através

de micropenetraç̃ao. As refer̂encias [20] e [21], por exemplo, dedicam-se ao assunto

No trabalho [20] é apresentada a técnica de mediç̃oes de cargas-deslocamentos por

micropenetraç̃ao, tanto em materiais homogêneos como em FGMs, com a utilização de pene-

tradores de raios adequados a cada situação.

Após a mediç̃ao experimental, foi utilizada uma técnica de ańalise inversa(Kalman Filter

Technique)para a determinação das propriedades do material, tendo como entrada os dados

da relaç̃ao carga-deslocamentos.

Através da espessura do material, podem ser observadas as variações composicionais de PSZ

e de NiCrAlY mudando quase que linearmente com a profundidade do FGM ; e as relações

tens̃ao-deformaç̃ao em v́arios locais. Como a superfı́cie livre é aproximada, as curvas tensão-

deformaç̃ao tornam-se mais retas para representarem respostas elásticas maiores.

Cálculos adicionais, utilizando técnicas de elementos finitos foram realizadas (a partir das

composiç̃oes estimadas e das constantes dos materiais). A concordância entre os resultados

simulados e os medidos foi excelente, mostrando a validade dos parâmetros determinados a

partir da ańalise inversa supracitada.
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1.5.5 Caracterizaç̃ao do FGM Através da Propagaç̃ao de Ondas Eĺasticas,

Utilizando Técnica de Redes Neurais (NN)

Liu et al. [22], motivados pela necessidade de uma técnica ŕapida e barata para obtenção

das propriedades fı́sicas dos FGMs para o projeto e, ainda, para avaliação dos materiais após a

fabricaç̃ao e tamb́em em serviço (comparando propriedades dos materiais nesta situação com as

projetadas), desenvolveram um método para caracterização dos FGMs por meio da propagação

de ondas elásticas com a utilização da T́ecnica das Redes Neurais. Essa técnicaé uma ferra-

menta para processamento de informação, adaptada, nesta referência, para a caracterização das

propriedades dos materiais.É conhecida por sua capacidade de modelar relações complexas

e ñao-lineares entre parâmetros com estrutura e caracterı́sticas din̂amicas. Problemas inversos

podem ser resolvidos com eficiência.

A caracterizaç̃ao do FGMé feita a partir de respostas dinâmicas de deslocamentos após a

aplicaç̃ao da excitaç̃ao (os dados de entrada para o método s̃ao os deslocamentos dinâmicos

sofridos pela superfı́cie da placa quando excitada em sua face superior por uma carga; os re-

sultados s̃ao as fraç̃oes voluḿetricas ao longo da espessura, que representam a distribuição de

propriedades do material). A linha de cargaé perpendicular̀a superf́ıcie da amostra; a cargaé

dependente do tempo.

O ponto de aplicaç̃aoé escolhido na superfı́cie superior da placa FGM e as respostas na forma

de deslocamentos são medidas em pontos da amostra ao longo do tempo.

A caracterizaç̃ao das propriedades do materialé feita atrav́es das fraç̃oes voluḿetricas.

Tão logo estas sejam conhecidas, as propriedades podem ser obtidas pela regra das misturas.

O Modelo de Rede Neural adaptado para a caracterização do FGMé alimentado pelos deslo-

camentos din̂amicos medidos, sofridos pela placa quando sujeitaà aplicaç̃ao da força excita-

dora. Um conjunto das frações voluḿetricas ao longo do material (initial training samples)

é inicialmente suposto. A partir desses dados, o Modelo NN caracterizará uma distribuiç̃ao

de fraç̃oes voluḿetricas ao longo do material. Um Ḿetodo Nuḿerico H́ıbrido Modificado

(Modified HNM), alimentado pela distribuição de fraç̃oes voluḿetricas inicialmente suposta,é
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usado para calcular os deslocamentos da placa de FGM. Após a comparaç̃ao entre os valores

dos deslocamentos medidos e calculados , osúltimos poder̃ao ser aceitos ( determinado-se uma

distribuiç̃ao das fraç̃oes voluḿetricas para o FGM) ou não: conduzindo a um ajuste no con-

junto das fraç̃oes voluḿetricas supostas, e a uma nova tentativa de solução.
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Modelagem Proposta

A proposta deste trabalho foi confeccionar corpos de prova, através da unĩao de diferentes ma-

teriais, ensaiá-los dinamicamente e efetuar simulações nuḿericas para, a partir da concordância

dos resultados experimentais e de simulação (inicialmente, uma expectativa), demonstrar a

adequaç̃ao da metodologia de simulação nuḿerica proposta ([1] e [2]), para os materiais com

variaç̃ao cont́ınua das propriedades.

Seŕa descrito neste capı́tulo todo o desenvolvimento do trabalho. Desde as primeiras tentati-

vas de definiç̃ao de um processo para a confecção dos corpos de prova (passando pela adoção

do modelo de viga composta para a obtenção de propriedades dos corpos de prova homo-

geneizados, e por toda a preparação e execuç̃ao dos ensaios dinâmicos) at́e a apresentação da

modelagem nuḿerica. Para tanto, de forma a tornar o conteúdo mais claro e apreciável, a

modelagem será apresentada nas seções: confecç̃ao dos corpos de prova, modelagem da viga

composta, ensaios dinâmicos e modelagem numérica.
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2.1 Confecç̃ao dos Corpos de Prova

Visandoà fabricaç̃ao dos corpos de prova FGMs, segundo o modelo de camadas sucessivas

(função degrau de gradação funcional), foram realizadas tentativas de fabricação atrav́es de

três diferentes processos: soldagem MIG/MAG, fundição de chumbo sobre um substrato de

aço e prensagem de chapas metálicas com junç̃ao por adesivos, até ser obtido resultado satis-

fatório.

2.1.1 Materiais e Métodos

A soldagem MIG/MAG com uso de aço inoxidável AISI 308 como material de adição, foi

efetuada sobre uma chapa de aço AISI 1020 (revestimento mediante vários passes ao longo

do comprimento da amostra− sentido longitudinal), resultando em um corpo de prova com

uma interface de transição sem planicidade. O resultado obtido após a operaç̃ao de usinagem

(aplainamento) ñao foi satisfat́orio. Esta tentativa foi executada no Laboratório de Tecnologia

Mecânica, do Departamento de Engenharia Mecânica da UFES (LabTecMec).

A figura 2.1 mostra a ḿaquina de soldagem utilizada na soldagem MIG/MAG.

As figuras 2.2 e 2.3 mostram, respectivamente, o metal-base (chapa de aço AISI 1020) com

ponteamento e a pistola na posição inicial de soldagem.
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Figura 2.1:Máquina de soldagem Tartı́lope AS - desenvolvida pelo Labsolda/UFSC, utilizada na sol-

dagem MIG/MAG - 1a tentativa de fabricaç̃ao de corpo de prova. Na imagem inferior detalhe da bobina

de aço inoxid́avel AISI 308.
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Figura 2.2:Chapa de aço carbono AISI 1020 ponteada - 05 pontos em cada lado - para receber passes

de soldagem.
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Figura 2.3:Pistola de soldagem em posição inicial para ińıcio da operaç̃ao.
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A figura 2.4 mostra o corpo de prova produzido - por deposição de aço inoxid́avel 308, em 04

passes de soldagem - em momento posterior ao desponteamento.

Figura 2.4:Lâmina de aço carbono 1020, com deposição de quatro passes de aço inoxidável AISI 308.

Corpo de prova imediatamente após ter sido efetuado o desponteamento.
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A figura 2.5 apresenta as operações de usinagem (aplainamento)às quais foi submetido o corpo

de prova.

Figura 2.5:Aplainamento do corpo de prova produzido por soldagem MIG/MAG.
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A figura 2.6 mostra o corpo de prova produzido por soldagem MIG/MAG, com interface de

transiç̃ao ñao-plana.

Figura 2.6:Corpo de prova (aço carbono AISI 1020/ aço inoxidável AISI 308) aṕos o aplainamento,

apresentando transição ñao-plana.
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Haja vista o insucesso da tentativa de fabricação por soldagem MIG/MAG, tencionou-se obter

o corpo de prováutil aos ensaios din̂amicos atrav́es de vazamento de chumbo fundido sobre

um substrato de aço comum ao carbono AISI 1020. Após a fundiç̃ao de chumbo com uso de

maçarico oxi-acetil̂enico, o metal foi vertido sobre a chapa de aço. As figuras seguintes apre-

sentam detalhes do processo proposto. A figura 2.7 mostra a chapa de aço AISI 1020 sobre a

qual seria vertido o chumbo fundido.

Figura 2.7:Segunda tentativa de produção de corpo de prova. Lâmina de aço carbono AISI 1020, sobre

a qual se verteria chumbo fundido.

UFES-DEM-PPGEM
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Na figura 2.8 v̂e-se o chumbo, fundido pela ação da chama oxi-acetilênica, no interior de um

recipiente de aço inoxid́avel.

Figura 2.8:Recipiente contendo chumbo no estado lı́quido.
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A figura 2.9 mostra o chumbo lı́quido sendo vertido sobre o metal-base.

Figura 2.9:Chumbo ĺıquido sendo vertido sobre a lâmina de aço carbono AISI 1020.
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A baixa molhabilidade do chumbo resultou numa não ader̂encia da camada solidificada deste

material sobre a superfı́cie do metal-base (a camada de chumbo fundida, no final do resfria-

mento, descolou-se da superfı́cie do aço comum ao carbono). A junção das duas fases metálicas

não foi obtida.

A figura 2.10 apresenta o resultado insatisfatório do processo: a separação ocorrida entre a

chapa de aço a camada de chumbo solidificado, causada pela baixa molhabilidade.

Figura 2.10:Imagem mostrando a separação entre a l̂amina de aço carbono AISI 1020 e o chumbo

solidificado, causada pela baixa molhabilidade.
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A terceira tentativa de definição de um ḿetodo de fabricaç̃ao víavel para os corpos de prova

foi a prensagem de chapas metálicas, mediante junção obtida pelo uso de adesivos para metais.

Esta tentativa, bem sucedida, teve etapas executadas em vários locais: Laboratório de Fabricaç̃ao

do Cefetes - Sede (Vitória), LabTecMec, Laboratório de Ensaios de Materiais de Construção

da UFES (Lemac), Laboratório de Din̂amica de Sistemas Mecânicos e Estruturas da UFES

(LabDin).

No primeiro passo, as chapas dos metais (aço comum ao carbono AISI 1020, aço inoxidável

AISI 304, aluḿınio, cobre e lat̃ao) foram cortadas em formas retangulares, com o uso de

guilhotina, nas seguintes dimensões:20 mm de largura e300 mm de comprimento (com desvio

superior ḿaximo de2, 0 mm), no Laborat́orio de Fabricaç̃ao do Cefetes/Unidade Vitória.

Em seguida, a fabricação prosseguiu nas instalações do Lemac. As superfı́cies das chapas

retangulares dos diferentes metais, foram preparadas para a aplicação dos adesivos (as cha-

pas de aço AISI 1020, com oxidação superficial, receberam um lixamento manual - lixa para

metais n◦ 220 - e as chapas dos demais materiais um leve lixamento para retirada de sujeira e

impurezas superficiais). Uma posterior limpeza com solvente adequado (álcool isoproṕılico)

foi realizada em todas as chapas. Os adesivos foram aplicados nas superfı́cies de contato dos

diferentes metais. Os materiais, na forma de lâminas unidas por adesivos nas interfaces, foram

prensados.

Os adesivos utilizados foram: (1) adesivo acrı́lico Loctite 326 e (2) adesivo Loctite 496, se-

lecionados seguindo critérios de compatibilidade com os metais a serem unidos. O tempo de

prensagem para todos os corpos de prova foi de 60 horas. Após as prensagens, os tempos totais

de curaà temperatura ambiente (24 horas para o adesivo Loctite 496 e 72 horas para o ade-

sivo acŕılico Loctite 326, ambos̀a temperatura ambiente, conforme dados do fabricante) foram

respeitados pelo repouso dos corpos de prova sobre superfı́cies planas.

A prensa utilizada no processoé mostrada na figura 2.11. (Prensa Hidráulica Amsler, carga

máxima200 ton, com escalas de20, 50, 100 e120 ton).

A caracterizaç̃ao dos corpos de prova produzidos, com dados sobre materiais, adesivos utiliza-

dos, cargas e tempos de prensagem encontra-se na tabela 2.1.
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Figura 2.11:Prensa Amsler utilizada na prensagem das lâminas met́alicas.
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Ç
O

IN
O

X
ID́

A
V

E
L

A
IS

I

30
4)

UFES-DEM-PPGEM
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Como etapa final do processo de fabricação, efetuou-se a usinagem dos corpos de prova,

visandoà obtenç̃ao das dimens̃oes finais requeridas (20mm de largura e300mm de compri-

mento). Para os corpos de provanos 01, 02 e 03, a operação efetuada para obtenção da largura

desejada foi a limagem manual de ambas as superfı́cies laterais com auxı́lio de morsa de ban-

cada para fixaç̃ao. Para o corpo de provano 04 foi efetuado um fresamento longitudinal em

ambas as superfı́cies laterais. Todos os corpos de prova foram serrados manualmente para

obtenç̃ao do comprimento final desejado (projetou-se um comprimento de engastamento entre

20-25mm).

A figura 2.12 apresenta lâminas de metais cortadas e limpas, prontas para o recebimento de

adesivos (preparação do corpo de provano 03).

Figura 2.12:Preparaç̃ao do corpo de provan0 03. Lâminas met́alicas cortadas e limpas, prontas para

o recebimento do adesivo em suas faces de contato.À frente das mesmas, aárea de prensagem.
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As lâminas, aṕos receberem adesivos em suas faces internas, foram prensadas, conforme

mostra a figura 2.13.

Figura 2.13:Preparaç̃ao do corpo de provano 03. Lâminas com junç̃ao por adesivo prensadas por 60

horas.
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As figuras 2.14 e 2.15 mostram as faces dos corpos de prova produzidos por prensagem.

Figura 2.14:Faces superiores e inferiores dos corpos de prova prensados (em ordem seqüencial, corpos

de provanos 01, 02, 03 e 04).

Figura 2.15:Faces laterais dos corpos de prova prensados (de forma seqüencial, os corpos de prova

nos 01, 02, 03 e 04).
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CAṔITULO 2. MODELAGEM PROPOSTA 38

2.1.2 Resultados

Os corpos de prova aprovados para os ensaios foram obtidos mediante emprego de adesivos

para materiais metálicos sobre as superfı́cies das chapas, seguido por prensagem mecânica

com cargas superiores a 3 toneladas. Na tentativa de se efetuar a prensagem com carga inferior

àquele valor e sem a utilização da prensa mecânica ñao foram obtidos resultados satisfatórios.

A prensagem do corpo de provano 02 foi efetuada atrav́es de aplicaç̃ao de press̃ao, por meio

de uma massa de aproximadamente 15 kgf sobre sua superfı́cie superior. Como resultado desta

operaç̃ao, ocorreu um empenamento do mesmo, motivo pelo qual foi reprovado para os ensaios

dinâmicos.

Verificou-se que os corpos de prova aptos para os ensaios possuı́am superf́ıcies planas e espes-

suras com pouca variação ao longo de todas as suas dimensões.

O critério que considerou os corpos de prova produzidos por junção com uso de adesivos aptos

para os ensaios mecânicos din̂amicosé exposto a seguir: minimizar a razão entre as espessuras

médias do adesivo e as espessuras de cada lâmina de metal em cada corpo de prova, bem como

a raz̃ao entre a espessura média do adesivo e a espessura média total de cada corpo de prova

produzido. A tabela 2.2 mostra os resultados gerais encontrados.

Tabela 2.2: Raz̃oes entre espessuras dos adesivos e dos corpos de prova

C. P. ESPESSURA ESPESSURA

No MÉDIA MÉDIA DO
ESP.ADESIVO

ESP.LÂMINA ∗

ESP.ADESIVO
ESP.TOTAL

TOTAL (mm) ADESIVO (mm) (%) (%)

1 3,53 0,33 16,50 9,35

27,50

3 5,21 0,11 3,24 2,11

6,47

4 4,91 0,055 3,67 2,24

(para cada 3,06

camada) 3,67

∗ Os corpos de prova denos 01 e 03 possúıam 02 l̂aminas de metais; e o deno 04, 03 l̂aminas.
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Os valores ḿaximos encontrados foram para o corpo de provano 01, de 27,50% e 9,35%,

respectivamente. Ambas as razões foram consideradas satisfatórias para a obtenção de resulta-

dos din̂amicos representativos para os corpos de prova produzidos.

A figura 2.16 exibe as imagens dos corpos de prova considerados aptos para a realização dos

ensaios din̂amicos.

Figura 2.16:Corpos de prova aptos para os ensaios (de forma seqüencial, os corpos de provanos 01,

03 e 04).

Na tabela 2.3, estão as medidas de espessuras dos corpos de prova a serem ensaiados. Foram

realizadas 10 medições de espessura ao longo de cada um dos comprimentos.

A tabela 2.4 descreve os corpos de prova com aptidão para os ensaios e apresenta suas pro-

priedades.
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Ç

O
A

IS
I1

02
0

20
5

0,
29

7,
87
×

1
0

3
1,

80

a
24

00
0

(lo
w

br
as

s)
-

78
,5

-
81

,5
C

u,
0,

05
F

e
(mı́n

),
0,

05
P

b
(ḿ
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(ḿ

ax
)

c C
11

00
0

(c
ob

re
el

et
ro
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2.2 Modelagem da Viga Composta

O objetivo da adoç̃ao do modelo de viga composta foi a obtenção de propriedades represen-

tativas dos corpos de prova (confeccionados com dois ou mais materiais), especificamente

módulos de Young e momentos de inércia, para o ćalculo de freq̈uências naturais, mediante

utilização de soluç̃oes analı́ticas. Para o entendimento do método adotado para a

homogeneizaç̃ao dos corpos de prova FGMs, fabricados segundo o modelo de camadas su-

cessivas, torna-se importante que seja feita uma breve revisão sobre a Teoria da Resistência

dos Materiais para flexão eĺastica em barras constituı́das de v́arios materiais [23]. Para as

situaç̃oes de carregamentos dinâmicos descritos neste trabalho, os resultados calculados defini-

ram valores seguros para as tensões e deformaç̃oes ḿaximas suportadas pelos corpos de prova

ensaiados, na região eĺastica.

Seja uma barra de secção transversal constante, feita de dois materiais homogêneos de ḿodulos

de YoungE1(superior) eE2 (inferior), respectivamente. A deformação normalεx varia linear-

mente com a distância y do eixo neutro da secção. A linha neutra, porém, ñao passa pelo

baricentro da secção transversal. Uma forma de se fazer a análise de tens̃oes na barráe atrav́es

de sua homogeneização. Os passos deste procedimento são:

1. Calcular o fator de alargamento n =E1/E2;

2. multiplicar a largura do elemento da parte inferior da barra pelo fator n calculado (se

n>1, alargamento; se n<1, estreitamento). Esta mudança dimensional deve ser efetuada

na direç̃ao paralelàa linha neutra.

A nova secç̃ao transversal da viga composta obtida pela aplicação do modelóe chamada de

secç̃ao homogeneizada.

A secç̃ao homogeneizada representa a secção transversal de uma barra feita de material ho-

moĝeneo com ḿodulo de YoungE1. Desta forma, com uma nova geometria deve-se determi-

nar a posiç̃ao da linha neutra, localizada no centróide da secç̃ao homogeneizada. A tensão em
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qualquer ponto desta secção fict́ıcia seŕa:

σx =
−My

I
, (2.1)

onde Mé o momento fletor, ýe a dist̂anciaà superf́ıcie neutra e Íe o momento de ińercia da

secç̃ao homogeneizada em relação ao eixo centroidal.

As tens̃oes nos pontos localizados na parte superior da secção tranversal da barra composta

original podem ser obtidas pela expressão deσx. As tens̃oes nos pontos localizados na parte

inferior da barra composta original são obtidas pelos valores deσx nos pontos, multiplicados

por n.

As figuras 2.17 e 2.18 mostram respectivamente a secção homogeneizada da viga composta e

a distribuiç̃ao de tens̃oes na viga homogeneizada.

Figura 2.17:Secç̃ao homogeneizada da viga

composta. Reproduzida de [23].

Figura 2.18:Distribuição de tens̃oes na viga ho-

mogeneizada. Reproduzida de [23].
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De forma ańaloga, as deformações de uma barra de secção composta também podem ser obti-

das utilizando a secção homogeneizada.

A figura 2.19 apresenta a distribuição de tens̃oes e deformaç̃oes em uma viga composta bima-

terial.

Figura 2.19:Distribuição das tens̃oes e deformaç̃oes em uma barra composta por dois materiais. Re-

produzida de [23].

2.2.1 Resultados da Homogeneização

As secç̃oes transversais dos corpos de prova foram homogeneizadas. Desta forma, módulos

de Young para amostras equivalentesàs dos comṕositos puderam ser definidos. A partir das

novas dimens̃oes, foram calculados momentos de inércia em relaç̃ao aos eixos centroidais de

cada um dos corpos de prova.

A figura 2.20 apresenta, esquematicamente, o processo de homogeneização dos corpos de

prova. Na coluna (a), encontram-se as secções transversais originais e, na coluna (b) as secções

transversais homogeneizadas. (Note-se que as dimensões aṕos a homogeneização sofreram

variaç̃ao apenas nas larguras - alargamento ou estreitamento).
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Figura 2.20: Homogeneizaç̃ao dos corpos de prova. Na coluna (a) as secções tranversais com as

dimens̃oes originais; na coluna (b) as novas dimensões dos corpos de prova homogeneizados. As di-

mens̃oes est̃ao em miĺımetros.
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Desta forma, foram definidas propriedades para os três corpos de prova, equivalentesàs dos

corpos de prova homogeneizados, conforme mostra a tabela 2.5.

Tabela 2.5: Propriedades dos Corpos de Prova Homogeneizados

No do Corpo de Prova Homogeneizaç̃ao Módulo de Young (×109Pa) I (×10−11m4)

01 Latão 110 7,2731

03 Alumı́nio 69 27,5380

04 Cobre 115 31,7264

2.3 Soluç̃ao Geral da Equaç̃ao Diferencial

A equaç̃ao geral para a viga engastada com carga aplicada na extremidade livreé:

∂4y

∂x4
=
−1

a

∂4y

∂t4
, (2.2)

a = (EI/ρA)1/2, (2.3)

onde

E = módulo de Young

I = momento de ińercia em relaç̃ao ao eixo centroidal

ρ = densidade do material

A = área da secção transversal
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A soluç̃ao da equaç̃ao diferencial pode ser escrita:

y = φ(x).p(t), (2.4)

A soluç̃ao espaciaĺe:

φ(x) = Acosh(βx) + Bsenh(βx) + Ccos(βx) + Dsen(βx). (2.5)

A soluç̃ao temporaĺe:

p(t) = a1cos(ωt) + a2sen(ωt). (2.6)

Seja

β4 =
ω2

a2
. (2.7)

As condiç̃oes iniciais e de contorno são:

Em x = 0: y = 0 e
∂y

∂x
= 0.

Em x = L : M = 0 ou
∂2y

∂x2
= 0, V = 0 ou

∂3y

∂x3
= 0.

Em x = L : y = 4, 5mm (deflexão inicial).

Em t = 0 :
∂y

∂t
= 0, logo p(t) = a1cos(ωt).

Substituindo as condições de contorno na solução geral :

x = 0, y = 0 : A = -C

x = 0,
∂y

∂x
= 0 : B = -D

φ(x) = A[cosh(βx)− cos(βx)] + B[senh(βx)− sen(βx)]. (2.8)
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x = L,
∂2y

∂x2
= 0 :

β2[Acosh(βL) + Bsenh(βL)− Ccos(βL)−Dsen(βL)] = 0

Acosh(βL) + Bsenh(βL)− Ccos(βL)−Dsen(βL) = 0

A =
−B[senh(βL) + sen(βL)]

[cosh(βL) + cos(βL)]
(2.9)

x = L,
∂3y

∂x3
= 0 :

β3[Asenh(βL) + Bcosh(βL) + Csen(βL)−Dcos(βL)] = 0

A[senh(βL)− sen(βL)] + B[cosh(βL) + cos(βL)] = 0 (2.10)

Substituindo a condiç̃ao inicial espacial na solução geral:

x = L, y = 0,0045 m :

0,0045 =
B {[senh(βL)− sen(βL)][cosh(βL) + cos(βL)]− [senh(βL) + sen(βL)][cosh(βL)− cos(βL)]}

[cosh(βL) + cos(βL)]

(OBS.: a1 = 1, logo p(t) = cos(ωt))

B =
0, 0045[cosh(βL) + cos(βL)]

{[senh(βL)− sen(βL)][cosh(βL) + cos(βL)]− [senh(βL) + sen(βL)][cosh(βL)− cos(βL)]}

A =
−0, 0045[senh(βL) + sen(βL)]

{[senh(βL)− sen(βL)][cosh(βL) + cos(βL)]− [senh(βL) + sen(βL)][cosh(βL)− cos(βL)]}

Combinando as equações (2.9) e (2.10), escreve-se:

cosh(βL) + cos(βL)
senh(βL)− sen(βL)

=
senh(βL) + sen(βL)
cosh(βL) + cos(βL)
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Que se reduzem a:

cosh(βL).cos(βL) + 1 = 0. (Equação transcendental) (2.11)

Para o primeiro modo de vibração:

βL = 1, 8751,

ω =
1, 87512

L2

√
EIL

M
, (2.12)

Fn =
ω

2π
. (2.13)

onde

L = comprimento da viga

E = módulo de Young

I = momento de ińercia em relaç̃ao ao eixo centroidal

M = massa da viga

ω = freq̈uência natural (rad/s)

Fn = freq̈uência natural (Hz)

A Soluç̃ao Geral da Equação Diferenciaĺe:

Y(x, t) = {A[cosh(βx)− cos(βx)] + B {[senh(βx)− sen(βx)]} .cos(ωt). (2.14)
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2.4 Ensaios Din̂amicos

2.4.1 Objetivos

Com a realizaç̃ao de ensaios mecânicos din̂amicos, objetivou-se a obtenção de resultados ex-

perimentais caracterı́sticos dos movimentos vibratórios livres de cada um dos corpos de prova

FGMs fabricados e aprovados; a realização de estudo comparativo entre os resultados obtidos

por experimentaç̃ao com os resultados de sáida de simulaç̃ao nuḿerica; a conclus̃ao sobre a val-

idade do modelo din̂amico proposto por Paulino, Romero e Menandro, [1], para caracterização

de materiais com gradação funcional.

2.4.2 Procedimento Experimental

Para fins de clareza na exposição, o procedimento experimental foi dividido nas etapas engas-

tamento; aquisiç̃ao, tratamento e análise dos dados e resultados experimentais.

2.4.2.1 Engastamento

Cada um dos corpos de prova ensaiados foi engastado em uma de suas extremidades (o com-

primento utilizado no engastamento foi de25 mm). Na extremidade livre da viga engastada

foi aplicada uma deflex̃ao de4, 5 mm de forma quase-estática. (Foi garantida a restrição a

uma flecha maior que aquela através da fixaç̃ao de um corpo cilı́ndrico de aço, usinado para

este fim, na estrutura de engastamento). A estrutura de engastamento foi fixada sobre uma

mesa com o uso de grampos (’sargentos’), para o isolamento de vibrações meĉanicas externas.

(Desta forma, garantiu-se o estado de repouso da estrutura de engastamento e a não ocorr̂encia

de trepidaç̃oes).

As figuras 2.21 e 2.22 mostram detalhes do engastamento.
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Figura 2.21:Detalhe do engastamento. Vista lateral.

Figura 2.22:Detalhe do engastamento. Vista superior. Vê-se o sensor de aceleração fixado náultima

posiç̃ao definida sobre o corpo de prova para a captação de sinais.
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2.4.2.2 Aquisiç̃ao de sinais, tratamento e ańalise dos dados

Para a aquisiç̃ao de dados a partir dos movimentos vibratórios livres dos corpos de prova, com

posterior tratatamento e análise daqueles, foi efetuada a montagem de um sistema de aquisição,

tratamento e ańalise dos dados no Lemac. A figura 2.23 apresenta a montagem dos equipamen-

tos utilizados (abaixo listados).

Equipamentos e ferramentas utilizados:

Sensor de aceleração: DYTRAN 3100A

Galvan̂ometro: DYTRAN, ganho: 1×

Equipamento para aquisição de sinais: Spider8 HBM, 600Hz

Software para operação do equipamento de aquisição de sinais: Catman

Softwares para tratamentos e análise dos dados: MATLAB, Excel.

Figura 2.23:Sistema de aquisição de sinais, tratamento e análise de dados. Sala do Laboratório de

Ensaios de Materiais de Construção da Universidade Federal do Espı́rito Santo.
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Na figura 2.24,́e apresentado um diagrama esquemático do sistema de aquisição de sinais,

tratamento e ańalise dos dados.

Figura 2.24:Diagrama esqueḿatico do sistema de aquisição de sinais, tratamento e análise dos dados.

A parte inferior do diagrama esquemático mostra uma viga engastada com um sensor de

aceleraç̃ao sobre sua face superior. O posicionamento do sensor, no entanto, sofreu variação na

etapa de aquisição de sinais. Sobre os corpos de prova foram marcadas quatro diferentes linhas

de posiç̃oes ao longo dos respectivos comprimentos, como mostra a figura 2.25. As posições

foram marcadas através de linhas, medidas a partir da extremidade engastada (40mm,100mm,

160mm e220mm).
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Figura 2.25:Linhas de posiç̃ao para aquisiç̃ao de sinais marcadas nos corpos de prova.

Produziu-se, a cada ensaio, na extremidade livre do corpo de prova, uma deflexão de 4,5 mm, de

forma quase-estática, sendo esta restrição repentinamente liberada. Para cada um das posições

de fixaç̃ao do sensor de aceleração, foram colhidas 10 amostras de dados (tamanho da amostra:

1200 pontos, tempo de aquisição: 1 segundo). A figura 2.26 ilustra a aplicação da carga, a de-

flexão na ponta da viga e a linha neutra para aquela deflexão. Focalizou-se o estudo no primeiro

modo de vibraç̃ao da viga.

Figura 2.26:Primeiro modo de vibraç̃ao de uma viga engastada em uma de suas extremidades e com

carga aplicada na extremidade livre. Mostrada a linha neutra quando se atinge a deflexão ḿaxima.
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2.4.3 Resultados Experimentais

A partir dos dados amostrais de tempos e de acelerações, foram gerados gráficos para os movi-

mentos vibrat́orios dos corpos de prova engastados com a ferramenta MATLAB e, com o

aux́ılio das planilhas eletrônicas Excel, foi efetuada análise estatı́stica daqueles. Foram, então,

calculados, valores de freqüências naturais para cada carregamento. (Os valores de freqüências

naturais, obtidos através de ańalise estatı́stica, foram coincidentes com valores obtidos medi-

ante aplicaç̃ao da Transformada Rápida de Fourier).

Devidoà restriç̃ao futura que haveria na simulação nuḿerica (que ñao incorporaria ao modelo

efeitos de amortecimento viscoso), os valores encontrados para as freqüências naturais através

do método experimental (que claramente foram influenciados por efeitos de atrito) sofreram um

ajuste para estarem aptas a estudos de análise comparativa com valores obtidos por simulação.

A partir dos dados de tempos e de acelerações colhidos, foram localizados para cada amostra os

pares de picos de aceleração e seus respectivos instantes de ocorrência. Foram obtidos fatores

de amortecimento (ξ) para cada conjunto amostral, a partir da seguinte relação:

ln
a1

a2

=
2πξ√
1− ξ2

. (2.15)

ondea1 e a2 são dois picos de aceleração sucessivos.

As freq̈uências naturais ñao amortecidas,Fn, por sua vez, foram obtidas a partir dos valores de

freq̈uências naturais amortecidas,Fd, pela aplicaç̃ao da relaç̃ao:

Fn =
Fd√
1− ξ2

. (2.16)

Devido à influência da massa do sensor de aceleração nos valores obtidos, também foi

efetuada uma correção para cada um dos valores de freqüência, conforme ḿetodo proposto

por McConnel [24], brevemente exposto a seguir.
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A tabela 2.6 apresenta as massas dos corpos de prova e do sensor de aceleração.

Tabela 2.6: Massas dos Corpos de Prova e do Sensor de Aceleração

Massas (× 10−3 kg)

No Corpo de Prova Sensor de

01 03 04 Aceleraç̃ao

135,74 131,52 215,69 47,01

SejaUp(x) a funç̃ao de forma normalizada da viga.

Up(x) =

{
sen(βx)− senh(βx) + [cosh(βx)− cos(βx)].

[sen(βx) + senh(βx)]

[cos(βx) + cosh(βx)]

}
{

sen(βL)− senh(βL) + [cosh(βL)− cos(βL)].
[sen(βL) + senh(βL)]

[cos(βL) + cosh(βL)]

} , (2.17)

A função de distribuiç̃ao de massa da vigaρ (x) é dada por:

ρ(x) = ρ + m.δ(x− x0), (2.18)

onde

ρ = raz̃ao entre a massa da viga e seu comprimento L

m = massa do sensor de aceleração

δ = funç̃ao delta de Dirac

x0 = posiç̃ao do sensor de aceleração.
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A p-ésima massa modalmp é dada por:

mp =
∫ L

0
ρ(x).U2

p (x) dx ,

mp = ρ
∫ L

0
U2

p (x) dx + m
∫ L

0
δ(x− x0) U2

p (x) dx

mp = ρ

∫ L

0

U2
p (x) dx + m . U2

p (x0) , (2.19)

Após a obtenç̃ao de (1)mp1 (primeira massa modal) e de (2)mp2 (segunda massa modal),

foram calculadas as freqüências naturais corrigidas, através da seguinte equação:

Fn(corrigida) =

√
mp2

mp1

. Fn, (2.20)

onde

mp1 = massa modal da viga sem o acelerômetro

mp2 = massa modal com a presença do acelerômetro na posiç̃ao x (40mm,100mm,160mm ou

220mm)

Fn = freq̈uência natural a ser corrigida

Para ańalise pŕevia dos resultados, foi efetuada uma comparação entre resultados experimen-

tais e outros obtidos através de modelagem matemática− problema de autovalor. (Problemas

similares de carregamentos dinâmicos de vigas em balanço foram encontrados nas literaturas

[25] e [26]). Após a homogeneização das secç̃oes transversais dos corpos de prova (modelo

de viga composta), foram obtidas as freqüências naturais dos sistemas vibratórios atrav́es da
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soluç̃ao de equaç̃oes diferenciais lineares homogêneas de 4a ordem. A comparaç̃ao entre os re-

sultados analı́ticos e experimentais (representados pela média dos valores de freqüências para

cada corpo de prova), mostrou uma diferença percentual máxima de 13,5845%, para o corpo

de provano 4 (viga sandúıche).

As diferenças entre os resultados analı́ticos e experimentais foram considerados aceitáveis,

haja vista os fatores de variabilidade experimental e a existência de finas pelı́culas de adesivos

entre l̂aminas de metais adjacentes (que foram desconsideradas na aplicação do modelo de viga

composta).

2.5 Modelagem Nuḿerica

A última etapa da modelagem proposta nesta pesquisa, consistiu na realização de simulaç̃oes

de carregamentos dinâmicos. Foi utilizado um modelo numérico por Elementos Finitos (FEM),

conforme proposto por Paulino, Romero e Menandro, [1] e [2]. O modelo numérico aplicado

apresentou refinamentos adicionais como elementos paramétricos generalizados e técnicas

adaptadas de recuperação de tens̃oes, com o objetivo da utilização de uma nova técnica de

pós-processamento por macroelemento aplicada a FGMs.

2.5.1 Problema Transiente

A soluç̃ao do problema ñao-linear e transiente foi obtida pelo método direto (integraç̃ao direta

no tempo). A ańalise foi feita para a equação diferencial transiente de um problema hiperbólico,

dada pela forma semi-discreta da equação do movimento:

Mü + Cu̇ + Ku = F. (2.21)

ondeM é a matriz de massa,C é a matriz de amortecimento viscoso,K é a matriz de rigidez,

F é o vetor força eu, u̇ e ü são os vetores de deslocamento, velocidade e aceleração, respecti-

vamente.

UFES-DEM-PPGEM
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O problema de valor inicial para a equação do movimento, consiste em achar o vetor desloca-

mento u = u(t), com os valores iniciais:

u(0) = 0, (2.22)

u̇(0) = 0. (2.23)

O método mais utilizado para a simulação din̂amicaé o de Newmark, que consiste nas seguintes

equaç̃oes:

Mün+1 + Cu̇n+1 + Kun+1 = Fn+1, (2.24)

un+1 = un + ∆tu̇n +
∆t2

2
[(1− 2β)ün + 2βün+1], (2.25)

u̇n+1 = u̇n + ∆t[(1− γ)ün + γün+1], (2.26)

ondeun, u̇n e ün são, respectivamente, aproximações parau(tn), u̇(tn) e ü(tn). Os par̂ametros

β e γ determinam as caracterı́sticas de estabilidade e precisão do algoritmo. As equações

(2.24), (2.25) e (2.26) são necesśarias para determinar as incógnitasun+1, u̇n+1 e ün+1, as-

sumindo que sejam conhecidosun, u̇n and ün no passo anterior de cálculo. O modelo de

implementaç̃ao utilizado foi o modelo preditor-corretor desenvolvido por Hughes e Reddy.

Define-se preditor como:

ũn+1 = un + ∆tu̇n +
∆t2

2
(1− 2β)ün, (2.27)

˜̇un+1 = u̇n + ∆t(1− γ)ün, (2.28)

As equaç̃oes (2.25) e (2.26) podem ser definidas como corretor, ou seja:

un+1 = ũn+1 + β∆t2ün+1, (2.29)

u̇n+1 = ˜̇un+1 + ∆tγün+1. (2.30)
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Para o ińıcio do processo,̈u0 pode ser especificado diretamente ou calculado por:

Mü0 = F−Cu̇0 −Ku0. (2.31)

A relaç̃ao de recurs̃ao que determinäun+1 é dada por:

(M + γ∆tC + β∆t2K)ün+1 = Fn+1 −C˜̇un+1 −Kũn+1. (2.32)

Devido à ñao possibilidade de introdução do amortecimento nuḿerico no ḿetodo de New-

mark sem degradar a ordem de precisão, foi introduzido o ḿetodoα (Hilber-Hughes-Taylor).

Desta forma, as formas das diferenças finitas são retidas pelas equações (2.25) e (2.26), onde a

equaç̃ao discreta no tempóe modificada, da forma mostrada a seguir:

Mün+1 + (1 + α)Cu̇n+1 − αCu̇n + (1 + α)Kun+1 − αKun = F(tn+α), (2.33)

ondetn+α = (1 + α)tn+1 − αtn = tn+1 + α∆t.

Seα = 0, este se reduz ao ḿetodo de Newmark. Se os parâmetros s̃ao escolhidos, tais que

α ∈ [−1

3
, 0], γ =

(1− 2α)

2
e β =

(1− α)2

4
, este resulta em um esquema de segunda ordem

de precis̃ao incondicionalmente estável. Entretanto, percebe-se que, quando o parâmetroα

diminui, a dissipaç̃ao nuḿerica aumenta.

A implementaç̃ao computacional do ḿetodoα foi efetuada considerando o movimento não-

amortecido (C = 0), resultando no seguinte equacionamento:

Mün+1 + (1 + α)Kun+1 − αKun = F(tn+α), (2.34)

Utilizando a equaç̃ao (2.25) e substituindo na equação (2.34) temos que:

Mün+1+(1+α)

[
un + ∆tu̇n +

∆t2

2
[(1− 2β)ün + 2βün+1]

]
K = F(tn+α)+αKun, (2.35)

arrumando os termos em comum:[
M + (1 + α)∆t2βK

]
ün+1 = F(tn+α)+(1+α)

[
un + ∆tu̇n +

∆t2

2
(1− 2β)ün

]
K, (2.36)

assim o sistema será:

M̂ün+1 = F(tn+α) + ũiK, (2.37)
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onde

M̂ = M + (1 + α)∆t2βK, (2.38)

e o preditor seŕa:

ũi = (1 + α)

[
un + ∆tu̇n +

∆t2

2
(1− 2β)ün

]
, (2.39)

˜̇ui = u̇n + (1 + α)(1− γ)∆tün, (2.40)

˜̈ui = 0. (2.41)

Assim:

ũi+1 = ũi + (1 + α)β∆t2ün+1, (2.42)

˜̇ui+1 = ˜̇ui + (1 + α)γ∆tün+1, (2.43)

˜̈ui+1 = ˜̈ui + ün+1, (2.44)

o corretor seŕa:

ũi+1 = (1 + α)un+1 − αun → un+1 =
ũi+1 − un

(1 + α)
+ un, (2.45)

˜̇ui+1 = (1 + α)u̇n+1 − αu̇n → u̇n+1 =
˜̇ui+1 − u̇n

(1 + α)
+ u̇n (2.46)

ü = ˜̈u. (2.47)
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2.5.2 Problema Direto

Considerou-se um sistema linear dinâmico com n graus de liberdade:

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = F(t),

y(t) = Du(t),

u(0) = uij,

u̇(0) = u̇0.

(2.48)

ondeM,C e K são matrizes de massa, amortecimento e de rigidez. Os vetoresu e F

correspondem, respectivamente, ao campo de deslocamentos e ao carregamento externo apli-

cado ao sistema. A matrizD é a matriz de deslocamento ou de deformação.

O problema direto consistiu na determinação do campo de deslocamento transiente u(t),

conhecido o carregamento externo. Assumiu-se conhecer previamente o comportamento do

material. A equaç̃ao constitutiva estabeleceu relação entre tens̃ao e deformaç̃ao para o material

em estudo e, ainda mais,é obtido o valor atual do parâmetro da equação. Na equaç̃ao 2.49, ficou

implı́cito que as propriedades das matrizes C e K eram funções de par̂ametos (que caracterizam

o material da equação constitutiva):  K = K(p)

D = D(p).
(2.49)

O vetorp, que define o material da equação constitutiva, contêm par̂ametros eĺastico e de

amortecimento.

2.5.3 Ṕos-Processamento para Recuperação de Tens̃oes

Após a soluç̃ao do problema,́e obtido, geralmente, o campo de tensões atrav́es da equaç̃ao con-

stitutiva. Tal procedimento leva a uma perda de precisão para as derivadas, se comparadas com

a varíavel primal. Para uma aproximação mais precisa da derivada (de grande interesse nos

problemas de engenharia), foram desenvolvidas técnicas de recuperação. Atrav́es da soluç̃ao

em cada macroelemento, união de elementos vizinhos com arestas comuns (ilustração na figura

2.27), passou-se a tratar de um problema variacional local que envolveu os resı́duos da equação
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de equiĺıbrio e a relaç̃ao constitutiva, em pontos especiais de superconvergência.

O doḿınio Ω foi decomposto em macroelementos não necessariamente disjuntos. Foram

definidosMT s
h ⊂ L2(Ω) eMQr

h ⊂ L2(Ω), espaços de elementos triangulares e lagrangianos,

respectivamente. A esses espaços fazem parte funções que s̃ao polin̂omios de grau S em cada

elemento e classeC0 em cada macroelemento, porém descontı́nuo nos contornos do macroele-

mento. ConsiderandoZh = MT s
h×MT s

h ouZh = MQs
h×MQs

h, foi proposta a forma residual

de recuperaç̃ao para a obtenção de uma melhor estimativa do campo de tensões.

Figura 2.27:Macroelemento composto por elementos bilineares quadriláteros. Pontos nodais(•) e

pontos de superconvergência (+). (a) 2× 2; (b) 2× 1. Reproduzida de [1] e [2].

No caso din̂amico, o problema de valor inicial foi dado:

∇ · σ + b− ρü = 0, (2.50)

Com as condiç̃oes iniciais:



u(x, 0) = u0, em Ω,

u̇(x, 0) = u̇0, em Ω,

u = u0, sobre Γ0,

σ · n = tn, sobre Γ1.

(2.51)
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As equaç̃oes residuais foram dadas por:

R1 = σ − CBd,

R2 = ∇ · σ + b− ρü,

R3 = (σ · n− tn). em Γ1

 (2.52)

Utilizando-se o ḿetodo dos ḿınimos quadrados, foi obtida a formulação variacional do

problema din̂amico para recuperação de tens̃oes.

2.5.4 Malhas

Foram geradas malhas para a simulação nuḿerica utilizando o Ḿetodo dos Elementos Finitos.

A tabela 2.7 apresenta os números de ńos e de elementos existentes nas malhas geradas para

os corpos de prova. Foram utilizados elementos quadriláteros com 4 ńos locais por elemento.

Tabela 2.7: Malhas de Elementos Finitos Geradas para os Corpos de Prova

No do Corpo de Prova No de Nós No de Elementos

01 1656 1375

03 1932 1650

04 5510 4950

As dimens̃oes dos elementos quadriláteros definidos nos subdomı́nios de cada um dos corpos

de prova s̃ao apresentados nas figuras 2.28 a 2.30.
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Figura 2.28:Ilustraç̃ao. Malha gerada para o corpo de prova no 01, com 1656 ńos e 1375 elementos.

As dimens̃oes dos quadriláteros, em milı́metros, em cada subdomı́nio, s̃ao mostradas na ilustração.

Figura 2.29:Ilustraç̃ao. Malha gerada para o corpo de prova no 03, com 1932 ńos e 1650 elementos.

As dimens̃oes dos quadriláteros, em milı́metros, em cada subdomı́nio, s̃ao mostradas na ilustração.
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Figura 2.30:Ilustraç̃ao. Malha gerada para o corpo de prova no 04, com 5510 ńos e 4950 elementos.

As dimens̃oes dos quadriláteros, em milı́metros, em cada subdomı́nio, s̃ao mostradas na ilustração.

2.5.5 Resultados Nuḿericos

Após terem sido efetuadas simulações de carregamentos dinâmicos de vigas engastadas com

carga aplicada na extremidade livre, para todos os corpos de prova, foram obtidas respostas

de deslocamentos no tempo para os movimentos vibratórios livres. A partir desses dados

foram gerados gráficos e calculadas freqüências para os primeiros modos dos movimentos

de vibraç̃ao. A ańalise dos resultados numéricos obtidos para as freqüências, aṕos comparaç̃ao

com os valores obtidos por experimentação, mostrou uma diferença máxima de 15,4313%, para

o corpo de provano 04, induzindòa validaç̃ao da modelagem proposta por Paulino, Romero e

Menandro, [1] e [2].
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Resultados e Discuss̃ao

Os resultados deste trabalho são apresentados neste capı́tulo segundo a divis̃ao: resultados ex-

perimentais, resultados analı́ticos e resultados nuḿericos, sendo discutidos ao final.

3.1 Resultados Experimentais

Os corpos de provanos 01, 03 e 04 foram ensaiados dinamicamente. Para cada linha de

posiç̃ao marcada (40mm, 100mm, 160mm e220mm) foram colhidas 10 amostras de dados

de aceleraç̃ao, no tempo de aquisição de 01 segundo. Nas figuras 3.1 a 3.4, são apresentados

sinais de acelerações no tempo para o corpo de provano 01, onde se pode ver o amortecimento

das vibraç̃oes.
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Figura 3.1:Corpo de provano 01. Sinal de aceleração no tempo. Estée um dos 10 sinais adquiridos

na1a posiç̃ao de fixaç̃ao do aceler̂ometro (40 mm).

Figura 3.2:Corpo de provano 01. Sinal de aceleração no tempo. Estée um dos 10 sinais adquiridos

na2a posiç̃ao de fixaç̃ao do aceler̂ometro (100 mm).

UFES-DEM-PPGEM
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Figura 3.3:Corpo de provano 01. Sinal de aceleração no tempo. Estée um dos 10 sinais adquiridos

na3a posiç̃ao de fixaç̃ao do aceler̂ometro (160 mm).

Figura 3.4:Corpo de provano 01. Sinal de aceleração no tempo. Estée um dos 10 sinais adquiridos

na4a posiç̃ao de fixaç̃ao do aceler̂ometro (220 mm).
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Foi efetuada ańalise estatı́stica dos dados, obtendo-se freqüências naturais ḿedias amortecidas

para cada posição de aquisiç̃ao (1o modo de vibraç̃ao).

Os resultados estatı́sticos foram confrontados com resultados obtidos pela aplicação da Trans-

formada Ŕapida de Fourier (FFT) aos dados. Houve concordância entre os resultados.

Devidoà necessidade posterior de comparação com resultados de simulações nuḿericas (onde

não seria incorporado o efeito do amorteciomento viscoso), as freqüências

naturais ḿedias amortecidas sofreram um ajuste para o caso não amortecido.

Devidoà influência da massa do sensor de aceleração, as freq̈uências ḿedias de vibraç̃ao foram

corrigidas (ver seç̃ao 2.4.3).

A tabela 3.1 apresenta resultados de freqüências, obtidos por análise estatı́stica, para o corpo

de provano 01.

Tabela 3.1: Freq̈uências Naturais Ḿedias para o Corpo de Provano 01 - 1o Modo de Vibraç̃ao

Freq̈uência natural Freq̈uência natural Freq̈uência natural

Posiç̃ao (mm) média média ñao média ñao amortecida

amortecida (Hz) amortecida (Hz) corrigida (Hz)

40 29,1125 29,1144 29,1150

100 28,1802 28,1829 28,3248

160 25,8840 25,8906 27,7885

220 22,7705 22,9066 30,3693

O valor ḿedio das freq̈uências naturais ḿedias ñao amortecidas corrigidas para este corpo de

prova foi de 28,8994 Hz. Este valor foi o resultado experimental adotado para a freqüência

natural no 1o modo de vibraç̃ao.

Nas figuras 3.5 e 3.6, são vistas as Transformadas Rápidas de Fourier aplicadas aos conjuntos

de dados adquiridos para o corpo de provano 01, a partir das posições100 mm e220mm,

respectivamente. As freqüências de vibraç̃ao lidas nos1os picos foram de 28,3410 Hz e

22,8111 Hz, em harmonia com os valores contidos na tabela 3.1.
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Figura 3.5: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) do sinal de aceleração. Corpo de provano 01.

Posiç̃ao do sensor de aceleração: 100mm.

Figura 3.6: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) do sinal de aceleração. Corpo de provano 01.

Posiç̃ao do sensor de aceleração: 220mm.
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A análise estatı́stica e o procedimento de correção dos valores de freqüências foram repetidos

para os corpos de provanos 03 e 04. Os valores obtidos são apresentados nas tabelas 3.2 e 3.3.

Tabela 3.2: Freq̈uências Naturais Ḿedias para o Corpo de Provano 03 - 1o Modo de Vibraç̃ao

Freq̈uência natural Freq̈uência natural Freq̈uência natural

Posiç̃ao (mm) média média ñao média ñao amortecida

amortecida (Hz) amortecida (Hz) corrigida (Hz)

40 44,8269 44,8294 44,8303

100 43,5124 43,5205 43,7466

160 39,7617 39,7628 42,7651

220 34,0547 34,0574 45,4641

Tabela 3.3: Freq̈uências Naturais Ḿedias para o Corpo de Provano 04 - 1o Modo de Vibraç̃ao

Freq̈uência natural Freq̈uência natural Freq̈uência natural

Posiç̃ao (mm) média média ñao média ñao amortecida

amortecida (Hz) amortecida (Hz) corrigida (Hz)

40 44,7857 44,8584 44,8590

100 43,7567 43,7723 43,9111

160 41,3562 41,3985 43,3332

220 37,4629 37,4828 45,5513

Os valores ḿedios das freq̈uências naturais ḿedias ñao amortecidas corrigidas para estes dois

últimos corpos de prova foram de 44,2015 Hz e 44,4137 Hz (denos 03 e 04, respectiva-

mente). Estas freq̈uências tamb́em foram confirmadas pela aplicação da Transformada Rápida

de Fourier aos dados.

Haja vista a adoç̃ao dos valores ḿedios das freq̈uências naturais ḿedias ñao amortecidas

corrigidas como as freq̈uências naturais no1o modo de vibraç̃ao para os corpos de prova
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ensaiados, os mesmos se encontram resumidos na tabela 3.4. Tais valores foram considera-

dos, individualmente, como as freqüências de vibraç̃ao de cada corpo de prova.

Tabela 3.4: Freq̈uências Naturais para o1o Modo de Vibraç̃ao - Resultados Experimentais

No do Corpo de Prova Freqüência natural (Hz)

01 28,8994

03 44,2015

04 44,4137

3.2 Resultados Anaĺıticos

Foram obtidos resultados analı́ticos para as freq̈uências naturais no1o modo de vibraç̃ao atrav́es

de uma modelagem matemática (problema de autovalor). Problemas similares de carregamen-

tos din̂amicos de vigas em balanço, foram encontrados na literatura [25], [26] e [27].

A aplicaç̃ao das propriedades dos corpos de prova (tabelas 2.3, 2.5 e 2.6)à soluç̃ao da equaç̃ao

diferencial linear homoĝenea de 4a ordem (seç̃ao 2.3) permitiu o ćalculo das freq̈uências natu-

rais do sistema.

A tabela 3.5 resume os valores das freqüências naturais calculadas analiticamente.

Tabela 3.5: Freq̈uências Naturais para o1o Modo de Vibraç̃ao - Resultados Analı́ticos

No do Corpo de Prova Freqüência natural (Hz)

01 29,7899

03 46,6047

04 50,4471
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3.3 Resultados Nuḿericos

Mediante o emprego do modelo proposto por Paulino, Romero e Menandro ([1] e [2]), foram

realizadas simulaç̃oes nuḿericas com passo de tempo 0,001 segundo e números de passos 50,

100, 300, 500, 700, 1000 e 1200, para os corpos de prova bimetálicos e sandúıche. Valores de

deslocamentos dos nós, situados nas pontas dos corpos de prova, no tempo, foram os dados de

sáıda das simulaç̃oes nuḿericas. Gŕaficos foram plotados para cada um dos corpos de prova.

As figuras 3.7 a 3.13 mostram as representações gŕaficas dos dados de saı́da das simulaç̃oes

numéricas efetuadas para o corpo de provano 04.

Figura 3.7:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 50 passos).
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Figura 3.8:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 100 passos).

Figura 3.9:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 300 passos).
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Figura 3.10:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 500 passos).

Figura 3.11:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 700 passos).
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Figura 3.12:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 1000 passos).

Figura 3.13:Deslocamento da extremidade da viga (∆t = 1,0×10−3 s e 1200 passos).
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Foi aplicada a FFT (Transformada Rápida de Fourier) aos dados de saı́da das simulaç̃oes

(deslocamentos da extremidade da viga no tempo) e foram obtidas as frequências para o

primeiro modo de vibraç̃ao.

As figuras 3.14 a 3.20 mostram a aplicação da FFT aos dados de saı́da do corpo de provano

04, permitindo a visualização dos picos de frequência.

Figura 3.14: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e 50

passos).
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Figura 3.15: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e 100

passos).

Figura 3.16: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e 300

passos).
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Figura 3.17: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e 500

passos).

Figura 3.18: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e 700

passos).
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Figura 3.19: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e

1000 passos).

Figura 3.20: Transformada Ŕapida de Fourier (FFT) aplicada aos resultados de deslocamentos da

extremidade da viga no tempo (respostas de simulação). Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s e

1200 passos).
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As leituras dos gŕaficos obtidos com a aplicação da FFT aos dados apresentaram os resultados

mostrados na tabela 3.6.

Tabela 3.6: Freq̈uências Naturais (Hz) Obtidas por Simulação Nuḿerica - 1o Modo de Vibraç̃ao

(∆t = 1,0×10−3 s).

No de Passos No do Corpo de Prova

01 03 04

50 39,7465 39,7465 61,6359

100 30,5300 50,1152 50,1152

300 32,8341 46,6590 50,1152

500 31,6820 47,8111 52,4194

700 32,8341 47,8111 51,2673

1000 32,8341 47,8111 51,2673

1200 32,8341 47,8111 51,2673

A tend̂encia de estabilização dos valores de freqüências naturais obtidos por simulação nuḿerica

é vista nos gŕaficos a seguir (figuras 3.21 a 3.23).
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Figura 3.21: Tend̂encia dos valores de freqüências obtidos por simulação nuḿerica, para diversos

números de passos. Corpo de provano 01 (∆t = 1,0×10−3 s).

Figura 3.22: Tend̂encia dos valores de freqüências obtidos por simulação nuḿerica, para diversos

números de passos. Corpo de provano 03 (∆t = 1,0×10−3 s).
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Figura 3.23: Tend̂encia dos valores de freqüências obtidos por simulação nuḿerica, para diversos

números de passos. Corpo de provano 04 (∆t = 1,0×10−3 s).

A análise dosúltimos gŕaficos apresentados, conjuntamente com a tabela 4.6, conduzà con-

clus̃ao da tend̂encia de estabilização das freq̈uências naturais de vibração para cada amostra,

a partir de um ńumero ḿınimo de passos de simulação. Estas freq̈uências estabilizadas foram

assumidas e tomadas como representativas dos movimentos.

A tabela 3.7 resume os valores das freqüências naturais para as vibrações simuladas dos corpos

de prova.

Tabela 3.7: Freq̈uências Naturais (Hz) para o1o Modo de Vibraç̃ao - Obtidas por Simulação

Numérica

No do Corpo de Prova Freqüência (Hz)

01 32,8341

03 47,8111

04 51,2673
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3.4 Discuss̃ao

Os valores das freq̈uências naturais de vibração obtidos por diferentes ḿetodos (experimental,

anaĺıtico e por simulaç̃ao nuḿerica) encontram-se na tabela 3.8.

Tabela 3.8: Freq̈uências Naturais (Hz) para o1o Modo de Vibraç̃ao Obtidas por Diferentes

Métodos

No do Corpo de Prova Experimental Analı́tico Numérico

01 28,8994 29,7899 32,8341

03 44,2015 46,6047 47,8111

04 44,4137 50,4471 51,2673

As tabelas 3.9, 3.10 e 3.11 permitem as comparações entre os resultados experimentais e

anaĺıticos, experimentais e nuḿericos e analı́ticos e nuḿericos, respectivamente.

Tabela 3.9: Freq̈uências Naturais (Hz) Obtidas pelos Métodos Experimental e Analı́tico e Suas

Diferenças Percentuais (em Relação aos Resultados Experimentais) - 1o Modo de Vibraç̃ao

No C. Prova Experimental Analı́tica Diferença (%)

01 28,8994 29,7899 3,0814

03 44,2015 46,6047 5,4369

04 44,4137 50,4471 13,5845
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Tabela 3.10: Freq̈uências Naturais (Hz) Obtidas pelos Métodos Experimental e Nuḿerico

e Suas Diferenças Percentuais (em Relação aos Resultados Experimentais) - 1o Modo de

Vibração

No C. Prova Experimental Numérico Diferença (%)

01 28,8994 32,8341 13,6152

03 44,2015 47,8111 8,1662

04 44,4137 51,2673 15,4313

Tabela 3.11: Freq̈uências Naturais (Hz) Obtidas pelos Métodos Anaĺıtico e Nuḿerico e Suas

Diferenças Percentuais (em Relação aos Resultados Analı́ticos) - 1o Modo de Vibraç̃ao

No C. Prova Analı́tico Numérico Diferença (%)

01 29,7899 32,8341 10,2189

03 46,6047 47,8111 2,5886

04 50,4471 51,2673 1,6259

Nota-se que as diferenças entre os resultados experimentais (validados pelas

soluç̃oes analı́ticas, conforme previamente comentado na subseção 2.4.3) e os nuḿericos atin-

giram um percentual ḿaximo de 15,4313%, para o corpo de provano04 . Esta diferença per-

mite a validaç̃ao da simulaç̃ao nuḿerica, haja vista: a) a existência de fatores de variabilidade

experimental, tais como: aplicação do carregamento na ponta da viga pelo experimentador

de forma manual repetitiva, fixação do sensor de aceleração no corpo de prova mediante a

aplicaç̃ao de uma camada de cêra de espessura não controlada; b) a necessidade de ajuste

dos valores das freq̈uências naturais amortecidas obtidas na fase experimental para que hou-

vesse possibilidade de comparação com as freq̈uências naturais do movimento vibratório livre

(simulaç̃ao nuḿerica), o que pode ser uma fonte de erro; e c) aproximações das medidas dos

corpos de prova para geração das malhas (as espessuras de adesivos utilizados para a junção

dos metais foram divididas̀a metade em cada junção e substitúıdas pelo material metálico

adjacente para efeitos de definição de dados de entrada para a simulação, devido ao fato de não
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serem conhecidas, nem mesmo constarem nos dados do fabricante propriedades como módulo

de Young, coeficiente de Poisson etc. para os adesivos).
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Consideraç̃oes Finais e Sugestões

Os processos de fabricação de materiais com gradação funcional ainda estão restritos a centros

pesquisa mais avançados. O desafio de se fabricar amostras que possuı́ssem comportamen-

tos pŕoximos aos dos materiais com variação cont́ınua das propriedades, sob carregamentos

meĉanicos, conduziu a sucessivas tentativas que, pelos resultados alcançados, levaramà adoç̃ao

do simples modelo de gradação por superposição de multicamadas para a fabricação dos cor-

pos de prova. Para este processo, obtiveram-se suportes material, humano e de equipamentos

nas instalaç̃oes laboratoriais do Centro Tecnológico desta universidade.

O Método dos Elementos Finitos (FEM), por se tratar de um modelo matemático de resoluç̃ao

de equaç̃oes diferenciais, representa um modelo numérico da soluç̃ao anaĺıtica. Viu-se que

tanto o modelo analı́tico, quanto o experimental, convergiram para os valores de freqüências

naturais obtidos pela aplicação do FEM. Foi marcante a concordância entre as modelagens

numérica e analı́tica, com uma diferença percentual máxima dos resultados numéricos em

relaç̃ao aos analı́ticos de 10,2189% para o corpo de provano 01. (Para os corpos de prova

nos 03 e 04, as diferenças foram de 2,5886% e de 1,6259%, respectivamente). Este resultado,

obtido pela ańalise dos valores contidos na tabela 3.11,é bastante promissor, uma vez que a

modelagem analı́tica de materiais com gradação funcional reais (com variação cont́ınua da es-

trutura e, conseq̈uentemente, das propriedades)é bastante complicada e trabalhosa.
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Para serem alcançados resultados analı́ticos, refer̂encias de comparação com os resultados

numéricos, foi aplicado o modelo de vigas compostas aos corpos de prova. Justifica-se esta

aproximaç̃ao pela necessidade de obtenção de valores de momentos de inércia e de ḿodulos

de elasticidade para aplicaçãoà soluç̃ao anaĺıtica da equaç̃ao diferencial que descrevia o movi-

mento vibrat́orio. Apesar de a literatura [23] apresentar tal modelagem para carregamentos

est́aticos, os resultados analı́ticos encontrados mostraram uma boa adequação para o caso

dinâmico - o que p̂ode inicialmente ser verificado pela comparação com os resultados obti-

dos experimentalmente).

Os resultados finais apontaram para a adequação do modelo nuḿerico para ańalise din̂amica de

tens̃oes e deformaç̃oes em materiais com gradação funcional. A ańalise de freq̈uências mostrou

a converĝencia do ḿetodo a partir de um determinado número de passos de simulação.

Sugest̃oes Para Trabalhos Futuros

Haja vista a grande dificuldade que existiu para a definição de um processo de fabricação para

os corpos de prova FGMs,é de grande valia a continuidade do desenvolvimento de um processo

viável para a fabricação de um material compósito com variaç̃ao cont́ınua das propriedades

nesta universidade. Neste trabalho, foi alcançado um simples resultado pela superposição de

finas camadas de diferentes materiais, unidas por adesivos industriais, com aplicação de cargas

de prensagem (modelo de gradação por superposição de multicamadas, exposto na seção 1.2).

A boa concord̂ancia entre os resultados das simulações din̂amicas e os resultados experimen-

tais validaram o modelo nuḿerico proposto; porém, a fabricaç̃ao de um material com mudança

cont́ınua das propriedades, segundo um processo adequado (ver literaturas [4], [5], [6] e [7],

por exemplo)́e fundamental para o avanço das pesquisas sobre o tema FGM nesta instituição.

Tamb́em é de suma importância (motivo pelo qual se faz aqui um breve resumo do assunto)

incorporar ao modelo o amortecimento viscoso para o movimento vibratório, o que ñao foi

realizado neste trabalho. A matriz de amortecimentoC não foi estimada para a simulação
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numérica din̂amica, tendo sido adotado o modelo de movimento vibratório livre para o sis-

tema. Prop̃oe-se, como sugestão para trabalhos futuros, a realização de uma ańalise modal,

com a posterior determinação do amortecimento viscoso segundo o modelo de Rayleigh. Este

modelo conduz a uma matriz de amortecimento viscosoC, a partir de uma proporcionalidade

entre as matrizes de massa e de rigidez do sistema. A relação a seguir expressa matematica-

mente esta assumpção:

C = αM + βK, (4.1)

ondeM é a matriz de massa,K é a matriz de rigidez,α eβ são constantes a serem determinadas

a partir de valores dos fatores de amortecimentoξ e das freq̈uências naturaisω, relacionados

aos modos de vibração do sistema.

Em sistemas com muitos graus de liberdade, tornam-se relevantes serem conhecidos os

primeiros modos de vibração e os correspondentes valores deξ e deω. A partir de uma sim-

ples relaç̃ao existente entre cada par (ξ, ω), obt́em-se um sistema de equações que conduz a

uma soluç̃ao (α, β), empregada na obtenção da matriz de amortecimentoC. Existem ińumeros

pacotes de Ańalise por Elementos Finitos como SAP, GTSTRUDL, STARDYNE e ANSYS,

capazes de efetuar a análise din̂amica do sistema, providenciando valores suficientes para o

cálculo da matriz de amortecimento de Rayleigh. Através da t́ecnica exposta na literatura [28],

[29], [30], [31] e [32], torna-se bastante simples a obtenção de valores daquelas constantes,

anteriormente citadas.

As simulaç̃oes nuḿericas tamb́em ñao incorporaram outros efeitos ao carregamento mecânico,

com por exemplo o efeito térmico, muito comum nas situações de utilizaç̃ao dos FGMs (corpos

que podem estar sujeitos a gradientes de temperatura). Por este motivo, sugestiona-se que não

seja simplificado este efeito nas simulações futuras.

Por fim, deveŕa ser efetuada a análise inversa do problema: tendo como dados de entrada

campos de tensão ou mapas de deslocamentos, velocidades ou acelerações. Desta forma, ao

término do trabalho, alcançar-se-á o objetivo de identificaç̃ao de par̂ametros para o material,

quando submetido a carregamentos mecânicos variados.
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[1] Paulino R. H., Romero J. S., Menandro F. C. M.,Recuperaç̃ao de Tens̃oes e Ańalise
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