Universidade Federal do Espirito Santo

Centro de Ciéncias Exatas
Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Dissertacao de Mestrado em Matemética

Processos de Markov via o adjunto formal dos
operadores de Feller

Adalto Speroto

Orientador: Fabio Jualio Valentim

Vitoria, Agosto de 2012



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de propriedades espectrais de uma classe de
operadores de segunda ordem, os adjuntos formais dos operadores diferenciais generalizados de
Feller. Em particular, deduzir que estes operadores sao geradores de semigrupos de contragao
fortemente continuos e, consequentemente, caracterizando uma correspondente classe de processos
de Markov. Como objetivo secundéario, estabeleceremos alguns resultados relativos a processos es-
tocésticos com especial atencao aos processos de Markov. Estabeleceremos a conexao de processos
de Markov, operadores de semigrupos e geradores infinitesimais.



ABSTRACT

The main aim of this work is the study of spectral properties of a class of the second order
operators, the formal adjoint of the generalized Feller differential operators . In particular, to
deduce that these operators are generators of a strongly continuous contraction semi-group and
therefore, to obtain a corresponding class of Markov processes. As a secondary objective, we
will establish some results for stochastic processes. We will establish the connection of Markov
processes, operators and infinitesimal generators of semi-groups.
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1. INTRODUGAO

O objetivo principal desta dissertacao é estudar propriedades espectrais de uma classe de oper-
adores de segunda ordem, os adjuntos formais dos operadores diferenciais generalizados de Feller,
introduzidos em [17, 18]. Em particular, deduzir que estes operadores sdo geradores de semigrupos
de contracao fortemente continuos e, consequentemente, caracterizando uma correspondente classe
de processos de Markov. A referéncia mais correlata que estudaremos é a recente publicacao de
Landim e Franco [19]. Para tanto, e como um objetivo secundario, estabeleceremos alguns resul-
tados relativos a processos estocasticos com especial atencao aos processos de Markov. Seguindo
essencialmente o classico livro de Ethier-Kurtz [4], estabeleceremos a conexao entre processos de
Markov, operadores de semigrupos e geradores infinitesimais. Este rico link entre diversas subareas
da analise e probabilidade é rigorosamente justificado por meio da funcao de transicao do processo
e o conhecido Teorema de Hille-Yosida.

Na década de 50, Willian Feller publicou dois importantes artigos, [17, 18|, onde introduz uma
nocao mais geral de operadores diferencias que além de ampliar a lista de exemplos de difusoes,
fornece uma apreciavel simplificacdo da teoria de operadores diferencias de segunda ordem. Ainda
nestes trabalhos, Feller identifica o operador adjunto formal deste seu operador generalizado. O
operador de Feller é definido como ﬁdip onde as fungoes W e p sao funcoes estritamente monodtonas
com a condicao adicional de continuidade para a funcao p e o operador que vamos estudar ¢ o
adjunto formal de Feller, no caso em que p(z) = z, o qual é dado pela expressao %ﬁ. Desde entao
uma ampla literatura tem se consolidado sobre o assunto. Mais recentemente, alguns resultados
tem-se estabelecido conectando o adjunto formal do operador diferencial generalizado de Feller a
sistema de particulas interagentes por meio de equagoes hidrodinamicas em dimensao 1, conforme
[5, 19].

O trabalho se baseou no artigo de Franco e Landim [17| onde o adjunto formal de Feller ¢ utilizado
para entender como é o comportamento hidrodinamico de um processo de exclusao uni-dimendional
com condutancias dada por uma funcao W que é estritamente crescente (ndo necessariamente
continua). No caso de W ser descontinua em xy, um ponto do dominio, ainda assim, o operador
adjunto formal de Feller estara bem definido ver equagao (35). Mais precisamente, este trabalho
mostra que uma versao nao-linear das difusoes de Feller aparecem naturalmente e que elas podem
ser modelo de difusao em sistemas com membranas permeaveis.

Para dar suporte aos conceitos e resultados estabelecidos neste trabalho, utilizamos como refer-
éncia principal a obra [4]. Neste trabalho exibiremos condigoes sobre as quais um operador linear
dé origem a um processo de Markov. Para chegarmos a este resultado principal iremos dividi-lo
em trés etapas, a saber:

1. Na primeira parte, fazemos mencao a alguns resultados preliminares que vao dar subsi-
dio para conceitos, teoremas, proposicoes e demonstracoes para esta dissertacao. Foram
colocados varios conceitos de medida e integracao e anélise funcional que serao utilizados
frequentemente nas demonstracoes e nos enunciados.

2. Na segunda parte, vamos apresentar alguns resultados sobre processos estocéasticos com
especial atencdo aos processos de Markov. A maioria dos resultados desta secdo tem sua
demonstracao apresentada. Iremos falar sobre o que é um processo estocéstico, que serd
uma ferramenta de grande interesse para descrever a evolucao temporal de uma grande
classe de sistemas.

Existem vérios tipos de processos estocasticos, porém neste trabalho serd apenas abor-
dado de modo introdutoério, um tipo de processo estocastico denominado processos Marko-
vianos. Este tipo de processo estocastico fica caracterizado a partir do fato de que a
esperanca condicional de qualquer evento futuro, dado qualquer evento passado e o estado
presente é independente do evento passado e depende somente do estado presente. Em



termos informais, um processo estocastico é dito Processo markoviano se o estado futuro
depende somente do estado presente. Todo processo de Markov esta relacionado a uma
funcao de transicao definida a partir da probabilidade condicional, conforme esta definido
na equagao (13). Uma funcdo de transi¢do d& origem a um semigrupo de contragao. O
semigrupo por sua vez esta intimamente ligado a um gerador. Na se¢ao (4.2), vamos con-
ceituar o que ¢ um semigrupo e a seguir, iremos enunciar e demonstrar suas principais
propriedades necessarias neste trabalho, estas propriedades, juntamente com os conceitos
de semigrupos servirao de base para enunciarmos o teorema Hille-Yosida. Este teorema
nos permitira concluir que o operador Ly da origem a um processo de Markov. Para que
possamos utilizar o teorema de Hille-Yosida é preciso garantir que o operador Ly, cumpre
as hipoteses do teorema de Hille-Yosida, e para isto, iremos apresentar a terceira e tltima
parte deste trabalho.

. Na terceira se¢ao, vamos definir o operador linear Ly, , a seguir iremos citar e demonstrar
algumas propriedades relevantes para concluirmos que Ly vai dar origem a um processo de
Markov. Mais precisamente, examinamos em detalhes o operador (d/dz)(d/dW) em L*(T),
onde T é o toro unidimensional. Nos provamos, no Teorema 1, que (d/dz)(d/dW') definido
em um dominio apropriado é nao-positivo, auto-adjunto e dissipativo. Em particular, é o
gerador infinitesimal de um processo de Markov reversivel. Nos também vamos provar que
os autovalores de —(d/dx)(d/dW) sdo enumeraveis e todos eles tém multiplicidade finita,
e que os autovetores associados formam um sistema ortonormal completo de L*(T).



2. NOTAGCOES E PRINCIPAIS RESULTADOS

Nesta secao vamos enunciar os principais resultados estudados nesta dissertacao, com um ob-
jetivo principal de mostrar o que serd feito neste trabalho. Antes de enunciarmos o principal
teorema, precisamos de algumas definigoes.

Fixemos uma funcao estritamente crescente

(1) W:R—R
continua a direita com limites & esquerda, periédica no sentido de que
W(u+1)—W(u) =W(1) — W(0)

para todo u € R . Para simplificar a notacao vamos assumir que W é nula na origem, ou seja,
W(0)=0.

Seja T o toro unidimensional que sera identificado pelo quociente R/Z = [0,1). Denotamos por
L*(T) o espago das fungoes f : T — R Lebesgue mensuréveis, tais que

/]f )|dx < oo.
9 = [ flst

Denote por Dy o conjunto das fungdes f em L?(T) tais que
(2) f(z) =a+bW(x) +/ dW(y)/ f(z)dz
[0,x) 0

para alguma funcao f € L?(T), com a, b € R que satisfazem as seguintes condi¢oes de periodici-

dade :
a=-bW(1l) — dW ’ z)dz
( ) /[071) (y)/o f( )

/01 f(2)dz =
/«m AW (y) {b+ /Oy f(z)dz} _

Considere Ly : Dy — L*(T) o operador linear definido por:

Seja (-,-) o produto interno de L?*(T):

Lwf=F.

O principal resultado que demonstraremos é

Teorema 1. O operador Ly : Dy — L*(T) goza das sequintes propriedades:

(a) Dw € denso em L*(T);
(b) O operador T — Ly, : Dy — L*(T) € bijetivo.
(c) Ly : Dy — L*(T) ¢ auto-adjunto e nao-positivo:

(d) Lw é dissipativo;



(e) Os autovalores do operador —Ly formam um conjunto enumerdvel {\, : n > 0}. Todos os
autovalores tem multiplicidade finita,

O0=X <A <

lim )\, = co.
n—oo
Recordemos que T ¢ o operador identidade em L?(T) e um operador linear A, com dominio

D(A) C L subespaco de um espago de Banach L, é dito dissipativo se |[\f — Af|| > A||f]| para
cada f € D(A)e A > 0. Pelo Teorema de Hille-Yosida e as propriedades listadas no teorema acima,
o operador Ly é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdo fortemente continuo. Mais
detalhes estao na secao 4. Para realizarmos a demonstracao do teorema 1, vamos primeiramente
considerar o operador £y : Dy — L*(T) definido em (3) e obter, mediante alguns lemas enun-
ciados abaixo, que o operador Ly, é sua extensao auto-adjunta e possui as demais propriedades
enunciadas no teorema 1.

Denote por D(f) o conjunto de pontos de descontinuidade de uma func¢ao f e por Cyw (T) o

conjunto das fungoes cadlag (continuas & direita com limites a esquerda) f : T — R tais que
D(f) € D(W). Denote por % a derivada de f com respeito a fun¢do W. Esta noc¢do sera mais
detalhada na secao (5). Defina ©y o conjunto das fungoes f € Cy (T) tais que %(m) estd bem
definida e é diferenciavel para todo x € T, com % (%) pertencente ao conjunto Cy (T). Considere

Lw : Dw — L*(T) o operador linear definido por:

A 4
dz dW

lema 1. O operador Ly : Dyw — L*(T) cumpre as sequintes propriedades:

(3) Lwf=

(a) O conjunto Dy € denso em L? (T).
(b) O operador Ly : Dw — L? (T) € simétrico e nao-positivo. Mais precisamente,

(Lwf g) = _/TWWCZW

para todo f, g € Dyy.
(c) Lw satisfaz a desigualdade de Poincaré: Existe uma constante finita Cy tal que

WWSQ«&ﬁJH(Aﬂ@MY

para toda funcao f € Dy .

Vamos agora definir um produto interno em ®y, denotado por (-,-)1 2, cuja expressao ¢ dada
por:
<f7 g>1,2 = <f7 g> + <_£Wf7 g>

Denote por L%, (T) o espago de Hilbert gerado pelas fungoes continuas dotadas com um produto
interno (-, -)y definido por:

<ﬁmwz4j@mumwu)
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A norma associada ao produto escalar (-, )y é denotada por || - ||y. Note que pelo lema anterior
tem-se: i d i d
_ 9 — a9
(i = (.0)+ [ SobdW = (f)+ (G

Defina o conjunto Hi(T) que ¢ constituido por todas as fungoes f em L?*(T) tal que existe uma
sequéncia {f,, : n > 1} € Dy satisfazendo: f, converge para f em L?(T) e f, ¢ de Cauchy para o
produto interno (-, ), ,. A sequéncia {f,} é chamada admissivel para a fungao f. Para f, g em
HJ(T) definimos

(4) <f7g>172 = nh_{go<fnagn>1,2 .

Esta definicao independe da sequéncia admissivel escolhida, como veremos mais a frente. O con-
junto Hy(T) dotado com o produto interno (-, -); o define um espago real de Hilbert.
Note que uma sequéncia de Cauchy {f,} para o produto interno (-,-),, é uma sequéncia de

Cauchy no espaco de Hilbert L*(T) e %} é uma sequéncia de Cauchy no espaco de Hilbert

L%, (T) e portanto, sequéncias convergentes nos respectivos espagos de Hilbert.

lema 2. Uma funcio f em L*(T) a pertence Hy(T) se e somente se existe F' em L?,(T) e uma
constante finita ¢ tal que

/ Fy)dW(y) = 0 ¢ f(&) = ¢ + / Fy)dW(y)
(0,1] (0,z]

Lebesgue quase certamente. Nos denotamos a W-derivada generalizada F de f por df /dW. Para
f. g em Hy(T),
df dg

(fo012 = (f,9) + /TWWCZW.

Sejam X e Y espacos de Banach tais que X C Y. Entao X é uma imersao compacta em Y
(notacao X CC Y) se qualquer sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia convergente
em Y.

lema 3. H)(T) C L*(T) ¢ uma imersio compacta.

Uma definicao equivalente para o dominio Dy, é nos considerarmos ele como sendo o conjunto
das fungoes f em H}(T) tal que existe uma funcao v em L?*(T) de tal modo que

) (gha = (f9) + [ 2L aw = fug

para toda fungdao g em Hj(T).

lema 4. O dominio Dy, é constituido por todas as funcoes f pertencentes L*(T) tais que
y
f@) = a + W) + [ Widy) / i(2) d
(0,2] 0

para alguma funcao f pertencente L*(T) tal que
1 Yy
/ f(z)dz = 0, W(dy){b+/ f(z)dz} ~ 0.
0 (0,1] 0

Além disso, neste caso,
af  dg _
—/Wwdw = (1.9
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para todo g pertencente H)(T).
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3. RESULTADOS PRELIMINARES

Nesta secao vamos enunciar alguns resultados classicos de anéalise funcional e teoria da medida.
As demonstracoes podem ser encontradas em [9],|1],]2] e [14].

3.1. Espacos de Banach.

Normas. Seja V um espacgo vetorial real. Um norma em V' é qualquer aplicacao
v vl €R

definida em V', tal que para todos vetores v e w € V valem :
(1) ||lv]] > 0 e vale ||v]] = 0 se e somente se v = 0.

(2) (Desigualdade Triangular) ||v + w| < [jv]| + [|w]].

(3) |lrv|l = |r|||v]l, para todo r € R.

Um espaco vetorial normado ¢ um espacgo vetorial com uma norma fixada. De agora em diante,
vamos assumir que X é um espaco vetorial normado.

Convergéncia em X. Nos dizemos que a sequéncia {ug}2, C X converge para u € X, e
escrevemos
U — U
se
|luk — u|| = 0 quando k — oo

isto é

lim |lup —ul| =0

k—ro00

Critério de Cauchy. Uma sequéncia {ug}32, ¢ dita de cauchy em X quando para cada € > 0
existe N > 0 tal que

|ur — un|| < € para quaisquer k, n > N.
Um espago normado X ¢é dito completo quando dada qualquer sequéncia de cauchy {u,}32; em

X existe algum u € X tal que u,, — u. Um espaco normado e completo é chamado de Fspaco de
Banach.

3.2. Espacos de Hilbert.

Produto interno. Seja H um espago linear real. Uma aplicagdo (, ) : H x H — R é dita um
produto interno se

1. (u,v) = (v,u) para todou e v € H

2. A aplicacdo u — (u,v) é linear para todo v € H.
3. (u,u) > 0 para todo u € H.

4. (u,u) = 0 se e somente se u = 0.

Todo produto interno da origem a uma norma, a saber:
(6) l[u]| = (u,u)? para todo (u € H).

Definicao. Um espac¢o de Hilbert é um espaco de Banach dotado com um produto interno, onde
a norma ¢ gerada pelo produto interno conforme (6).
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Exemplo. O espa¢o L*(T) ¢ um espago de Hilbert com
(f.9) = / fodx
T

3.3. Espacos reflexivos. Antes de definirmos um operador limitado, precisamos considerar as
normas || - ||x e || - |[y como sendo as normas dos espagos X e Y, respectivamente. Um operador
linear A: X — Y é dito limitado se

[A[l = sup{[[Aully /lullx; [[ullx >0} < oco.

A seguir, enunciamos algumas definicoes com o objetivo de definir espaco reflexivo.

1. Um operador linear limitado u* : X — R é dito um funcional linear limitado em X.
2. Seja X um espago vetorial normado. Denotaremos o espaco vetorial dos funcionais lineares
limitados por X*, ele é chamado o espa¢o dual de X. E por

X** é chamado o espaco bidual de X, ou seja, o bidual é o dual de X*.

As proximas defini¢oes fazem mencao ao produto interno do espaco dual X* e a reflexividade em
um espaco de Banach.

3. Se u € X, u* € X* nos denotamos pelo nimero real u*(u) o par ordenado (u*,u). O
simbolo (, ) denota o par ordenado de X* e X.

4. Um espago de Banach é reflexivo quando (X*)* = X. Mais precisamente, isto significa que
para cada u** € (X*)*, existe u € X tal que (u**,u*) = (u*,u) para todo u* € X*

Antes de enunciar o teorema do grafico fechado, vamos fazer a seguinte definicao:
Seja D(A) C X, um operador linear A : D(A) — Y é dito fechado se para toda sequéncia
{ur} € D (A) satisfazendo ur, — u e Aux — v quando k — oo, temos u € D (A) e v = Au.

Teorema 2. (Teorema do grdfico fechado) Seja A : X — Y um operador linear fechado
definido entre dois espagos de Banach. Entdao A é limitado.

Definigoes. Sejam A : X — X um operador linear fechado e I : X — X o operador identidade.

1. O conjunto resolvente de A é
(7) p(A) ={n € R|(A —nl) ¢ injetor e sobrejetor}
2. O espectro de A é o conjunto
o(A) =R —p(A)

Se nn € p(A), o teorema do grafico fechado implica que a inversa de (A —nI)™': X — X é
um operador linear limitado.

3.4. A representacgao de Riesz. Seja H um espaco de Hilbert com o produto interno ( , ).

Teorema 3. (Teorema da Representacao de Riesz) H* pode ser candnicamente identificado
com H; mais precisamente, para cada u* € H* existe um unico elemento u € H tal que

u*(v) = {u, v)

para todo v € H. A aplicacao u* +— u € um isomorfismo linear de H* sobre H.
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DefinigGes. Sejam H um espago de Hilbert, com D(A) C H e
A:D(A)— H
uma aplicacao que leva f — Af. Entao vamos fazer as seguintes defini¢oes.
1. A é simétrico se
(Af,9) = ([, Ag)
para todo f,g € D(A)
2. O operador Adjunto de A:D(A) — H ¢é o operador
A" DA )CH—H
tal que
(Af.g) = (f,A"g)
para todo f € D(A) e g € D(A*), onde D(A*) = {g € Hl|existe w € H tal que (Af,g) =
(f,w) para todo f € D(A)}
observagao. Se A é simétrico entdo D(A) C D(A*) e mais, se g € D(A) = A*g = Ag.
Dizemos que A C A*
3. A é auto-adjunto se A = A*

3.5. Convergéncia Fraca. Seja X um espaco real de Banach. Noés dizemos que a sequéncia
{ur}2, € X converge fracamente para u e escrevemos
U — U,
se
(u*> uk) - (U*7 U)
para cada funcional linear limitado u* € X*.

Observacao. E facil verificar que se u, — u, entao up — u. Também é verdade que qualquer
sequéncia fracamente convergente é limitada. Além disso, se u;, — u, entao

lu|| < liminf [Jug]|
k—o00
Teorema 4. (Compacidade Fraca) Seja X um espaco reflexivo e suponha que a sequéncia
{ur}is, C X e limitada, entio existe uma subsequéncia {uy,;}32, e u € X tal que
U, —Uu

Em outras palavras, toda sequéncia limitada em um espaco reflexivo € uma sequéncia fracamente
pré-compacta.

Em particular, podemos enunciar a proposigao:

proposigao 1. Toda sequéncia limitada {u,}5°, em um espaco de Hilbert contém uma subsequén-
cia {u,, }32, fracamente convergente.

3.6. O espago LP. Para 1 < p < oo e 2 um conjunto do R", denotamos por LP(£2) o espaco das
funcoes f : 2 — R Lebesgue mensuraveis tais que

/Q | (2)Pde < oo.

LP()) é um espago vetorial e, identificando fungoes que sao iguais a menos de um conjunto de
medida nula, via as classes nesta relagao de equivaléncia, || ||, : LP(©2) — R dada por

1l = ( / (@) |Pde)
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define uma norma em LP(€2). Mais ainda, (L(2),]| [|,), 1 < p < oo, é um espaco de Banack
reflexivo e separavel.
Um conjunto X é dito separdvel se X possui um subconjunto enumerével denso. Seguem os pric-
ipais resultados utilizados dos espacos LP utilizados nesse trabalho. Designamos por q o expoente
conjugado de p, isto é, tal que i + é = 1. Paratodoaebe R comaeb>0, vale

ab b

ab< — + —.

p q
A desigualdade acima, conhecida como desigualdade de Young, é usada para demonstrar a de-
sigualdade de Holder.

proposigdo 2. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g € LY(Q). Entdo f.g € L'(Q) e

[ 1r@g@lds < ([ 7@} ([ o,

Teorema 5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue em L?) Sejam 1 < p < oo
e {fn} uma sequéncia de fungoes em LP(Q2). Suponhamos que

a. fo(x) = f(z)g.t.p. em Q;
b. eziste uma fungao g € LP(QQ) tal que para cada n € N, |f(x)| < g(z) q.t.p. em Q. Entao

ferlr(Q)ellfa—fly—0 g¢tp.
proposicao 3. Para todo a eb € R, com a e b > 0 vale a sequinte desigualdade:
(8) (a+b)* < 2a” + 2%

3.7. Desigualdade de Schwartz. Para quaisquer vetores u e v de um espaco com produto
interno, temos

| (w0 | <l - [Jo]]

e a igualdade ¢é vélida se e somente se os vetores u e v sao linearmente independentes.

3.8. A Extensao de Friedrichs de um Operador Simétrico. Uma exposicao mais detalhada
juntamente com as demonstracoes dos resultados enunciados nesta subsegao podem ser obtidos no
capitulo 5 de [14].

Vamos primeiramente ressaltar que Bg é a Ertensao energética do operador B e Xg é o espaco
energético do operador B que consiste precisamente do conjunto dos elementos u € X que tem a
seguinte propriedades:

a. Existe uma sequéncia {u,} em D(B) tal que u, — u em X quando n — oc.
b. A sequéncia {u,} é de Cauchy com respeito a norma do espago energético Xg.

Vale ressaltar que o conjunto Xz é um espaco de Hilbert com o produto interno (-,-)g e que a
norma deste espaco é oriunda deste produto interno. Considere a seguinte hipotese:

(H). Seja B : D(B) C X — X um operador linear, simétrico e fortemente mon6tono em um espago
de Hilbert X. Em particular, isto significa que D(B) é denso em X e existe ¢ > 0 tal que

(Bu,u) > c|lul®

para todo u € D(B).
Dizemos que o operador A : D(A) C X — X é a extensdo de Friedrichs do operador B se vale
a seguinte igualdade

Au = Bgu  para todou € D(A),
onde D(A) :=={u € Xg: Bpu € X}
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Teorema 6. Munida com a afirmacao (H), a extensao de Friedrichs A é um operador A : D(A) C
X — X auto-adjunto, bijetivo e

(Au,u) > c|lul|®  para todo u € D(A).
3.9. O Problema dos Autovalores.

(H1). Seja X um espago de Hilbert separavel com dimX = oo e B : D(B) C X — X operador
linear satisfazendo a hipotese (H). Seja ainda

A:DA)CX =X
a extensao de Friedrichs de B. Além disso, nos assumiremos que X C X é uma imersao compacta.
Antes de enunciarmos o teorema dos autovalores, consideraremos a equacao operador
Bu=puu+ f, ue D(A), peR, u#0,
juntamente com o seguinte problema generalizado
Au=pu+ f, uwe D(A), peR,
Teorema 7. Assuma (H1) e ponha f =0 entdo, as sequinte afirmacoes sao verdadeiras:

a. Os autovetores {u,} do operador A(a extensao de Friedrchs de B) formam um sistema
ortonormal completo no espago de Hilbert X. Além disso, {u,} € Xg para todo n.
b. Todos os autovalores i, do operador tem multiplicidade finita. Além disso, nds temos

0=po <pn <pg---

lim pu, = oo.
n—oo
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4. ALGUNS FATOS SOBRE PROCESS0S ESTOCASTICOS

Nesta secao estudamos processos de Markov do ponto de vista de geradores e seus correspon-
dentes semigrupos. Primeiramente, enunciamos as defini¢oes basicas de um processo de Markov,
a sua funcao de transicdo, o seu correspondente semigrupo e por tltimo, abordamos o fato de
que uma funcado de transicao e uma distribuicao inicial determinam unicamente um processo de
Markov. Fixe um conjunto 2. Recorde que uma o-dlgebra F em ) é uma colecao de subconjuntos
de € que possui as seguintes propriedades:

1. O conjunto vazio esta em F;

2. Se A € F, entao o mesmo ocorre para o complemento de A;

3. Se Ay, Ay, As, --- & uma sequéncia de conjuntos em F, entdo sua unido (enumeravel)
também esta em F.

O Par (2, F) ¢ dito um espago mensurdvel. Uma medida de probabilidade (o-aditiva) em (Q, F)
é uma funcao Pr : F — [0, 1] satisfazendo: P(Q) = 1 e, para qualquer sequéncia Ay, Ay, As, ---
de conjuntos disjuntos em F, tem-se que

Pr(} A, => Pr(A,).

n=1
O terno (2, F, Pr) é dito um espaco de probabilidade e os subconjuntos A € F sao os eventos.
Vale apenas ressaltar aqui, que um evento é dito quase certamente quando ele é valido em todo o
espaco 2 a menos de uma conjunto de medida nula. Fixe (2, F, Pr) um espaco de probabilidade
e (E,B) um espago mensuravel. Recorde ainda que uma funcao Y : Q — E é varidvel aleatdria se
Y IT) ={weQ; Y(w) €T} € F para todo I' € B. Denote por B(E) o conjunto das fungoes
limitadas borel mensuréavel definida em [0, c0) x R.

Definicao 1. Dados (2, F, Pr) e (E,B) e uma familia de indices I, um processo estocdstico (ou
simplesmente um processo) € uma funcao X definida em I x Q com valores em E:

X : IxQ—=F
(t,w) — X(t,w) = X;(w)
tal que para cada t € I, X(t,-) :== X; : Q — E € uma varidvel aleatoria.

Existem dois casos classicos para a familia de indices /. O primeiro, quando I = N dizemos
que o processo é a tempo discreto e o segundo, quando I = [0,00) e neste caso dizemos que X é
a tempo continuo. Um processo estocastico pode ser visto como um modelo mateméatico para a
ocorréncia, em cada momento ap6s um tempo inicial, de um fenéomeno aleatorio, a aleatoriedade
é capturada por meio de um espago probabilidade. Para cada ponto fixado w € 2, a funcao
t — Xi(w); t € I é uma realizagdo do processo X associado com w. Esta trajetoria amostral
fornece o modelo matematico para um experimento aleatorio cujo resultado pode ser observado
continuamente no tempo, com ¢t € [0,00). Por exemplo, o nimero de clientes em uma fila, o
movimento de uma particula sujeito a perturbacgoes aleatérias, o nimero de chamadas recebidas
em uma central telefénica, dentre outros. Vamos considerar nesta dissertacao o caso em que
E = R, B a o-algebra de Borel e I = [0,00), 0s conjunto dos nimeros reais nao-negativos.
Ademais, vamos convencionar que um processo estocastico X estd determinado se conhecemos
todas as suas distribui¢oes conjuntas finitas Fly,  x, .. x,, Para qualquer conjunto finito de indices

t1,to,...,t, € 1. Mais precisamente, os processos X e Y sao iguais se
PT(th GFl, Xt2 EFQ,..., th GFn):Pr(Ytl €F1, Y;fz GFQ,..., Y;n GFn)
Para quaisquer tq,ts,...,t, € [ e I'y,T'y,...,I', € B. Cabe ressaltar que estd nao é a tnica

maneira de determinar um processo, veja por exemplo, [7].
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Um exemplo muito importante de processo estocasticos é o movimento Browniano. A histéria
deste processo comecgou com a observacgao feita por R. Brown em 1827 de que pequenas particulas
imersas em um liquido exibem incessantes movimentos irregulares. Em 1905, Einstein explicou
estes movimentos postulando que as particulas sob observacao estao sujeitas a perpétuas colisoes
com moléculas do meio circundante.

Seja X, a variavel aleatoria que identifica o deslocamento (a partir do seu ponto de partida, ao
longo de algum eixo fixo) no tempo ¢ de uma particula Browniana. O deslocamento X; — X ao
longo do intervalo de tempo (s,t) pode ser considerada como a soma de um grande nimero de pe-
quenos deslocamentos. Essencialmente pelo teorema central do limite é razoavel supor que X; — X
¢ normalmente distribuido. Da mesma forma, é razoavel supor que a distribuicoes de X; — X, e
de Xiyp — Xsip 520 as mesmas, para qualquer A > 0, supondo-se que o meio estd em equilibrio.
Finalmente, é intuitivo que o deslocamento X; — X, deve depender apenas do comprimento ¢ — s
e nao do tempo em que comecar a observagao.

O movimento Browniano (também chamado o processo de Wiener) provou ser fundamental
no estudo de varios outros tipos de processos estocésticos. Formalmente, este processo tem as
seguintes caracteristicas:

(a) Dada uma sequéncia ty < t; < ty- -+ < t,; entao os incrementos Xy, — Xy, -+, Xy, — Xy, _,
sao variaveis aleatorias mutuamente independente.( Um processo com esta propriedade é
dito um processo com incrementos independentes, e expressa o fato que a troca de X; ao
longo de periodos de tempo que nao se sobrepoem, sao independentes.

(b) A distribui¢do de probabilidade de X;, — X;,, to > t;, depende apenas de ty —t; (e ndo por
exemplo de 7).

(c) Para t >s, X; — X, tem distribui¢do gaussiana com média zero e variancia B(t — s), onde
B é uma constante positiva. Isto é, X; — X; ~ N(0, B(t — s)):

PriX,— X, <a] = 2Bt — )" /_ Oo exp [%} du.

Assuma para cada caminho que X,=0. Note que EX;=0, 0*(X;) = Bt, onde B ¢ uma con-
stante positiva fixa. Pode ser provado que, se t; < --- < t,, < t, a distribuicao da probabilidade
condicional de X}, dados os valores de X, ,---, X, , é dada por

N

o | sy |

Aqui estaremos interessados em uma classe especial de processos estocéasticos, os processos de

PriX, <a] = [27B(t — t,)] / o

—00

Markov. Mas antes precisamos estabelecer alguns conceitos. Uma filtracao no espaco de probabil-
idade (2, F, Pr) ¢ uma familia {F;},., onde F; ¢ uma o- algebra tal que F; C F,4, C F para todo
t,s € [0,00). Se X é um processo estocastico, existe uma maneira simples de obter uma filtragao.
Basta considerar F;* a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias X, para 0 < s <t em I:

Fi=o0{X,;s <t}

Recorde que a o-dlgebra gerada por uma variavel aleatoria Y é o(Y) = {YI(T'); T € B}. A
filtracao {F; |t € I} é dita filtragdao natural do processo X.

Definicao 2 (Esperanca condicional). Sejam X e Y waridveis aleatorias em (2, F,Pr). A es-
peranca condicional de X dado Y =y, € a esperanca da distribuicao condicional de X dado que
Y =y, se esta esperanga existir. Ou seja, E(X|Y =y) = [xdFx(z|]Y =y).
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Definicdo 3 (Processo de Markov). Seja {X;,t > 0} um processo estocdstico definido em um
espaco de probabilidade (Q, F, Pr) que toma valores em E, e seja F* = o {X, : s < t} sua filtragio
natural F. Entao X € um processo de Markov se

(9) Pr{Xy, €T|F*} = Pr{X,s € T|X(t)}

para todo s,t > 0 el € B. Se {G;} € uma filtragio com FX C Gi; t > 0 entao X é um processo
de Markov com respeito a {G} se vale (9) com a substitui¢do de F;* por G;.

Note que (9) implica a seguinte igualdade, a esperanga condicional de f € B(F), limitadas com
respeito as o-dlgebras F¥ e X;.

(10) E[f(X(t+9))|F] = BIf(X(t+9)|X]

para todo s,t > 0e f € B(E). Claramente, se X é um processo de Markov com respeito a filtragao
{Gi}is0 € FiX C Gy, para todo t > 0, entdo X é processo de Markov com respeito a filtragdo natural
{F*}i>0. De fato, segue das propriedades de esperanca condicional que

Xl F] = BIEXi|GIF) = EIEIX X)) = BlXu X,

onde a segunda igualdade é obtida usando que X ¢ G,- Markov.

Um processo de Markov com estados discretos (o parametro, em geral o tempo, pode ser discreto
ou continuo) é chamado de cadeia de Markov. Processos de Markov representa uma das mais
importantes classes de processos estocésticos nao somente pela sua aplicabilidade em intimeras
areas do conhecimento, engenharias, ciéncias econdmicas, sociais e biologicas mas também, pelo
sua interacao com outras areas da matemaética, por exemplo, com anélise funcional, teoria espectral,
teoria de operadores. Mais precisamente, todo processo de Markov esté relacionado a uma funcao
de transicao homogénea no tempo, que d& origem a um semigrupo de contragao por intermédio
da propriedade de Chapman-Kolmogorov. O semigrupo por sua vez esta intimamente ligado a um
gerador, que é obtido quando nés tomamos a derivada a direita do semigrupo do ponto t=0. O
processo inverso também ¢é valido, ou seja, dado um gerador com boas propriedades nés podemos
obter, via o teorema de Hille-Yosida, um semigrupo de contracao que da origem a um funcao de
transicao e este nos retornard a um processo de Markov. Abaixo vamos estabelecer formalmente
cada um desses conceitos com suas principais propriedades e suas relacoes entre si.

4.1. Funcao de transicao. Funcao de transicao é de extrema importancia para a compreensao
da estrutura de um processo de Markov. Seja t € [0,00), x € R eA € B, uma funcao P(t,z, A) é
uma funcao de transicao homogénea no tempo se satisfaz:

e P(t,x,-) ¢ uma medida de probabilidade em (R, B) para quaisquer (t,z) € [0,00) x R,

e P(0,x, ) = 0., a massa unitaria em = € R,

e P(-,-,A) € B(FE). para qualquer A € B,

e Vale a propriedade de Chapman-Kolmogorov

(11) P(s+t,z,T") = /P(s,y,F).P(t,x,dy), s,t>0, ze€FE I'eB(F)

O conceito de funcao de transicdo nao necessita de homogeneidade no tempo, como solicitado
acima, sendo necessario neste caso inserir mais um parametro associado ao tempo, a funcao P.
Para a conexao com os processos de Markov de interesse neste texto, o caso homogéneo é suficiente.
Dado um processo de Markov X = {X,},c0,1) € uma tripla (2, F,{Pr;}), onde {Pr,},cp é uma
familia de probabilidades, podemos associar uma func¢ao de transicao P definindo

(12) P(s,z,I") ;== Pr (X, €T)
para todos > 0,I' € Bex € E. Esta definicao é equivalente a definir
(13) P(s, X, T) == Pr{X., € T| 7"}
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para todo s, t > 0,I" € B. Ou equivalentemente, para f € B(F)

(14) / F@)P(s, Xody) = E[f(X(t+ )| FX].

Vamos agora justificar que de fato a igualdade (13) da origem a uma fungao de transicdo. Para
verificar este fato devemos verificar que:

(1) P(t,z,-) ¢ uma medida de probabilidade em (R, B) para quaisquer (t,z) € [0,00) x R.
De fato, utilizando a defini¢dao temos primeiramente que P(s, X;, R) = Pr{X;,, € R|F*} =
le P(s,X;, A) = Pr{X;,, € A|F*} >0 paratodo A € B pois Pr ¢ uma probabilidade.
Restando agora verificar que para quaisquer colecao de conjuntos disjuntos Aq, Ay, Az, - - -
pertencentes a A € B vale:

P<S7Xt7ZAk) - ZP(S7Xt7Ak)
k=1

k=1
De fato, P(s, Xs, Y ooy Ax) = Pr{Xits € Yoo Akl F*} = Y ore Pri{Xiss € Akl F*} =
> e P(s, Xy, Ag) e portanto, P(t, X;,-) ¢ uma medida de probabilidade.
(2) P(0,z,-) = 0, a massa unitaria em x € R.
De fato,
P(0,X;,T) = Pr{X,el|F*}
= Pr{X, eTl|X;}
B 1 seX, el
0 caso contréario.
(3) P(-,-,A) € B(FE) para qualquer A € B. De fato, em primeiro lugar, temos que P(-,-, A) é
uma funcao limitada, pois

e por tltimo, por defini¢ao de esperanca condicional de uma variavel aleatéria, temos que
P(-,-, A) é uma variavel aleatoria, isto é, uma fun¢do mensuravel.
(4) Vale a propriedade de Chapman-Kolmogorov

P(s+t,x,f‘):/P(s,y,F).P(t,x,dy), s,t >0, xz€FE, TeB(E)

Para justificar este fato observe que

Pt+s,Xu),I) = Pr{X(u+t+s)e|FX}
= E[Pr{X(u+t+s)€|F L HFY]
= E[P(s,X(u+1),T)|FX]

= /P(s,y,F)P(t,X(u),dy) para todo s, t, u>0 e T € B(E).

onde a primeira igualdade é por (13), a segunda e a terceira vem das propriedades de esper-
anca condicional. Isto conclui a justificativa que a igualdade (13) da origem a uma funcao
de transicao. A préxima proposicao estabelece a reciproca, antes de enuncia-la, precisamos
de uma defini¢do. A medida de probabilidade v sobre o espago mensuravel (F, B) definida
por v (I')=P{X, € I'} é chamada distribui¢cao inicial do processo X.
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proposicao 4. Uma funcao de transicao P e uma distribuicao inicial v determinam de modo
unico as distribuicoes finito dimensionais de um processo de Markov X.

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em |4, capitulo 4].

4.2. Semigrupos e geradores infinitesimais. Os operadores de semigrupos proporcionam uma
ferramenta priméaria no estudo de processos de Markov. Nesta subsecao, vamos desenvolver a
formalizacao basica para o seu estudo e os resultados que precisamos para enunciar o teorema de
Hille-Yosida, que caracterizam os operadores que sao geradores de semigrupos fortemente contin-
uos.

Um operador linear A (possivelmente ilimitado) em L é uma aplicagao linear cujo dominio D (A)
é um subespaco de L e cuja imagem I'm (A) esta contida em L. O gréfico de A é dado por

(15) G(A) ={(f, Af): feD(A}CLxL.

Uma familia {T'(t),t > 0} de operadores lineares limitados em um espagos de Banach L com
T(t) : L — L é chamado de semigrupo se

T(0) = I

T(s+t)="T(s).T(t)

Para todo s, t > 0 .
Um semigrupo 7'(t) em L é dito fortemente continuo se

mT(t)f = f
para cada f € L ; um semigrupo ¢ dito de contracao se
1T <1

para todo t> 0.

Exemplo. Vamos ver um exemplo de um semigrupo de contracao dado um operador linear limitado
B em L , definimos

1
B K
(16) =) (B >0,
K=0
Segue da limitacio do operador B que a série acima converge e o operador resultante e'? é
limitado. De fato,

o0 o0

1 1
(17) [Pl < st IBIT < D 5 IBIF =Bl e > 0.

K=0 K=0
Mais ainda, visto que série converge absolutamente temos, para todo s,t > 0, que

(t+s)B _ ,sB tB

(& e e

Obtemos que {e'®} com ¢ € R é um semigrupo, que pode ser facilmente visto ser fortemente
continuo. Cabe ressaltar que no caso de um operador B ser ilimitado a expressao em série de (16)
pode nao convergir e portanto a justificativa (17) nao serve para garantir que a existéncia de um
semigrupo de contracao, pois a exponencial pode nao estar bem definida. Neste trabalho vamos
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abordar o fato de que toda funcao de transicao P estd intimamente ligada a um semigrupo 7. De
fato para cada fungdo f € B(E) e t > 0, definimos

(18) T(t)f(x) = / )P (t,x.dy)

Usando que P(0,z,-) = 0., a massa unitaria em x € R e, a propriedade de Chapman-Kolmorov,
equacao (11), temos que a familia de operadores {T'(t); ¢ > 0} definem um semigrupo em B(F)
. Esta definicao faz uma ligacao entre processo de Markov e semigrupo. Vamos agora apresentar
algumas propriedades gerais de semigrupos.

proposicao 5. Seja {T'(t)} um semigrupo fortemente continuo em L. Entdo existe uma constante
M>1ew >0 tal que
IT(t)|| < Me*, t>0.

Demonstracao. Primeiramente observe que existe uma constante M > 1 e ty > 0 tal que
1T < M

para 0 < t < t,. Caso nao existisse, nos poderiamos encontrar uma sequéncia {¢,} de nimeros
positivos tendendo a zero tal que

1T () || — o0

entao pelo principio da limitagdo uniforme implicaria que
supn || T(t,) f|| = o0

para algum f € L, contradizendo a propriedade da continuidade forte. Agora seja

w = tytlogM
Dado t > 0, escrevendo t = kty + s, onde k é um inteiro nao negativo 0 < s < ty; entao

1)l I7°(s)T (o)l

MM*
MMt
Me“t.

ININA

O

corolario 1. Seja {T'(t)} um semigrupo fortemente continuo em L. Entdo para cada f € L,t —
T(t)f é uma fungao continua de [0,00)em L.

Demonstragao. Seja f € L. Pela proposicao (5) se t > 0 e h > 0, entdo

Tt +h)f=TOf = ITOTR)f - 1
< Me*'||T(h)f — f|.
ese 0 < h <t, entao

IT(t+h)f =TOf I7(t = W)[T(h).f = ]I

< Me|T(h)f = [l
O

Note que L x L é um espaco de Banach com as operacgoes de adicao e multiplicacao por escalar
com a norma || (f,9)[|= If|l+1lg]|- Um operador A é fechado se G (A) é um subespago fechado de
L x L. Em termos de sequéncias, dizemos que um operador linear é fechado se dada uma sequéncia
up € D(A) (k=1,--) e up = u, Auxp — v quando k — oo, entdo u € D(A) , v = Au.
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O gerador infinitesimal de um semigrupo {7T'(¢)} em L é um operador linear A definido por

(19) Af =lim %

t—0

Isto é, Af é a derivada no tempo t = 0 do semigrupo T'(t) .
O dominio D (A) do operador A é um subespaco constituido pelas fungdes f € L tais que o limite
(19) existe.

Seja I um intervalo fechado em (—oo, 00) , denote por C’i([), para j = 0, 1, o espaco das funcoes
w: I — L continuas quando j = 0 e de classe C', quando j=1.

lema 5. (a) Sewe CL(I) e [, ||lu(t)||dt < oo, entdo u € integrdvel em I e

(20) l / u(t)dt] < / Juu(t) de.

Em particular, se I e o intervalo finito |a,b] , entao toda fung¢ao em Cr(I) é integravel em I.

(b) Seja B um operador linear fechado em L. Suponha que u € Cr(I), u(t) € D(B) para todo
tel, Bue CL(I), e com u e Bu integrdveis em I. Entao [, u(t)dt € D(B) e

(21) B( /1 u(t)dt) = /1 Bu(t)dt.

(¢) Sewu e Clla,b], entio

(22) / %u(t)dt — u(b) — u(a).

proposicao 6. Seja {T'(t)} um semigrupo fortemente continuo em L com um gerador A .

a) Se f €L et>0, entio [, T(s)fds € D(A) e

(23) Of —f=A / §)fds € D (A)

b) Se fe D(A) e t>0, entao T'(s)f € D(A

d
dt

c) SefeD(A) et >0, entao

(24) T)f = AT@t)f =T()Af.

(25) T(t)f—f:/o AT(s)fds:/O T(s)Afds
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Demonstragao. (a) Observe que

1

()~ 1) / T(s)fds = / (s + h)f — T(s)f]ds

{ /h o) s — /0 "T(s) fds}
[ s+ [ riopsas

Para todo h > 0, e quando A — 0 o lado direito de (26) converge para T'(t)f — f. Lembrando que
[5T(s)fds € D(A).
(b) Uma vez que

S= = S

%[T(t +h)f =Tt f] = AT () f = T(t)Anf

para todo h > 0, onde A, = h™'[T(h) — I], segue que T(t)f € D(A) e (L)*T(t)f = T(t)Af.
Assim, é suficiente checar que
d

(D1 = T0)As
(tomando t > 0). Mas, isto segue da identidade
(26) _Lh[T(t —hf =T =TWOAf =Tt = h)[An = Alf +[T(t = h) = T(H)]AS,

Valido para todo 0 < h <t
(c)Isto é uma consequéncia de (b) e da letra ¢ do lema(5).
O

corolario 2. Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {T'(t)} em L,
entao D(A) € denso em L e A € um operador fechado.

Demonstracao. Desde que

t—0+

lim ¢! /t T(s)fds = f
0

para uma funcao f € L, a proposi¢ao (26) implica que D(A) é denso em L. Para mostrar que A
¢ um operador fechado, seja f,, C D(A) satisfazendo f,, — f com Af, — g . Entao

T(t)f— f = /O T(s)Af, ds

para cada t > 0, entao, fazendo n — 0o, nés encontramos que

t
T f—f= / T(s)Ag ds.
0
Dividindo por ¢ e fazendo t — 0 nés concluimos que f € D(A) e Af = g. O

Vamos utilizar o teorema de Hille-Yosida para obter um semigrupo de contracao fortemente
continuo em L a partir de um operador em L que cumpre as hipoteses deste teorema. Seja A um
operador linear fechado em L. Se para algum ntimero A , A— A = A\[— A é injetivoe Im(A—A) = L,
e (A\—A)~! ¢ um operador linear limitado em L , entao A ¢ dito pertencer ao conjunto p(A) chamado
resolvente de A e Ry = (A — A)~! é chamado o resolvente de A (em \). Como uma curiosidade,
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iremos apresentar a proxima proposicao que ird expressar o resolvente de A em termos de uma
integral.

proposicao 7. Seja {T'(t)} um semigrupo de contracdao fortemente continuo em L tendo A como
gerador.
Entao (0,00) C p(A) e

(27) A=A lg= /Ot e MT(t)gdt

Neste momento estamos prontos para enunciar o teorema de Hille-Yosida .

Teorema 8. (Teorema de Hille-Yosida) Um operador linear A em L € o gerador de um semigrupo
de contracao fortemente continuo em L se e somente se:

a) D(A) é denso em L .
b) A é dissipativo. (isto é, para todo A > 0 vale a desigualdade: ||[(AXL — A)f]] > | f])-

¢) Im(A— A) = L para algum X > 0.

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrado em [4, capitulo 1.
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5. O OPERADOR Lw

Neste capitulo vamos obter um gerador de um semigrupo de contracao fortemente continuo a
partir de uma funcao estritamente crescente W. Antes de explorarmos o operador diferencial,
recordemos algumas propriedades de fungoes monotonas.

proposicao 8. Seja f uma fun¢ao mondtona. Entao para cada ponto x do dominio de f existem

0s limites laterais & direita e & esquerda de x, isto €, existem f(x™) = limy_ .+ f(t) e f(z7) =

lim; .- f(t) .

Demonstragao. como f é uma fungdo monotona, o conjunto Vs(x)™ = {f(t) € X|t—z < §}, para um ¢ >
0 qualquer é limitado inferiormente. E como todo conjunto limitado inferiormente possui um in-

fimo, denote por f(z1) = infs-oVs(z") > —oo. Resta agora verificar que f(z") = limy_, .+ f(t) e

para isso fixemos uma sequéncia {t,}, n € N, com t,, — x, vamos mostrar que f(t,) — f(zT). De

fato, como {f(t,)} é€ uma sequéncia monotona, limitada inferiormente ela é convergente e vale que
lim,, o f(t,) = f(21). Analogamente, verifica-se que f(z~) = lim;_,,- f(t) .

O
Exemplo 1. Seja x¢g um nimero real arbitrdrio, e defina a funcao f como seque:
0 para < xo— 1;
flz) = 1—% paraxg—%<x<x0—n+_l;
1 para T = xg.

O ponto xy € um ponto de acumulacao dos pontos de salto {xg—%, n > 1}, porém f € contifinua em xy.

Antes de apresentarmos o proximo exemplo, vamos introduzir a notacao que serd utilizada
através deste trabalho. Seja ¢ um ntmero real qualquer, pomos:

1 ara x > t;
o.(x) = { P

0 caso contrario.

Nos chamamos a funcao d; ponto de massa em t. O proximo exemplo mostra que o conjunto dos
pontos de salto de uma funcao crescente pode ser denso. Na verdade o conjunto dos ntimeros
racionais mostra o que pode ser obtido por qualquer outro conjunto enumeravel.

Exemplo 2. Sejam {a,,n > 1} uma enumeragao do conjunto dos nimeros racionais e {b,,n > 1}
um conjunto de nimeros positivos tais que » - b, < co. Por ezemplo, nds podemos tomar
b, = 27". Considere agora,

(28) f(x) = baba, (2).

Desde que 0 < 0,,(xz) < 1 para todo n e x, a séric em (28) € absolutamente e uniformemente
convergente. Como cada d,,, ¢ crescente, seque que se Ty < Tz, f(xa)— f(x1) =D 0 by[da, (x2) —
da, (1)] = 0. Assim f é crescente. Como nds temos convergéncia uniforme, podemos entdao deduzir

que para cada T
(29) Flat) = f@7) = bulda, (27) — b, (27)):

Porém para cada n, o nimero do colchete acima € 0 ou 1, de acordo com x # a, ou xr = a,. Assim
se x € diferente de todo a,, cada termo do lado direito de (29) se anula; por outro lado, se v = ay,
dizemos entao que um termo, exatamente o que corresponde a n = k, nao anula e ainda produz o
valor de by para toda a série. Isso prova que a funcao f tem saltos em cada ponto racional e em
nenhum outro lugar.
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Para complementarmos sobre as possiveis descontinuidades de uma funcao monétona, iremos
apresentar o seguinte resultado.

proposicao 9. O conjunto de descontinuidades de uma funcdo mondtona € enumerdvel.

Demonstracao. Vamos provar este resultado utilizando um argumento topolégico de uma aplica-
bilidade geral. Utilizando o fato de que as descontinuidades de uma fung¢ao monoétona sao do tipo
salto, para cada ponto de salto x vamos considerar o aberto intervalo I, = (f(z7), f(x™1)). Se z é
um outro ponto de salto e x < z, podemos entao dizer que existe um ponto y tal que z < y < z.
Dai, pela monotonicidade temos f(z) < f(y) < f(z7). Daqui resulta que os dois intervalos I, e I,
sdo disjuntos, embora possam encostar um sobre outro, se f(z) = f(z7). Assim, pode associar-se
com o conjunto de pontos de salto no dominio da funcao f a um determinado conjunto de pares
de intervalos abertos disjuntos. Agora toda a colecao é necessariamente enumeravel, uma vez que
cada intervalo contém um numero racional, de modo que a escolha de intervalos estd um-para-
um em correspondéncia com um determinado subconjunto de niimeros racionais e este ultimo é
enumeravel. Por conseguinte, o conjunto de descontinuidades ¢ também enumeravel, uma vez que
estao em correspondéncia um-para-um com o conjunto de intervalos associados a ele. 0

Retornemos ao proposito inicial de obter o operador diferencial associado a uma funcao W.
Fixemos uma funcao estritamente crescente

W:R—R
continua a direita com limites & esquerda, periédica no sentido de que
W(u+1)—W(u) =W(1) - W(0)

para todo u € R . Para simplificar a notacao vamos assumir que W é nula na origem, ou seja,

W (0) = 0.
Denotemos por T o toro de uma dimensdo identificado pelo intervalo [0,1), (-,-) o produto
interno do espago L*(T) (espago de Hilbert) e por || - || sua norma.

Seja D(f) o conjunto dos pontos de descontinuidades de uma fungao f : T — R. Denote por Cyy, (T)
o conjunto das fungoes cadlag(fungoes continuas a direita com limites a esquerda) f: T — R tais
que D(f) € D(W). Cw(T) esta provido com a norma usual do sup,

[flloc = supserlf(z)|-
Esta definicao faz sentido pelo seguinte lema.
lema 6. Todas as fungoes em Cy (T) sao limitadas.

Demonstracao. De fato, é facil provar que para cada fungdo f € Cy (T) fixada e € > 0, existe
n>lel<z1<zp<z3<---<2z,<1tal que

|f(z) — f(y)| < e paratodo zx < x,y < zky1, 1 <k <n, onde z,,13 = 2.

Para ver este resultado, observe que para cada funcao f fixada em Cy (T) existe o lim,_ .- f(2)
e pelo fato de f ser continua a direita em z temos que existe lim,_,,+ = f(x) e portanto, fixado
e > 0 e um ponto x tal que f seja continua, existe d, tal que para todo z € I, vale

|f(2) = limy_o f(y)] <€
onde I, = (x — 0y, ¢ + 0z).
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Como a funcao f tem descontinuidades enumeraveis segue que apesar de ser tomado apenas os
pontos de continuidade da funcao, ainda assim, temos uma cobertura para o toro. Assim temos,

T=|JL
z€T
Pela compacidade do T temos uma subcobertura finita do toro

n
T=|JL,.
k=1
Dado z,_1 < y1 < y2 < xj, temos dois casos a considerar:

caso 1 Se y1,y2 € Iy,.
Neste caso, vale |f(yi) — lim, ., f(y)] < € i = 1,2 e dai, segue pela desigualdade
triangular que

|f(y1) — f(y2)] < 2e

caso 2 Sey; € I, ,eys € I,,.
Seja z € I,, (1., o ponto z tem existéncia garantida pela conexidade do intervalo
[xr_1, 1], como o ponto z pertence a interse¢ao segue que

[f(yr) = F(2)] < 2€ e [f(y2) — f(2)] < 2e

e dai pela desigualdade triangular temos que

[f(y1) — f(y2)| < 4e

O que conclui o resultado.

(30) |f(x) — f(y)] < eparatodo zx < x,y < zpy1, 1 <k <n.

d
Definamos a derivada generalizada % de uma funcao f como:

df fla+e) - flz)
31 —(x) =
(31) ) = e T Wy
Quando o limite acima existe e é finito. Denotemos por Dy o conjunto das fungdes f € Cy (T)
que %(m) estd bem definida e ¢ diferencidvel, com - (%) pertencendo ao conjunto Cy (T)

Definicao 4. Seja Ly : Dy — Cw/(T) operador linear definido por:

ddf , d (df
‘”—@m7—@c—)

aw
Dada uma funcao continua & direita f e uma funcao continua h temos que,
daf
—(x) = h(x
(@) = ha)

para todo x € T se e somente se

(32) ﬂ@—f@%=[mh@MWw)

para todo a < b. Uma demonstragao deste fato pode ser obtida em [3], Lema 0.9 do apéndice.
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Segue da equagao (32) que a fungao h tem integral nula, ou seja, fT y)dW = 0, pelo fato de
que f(0)—=£(1).
Esta observacao juntamente com a definicao do operador £y f nos diz que o conjunto Dy é o
conjunto de todas as fungoes f pertencentes a Cyy (T) tal que

(33) flz)=a+bW(x)+ / dW (y) /Oyg(z)dz

(0,2]
Para alguma funcao g em Cy (R) e dois numeros reais a e b tal que

(34) /Wdy/ )dz—()/T (2)dz = 0.

Vamos examinar agora alguns casos particulares para a funcao mono6tona W.

1. Se W(x) é suave entao ddlfv (x), onde existe, é o quociente de derivadas V];,(Z;)).
De fato,
d _
A S =@
aw =0 W(z +¢€) — W(x)
flzte)—f(=z)
= lim Wlate) - Wiz)
lim, o Hato)- ()
- lim, g W (z+e)—W (z)
df
_ =
- aw
dx
2. Se a fungdo W tem um salto em xg e existe dW( xo). Entdo %(wo) é 0 quociente entre os

saltos de f e W em x(. E esta afirmacao pode ser justificada da seguinte maneira: como
f e W sao fungoes cadlag(fungoes continuas a direita com limites a esquerda) obtemos a
existéncia dos limites:

lim f(x +€) — f(x) = Salto de f

e—0

lir% Wz +¢€) — W(x) = Salto de W
e—

Agora, utilizando o fato de que o limite do quociente é igual ao quociente dos limites, temos
o seguinte resultado:

59 Y e
2 - T )
=) = S i
3. Se W(x) = z entao temos que
owf= (@) 4

ou seja, Ly f é o laplaciano.
Vamos iniciar as demonstracoes dos resultados apresentados na secao notagoes e resultados.
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lema 1. O operador Ly : Dyw — L*(T) cumpre as sequintes propriedades:

(a) O conjunto Dy € denso em L*(T).
(b) O operador Ly : Dy — L? (T) € simélrico e nao-positivo. Mais precisamente,

dg d
(Ewf g = —/ﬁ%dw

para todo f, g € Dyy.
(¢) Lw satisfaz a desigualdade de Poincaré: Existe uma constante finita Cy tal que

1712 < Co (—Swf, £+ (/f dx)

para toda funcao f € Dy .

Demonstragdo. Uma vez que o conjunto das fungoes continuas é denso em L*(T), provar (a) é
suficiente mostrar que para cada funcao continua f : T — R e € > 0, existe g em Dy de modo que
lf — g|| < e. Fixemos portanto uma fungao continua f : T — R e € > 0. Existe § > 0 de modo
que
[f(y) = fla)] <€
para todo z,y € T desde que
|z —y| <.

Escolha um inteiro n > §~! e considere a funcdo ¢ : T — R definida por

([ +1)/m) = S /m)
Z 1) = (i MG G+ D/} )

seja 1{A} a funcao indicadora do conjunto A. Consideremos G : T — R dada por

G(x) = £(0) + /( 9 ()

Por defini¢do de g, G(j/n) = f(j/n) para 0 < j < n. Desta maneira, por nossa escolha do n e
pela defini¢ao de G, para j/n <z < (j+1)/n,

G(x) — f@)| < |Gla) ~ GGi/m)| + [f(x)— Fi/m)] < 2.

de modo que |G — f|| < 2€ onde || - ||« representa a norma do sup. Observe que

(38) / gdW = 0.
(0,1]

Resta mostrar que a fun¢ao G pode ser aproximada em L?(T) por fungdes no dominio Dyy. Note
que nos éramos livres para escolher o conjunto {0,1/n,...,(n — 1)/n} contanto que a distancia
entre dois pontos consecutivos fosse delimitada por 4. Podemos portanto, assumir, sem perda de
generalidade, que W é continua nestes pontos. Denotemos por {Hy : k > 1} uma sequéncia de
fungoes suaveis Hy, : T — R absolutamente limitada por ||g|| e tal que

lilgn Hi(z) = g(x)

para xn ¢ 7. Pelo teorema da convergéncia dominada, veja em (5)

(39) 1im/\Hk(y)—g(y)}dW(y) = 0.

k—o0 T
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Seja {F} : k > 1} a sequéncia de fungoes Fy, : T — R definidas por
Yy
R = 10+ [ for [ i -
(0,z] 0

= F0) £ W) £ [ Widy) / "H(2) dz
(0,z] 0

onde by = Hi(0) — W (1)~ f( Hy(y)dW (y). Por (38), (39), Fi converge na topologia uniforme
para G. Por outro lado, vimos em (33) que pela nossa escolha de by, F}, pertence a Dy, para cada
k > 1 porque Hj, ¢ continua e pertence a Cy (T). Isto conclui a prova de (a). Para provar (b),
fixemos duas funcoes f, g em Dy e seja

F = df JdW.

F ¢ diferenciavel com derivada em Cy (T). Fixemos € > 0 e denotemos por {z1, ..., 2,} 0 conjunto
finito dado por (30) para alguma funcdo ¢g. Adicionando pontos extras se necessario, Nos podemos
assumir que

max sup |F(y) — F(x)] <e

1<k<n 2, <@, y<zpi1 -

pelo fato de F ser continua. Decompondo a integral sobre T nos intervalos [z, zx11], temos que
dF
ewho) = [ F@o@
= > ) — ) = €| S
k=1

Trocando a ordem do somatoério no tltimo termo, tendo em vista (32), obtemos entao que a soma
anterior ¢ igual a

=S tae) — g} F) = ~ Y F) [ L) awa).
(2o _1,25] AW
k=1 k=1 k—1,%k
Lembre-se que dg/dW é continua e que
|F(x) — F(z)| < e

para zp_1 < x < zx. A soma anterior é assim igual a

- [ F@) FrE@ v + |58 -wo).

Isto demonstra a identidade a partir da qual segue que £y ¢é simétrico e nao-positivo. Para provar
a desigualdade de Poincaré, fixemos uma fungao f em Dy e observe que por (32)

[rwpar - ([ saar) = [ 110 swa) i
- /de( /Tdy /H %(z) dW(z))Q |
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Para concluir a demonstracao temos que

LU o (s L)
< [ ([ )—W(O)]dy>2dx

< (W@ - ())H Hw

onde a segunda desigualdade ¢ por (3.7). Basta considerar agora Cy = W (1) — W(0). O
Recorde que nos denotamos por (-, )12 0 produto interno em Dy, por:

o= 7.0+ (—Cuts) = () + [ A48

Seja Hy(T) o conjunto de todas as fungoes f em L?(T) tal que existe uma sequéncia {f, : n > 1} €
Dw tal que f,, converge para f em L*(T) e f, ¢ de Cauchy para o produto interno (-, D1g- A se-
quéncia {f,} é chamada admissivel para a fungao f. Para f, g em Hj(T), n6s definimos:

<f7 g>1,2 - hm <fnagn>1,2 )
n—00

Antes de demonstrarmos o Lema 2 vamos mostrar que esta defini¢ao esta livre de ambiguidades.

5.1. independéncia da sequéncia admissivel. Vamos mostrar que a definicao do produto in-
terno feita em (4) estd bem definida. De fato, fixado um operador linear, fortemente mono6tono,
B=1- &y :Dyw C L*T) — L*T), o limite

nh—>nolo<fn’ gn>1,2

existe e nao depende das sequéncias escolhidas. Iremos fazer esta demonstracao em trés etapas, a
saber:

Etapa 1. Seja {u,}72, uma sequéncia admissivel para u = 0. Queremos mostrar que
lim ||UnH172 =0
n—o0
como podemos ver, vale a seguinte desigualdade

(40) lunllr2 = llumll12] < flun = umll12

e {ug}2, é de Cauchy com respeito a || - [|12, a sequéncia {||u,||12}72, ¢ de Cauchy. Entao
o limite
A= lim ||Un||172
n—oo

existe. Além disso, observe que

<un’um>1,2 - <ur‘ur>l,2‘ = |<un - ur‘um>l,2 + <ur’um - ur> s

(41) < lun = wrll12llumll12 + lurll1ellum —wllie <€
para todo n, m, r > ng(e). Desde que u, — 0 em L?(T), nos temos que
<un7 um>1,2 = <un7 Bum> — 0
quando n — oo. Fazendo n — oo e n — 0o em r — 0o em (41) para m fixo, nos temos

N <e
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para todo ¢ > 0. Portanto, A = 0.
Etapa 2. Seja u € H(T), veja em (3.8). Escolha uma sequéncia admissivel (u,,) para u. Por (40) ,
(||un|l) é de Cauchy. Defina

[tn[1,2 2= 1im [[un[1,2-
n—oo
Seja v,, outra sequéncia admissivel para u. Queremos mostrar que
ull12 = lim [lon[[12-
n—oo
De fato, desde que a sequéncia (u, — v,) seja admissivel para w = 0, obtemos que
lunlli2 = lvnllie] < ||un — vnlli2 = 0 quando n — oo,
pelo etapa 1.
Etapa 3. Para cada u,, v, € Dy temos a identidade
(Un, Un>1,2 = 4_1<|un + Un”iz — [ty — Un”%z)'
Seja {u,}72, e {v,}32, sequéncias admissiveis para para u,v € Hi((T). Entdo, a sequéncia
{uy, £ v, }32, ¢ admissivel para u + v. Pelo item 2., o limite

(42) (ulv)y 9 := T}LIEQ(un, Un)12

existe e nao depende da escolha das sequéncias admissiveis.
Onde {f,}e{gn} sdo sequéncias admissiveis para f e g, respectivamente.

lema 2. Uma funcao f em L*(T) pertence HY(T) se e somente se existe F' em L%, (T) e uma
constante finita c tal que

/ Fly)dW(y) = 0 efu>:c+/'F@MW@
(0,1] (0,z]

Lebesgue quase certamente. Nds denotamos a W-derivada generalizada F de f por df /dW . Para
f. g em Hy(T),
df dg

<f7g>1,2 = <f7g> + /Ewwdw

Demonstragao. Recorde que o conjunto Hj(T) dotado com o produto interno (-,-);o define um
espago real de Hilbert. Além disso, definimos por L%, (T) o espago de Hilbert gerado pelas fungoes
continuas dotadas com um produto interno (-, -}y definido por:

mmwzéfmmmwwy

A norma associada ao produto escalar (-, )y é denotada por || - || -
Fixemos uma funcao f em Hj(T). Por definigao, existe uma sequéncia {f, : n > 1} pertencente
a Dy que converge para f em L*(T) e que ¢ de Cauchy em HJ(T). Em particular, {df,/dW} &
de Cauchy em L, (T). De fato,
df  df»

I fn = falliz = | fin = full + HW - dWHW
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tem-se que,
[ fim = falli2 <€

para um € > 0 qualquer e todo n suficientemente grande, entao o mesmo ocorre com

df, dfm
v = a v

e portanto,

dfn, dfm
Iy = glw <

para todo n € N, suficientemente grande. E portanto, {df,,/dW} é uma sequéncia de Cauchy em
L%,(T). Como L%, (T) é um espago de Hilbert tem-se que {df,,/dW} converge para uma funcio G
no conjunto L%, (T). Por (34),

df, B
[ G = 5.0 = £,0) =0

fn

g € uma primitiva de f, para todo n > 1 de modo que

/ GdW = 0.
(0,1]

Pois

Seja
g(x) = G(y)dW (y).

(0,2]

Verifica-se facilmente que 1{(z,y|} pertence ao conjunto L?,(T), para todo x, y em T. De fato,

/0 1w (y)
— W(z) - W(0)

W(1) — W(0) = Cy.

/T 1(0, 2] (y)2dW (y)

/A

Agora, se x < y, utilizando o fato anterior, temos que:

df,,
9(y) —g(x) = / Gdw = lim
(2,4] 00 J(zy) AW

dW = nh_)rgo{fn<y) - fn<x)} :

Afirmamos que [ {f.(y) — fu(x)}dx converge para

/T {9(y) — g(z)}da

para todo y in T. De fato, primeiramente , para cada y fixo f,(y) — f.(z) converge para

9(y) — g().
e por ultimo, pela desigualdade de Schwarz, veja em (3.7)

o) = Fu@l} < W) -Wio) [ () aw < o
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para alguma constante finita Cy. Podemos verificar a afirmacao anterior através dos seguintes
calculos:

o) = h@F = ([ Gawy

— ([ ) Gy

< ([ 16wl [ Grorawip
= (W) - W), [ (Graw
< W /Idf"

< C[).

pois { =} pertence a Ljy, (T) e W é uma funcao limitada. Basta aplicar o teorema da convergéncia
domlnada para concluir o lema.

Como {f,,} converge para f em L*(T) e [, f,(x)dx converge para [, f(x)dx segue da desigual-
dade de Schwarz que g pertence ao ConJunto L2(T) De fato,

[owra = [ /(] Gy)dW (y))?

/T ( / 1,0, 2)G(y)dW (y))*dz
/T W (1) — W(0)]|Gllw)?dz
< W) - WG

<

Q0.

IN

pois G pertence a L%, (T), de modo que

/ g(x)dx
T
é finita. Portanto, para todo y em T,
lim f,(y) = hm Il /fn da: + /f(a:) dx
n—oo T
= o) - / a)ds + [ fo)do
T T

Assim { f,,} converge pontualmente para a fun¢io acima. Como {f,} também converge para f em
L*(T), noés deduzimos que f = ¢ + g quase certamente em L?(T) para

c:éf(x)dx—Ag(x)dx

provando a primeira afirmacao do lema. A reciproca é mais simples. Seja

foct /(] Fly) dW ()
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para alguma F' em L3, (T) de tal modo que

/(0 (P () =0

Existe uma sequéncia {g, : n > 1} de fun¢des suaveis convergindo para F' em L3, (T) e de tal modo

que
/ In(y) dW (y) = 0.
0,1]

Considere a sequéncia
Yy
f@) =t [ av@io o+ [ o)
0,z 0

Para cada n > 1, com {f,} em Dy pois ¢/, é continua. A desigualdade de Schwarz, veja em (3.7),
mostra que {f,} converge para f em L*(T). De fato,

/T (fule) — f(2)Pdz = { / e+ /( V) n(0) + / " g(2)dz) — e+ /( ) AW () de)
- / ], {outs) = F@)aw as
- / [ / 10, 2)(1){ga(y) — F(y)}dW () dz

[V @) = WOl - F@)lds
< V(1) = WO)lgn — I

e assim, concluimos que, realmente, {f,} converge para f pois {g,} converge para F' em L?,(T).
Finalmente, {f, : n > 1} ¢ uma sequéncia de Cauchy para o produto interno (-,-);5 pois
{df,,/JdW} = {g,} converge para F em L%, (T). De fato,

N

d d
ol = 1 = e + 102 — T,
como nos sabemos que || f, — fi||z2 converge para 0, e portanto é uma sequéncia de Cauchy. Resta
entdo verificar que || 5 A _ df—mHW é uma sequéncia de Cauchy. Entao calculando

/T (% - jz%) W = /T[gn = gl (y)*dW
< W) =W (O)]lgn — gmllw

e como {g,} é uma sequéncia de Cauchy , temos que

dfn  dfm
I = g v

também é uma sequéncia de Cauchy. Observe que nos apenas provamos que a sequéncia {f, :
n > 1} é admissivel para f. Fixemos agora f, g em H;(T) e recorde que noés denotamos por
df /dW , dg/dW a W-derivada generalizada de f, g, respectivamente. Denotemos por {f, : n > 1},
{gn : m > 1} a sequéncia admissivel construida no paragrafo anterior para f e g, respectivamente.
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Por definicao,

<f7 g>1,2 - nhm <fnagn>1,2
. df, dgn
= lim + [ 2 wl
nioo{<f"’g"> /TdW aw }

Desde que f,, (resp. g,) converge para f (resp. g) em L*(T). E pelo fato de que df,,/dW (resp.
dgn/dW) converge para df /dW (resp. dg/dW) em L?,(T), a expressao anterior ¢ igual a

af d
o+ [ i v

E isto conclui a demonstracao do lema. O

lema 3. Hj(T) C L*(T) ¢ uma imersdo compacta.

Demonstragdo. Considere uma sequéncia {u, : n > 1} limitada em Hj(T). N6s precisamos provar
a existéncia de uma subsequéncia {u,, : k > 1} que converge em L*(T). Como Dy ¢ denso em
H;(T), para cada n > 1, existe v, em Dy, de modo que

||un - Un||1,2 S n_l

Nos podemos portando assumir que u,, pertence ¢ ®y,. Pelo lema anterior,
Un () = cp +/( }Un(y) dW (y)
0,z
para algum U, em L3,(T) de modo que

Aum@mwwza

Além disso,
[Unllw < |lunlliz.

A sequéncia {U,} é portanto limitada em L% (T). Também, pela desigualdade de Schwarz, a
sequéncia [, 2 Un(y)dW (y) ¢ limitada em L*(T). De fato,

| Umwwwwz|/tm (v)dVV ()
(0,2]
< 110,21 11U )]
< W) - WOTLW)]
< C().

Como
Cn = Up(T) — U, (y)dW
(z) /(0@] (y) (y)

e como as duas sequéncias de funcoes do lado direito sao limitadas em L?(T), a sequéncia de
ntmeros reais {c,} também ¢ limitada. Como {U,} é limitada em L%, (T) e {c,} é limitada em
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R, entdo existe uma subsequéncia {n;} tal que ¢,, converge e U, converge fracamente em L3, (T)
para um limite que denotamos por U. Como as constantes pertencem a L#,(T),

/ Uly) dW(y) =lim [ = Uy, (y) dW(y) = 0.
(0,1] (0,1]

Além disso, para todo x em T, tem-se que 1{(0,z]|} pertence a L?,(T). E, portanto, vale o
resultado. E assim,

lim u,, (z) = lim {an, + /(M] Unk(y)dW(y)}

k—o00 k—o0

= ¢+ /(M U(y)dW (y) ,

se ¢ destaca como o limite da sequéncia c,,. Assim, a sequéncia u,, converge pontualmente para
u(zr) =c+ U(y)dW (y).
(0,2]
Uma vez que, por schwartz u,, (z)? é limitada por
2¢;, +2[W(1) = W(O)] [ Un, |5y

conforme a proposicao (8). Pelo teorema da convergéncia dominada em (5), u,, converge para u
em L*(T). Note que u pertence a Hi(T). De fato, pois u se escreve como

u() = c+ /( Uty

e daf pelo lema (2), u pertence a H, (T). O
Recorde que Dy, é o conjunto das fungoes f em Hj(T) tal que existe u em L?(T) tal que
df dg
pum —_— d pum
(f:9he = (f,.9) + / o aw W = (wg)

para todo g em Hy(T). Pelo lema 2 (b), Dy C Dw e, por definicao, Dy C Hy(T). A funcao
u estd unicamente determindada pois, pelo lema (2) (a), Hi(T) D D ¢ denso em L*(T). Pela
defini¢ao de H;(T) ¢ por (4), é suficiente checar (5) para fungoes g em Dy .

lema 4. O dominio Dy, é constituido por todas as funcoes f pertencentes L*(T) tais que
y
f@) = a + W) + [ Widy) / i(2) dz
(0,2] 0

para alguma funcao § pertencente L2(T) tal que
1 y
/ f(z)dz = 0, W(dy){b+/ f(z)dz} =0.
0 (0,1] 0

Além disso, neste caso,
df dg B
—/Wwdw = (1.9

para todo g pertencente Hy(T).
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Demonstragdo. Vamos primeiramente demonstrar que qualquer fungdo f em L?*(T) com a pro-
priedade citada nas afirmacoes do lema pertence a Dy . Fixe essa funcao e vamos considerar uma
sequéncia {f, : n > 1} de fung¢oes suaveis f, : T — R que converge para f em L*(T) e tal que

/Ulfn(z)dz:O

hie) = a+ [ wnfo, + [Thea),

(0,2]

Seja

Onde b, é escolhido de modo que

W (dy){b, + /Oy fn(2)dz} =0

(0,1]

Por (33) temos que f, pertence a Dy para cada n > 1. Quando n T oo, b, converge para b. De
fato, como b,, é escolhido de modo que

W (dy){b, + /Oy fo(2)dz} =0

(0,1]

bW (1) — W (0)] +/01 /ymz) dz — 0

e como f,(z) converge para f(z) segue que fo 1 Jy fn(2) dz converge para fo 1 JJ§(z) dz e dai, b,
converge para b. Vamos agora verificar que fn converge para f. De fato,

[ ) = 2 e -
- /?1‘ (a i (0,2] W(dy){b” + /Oy fa(2) dZ} |—[a + bW(z) + o W (dy) /Oy f(2) dz]>2dac

- [ BRIy N f(z)dy]}>2d:v
< [ by / 2w ) [ o) = e dslyds

e dai, organizando a primeira parcela, chegamos ao segumte resultado

/ 2| b= W)Yo < 20 (1) = WO 1

e entao nos temos que

e portanto temos uma sequéncia de Cauchy. Ja na segunda parcela, utilizando a desigualdade de
Schwartz, vem

/ﬁ{ W(dy) / f(2) — () do]y2dr = /T{ Wi / fu(2) — () de)}2de
< W) — WO)[Fa2) — ()%

e como {f,} converge para f em L?(T). Resta agora verificar que {f,} ¢ de Cauchy para a norma
| - [l12 - De fato, como
df.  dfa

| fn = fulliz = [|fin — fullzz + | T dWHW
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e {f.} converge para f em L?(T) resta apenas verificar que

(L
aw — aw "
¢ uma sequéncia de Cauchy. E assim, temos

[ G = Graw = [t [ ulort = o+ [ fa@E V)
< o= nPwin + [ 20 [ )~ Wi

e dai como {b,} é uma sequéncia de Cauchy e {f,} converge para f obtemos que
|G
aw — aw "

é uma sequéncia de Cauchy e consequentemente concluimos que {f,,} é uma sequéncia de Cauchy.
Assim f pertence a Hy(T) e {f,} é uma sequéncia admissivel para f. Dada uma fun¢io g em Dyy .
Afirmamos que

<fag>1,2 = <f7g> - <f7g>

De fato ,como g pertence a Dy, por (4),
<f7 g>1,2 = hTILn<fn7 g>1,2

porque a sequéncia {g, : n > 1} constante igual a g ¢ admissivel para g. Por defini¢do o produto
interno (-, )12 e desde que

’San = fn
entao vale a igualdade

<fn7g>1,2 = <fn7g> + <_£meg> = <fnag> + <_fmg>

Como f, e f, converge em L*(T) para f e f, respectivamente, isto prova a afirmagoes feita . Em
particular, (5) mantém com

w=f-j
e assim provamos que f pertence a Dy e ¢ a identidade afirmada. Reciprocamente, suponha que

f pertence a Dy, e satisfaz (5) para alguma func¢do u em L*(T). Assim, existe v (igual a f — u)
em L*(T) de modo que

df dg _
(13) - [ = ()

para todo g em Dy . Fazendo g = 1 nesta equacao nds obtemos o seguinte resultado

! B ! B B df di B df B
/0 U(x)d:z:—/o v(x).ldx-(v,l)——/WWdW——/WOdW—O

Como f pertence a H)(T), pelo lema 2,
fw =t [ FGAVE)
0,z
para alguma funcao F em L%, (T) de modo que

LLHF@mwnozu
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Para provar o lema nos precisamos mostrar que
y
Fly) = b + / f(z)dz
0
para cada constante finita b e alguma fungao § em L?(T) de modo que

/Ulf(z)dz:o.

Fixemos uma fungao g em Dy de modo que
o) = o+ [ cwave
0,z
Para alguma funcao continua G : T — R de tal modo que

/0 Gy) dW (y) = 0.

Uma vez que a integral de v (resp. G) com respeito a medida de lebesgue(resp. A medida dW) se
anula, trocando a ordem de integragao, n6s obtemos que

/01 v(z) g(x)dx /01 v(x) [a + /(Ow} G(y)dW(y)] dx
= a/olv(ac)das + /Olv(a:) [/(o,z} G(y)dW(y)} dx

= 0+ /Olv(:z:) [/01 G(y).l(oyx](y)dW(y)] dx

_ /01 G(y) [/Olv(x).l(o,m](y)dx] dW (y)

- - /(OVI]G(y) [ /O 1v(x)1(07y](z) dx} AW (y) + /m G(y) ( /0 lv(ac) dzv)ch(y)

_ _/(071] Gly) /Oyv(x)dx AW (y) + 0

- (OJ]G(y) (/Oyv(x)div) dW (y)

onde a passagem da quarta para a quinta igualdade se justifica pelo fato de que

Loa(y) = —Loy(x) +1
para todo x,y € (0, 1]. Portanto, tendo em vista (43),

Yy
| ow [v@arave) = [ G Fmave)
(0,1] 0 (0,1]
para alguma fungao g em Dy . A prova do lema 1 (a) mostra que o conjunto
{dg/dW : g € Dw}

é denso em

13,0 = {H € L3(T) - /HdW — o).
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Em particular,
Yy
F(y) = c+/ v(x)dz
0

para alguma constante finita c. E assim concluimos a demonstragao do lema. 0

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1

Finalmente, estamos com a ferramentas preparadas para demonstrar o teorema (1). Lembre-se
que denotamos por I a identidade em L*(T). Pelo Lema (1), o operador simétrico (I — £y) :
Dy — L?*(T), é fortemente mondtono. De fato, (I — Lw)f, f) = {f, f) + {If,—Lw f) > (f, f)
onde a ultima desigualdade se estabebelece pelo fato de (f, —£w f) > 0 e portanto vale:

para toda f em Dy. Denotemos por A; : Dy — L*(T) a sua extensao Friedrichs, definida como

.A1f =Uu
onde u ¢ a fungao em L?(T) dada por (5). Pelo teorema (6) A; é bijetivo e auto-adjunto e

para todo f em Dy,. Note-se que a extensao de Friedrichs de um operador fortemente mono6tono
()\]I— Qw), A>0, ¢

Ayv= A= DI+ A, : Dy — L*(T).
Definimos Ly : Dy — L*(T) por Ly =1 — A;. Tendo em vista (5), L f = u se e somente se

df dg B
_/WW‘W = (u,9)

para todo g em Hi(T). Em particular, pelo lema 3 (b) Ly f = £y f para todo f em Dy,. Além
disso, se uma fungao f em Dy estd representada como no lema 3, Ly f = f. Esta identidade
juntamente com a identificacao do espaco Dy, fornece a defini¢ao alternativa do operador Ly
apresentado pouco antes da declaracao do Teorema (1) e que pode ser visto em (3).

Demonstragao do Teorema 1. Decorre do lema 1 (a) que o dominio Dy ¢ denso em L?(T) porque
Dw C Dy, isto prova (a). Pela defini¢do,

]I—/;W :Al : Dw —>L2(T)
que foi mostrado para ser bijetivo. E dai segue a prova de (b). A propriedade de ser auto-adjunto

do operador Ly : Dy — L*(T) resulta da defini¢do de A; e da definicao de Ly como T — Aj.
Além disso, segue de (44) que obtemos

para todo f em Dy,. Para provar (d), fixemos uma fun¢édo g em Dy, A > 0 e seja

f=QAI-Lw)g.
Tomando o produto escalar com respeito a g em ambos os lados desta equacao, obtém-se que

/\<g7g> + <_£Wg7g> = <g7f> S <gvg>l/2<f7f>l/2'
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Como (—Lwg,g) > 0, podemos escrever:
Mg, 9) < g, "> (£, ).

1/2

E dai, dividindo a desigualdade por (g, ¢)'/*, obtemos:

Mo, )% < (f. )2
Agora substituindo f por sua expressao em funcao de g, temos:

[Agll < [Lf[l = [[(AL = Lw)gl]-
Nos ja vimos que o operador
(I— Lw) : Dw — L*(T)
é simétrico e fortemente mondtono.
Pelo lema (3), a imersao
H,(T) C L*(T)
é compacta. Portanto, pelo teorema (7), a extensdo de Friedrichs de (I — £y ), foi denotada por
Ay @ Dy — L*(T), satisfaz as afirmagoes (e) e (f) com 1 < A} < Xy < -+, A\, T co. Em
particular, operador —Ly, = A; — I tem as mesmas propriedades com 0 < \; < Ay < -+,
An T oo. De fato, se Au = (I — Ly )(u) = D (u) logo temos que v — Ly (u) = Au e dai vem:
—Lw(u) = —u+ A u = (A—1)u, isto mostra que (A — 1) é um autovalor de —Ly . E dai, utilizando
o fato de que
I<A <A<
sao autovalores de I — Ly, , nés obtemos que —Ly, tem as mesmas propriedades com 0 < A\ <
Ay < -0 A, T oo A, 100, e entdo, (e) e (f) estdo em vigor. Segue também do Teorema(7) que f,
pertence a Hj(T) para todo n. O

Consideracoes Finais

Agora estamos prontos para fazer os ultimos comentarios. Ressaltamos que o Teorema 1 é a
ferramenta que nos da condic¢oes para podermos utilizar o teorema de Hille-Yosida e assim obter um
semigrupo de contracao fortemente continuo. De posse de um semigrupo com estas caracteristicas
utilizamos a funcao de transicao associada ao semigrupo e entao obtermos um processo de Markov.

O processo de Markov obtido a partir do gerador Ly modela difusdo de particulas em um
ambiente com presenca de membranas. Tais membranas sao originadas das descontinuidades da
fungao W, veja por exemplo, [19, 20].

Um exemplo simples e interessante ¢ quando consideramos a funcdo W(x) = z. Neste caso
nao temos descontinuidades e consequentemente a difusao é em um ambiente sem membranas.
Em particular, o operador Ly neste caso é o laplaciano A é o processo de Markov associado é
o conhecido movimento Browniano. Assim, a classe de geradores obtidos no Teorema 1 sdao, em
particular, generalizacoes do movimento Browniano.
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