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RESUMO

MODELAGEM DIRETA DE INTEGRAIS DE DOMINIO USANDO FUNCOES DE
BASE RADIAL NO CONTEXTO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A pesquisa envolvida na presente dissertacao se baseou no uso de funcdes de base
radial para gerar uma nova formulacao integral, que interpola diretamente o termo
ndo homogéneo da equacdo diferencial de governo, no contexto do Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Emprega-se o uso de fung¢des primitivas das funcdes
de interpolacdo originais no nucleo da integral de dominio, permitindo a
transformacdo desta dltima numa integral de contorno, evitando assim a
discretizacdo do dominio por meio de células, semelhante ao realizado na Dupla
Reciprocidade.

Para melhor avaliacdo das potencialidades da formulacdo, os testes numeéricos
apresentados abordaram apenas a solucéo de problemas governados pela Equacéo
de Poisson. Os problemas escolhidos dentro desta categoria possuem solucéo
analitica, o que permitiu aferir com mais rigor a precisdo dos resultados. Para melhor
balizamento da eficiéncia da formulagdo proposta, todos os problemas abordados
também foram resolvidos pela formulagdo com Dupla Reciprocidade. O custo
computacional dispendido para cada uma dessas formulacbes também foi
comparado. Para ambas as formulacbes também foram testados esquemas de
ajuste da interpolacéo realizada, visando avaliar seus efeitos na precisdao dos
resultados e também propositando obter economia computacional em futuras

aplicacdoes em simula¢cdes na area de propagacoes de ondas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Fung¢des de Base Radial,
Equacé&o de Poisson



ABSTRACT

DIRECT MODELING OF THE DOMAIN INTEGRALS USING RADIAL BASIS
FUNCTIONS IN THE CONTEXT OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

This research was based on the use of radial basis functions to generate a new
integral formulation that interpolates directly the domain action, related to the
inhomogeneous term of the governing differential equation, using the Boundary
Element Method (BEM). The use of primitive functions of the original interpolation
functions in the kernel of the inhomogeneous integral is proposed, allowing its
transformation into a boundary integral, thus avoiding the domain discretization
through cells, similar to that conducted in the Dual Reciprocity.

To better evaluation of the capability of the proposed formulation, the numerical tests
presented only solved problems governed by the Poisson Equation. Test problems
chosen have known analytical solution, which allowed a better evaluation of the
numerical accuracy. To better check the efficiency of the proposed formulation, all
the problems were also solved by the Dual Reciprocity Boundary Element
Formulation. The computational cost expended for each of these formulations was
also compared. Fitting interpolation schemes for both formulations were also tested
in order to evaluate their effects on the accuracy of the results and also looking for

economy in future computational applications related to wave propagation problems.

Keywords: Boundary Elements Method, Radial Basis Functions, Poisson Equation
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1 INTRODUCAO

1.1 COMENTARIOS PRELIMINARES

O uso de funcdes de base radial como ferramenta auxiliar em técnicas de
aproximacdo numérica é uma das abordagens cujo uso mais se desenvolveu nos
altimos anos. Atualmente podem ser encontradas frequentes citacfes de tais
funcbes na literatura de modernas teorias dos métodos aproximados, sendo
particularmente recomendados quando a tarefa de aproximacao de resultados exige
trabalhar com dados esparsos e multidimensionais (Buhmann, 2003; Fasshauer,
2007).

As aplicagOes das funcdes radiais atualmente sdo muito variadas. O tratamento de
imagens € um dos mais importantes. O processo de interpolacdo torna-se um
ferramental importante para preservar o espectro do mapeamento obtido com base
em informagdes colhidas de modo exato em certos pontos, como em exames de
raios X do esqueleto humano. O mesmo ocorre no esquadrinhamento de costas
maritimas por sonar. A modelagem do comportamento das redes neurais também se
inclui entre os campos onde as fun¢des radiais foram introduzidas com relativo éxito,
gragas a sua multifuncionalidade e, em certas circunstancias, por sua suavidade
(Loeffler et al, 2008).

JA o Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma técnica numérica
relativamente recente, mas de grande eficiéncia que vem conquistando um interesse
cada vez maior no meio académico e industrial. Isso se deve, entre outras razdes,
por sua superioridade e efetividade no trato de problemas com fronteiras moveis,
concentragéo de tensdes, fratura, contatos e meios infinitos e semi-infinitos, que séo
problemas em que os métodos de dominio ndo sdo versateis nem simples de serem

empregados (Brebbia e Dominguez, 1992).

Entretanto, por ser uma técnica de contorno, 0 MEC n&o é muito versatil na solugéo
de problemas ndo homogéneos, no tratamento de corpos esbeltos e na analise de
problemas nos quais existam acdes atuando no interior do dominio, como no caso
de fontes, sorvedouros e acdes de inércia (Brebbia e Dominguez, 1992). Essas

deficiéncias tém sido superadas a partir de novas formulacdes, técnicas e
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estratégias geradas no contexto de pesquisas empreendidas com o MEC (por
exemplo, o uso de sub-regides para resolver problemas esbeltos e a dupla
reciprocidade para modela problemas com ac¢des de dominio), pois, como ocorre
com toda técnica numérica moderna, € suscetivel a eventuais mudancas,

atualizacdes e aprimoramentos.

Uma importante técnica para o auxilio na simulagédo de problemas ndo homogéneos
€ a Formulacéo da Dupla Reciprocidade, técnica desenvolvida por Nardini e Brebbia
(1982) que é, atualmente, uma das mais importantes formulacées do Método dos
Elementos de Contorno. Criada com o propdsito de gerar uma alternativa mais
acessivel e competitiva para resolver os problemas de autovalor e resposta
dindmica, sua metodologia foi generalizada e aplicada com éxito a outros casos,
entre os quais se destaca a representacdo de agbes de dominio (Partridge et al,
1992).

A Dupla Reciprocidade aproxima as a¢des de dominio por meio de um procedimento
de interpolacdo a partir de valores tomados em pontos base, que sé&o
convenientemente escolhidos em coincidéncia com os pontos nodais de contorno.
Usualmente sao escolhidas fungcdes com base radial para a interpolagdo, mas o
ponto capital da Dupla Reciprocidade consiste da eleicdo de uma funcéo primitiva,
tal que a interpolacéo seja expressa em termos de um Laplaciano. Isso permite que
sejam realizadas integracdes por partes e aplicacdo do Teorema da Divergéncia,
resultando na transformacéo da integral de dominio em integrais de contorno e uma
funcdo de ponto. Porém, desse modo a distribuicAo do termo fonte no interior do
dominio pode nédo ser aproximada com boa precisao (Loeffler e Cruz, 2012).

1.2 OBJETIVO

O objetivo dessa dissertacdo € apresentar uma formulacao alternativa a técnica de
Dupla Reciprocidade do Método dos Elementos de Contorno, com o propdsito de
resolver de modo mais preciso e computacionalmente mais econémico os problemas
de campo escalar. Com vistas a alcancar este objetivo, principia-se o0
desenvolvimento da teoria e avaliacdo de resultados iniciais junto aos problemas

governados pela Equacgao de Poisson.
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1.3 METODOLOGIA

Tanto o método proposto quanto a Dupla Reciprocidade utilizam fun¢des de base
radial plena para a interpolacédo de cargas de dominio atuantes no corpo simulado.
Todavia, as interpolacdes podem incluir o esquema de acréscimo de func¢des globais
na interpolacdo com funcgdes radias, desenvolvido por Goldberg e Chen (1994), e
testados em diversos trabalhos como forma efetiva de se aprimorar a precisdo de
resultados em certas distribuicGes especiais das acbes de dominio, conforme
testado por Cruz (2009) e outros autores como Partrigde e Wrobel (2007) e Bueno
(2008).

Entre as numerosas fungbes de base radial disponiveis para a interpolacdo (vide
Buhmann, 2003), nesta dissertacdo sdo usadas funcdes de base radial simples e
radial cubica, pelos bons resultados que apresentaram em trabalhos anteriores
(Loeffler et al, 2008; Cruz, 2009).

Nas técnicas propostas a abordagem inicial € semelhante a Dupla Reciprocidade,
mas nao serao feitas integracdes por partes a partir das funcdes primitivas da funcao
de interpolacao, evitando a necessidade da construcdo de matrizes auxiliares. Essa
abordagem permite inclusive a avaliacdo do desempenho da Dupla Reciprocidade,
pois a geracao dessas matrizes pode estar influenciando negativamente a precisao

desse Ultimo método.

A eficiéncia numeérica das versdes com ou sem ajuste da formulacdo alternativa
proposta é testada em problemas estaticos que consistem de barras engastadas de
secdo constante e de secao variavel, ambas sujeitas a esfor¢cos devido a acdo de
dominio constante e variavel; e ainda de um problema no qual uma barra prismatica

€ submetida a um momento torgor.

E esperado que a formulagdo alternativa seja capaz de retornar resultados
numeéricos mais precisos que os da Dupla Reciprocidade para os casos simulados,
além de que o tempo computacional para o processamento nao seja superior ao da

Dupla Reciprocidade.
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1.4 DESENVOLVIMENTO

A presente dissertacdo estd estruturada em seis capitulos e em cinco apéndices,
que sao detalhados nos paragrafos seguintes.

Neste primeiro capitulo € apresentada a motivacao inicial para o desenvolvimento da
pesquisa aqui discutida, bem como o0s objetivos e resultados esperados nas
simulagoes e a descri¢ao do desenvolvimento da dissertacao.

No segundo e terceiro capitulo sdo mostradas uma revisdo bibliografica abordando
temas como interpolacées com funcdes de base radial, 0 Método dos Elementos de
Contorno e a Formulagéo da Dupla Reciprocidade.

O quarto capitulo apresenta a descricdo detalhada e a fundamentagdo matematica
dos meétodos alternativos propostos, assim como a metodologia de anélise e
comparacao dos resultados obtidos nos testes numeéricos.

Ja no quinto capitulo sdo mostrados todos os resultados numéricos colhidos nas
simulagbes. Esse capitulo ainda apresenta todos os parametros de entrada
adotados nos testes e também breves discussdes sobre os resultados obtidos.

No sexto capitulo é realizada uma discusséao final de todos os resultados obtidos, em
que é realizada uma verificacdo dos resultados sob a o6tica dos objetivos propostos.
Ainda nesse capitulo sdo apresentadas sugestdes para futuras pesquisas.

Por fim, nos apéndices estdo reunidas as dedugfes das respostas analiticas dos
problemas testados, além das malhas usadas em cada simulacéo e de testes extras

da Formulacéo da Dupla Reciprocidade.
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2 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

2.1 DISCUSSOES PRELIMINARES

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) € uma ferramenta de simulacéo
numerica muito vantajosa e eficiente. Numerosas simulacdes ja ratificaram o alcance
do método e sua supremacia em diversas classes de problemas. Como ja citado na
introducdo, o MEC possui uma superioridade sobre os métodos de dominio no trato
de problemas com fronteiras moveis, concentracdes de tensao, fratura, contato entre
superficies, meios infinitos e semi-infinitos e casos axissimeétricos.

Uma das principais caracteristicas do MEC ¢é a reducéo das dimensdes geométricas
do problema em uma unidade. Dessa forma, um problema tridimensional pode ser
representado por superficies, enquanto um problema bidimensional pode ser
representado por curvas.

Devido aos avangos da Engenharia, cada vez mais se requer um nivel mais elevado
de exigéncias relacionadas a precisdo e alcance dos métodos numéricos. Isso
implica naturalmente na pesquisa de novos modelos, com base matematica mais
segura e aumento da capacidade computacional sem proporcional ampliagdo do
custo computacional envolvido, assim, muitas técnicas numéricas tradicionais tem
sido objeto de aprimoramentos de modo a obter ainda melhor desempenho. Por
exemplo, em alguns métodos numéricos tem sido introduzido um sistema iterativo de
solucdo, a fim de melhorar a precisdo numérica. Outros, como o0 meétodo dos
Elementos Finitos, tém abdicado do seu tradicional esquema de conectividade entre
elementos a fim de ampliar sua eficiéncia no trato de problemas que requerem
adaptatividade e remalhamento.

Seguindo essa tendéncia, é aqui apresentada uma formulacéo alternativa do MEC
voltada a abordagem mais eficiente de problemas com acbes de dominio. Na
realidade, o objetivo final € a concepcdo de uma formulagdo mais econémica na
modelagem de problemas dindmicos. Entretanto, a solucdo eficiente de problemas
governados pela Equacdo de Poisson € etapa necessaria e eficiente para afericdo
das potencialidades de uma formulacdo que se proponha a resolver os casos

dependentes do tempo.
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2.2 EQUACIONAMENTO BASICO DO METODO

Para qualquer problema ser passivel de resolucdo, ele deve ser matematicamente
bem caracterizado. Em um problema modelado com o auxilio do MEC, a boa
caracterizacdo ocorre quando pelo menos uma das condicbes em suas fronteiras
sao conhecidas.

Essas condi¢cdes, chamadas de condi¢cdes de contorno, podem se apresentar
basicamente de trés modos: as condi¢cbes essenciais ou de Dirichlet (Qque envolvem
a variavel basica do problema ou potencial; exemplo: temperatura); condi¢cdes
naturais ou de Neumann (derivada normal da variavel basica; exemplo: fluxo térmico
quando a temperatura € o potencial); e condicdes mistas, de terceiro tipo ou de
Robin, conforme acontece nos problemas térmicos em que € prescrita uma condi¢ao
de adveccao.

A simbologia adotada para distinguir as condi¢cdes de contorno essenciais e naturais
€ mostrada na Figura 2.1, a qual se apresenta um dominio bidimensional qualquer
Q. As partes do contorno em que as condicbes de contorno essenciais Sao
prescritas possuem como simbologia Mu, enquanto as partes do contorno em que

sao estabelecidas condi¢des naturais possuem como simbologia Q.

lu
X

Figura 2.1 - Dominio bidimensional Q delimitado por um contorno y+/.

Neste texto, o dominio Q mostrado na Figura 2.1 pode representar um corpo, um
sistema ou um volume de controle referente a um problema de campo escalar que
possua como equacao diferencial modeladora a equagéo ( 2.1 ), que € denominada

Equacéo de Poisson:



21

0°u 0% _ _
o oy - PV ETRX) (2.1)

Pode-se demonstrar que muitos problemas, de diferentes areas da Fisica
Matematica, se enquadram neste modelo desde que uma série de hipbteses
simplificadoras sejam impostas. Em todas estas categorias, entretanto, a condigcéo
de estacionariedade e a interpretacao do termo p(X) como uma fonte, sorvedouro ou
acao de corpo ou de dominio pode ser considerada.

Na equacdo ( 2.1 ) a Equacdo de Poisson esta em sua forma diferencial. Para
estabelecer o Método dos Elementos de Contorno (MEC), € preciso inicialmente
escrevé-la em uma forma integral, que inicialmente é chamada Forma Integral Forte.
O objetivo é transforma-la na chamada Forma Integral Inversa, e dai estabelecer
condicbes em que o modelo dependa apenas das condicdes de contorno para sua
solugéo.

Essa transformacéo sera auxiliada por uma metodologia de integracdo por partes e
aplicacao do Teorema da Divergéncia, na forma integral da equacéo ( 2.1 ). Também
serdo utilizados funcdes auxiliares especiais, chamadas de solucbes fundamentais,

cujo detalhamento se dara mais a frente.

2.3 OBTENCAO DA FORMA INTEGRAL INVERSA

Por conveniéncia, para o inicio do desenvolvimento da equacéo ( 2.1 ) nos termos

do MEC, ela passara a ser escrita em termos da notacao indicial simplificada:

u;=-p (2.2)

A equacdo ( 2.2 ) serd multiplicada por uma funcgéo auxiliar u*(¢;X), conhecida como
solucédo fundamental. A funcédo é assim chamada pois € a solucdo analitica de um
problema correlato ao exposto pela equacgéo ( 2.2 ), mas cujo dominio é infinito e o
termo de dominio consiste de uma fonte unitéria, expressa por um Delta de Dirac. A
expressdo da funcao auxiliar u*(¢;X), bem como sua derivada normal g*(¢;X), séo

mostradas a sequir:
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g 27T 0n (2.4)

Ressalta-se que r significa a distancia euclidiana entre os pontos chamados fonte ¢ e
0 ponto campo X, pontos arbitrarios, em principio. Realizando a multiplicacdo da
Equacéo de Poisson pela solucéo fundamental, e também realizando a integracao
no dominio tem-se a forma integral forte associada a equacao diferencial para o

problema de Poisson:

Iu,iiuDdQ =I— pudQ (2.5)
Q Q

Pode-se adiantar que a escolha da solugéo fundamental como funcdo auxiliar nao

apenas atende a critérios matematicos pertinentes a Teoria das Equacdes Integrais

(que exige em toda formulagéo integral um ndcleo composto de uma funcéo base e

outra auxiliar - Hildebrand, 1962), como futuramente propiciard& um melhor

desempenho em termos de precisdo numérica, pois € uma funcdo assemelhada ou

correlata ao problema que se deseja resolver.

Nesse topico sera apenas abordada a resolucdo do termo esquerdo presente na

equacdo ( 2.5 ). O termo ndo homogéneo da equacdo (acdo de dominio) sera

resolvido com as formula¢des apresentadas nos tépicos 3.5, 4.2, 4.3 e 4.4.

Iniciando o desenvolvimento do termo esquerdo da equacédo ( 2.5 ) utilizando a

integracao por partes, € obtido:

j(u,iuﬂ),idcz—iu,iu,imdﬂ=—i pudQ (2.6)

Q

Aplicando o Teorema da Divergéncia na primeira integral de dominio do lado
esquerdo:
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!u,iniumdr—iu,inPdQ:‘i pu“dQ (2.7)

Utilizando novamente a integracdo por partes na integral de dominio restante no

termo esquerdo da equagao ( 2.7 ):

Iu,i n, u’dr —(j}(uu,?),i do +§j2uu,ﬁ dQ = _l pu“dQ (2.8)

Aplicando o Teorema da Divergéncia na primeira integral de dominio no lado

esquerdo:
ju,iniuDdF—juu,?nidl'+juu,i?d§2=—j pudQ (2.9)
r r Q Q

A (ltima integral de dominio do lado esquerdo € resolvida utilizando uma
propriedade especial da integracdo com a solugcéo fundamental.
Sendo:
u, = -A(&; X) (2.10)

Onde:

» ¢ é o ponto onde a funcao Delta de Dirac esta sendo aplicada e;

e X sdo as coordenadas de um ponto qualquer.
Entdo pode-se utilizar a seguinte propriedade da funcéo Delta de Dirac, desde que X
€ Q.

J f(x)ale x)da = £(¢) (2.11)

Q

Aplicando essa propriedade na equacéo ( 2.9 ), tem-se a forma inversa do termo
esquerdo da Equacédo de Poisson, em funcdo de valores de contorno (Brebbia e
Walker, 1980):

[ au“(& X )dr - Jug” (& x)dr - C(&)u(é) = -[ pu”(&; X )d (2.12)

r r Q
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O termo C € uma constante que depende da localizacdo do ponto ¢ em relacédo ao
dominio Q (Brebbia, 1978).

Para os casos onde o ponto ¢ estd localizado totalmente dentro do dominio Q, seu
valor numérico é de 1 e, quando esta localizado totalmente fora do dominio, seu
valor é nulo.

Ja quando o ponto ¢ esta localizado sobre o contorno, procedimentos matematicos
elaborados detalham o calculo deste coeficiente. Quando o mesmo € suave, C
possui o valor numérico de %. Nos casos onde o0 contorno possui angulos

acentuados, a constante C possui valor de acordo com a seguinte igualdade:

c(é)=+ (2.13)
Onde:

* B é o angulo entre duas normais adjacentes ao ponto anguloso, no contorno
nao suave.

2.4 DISCRETIZACAO DO CONTORNO

O passo seguinte a obtencdo da forma inversa é a discretizacdo, para que o
problema possa ser calculado numericamente. Discretizar significa encontrar um
namero finito de pontos que seja capaz de representar os infinitos pontos do dominio
continuo. No ambito das equacdes integrais isto € feito com o auxilio das fungfes de
interpolacdo, que expressam aproximadamente o comportamento das variaveis do
problema entre os pontos eleitos para representar os demais, que sao chamados de
pontos nodais. A Figura 2.2 mostra um exemplo de discretizacdo com elementos
lineares aplicada sobre o contorno.
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22 7 2 X

Figura 2.2 - Contorno discretizado.

Naturalmente, existe toda uma base matematica que justifica a substituicdo do
continuo por um namero discreto de pontos ou elementos e, mesmo assim, garantir
gue os resultados representem de forma aproximada o problema modelado
matematicamente (Brebbia, 1978). O refinamento da malha de pontos discretos deve
garantir que a solucdo aproximada convirja para os valores dados pela solucéo
analitica, quando esta for disponivel, ou para valores que efetivamente representem
a solugéo do problema.

Ainda que nédo se deseje estender a discussao dessa tematica, cabe observar que a
forma integral inversa, dada pela equacdo ( 2.12 ), eximiu a variavel basica do
problema de derivadas espaciais que passam a ser exigidas da funcao auxiliar, a
solugdo fundamental. Estes aspectos garantem, juntamente com outros, o bom
desempenho numérico do MEC.

Para gerar um sistema matricial a ser resolvido, o ponto € é posicionado em cada um
dos pontos nodais funcionais originados na discretizacdo (que sao, por exemplo, os
15 pontos numerados da Figura 2.2). Em seguida é feita uma varredura entre todos
0s pontos considerados, realizando um chaveamento entre todos os pontos base
com eles mesmos, gerando um sistema linear com dimensdes N x N.

A Figura 2.3 representa, esquematicamente, a varredura citada em um contorno com
seis pontos fonte. Ali € representado a varredura do ponto 1 em relagédo a todos os

outros, inclusive a ele mesmo.
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Figura 2.3 - Varredura do contorno.

A equacéao ( 2.12 ) pode ser escrita na forma discretizada apresentada abaixo:
N N
> Q¥ [guE x)dr, -> Uk [pa’(& X)dr, ~clélee)= -[ puE x)dQ  (2.14)
k=1 My k=1 M Q

Onde:

« N é o nimero de ndés funcionais no contorno.

Ainda resta o tratamento matemético do termo ndo homogéneo da Equacdo de
Poisson, que é o termo a direita da igualdade na equacéo ( 2.14 ). Esse tratamento
sera realizado pelas metodologias descritas nas secoes 3.5, 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, como

citado anteriormente.
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3 INTERPOLACOES COM FUNCOES DE BASE RADIAL

3.1 METODOS SEM MALHA

O uso de funcdes de base radial, que se expressam exclusivamente em termos da
distancia euclidiana entre um ponto base e um ponto campo, vem crescendo
intensamente nos Ultimos anos, visto a publicacédo de diversos trabalhos académicos
gue as empregam (Buhmann, 2003). Esse crescimento é devido, principalmente, a
sua aplicacdo em problemas de interpolagéo, ajuste ou aproximacdo em geral, nos
quais se definem um grande numero de variaveis ou uma grande quantidade de
dados, em duas ou mais dimensdes. Além disso, 0 esquema se apresenta em
associagcdo com métodos relacionados ao Método dos Elementos Finitos e no
Método dos Elementos de Contorno, em versdes comumente conhecidas como
“Livres de Malha” (Meira, 2011). Esse crescimento na aplicacdo em métodos sem
malha ocorreu porque a geracdo de malhas tridimensionais complexas € complicada

em qualquer método que utilize a discretizacdo de dominio.

Nos ultimos quinze anos um grande numero de técnicas desta natureza foi proposta
a comunidade cientifica. Um dos primeiros métodos foi denominado de Smooth
Particle Hydrodynamics. Atualmente, um dos mais populares é o Moving Least

Squares.

A equivaléncia entre o cerne de ambos os métodos foi provado recentemente
(Idelsohn et al, 2003), sendo o0 mesmo valido para outras técnicas. Vale destacar,
por enquanto, que o0 uso destas técnicas para resolver as equacoes diferenciais
parciais envolve uma série de problemas, especialmente a obediéncia as condi¢bes
de contorno, obtencéo de derivadas das fungdes radiais e tratamento de contornos

irregulares.

Nas discretizacdes tradicionais, o dominio € dividido em sub-regibes que se
conectam sem sobreposi¢cdo. A variavel de interesse é aproximada em cada uma
dessas sub-regides por meio de func¢des de interpolacdo. Porém, caso em alguma
dessas sub-regifes o valor da funcéo interpolada seja excessivamente distorcido, a
aproximacao nessa ceélula sera de baixa qualidade, reduzindo a precisdo geral da

aproximacdo. O problema torna-se critico em aplicagfes que exijam adaptatividade
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da malha ou possuam fronteiras variaveis. Outro grave problema potencial dessa
técnica sdo as descontinuidades que podem aparecer entre sub-regides,
impossibilitando aplicagcbes de métodos matematicos especificos, como a integracao

de linha em uma superficie (Idelsohn et al, 2003).

Essas sub-regides ndo sdo usadas nas interpolacfes com métodos sem malhas. Ao
invés disso, sdo utilizados pontos convenientemente escolhidos dentro do dominio
interpolado. Esses pontos, definidos como pontos base, podem ser arranjados de
forma a possuir uma maior densidade em regides com valores distorcidos e menor
densidade em regides com valores mais suaves. A definicdo da zona de influéncia é
dada pela propria fungcdo de interpolacdo, por meio de coeficientes e pela propria
estrutura da funcao de base radial adotada (Bertolani et al, 2010).

Essa liberdade na forma de arranjar os pontos base pode reduzir o custo
computacional na interpolagdo de um campo de valores esparsos, pois pode reduzir
as dimensdes matriciais dos sistemas de equacdes lineares da aproximagdo, além
de aumentar a precisdo pela melhor simulacdo de regides distorcidas no dominio

considerado.

Além disso, € possivel reduzir grandemente o custo computacional utilizando-se
funcdes radiais de suporte compacto (Fasshauer, 2007). Tais fungdes sao ndo nulas
apenas para valores de r delimitados a uma distancia menor do que certo parametro
arbitrario - o suporte - denominado 6. O emprego desta classe de funcdes radiais
povoa as matrizes com varios elementos nulos, que podem ser adequadamente
ignorados e resultar em economia de processamento computacional, a0 mesmo

tempo em que reduz o risco de mau condicionamento do problema.

3.2 DEFINICOES BASICAS

A partir de dados esparsos em n dimensdes, que séo valores conhecidos nos pontos
bases k pertencentes ao conjunto R", e valores da funcgéo f(k) pertencentes a R, é

procurado uma aproximacéo S para a fungdo f:R" — R tal que também S:R" = R.

Os dados que geram a aproximacéo S naturalmente se originam de f(k). Geralmente
é considerado que os valores da funcao f sdo valores explicitos de uma funcao f(k)
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conhecida nesses pontos, mas cuja funcdo como um todo € desconhecida, ou néo

avaliavel, em toda a extensdo do dominio.

Os aproximantes S s@o expressos como combinagoes lineares finitas de funcdes de
base radial, e tais bases radiais sdo dadas em termos da distancia euclidiana r entre

0s pontos base k considerados.

As funcbes de aproximacao S, resultados da aplicacdo das funcdes de interpolagéo

radial, possuem a forma representada na seguinte equacéao.

S(X)=>a*F(r)" (3.1)
Onde:

e XeR;
* N é o nimero de pontos bases;
* 1 é adistancia euclidiana entre X e k e;

« F(r) é a funcéo interpolante escolhida (ex: F(r)=r e F(r)=e™).

A simetria radial € das mais importantes propriedades dessa classe de fungdes; o
valor do aproximante depende tdo somente da distancia do argumento ao ponto
base e quaisquer rotacdes ndo influenciam seu resultado. Além disso, a norma
euclidiana também se caracteriza por estabelecer valores sempre positivos para

seus resultados.

Contudo, outros fatores podem se tornar igualmente importantes: caracteristicas de
decaimento e suavidade podem ser muito relevantes e, nesse sentido, certas
funcbes, como a radial simples (F=r) e a radial cubica (F=r’) podem ndo ser
adequadas a sua interpolacao.

3.3 AINTERPOLACAO RADIAL

Seja considerado um dominio bidimensional Q, representado na Figura 3.1, onde é
conhecida a distribuicdo de uma funcao p(X) em determinados pontos, chamados de
pontos de informagao.
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O Pontos Base da Aproximacsdo

l Carga de Dominio Atuante

Figura 3.1 - Dominio Q sob atuacéo de cargas externas conhecidas.

O ponto inicial da interpolacdo da acdo de dominio consiste na formulagdo de uma

sentenca interpolante primordial, dada por:

p(X)=F(X7; X )a’ (3.2)
Onde:

« X sdo os pontos base do problema;

* X sdo pontos situados em qualquer parte do dominio Q, mas que em termos
praticos consistem de pontos nos quais se deseja conhecer o valor da acédo p,

por isso, sdo também conhecidos como pontos de informacao e;

« d sio coeficientes a determinar.

Nestes problemas de simples interpolacdo, os pontos base e o0s pontos de
informac&o s&o coincidentes. Para cada um deles, denominados X!, se conhece o
valor da carga de dominio p(X). Com essa informacdo conhecida, € possivel a
obtencdo dos valores dos coeficientes o por meio da solucdo classica de um
sistema linear de equacdes. As funcdes F sdo as funcdes interpolantes, que nesta
dissertacdo sédo adotadas como sendo as de base radial.

Assim, é feita uma varredura entre todos os pontos considerados, realizando um
chaveamento entre todos os pontos base com eles mesmos, construindo com isso
um sistema linear N x N, da mesma forma mostrado na secdo 2.4. Dessa forma é

obtido entdo o sistema:
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a' FHXY5 X )+ a?F2 (X% XY+ +a " FN (XY xY) = p (X2)=p,

a'FH X5 X2)+a?F2 (X% x2)+. . +a"FY (XY x2)= p (X2)=p,
(3.3)
a FH XL XM )+ a?F2 (X2 XY )+ 4@ FN (XY XM )= p (XM)= py
E por fim em sua forma matricial:
_Fl(xl;xl) L FN(x M x?) Tet7 [, (x*)
= (3.4)

F(xx ) L N x) ||| P (x")

No que diz respeito ao uso dessa aproximagdo em problemas resolvidos
numericamente pelo Método dos Elementos de Contorno, sempre que possivel &
extremamente interessante adotar os pontos base (que sao coincidentes com 0s
pontos de informacédo) também coincidentes com os pontos nodais e pontos internos
nos quais se conhecem os valores das acdes de dominio do problema simulado.

Com isso a implementacdo numérica do método fica bastante simplificada.

3.4 EXPANSAO DO SISTEMA LINEAR COM O METODO DE GOLDBERG E
CHEN

Outro tipo de funcdo de interpolacdo séo as funcdes de interpolacdo globais. Ao
contrario das radiais e outras definidas com a origem nos pontos base, as funcdes
globais possuem referéncias em um sistema global de coordenadas.

Em alguns problemas, a variavel basica que se deseja interpolar pode possuir, em
dada regido, uma forma geométrica que seja mais bem representada por uma
funcéo global, como por exemplo, uma forma parabdlica sendo aproximada por uma
funcao global do tipo F(x)=x".

O meétodo de expansédo do sistema linear proposto por Goldberg e Chen (1994)
permite o uso combinado de func¢des de base radial com fungbes globais na mesma

aproximacdo S, criando uma funcdo de interpolacdo uUnica com os dois tipos de



32

equacgles. Essa metodologia consegue melhorar substancialmente a precisdo da
aproximacéo de superficies suaves, conforme demonstrado por Cruz (2009).
Considerando uma incluséo de K fungdes globais distintas na fungéo de interpolagéo
S, o sistema linear sera expandido em K linhas e em K colunas, além do acréscimo
de K coeficientes o correspondentes as funcdes globais.

Essas linhas e colunas extras, na matriz dos coeficientes, correspondem aos valores
das funcdes globais calculadas nos pontos base das fun¢des radiais. Existe uma
regido na matriz onde nao é definido nenhum ponto base correspondente, que € na
regido de intersecdo das linhas e colunas expandidas. Essa regido, pelo método
proposto, deve ser preenchida por valores nulos para que o sistema linear se
mantenha linearmente independente.

Ja o vetor das variaveis € completado pelas novas variaveis correspondente as
funcdes globais, enquanto as linhas expandidas no vetor dos termos independentes
sao preenchidas por zeros, pelo mesmo motivo citado anteriormente.

O processo de expansdo das matrizes e vetores com funcdes globais pode ser

esquematicamente visualizado na Figura 3.2 abaixo:

ad an C1 C2 --- Ck
= g
m
g gs
Og £§
Matriz dos Coeficientes g @ = %
Original Expansdo 3 = E
T, op
: g3
“ =13 &
L1 - v
=0 =
L_E Expansao Valores Nulos 2a E
: w B =
3 —
Lk 2

Figura 3.2 - Matriz expandida com fung¢des interpolantes globais.

Os dois trechos expandidos da matriz acima séo, na verdade, transpostos: a linha L1
€ uma transposi¢cdo da coluna C1; a linha L2 é uma transposi¢cdo da coluna C2 e
assim sucessivamente.

Com as definicbes da Figura 3.2, o sistema linear apresentado na equacao ( 3.4 )

pode entdo ser expandido. Essa expansao é apresentada na equagao a seguir:
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P x) o BV x) ERe(x) R (xt) e [Rex) ]

FH XN XN) o BN X)) BN (x) L R (xY) o _ P (x*) -

FY(xt) o RN (xY) 0 .. 0 a™ 0 (55)
a,N+K

EVR(xt) L RM(xv) 0o .. o | -~ Lo |

35 A FORMULACAO COM DUPLA RECIPROCIDADE

Existem atualmente varias técnicas capazes de modelar adequadamente as acdes
de dominio no contexto do Método dos Elementos de Contorno.

Uma técnica bastante empregada € a integracdo de dominio por meio de células.
Esse método, porém, conflita com a filosofia dos Elementos de Contorno, que busca
a solucdo numérica de problemas propostos trabalhando estritamente com a
discretizagdo do contorno e ndo do dominio.

A Formulacéo da Dupla Reciprocidade (FDR) aproxima as a¢des de dominio por um
procedimento de interpolacdo de valores conhecidos nos pontos base do problema,
gue sao convenientemente escolhidos como os pontos nodais de contorno e 0s
pontos internos ao dominio, se houver.

Embora exista atualmente uma numerosa quantidade de livros especializados na
abordagem das funcbes radiais e seu emprego junto ao Método dos Elementos
Finitos, ndo se pode identificar precisamente quando estas passaram a ser usadas
ostensivamente na engenharia. Por isso, é oportuno destacar que a formulagdo com
Dupla Reciprocidade certamente € uma das primeiras técnicas numéricas a utiliza-
las. Nardini e Brebbia (1982), seus criadores, aplicaram-na inicialmente em
problemas de vibracao livre.

O destaque dado ao MEC no estudo das fun¢gBes de base radial é pertinente ndo
apenas pelo pioneirismo na aplicagdo préatica dessa classe de fungfes; centenas de
trabalhos cientificos foram gerados por conta dessa tematica. Para constar,
ressaltam-se Yamada et al (1994), que mostraram conclusdes matematicamente

bem fundamentadas a respeito da convergéncia dos resultados obtidos com as
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funcbes radiais no contexto da FDR; Karur e Ramachandran (1994), que
apresentaram resultados de um estudo em que examinaram numericamente as
propriedades de convergéncia das funcdes de interpolacdo usualmente empregadas
na FDR, obtendo resultados satisfatérios para as funcées r?In(r) (thin plate spline) e
radial simples (r); o trabalho de Golberg e Chen (1994), ja citado, que mostrou uma
maneira efetiva de construir uma expressao geral de interpolacdo empregando
funcdes globais e locais, atualmente adotada nos modernos livros sobre o tema; e
Partridge (2000) sintetizou conclusées de muitas experiéncias computacionais
interessantes.

Como comentado na introducdo dessa dissertacdo, a Dupla Reciprocidade escolhe
uma funcao primitiva de forma que a interpolacdo possa ser escrita em termos de
um laplaciano. Com isso, todas as integrais de dominio podem ser escritas como
integrais de contorno e de fun¢des de ponto, por meio do uso de integrais por partes
e aplicacdo do Teorema da Divergéncia, de forma similar a apresentada na secéo
2.3.

A Dupla Reciprocidade propbe a substituicdo do termo ndo homogéneo p(X) da

Equacao de Poisson (a¢do de dominio) por uma série finita do tipo:

p(X) =2 a’'F'(X) (36)
Onde:

* L é o numero de pontos interpolantes da equacéo de aproximacao.

Por conveniéncia, é ainda definida uma funcdo ¥, primitiva de F', sendo:

L =F (3.7)

Dessa forma, é proposto que:

L ) ) L ) )
p:z;aJFl :Z;alw,i]i (38)
1= 1=

Substituindo a igualdade acima na equagéao ( 2.14 ) em desenvolvimento:
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>-Qt four(E: x)ar, - > U Joa (€ x)ar, -clehier)=

k=1 e

L (3.9)
IZa whut(& X)dQ
QJ=
Sendo o constante, pode-se retira-lo da operacéo de integracéo:
N
a0t faustercir, - $u: faactexlar, ~cleble)-
N (3.10)

L
-Ya fghut(E X
=

Aplicando na integral de dominio da equacdo ( 3.10 ) o mesmo desenvolvimento

utilizado na secao 2.3, é obtida a forma integral inversa:

k=1

>Q [ou(e X, —iuf Joa'(ex)ar, -clehle)=
L E - (3.11)
-2a [niut(& X)dr - [wig(&X)dr —c(e)w! (¢)

Por conta desta similaridade nas integrais do lado esquerdo e direito, este método é
denominado de Dupla Reciprocidade.
Para a obtencdo da funcdo Y sera utilizada a metodologia a seguir. Inicialmente a
funcdo F sera definida convenientemente, como sendo uma funcédo de base radial
da forma:
Fi(x)=r"(Al;X) (3.12)

Onde:

« A éaorigeme;

« beReb#+2"

A funcéo ¥ é entdo obtida resolvendo a equacéo ( 3.13 ) em coordenadas polares:

! Constata-se gue para as poténcias quadraticas a aproximagdo com a funcao radial ndo

possuem solucdes precisas.
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0*w(x), 1ow'(X), 1 a*w'(X)
2

=F!(X)=rPlAl: X 3.13
or 2 r o oar r:2 962 ()r() ( )

Sendo ¥ independente de 6, a equacao ( 3.13) pode ser simplificada para:

0*w(Xx), 1w (X) _

e r*(al;x) (3.14)

A derivada normal de W é definida e calculada como:

i _oWor
b= 3.15
d or on ( )
Com a determinacao de W e n, o passo seguinte é a discretizagdo do contorno,
conforme mostrado na Figura 2.2 (vide pagina 25). O contorno passa entdo a ser
subdividido em trechos, tornando entdo a equacao ( 3.11 ) como representado a
seqguir:

Mz

Q! [pu”(& X)ar, —zu Joae ), - clehlee)=

k

Fy
1l
[N

(3.16)

Q

i iiql u(& X )dr - Zw'jq EX)dr —c(&)wi(¢)

=1 k=1 M k=1 I

Na continuidade do desenvolvimento, € posto o ponto ¢ sobre cada um dos nos
funcionais, o que permite o calculo numérico de todas as integrais de contorno e 0s
outros termos presentes na equacgao ( 3.16 ).

Assim é gerado um sistema linear, que pode ser escrito matricialmente da seguinte
forma:

Hu-Gq = (HY - Gn)a (3.17)
Nesse sistema linear, todos os termos sao conhecidos ou devem ser determinados,

a excecdo do coeficiente a, que pode ser determinado como segue (ha forma
matricial):
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Substituindo a igualdade acima na equagéao ( 3.17 ):

Por simples comodidade, € definida a matriz M do problema como sendo:

Entao:

Hu-Gqg =(H¥Y -Gn)Fp

M =(Gn-H¥Y)F™

Hu-Gq=-Mp

Mp+Hu=Gq

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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4 MODELAGENS DIRETAS DA INTEGRAL DE DOMINIO

4.1 CALCULO DIRETO DA INTEGRAL DE DOMINIO

A primeira das formulacdes deste trabalho foi implementada simplesmente com o
intuito de verificar a validade de alguns procedimentos que foram empregados
posteriormente em outras formulagbes e a consisténcia de alguns procedimentos
numéricos com relacdo a interpolacdo radial. Este papel coadjuvante justifica-se
porque esta tatica de solu¢do assemelha-se a da integracdo por células: ndo esta de
acordo com a filosofia do MEC, que consiste em integrar exclusivamente no
contorno. Além disso, é computacionalmente onerosa.

Na integracdo por células tradicional a carga de dominio é interpolada em cada
subdivisédo. Isso ndo ocorre nesse esquema de calculo, pois a carga € interpolada
em todo o dominio, independente das divisdes em células adotadas.

O esquema consiste basicamente em resolver a integral de dominio referente ao
termo ndo homogéneo da equacéo ( 2.14 ) por meio direto de uma varredura em
subdominios, que representa a integracédo desejada.

Como técnica de aumentar a precisdo do método, o dominio do problema (Figura
2.1) é particionado em pequenas regides retangulares, que estdo representadas na
Figura 4.1. Em cada uma dessas regifes é realizado o procedimento de integracédo
numeérica, sendo o valor obtido em cada particdo somado ao total.

patiiiaN
o \
/

——-"'/

Figura 4.1 - Dominio particionado em regides.

X

A técnica de integracdo numérica adotada para o uso com esse método é a Regra
1/3 de Simpson bidimensional, que integra uma funcéo f(x,y) qualquer por meio de
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polindbmios de segundo grau utilizando nove pontos igualmente espacados, mas
podendo haver um valor de espacamento no eixo ordenado X e outro valor de
espacamento no eixo ordenado Y.

A forma bidimensional dessa regra (calculo de areas) pode ser encontrada em
diversas literaturas, tais como Ruggieri e Lopes (2006). A regra tridimensional
(célculo de volumes), que pode ser obtida de duas aplicacbes da forma
bidimensional em uma integral dupla (cuja demonstracdo também pode ser

visualizada em Cruz, 2009), € mostrada a seguir:

_(f(xl,y1)+4f(xl-;xz, j+ f(xz,yl)]+

_hb i+, X, + X, y1+y2 +y2
e e e e . | LR CES

[ tbulear(%5% ) 1l ,yz)j

Onde:
* Xj € X2 S&0 pontos no eixo ordenado X;

* Y1 €Y, sao pontos no eixo ordenado Y e:
h:(XZ_Xl) (42)
b= (2= v) (43)

Esses valores sao representados esquematicamente na Figura 4.2.

XX vy
2 ]
Ilf}ﬁ;‘fz) &> (X.E;Y.Z) Y
I!f)('1+)(’2_ Y‘”’rz)
”ﬁ;‘ﬁ;‘r’z) 2 ." 2 {Xz,-w;‘”)
(31;¥1) * (X2;¥1) X
Ptk ¢ IRV
2 ]

Figura 4.2 - Coordenadas de uma particdo qualquer do dominio.
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Para o inicio do desenvolvimento da equacdo ( 2.14 ) nos termos da Integragcéo
Direta, o termo p(X)u*(¢;X) da integral de dominio é interpolado por uma equacgao

qualquer, sendo da forma:

L . .
pu’=> ‘a'F! (4.4)
i=1

Onde:

» L € o numero de pontos interpolantes da equacéo de aproximacao.

Com essa interpolagéo a equagéao ( 2.14 ) se torna entao:

N N L S
> Q4 foul(eX)dr, - YU [at(e x)ar, ~clelee)=-Y [‘a'F'aa (45)
k=1 Fe k=1 I i=la
Calculando a integral de dominio presente na equacdo ( 4.5 ) com a regra
bidimensional apresentada na equagéo ( 4.1 ), a Equacao de Poisson desenvolvida

pelo Método dos Elementos de Contorno em conjunto com a Integracéo Direta € da

forma:
N N
> Q! [@u(& x)dr, - YUk [pa (& x)ar, -cleelee) =
k=1 M k=1 M
' (X + X%, _
(F'(xlj,ylj)+4F'( - 5 2 ,yljJ+F'(x2j,ylj)J+
F‘(xlj,—y” +y2"]+4F‘(X1j o N +ij]+ (4.6)
L M h. b, 2 2 2
==Y gy
= S 9 +F{ij’yl,- +y2,-j
2
_ (X + X, _
+[F'(le'y21)+4':'( - 5 2 ’yszJ’F'(szyzj‘)J
Onde:

* M é o numero total de particdes dentro do dominio.
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4.2 A FORMULACAO DA INTEGRACAO DE CONTORNO

A segunda e mais importante das formulagcdes que foram desenvolvidas neste
trabalho com o objetivo de serem mais precisas e apresentarem um custo
computacional mais reduzido do que a Formulacédo da Dupla Reciprocidade € a que
calcula diretamente a integral de dominio aproximada por funcbes radiais,
transformando-a numa integral de contorno, doravante denominada MECIC.
Diferente da tatica anterior, esta formulacdo busca uma primitiva da funcdo de
interpolacao original, expressa em termos de um laplaciano, tal como nos moldes da
formulagdo com Dupla Reciprocidade. A diferenca é que todo o nucleo da integragédo
é interpolado, de modo que ndo se utiliza integracdo por partes. A transformacéo da
integral de dominio é feita por meio do Teorema da Divergéncia.

Mais detalhadamente, considera-se ser possivel encontrar uma equacao de

interpolacéo, cuja primitiva seja W, tal que:

=1 =

Com essa consideracao a equacao ( 2.14 ) passa entao a ser:

> Q! Jou(EX)dr, - Uk [aa (e x)r, ~clehier) = —ifg ‘alwidQ  (4.8)
k=1 M j=1

k=1 M

Aplicando o Teorema da Divergéncia no termo do lado direito da equagéo ( 4.8 ),

tem-se:

ZN:QEI¢ZUD(€; X )dr, —iuﬁjqozqﬂ(f; X )dr, -cléhles)= —ijr ‘a'yindl (4.9)

k=1 k=1

A funcdo W é obtida resolvendo a equacéo ( 4.10 ) em coordenadas polares, da

forma mostrada a sequir:

0°w 1oy 1 0%y
s Rl =F(r,@ 4.10
o> ror r?o6° (r.6) ( )
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Considerando que a funcdo de interpolacdo n&o possui variacbes com 6, sendo

puramente radial, simplifica-se:

0w 1oy
__r __:F
or? +r or (r)

Sendo a substituicéao:
d_(// =P
dr

A equacgédo (4.11 ) pode ser reescrita como:

dP 1

E"‘?P: F(r)
P
rE+P—rF(r)

Aplicando os conceitos da Regra da Cadeia na equacgao ( 4.13):

E resolvendo:

rP = [rF(r)dr

P=F1_[rF(r)dr

Considerando o termo a se determinar da equacéao ( 4.9 ):

in = ¢ dr & ier(r)dr(r—‘jni

T dr dx dn r2 r

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Dessa forma, o termo n&do homogéneo da Equacdo de Poisson, que estava em

termos do dominio, passa a ser escrito apenas em termos do contorno. Resta agora

resolver numericamente a integral de contorno a direita da igualdade, presente na
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equacado ( 4.9 ). Para essa formulacdo o método de célculo numérico adotado é a
Quadratura Gaussiana (Pontos de Gauss). Considerando a seguinte substituic&o:

wln=n’ (4.17)

A equacdo ( 4.9) se torna entdo, ja com a devida aplicacdo da Quadratura:

> Q! (e x)ar, - YUt [ (e x)ar, -cleh(er)=

k=1 k=
g b (4.18)

NPG L

=22 faln (X W(X,)
m=1 j=1
Onde:
*  Xpy séo os pontos de Gauss para duas dimensdes (valores tabelados);
W sdo os pesos de Gauss para duas dimensdes (valores tabelados) €;

* NPG € o numero dos pontos de Gauss considerados.

Esse método € bem mais econdmico do que o anterior, e pode se tornar ainda mais
competitivo através do uso de um esquema mostrado mais a frente (secéo 4.5), pois
é preciso calcular ‘a para cada ponto fonte &. Entretanto, antes de qualquer coisa, é

necessario haver precisdo na derivada da funcgéo de interpolagéo F.

43 AJUSTE COM RETIRADA DE PONTOS DE CONTORNO E INTERNOS NA
MECIC

Este esquema é uma adaptacdo da formulagcdo anterior, no qual se processa um
ajuste na aproximacéao da integral de dominio, com a retirada de pontos de contorno
e internos que servirdo como pontos de informacéo. Assim, neste procedimento, da
mesma forma que foi feita na se¢do 4.2, transforma-se a integral de dominio numa
integral de contorno usando fung¢Ges radiais diretamente.

A diferenca é que aqui ndo é calculada a equacédo de interpolacdo da acdo de
dominio, mas sim calculada uma equacéo para o ajuste dessa acédo de dominio, que

terd menos pontos base do que a interpolagdo abordada na secéo 3.
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O ajuste de curvas consiste em encontrar uma funcdo que seja uma boa
aproximacdo para uma série de pontos que descrevam uma funcdo continua F

qualquer. No caso de se dispor de um conjunto de dados do tipo:

(CHA0 A AR 79 RN CRYANE I (4.19)

Onde:
* m é a quantidade de pontos onde a variavel f € conhecida.
Deve-se determinar n constantes a de forma que a equacao ( 4.20 ) se aproxime ao

maximo da curva gerada pelo conjunto de pontos disponivel da funcgéo f.

Fxy)=aR(xy)+a,F(xy)+...+a,F (xy) (4.20)
Onde:

* n é aquantidade de nés funcionais.

Para melhorar o entendimento, vale a pena considerar alguns conceitos basicos.
Primeiramente, interpolagdo € um método de avaliacdo de novos valores de uma
funcdo, dentro de um dominio que contém um conjunto discreto de pontos de dados
conhecidos e razoavelmente exatos. Nesse caso, a funcéo construida com base nos
dados disponiveis deve passar exatamente por todos esses pontos e 0 grau da
interpolacdo € dado pela quantidade de pontos que forneceram os valores, no caso
de uma interpolagdo polinomial.

Por outro lado, se os valores disponiveis ndo sao muito precisos, tais como aqueles
provenientes de medidas de campo, entdo € mais indicado se realizar um processo
no qual se tente minimizar os erros existentes na composicado global dos dados.
Neste caso, 0 modo mais adequado de se encontrar uma fungcéo que represente a
totalidade dos dados nesse caso € passar uma curva suave através deles, e 0
processo € chamado de ajuste de curva ou regresséo (vide Figura 4.3). O grau da
curva empregada necessariamente € menor do que a quantidade de pontos base

disponiveis, que demandaria o grau maximo do polinémio interpolativo.
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Figura 4.3 - Grafico no qual se apresenta a curva de ajuste relativa aos valores informados.

Assim, no caso deste trabalho, a quantidade de pontos de informacao sera maior do

que a quantidade de pontos de ajuste, que sdo tomados como sendo coincidentes
com 0s pontos base.

Matematicamente, a formulacdo do ajuste ou regresséo pode ser expressa de modo
similar ao que foi feito para a interpolacao:

f(X):iaiFi(X) (4.21)

No entanto, demonstra-se que o calculo dos coeficientes a se opera de modo
distinto (Stark, 1970):

a' =[(F")(FOI[FIFX) (4.22)

Pois:
(FHYFHe' =[F']f(X), i =1...,L; j=1...K; K>L (4.23)
Os pontos de contorno inicialmente introduzidos como pontos de informacdo se
situam igualmente espacados ao longo de cada elemento de contorno (pontos

discretizados). Nesta formulacdo s&o adicionados trés pontos de informacdo no

contorno entre os dois inicialmente fornecidos na discretizacdo. As coordenadas
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destes trés pontos de contorno adicionais para cada elemento no ajuste sao

calculadas como mostrado na equagéao a seqguir.

XXz = X + (Xi+1 _ Xl)
4
XX3i—1:Xi+2( i+1_xi) (4.24)
(Xi+1 XI)

Onde:

e iéaindicacdo de um ponto qualquer calculado;

* XX séo as coordenadas dos novos pontos no sistema de referéncia e;

e X sao os pontos originalmente fornecidos.
Os pontos internos conhecidos ndo sdo usados como pontos base do ajuste, e sim
apenas como pontos de informagdo. Esses pontos sdo arranjados da seguinte

forma:

ancei = XN, (4.25)

Onde:
* nc € o numero de pontos originais de definicdo da variadvel de interesse no
contorno e;
* Xn s&o os pontos internos originalmente fornecidos
Dessa forma € obtida uma quantidade de pontos para ajuste na seguinte

quantidade:

np =3nc+ni (4.26)
Onde:

* np é o numero de pontos de definicdo da variavel de interesse para o ajuste,
apoés a expansao e;
* ni é o numero de pontos internos onde a variavel ajustada é conhecida.
Porém, esses pontos ndao sao utilizados como os pontos base de definicdo dos

coeficientes a. A retirada dos pontos internos e os de contorno que foram calculados
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se da por esse motivo: esses pontos sao utilizados apenas para calcular o valor de f
com o menor erro possivel, sendo posteriormente descartados.

Com o descarte dos pontos internos conhecidos e de contorno calculados, os pontos
base do ajuste passam a ser compostos exclusivamente pelos ndés do contorno
obtidos na discretizacao original do problema, representado na Figura 2.2.

A proxima etapa é a realizagdo de uma varredura de todos os pontos de onde é
conhecida a fungéo f com os nés funcionais do problema, construindo uma matriz de

varredura de dimensdes nc x np, da forma:

Fr(xhxxt) . F™ (Xt xx™)
MV = : : : (4.27)
Fncl(ch;xl) Fncnp(xnc;xnp)

Por fim, a matriz de ajuste C € obtida multiplicando a matriz de varredura MV pela

sua transposta, fornecendo a matriz C com dimensdes nc x nc:

C=[MV][MV] (4.28)

O célculo dos coeficientes da equacao de ajuste representada na equacao ( 4.20) &

realizado como mostrado abaixo:

Ca=f (4.29)
Onde:

» fé o vetor de termos independentes, que armazena os valores conhecidos da
variavel de interesse.

Com essas consideracdes e célculos, a equacéo de ajuste F toma a seguinte forma:

f = pu”(f;x)zifaiFi (4.30)
j=1

Considerando também ser possivel encontrar uma equacéo de interpolacdo, cuja

primitiva seja ¥, tal que:
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pum(f;X)=Z;5aij :Z;‘(a"l//,f} (4.31)
i= 1=

O célculo dessa equacdo primitiva segue 0 mesmo conceito apresentado da
equacao (4.10) até a equacao (4.16 ), na secéo 4.2.

44 AJUSTE COM RETIRADA EXCLUSIVA DE PONTOS INTERNOS NA MECIC

O ultimo dos métodos matematicos propostos para a resolucao do termo referente a
acdo de dominio na Equacédo de Poisson é a Formulacdo de Ajuste com Retirada de
Pontos Internos.
A diferenca basica entre essa formulacdo e a técnica do Ajuste com Retirada de
Pontos de Contorno e de Pontos Internos (secdo 4.3) € que nesta ndo sao
calculados novos pontos no contorno. Sao utilizados no ajuste todos 0s pontos ja
declarados, com a diferenca que os pontos internos declarados sdo descartados
apos o ajuste, pois sdo apenas pontos de informacéo.
Dessa forma, sao aproveitados para os pontos base dos coeficientes a apenas o0s
pontos de contorno, que convenientemente sdo adotados como sendo 0s nés
funcionais do problema de Elementos de Contorno.
Assim, a quantidade de pontos utilizada para esse ajuste possui a seguinte
quantidade:

ne = nc + ni (4.32)

A proxima etapa € a realizacdo de uma varredura de todos os pontos de onde é
conhecida a funcao f com os nds funcionais do problema, construindo uma matriz de

varredura de dimensodes nc x ne, da forma:

Fll(xl;xxl) Flne(xl;xxne)
MV = : : : (4.33)
Fncl(xnC;xl) . FnCne(XnC;xne)

Por fim, a matriz de ajuste C é obtida multiplicando a matriz de varredura MV pela

sua transposta, fornecendo a matriz C com dimensdes nc x nc:
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C=[MV][MVT] (4.34)

O célculo dos coeficientes da equacao de ajuste representada na equacao ( 4.20) é
realizado como mostrado na equacdo ( 4.30 ) e segue a partir dai o mesmo

procedimento apresentado anteriormente.

45 O CALCULO DO VETOR DE INFLUENCIA

Um dos principais problemas do célculo direto da integral de dominio reside no fato
deste termo depender da solugcdo fundamental, ou seja, p(x)u*(¢;X) depende do
ponto &.

Essa dependéncia faz com que os coeficientes de interpolagéo calculados para um
ponto ¢ ndo possam ser utilizados para os outros pontos, forcando a obtencao
desses coeficientes a cada posi¢ao do ponto ¢ no contorno.

De forma a exemplificar o problema descrito nos paragrafos acima, sera utilizado um
dominio triangular com trés pontos de contorno e um ponto interno, sofrendo uma

acdo de dominio qualquer. Esse problema é esquematicamente representado na

27
/-1 © Pontos Base da Aproximacdo
/’-'/
e 04
Gﬂ’ Carga de Dominio Atuante
—
1 L+
2

Figura 4.4 - Dominio triangular com 3 pontos de contorno e 1 ponto interno.

Figura 4.4.

Para esse exemplo mostrado, o sistema matricial de interpolacdo possui quatro
linhas, cada uma delas referente a um ponto fonte, que se situa um por vez
localizados nos pontos destacado. Dessa forma, a equacao linear para o calculo de
seus coeficientes, equacdao ( 3.4 ) (vide pagina 31), possuira dimenséo 4 x 4.

Para problemas comumente simulados, onde existem numerosos pontos de
contorno e pontos internos, essa metodologia de calculo se torna extremamente
custosa, ja que se deve resolver um sistema linear para cada ponto fonte, sendo

uma desvantagem do método.
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Entretanto, € possivel reduzir o esforco computacional observando que a matriz de

coeficientes relacionada a solu¢ao fundamental é diagonal, ou seja:

u* (&5 X,) pu(X,) fuy ... 0 [p
: = : |="Ap (4.35)
u* (&5 X)) P (X;r) 0 ... “Uy| P,

A proposta é a determinacédo de todos os coeficientes ‘a (a para cada valor de ¢) de
modo operacionalmente eficiente. Inicialmente, ignorando a matriz da solugao
fundamental, o que equivale a tomar a matriz A da equacéo anterior como igual a

identidade, tem-se:
[Fl[a] =[p] (4.36)

Desta ultima equacao se retira o vetor a por inversao:

[o] =[F™1[p] (4.37)
Multiplicando a equacao ( 4.36 ) pela matriz ‘A, tem-se:
[*Al[F][a] {*A][p] (4.38)
Genericamente, para um ponto fonte qualquer, a equacao linear € da forma a seguir:
[F 1[5 a] =[*A][p] (4.39)
Logo, igualando-se as duas ultimas equacoes, chega-se a:
[*Al[F][e] =[F][*a] (4.40)
Dai pode-se relacionar éa com a, ou seja, pré-multiplicando a equacao anterior por
F
[*a] =[FI'[*Al[Fle. = [F]'[*A][p] (4.41)

Uma vez calculada a inversa, basta multiplica-la pelo produto de uma matriz

diagonal composta dos valores de u* e pelo vetor de carga de dominio p.
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Provavelmente existem alternativas que ndo exigem a inversao, e que também séo
mais econdmicas do que calcular um novo sistema para cada ponto fonte. Como
demonstrado, a maior dificuldade desse método é o célculo da inversa F* , mas que
deve ser realizada uma Unica vez.

Com essa metodologia de célculo o uso de interpola¢cdes no célculo do termo da
acdo de dominio passa a se tornar mais atraente, jA que ndo € mais necessaria a
resolucdo de inumeros sistemas lineares, mas sim apenas uma inversao e

multiplicacbes entre matrizes e vetores.
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5 TESTES NUMERICOS E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

5.1 COMENTARIOS PRELIMINARES

5.1.1 Variaveis Gerais de Testes

Nessa secdo sdo mostrados, em ordem de desenvolvimento da pesquisa, 0s testes
numéricos de desempenho das formula¢fes apresentadas nos topicos 3.5, 4.2, 4.3 e
4.4,

Todos os testes numéricos foram desenvolvidos com o uso de um computador com
as seguintes especificacoes:

e Processador: Intel Core 2 Quad Q6600;
*  Memoria RAM: 2 GB;
» Sistema operacional: Windows 7 32 bits, sendo os testes executados no

Windows XP Mode;

e Compilador: Fortran Powerstation 4.0.
Todos os resultados numéricos obtidos foram comparados as suas solucoes
analiticas, para o calculo do valor do erro numérico. As solugcbes analiticas dos
problemas testados podem ser encontradas nos Apéndices 1, 2 e 3. Além disso,
todos os testes foram simulados em 32 malhas, contendo 4 distribuicfes diferentes
de pontos de contorno e 8 distribuicdes diferentes de pontos internos, de forma a ser
possivel observar a reducdo dos erros com o enriquecimento das malhas. A
distribuicdo dos pontos de cada malha pode ser encontrada no Apéndice 7 desta
dissertacéao.
De forma a permitir uma apresentacao dos resultados de forma direta e objetiva, ndo
serdo mostrados todos os valores do erro das simulagdes para todos os nos
funcionais. Ao invés disso, serdo apresentados os seus erros médios no formato de
tabelas.
Para todos os testes serdo adotados 0s seguintes valores para as constantes fisicas
listadas:

« Aceleracdo da gravidade (g): 1 m/s?;

* Mobdulo de elasticidade (E): 1 Pa;

« Densidade (o): 1 kg/m?;
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e Arestas da barra (a): 1m.
Sao utilizadas ainda outras constantes além das listadas, mas como séo especificas
para cada teste, elas serdo apresentadas oportunamente nos topicos 5.2.1, 5.3.1 e
5.4.1.
De forma a auxiliar o desenvolvimento dos testes numéricos, os programas de
simulacdo utilizados possuem diferentes técnicas para a melhoria da preciséo.
Essas técnicas sdo mostradas e descritas nos trés topicos seguintes (5.1.2, 5.1.3 e
5.1.4).

5.1.2 Elementos Lineares

Devido a discretizacdo, os valores das condi¢cdes de contorno sado prescritos nos
pontos definidos como noés funcionais. Nos n0s em que se prescreve 0 potencial a
derivada normal é calculada e vice-versa. Quanto ao comportamento destas
variaveis ao longo do elemento de contorno, neste trabalho sdo utilizados os
denominados elementos lineares, tais que o comportamento das variaveis basicas -
potencial e sua derivada normal - sdo interpolados de acordo com uma funcéo linear.

A Figura 5.1 ilustra 0 modo com que essas variaveis nodais variam.

LV
1
,_l-:‘?‘u ® N6 Gonsiderado
h —  Condigdes de Contorno no No Considerado
Onde:
¥
‘ ‘ Pi=7= i
L
=it o= _ X
B X - Pz = T
- L Laii

Figura 5.1 - Contorno com elementos lineares.

5.1.3 Nobs Duplos

Devido aos contornos dos problemas simulados possuirem quinas, que sao pontos
com grande angulo e com mudanca do tipo de condi¢cdo de contorno na maioria dos
casos, foi adotada em alguns testes a técnica dos nés duplos (Brebbia et al, 1984).
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Os noés duplos sdo pontos que possuem a mesma coordenada geométrica, como

representado na Figura 5.2.
/ /

Xnei - Kn=1

O Nos Considerados

xn

X1 Xn —_ —g o

K1 Xn

Figura 5.2 - Representacdo dos nés duplos.

A principal funcdo dessa técnica é representar melhor a descontinuidade das
condicbes de contorno (u ou du/on) em dado ponto, jA que sdo criadas duas
formulag@es integrais nos nos duplos onde uma pode ser referente as condi¢bes de
contorno essenciais (potenciais) e a outra as condicdes de contorno naturais
(derivativas). Porém, o uso da técnica dos nos duplos introduz um grave problema
nas simulacées com o Método dos Elementos de Contorno: a singularidade.

O problema ocorre porque sendo ambas as condi¢cfes de contorno nos nés duplos
essenciais, geram equacdes integrais iguais. Isso porque na matriz de interpolacdo
F, construida por funcBes radiais, a identidade de coordenadas dos nés duplos
implica na formacgao de linhas iguais. Essas equacdes iguais forcam o sistema linear
do método ser linearmente dependente, causando essa singularidade.

Quando as condi¢cdes sdo ambas naturais ou mistas, o valor de C(§) em cada uma
das linhas da equacdo integral gerada para os noés duplos elimina essa
singularidade.

Para evitar a ocorréncia desse problema, é definido um afastamento dos nés duplos
de suas posi¢cdes originais, que pode ser chamado de fator de afastamento. Esse

parametro pode ser visualizado na Figura 5.3:

!
/ O WNos Considerados

Xt 100% = Distdncia entre os Nos

Y% = Fator de Afastamento

Figura 5.3 - Representacdo do parametro de afastamento.
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Esse afastamento, também chamado na literatura de “elemento interpolado”, elimina
o problema de singularidade, mas pode produzir problemas de precisdo numérica.
Apenas os testes com a Formulacédo da Dupla Reciprocidade possuiram esse fator
de afastamento. Apesar das técnicas propostas também se utilizarem dos nos
duplos, ndo é necessario inserir esse fator em seus programas, pois suas proprias
estruturas de calculo eliminam o surgimento da singularidade, como sera mostrado
na secao 5.1.4. Todos os testes presentes nesta secdo 5 com a Dupla
Reciprocidade possuiram um fator de afastamento de 20% da distancia entre os nos
considerados (Y% = 20%).

Outros fatores de afastamento foram testados com a FDR. Os resultados numéricos

obtidos nesses testes estédo disponiveis no Apéndice 4.

5.1.4 Singularidade da Solucdo Fundamental na Integ  ral de Dominio

O posicionamento do termo fonte ¢ em coincidéncia com os pontos base ou de
informagéo na integral aproximada pelas fung¢des radiais introduz uma singularidade
que precisa ser contornada.

Na utilizacdo corrente do MEC, sabe-se que a integral de contorno da solugéo
fundamental, apesar de impropria, € convergente. Isso € valido em problemas
bidimensionais e também tridimensionais. A integral de contorno de u*(¢;X) em trés
dimensdes equivale a integral de dominio realizada pelo método proposto (MECIC),
e dessa maneira pode-se afirmar que a integral apresentada no lado direito da
equacdo ( 2.12 ) é convergente para valores de p(X) ndo singulares ou
descontinuos.

Ocorre que no método proposto séo feitos calculos relacionados a interpolacéo que
antecedem a integracdo propriamente dita e, deste modo, se os pontos fonte e
pontos base coincidirem havera singularidade. Usualmente, estes pontos coincidem
na Dupla Reciprocidade, mas la a integracdo numeérica é feita de modo separado da
interpolacao.

Para evitar este problema, sabendo-se que o valor da acdo de dominio pode ser
tomado em pontos distintos dos pontos fonte ¢ o0s pontos de informagéo sé&o
considerados sempre no meio dos elementos de contorno, conforme mostrado na

Figura 5.4.
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pix)
& $;
o X o
- L/2 *-

Figura 5.4 - Posicionamento do ponto de informacdo no elemento.

52 PRIMEIRO EXEMPLO: BARRA DE SECAO TRANSVERSAL CONSTANTE -
SIMULACAO COM A INTEGRACAO DE CONTORNO E AS FORMULACOES
DE AJUSTE

5.2.1 Parametros Especificos dos Testes

A proposta desse teste € a verificagdo da precisdo da Formulagédo da Integracdo de
Contorno (secédo 4.2), o Ajuste com Retirada de Pontos de Contorno e de Pontos
Internos (secéao 4.3) e o Ajuste com Retirada de Pontos Internos (sec¢do 4.4) em
comparacao com a Formulacéo da Dupla Reciprocidade.

O problema simulado numericamente nesse teste é o de uma barra engastada de
secdo transversal constante, como o mostrado na Figura 5.5. Esse problema sera
simulado com trés consideracfes: uma € a densidade da barra sendo constante,
outra com a densidade variando linearmente com o0 eixo X e a terceira € com a
densidade da barra senoidalmente variavel com X.

A equacao de governo desse problema de barra de secdo constante é representada
na equacao ( 5.1 ). Sua demonstracdo, bem como sua solugéo para os trés casos de

densidade considerados podem ser visualizadas no Apéndice 1.

d’u _ p(x)g (51)

Todas as simulagdes foram realizadas com duas funcdes de interpolacao radial: a
funcao radial simples (r) e a funcdo radial ctbica (r®), pois foram duas das funcdes

que possuiram as boas precisdes obtidas por Loeffler e Cruz (2008).
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Para as andlises de precisdo, os erros obtidos nas trés formulacées propostas® sdo
comparados com a precisdao obtida na simulacdo do mesmo problema com a
Formulacéo da Dupla Reciprocidade®.

O calculo dos erros meédios percentuais utilizou apenas o0s resultados de
deslocamentos obtidos na Aresta 2 e em metade da Aresta 3, representados na
Figura 5.5.

N&o serdo mostrados os outros valores de erro, pois a Aresta 1 possui seus
deslocamentos prescritos. Os resultados da Aresta 4 ndo sdo computados por ser
simétrico aos da Aresta 2, da mesma forma que os resultados da outra metade da
Aresta 3.

Aresta 1
u=0

Ll

Y

Aresta 2 Aresta 4

—— =0 — Contorno Computado

— Coptorno Ndo Computado

Figura 5.5 - Contorno considerado para o calculo dos erros da barra de se¢éo constante.

Nos topicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, o erro médio

percentual obtido nas simulacdes.

2 utilizando programas com elementos lineares, com a técnica dos nés duplos, com

precisdo dupla e com a técnica do célculo do vetor de influéncia para as formulacdes de ajuste.
® Utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nds duplos e com

preciséo dupla.
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5.2.2 Testes para Densidade Constante

5.2.2.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela 5.1 - Simulagao com a formula¢éo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,557% | 2,372% | 2,045% | 1,934% | 1,877% | 1,931% | 1,913% | 1,891%
84 5,425% | 1,615% | 1,240% | 1,026% | 0,986% | 0,828% | 0,814% | 0,800%
124 5,391% | 1,444% | 1,059% | 0,827% | 0,790% | 0,599% | 0,570% | 0,559%
164 5,371% | 1,355% | 0,965% | 0,725% | 0,690% | 0,484% | 0,451% | 0,440%

Tabela 5.2 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 8,337% | 2,786% | 2,359% | 1,850% | 1,867% | 1,145% | 0,958% | 0,970%
84 7,031% | 1,664% | 1,155% | 0,838% | 0,832% | 0,478% | 0,384% | 0,385%
124 7,146% | 1,606% | 1,031% | 0,694% | 0,678% | 0,336% | 0,272% | 0,268%
164 7,244% | 1,620% | 1,002% | 0,655% | 0,635% | 0,287% | 0,227% | 0,222%

Tabela 5.3 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 7,622% | 6,506% | 5,690% | 4,897% | 3,883% | 3,075% | 2,795% | 2,353%
84 7,077% | 6,449% | 5,920% | 5,363% | 4,490% | 3,765% | 3,517% | 2,938%
124 7,166% | 6,656% | 6,212% | 5,735% | 4,958% | 4,269% | 4,023% | 3,451%
164 7,254% | 6,804% | 6,414% | 5,982% | 5,260% | 4,605% | 4,365% | 3,801%

Tabela 5.4 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 8,337% | 5,839% | 4,664% | 3,663% | 2,715% | 1,986% | 1,718% | 1,393%
84 7,031% | 5,499% | 4,499% | 3,627% | 2,522% | 1,886% | 1,691% | 1,244%
124 7,144% | 5,865% | 4,940% | 4,109% | 2,982% | 2,284% | 2,089% | 1,577%
164 7,244% | 6,107% | 5,257% | 4,468% | 3,353% | 2,616% | 2,410% | 1,859%

5.2.2.2 Testes com a Func¢éo Radial Cubica
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Tabela 5.5 - Simulacdo com a formulagéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,859% | 6,881% | 6,467% | 4,079% | 3,397% | 1,324% | 1,324% | 1,340%
84 2,303% | 9,311% | 8,866% | 5,921% | 4,889% | 1,937% | 0,574% | 0,572%
124 2,380% | 9,974% | 9,522% | 6,446% | 5,313% | 2,188% | 0,705% | 0,704%
164 2,413% | 10,319% | 9,863% | 6,718% | 5532% | 2,318% | 0,777% | 0,777%
Tabela 5.6 - Simulacdo com a formulacdo da integracdo de contorno.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 15,462% | 1,195% | 1,259% | 1,017% | 1,018% | 0,851% | 0,771% | 0,769%
84 16,231% | 1,667% | 1,410% | 0,856% | 0,860% | 0,351% | 0,237% | 0,240%
124 17,812% | 1,998% | 1,789% | 1,012% | 1,024% | 0,346% | 0,211% | 0,212%
164 19,462% | 2,282% | 2,150% | 1,214% | 1,238% | 0,373% | 0,221% | 0,231%

Tabela 5.7 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 17,313% | 7,624% | 4,630% | 3,001% | 1,657% | 1,076% | 0,945% | 0,780%
84 18,322% | 6,260% | 3,492% | 2,135% | 1,993% | 0,817% | 0,770% | 0,550%
124 20,262% | 4,944% | 2,480% | 1,615% | 2,349% | 0,907% | 0,554% | 0,656%
164 21,639% | 4,052% | 2,366% | 1,595% | 2,542% | 1,096% | 0,449% | 0,943%

Tabela 5.8 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 15,462% | 2,224% | 1,298% | 1,026% | 1,162% | 0,883% | 0,806% | 0,851%
84 16,230% | 1,916% | 1,524% | 1,085% | 2,119% | 0,699% | 0,307% | 0,478%
124 17,804% | 1,773% | 1,859% | 1,308% | 2,461% | 0,859% | 0,349% | 0,610%
164 19,533% | 1,791% | 2,175% | 1,482% | 2,673% | 1,060% | 0,507% | 0,644%

5.2.3 Discussao dos Resultados para a Densidade Con  stante

Comparando os resultados da Tabela 5.1 a Tabela 5.8, pode-se notar que para a

funcdo radial cubica todas as formula¢des propostas, em média, foram superiores a

Dupla Reciprocidade, sendo que em alguns casos foram obtidos o dobro da preciséo

da FDR. No entanto, para a funcao radial simples, apenas os resultados da MECIC

foram superiores em precisdo. Na realidade, se esperava que o esquema de ajuste

oferecesse resultados melhores, por suavizar a superficie gerada a partir dos dados

discretos, mas isto ndo ocorreu. Entretanto, visando aplica¢des futuras em dinamica,

0 uso da estratégia de ajuste pode ainda ser bastante util, mesmo apresentando
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comparativamente menos precisdo. Isto devido a possibilidade de se reduzir o
sistema matricial e facultar o bandeamento como caracteristica de uma matriz de
massa a ser gerada, onde 0s pontos internos serdo considerados apenas como
pontos de informacé&o, e ndo de ajuste.

Devido ao uso do esquema de calculo do vetor de influéncia (secéo 4.5), o tempo de
processamento das duas formulacdes de ajuste foi praticamente o mesmo da Dupla
Reciprocidade, como pode se observar da Tabela AP6. 1 a Tabela AP6. 8 (Apéndice
6). J& devido a auséncia desse esquema de célculo, a Integracdo de Contorno
retornou um tempo de processamento bem superior aos outros métodos testados,
demonstrando o potencial dessa técnica.

A precisdo com todas as formulacdes de integracdo direta propostas para zero
pontos internos retornou erros muito elevados se comparados com o0s resultados
com apenas 5 pontos internos. Isso evidencia a grande dependéncia desse método
com a necessidade de serem fornecidos pontos interiores ao dominio para melhorar
a aproximacdo da acdo de dominio internamente. Esta dependéncia de pontos
internos ja foi mostrada nos testes passados (Cruz, 2009). A falta de pontos internos
forca a aproximacdo da carga de dominio, realizada por meio das fung¢des radiais
testadas, a apresentar curvaturas excessivas. Essa ma representacio gera 0s erros
expressivos apresentados. Comparando-se o0s resultados das formulagdes
propostas com a Dupla Reciprocidade percebe-se que esta Ultima € menos sensivel
a auséncia dos pontos internos do que as primeiras, devido a aproximacao pelas
funcdes radiais ser feita de modo direto e incluir tanto o vetor de carga p(X) quanto a
solucéo fundamental u*(¢;X).

Outra observacao a ser feita é a respeito dos testes com a funcéo radial cubica: ela
retornou resultados piores nas duas formulacdes de ajuste utilizando uma malha
sem pontos internos. Entretanto, sua precisdo em testes com malhas possuindo
pontos internos gerou melhores resultados do que a radial simples na maioria dos
casos ajuste.

Além disso, os testes com a radial simples apresentaram a tendéncia esperada de
convergéncia: 0s seus erros decairam com o refinamento da malha. Ja na radial
cubica houve algumas instabilidades na precisao.

Assim, a Dupla Reciprocidade se mostra mais vantajosa se utilizada em problemas

onde o carregamento interno foi definido em poucos pontos de informacéo (malhas
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mais pobres em pontos internos) e em conjunto com a funcédo radial simples, pois
retornou respostas com uma precisdo razoavel. Ja a Integracdo de Contorno se
mostrou muito vantajosa quando a situacdo interna ao dominio é bem conhecida,

pois nesse caso retornou resultados superiores ao método comparado.

5.2.4 Testes para Densidade Linearmente Variavel

5.2.4.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela 5.9 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 3,532% | 1,637% | 1,534% | 1,676% | 1,626% | 2,033% | 2,134% | 2,113%
84 3,534% | 0,952% | 0,771% | 0,754% | 0,723% | 0,814% | 0,856% | 0,845%
124 3,525% | 0,792% | 0,593% | 0,546% | 0,519% | 0,553% | 0,574% | 0,566%
164 3,514% | 0,707% | 0,499% | 0,438% | 0,413% | 0,420% | 0,432% | 0,425%

Tabela 5.10 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 6,642% | 1,467% | 1,469% | 1,370% | 1,462% | 1,068% | 0,932% | 0,964%
84 8,851% | 1,607% | 0,784% | 0,464% | 0,468% | 0,352% | 0,301% | 0,320%
124 9,265% | 1,756% | 0,910% | 0,493% | 0,452% | 0,200% | 0,181% | 0,193%
164 9,455% | 1,833% | 0,988% | 0,545% | 0,492% | 0,162% | 0,145% | 0,146%

Tabela 5.11 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 8,158% | 6,782% | 5,728% | 4,769% | 3,356% | 2,577% | 2,360% | 1,692%
84 9,435% | 8,557% | 7,844% | 7,086% | 5,872% | 4,909% | 4,567% | 3,768%
124 9,649% | 8,937% | 8,347% | 7,698% | 6,622% | 5,702% | 5,356% | 4,571%
164 9,736% | 9,114% | 8,593% | 8,011% | 7,024% | 6,151% | 5,811% | 5,048%

Tabela 5.12 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 6,642% | 4,073% | 2,684% | 1,829% | 1,373% | 0,990% | 0,850% | 1,008%
84 8,851% | 6,779% | 5,419% | 4,273% | 2,710% | 2,004% | 1,825% | 1,197%
124 9,268% | 7,527% | 6,317% | 5,219% | 3,669% | 2,800% | 2,555% | 1,849%
164 9,455% | 7,912% | 6,807% | 5,763% | 4,253% | 3,316% | 3,035% | 2,296%




TESTES NUMERICOS E DISCUSSAO DOS RESULTADOS 62

5.2.4.2 Testes com a Func¢éo Radial Cubica

Tabela 5.13 - Simulacdo com a formulagc&o da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,283% | 605,070% | 711,422% | 1494,647% | 1008,335% | 65,088% | 59,326% | 57,864%
84 1,651% | 617,721% | 701,858% | 1006,342% | 963,610% | 214,377% | 103,861% | 102,737%
124 1,710% | 835,607% | 941,071% | 1279,577% | 1237,337% | 330,870% | 160,413% | 158,606%
164 1,732% | 1065,756% | 1195525% | 1590,785% | 1542,840% | 445,766% | 216,517% | 214,033%

Tabela 5.14 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 19,566% | 1,617% | 1,680% | 1,374% | 1,374% | 1,001% | 0,890% | 0,890%
84 17,776% | 1,567% | 1,107% | 0,747% | 0,751% | 0,380% | 0,302% | 0,299%
124 16,313% | 1,573% | 1,133% | 0,629% | 0,632% | 0,287% | 0,201% | 0,200%
164 15,097% | 1,566% | 1,205% | 0,628% | 0,638% | 0,232% | 0,166% | 0,170%

Tabela 5.15 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 20,635% | 9,085% | 5,302% | 3,424% | 1,818% | 1,223% | 1,072% | 0,925%
84 17,903% | 6,074% | 2,888% | 1,662% | 1,551% | 0,612% | 0,670% | 0,433%
124 15,353% | 4,081% | 1,415% | 0,931% | 1,803% | 0,618% | 0,370% | 0,500%
164 13,951% | 2,816% | 1,258% | 0,872% | 1,981% | 0,929% | 0,314% | 0,974%

Tabela 5.16 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 19,566% | 2,887% | 1,710% | 1,431% | 1,573% | 1,118% | 0,970% | 1,018%
84 17,775% | 1,873% | 1,314% | 0,993% | 2,102% | 0,723% | 0,341% | 0,520%
124 16,309% | 1,393% | 1,535% | 1,096% | 2,355% | 0,845% | 0,341% | 0,625%
164 15,187% | 1,233% | 1,837% | 1,222% | 2,498% | 1,147% | 0,626% | 0,599%

5.2.5 Discussao dos Resultados para a Densidade Lin  earmente Variavel

Comparando os resultados da Tabela 5.9 a Tabela 5.16, nota-se que a Integracao
de Contorno retornou melhores resultados do que a Dupla Reciprocidade na maioria
dos casos.

Também é possivel notar que a simulacdo da Dupla Reciprocidade com a funcéo
radial cubica produziu péssimos resultados, denotando auséncia de convergéncia.
Isso pode ter sido provocado devido a funcdo radial clbica ndo possuir uma boa
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interacdo com a Dupla Reciprocidade usando elementos lineares, induzindo a
instabilidade da solucdo. Ressalta-se que diversas experiéncias computacionais
constataram que esse tipo de funcdo funciona muito bom com elementos
constantes, sem qualquer indicio de instabilidade. Dai resulta que mais um fator que
se interpde no desempenho das fungOes radiais: o tipo de elemento de contorno
utilizado na discretizag&o e sua dimensao, se bi ou tridimensional (Bueno, 2012).

Foi verificado que a Integracdo de Contorno gerou um numero maior de resultados
melhores a partir de 16 pontos internos. Possivelmente esse método retorna
melhores resultados quando é atendida alguma condi¢édo de distribuicdo minima dos
pontos internos no dominio.

As duas formulagcdes de ajuste retornaram resultados piores do que a Integracao de
Contorno, conforme exemplo anterior. Porém comparando entre elas, a Formulacéo
de Ajuste com Retirada de Pontos Internos retornou resultados melhores com o uso
da funcéo radial simples. J& com a funcéo radial cubica, a Formulacdo com Retirada
de Pontos de Contorno e de Pontos Internos retornou resultados melhores do que a
outra formulacéo de ajuste.

Devido ao uso do esquema de calculo do vetor de influéncia (secéo 4.5), o tempo de
processamento das duas formulacbes de ajuste foram praticamente as mesmas da
Dupla Reciprocidade, conforme se nota na Tabela AP6. 9, Tabela AP6. 11 a Tabela
APG6. 13, Tabela AP6. 15 e Tabela AP6. 16 (Apéndice 6). Ja devido a auséncia
desse esquema de calculo, a Integracdo de Contorno retornou um tempo de
processamento bem superior aos outros métodos testados (Tabela AP6. 10 e Tabela
APG6. 14 — Apéndice 6).

Assim como no caso anterior, a Dupla Reciprocidade ratificou ser mais vantajosa
caso utilizada em problemas onde o carregamento interno foi definido em poucos
pontos de informacdo e em conjunto com a funcdo radial simples, pois retornou
respostas com uma precisdo razoavel. J4 a Integracdo de Contorno se mostrou
muito vantajosa quando a situacéo interna ao dominio € bem conhecida, pois nesse
caso retornou resultados superiores ao método comparado, principalmente se a

técnica do vetor de influéncia for aliada a essa formulacéo.
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5.2.6 Testes para Densidade Senoidalmente Variavel

5.2.6.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela 5.17 - Simulacdo com a formulacdo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,344% | 2,469% | 2,239% | 2,329% | 2,258% | 2,661% | 2,747% | 2,719%
84 5,298% | 1,504% | 1,179% | 1,086% | 1,037% | 1,075% | 1,114% | 1,099%
124 5,290% | 1,288% | 0,942% | 0,812% | 0,768% | 0,739% | 0,753% | 0,740%
164 5,280% | 1,175% | 0,818% | 0,671% | 0,629% | 0,570% | 0,573% | 0,561%

Tabela 5.18 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,908% | 1,607% | 1,661% | 1,474% | 1,552% | 1,086% | 0,942% | 0,969%
84 7,723% | 1,472% | 0,741% | 0,487% | 0,530% | 0,378% | 0,318% | 0,334%
124 8,091% | 1,584% | 0,823% | 0,461% | 0,439% | 0,228% | 0,192% | 0,204%
164 8,244% | 1,645% | 0,883% | 0,495% | 0,457% | 0,173% | 0,151% | 0,152%

Tabela 5.19 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 7,220% | 6,020% | 5,093% | 4,251% | 3,016% | 2,333% | 2,136% | 1,568%
84 8,262% | 7,499% | 6,873% | 6,209% | 5,151% | 4,304% | 4,006% | 3,308%
124 8,453% | 7,832% | 7,316% | 6,748% | 5,810% | 5,000% | 4,695% | 4,010%
164 8,516% | 7,973% | 7,518% | 7,009% | 6,149% | 5,383% | 5,085% | 4,420%

Tabela 5.20 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,908% | 3,718% | 2,496% | 1,819% | 1,661% | 1,192% | 1,002% | 1,091%
84 7,723% | 5,931% | 4,742% | 3,744% | 2,403% | 1,775% | 1,616% | 1,069%
124 8,090% | 6,577% | 5,522% | 4,562% | 3,218% | 2,450% | 2,235% | 1,620%
164 8,244% | 6,904% | 5,940% | 5,030% | 3,722% | 2,898% | 2,652% | 2,011%

5.2.6.2 Testes com a Func¢éo Radial Cubica
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Tabela 5.21 - Simulacdo com a formulagc&o da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,251% | 522,540% | 610,102% | 1295,197% | 873,701% | 57,031% | 51,899% | 50,633%
84 1,772% | 530,461% | 590,846% | 874,453% | 832,937% | 186,305% | 90,656% | 89,680%
124 1,868% | 718,013% | 790,335% | 1114,953% | 1070,634% | 287,243% | 139,797% | 138,233%
164 1,907% | 916,375% | 1003,217% | 1388,342% | 1335,902% | 386,855% | 188,576% | 186,429%

Tabela 5.22 - Simulacdo com a formulagéo da integracao de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 18,754% | 1,525% | 1,618% | 1,313% | 1,313% | 0,974% | 0,871% | 0,871%
84 17,008% | 1,507% | 1,064% | 0,722% | 0,726% | 0,368% | 0,291% | 0,289%
124 16,240% | 1,523% | 1,089% | 0,605% | 0,606% | 0,276% | 0,193% | 0,193%
164 14,961% | 1,519% | 1,160% | 0,601% | 0,612% | 0,224% | 0,160% | 0,164%

Tabela 5.23 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 19,743% | 8,689% | 5,080% | 3,279% | 1,764% | 1,171% | 1,032% | 0,894%
84 17,711% | 5,796% | 2,772% | 1,596% | 1,507% | 0,592% | 0,641% | 0,417%
124 15,356% | 3,910% | 1,363% | 0,899% | 1,740% | 0,599% | 0,358% | 0,480%
164 13,924% | 2,668% | 1,212% | 0,832% | 1,933% | 0,875% | 0,300% | 0,952%

Tabela 5.24 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 18,754% | 2,743% | 1,650% | 1,371% | 1,503% | 1,082% | 0,948% | 0,996%
84 17,008% | 1,801% | 1,272% | 0,962% | 2,025% | 0,697% | 0,330% | 0,499%
124 16,237% | 1,352% | 1,485% | 1,059% | 2,262% | 0,810% | 0,327% | 0,602%
164 15,051% | 1,199% | 1,767% | 1,185% | 2,412% | 1,110% | 0,616% | 0,581%

5.2.7 Discussao dos Resultados para a Densidade Var iavel Senoidalmente

Comparando os resultados da Tabela 5.17 a Tabela 5.24, nota-se que a Integracéo
de Contorno retornou melhores resultados do que a Dupla Reciprocidade na maioria
dos casos, exceto no quesito tempo de processamento.

Mais uma vez também € possivel notar que a simulacdo da Dupla Reciprocidade
com a funcéo radial cubica retornou resultados muito ruins. E licito inferir que para
perfis mais elaborados da carga de dominio esta funcdo ndo retorne bons
resultados, pelo fato j& discutido de que a funcéo radial cubica ndo possui uma boa

interacdo com a Dupla Reciprocidade usando elementos lineares.
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Assim como nos testes constantes (topico 5.2.3) e lineares (tépico 5.2.5), foi
verificado que a Integracdo de Contorno retornou um numero maior de bons
resultados a partir de 9 e de 16 pontos internos. Existe uma possibilidade de que
esse método retorne melhores resultados quando alguma condicéo de distribuicao é
atendida.

Uma observacao importante a ser feita é sobre a simulagdo da Dupla Reciprocidade
com a funcdo radial cubica: como ja verificado anteriormente, essa simulacéo
produziu resultados muito ruins, que podem ter sido provocados por uma ma
interacdo entre essa funcdo radial e as operagbes requeridas pela Dupla
Reciprocidade.

As duas formulagcdes de ajuste retornaram resultados piores do que a Integracao de
Contorno. Porém comparando entre elas, a Formulacdo de Ajuste com Retirada de
Pontos Internos retornou resultados melhores com o uso da funcéo radial simples.
J& com a funcao radial cubica, a Formulacdo com Retirada de Pontos Internos e de
Contorno retornou resultados melhores do que a outra formulacao de ajuste.
Analisando da Tabela AP6. 17 a Tabela AP6. 24, é possivel notar que o tempo de
processamento nas formulacbes de ajuste foram compativeis com a Dupla
Reciprocidade devido ao uso da técnica do vetor de influéncia. Como a Integracéo
de Contorno ndo compartilhou desse método, seu tempo de processamento se
mostra alto.

Para a simulacdo de problemas com poucos pontos internos, a Dupla Reciprocidade
possui capacidade de retornar resultados melhores caso aliada a funcdo radial
simples. Nos demais casos, coube a Integracdo de Contorno possuir a hegemonia

na precisao numeérica.

53 SEGUNDO EXEMPLO: BARRA DE SECAO TRANSVERSAL VARIAVEL -
SIMULACAO COM A INTEGRACAO DE CONTORNO E AS FORMULACOES
DE AJUSTE

5.3.1 Parametros Especificos dos Testes

A proposta desse teste € a verificacdo da precisdo da Formulacdo da Integracao de

Contorno (secao 4.2), a Formulacao de Ajuste com Retirada de Pontos de Contorno
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e de Pontos Internos (secéo 4.3) e a Formulacao de Ajuste com Retirada de Pontos
Internos (sec¢éo 4.4) em comparagao com a Formulacao da Dupla Reciprocidade.

O problema simulado numericamente nesse teste € o de uma barra engastada de
secado transversal variavel, como o mostrado na Figura 5.6. Esse problema sera
simulado com duas consideragcfes: uma é a densidade da barra sendo constante,
outra com a densidade variando linearmente ao longo de X.

A equacéao de governo desse problema de barra de secdo variavel € representada
na equacao ( 5.2 ). Sua demonstracdo, bem como sua solucdo para os dois casos

de densidade considerados podem ser visualizadas no Apéndice 2.

(5.2)

d (Xduj _ o(x)gx

dx " dx E

X

T

Xo LS

¥ LA Y

= Y

Figura 5.6 - Barra de secéo variavel simulada.

Onde:

« Distancia do eixo Y ao ponto de engaste (X;): 2 m;

» Distancia do eixo Y a superficie livre da barra (Xo): 1 m.
Todas as simulac¢des foram realizadas com duas funcdes de interpolacao radial: a
funcao radial simples (r) e a funcéo radial cubica (r®), pois foram duas das funcdes

que possuiram as boas precisdes obtidas por Loeffler et al (2008).
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Para as andlises de precisdo, os erros obtidos nas trés formulacées propostas® sdo
comparados com a precisao obtida na simulacdo do mesmo problema com a
Formulacéo da Dupla Reciprocidade®.
Essa simulacdo possui uma particularidade interessante. A equacdao de governo
deste problema envolve um termo adicional (1/x)(du/dx) comumente denominado de
termo dispersivo, e desse modo ndo se enquadra numa Equacéo de Poisson em
coordenadas cartesianas. Entretanto, percebe-se que uma simples substituicdo de
variaveis, na qual r significaria a coordenada radial em coordenadas polares, permite
a insercao do problema proposto como uma Equagéo de Poisson expressa neste
novo sistema de coordenadas.
Assim, faz-se:

X=r (5.3)

Dessa forma, a equacéo ( 5.2 ), passa a tomar a forma abaixo representada:

d?u . 1(du)_ p(r)or
+=| = | = A
dr? r(drj E (54)

Também devido a essa mudanca de variaveis, o contorno do problema passa por

uma transformagéo, mostrado na Figura 5.7.

* Utilizando programas com elementos lineares, com a técnica dos nés duplos, com

precisdo dupla e com a técnica do célculo do vetor de influéncia para as formulacdes de ajuste.
® Utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nds duplos e com

preciséo dupla.
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T Arests 3

= Contorno Computado

— Copntorno Ndo Computado

Figura 5.7 - Barra de secdo variavel com os contornos transformados.

O célculo do erro médio percentual utilizou apenas os resultados de deslocamentos
obtidos na Aresta 2 e em metade da Aresta 1 (representados na Figura 5.7 acima).
N&o serdo mostrados os outros valores de erro, pois a Aresta 3 possui seus
deslocamentos prescritos. Os resultados da Aresta 4 ndo sdo computados por ser
simétrico aos da Aresta 2, da mesma forma que os resultados da outra metade da
Aresta 1.
Para todos os testes com a barra de secdo variavel serdo adotados os seguintes
valores geométricos:

* Raio externo (re): 2 m;

e Raio interno (r}): 1 m.
Nos topicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, o erro médio

percentual obtido nas simulacdes.

5.3.2 Testes para Densidade Constante

5.3.2.1 Testes com a Funcao Radial Simples
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Tabela 5.25 - Simulacdo com a formulagc&o da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,749% | 1,519% | 1,323% | 1,197% | 1,029% | 1,056% | 1,059% | 1,046%
84 3,821% | 2,109% | 1,879% | 1,608% | 1,411% | 1,392% | 1,388% | 1,325%
124 3,684% | 1,852% | 1,614% | 1,320% | 1,115% | 1,082% | 1,076% | 1,007%
164 3,593% | 1,710% | 1,469% | 1,159% | 0,952% | 0,913% | 0,906% | 0,834%

Tabela 5.26 - Simulacdo com a formulagéo da integracao de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 64,185% | 38,970% | 37,023% | 28,390% | 26,808% | 23,154% | 21,739% | 19,162%
84 21,847% | 12,538% | 11,886% | 9,613% | 8,824% | 7,338% | 6,854% | 6,097%
124 16,002% | 7,597% | 7,237% | 6,624% | 5536% | 4,479% | 4,146% | 3,730%
164 13,757% | 5,757% | 5,151% | 5,352% | 4,090% | 3,199% | 2,934% | 2,675%

Tabela 5.27 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 44,656% | 41,629% | 39,653% | 37,130% | 34,111% | 29,113% | 26,897% | 24,829%
84 17,039% | 16,177% | 15,467% | 15,210% | 14,046% | 11,906% | 10,855% | 10,211%
124 13,517% | 12,927% | 12,410% | 12,205% | 11,306% | 9,717% | 8,885% | 8,349%
164 12,992% | 12,507% | 12,082% | 11,760% | 10,989% | 9,698% | 8,986% | 8,370%

Tabela 5.28 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 48,138% | 40,429% | 36,720% | 31,510% | 27,511% | 22,210% | 20,395% | 18,021%
84 15,504% | 13,832% | 12,747% | 11,922% | 10,456% | 8,533% | 7,810% | 7,077%
124 11,479% | 10,311% | 9,422% | 9,217% | 7,951% | 6,084% | 5,374% | 4,971%
164 9,697% | 8,780% | 8,066% | 7,954% | 6,893% | 5,267% | 4,567% | 4,231%

5.3.2.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela 5.29 - Simulacdo com a formulacdo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,514% | 1,387% | 1,659% | 0,832% | 0,723% | 1,322% | 1,291% | 0,897%
84 0,800% | 3,354% | 2,396% | 1,487% | 1,715% | 1,575% | 1,761% | 1,604%
124 0,777% | 3,463% | 2,433% | 1,692% | 1,933% | 1,751% | 1,895% | 1,655%
164 0,735% | 3,403% | 2,356% | 1,777% | 2,018% | 1,822% | 1,938% | 1,657%




TESTES NUMERICOS E DISCUSSAO DOS RESULTADOS 71

Tabela 5.30 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 33,516% | 25,827% | 26,806% | 20,537% | 21,321% | 18,932% | 17,666% | 16,278%
84 53,835% | 6,967% | 7,267% | 7,313% | 5,760% | 4,927% | 4,675% | 4,529%
124 73,016% | 7,966% | 7,686% | 6,568% | 3,962% | 2,930% | 2,815% | 2,593%
164 93,001% | 9,697% | 9,388% | 6,395% | 3,458% | 2,367% | 2,345% | 1,838%

Tabela 5.31 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 36,166% | 28,211% | 23,361% | 20,890% | 17,662% | 16,135% | 15,752% | 14,929%
84 58,860% | 17,043% | 11,643% | 9,744% | 6,538% | 4,800% | 4,503% | 4,208%
124 82,691% | 15,095% | 10,701% | 7,835% | 5,125% | 3,269% | 3,045% | 2,815%
164 105,761% | 15,077% | 11,006% | 6,592% | 4,105% | 2,333% | 2,561% | 2,169%

Tabela 5.32 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 25,137% | 19,780% | 20,808% | 16,712% | 17,925% | 15,796% | 15,381% | 14,097%
84 38,207% | 6,005% | 4,927% | 5,774% | 4,778% | 4,426% | 4,359% | 4,207%
124 52,378% | 5,786% | 4,571% | 4,678% | 3,312% | 2,760% | 2,735% | 2,650%
164 65,457% | 5,650% | 4,784% | 3,439% | 3,280% | 2,064% | 2,184% | 2,848%

5.3.3 Discusséao dos Resultados para a Densidade Con  stante

7

Primeiramente é notado o grande erro presente nas simulacdes propostas sem
pontos internos, preliminarmente indicando mais ainda que nos casos anteriores, a
dependéncia de uma boa representacdo da carga de dominio no interior para uma
simulacéo precisa. A Unica excecao foi a simulacdo com a Dupla Reciprocidade, que
retornou erros bem mais baixos do que as outras formulagdes, mostrando certa
independéncia nesse aspecto, como 0 que ja havia sido percebido em testes
anteriores.

Percebe-se também a tendéncia, ja esperada, de decaimento do valor dos erros com
0 enriguecimento das malhas com a introducdo de pontos internos para todas as
formulagBes propostas. J& na Dupla Reciprocidade, em alguns casos houve um leve
aumento dos erros obtidos. Esse fendbmeno pode ter ocorrido devido aos testes
terem chegado a uma convergéncia de precisdo precoce, ja que o teste com carga

de dominio constante é, de certa forma, simples, fazendo entdo com que o

enriquecimento demasiado da malha e pontos internos ndo melhorar a precisdo do
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método. Com isso o erro passa a flutuar ao redor de um valor praticamente definido.
E uma hipétese.

Ainda assim a Dupla Reciprocidade retornou resultados melhores nos testes
simulados, destacando que a funcao radial simples teve melhor desempenho, pois
os resultados da radial cubica apresentam um comportamento do erro nem sempre
decresce com o refinamento.

No que se refere ao pior comportamento das formulacbes propostas, ha varias
justificativas possiveis. Pode ser que, em principio, estas formulacbes sdo muito
precisas no tratamento de problemas que possuem algum tipo de variagdo de sua
secao transversal, como é o caso aqui simulado; podem ser mais sensiveis ao erro
na discretizacdo da geometria; podem ser mais sensiveis aos erros dos cantos, que
possuem angulos internos mais agudos; ou pode ser algum efeito geomeétrico
relacionado a esbeltez. Para dirimir estas duavidas, algumas experiéncias serao
efetuadas a seguir.

A Figura 5.8, a seguir, mostra um grafico comparando os erros de deslocamento da
Dupla Reciprocidade e da formulagcdo com Integracdo de Contorno ponto a ponto
para as malhas de 164 pontos de contorno com O e com 81 pontos internos, usando
a funcéo radial simples, e para a Aresta 1 (Figura 5.7):

—FDR

Deslocamento
— AECIC

60,00000% 6,00000%

50,00000% "\ lj 5,00000%

40,00000% \ I 4,00000% I\\ //
30,00000% \ / 3,00000% \
20,00000% \ / 2,00000%

—
10,00000% 1,00000%
' N\ ~ 1/ ' —_— —
0,00000% = 0,00000% ]
0 10 20 30 0 10 20 30
Radial Simples - 164 PC- 0 Pl Radial Simples-164 PC- 81 PI

Figura 5.8 - Resultados ponto a ponto para o deslocamento.

Pode-se notar que, de fato, os resultados mas quinas (pontos de nés duplos) para a
formulagdo proposta € um dos motivos para os erros elevados. Esses pontos
retornaram erros muito elevados quando comparados a Dupla Reciprocidade,

aumentando o erro global retornado pelo método proposto. Assim, se excluidos
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esses pontos de erro localizado, o desempenho da formulagdo proposta melhora
bastante.

E possivel também observar uma aparente falta de simetria nas respostas da Dupla
Reciprocidade. Como tais erros sdo razoavelmente pequenos, as pequenas
flutuagbes de valores normalmente existentes em meétodos numeéricos podem ser
responsaveis por essa aparente falta de simetria. Uma vez que a formulacéo
proposta ndo apresenta esse comportamento, deve-se atribui-lo as operacbes de
formacao das matrizes auxiliares na Dupla Reciprocidade.

Nota-se que as formulacBes de ajuste possuiram ainda tempo de processamento
igual ou inferior a Dupla Reciprocidade, enquanto a Integracdo de Contorno possuiu
um tempo superior (topico AP6.2.1 — Apéndice 6). Isso € devido ao esquema de
calculo do vetor de influéncia (secéo 4.5) implementado nas formulagdes de ajuste e
ndo implementado na Integracdo de Contorno, demonstrando sua eficacia na

reducdo do tempo de processamento.

5.3.4 Testes para Densidade Linearmente Variavel

5.3.4.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela 5.33 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,449% | 0,379% | 0,368% | 0,635% | 0,740% | 0,907% | 0,932% | 1,009%
84 3,540% | 1,413% | 1,137% | 0,719% | 0,497% | 0,330% | 0,318% | 0,243%
124 3,498% | 1,386% | 1,114% | 0,725% | 0,503% | 0,350% | 0,338% | 0,261%
164 3,451% | 1,359% | 1,093% | 0,712% | 0,494% | 0,350% | 0,337% | 0,259%

Tabela 5.34 - Simulacdo com a formulagéo da integracao de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 79,004% | 49,417% | 45,965% | 36,490% | 33,048% | 27,854% | 25,846% | 22,708%
84 36,890% | 18,055% | 16,174% | 13,860% | 11,617% | 9,096% | 8,325% | 7,387%
124 27,474% | 12,227% | 10,665% | 9,654% | 7,675% | 5,692% | 5,131% | 4,593%
164 23,332% | 9,633% | 8,180% | 7,818% | 5,909% | 4,166% | 3,704% | 3,348%
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Tabela 5.35 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 63,923% | 58,999% | 55,643% | 52,513% | 47,250% | 39,622% | 36,228% | 33,302%
84 28,895% | 27,514% | 26,435% | 25,684% | 23,711% | 20,501% | 18,888% | 17,653%
124 22,341% | 21,464% | 20,756% | 20,355% | 19,001% | 16,751% | 15,544% | 14,665%
164 19,502% | 18,835% | 18,282% | 18,023% | 16,944% | 15,131% | 14,121% | 13,409%

Tabela 5.36 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 59,253% | 54,060% | 48,267% | 42,204% | 35,586% | 28,139% | 25,527% | 22,506%
84 26,180% | 23,142% | 21,152% | 19,657% | 16,813% | 13,171% | 11,732% | 10,552%
124 19,710% | 17,797% | 16,450% | 15,622% | 13,528% | 10,717% | 9,512% | 8,648%
164 16,447% | 15,040% | 14,000% | 13,469% | 11,777% | 9,433% | 8,374% | 7,672%

5.3.4.2 Testes com a Func¢éo Radial Cubica

Tabela 5.37 - Simulacdo com a formulacdo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,887% | 20,607% | 14,712% | 58,988% | 62,260% | 11,251% | 14,106% | 12,801%
84 1,816% | 54,310% | 71,749% | 43,836% | 40,341% | 78,439% | 76,880% | 71,076%
124 1,898% | 69,944% | 59,277% | 71,884% | 88,687% | 63,869% | 64,761% | 69,850%
164 1,909% | 43,601% | 35,740% | 130,682% | 152,343% | 30,899% | 33,049% | 40,471%

Tabela 5.38 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 38,119% | 29,760% | 30,741% | 24,120% | 25,158% | 22,097% | 20,398% | 18,893%
84 60,540% | 7,595% | 7,790% | 7,300% | 6,757% | 5,671% | 5,325% | 5,181%
124 82,773% | 7,843% | 7,785% | 6,165% | 4,683% | 3,352% | 3,209% | 2,951%
164 105,700% | 9,941% | 9,770% | 6,148% | 4,124% | 2,730% | 2,690% | 2,101%
Tabela 5.39 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 41,032% | 30,017% | 25,369% | 22,173% | 20,075% | 18,543% | 18,116% | 17,340%
84 66,711% | 17,284% | 12,438% | 9,919% | 7,131% | 5,493% | 5,111% | 4,908%
124 91,445% | 15,821% | 11,303% | 7,717% | 5,387% | 3,764% | 3,554% | 3,242%
164 119,522% | 16,175% | 11,572% | 6,409% | 4,573% | 2,909% | 2,547% | 3,316%
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Tabela 5.40 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 28,589% | 22,527% | 23,960% | 19,562% | 21,111% | 18,646% | 18,094% | 16,631%
84 42,965% | 6,114% | 5,482% | 5,910% | 5,530% | 5,124% | 5,015% | 4,901%
124 59,354% | 5,451% | 4,405% | 4,484% | 3,646% | 3,233% | 3,197% | 3,096%
164 74,178% | 5,349% | 4,402% | 3,460% | 3,872% | 2,338% | 2,402% | 2,502%

5.3.5 Discussao dos Resultados para a Densidade Var iando Linearmente

E notado inicialmente a tendéncia observada nos testes anteriores: o grande erro
presente nas novas formula¢cdes quando ha poucos pontos internos, induzindo a
conclusédo de que é necessario uma boa representacdo da carga de dominio para
que essas formulacdes possuam respostas mais confiaveis.

A Dupla Reciprocidade retornou resultados melhores nos testes simulados, exceto
para a funcdo radial cubica. Isso indica, como na secao 5.3.3, que as formulagbes
propostas ndo possuem uma boa precisdo em casos onde existam variacées no
dominio.
Apesar disso, a Formulacdo da Dupla Reciprocidade possui uma grande
instabilidade nas simula¢cdes com a funcdo radial cubica, exatamente o mesmo
fendmeno observado nos testes anteriores (resultados apresentados nas secoes
5.2.4e5.2.6).

A concluséo que se tende a chegar é a de que a funcao radial cubica ndo possui boa
compatibilidade quando combinada a Formulacdo da Dupla Reciprocidade em
simula¢des envolvendo variagdes na carga de dominio, que foi o caso simulado
nesse teste. Esse fenbmeno ja ndo ocorre nas formulacdes propostas.

Da mesma forma que no teste apresentado na secdo 5.3.3, em alguns casos
simulados houve um leve aumento dos erros obtidos. Esse fenbmeno pode ter
acontecido pela convergéncia de precisdo precoce, fazendo entdo o enriquecimento
demasiado de pontos internos ndo melhorar a precisdo do programa. Dessa forma o
erro passa a flutuar ao redor de um valor praticamente fixo.

Devido ao célculo do vetor de influéncia, as formula¢gdes de ajustes possuiram um
tempo de processamento compativel com a Dupla Reciprocidade (tépico AP6.2.2 —
Apéndice 6).

Para as formulacdes propostas, mais uma vez o0 comportamento anterior se repetiu e
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€ preciso fazer um ultimo teste para uma melhor avaliagdo de seu desempenho
nestes casos antes de se concluir que as formulagbes propostas ndo possuem uma
boa precisdo em casos onde existam variacdées no dominio. Este ultimo teste se
refere ao exame da sensibilidade a esbeltez das formulacdes propostas.

De modo a avaliar se o0 baixo desempenho numérico da Integracdo de Contorno se
deve a problemas com a esbeltez do dominio, devido as dimensfes geométricas
arbitradas anteriormente (Re=2 e Ri=1 - se¢&o 5.3), foi resolvido a seguir 0 mesmo
problema considerando Re=3 e Ri=1, conforme representado na Figura 5.9. No
exemplo anteriormente resolvido, a relagdo entre dominio e contorno € de 0,351, e
nesse novo exemplo, a relagao fica em 0,611, quase dobrando. Sabe-se que o MEC

€ uma técnica mais eficiente quanto maior for o dominio em relacdo ao contorno.

Aresta 3 Aresta 2
du _, u=0

— Contorno Computado

— ¥ = Contorno Ndo Computado

Figura 5.9 - Barra de secéo variavel simulada no teste extra.

Ressalta-se de experiéncias anteriores (Loeffler e Mansur, 1987), que a Dupla
Reciprocidade ja tinha apresentado excelente comportamento numérico em
problemas de tor¢cdo em perfis esbeltos, superando expectativas preliminares.

A seguir sao apresentados, na Tabela 5.41, os resultados obtidos com duas malhas
distintas e diversas quantidades de pontos internos, para Re=3 e Ri=1. A distribuicéo

de pontos de cada malha pode ser obtida no Apéndice 7.
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Esse teste foi executado® considerando a utilizacdo da funcéo radial simples (r) no
problema da barra de secao variavel com densidade constante, pois € a fungédo que
tem se mostrado mais robusta nos testes. Os valores no contorno considerados no

calculo do erro médio estao representados na Figura 5.9.

Tabela 5.41 - Integrac8o de contorno - resultados para deslocamento.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 1 5 12 49
30 8,882% 6,902% 2,863% 2,496% 1,778%
48 11,161% 8,950% 3,692% 1,766% 0,450%
124 13,541% 11,063% 4,794% 2,688% 0,580%

Pode-se observar nesta nova configuracdo geométrica que houve um decréscimo
significativo na magnitude dos erros percentuais, quando comparados com 0s erros
coletados para a relacdo Re=2 e Ri=1. Disto pode-se concluir que o caso anterior,
gue se caracterizava por uma esbeltez bem mais pronunciada do dominio
representativo da barra de sec¢édo variavel, foi resolvido numericamente com menos
precisdo pela formulacdo proposta do que pela Dupla Reciprocidade. Em outras
palavras, a formulacdo proposta € muito mais sensivel negativamente aos dominios
esbeltos do que a Dupla Reciprocidade.

Pode-se perceber também que a malha mais rica teve um desempenho inferior ao
da malha mais pobre, a menos do caso no qual um nimero maior de pontos internos
foi introduzido. Por inspecédo dos resultados em cada no, pode-se verificar que este
desempenho inferior se deve exclusivamente aos valores calculados nos nés duplos,
gue apresentam em todas as malhas os valores menos precisos. Na malha de 120
elementos, a mais rica, essa diferenca entre o valor analitico e o valor numeérico foi
maior do que na malha mais pobre e dai resulta a superioridade de precisdo da
malha de 26 elementos, a menos daquela em que foram introduzidos 49 pontos
internos.

Por fim, destaca-se que estes problemas de esbeltez também estéo ligados ao fato

de elementos distantes interagirem. No caso da constru¢do da matriz das acdes de

® Utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nos duplos, com

precisdo dupla e sem a técnica do calculo do vetor de influéncia.
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dominio pelas formulagcfes propostas, o uso de fun¢fes radiais de base compacta

certamente vai minimizar os efeitos negativos de dominios esbeltos.

54 TERCEIRO EXEMPLO: TORCAO UNIFORME EM BARRA PRISMATICA -
SIMULACAO COM A INTEGRACAO DE CONTORNO E AS FORMULACOES
DE AJUSTE

5.4.1 Parametros Especificos dos Testes

A proposta desse teste € a verificacdo da precisdo da Formulacdo da Integracao de
Contorno (secao 4.2), a Formulacao de Ajuste com Retirada de Pontos de Contorno
e de Pontos Internos (secéo 4.3) e a Formulacao de Ajuste com Retirada de Pontos
Internos (sec¢éo 4.4) em comparagao com a Formulacao da Dupla Reciprocidade.

O problema simulado numericamente nesse teste € o de uma barra prismatica
engastada que estd submetida a um momento tor¢or T , como o mostrado na Figura
5.10. Nessa simulacédo foram tratados os dados da fungao de tor¢cdo e da tenséo de
cisalhamento obtidas (vide Apéndice 3).

A equacao de governo do problema de torcao é representada na equacao ( 5.5 ),

abaixo.

9%w N 9°w
x> oy’

= -2G6 (5.5)

-

D' D,
S/

— Segdo Engastada
— Sapdo Deslocada

/Z

X

Figura 5.10 - Barra prismatica submetida a torcéo.
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Todas as simulacdes foram realizadas com duas fungdes de interpolagéo radiais: a
funcao radial simples (r) e a funcdo radial cubica (r®), pois foram duas das funcdes
gue possuiram as boas precisfes obtidas por Loeffler et al (2008).

Para as andlises de precisdo, os erros obtidos nas trés formulagdes propostas’
foram comparadas com a precisédo obtida na simulagdo do mesmo problema com a
Formulacéo da Dupla Reciprocidade®.

Para evitar a singularidade devido a prescricdo de condicbes de contorno
exclusivamente essenciais (vide item 5.1.3) nos nds duplos (condicdo de potencial
nulo para torcdo), prescrevem-se condigbes de contorno naturais (condi¢bes de
tensado cisalhante prescrita) na Aresta 1 e na Aresta 3, sendo calculadas com o uso
da equacéo (AP3. 3) e da equacédo (AP3. 4) (tensdes cisalhantes - Apéndice 3). Ja
nas condicoes de contorno da Aresta 2 e da Aresta 4 sdo estabelecidas condicbes
essenciais (funcdo de torcdo), sendo seus valores nulos, conforme

esquematicamente mostrado na Figura 5.11.

Y
&

Aresta 3

Aresta 4 Arostg ?

m—  Tensdo Cisalhante Prescrita

= X

Aresta 1 — Fungdo de Torgao Proescrita

Figura 5.11 - Contorno considerado para o célculo dos erros de torgao.

Todos os erros médios apresentados para a funcdo de torcdo sdo em valores
absolutos, ja que os valores analiticos deveriam ser nulos, impossibilitando o calculo
percentual. S&o utilizados para o calculo do erro médio absoluto da funcdo de torcao
todos os valores calculados na Aresta 1 e na Aresta 3.

Ja os erros médios para a tensédo sao dados em valores normalizados, isto é, todos

os valores analiticos foram divididos pelo maior valor de tenséo cisalhante que atua

" utilizando programas com elementos lineares, com a técnica dos nés duplos, com

precisdo dupla e com a técnica do célculo do vetor de influéncia para as formulacdes de ajuste.
& Utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nds duplos e com

preciséo dupla.
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nas arestas do problema. Sao utilizados para o calculo do erro médio percentual das
tensdes todos os valores calculados nos nds da Aresta 2 e da Aresta 4.
Para todos os testes de tor¢cdo, sdo adotados os seguintes valores fisicos e
geomeétricos:

* Deslocamento angular (6): 11/2;

* Mobdulo de elasticidade transversal (G): 1 Pa,;

» Distancia do engaste até a secao analisada (b): 1 m.
Nos tépicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, os erros médios

absolutos e os erros médios normalizados obtidos nas simulagdes.

5.4.2 Testes para Func¢ao de Torcao

5.4.2.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela 5.42 - Simulacdo com a formulacdo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0142 | 0,0057 | 0,0048 | 0,0045 | 0,0043 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0043
84 0,0108 | 0,0009 | 0,0007 | 0,0011 | 0,0012 | 0,0016 | 0,0017 | 0,0017
124 0,0098 | 0,0010 | 0,0020 | 0,0026 | 0,0027 | 0,0032 | 0,0033 | 0,0033
164 0,0108 | 0,0006 | 0,0011 | 0,0018 | 0,0019 | 0,0024 | 0,0025 | 0,0025

Tabela 5.43 - Simulacdo com a formula¢éo da integracao de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0335 | 0,0048 | 0,0021 | 0,0026 | 0,0029 | 0,0022 | 0,0017 | 0,0019
84 0,0548 | 0,0133 | 0,0084 | 0,0060 | 0,0057 | 0,0038 | 0,0038 | 0,0037
124 0,0606 | 0,0158 | 0,0108 | 0,0081 | 0,0078 | 0,0054 | 0,0053 | 0,0052
164 0,0615 | 0,0155 | 0,0104 | 0,0075 | 0,0073 | 0,0046 | 0,0044 | 0,0043

Tabela 5.44 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0129 | 0,0108 | 0,0091 | 0,0076 | 0,0054 | 0,0041 | 0,0037 | 0,0026
84 0,0192 | 0,0175 | 0,0162 | 0,0147 | 0,0125 | 0,0106 | 0,0099 | 0,0084
124 0,0205 | 0,0191 | 0,0180 | 0,0167 | 0,0146 | 0,0128 | 0,0121 | 0,0106
164 0,0208 | 0,0196 | 0,0185 | 00173 | 0,0154 | 0,0136 | 0,0129 | 0,0114
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Tabela 5.45 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0103 | 0,0064 | 0,0040 | 0,0026 | 0,0008 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0005
84 0,0177 | 0,0139 | 0,0114 | 0,0092 | 0,0064 | 0,0050 | 0,0046 | 0,0035
124 0,0197 | 0,0164 | 0,0140 | 0,0118 | 0,0088 | 0,0070 | 0,0066 | 0,0052
164 0,0202 | 0,0171 | 0,0149 | 0,0128 | 0,0099 | 0,0079 | 0,0073 | 0,0059

5.4.2.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela 5.46 - Simulacdo com a formulacdo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0044 | 0,0178 | 0,0167 | 0,0102 | 0,0084 | 0,0030 | 0,0030 | 0,0030
84 0,0026 | 0,0213 | 0,0201 | 0,0121 | 0,0093 | 0,0015 | 0,0023 | 0,0023
124 0,0019 | 0,0222 | 0,0209 | 0,0125 | 0,0095 | 0,0013 | 0,0029 | 0,0029
164 0,0030 | 0,0243 | 0,0230 | 0,0144 | 0,0112 | 0,0026 | 0,0016 | 0,0016

Tabela 5.47 - Simulacdo com a formulacéo da integracao de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,1289 0,0044 | 0,0050 | 0,0021 | 0,0020 | 0,0014 | 0,0018 | 0,0018
84 0,1465 0,0137 | 0,0135 | 0,0087 | 0,0088 | 0,0044 | 0,0037 | 0,0038
124 0,1540 0,0160 | 0,0159 | 0,0107 | 0,0108 | 0,0059 | 0,0051 | 0,0052
164 0,1572 0,0161 | 0,0156 | 0,0102 | 0,0103 | 0,0051 | 0,0042 | 0,0042

Tabela 5.48 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0446 | 0,0198 | 0,0121 | 0,0079 | 0,0033 | 0,0025 | 0,0021 | 0,0011
84 0,0508 | 0,0179 | 0,0098 | 0,0063 | 0,0043 | 0,0023 | 0,0031 | 0,0018
124 0,0534 | 0,0134 | 0,0062 | 0,0039 | 0,0052 | 0,0016 | 0,0023 | 0,0013
164 0,0543 | 0,0097 | 0,0037 | 0,0027 | 0,0061 | 0,0018 | 0,0013 | 0,0013

Tabela 5.49 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0396 0,0058 | 0,0021 | 0,0013 | 0,0032 | 0,0010 | 0,0010 | 0,0014
84 0,0473 0,0054 | 0,0034 | 0,0024 | 0,0053 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0008
124 0,0502 0,0047 | 0,0042 | 0,0028 | 0,0060 | 0,0015 | 0,0011 | 0,0010
164 0,0516 0,0045 | 0,0051 | 0,0032 | 0,0065 | 0,0021 | 0,0009 | 0,0011
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5.4.3 Testes para Tensdes Cisalhantes

5.4.3.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela 5.50 - Simulacdo com a formulacdo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,4027 | 0,3571 | 0,3524 | 0,3508 | 0,3500 | 0,3508 | 0,3506 | 0,3502
84 0,3650 | 0,3098 | 0,3044 | 0,3013 | 0,3008 | 0,2984 | 0,2982 | 0,2980
124 0,3541 | 0,2969 | 0,2913 | 0,2879 | 0,2874 | 0,2846 | 0,2842 | 0,2840
164 0,3519 | 0,2936 | 0,2879 | 0,2844 | 0,2839 | 0,2809 | 0,2804 | 0,2803

Tabela 5.51 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3513 | 0,3670 | 0,3632 | 0,3485 | 0,3474 | 0,3345 | 0,3336 | 0,3332
84 0,5974 | 0,2381 | 0,2370 | 0,2677 | 0,2699 | 0,2973 | 0,2946 | 0,2942
124 0,6459 | 0,2623 | 0,2028 | 0,2346 | 0,2363 | 0,2719 | 0,2793 | 0,2801
164 0,7194 | 0,2805 | 0,2248 | 0,2229 | 0,2246 | 0,2619 | 0,2706 | 0,2713

Tabela 5.52 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,4748 | 0,3628 | 0,2812 | 0,2030 | 0,2014 | 0,2449 | 0,2592 | 0,2899
84 0,6972 | 0,6398 | 05943 | 05460 | 0,4695 | 0,4074 | 0,3846 | 0,3289
124 0,7353 | 0,6870 | 0,6486 | 0,6066 | 05372 | 0,4772 | 0,4540 | 0,4065
164 0,7713 | 0,7205 | 0,6796 | 0,6414 | 05769 | 0,5197 | 0,4967 | 0,4490

Tabela 5.53 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3513 | 0,2319 | 0,2797 | 0,3161 | 0,3736 | 0,3649 | 0,3599 | 0,3441
84 0,5974 | 0,4813 | 0,4030 | 0,3424 | 0,2581 | 0,2114 | 0,2103 | 0,2345
124 0,6460 | 0,5430 | 0,4721 | 0,4114 | 0,3280 | 0,2850 | 0,2766 | 0,2454
164 0,7194 | 0,6024 | 05192 | 0,4540 | 0,3706 | 0,3234 | 0,3120 | 0,2778

5.4.3.2 Testes com a Func¢éo Radial Cubica
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Tabela 5.54 - Simulacdo com a formulagc&o da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3496 | 0,4217 | 0,4158 | 0,3816 | 0,3718 | 0,3421 | 0,3422 | 0,3424
84 0,3197 | 0,4187 | 0,4133 | 0,3722 | 0,3573 | 0,3145 | 0,2947 | 0,2947
124 0,3104 | 0,4151 | 0,4092 | 0,3694 | 0,3530 | 0,3077 | 0,2861 | 0,2861
164 0,3089 | 0,4188 | 0,4127 | 0,3709 | 0,3543 | 0,3076 | 0,2852 | 0,2852
Tabela 5.55 - Simulacdo com a formulacéo da integracdo de contorno.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,8332 0,3586 | 0,2624 | 0,3459 | 0,3464 | 0,3347 | 0,3334 | 0,3336
84 3,1529 0,3293 | 0,3039 | 0,1869 | 0,1887 | 0,2519 | 0,2946 | 0,2945
124 4,1201 0,5284 | 0,5147 | 0,3104 | 0,3137 | 0,1937 | 0,2543 | 0,2549
164 5,1387 0,7067 | 0,7023 | 0,4441 | 04516 | 0,2196 | 0,2308 | 0,2313

Tabela 5.56 - Simulacéo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,4174 | 0,8855 | 05113 | 0,2193 | 0,1220 | 0,2079 | 0,2519 | 0,3065
84 4,0404 | 1,4354 | 0,8404 | 0,4823 | 0,3010 | 0,1741 | 0,1862 | 0,1684
124 55229 | 1,3783 | 0,8204 | 05017 | 0,3416 | 0,2095 | 0,2139 | 0,1836
164 6,8419 | 1,2952 | 0,7680 | 0,4889 | 0,3493 | 0,2387 | 0,2413 | 0,2101
Tabela 5.57 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,8332 0,1472 | 0,2668 | 0,3385 | 0,3235 | 0,3339 | 0,3303 | 0,3237
84 3,1529 0,3805 | 0,1824 | 0,2087 | 0,2878 | 0,2916 | 0,2852 | 0,2896
124 4,1204 0,4174 | 0,2197 | 0,1983 | 0,2747 | 0,2775 | 0,2786 | 0,2748
164 5,1505 0,4222 | 0,2412 | 0,2035 | 0,2662 | 0,2755 | 0,2838 | 0,2718

5.4.4 Discussao dos Resultados

Analisando da Tabela 5.42 até a Tabela 5.57, é também notada a dependéncia da

Integracdo de Contorno com a quantidade de pontos internos declarados, em

conformidade com o ja observado em testes anteriores.

Para os resultados da funcdo de torcdo, percebe-se que todas as formulacdes

apresentaram bons resultados, mas alguns aspectos curiosos foram observados.

Primeiramente, a formulagdo com integracdo direta no contorno ndo teve seus

resultados melhorados com o refinamento da malha de contorno; seus resultados
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melhoraram apenas com a inclusdo de pontos internos. Isto poderia parecer
auséncia de convergéncia, ndo fossem 0s erros extremamente pequenos,
denotando assim alguma questao numeérica que reflita 0 esgotamento da capacidade
das funcdes radiais em representar o perfil constante do termo de dominio. Por outro
lado, a Dupla Reciprocidade, na maior parte das simulagbes expostas na tabela, foi
sensivel negativamente a insercdo de pontos internos, ou seja, a partir de um dado
ponto a inclusdo destes nado foi positiva. Ressalta-se, entretanto, que o nivel dos
erros obtidos foi muito reduzido e a resposta esperada nestes pontos era o valor
nulo.

J& no caso da resposta em termos das tensdes cisalhantes, excecao feita para as
malhas sem pontos internos, as formulacdes propostas voltaram a apresentar a
convergéncia com o refinamento da malha e também com a insercdo de pontos
internos. A formulacdo sem ajuste foi ligeiramente superior & formulagdo com Dupla
Reciprocidade. Destaca-se também o bom desempenho da formulagdo com ajuste
em que se retiram 0s pontos internos. Seus resultados foram bem proximos dos
melhores obtidos, havendo certa homogeneidade entre a Integracdo de Contorno e
Ajuste com Retirada de Pontos Internos no que tange o numero de melhores
resultados.

Como citado, a Integragdo de Contorno possui melhor desempenho quando
comparada a Dupla Reciprocidade, com excecédo dos testes com malhas sem pontos
internos. A Figura 5.12, abaixo, mostra um grafico comparando as respostas ponto a
ponto da tenséo de cisalhamento para as malhas de 164 pontos de contorno com 0
e com 81 pontos internos, usando a funcao radial simples, e para a Aresta 2 (Figura
5.11):

~ _ —FDOR
Tensdo de Cisalhamento
— MECIC

9,00000 1,00000

8,00000 0,90000 .\ i

7.00000 0,80000 \

6 00000 0,70000 \ 7
0,60000

5,00000 \ /
0,50000

4,00000 \ /
0,40000

3,00000 \ /
0,30000 -7/

2,00000 0,20000 \ #

1,00000 0,10000 o~

0,00000 —— 0,00000 —

Radial Simples-164 PC- 0PI Radial Simples - 164 PC- 81 PI

Figura 5.12 - Resultados ponto a ponto para a tenséo de cisalhamento.
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Pode-se notar que para a malha sem pontos internos a Integracdo de Contorno
tendeu a atingir aquela precisdo da Dupla Reciprocidade, mas os altos erros nos
pontos de quina influenciaram negativamente os resultados globais.

Essa mesma observacdo ndo pode ser feita para a simulagdo com a funcéo de
tor¢do, pois altos erros foram distribuidos ao longo das arestas e ndo concentrados
como para as tensodes, conforme observado na Figura 5.13 (resultados para a Aresta
1 - Figura 5.11):

—FDR

Funcéo de Torcéo
—MECIC
012 0,008
S 0,007
> / _-‘M\ 0,006 /\
0,08 N 0,005 A/ \ N FA
0,06 \ D:DD&I , \/V e \_f \
0,04 A / \ 0,003 l!\ AVA\JAV/\ n\
SN/ N R /A, \/\\
0,02 ’ [ e — 0,001 N W‘
0 \f- v/
Radial Simples - 164 PC- 0 PI Radial Simples-164 PC- 81 PI

Figura 5.13 - Resultados ponto a ponto para a funcdo de torcéo.

No que tange as funcdes radiais, a funcdo radial cubica teve desempenho
semelhante ao da simples.

No geral é notada também certa dependéncia das func¢des propostas com o
conhecimento de valores internos ao dominio, fornecido por meio da discretizacéo
de pontos internos. Existe uma variacao apreciavel dos erros das funcdes de torcao
e nas tensbes com as malhas sem pontos internos e a malha com apenas 5 pontos
internos.

Nota-se que as formulacdes de ajuste possuiram ainda tempo de processamento
igual ou inferior & Dupla Reciprocidade, enquanto a Integracdo de Contorno possuiu
um tempo superior (t6pico AP6.3 — Apéndice 6). Ressalta-se que isso € devido ao
esquema de calculo do vetor de influéncia (secdo 4.5) implementado nas
formulacbes de ajuste e ndo implementado na Integracdo de Contorno,

demonstrando sua eficacia na reducao do tempo de processamento.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Os testes iniciais com a Formulacdo da Integracédo Direta (Apéndice 5) mostraram
que essa formulacdo possui potencial para o retorno de resultados numeéricos
superior a Dupla Reciprocidade quando € bem refinada, principalmente na solucéo
de problemas onde existe uma variacao da carga de dominio.

Essa dependéncia de uma boa representagdo do interior do dominio € comum a
todas as novas formulagdes testadas. Essa dependéncia € maior do que a da Dupla
Reciprocidade, porque essa Ultima interpola apenas a acdo de dominio p(X),
enquanto as formulagfes propostas interpolam todo o nucleo da integral de dominio,
incluindo a solugéo fundamental. Por isso, exigem uma quantidade de pontos base
suficiente para retornar uma boa interpolacdo da carga de dominio, levando a
maiores erros quando isso ndo acontece.

Apesar desta maior dependéncia dos pontos internos, a tendéncia de decaimento do
erro ao longo do enriquecimento da malha ocorreu, exceto em alguns poucos casos
que foram comentados ao longo do texto. A convergéncia das formulacdes
propostas foi até mais ligeiramente monoténica do que a Dupla Reciprocidade nos
exemplos resolvidos.

Conforme apresentado no Apéndice 5, a técnica de expanséo do sistema linear de
Goldberg e Chen ndo conseguiu melhorar a precisdo da Formulagéo da Integracéo
Direta. Assim a técnica foi desconsiderada nos testes com as demais formulacdes
propostas, pois apenas aumentaria 0 custo computacional para o processamento
sem agregar beneficios (Tabela AP6. 49 e Tabela AP6. 50 — Apéndice 6).

Devido ao alto custo computacional para ser processada, a técnica da Integracéo de
Dominio também foi descartada das analises apresentadas. Ela serviu inicialmente
como formulacdo balizadora dos resultados iniciais, quando se buscavam
informagdes mais detalhadas de precisdo. Seus resultados foram similares ao da
integracao direta de contorno, mas com um custo proibitivo. Ainda assim os testes
com essa formulacdo foram Uteis para a validacdo de algumas idéias e
consideracdes adotadas nas demais formulacfes propostas, além de verificar a ma
influéncia na precisédo da expansao de Goldberg nas simulagdes.

Nos testes com a barra de secéo constante (t6pico 5.2) com densidade constante e

variavel, a formulacdo direta com integracdo de contorno usando funcédo radial
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simples sem ajuste foi melhor do que a Dupla Reciprocidade em todas as
simulag@es, excluindo-se aquelas nas quais as malhas séo constituidas de poucos
pontos internos.

Nestes testes observou-se que a funcdo radial cubica ndo produziu convergéncia
para acdes de dominio variaveis. Esta funcdo, que produziu 6timos resultados em
problemas de interpolacdo simples, mostra-se inconstante quando se resolvem
problemas relacionados a equacdes diferenciais.

Em geral, a Dupla Reciprocidade possui um potencial de retornar melhores
resultados quando se utiliza da funcao radial simples para suas interpolagcdes em
dominios com poucos pontos internos. J& com dominios com uma distribuigdo rica
de pontos internos, a Integracdo de Contorno consegue fornecer resultados muito
superiores a Dupla Reciprocidade em simulacdes de barras com se¢des constantes.
As formulacdes de ajuste ndo geraram resultados de melhor qualidade do que a
Integracao Direta de Contorno ou a Dupla Reciprocidade.

Comparativamente entre as duas formulacbes de ajuste, em todas as simulacdes
com a funcao radial simples, o Ajuste com Retirada de Pontos Internos possuiu um
desempenho melhor do que a outra formulacdo de ajuste. J& o Ajuste com Retirada
de Pontos Internos e Pontos de Contorno retornou resultados melhores quando a
funcdo de interpolacéo foi a radial cubica para todos os casos simulados da barra de
secao constante.

Nos testes com a barra de sec¢ao variavel (tépico 5.3) ocorreu um fato a se destacar:
em alguns dos testes houve pequenos aumentos no erro retornado pelos métodos
testados com o enriquecimento da malha. Uma hip6tese para esse comportamento
pode ser uma convergéncia precoce das respostas, fazendo o erro apresentar
flutuacodes.

Apesar disso quem retornou os melhores resultados, em média, foi a Formulagéo da
Dupla Reciprocidade, exceto para os testes com a func¢do radial cubica com a
consideracdo da densidade linearmente variavel. Ainda assim, os erros das demais
formulac6es ndo foram exageradamente altos, sendo entre 2 a 4% nos testes com a
radial cubica e com a Integracdo de Contorno com a radial simples.

Verificou-se que o desempenho da formulacdo proposta € mais sensivel a esbeltez
do dominio do que a Dupla Reciprocidade, pois os erros das primeiras se reduziram

muito quanto se ampliou a relacéo entre dominio e contorno do problema.
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Nos casos onde houve variagdo da carga de dominio, a Dupla Reciprocidade,
quando combinada com a funcdo de interpolacdo radial cubica, retornou resultados
extremamente ruins. O comportamento demonstrado por ela em todos os casos foi 0
de um crescimento exagerado do erro com o enriquecimento da malha com pontos
internos até uma quantidade entre 9 e 16 pontos, para depois comecar a decair. O
comportamento pode ser explicado devido a uma péssima interagdo entre essa
funcao de interpolacdo com a Dupla Reciprocidade.

Esse fendbmeno ja ndo ocorre em todas as formulagdes propostas, indicando uma
estabilidade que ndo é afetada com a funcdo de interpolacdo a qual sédo
combinadas.

Com os testes de torcdo (secdo 5.4), os melhores resultados obtidos para a
simulacdo da func&o de torcdo com a radial simples foram da Dupla Reciprocidade,
exceto nas simulagdes com poucos pontos de contorno, onde coube a Integracao de
Contorno assumir esse papel. Mas nesse problema, conforme ja discutido, o nivel
dos erros foi muito reduzido, e problemas numéricos relacionados ao excesso de
graus de liberdade podem ser responsaveis por esse problema, além da adoc¢éo do
ponto de informagdo no meio do elemento (se¢édo 5.1.4). Ja para a radial cubica, o0s
melhores resultados foram do Ajuste com Retirada de Pontos Internos acompanhada
pela outra formulacdo de ajuste.

Para a tensao de cisalhamento com a interpolacao da radial simples, as formulacdes
com os melhores resultados foram, em ordem, a Integracdo de Contorno e o Ajuste
com Retirada de Pontos Internos. Ja para a funcéo radial cubica, o resultado foi o
inverso, sendo os melhores resultados obtidos com o Ajuste com Retirada de Pontos
Internos seguido pela Integracdo de Contorno. Também foi observado que os
grandes erros nos pontos de quina atrapalharam o desempenho para as malhas
sem pontos internos.

Pelos testes realizados, foi verificado também o potencial que o esquema de calculo
do vetor de influéncia (secdo 4.5) possui. Essa verificacdo pode ser feita
comparando os resultados de tempo de processamento (Apéndice 6) com e sem
esse método (Integracdo de Contorno e formulagfes dos ajustes, respectivamente).
Em relagcdo as funcdes de interpolagdo simples e cubica é notado, analisando o
decaimento dos erros com o enriquecimento da malha nos testes executados, que a

funcdo radial simples obtém respostas mais proximas do valor ao qual converge.
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Isso é devido ao valor do decaimento do erro entre refinamentos da fungéo radial
simples ser menor do que a apresentada pela funcéo radial cubica.

No geral, a Formulacdo da Integracdo de Contorno retornou a maior quantidade de
melhores resultados, seguida de perto pela propria Dupla Reciprocidade. Com a
combinacdo dessa formulacdo com o esquema de célculo do vetor de influéncia,
pode-se dizer que o0s objetivos dessa dissertacdo foram atendidos, pois foi
determinada uma formulacdo competitiva com a Dupla Reciprocidade.

As formulacdes de ajuste ndo possuiram um desempenho tdo bom quanto a
Integracdo de Contorno, mas possuem uma propriedade muito importante quando
aliadas a funcbes de interpolacdo de base compacta, que ainda sera objeto de

estudos futuros.

6.1 PROPOSTAS PARA FUTURAS PESQUISAS

Como primeira proposta todas as formulagbes aqui desenvolvidas poderiam ser
testadas em problemas dinamicos, como propagacao de ondas ou transferéncia de
calor em regime transiente, ja que foi avaliado nessa dissertacdo apenas o
desempenho dessas formulagdes em problemas estaticos.

Como citado anteriormente, as funcdes de ajuste possuem uma caracteristica
interessante na simulagdo de problemas com os Elementos de Contorno: os pontos
internos ao dominio sdo desconsiderados apods a definicdo da equacédo de ajuste de
sua carga de dominio.

Portanto, o uso combinado dessa técnica com fun¢gdes de interpolacdo de base
compacta permite a producdo de matrizes de banda no sistema linear dos
Elementos de Contorno, possibilitando uma diminuicdo do tempo gasto para a
solucéo do problema. Assim, simulacfes grandes ou que dependam da passagem
do tempo podem ser processadas de forma mais rapida ou com mais termos,
consumindo 0 mesmo tempo computacional.

A outra proposta seria entdo, a verificacdo do desempenho e do aumento da
velocidade de processamento combinando as formulagdes de ajuste com funcdes de

base compacta.
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APENDICE 1 - SOLUCAO ANALITICA DA BARRA DE SECAO TR ANSVERSAL
CONSTANTE SUBMETIDA AO SEU PESO PROPRIO

O primeiro dos problemas a serem simulados para a verificacdo da precisao entre os
meétodos estudados é o de uma barra de secdo transversal constante submetida a
esforcos provocados por seu peso proprio. Esse problema pode, esquematicamente,
ser visualizado na Figura AP1. 1.

Figura AP1. 1 - Barra de se¢do constante submetida ao seu peso proprio.

Por conveniéncia, o sistema de referéncia a ser adotado € o mostrado na Figura
AP1. 1 e na Figura AP1. 2. A Figura AP1. 2 mostra ainda a nomenclatura adotada
dos contornos, bem como as condi¢cdes de contorno principais para o calculo da

solucdo analitica de deslocamento para esse problema.
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Aresta 1
u=0
ﬂ LLLL
L| Arests 2 Aresta 4
¥
Aresta 3
oy _
& 0 .
¥ Secdo A

Figura AP1. 2 - Identificacao das arestas do problema da barra de se¢éo constante.

As condicbes de contorno desse problema s&do representadas a seguir, nas
equacgodes (AP1. 1) e (AP1. 2):

Para x=L (Na Aresta 3]

(AP1. 1)
d
d_zz (0 =0)
E:
Para x=0 (Na Aresta 1j (AP1. 2)

u=0

A secdo hachurada infinitesimal da Figura AP1. 2 (Secdo A) € destacada e exibida
na Figura AP1. 3. Nessa Ultima, também sdo mostradas as forgas atuantes sobre
essa sec¢ao, que serdo utilizadas para a determinacdo das equacdes analiticas para

o deslocamento na barra.
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(o+do). A

dx &p.g.A.dx

'

g.A

Figura AP1. 3 - Forgas atuantes na secéo A.

Inicialmente, é realizado um somatorio de forcas na direcdo X da Figura AP1. 3.

Considerando que a barra esta estatica, a resultante de forcas nessa direcdo deve

ser zero, logo:

SFx=0

~(o+do)A+0.A+ p.g.Adx=0
—-o-do+o+ p.00dx=0
do-p.g.dx=0

do = p.g.dx

(AP1. 3)

—— =P

adx
Um conceito importante a ser lembrado € a Lei de Hooke, valida para materiais
elasticos lineares, que relaciona tensdes e deformacées em um material por meio de
seu modulo de elasticidade enquanto essas tensfes estiverem dentro do limite

elastico®. Esse conceito é apresentado na equacdo (AP1. 4), a seguir:

og=E&= E.% (AP1. 4)
dx
E, derivando em relacéo a direcéao X:
2
dg _gdu (AP1. 5)
dx dx?

Aplicando a equacgéo (AP1. 5) na equacao (AP1. 3), é obtido:

° Tensdo maxima gue um material pode suportar sem sofrer deformacgdes permanentes.
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(AP1. 6)

A equacdo acima, que possui a forma de uma Equacdo de Poisson, rege os

deslocamentos de qualquer ponto da barra sob carregamento provocado por seu

peso proprio.

O proximo passo do desenvolvimento € o célculo das respostas analiticas desse

problema em funcdo da densidade: se é constante ao longo de X, se varia

linearmente com X ou se varia com o seno de X. Os topicos AP1.1, AP1.2 e AP1.3

mostram esse desenvolvimento.

AP1.1 SOLUCAO ANALITICA PARA A DENSIDADE CONSTANTE

A solucéo analitica para esse caso pode ser resolvida considerando a densidade da

equacdao (AP1. 7) como constante:

p=p, =cte

Dessa forma, a equacéo (APL1. 6) se torna:

d’u _ p,.9
a2 E
%:w+c
dx E !

E terminando a resolucao:

(AP1. 7)

(AP1. 8)

(AP1. 9)
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ju ,OOEg X ‘C,
X - (AP1. 10)
u=rod +C,.x+C,
2

A equacdo (AP1. 10) mostra o deslocamento analitico em fungdo de duas
constantes a se determinar. Essas constantes podem ser determinadas aplicando
duas condicdes de contorno conhecidas na equacgao encontrada.

Aplicando a condi¢éo presente na equacao (AP1. 1) na equacao (AP1. 9), € obtido a

constante Cy:

o=—pol'§"L +C,
oL (APL. 11)
Cl = 709 =
E

Aplicando a equacéo (AP1. 2) e a equacédo (AP1. 11) na equacao (AP1. 10), € obtida
a constante C;:

2
OZIOOgO _IOO'g'L-0+C2
2.E E (AP1. 12)

Por fim, aplicando o valor obtido das constantes C; e C, na equagdo (AP1. 10), é

obtida a solucéo analitica do problema:

(AP1. 13)
U= ,OQX[ _ j
E 12

AP1.2 SOLUCAO ANALITICA PARA A DENSIDADE LINEAR
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A solucao analitica para esse caso pode ser resolvida considerando a densidade da
equacéo (AP1. 6) variando com X*°, ent&o:

_ PoX

p== (AP1. 14)
Dessa forma, a equacédo (AP1. 6) se torna:
d’u_ poxg (AP1. 15)
dx> L.E
Iniciando a resolucéo da equacgao acima:
d’u _ py-xg
o LE (AP1. 16)
du _ py-gx*
+C,
dx  2LE
E terminando a resolucao:
du _ py.gx*
1
dx 2LE (AP1. 17)
u=Lo9X +C X+C,
6.L.E

A equacdo (AP1l. 17) mostra o deslocamento analitico em funcdo de duas
constantes a se determinar. Essas constantes podem ser determinadas aplicando
duas condi¢des de contorno conhecidas na equagao encontrada.

Aplicando a condicao presente na equacao (AP1. 1) na equacao (AP1. 16), é obtido
a constante Cj:

' Essa consideracado faz a densidade da barra ser nula na secdo do engaste. Fisicamente
ndo é possivel a reproducao de um experimento real com tal consideracdo mas, ainda assim, foi

adotado para a avaliagdo matematica das formulagfes testadas.
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2
0= pZOEIE_ +C1
,0 ol (AP1. 18)
Cl:— -9
2.E

E aplicando a equacgdo (AP1. 2) e a equacdo (AP1. 18) na equagdo (AP1. 17), é
obtida a constante C:

2
0= P,-9.0°  p,.9.L.0 +C,
2L.E 2.E (AP1. 19)
C,=0

Por fim, aplicando o valor obtido das constantes C; e C, na equagdo (AP1. 17), é

obtida entdo a solucéo analitica do problema:

y= £-9X° _ Py.9.L.X
6.L.E 2.E
pox [ 52 (AP1. 20)
= Fo9X | X _
2.E '[3.|_ j

u

AP1.3 SOLUCAO ANALITICA PARA A DENSIDADE SENOIDAL

A solucéo analitica para esse caso pode ser resolvida considerando a densidade da

equacéo (AP1. 6) variando com o seno de X!, entao:

p=pysen¥]) (APL. 21)

Dessa forma, a equacédo (APL1. 6) se torna:

d?u _ Po-se”(%)g (AP1. 22)
dx® E

! Essa consideracédo faz a densidade da barra ser nula na secdo do engaste. Fisicamente
ndo é possivel a reproducao de um experimento real com tal consideracdo mas, ainda assim, foi

adotado para a avaliagdo matematica das formulagfes testadas.
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Iniciando a resolugéo da equagao acima:

d?u _ po.g.sen(%_)

2
o E (AP1. 23)
du ,oo.g.L.cos(VL)

= - = + Cl

dx

E terminando a resolucao:

du _ po.g.L.cos(%_)+C
dx E '

, (AP1. 24)
Po-9.L sen(%_)
u=- = +C,.x+C,

A equacdo (APl. 24) mostra o deslocamento analitico em funcdo de duas
constantes a se determinar. Essas constantes podem ser determinadas aplicando
duas condi¢des de contorno conhecidas na equacéao encontrada.

Aplicando a condicéo presente na equacdo (AP1. 1) na equacgédo (AP1. 23), é obtido
a constante Cj:

0= - po-g-L-EOS(%) .,

(AP1. 25)
_ p,-9.L.cos(1)
=T

E aplicando a equacédo (AP1l. 2) e a equacao (AP1. 25) na equacado (AP1l. 24), é
obtida a constante Cy:

__ ,oo.g.Lzsen(%)+ ,oo.g.L.cos(l).

= = 05 (AP1. 26)

C,=0

Por fim, aplicando o valor obtido das constantes C; e C, na equacdo (AP1. 24), é

obtida entdo a solucéo analitica do problema:
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ye o po,g.LZ.sen(%_)Jr 0,-9.L.cos(1) .
E E (AP1. 27)
us= po'—éj'l'.[cos(l).x ~ L.sen(x)]
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APENDICE 2 - SOLUCAO ANALITICA DA BARRA COM SECAO T RANSVERSAL
LINEARMENTE VARIAVEL SUBMETIDA AO SEU PESO PROPRIO

O problema a ser resolvido nessa secéo € o calculo da equacao analitica que rege
os deslocamentos de uma barra de secdo transversal variavel sofrendo esforgos

devido ao seu peso préprio, como esquematizado na Figura AP2. 1.

Figura AP2. 1 - Esquema da barra de segao variavel estudada.

Por conveniéncia, o sistema de referéncia a ser adotado € o mostrado na Figura
AP2. 1 e na Figura AP2. 2. Esse sistema apresenta uma equacédo para o céalculo da
area em qualquer sec¢do transversal da barra de forma simplificada.

A Figura AP2. 2 mostra ainda a nomenclatura adotada dos contornos, bem como as
condicbes de contorno principais para o calculo da equacdo analitica de

deslocamento para esse problema.
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X
Are.sta 3
I
Aresta 4 Aresta 2
4 Aresta 1 Xt
du
! =0
|I m-
Xo ' ' Secdo A
¥ | ¥

4

Figura AP2. 2 - Identificacao das arestas do problema da barra de secéo variavel.

Com esse sistema de referéncia, a equacao de célculo da area e sua derivada € o

representado nas equacodes (AP2. 1) e (AP2. 2), que sdo mostradas abaixo:

A=i.x (AP2. 1)
Xo

A_A

X X (AP2. 2)

A secdo hachurada infinitesimal da Figura AP2. 2 é destacada e exibida na Figura
AP2. 3. Nessa Ultima, também sdo mostradas as forcas atuantes sobre essa sec¢éao,
que serao utilizadas para a determinacdo das equacdes analiticas de deslocamento
na barra. E considerado que as tenses crescam na direcdo do aumento de area
devido a presenca do engaste.

(o+do).(A+dA)

dx \ T /‘p.g.A.dx

'

o.A

Figura AP2. 3 - Forcas atuantes na secao A.

As condic¢des de contorno desse problema sdo apresentadas na equacédo (AP2. 3) e
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na equacgao (AP2. 4):

Para x=X, (Na Aresta 1j

4 (AP2. 3)
u
—=0 (=0
=0 (@=0)
E:
Para x=Xx; | Na Aresta 3
(AP2. 4)

u=0

Inicialmente, é realizado um somatério de forcas na direcdo X, representadas na
Figura AP2. 3. Considerando que a barra esta estatica, a resultante de forcas nessa

direcéo deve ser zero. Logo:

5F, =0
(o +do)(A+dA)-o.A- p.g.Adx=0 (AP2. 5)
o.A+0dA+ Ado+dodA-o.A-p.g.Adx=0

O termo do.dA é aproximado para zero, devido a ser um infinitésimo de segunda
ordem. Assim:
odA+ Ado - p.g.Adx=0
dA  do (AP2. 6)

Um conceito importante a ser lembrado é a Lei de Hooke, valida para materiais
elasticos lineares, que relaciona tensfes e deformag¢des em um material por meio de
seu modulo de elasticidade enquanto essas tensbdes estiverem dentro do limite

elastico™. Essa igualdade é apresentada na equacado (AP2. 7), a segquir:

o=E&= E.% (AP2.7)
dx

2 Tensdo maxima gue um material pode suportar sem sofrer deformacgdes permanentes.



105

E derivando em relacéo a X:

2
‘;—U = E.% (AP2. 8)
X X

Aplicando as igualdades apresentadas nas equacdes (AP2. 7) e (AP2. 8) na
equacao (AP2. 6), tem-se:

2
g du A, pg 0

dx dx dx?

=p.0.A (AP2.9)
E aplicando também as igualdades presentes nas equacdes (AP2. 1) e (AP2. 2):

2
E%i% +i.x.E.d—l2J = p.g.i.x
dx X, dx Xg dx X5

Ex—r +E— = p.g.x (AP2.10)
dx

Aplicando os conceitos da Regra da Cadeia ha equacgéao (AP2. 10):

v Lol i (AP2. 11)

i(x duj 0.9.X
“dx E

O proéximo passo do desenvolvimento € o célculo das respostas analiticas desse
problema em funcdo da densidade: se € constante ao longo de X ou se varia

linearmente com X. Os topicos AP2.1 e AP2.2 mostram esse desenvolvimento.

AP2.1 SOLUCAO ANALITICA PARA A DENSIDADE CONSTANTE

Para o caso da carga de dominio constante, a densidade do material construtivo da

barra possui um valor constante ao longo de todo o contorno, apresentado abaixo.

0 =p, =cte (AP2. 12)
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Substituindo na equacao diferencial (AP2. 11) a consideracdo de densidade

constante, € obtido como resposta:

d (x%] = Po9X (AP2. 13)

dx\ " dx E

Integrando a equacgao (AP2. 13):

d (x du] _ Po-9X

ax( " dx E
2
x U - P (AP2. 14)
dx 2.E
du_ppgx, G
dx 2E X
Concluindo a integragéo:
du _ Po-9X +&
& 2E X (AP2. 15)

.gx°
u:'o°4?E +C,.In(x)+C,

Para o calculo das constantes C; e C, deverdo ser utilizadas as condi¢cdes de

contorno. Aplicando a equacédo (AP2. 3) na equacéao (AP2. 14):

0 — pO'g'XO +&
2.E X,
2 (AP2. 16)
Cl __ Po-9.X,
2.E

E aplicando as equacdes (AP2. 4) e (AP2. 16) na equacdo (AP2. 15), é obtida a

constante Cj:
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.0.X2 2
0 — 1004gE f _ poz'g'xo .|n(Xf )+C2
’ ) 5 (AP2.17)
_ Po-9-X Po-9-X;
C,=——"=2nlx, |-

E aplicando o valor obtido das constantes C; e C, na equacgédo (AP2. 15), é obtida
entdo a solucao analitica do problema:

2

2 2 2
U= Po9X _ PogXs In(x)+ Do-9-XC .In(xf )_ Po-9:X;

4.E 2.E 2.E 4E
5 2 (AP2. 18)
u=291 X 52 in(x, )-x2.in(x)- 25
2E | 2 2

AP2.2 SOLUCAO ANALITICA PARA A DENSIDADE LINEAR

Para o caso da carga de dominio variando linearmente, a densidade do material
construtivo da barra possui um valor que varia com X, conforme mostrado na
equacao (AP2. 19).

_ PoX
P L

(AP2. 19)

Substituindo na equacéo diferencial (AP2. 11) a consideracdo da densidade linear, €
obtido como resposta:

2
i(x_%j = Po:9X (AP2. 20)
dx\ dx L.E

Integrando a equacgao (AP2. 20):
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g{xgq:%gxz
dx\ " dx L.E

3
du _ p,.0.X +C

‘dx 3LE *
du_pp9x* , G
dx 3.L.E X

(AP2. 21)

E terminando a resolucao:

du_p.9x° G
dx 3.L.3E X (AP2. 22)
_ Po-g:X

Y C..In(x)+C,

Para o calculo das constantes C; e C, deverdo ser utilizadas as condigbes de
contorno. Aplicando a equacéo (AP2. 3) na equacéao (AP2. 21):

3LE X

0

3
Cl - _ pO'g'XO
3.LE

(AP2. 23)

E aplicando as equacdes (AP2. 4) e (AP2. 23) na equacdo (AP2. 22), é obtida a
constante Cy:

0= Po9X _ po-9x;

.In(xf)+C2
9.L.E 3 3.L.E . (AP2. 24)
X
C, = Po9% .In(xf )— P9 %,
3.LE 9LE

E aplicando o valor obtido das constantes C; e C, na equacgdo (AP2. 22), é obtida
entdo a solucdo analitica do problema:
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3 3 3 3
Gz 2K PO | PO ) 059X
9.LE 3.LE 3.LE 9.LE
_ P9 | X, s e Xt
U= e +x2.In(x, )~ x2.In(x) 2

(AP2. 25)
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APENDICE 3 - SOLUCAO ANALITICA DA BARRA PRISMATICA SUBMETIDA A
UM MOMENTO TORCOR

O ultimo problema que sera simulado é o de uma barra submetida a um esforco de

torcéo, conforme esquematicamente mostrado na Figura AP3. 1.

Figura AP3. 1 - Barra submetida a uma tor¢éo T.

O momento torgor T provoca um deslocamento angular 6 no ponto onde esta a
Secao A, conforme o mostrado na Figura AP3. 2. Essa figura mostra ainda a

nomenclatura adotada dos contornos.

Aresta Eh
T Aresta 1
$ k
)
( Aresta 4
.“""-. / — Segdo Engastada

.a\!m-.s:ta:';‘h""'"\\'r — Sacdo A

X

Figura AP3. 2 - Identificacdo das arestas do problema de tor¢éo.

As deducdes das equacdes analiticas para esse problema ja foram obtidas por
Peixoto (2009), sendo que serdo aqui apresentadas apenas as férmulas finais, sem

suas respectivas demonstracoes.
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A equacédo que rege as funcdes de torcdo e tensdes cisalhantes da barra possui a
forma de uma Equacgéao de Poisson, sendo ela mostrada abaixo:

9°w N 9°w
x> oy®

=-2G6 (AP3. 1)

A equacao (AP3. 2), mostrada abaixo, exibe o valor da funcdo de torcdo em
qualquer ponto da secao da barra:

M.7T.X n.JLy
sen .sen
w00 e o =0 )

PR ) o
=1,3,...n=1,3,... mn

w(X, y)

la? b?

Ja a equacao (AP3. 3) mostra a tensdo de cisalhamento na direcdo X a qual

qualquer ponto da barra esta submetido:

MJ7T.X n.Jzy
RGO & & Sen( a j’co{ b j
T, :F z Z ZJ (AP3. 3)

= = m n
m=13,...n=13,... m( +

Por fim, a tensdo de cisalhamento na direcdo Y em qualquer ponto da barra pode

ser calculada pela equacao (AP3. 4).

.........

= AP3. 4
¢ am m=13,...n=13 n(m +nj ( )
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APENDICE 4 - TESTES DE COMPARACAO DO FATOR DE AFAST AMENTO NOS
PROGRAMAS COM A FORMULACAO DA DUPLA RECIPROCIDADE

O objetivo dos testes agrupados no Apéndice 4 é o de verificar a precisao retornada
pela Formulacdo da Dupla Reciprocidade em funcdo do fator de afastamento dos
nés funcionais em relacdo as quinas do dominio (secdo 5.1.3). Ser4 aqui testado a
influéncia desse fator em todos os testes apresentados nos tépicos 5.2, 5.3 e 5.4,
pois foram os testes realizados mais detalhados.

O resultado das comparacdes serdo apresentados nos topicos desse apéndice
(AP4.2, AP4.3 e AP4.4), onde seus resultados também sao discutidos.

Todos os problemas foram simulados em 32 malhas, contendo 4 distribuicdes
diferentes de pontos de contorno e 8 distribuicdes diferentes de pontos internos, de
forma a ser possivel observar a regressao dos erros com 0 enriquecimento das
malhas. A localizagdo dos pontos de cada malha pode ser encontrada no Apéndice
5 dessa dissertacao.

Nas demais secdes desse Apéndice serdo apresentados os resultados das
simulacbes de comparacdo da Dupla Reciprocidade com afastamentos de 0,1
(10%), 0,2 (20%) e 0,3 (30%).

AP4.2 INFLUENCIA DO FATOR DE AFASTAMENTO NOS TESTES COM A
BARRA DE SECAO TRANSVERSAL CONSTANTE

AP4.2.1 Parametros Especificos de Teste

Da mesma forma como o apresentado na secao 5.2, esse teste visa a simulacao de
uma barra de sec¢ao transversal constante, como o mostrado na Figura AP4. 1.

O problema é simulado sob trés consideracdes: uma com a densidade da barra
sendo constante, outra com a densidade variando linearmente e a terceira com a

densidade da barra variando senoidalmente com a diregéo X.
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Todas as simulacdes® foram realizadas com duas funcdes de interpolacao radiais: a
funcao radial simples (r) e a funcdo radial ctbica (r°).

O célculo do erro médio percentual utilizou apenas os resultados de deslocamentos
obtidos na Aresta 2 e em metade da Aresta 3, representados na Figura AP4. 1.

N&o serdo mostrados os outros valores de erro, pois a Aresta 1 possui seus
deslocamentos prescritos. Os resultados da Aresta 4 ndo sdo computados por ser
simétrico aos da Aresta 2, da mesma forma que os resultados da outra metade da
Aresta 3.

Aresta 1
u=0

Ll

Ll

Aresta 2 Aresta 4

— =1 —  Contorno Computado

— Copntorno Ndo Computado

Figura AP4. 1 - Contorno considerado para o calculo dos erros.

Nos topicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, o erro meédio

percentual obtido nas simulacdes.

13 utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nos duplos e com

preciséo dupla.
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AP4.2.2 Testes com a Densidade Constante

AP4.2.2.1 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 1 - Simulacao da funcéo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,381% | 1,627% | 1,260% | 1,061% | 1,018% | 0,901% | 0,909% | 0,894%
84 5,357% | 1,330% | 0,940% | 0,699% | 0,664% | 0,457% | 0,426% | 0,416%
124 5,346% | 1,256% | 0,861% | 0,612% | 0,579% | 0,358% | 0,322% | 0,312%
164 5,338% | 1,215% | 0,817% | 0,565% | 0,533% | 0,306% | 0,268% | 0,259%

AP4.2.2.2 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 2 - Simulacdo da fungéo radial simples com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,557% | 2,372% | 2,045% | 1,934% | 1,877% | 1,931% | 1,913% | 1,891%
84 5,425% | 1,615% | 1,240% | 1,026% | 0,986% | 0,828% | 0,814% | 0,800%
124 5,391% | 1,444% | 1,059% | 0,827% | 0,790% | 0,599% | 0,570% | 0,559%
164 5,371% | 1,355% | 0,965% | 0,725% | 0,690% | 0,484% | 0,451% | 0,440%

AP4.2.2.3 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 3 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,736% | 3,189% | 2,910% | 2,913% | 2,838% | 3,112% | 2,920% | 2,890%
84 5,494% | 1,915% | 1,557% | 1,375% | 1,329% | 1,234% | 1,247% | 1,231%
124 5,436% | 1,640% | 1,266% | 1,053% | 1,013% | 0,856% | 0,841% | 0,828%
164 5,405% | 1,501% | 1,119% | 0,893% | 0,855% | 0,673% | 0,647% | 0,635%

AP4.2.2.4 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 4 - Simulacao da fun¢éo radial cubica com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,008% | 5,675% | 5,361% | 3,690% | 3,126% | 1,308% | 1,181% | 1,192%
84 2,341% | 7,156% | 6,839% | 5,061% | 4,287% | 1,866% | 0,578% | 0,577%
124 2,403% | 7,520% | 7,203% | 5,424% | 4,597% | 2,088% | 0,702% | 0,701%
164 2,429% | 7,702% | 7,385% | 5,607% | 4,753% | 2,202% | 0,770% | 0,769%
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AP4.2.2.5 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 5 - Simulacéo da fungédo radial cubica com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,859% | 6,881% | 6,467% | 4,079% | 3,397% | 1,324% | 1,324% | 1,340%
84 2,303% | 9,311% | 8,866% | 5,921% | 4,889% | 1,937% | 0,574% | 0,572%
124 2,380% | 9,974% | 9,522% | 6,446% | 5,313% | 2,188% | 0,705% | 0,704%
164 2,413% | 10,319% | 9,863% | 6,718% | 5,532% | 2,318% | 0,777% | 0,777%

AP4.2.2.6 Simulacdo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 6 - Simulacéo da funcgéo radial cubica com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,694% | 7,334% | 6,872% | 4,170% | 3,450% | 1,307% | 1,495% | 1,519%
84 2,263% | 10,304% | 9,792% | 6,244% | 5,104% | 1,947% | 0,563% | 0,562%
124 2,357% | 11,158% | 10,632% | 6,854% | 5,585% | 2,213% | 0,700% | 0,699%
164 2,397% | 11,611% | 11,078% | 7,174% | 5,836% | 2,352% | 0,775% | 0,774%

AP4.2.3 Testes com a Densidade Linearmente Variavel

AP4.2.3.1 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 7 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 3,414% | 0,938% | 0,769% | 0,778% | 0,745% | 0,889% | 0,961% | 0,949%
84 3,478% | 0,674% | 0,467% | 0,405% | 0,381% | 0,386% | 0,400% | 0,393%
124 3,487% | 0,608% | 0,392% | 0,316% | 0,293% | 0,273% | 0,278% | 0,272%
164 3,486% | 0,568% | 0,348% | 0,265% | 0,243% | 0,211% | 0,213% | 0,207%

AP4.2.3.2 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 8 - Simulacao da funcéo radial simples com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 3,532% | 1,637% | 1,534% | 1,676% | 1,626% | 2,033% | 2,134% | 2,113%
84 3,534% | 0,952% | 0,771% | 0,754% | 0,723% | 0,814% | 0,856% | 0,845%
124 3,525% | 0,792% | 0,593% | 0,546% | 0,519% | 0,553% | 0,574% | 0,566%
164 3,514% | 0,707% | 0,499% | 0,438% | 0,413% | 0,420% | 0,432% | 0,425%
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AP4.2.3.3 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 9 - Simulacdo da fungéo radial simples com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 3,650% | 2,425% | 2,402% | 2,715% | 2,646% | 3,389% | 3,421% | 3,388%
84 3,590% | 1,254% | 1,102% | 1,141% | 1,103% | 1,300% | 1,383% | 1,369%
124 3,563% | 0,991% | 0,811% | 0,799% | 0,768% | 0,867% | 0,910% | 0,899%
164 3,543% | 0,855% | 0,662% | 0,626% | 0,597% | 0,652% | 0,679% | 0,670%
AP4.2.3.4 Simulacédo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1
Tabela AP4. 10 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,1.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,225% | 84,967% | 92,586% | 93,922% | 86,414% | 45,484% | 31,800% | 31,308%
84 1,539% | 196,538% | 209,677% | 207,547% | 193,318% | 130,032% | 83,533% | 82,771%
124 1,596% | 291,830% | 310,146% | 304,842% | 283,972% | 194,924% | 127,005% | 125,836%
164 1,618% | 387,093% | 410,684% | 402,409% | 374,827% | 259,387% | 170,053% | 168,483%
AP4.2.3.5 Simulacédo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2
Tabela AP4. 11 - Simulacdo da fun¢éo radial cibica com a FDR em 0,2.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,283% | 605,070% | 711,422% | 1494,647% | 1008,335% | 65,088% | 59,326% | 57,864%
84 1,651% | 617,721% | 701,858% | 1006,342% | 963,610% | 214,377% | 103,.861% | 102,737%
124 1,710% | 835,607% | 941,071% | 1279,577% | 1237,337% | 330,870% | 160,413% | 158,606%
164 1,732% | 1065,756% | 1195525% | 1590,785% | 1542,840% | 445,766% | 216,517% | 214,033%
AP4.2.3.6 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3
Tabela AP4. 12 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,3.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,379% | 41,851% | 72,811% | 79,557% | 91,488% | 80,362% | 191,594% | 186,712%
84 1,801% | 986,071% | 1057,064% | 653,467% | 624,508% | 296,510% | 123,926% | 122,551%
124 1,859% 2251,520% | 2278,853% | 1256,740% | 1176,489% | 477,281% | 192,665% 190,410%
164 1,879% | 3753,367% | 3675,083% | 1882,706% | 1744,838% | 656,769% | 260,975% | 257,840%




117

AP4.2.4 Testes com a Densidade Senoidalmente Variav el

AP4.2.4.1 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 13 - Simulacdo da fun¢éo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,243% | 1,524% | 1,210% | 1,135% | 1,085% | 1,169% | 1,234% | 1,218%
84 5,254% | 1,131% | 0,774% | 0,623% | 0,582% | 0,516% | 0,518% | 0,507%
124 5,260% | 1,040% | 0,673% | 0,506% | 0,467% | 0,373% | 0,366% | 0,356%
164 5,258% | 0,989% | 0,617% | 0,443% | 0,404% | 0,297% | 0,287% | 0,277%
AP4.2.4.2 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,2
Tabela AP4. 14 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,2.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,344% | 2,469% | 2,239% | 2,329% | 2,258% | 2,661% | 2,747% | 2,719%
84 5,298% | 1,504% | 1,179% | 1,086% | 1,037% | 1,075% | 1,114% | 1,099%
124 5,290% | 1,288% | 0,942% | 0,812% | 0,768% | 0,739% | 0,753% | 0,740%
164 5,280% | 1,175% | 0,818% | 0,671% | 0,629% | 0,570% | 0,573% | 0,561%
AP4.2.4.3 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,3
Tabela AP4. 15 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,3.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 5,445% | 3,649% | 3,530% | 3,854% | 3,756% | 4,601% | 4,547% | 4,504%
84 5,343% | 1,957% | 1,673% | 1,655% | 1,596% | 1,782% | 1,881% | 1,860%
124 5,319% | 1,586% | 1,267% | 1,185% | 1,134% | 1,194% | 1,241% | 1,224%
164 5,303% | 1,397% | 1,061% | 0,949% | 0,902% | 0,906% | 0,930% | 0,916%
AP4.2.4.4 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1
Tabela AP4. 16 - Simulacdo da fun¢éo radial cibica com a FDR em 0,1.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,490% | 72,678% | 76,481% | 84,118% | 76,353% | 39,701% | 27,773% | 27,342%
84 1,851% 167,945% | 171,532% | 189,790% | 172,425% | 113,172% | 72,747% | 72,084%
124 1,922% | 249,673% | 253,565% | 280,500% | 254,127% | 169,647% | 110,491% | 109,475%
164 1,950% | 331,453% | 335,748% | 371,446% | 336,026% | 225,781% | 147,883% | 146,520%
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AP4.2.4.5 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 17 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,251% | 522,540% | 610,102% | 1295,197% | 873,701% | 57,031% | 51,899% | 50,633%
84 1,772% | 530,461% | 590,846% | 874,453% | 832,937% | 186,305% | 90,656% | 89,680%
124 1,868% | 718,013% | 790,335% | 1114,953% | 1070,634% | 287,243% | 139,797% | 138,233%
164 1,907% | 916,375% | 1003,217% | 1388,342% | 1335,902% | 386,855% | 188,576% | 186,429%

AP4.2.4.6 Simulacdo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 18 - Simulacdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,955% | 27,840% | 48,213% | 54,391% | 63,862% | 70,818% | 166,739% | 162,522%
84 1,675% | 806,879% | 887,472% | 512,217% | 492,630% | 258,052% | 108,564% | 107,370%
124 1,800% | 1877,124% | 1930,451% | 1013,029% | 953,247% | 414,553% | 168,462% | 166,510%
164 1,853% | 3147,096% | 3120,588% | 1532,680% | 1427,412% | 569,980% | 228,034% | 225,325%

AP4.2.5 Discussao dos Resultados

AP4.2.5.1 Discussao para a Densidade Constante

Pela andlise das tabelas condensadas na secdo AP4.2.2, o melhor parametro de
afastamento para os testes com a funcao radial simples foi o de 10%.

Ja para a funcao radial cubica houve certa igualdade entre os resultados com o
afastamento em 10% e 20%, onde em alguns casos houve uma maior quantidade de
melhores resultados com 10% e outros com 20%. Porém, ainda assim a maior
guantidade de melhores resultados se deu para o afastamento de 10%, indicando
ser um bom pardmetro de afastamento para simulacbes numéricas com a

Formulacao da Dupla Reciprocidade.

AP4.2.5.2 Discussao para a Densidade Linearmente Variavel

Para os testes lineares, demonstrados na secdo AP4.2.3, é detectado que em todos

0s casos simulados o parametro 6timo retornado foi o de 10%.
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Essa observacao, juntamente a obtida na secdo AP4.2.5.1, indica que esse pode ser

um parametro ideal para as simulagdes com a Dupla Reciprocidade.

AP4.2.5.3 Discussao para a Densidade Senoidalmente Variavel

Por fim, nos testes com a densidade variando senoidalmente, o resultado foi
semelhante aos ja obtidos nas se¢des AP4.2.5.1 e AP4.2.5.2: para todos 0s casos
testados o melhor parametro de afastamento para a Dupla Reciprocidade, para o

caso da simulacdo de uma barra engastada sob acdes de dominio € o de 10%.

AP4.3 INFLUENCIA DO FATOR DE AFASTAMENTO NOS TESTES COM A
BARRA DE SECAO TRANSVERSAL VARIAVEL

AP4.3.1 Parametros Especificos de Teste

Como ja apresentado na secdo 5.3, esse teste visa a simulacdo de uma barra de
secdo transversal variavel, como o mostrado na Figura AP4. 2. O problema é

simulado sob duas considerac¢des: uma com a densidade da barra sendo constante

e outra com a densidade variando linearmente com o eixo ordenado X.
X

T Aresta 3

— Contorno Computado

— Copntorno Ndo Computado

Figura AP4. 2 - Barra de sec¢édo variavel com contornos transformados.
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Todas as simulagdes™ foram realizadas com duas funcéo de interpolacdo radial: a
funcao radial simples (r) e a funcéo radial ctbica (r°).
O célculo do erro médio percentual utilizou apenas os resultados de deslocamentos
obtidos na Aresta 2 e em metade da Aresta 1. Ndo serdo mostrados 0s outros
valores de erro, pois a Aresta 3 possui seus deslocamentos prescritos. Os resultados
da Aresta 4 ndo sao computados por ser simétrico aos da Aresta 2, da mesma forma
que os resultados da outra metade da Aresta 1.
Para todos os testes, serdo adotados os seguintes valores para as constantes que
estéo listadas abaixo:

* Raio externo (re): 2 m;

e Raio interno (r}): 1 m.
Nos topicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, o erro meédio

percentual obtido nas simulacdes.

AP4.3.2 Testes com a Densidade Constante

AP4.3.2.1 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 19 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,650% | 1,024% | 0,817% | 0,667% | 0,546% | 0,533% | 0,532% | 0,539%
84 3,781% | 1,901% | 1,661% | 1,352% | 1,147% | 1,109% | 1,102% | 1,031%
124 3,657% | 1,714% | 1,468% | 1,151% | 0,941% | 0,896% | 0,888% | 0,814%
164 3,573% | 1,607% | 1,360% | 1,033% | 0,823% | 0,775% | 0,766% | 0,690%

4 utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nos duplos e com

preciséo dupla.
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AP4.3.2.2 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 20 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,749% | 1,519% | 1,323% | 1,197% | 1,029% | 1,056% | 1,059% | 1,046%
84 3,821% | 2,109% | 1,879% | 1,608% | 1,411% | 1,392% | 1,388% | 1,325%
124 3,684% | 1,852% | 1,614% | 1,320% | 1,115% | 1,082% | 1,076% | 1,007%
164 3,593% | 1,710% | 1,469% | 1,159% | 0,952% | 0,913% | 0,906% | 0,834%
AP4.3.2.3 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,3
Tabela AP4. 21 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,3.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,846% | 2,053% | 1,884% | 1,894% | 1,747% | 1,821% | 1,838% | 1,862%
84 3,862% | 2,329% | 2,109% | 1,883% | 1,695% | 1,700% | 1,699% | 1,650%
124 3,711% | 1,998% | 1,766% | 1,499% | 1,300% | 1,281% | 1,277% | 1,215%
164 3,613% | 1,818% | 1,582% | 1,291% | 1,089% | 1,060% | 1,054% | 0,986%
AP4.3.2.4 Simulacédo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1
Tabela AP4. 22 - Simulacdo da fun¢éo radial cibica com a FDR em 0,1.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,449% | 1,468% | 1,619% | 0,539% | 0,654% | 1,147% | 1,120% | 0,836%
84 0,829% | 1,584% | 1,025% | 3,002% | 2,454% | 4,299% | 2,527% | 1,548%
124 0,794% | 1,568% | 0,992% | 4,091% | 2,866% | 33,565% | 3,667% | 1,593%
164 0,748% | 1,492% | 0,920% | 5,166% | 3,133% | 10,555% | 5,096% | 1,600%
AP4.3.2.5 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2
Tabela AP4. 23 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,2.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,514% | 1,387% | 1,659% | 0,832% | 0,723% | 1,322% | 1,291% | 0,897%
84 0,800% | 3,354% | 2,396% | 1,487% | 1,715% | 1,575% | 1,761% | 1,604%
124 0,777% | 3,463% | 2,433% | 1,692% | 1,933% | 1,751% | 1,895% | 1,655%
164 0,735% | 3,403% | 2,356% | 1,777% | 2,018% | 1,822% | 1,938% | 1,657%
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AP4.3.2.6 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 24 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,585% | 2,720% | 2,731% | 0,911% | 0,809% | 1,322% | 1,361% | 0,933%
84 0,772% | 5,092% | 4,540% | 1,306% | 1,708% | 1,813% | 2,090% | 1,704%
124 0,759% | 5,429% | 4,682% | 1,447% | 1,976% | 1,889% | 2,230% | 1,794%
164 0,723% | 5,417% | 4,600% | 1,469% | 2,055% | 1,863% | 2,246% | 1,815%

AP4.3.3 Testes com a Densidade Linearmente Variavel

AP4.3.3.1 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 25 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,292% | 0,396% | 0,385% | 0,598% | 0,697% | 0,757% | 0,769% | 0,828%
84 3,493% | 1,429% | 1,166% | 0,793% | 0,577% | 0,437% | 0,424% | 0,350%
124 3,469% | 1,399% | 1,136% | 0,777% | 0,559% | 0,427% | 0,414% | 0,341%
164 3,430% | 1,370% | 1,110% | 0,752% | 0,536% | 0,410% | 0,398% | 0,323%

AP4.3.3.2 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 26 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,449% | 0,379% | 0,368% | 0,635% | 0,740% | 0,907% | 0,932% | 1,009%
84 3,540% | 1,413% | 1,137% | 0,719% | 0,497% | 0,330% | 0,318% | 0,243%
124 3,498% | 1,386% | 1,114% | 0,725% | 0,503% | 0,350% | 0,338% | 0,261%
164 3,451% | 1,359% | 1,093% | 0,712% | 0,494% | 0,350% | 0,337% | 0,259%

AP4.3.3.3 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 27 - Simulacdo da fun¢éo radial simples com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,610% | 0,342% | 0,474% | 0,821% | 1,062% | 1,316% | 1,350% | 1,441%
84 3,586% | 1,331% | 1,035% | 0,542% | 0,315% | 0,157% | 0,151% | 0,147%
124 3,527% | 1,329% | 1,044% | 0,607% | 0,378% | 0,222% | 0,214% | 0,138%
164 3,472% | 1,317% | 1,041% | 0,625% | 0,402% | 0,244% | 0,234% | 0,156%
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AP4.3.3.4 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 28 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,680% | 7,523% | 7,907% | 17,297% | 19,284% | 8,029% | 10,040% | 9,785%
84 1,872% | 53,959% | 51,331% | 46,116% | 39,743% | 21,832% | 22,527% | 28,129%
124 1,943% | 82,594% | 81,140% | 91,115% | 58,729% | 90,630% | 33,519% | 45,886%
164 1,948% | 63,893% | 69,101% | 167,281% | 77,502% | 76,763% | 40,610% | 60,752%

AP4.3.3.5 Simulacédo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 29 - Simulacdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 1,887% | 20,607% | 14,712% | 58,988% | 62,260% | 11,251% | 14,106% | 12,801%
84 1,816% | 54,310% | 71,749% | 43,836% | 40,341% | 78,439% | 76,880% | 71,076%
124 1,898% | 69,944% | 59,277% | 71,884% | 88,687% | 63,869% | 64,761% | 69,850%
164 1,909% | 43,601% | 35,740% | 130,682% | 152,343% | 30,899% | 33,049% | 40,471%

AP4.3.3.6 Simulacédo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 30 - Simulacdo da fun¢éo radial cibica com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 2,203% | 72,518% | 38,867% | 61,982% | 55,826% | 22,874% | 22,416% | 17,816%
84 1,751% | 64,148% | 38,472% | 125,154% | 184,313% | 29,181% | 32,753% | 67,030%
124 1,843% | 29,474% | 81,326% | 360,574% | 466,632% | 125,487% | 106,921% | 40,106%
164 1,862% | 62,768% | 148,164% | 565,507% | 706,103% | 247,063% | 225966% | 104,988%

AP4.3.4 Discussao dos Resultados

AP4.3.4.1 Discussao para a Densidade Constante

Com os resultados da secdo AP4.3.2 analisados é percebido que para as duas
equacodes de interpolacdo radial (simples e cubica) testadas, a maior quantidade de
melhores resultados foram obtidos com o parametro de afastamento igual a 10%,

semelhante ao obtido nos testes da se¢cao AP4.2.
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Em alguns casos foram retornados erros maiores com o parametro de 10% do que
20%. Além disso, alguns erros retornados pelo parametro 10% forneceram valores
de erros com ordem de grandeza muito acima de testes semelhantes. Isso pode ter
sido causado devido a esse parametro forcar o programa trabalhar com matrizes de

determinantes proximos a zero, gerando instabilidades na solucéo final.

AP4.3.4.2 Discusséo para a Densidade Linearmente Variavel

Com os resultados dos testes com a densidade com variacao linear, listados na
secdo AP4.3.3, é percebido a mesma tendéncia observada nos testes com a
densidade constante (secao AP4.3.2): o melhor parametro de afastamento foi o
10%, mesmo com alguns resultados retornando erros elevados.

Esses erros podem ter sido provocados pelo baixo valor de afastamento, forcando o
meétodo a trabalhar proximo de pontos de singularidade. Além disso, podem também
ter sido provocados pela variagdo do contorno do problema simulado, ja que para os
testes listados na secdo AP4.3.2 (barra de secdo constante) ndo houve

instabilidades de precisdo na simulacéo realizada.
AP4.4 INFLUENCIA DO FATOR DE AFASTAMENTO NOS TESTES DE TORCAO

AP4.4.1 Parametros Especificos de Teste

Conforme o apresentado na secao 5.4, esse teste visa a simulacdo de uma barra

prismatica submetida a um momento torcor T, como o mostrado na Figura AP4. 3.
Y
! T

Aresta 3

Aresta 4 Aresta 2

— Tensao Cisalhante Prescrita

= X

Arosta 1 Fungso de Torgao Prescrita

Figura AP4. 3 - Barra prismatica submetida a tor¢éo.
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Todas as simulages™® foram realizadas com duas funcéo de interpolacdo radial: a
funcao radial simples (r) e a funcéo radial ctbica (r°).
Todos os erros meédios apresentados para a funcdo de torcdo sdo em valores
absolutos, j4 que os valores analiticos deveriam ser nulos, 0o que impossibilita o
calculo percentual. Sao utilizados para o calculo do erro médio absoluto das funcdes
de torgéo todos os valores calculados na Aresta 1 e na Aresta 3.
Ja os erros meédios para a tensédo sao dados em valores normalizados, isto &, todos
os valores analiticos foram divididos pelo maior valor de tenséo cisalhante que atua
nas arestas do problema. Sao utilizados para o calculo do erro médio percentual das
tensdes todos os valores calculados na Aresta 2 e na Aresta 4.
Para todos os testes, serdo adotados os seguintes valores para as constantes que
estéo listadas abaixo:

* Deslocamento angular (6): 11/2;

* Moddulo de elasticidade transversal (G): 1 Pa;

* Profundidade (b): 1 m.
Nos tépicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, os erros médios

absolutos e normalizados obtidos nas simulagoes.

AP4.4.2 Resultados para a Fungao de Torgao

AP4.4.2.1 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 31 - Simulacdo da fun¢éo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0137 | 0,0037 | 0,0029 | 0,0025 | 0,0025 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0023
84 0,0106 | 0,0006 | 0,0014 | 0,0020 | 0,0021 | 0,0026 | 0,0027 | 0,0027
124 0,0096 | 0,0015 | 0,0025 | 0,0032 | 0,0033 | 0,0039 | 0,0039 | 0,0040
164 0,0107 | 0,0006 | 0,0015 | 0,0022 | 0,0023 | 0,0029 | 0,0030 | 0,0030

% ytilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nos duplos e com

preciséo dupla.




126

AP4.4.2.2 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 32 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0142 | 0,0057 | 0,0048 | 0,0045 | 0,0043 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0043
84 0,0108 | 0,0009 | 0,0007 | 0,0011 | 0,0012 | 0,0016 | 0,0017 | 0,0017
124 0,0098 | 0,0010 | 0,0020 | 0,0026 | 0,0027 | 0,0032 | 0,0033 | 0,0033
164 0,0108 | 0,0006 | 0,0011 | 0,0018 | 0,0019 | 0,0024 | 0,0025 | 0,0025
AP4.4.2.3 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,3
Tabela AP4. 33 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,3.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0147 | 0,0078 | 0,0071 | 0,0071 | 0,0069 | 0,0076 | 0,0071 | 0,0070
84 0,0110 | 0,0015 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0007
124 0,0099 | 0,0006 | 0,0015 | 0,0020 | 0,0021 | 0,0025 | 0,0026 | 0,0026
164 0,0109 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0013 | 0,0014 | 0,0019 | 0,0020 | 0,0020
AP4.4.2.4 Simulacédo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1
Tabela AP4. 34 - Simulacdo da fun¢éo radial cibica com a FDR em 0,1.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0048 | 0,0146 | 0,0137 | 0,0092 | 0,0077 | 0,0030 | 0,0027 | 0,0027
84 0,0027 | 0,0155 | 0,0146 | 0,0098 | 0,0077 | 0,0014 | 0,0023 | 0,0023
124 0,0020 | 0,0156 | 0,0147 | 0,0098 | 0,0076 | 0,0011 | 0,0029 | 0,0029
164 0,0031 | 0,0172 | 0,0163 | 0,0114 | 0,0091 | 0,0023 | 0,0016 | 0,0016
AP4.4.2.5 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2
Tabela AP4. 35 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,2.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0044 | 0,0178 | 0,0167 | 0,0102 | 0,0084 | 0,0030 | 0,0030 | 0,0030
84 0,0026 | 0,0213 | 0,0201 | 0,0121 | 0,0093 | 0,0015 | 0,0023 | 0,0023
124 0,0019 | 0,0222 | 0,0209 | 0,0125 | 0,0095 | 0,0013 | 0,0029 | 0,0029
164 0,0030 | 0,0243 | 0,0230 | 0,0144 | 0,0112 | 0,0026 | 0,0016 | 0,0016
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AP4.4.2.6 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 36 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,0040 | 0,0190 | 0,0177 | 0,0105 | 0,0085 | 0,0030 | 0,0033 | 0,0033
84 0,0025 | 0,0240 | 0,0226 | 0,0129 | 0,0099 | 0,0016 | 0,0023 | 0,0023
124 0,0019 | 0,0254 | 0,0240 | 0,0136 | 0,0102 | 0,0013 | 0,0029 | 0,0029
164 0,0030 | 0,0278 | 0,0263 | 0,0156 | 0,0120 | 0,0027 | 0,0016 | 0,0016

AP4.4.3 Resultados para a Tensao de Cisalhamento

AP4.4.3.1 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 37 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3941 | 0,3573 | 0,3536 | 0,3517 | 0,3513 | 0,3501 | 0,3502 | 0,3501
84 0,3621 | 0,3111 | 0,3062 | 0,3031 | 0,3027 | 0,3001 | 0,2998 | 0,2996
124 0,3529 | 0,2986 | 0,2933 | 0,2900 | 0,2896 | 0,2867 | 0,2862 | 0,2861
164 0,3513 | 0,2952 | 0,2898 | 0,2864 | 0,2859 | 0,2829 | 0,2824 | 0,2822

AP4.4.3.2 Simulacédo da Funcéo Radial Simples com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 38 - Simulacdo da funcéo radial simples com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,4027 | 0,3571 | 0,3524 | 0,3508 | 0,3500 | 0,3508 | 0,3506 | 0,3502
84 0,3650 | 0,3098 | 0,3044 | 0,3013 | 0,3008 | 0,2984 | 0,2982 | 0,2980
124 0,3541 | 0,2969 | 0,2913 | 0,2879 | 0,2874 | 0,2846 | 0,2842 | 0,2840
164 0,3519 | 0,2936 | 0,2879 | 0,2844 | 0,2839 | 0,2809 | 0,2804 | 0,2803

AP4.4.3.3 Simulacdo da Fungao Radial Simples com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 39 - Simulacdo da fun¢éo radial simples com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3976 | 0,3725 | 0,3698 | 0,3698 | 0,3690 | 0,3717 | 0,3698 | 0,3695
84 0,3638 | 0,3185 | 0,3140 | 0,3117 | 0,3111 | 0,3099 | 0,3101 | 0,3099
124 0,3541 | 0,3037 | 0,2987 | 0,2959 | 0,2953 | 0,2933 | 0,2931 | 0,2929
164 0,3522 | 0,2991 | 0,2939 | 0,2908 | 0,2903 | 0,2878 | 0,2875 | 0,2873
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AP4.4.3.4 Simulagéo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,1

Tabela AP4. 40 - Simulagdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,1.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3612 | 0,3971 | 0,3939 | 0,3774 | 0,3719 | 0,3541 | 0,3529 | 0,3530
84 0,3241 | 0,3849 | 0,3809 | 0,3583 | 0,3485 | 0,3179 | 0,3017 | 0,3017
124 0,3139 | 0,3812 | 0,3772 | 0,3539 | 0,3430 | 0,3096 | 0,2912 | 0,2912
164 0,3118 | 0,3826 | 0,3785 | 0,3549 | 0,3433 | 0,3086 | 0,2892 | 0,2892

AP4.4.3.5 Simulacédo da Funcéo Radial Cubica com o Afastamento de 0,2

Tabela AP4. 41 - Simulacgdo da funcao radial clibica com a FDR em 0,2.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3496 | 0,4217 | 0,4158 | 0,3816 | 0,3718 | 0,3421 | 0,3422 | 0,3424
84 0,3197 | 0,4187 | 0,4133 | 0,3722 | 0,3573 | 0,3145 | 0,2947 | 0,2947
124 0,3104 | 0,4151 | 0,4092 | 0,3694 | 0,3530 | 0,3077 | 0,2861 | 0,2861
164 0,3089 | 0,4188 | 0,4127 | 0,3709 | 0,3543 | 0,3076 | 0,2852 | 0,2852

AP4.4.3.6 Simulacédo da Funcdo Radial Cubica com o Afastamento de 0,3

Tabela AP4. 42 - Simulacdo da fun¢éo radial cibica com a FDR em 0,3.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,3582 | 0,4134 | 0,4088 | 0,3821 | 0,3751 | 0,3541 | 0,3559 | 0,3561
84 0,3231 | 04222 | 0,4163 | 0,3732 | 0,3588 | 0,3189 | 0,3015 | 0,3015
124 0,3133 | 0,4265 | 0,4199 | 0,3726 | 0,3561 | 0,3113 | 0,2912 | 0,2912
164 0,3114 | 04334 | 04264 | 0,3756 | 0,3580 | 0,3107 | 0,2892 | 0,2892

AP4.4.4 Discussao dos Resultados

Em todos os casos testados, houve certa igualdade entre os resultados obtidos para
os trés afastamentos testados.

Ainda assim é notado que, para os testes com a funcao radial simples simulando as
funcdes de torcao, o melhor parametro de afastamento para os testes com a Dupla
Reciprocidade é de 30%, um resultado diferente do que havia sido anteriormente
obtido nos outros testes.

Com a radial cubica ainda para a funcdo de torcdo, o melhor parametro de

afastamento foi 0 10%, semelhante ao ja obtido.
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Ja para os testes com as tensdes cisalhantes, o parametro retornado foi 20%,

indicando a homogeneidade entre os parametros citado anteriormente.
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APENDICE 5 - TESTES PRELIMINARES UTILIZANDO A FORMU LACAO DO
CALCULO DIRETO DA INTEGRAL DE DOMINIO COM O METODO DE
EXPANSAO DO SISTEMA LINEAR DE GOLDBERG E CHEN

AP5.1 PARAMETROS ESPECIFICOS DOS TESTES

A proposta desse teste, que emprega a Formulagdo da Integracdo Direta (se¢ao
4.1), é a verificacdo da validade de alguns procedimentos com interpolacbes do
termo integral da acdo de dominio empregados ao longo da pesquisa. Tambéem é
objetivo do teste verificar a influéncia que o método da expanséao do sistema linear
desenvolvido por Goldberg e Chen (se¢éo 3.4) possui na precisdo desse método.

O problema simulado nesse teste € o da barra engastada de secdo transversal
constante, como feito na secdo 5.2. Esse teste € simulado com duas consideracoes:
uma é a densidade da barra sendo constante e a outra com a densidade da barra
senoidalmente variavel com X

Para as andlises, a precisdo obtida na Integracdo de Dominio™® (FID) é comparada
com a precisdo obtida na simulacdo do mesmo problema com a Formulacdo da
Dupla Reciprocidade®’ (FDR). O teste com a Dupla Reciprocidade n&do utilizou o
esquema de expanséo do sistema linear.

A equacao de governo desse problema de barra de secdo constante é representada
na equacao (AP5. 1). Sua demonstracdo, bem como sua solugéo para os trés casos

de densidade considerados podem ser visualizadas no Apéndice 1.

d*u _ plx)g (AP5. 1)

Todas as simulacbes foram realizadas com uma funcdo de interpolacédo radial: a
funcao radial simples (r), pois foi uma das que retornou os melhores resultados de

interpolacdo obtidas por Loeffler et al (2008). Ainda considerando esse trabalho, o

'8 Utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nés duplos e com
preciséo dupla.
7 utilizando um programa com elementos lineares, com a técnica dos nos duplos e com

preciséo dupla.
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dominio foi dividido em 10.000 setores (Figura 4.1 — vide pagina 38), sendo 100
particbes no eixo ordenado X e 100 particdes no eixo ordenado Y. A expansao do

sistema linear contou com seis funcdes globais, sendo elas:

« fxy)=1;

« fxy) =X

« fxy)=Y;

.« fixy)=X%
.« fixy) = Y5
o f(x,y) = X+Y,

O célculo do erro médio percentual utilizou apenas os resultados de deslocamentos
obtidos na Aresta 2 e em metade da Aresta 3, representados na Figura AP5. 1.

N&o serdo mostrados os outros valores de erro, pois a Aresta 1 possui seus
deslocamentos prescritos. Os resultados da Aresta 4 ndo sao computados por serem
simétricos aos da Aresta 2, da mesma forma que os resultados da outra metade da
Aresta 3.

Aresta 1
u=0

Ll

Ll

Aresta 2 Aresta 4

— =1 —  Contorno Computado

— Copntorno Ndo Computado

Figura AP5. 1 - Contorno considerado para o calculo dos erros do teste com a FID.

Nos topicos a seguir sdo mostrados, condensados em tabelas, os deslocamentos
analiticos e computacionais ponto a ponto, além do erro médio percentual obtido nas

simulagoes.
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AP5.2 TESTES PARA DENSIDADE CONSTANTE

AP5.2.1 Testes com a Funcao Radial Simples para 12  Pontos no Contorno

Tabela AP5. 1 - Simulacdo com a FID sem a expansao do sistema linear, com a expansédo do sistema
linear e da FDR para 12 pontos de contorno.

Analitico FID ser~n FID cor~n FDR se~m
Expansao Expansao Expansao
Ponto de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
0,000 0,000 0,000 0,001 0,001 0,000
0,500 0,000 0,375 0,345 0,355 0,358
1,000 0,000 0,500 0,504 0,511 0,474
1,000 0,000 0,500 0,504 0,511 0,474
1,000 0,500 0,500 0,459 0,471 0,469
Erro Médio 3,928% 3,622% 5,314%

AP5.2.2 Testes com a Funcao Radial Simples para 20  Pontos no Contorno

Tabela AP5. 2 - Simulacdo com a FID sem a expanséo do sistema linear, com a expanséo do sistema
linear e da FDR para 20 pontos de contorno.

- FID sem FID com FDR sem
Analitico ~ ~ ~
Expansao Expansao Expansao
Ponto de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,250 0,000 0,219 0,213 0,218 0,212
0,500 0,000 0,375 0,368 0,378 0,362
0,750 0,000 0,469 0,466 0,474 0,452
1,000 0,000 0,500 0,522 0,523 0,482
1,000 0,000 0,500 0,522 0,523 0,482
1,000 0,250 0,500 0,496 0,504 0,481
1,000 0,500 0,500 0,492 0,504 0,480
Erro Médio 2,375% 1,911% 3,633%
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AP5.2.3 Testes com a Funcao Radial Simples para 36  Pontos no Contorno

Tabela AP5. 3 - Simulacdo com a FID sem a expanséo do sistema linear, com a expansédo do sistema
linear e da FDR para 36 pontos de contorno.

- FID sem FID com FDR sem
Analitico ~ ~ ~
Expansao Expansao Expanséao
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,125 0,000 0,117 0,116 0,117 0,115
0,250 0,000 0,219 0,220 0,225 0,214
0,375 0,000 0,305 0,307 0,316 0,297
0,500 0,000 0,375 0,379 0,389 0,366
0,625 0,000 0,430 0,435 0,445 0,419
0,750 0,000 0,469 0,475 0,483 0,458
0,875 0,000 0,492 0,501 0,504 0,481
1,000 0,000 0,500 0,525 0,522 0,488
1,000 0,000 0,500 0,525 0,522 0,488
1,000 0,125 0,500 0,509 0,511 0,488
1,000 0,250 0,500 0,507 0,515 0,488
1,000 0,375 0,500 0,506 0,517 0,488
1,000 0,500 0,500 0,507 0,517 0,488
Erro Médio 1,894% 3,139% 2,386%

AP5.2.4 Discussao dos Resultados para Densidade Con  stante

Observando os resultados contidos na Tabela AP5. 1, Tabela AP5. 2 e Tabela APS5.
3, nota-se que o desempenho da Integracdo de Dominio sem expanséo é superior
ao com expansao em todos os casos testados, exceto no teste com 36 pontos de
contorno.

Analisando os resultados ponto a ponto, € notado que houve uma elevacao dos

erros da FID com expansdo em praticamente todos os pontos simulados.
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AP5.3 TESTES PARA DENSIDADE SENOIDALMENTE VARIAVEL

AP5.3.1 Testes com a Funcao Radial Simples para 12  Pontos no Contorno

Tabela AP5. 4 - Simulacao com a FID sem a expansao do sistema linear, com a expansédo do sistema
linear e da FDR para 12 pontos de contorno.

Analitico FID ser~n FID cor~n FDR se~m
Expansao Expansao Expansao
Ponto de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,500 0,000 0,209 0,188 0,192 0,197
1,000 0,000 0,301 0,289 0,290 0,285
1,000 0,000 0,301 0,289 0,290 0,285
1,000 0,500 0,301 0,270 0,274 0,282
Erro Médio 6,532% 5,511% 5,631%

AP5.3.2 Testes com a Funcao Radial Simples para 20  Pontos no Contorno

Tabela AP5. 5 - Simulacdo com a FID sem a expanséo do sistema linear, com a expanséo do sistema
linear e da FDR para 20 pontos de contorno.

- FID sem FID com FDR sem
Analitico ~ ~ ~
Expansao Expansao Expansao
Ponto de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,250 0,000 0,112 0,108 0,110 0,108
0,500 0,000 0,209 0,202 0,206 0,201
0,750 0,000 0,276 0,269 0,269 0,266
1,000 0,000 0,301 0,299 0,295 0,290
1,000 0,000 0,301 0,299 0,295 0,290
1,000 0,250 0,301 0,293 0,294 0,289
1,000 0,500 0,301 0,294 0,298 0,289
Erro Médio 2,421% 2,011% 3,960%
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AP5.3.3 Testes com a Funcao Radial Simples para 36  Pontos no Contorno

Tabela AP5. 6 - Simulacdo com a FID sem a expanséo do sistema linear, com a expansédo do sistema
linear e da FDR para 36 pontos de contorno.

- FID sem FID com FDR sem
Analitico ~ ~ ~
Expansao Expansao Expanséao
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,125 0,000 0,057 0,057 0,058 0,056
0,250 0,000 0,112 0,112 0,114 0,109
0,375 0,000 0,164 0,163 0,166 0,159
0,500 0,000 0,209 0,209 0,212 0,204
0,625 0,000 0,247 0,247 0,250 0,241
0,750 0,000 0,276 0,275 0,276 0,270
0,875 0,000 0,295 0,291 0,288 0,288
1,000 0,000 0,301 0,300 0,293 0,294
1,000 0,000 0,301 0,300 0,293 0,294
1,000 0,125 0,301 0,297 0,295 0,294
1,000 0,250 0,301 0,301 0,303 0,294
1,000 0,375 0,301 0,304 0,307 0,294
1,000 0,500 0,301 0,305 0,309 0,294
Erro Médio 0,559% 1,595% 2,475%

AP5.3.4 Discussado dos Resultados para Densidade Sen  oidalmente Variavel

Com os resultados da Tabela AP5. 4, Tabela AP5. 5 e Tabela AP5. 6, & observado
que o desempenho da Integracdo de Dominio com expansdo do sistema linear é
superior as demais, a excecao do caso com 36 pontos de contorno.

O aumento dos erros no teste com 36 elementos de contorno para a FID com
expansado foi observado também no teste de densidade constante. Indicando uma
tendéncia a instabilidade.

Além disso, € verificado também que a propria FID possuiu a capacidade de retornar
melhores resultados do que a FDR em malhas mais ricas.

O método de Goldberg e Chen conseguiu melhorar a precisdo da Integracdo Direta,
exceto nos testes com 36 pontos de contorno. Devido a inconstancia apresentada na
melhora dos resultados e pelo aumento do custo computacional com o seu emprego
(Tabela AP6. 49 e Tabela AP6. 50 — Apéndice 6) , os testes com esse método foram
descontinuados.
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APENDICE 6 - TEMPO DE PROCESSAMENTO DOS EXEMPLOS SIMULADOS

Neste apéndice estdo reunidos os tempos de processamento computacional obtidos

em cada simulacéo realizada.

Os tempos aqui apresentados foram obtidos em uma Unica execucéo dos programas

de simulacgéo, e foram coletados dessa forma apenas para uma avaliagao qualitativa

de seus custos de processamento para cada formulagao testada.

AP6.1 PRIMEIRO EXEMPLO: BARRA DE SECAO TRANSVERSAL CONSTANTE -
SIMULACAO COM A INTEGRACAO DE CONTORNO E AS FORMULACOES DE

AJUSTE

AP6.1.1 Tempo de Processamento para Densidade Const

AP6.1.1.1 Testes com a Funcao Radial Simples

ante

Tabela AP6. 1 - Simulagao com a formula¢éo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,060s | 0,060s | 0,080s | 0,090s | 0,461s | 0,210s | 0,230s
84 0,310 s 0,311s 0,320s | 0,361s 0,390 s 0,540s | 0,631s | 0,751s
124 0,681s | 0,701s | 0,701s | 0,801s | 0,861s | 1,092s | 1,212s | 1,462s
164 1,252 s 1,282 s 1,352s 1,432 s 1,502 s 1,883s | 2,093s | 2,324 s

Tabela AP6. 2 - Simulacdo com a formulacéo da integracao de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070 s 0,100 s 0,090s | 0,110s 0,130 s 0,231s | 0,310s | 0,431s
84 0,521s | 0,581s | 0,641s | 0,731s | 0,871s | 1,302s | 1,663s | 2,143s
124 1,662 s 1,823 s 1,943s | 2,153s 2,464 s 3,535s | 4,256s | 5248s
164 4,016s | 4,326s | 4567s | 4997s | 5658s | 7,541s | 9,103s | 10,806 s

Tabela AP6. 3 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,111s | 0,130s | 0,120s | 0,170s | 0,111s | 0,130s | 0,120s | 0,130s
84 0,611s | 0,631s | 0,611s | 0,631s | 0,661s | 0,661s | 0,701s | 0,681 s
124 1,453s | 1,432s | 1,472s | 1,502s | 1,462s | 1533s | 1,482s | 1,522s
164 2774s | 2704s | 2734s | 2,754s | 2,734s | 2,794s | 2,854s | 2,865s
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Tabela AP6. 4 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,100s | 0,090s | 0,090s | 0,090s | 0,090s | 0,091s | 0,120s | 0,100s
84 0,511s | 0,521s | 0,531s | 0,521s | 0,540s | 0,520s | 0,551s | 0,561s
124 1,142s | 1,172s | 1,172s | 1,191s | 1,202s | 1,242s | 1,252s | 1,252s
164 2,133s | 2,153s | 2,204s | 2,163s | 2,213s | 2,254s | 2,273s | 2,283s
AP6.1.1.2 Testes com a Funcao Radial Cubica
Tabela AP6. 5 - Simulagao com a formulagéo da dupla reciprocidade.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,060s | 0,0/0s | 0,07/0s | 0,101s | 0,160s | 0,180s | 0,261 s
84 0,290s | 0,311s | 0,351s | 0,360s | 0,421s | 0561s | 0,641s | 0,811s
124 0,681s | 0,701s | 0,741s | 0,812s | 0,891s | 1,102s | 1,251s | 1,462s
164 1,252s | 1,312s | 1,372s | 1,462s | 1582s | 1,893s | 2,103s | 2,384s
Tabela AP6. 6 - Simulacdo com a formulacéo da integracao de contorno.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,080s | 0,100s | 0,110s | 0,140s | 0,271s | 0,320s | 0,451s
84 0,571 s 0,611s | 0,661s | 0,781s | 0,882s 1332s | 1,732s | 2,173 s
124 1,713 s 1,853s | 1,973s | 2,243s | 2,474s | 3,605s | 4,416s | 5,238s
164 4,156s | 4,416s | 4636s | 5068s | 5808s | 7,741s | 9,374s | 11,006 s

Tabela AP6. 7 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,140 s 0,150s | 0,121s | 0,110s | 0,140s | 0,140s | 0,131s | 0,150 s
84 0,641s 0,651s | 0661s | 0,711s | 0,721s | 0,711s | 0,681s | 0,701 s
124 1,553 s 1,582 s 1,562 s 1,542 s 1,542 s 1,582s | 1,603s | 1,612s
164 2,844 s 2874s | 2874s | 2944s | 2,924s | 2915s | 2,944s | 3,034s

Tabela AP6. 8 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,101s 0,100s | 0,100s | 0,110s | 0,101s | 0,110s | 0,110s | 0,120 s
84 0,561 s 0,551s 0,551 s 0,561 s 0,571s 0,591s | 0,581s | 0,611s
124 1,262 s 1,251s | 1,251s | 1,282s | 1,302s | 1,292s | 1,332s | 1,332s
164 2,274 s 2,303 s 2,294 s 2,333 s 2,344 s 2,363s | 2,364s | 2,393s
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AP6.1.2 Tempo de Processamento para Densidade Linea rmente Variavel

AP6.1.2.1 Testes com a Func¢ao Radial Simples

Tabela AP6. 9 - Simulagao com a formula¢éo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,050s | 0,060s | 0,081s | 0,100s | 0,140s | 0,210s | 0,240s
84 0,290 s 0,300 s 0,491s 0,300 s 0,411s 0541s | 0,631s | 0,751s
124 0,641s | 0,701s | 0,701s | 0,781s | 0,831s | 1,072s | 1,241s | 1,432s
164 1,211s | 1,271s | 1,302s | 1,392s | 1,532s | 1,853s | 2,093s | 2,353 s

Tabela AP6. 10 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,100s | 0,081s | 0,110s | 0,140s | 0,231s | 0,310s | 0421s
84 0,521s | 0,581s | 0,631s | 0,731s | 0,851s 1,282s | 1,653s | 2,113s
124 1,652s | 1,773s | 1,913s | 2,143s | 2,484s | 3/455s | 4,266s | 5,188 s
164 3,985s | 4,357s | 4/486s | 4958s | 5578s | 7,611s | 9,043s | 10,836s

Tabela AP6. 11 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,120s | 0,131s | 0,130s | 0,110s | 0,130s | 0,141s | 0,120s | 0,140s
84 0,681s | 0,631s | 0,671s | 0,631s | 0,641s | 0,651s | 0,701s | 0,721s
124 1,463s | 1,432s | 1,452s | 1,452s | 1,442s | 1,492s | 1,503s | 1,562s
164 2,754s | 2744s | 2704s | 2,744s | 2,764s | 2,774s | 2,854s | 2,865s

Tabela AP6. 12 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,100s | 0,401s | 0,090s | 0,100s | 0,090s | 0,111s | 0,100s | 0,100s
84 0,521s | 0,501s | 0541s | 0531s | 0521s | 0,540s | 0,571s | 0551s
124 1,182s | 1,122s | 1,472s | 1,181s | 1,201s | 1,212s | 1,242s | 1,232s
164 2133s | 2,173s | 2,173s | 2,203s | 2,163s | 2,204s | 2,273s | 2,223s
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AP6.1.2.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela AP6. 13 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,061s | 0,070s | 0,090s | 0,090s | 0,161s | 0,190s | 0,241 s
84 0,310s | 0,341s | 0,340s | 0,361s | 0,411s | 0,550s | 0,681s | 0,761s
124 0,661s | 0,711s | 0,731s | 0,801s | 0,892s 1051s | 1,262s | 1,463s
164 1,251s 1,331s 1,382s 1,452s 1,562 s 1,833s | 2,083s | 2,333s
Tabela AP6. 14 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070 s 0,090s | 0,070s | 0,111s | 0,140s | 0,230s | 0,341s | 0,431s
84 0,531 s 0,611s | 0,651s | 0,731s | 0,871s 1322s | 1,713s | 2,203 s
124 1,683 s 1,832s | 1,953s | 2,224s | 2,483s | 3515s | 4,296s | 5277s
164 4,076 s 4,386s | 4607s | 5107s | 5729s | 7,691s | 9,253s | 10,956 s
Tabela AP6. 15 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,130s | 0,131s | 0,150s | 0,170s | 0,421s | 0,130s | 0,140s | 0,150s
84 0,641 s 0,651s | 0,681s | 0,681s | 0,661s | 0,701s | 0,701s | 0,701 s
124 1,542 s 1532s | 1543s | 15542s | 1572s | 1563s | 1,612s | 1,632s
164 2,885 s 2804s | 2874s | 2854s | 2884s | 3,005s | 2974s | 3,045s
Tabela AP6. 16 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,091 s 0,100s | 0,100s | 0,100s | 0,100s | 0,100s | 0,200s | 0,120s
84 0,550 s 0,541s | 0,571s | 0561s | 0571s | 0,591s | 0,591s | 0,611s
124 1,242 s 1,232 s 1,262 s 1,272 s 1,291s 1302s | 1,332s | 1,332s
164 2,283s 2,313s | 2,313s | 2,273s | 2,303s | 2,363s | 2,363s | 2,414s

AP6.1.3 Tempo de Processamento para Densidade Senoi

dalmente Variavel
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AP6.1.3.1 Testes com a Func¢ao Radial Simples

Tabela AP6. 17 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,070s | 0,070s | 0,080s | 0,100s | 0,140s | 0,190s | 0,240s
84 0,300 s 0,300 s 0,341s 0,370 s 0,401 s 0,521s | 0,631s | 0,771s
124 0,661s | 0,701s | 0,711s | 0,781s | 0,852s | 1,051s | 1,262s | 1,432s
164 1,222s | 1,292s | 1,342s | 1,432s | 1543s | 1,872s | 2,063s | 2,293s

Tabela AP6. 18 - Simulacdo com a formula¢&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,070s | 0,090s | 0,121s | 0,140s | 0,230s | 0,321s | 0,421s
84 0,530s | 0,591s | 0,631ls | 0,721s | 0,851s | 1,312s | 1,662s | 2,103 s
124 1642s | 1,813s | 1,942s | 2,133s | 2,443s | 3535s | 4,237s | 5,207 s
164 4086s | 4286s | 4566s | 4997s | 5608s | 7,551s | 9,023s | 10,775 s

Tabela AP6. 19 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,130s | 0,130s | 0,110s | 0,111s | 0,180s | 0,110s | 0,130s | 0,130s
84 0,621s | 0,631s | 0631s | 0621s | 0,631s | 0,651s | 0,701s | 0,721s
124 1,462s | 1,472s | 1,472s | 1503s | 1,452s | 1542s | 1,522s | 1,513 s
164 2693s | 2,713s | 2,754s | 2,734s | 2,734s | 2,845s | 2,834s | 2,844s

Tabela AP6. 20 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,100s | 0,100s | 0,090s | 0,100s | 0,090s | 0,100s | 0,100s | 0,110s
84 0,521s | 0,521s | 0,531s | 0,520s | 0,520s | 0,541s | 0,571s | 0,561s
124 1,172s | 1,182s | 1,201s | 1,481s | 1,242s | 1,242s | 1,262s | 1,262 s
164 2173s | 2,173s | 2,164s | 2,193s | 2203s | 2,243s | 2,264s | 2,243s

AP6.1.3.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela AP6. 21 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,060s | 0,071s | 0,080s | 0,100s | 0,170s | 0,201s | 0,250 s
84 0,301s | 0,330s | 0,331s | 0,390s | 0,411s | 05551s | 0,651s | 0,801s
124 0,671s | 0,701s | 0,732s | 0,811s | 0,871s | 1,092s | 1,262s | 1,482s
164 1,272s | 1,312s | 1,322s | 1,452s | 1,562s | 1,853s | 2,143s | 2,394 s
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Tabela AP6. 22 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080 s 0,091s | 0,100s | 0,110s | 0,140s | 0,241s | 0,340s | 0,451s
84 0,551 s 0,621 s 0,681 s 0,751s | 0,901s 1,331s | 1,723s | 2,163 s
124 1,683 s 1,883 s 1,942 s 2,193s | 2,553s 3,515s | 4376s | 5268s
164 4,106 s 4,366s | 4647s | 5057s | 5679s | 7,651s | 9,183s | 10,956 s
Tabela AP6. 23 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,140 s 0,131s | 0,120s | 0,120s | 0,120s | 0,181s | 0,160s | 0,140s
84 0,651 s 0,641 s 0,691 s 0,641s | 0,731s 0,671s | 0,731s | 0,721 s
124 1,562 s 1552s | 1543s | 1562s | 1582s | 1,633s | 1,642s | 1,613s
164 2,894 s 2,864 s 2,884 s 2,884 s 2,904 s 2,934s | 3,004s | 3,035s
Tabela AP6. 24 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,110 s 0,101 s 0,100 s 0,100s | 0,100 s 0,100s | 0,110s | 0,120s
84 0,541 s 0,561s | 0,561s | 0561s | 0551s | 0,591s | 0,571s | 0,581s
124 1,252 s 1,241 s 1,271 s 1,271 s 1,282 s 1,312s | 1,362s | 1,332s
164 2,284 s 2,283 s 2,334 s 2,313 s 2,324 s 2,373s | 2,384s | 2,393s

AP6.2 SEGUNDO EXEMPLO:

AJUSTE

AP6.2.1 Tempo de Processamento para Densidade Const

BARRA DE SECAO TRANSVERSAL VARIAVEL -
SIMULACAO COM A INTEGRACAO DE CONTORNO E AS FORMULACOES DE

AP6.2.1.1 Testes com a Funcao Radial Simples

ante

Tabela AP6. 25 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,070s | 0,070s | 0,080s | 0,101s | 0,160s | 0,190s | 0,241s
84 0,300s | 0,330s | 0,350s | 0,371s | 0,411s | 05551s | 0,651s | 0,771s
124 0,691s | 0,751s | 0,761s | 0,811s | 0,881s | 1,092s | 1,281s | 1,492s
164 1,312s | 1,312s | 1,342s | 1,492s | 1,602s | 1,862s | 2,133s | 2,323s
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Tabela AP6. 26 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,100s | 0,090s | 0,110s | 0,140s | 0,240s | 0,321s | 0,430 s
84 0,531s 0,621 s 0,631 s 0,741 s 0,872 s 1,332s | 1,682s | 2,143 s
124 1,682s | 1,893s | 1,953s | 2,183s | 2,524s | 3,535s | 4296s | 5,248 s
164 4096s | 4406s | 4647s | 5087s | 5679s | 7,661s | 9,133s | 10,936 s

Tabela AP6. 27 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,100s | 0,100s | 0,081s | 0,080s | 0,200s | 0,450s | 0,100s
84 0,481s | 0,500s | 0,481s | 0,450s | 0,450s | 0,521s | 0,501s | 0,521s
124 1,121s | 1,081s | 1,092s | 1,061s | 1,122s | 1,132s | 1,151s | 1,221s
164 2,093s | 2,103s | 2,134s | 2,153s | 2,163s | 2,173s | 2,213s | 2,264s

Tabela AP6. 28 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,070s | 0,060s | 0,060s | 0,070s | 0,071s | 0,080s | 0,080s
84 0,361s | 0,381s | 0,361s | 0,381s | 0,360s | 0,381s | 0,391s | 0,380s
124 0,832s | 0,811s | 0,831s | 0,832s | 0,831s | 0,871s | 0,882s | 0,891s
164 1,532s 1,562 s 1,592 s 1,552s 1,633 s 1582s | 1,633s | 1,632s

AP6.2.1.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela AP6. 29 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,071s | 0,070s | 0,080s | 0,100s | 0,170s | 0,190s | 0,260 s
84 0,311s | 0,350s | 0,340s | 0,381s | 0,430s | 0,551s | 0,661s | 0,792s
124 0,711s | 0,741s | 0,751s | 0,801s | 0,912s 1,151s | 1,312s | 1,493s
164 1,282s | 1,432s | 1,392s | 1,482s | 1612s | 1,963s | 2,173s | 2,493s

Tabela AP6. 30 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,081s | 0,090s | 0,100s | 0,120s | 0,151s | 0,250s | 0,311s | 0,440s
84 0,571s | 0,631s | 0,671s | 0,781s | 0,881s | 1,332s | 1,762s | 2,143 s
124 1,732 s 1903s | 2,023s | 2,213s | 2573s | 3,616s | 4386s | 5378s
164 4,156s | 4,496s | 4,706s | 5188s | 5778s | 7,751s | 9,283s | 11,066 s
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Tabela AP6. 31 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,101s | 0,080s | 0,080s | 0,100s | 0,090s | 0,201s | 0,230s | 0,130s
84 0,471s | 0471s | 0,470s | 0,480s | 0,511s | 0,491s | 0,571s | 0,530s
124 1,171 s 1,112 s 1,182 s 1,141 s 1,221s 1,192s | 1,232s | 1,222s
164 2,183s | 2,203s | 2,213s | 2,224s | 2,263s | 2,303s | 2,364s | 2,343s

Tabela AP6. 32 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,071s | 0,070s | 0,071s | 0,0710s | 0,080s | 0,080s | 0,080s
84 0,381s | 0,381s | 0,390s | 0,401s | 0,391s | 0,420s | 0,401s | 0,411s
124 0,871s | 0,881s | 0,891s | 0,881s | 0,902s | 0911s | 0,911s | 0,972s
164 1,622s 1,753 s 1,652s 1,673 s 1,682s 1,743s | 1,773s | 1,742 s

AP6.2.2 Tempo de Processamento para Densidade Linea rmente Variavel

AP6.2.2.1 Testes com a Funcao Radial Simples

Tabela AP6. 33 - Simulagdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,061s | 0,070s | 0,070s | 0,080s | 0,100s | 0,460s | 0,190s | 0,261s
84 0,310s | 0,330s | 0,340s | 0,360s | 0,421s | 0,551s | 0,661s | 0,791s
124 0,681s | 0,741s | 0,751s | 0,812s | 0,891s | 1,102s | 1,292s | 1,442s
164 1,292 s 1,352s 1,392 s 1,442 s 1612s 1913s | 2,123s | 2,354 s

Tabela AP6. 34 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070 s 0,080 0,120s | 0,100s | 0,150s | 0,231s | 0,320s | 0,431s
84 0,541s | 0591s | 0,641s | 0,741s | 0,882s | 1,322s | 1,662s | 2,193s
124 1,693 s 1,853 s 1972s | 2,183s | 2,473s | 3/485s | 4376s | 5298s
164 4,036s | 4,397s | 4567s | 5087s | 5698s | 7,681s | 9,213s | 10,896s

Tabela AP6. 35 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,120s | 0,080s | 0,080s | 0,080s | 0,201s | 0,200s | 0,090s
84 0,451s | 0,460s | 0,450s | 0,461s | 0,461s | 0,490s | 0,481s | 0,531s
124 1,082 s 1,081 s 1,092 s 1,092 s 1,121 s 1,122s | 1,162s | 1,192 s
164 2,103s | 2,123s | 2,143s | 2,143s | 2,163s | 2,254s | 2,243s | 2,293s
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Tabela AP6. 36 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,080s | 0,0/0s | 0,07/0s | 0,070s | 0,081s | 0,090s | 0,090 s
84 0,360s | 0,381s | 0,391s | 0,380s | 0,401s | 0,391s | 0,410s | 0,411s
124 0,871s | 0,831s | 0,841s | 0,841s | 0,852s | 0,891s | 0,891s | 0,892s
164 1552s | 1552s | 1,613s | 1,622s | 1,593s | 1,602s | 1,652s | 1,703 s

AP6.2.2.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela AP6. 37 - Simulagcdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,060s | 0,0/0s | 0,080s | 0,100s | 0,161s | 0,190s | 0,250 s
84 0,301s | 0,330s | 0,350s | 0,381s | 0,421s | 0,560s | 0,670s | 0,761s
124 0,691s | 0,741s | 0,761s | 0,842s | 0,911s | 1,132s | 1,292s | 1,502s
164 1,322s | 1,392s | 1,402s | 1,472s | 1572s | 1,923s | 2,163s | 2,384s

Tabela AP6. 38 - Simulacao com a formulacdo da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,090s | 0,090s | 0,120s | 0,151s | 0,240s | 0,341s | 0,460s
84 0,550s | 0,631s | 0,671s | 0,772s | 0,901s 1352s | 1,763s | 2,163 s
124 1,712s | 1,933s | 1,963s | 2,233s | 2,574s | 3,646s | 4376s | 5398s
164 4,126s | 4517s | 4707s | 5168s | 5,788s | 7,771s | 9,233s | 10,986 s

Tabela AP6. 39 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,090s | 0,080s | 0,081s | 0,090s | 0,090s | 0,100s | 0,110s | 0,101s
84 0,550s | 0,531s | 0,541s | 0,471s | 0,491s | 0,500s | 0,521s | 0,531s
124 1,182s | 1,151s | 1,141s | 1,152s | 1,182s | 1,192s | 1,231s | 1,272s
164 2,254s | 2,234s | 2,233s | 2,193s | 2,234s | 2,333s | 2,313s | 2,333s

Tabela AP6. 40 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,070s | 0,060s | 0,070s | 0,070s | 0,080s | 0,090s | 0,080s
84 0,381s | 0,381s | 0,380s | 0,401s | 0,401s | 0,390s | 0,421s | 0,441s
124 0,871s | 0,892s | 0,881s | 0,881s | 0,892s | 0,931s | 0921s | 0921s
164 1,622s | 1,642s | 1,652s | 1,642s | 1,652s | 1,713s | 1,733s | 1,782s
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AP6.3 TERCEIRO EXEMPLO: TORCAO UNIFORME EM BARRA PRISMATICA -
SIMULACAO COM A INTEGRACAO DE CONTORNO E AS FORMULACOES DE
AJUSTE

AP6.3.1 Tempo de Processamento

AP6.3.1.1 Testes com a Func¢ao Radial Simples

Tabela AP6. 41 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,070s | 0,070s | 0,081s | 0,090s | 0,150s | 0,180s | 0,250 s
84 0,290 s 0,310 s 0,311s 0,360 s 0,401 s 0,531s | 0,631s | 0,751s
124 0,651s | 0,681ls | 0,721s | 0,751s | 0,841s | 1,061s | 1,211s | 1,443s
164 1,231s | 1,282s | 1,312s | 1,442s | 1,492s | 1,872s | 2,063s | 2,313s

Tabela AP6. 42 - Simulacdo com a formulag&o da integracdo de contorno.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,080s | 0,090s | 0,090s | 0,111s | 0,130s | 0,220s | 0,341s | 0,421s
84 0,530s | 0,591s | 0,631ls | 0,721s | 0,851s | 1,302s | 1,622s | 2,143 s
124 1642s | 1,783s | 1,882s | 2,133s | 2,453s | 3,485s | 4,297s | 5,297 s
164 3,975s | 4,257s | 4,486s | 5037s | 5598s | 7,551s | 9,063s | 10,835s

Tabela AP6. 43 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070s | 0,080s | 0,100s | 0,080s | 0,090s | 0,090s | 0,100s | 0,090s
84 0450s | 0,441s | 0,441s | 0491s | 0,430s | 0,461s | 0,461s | 0,470s
124 1,051s | 1,052s | 1,061s | 1,022s | 1,091s | 1,111s | 1,122s | 1,132s
164 2,003s | 1,992s | 2,042s | 2,062s | 2,053s | 2,133s | 2,133s | 2,233s

Tabela AP6. 44 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,060s | 0,070s | 0,060s | 0,070s | 0,060s | 0,070s | 0,080s | 0,070 s
84 0,361 s 0,340 s 0,341s | 0,360 s 0,350 s 0,381s | 0,380s | 0,401s
124 0,771s | 0,791s | 0,802s | 0,771s | 0,801s | 0,821s | 0,841s | 0,841s
164 1,462s | 1,483s | 1522s | 1,522s | 1542s | 1582s | 1,582s | 1,613s
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AP6.3.1.2 Testes com a Funcao Radial Cubica

Tabela AP6. 45 - Simulacdo com a formulacéo da dupla reciprocidade.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,061s | 0,060s | 0,070s | 0,070s | 0,090s | 0,151s | 0,190s | 0,230s
84 0,310s | 0,341s | 0,340s | 0,371s | 0,411s | 0,540s | 0,650s | 0,771s
124 0,681s | 0,711s | 0,731s | 0,781s | 0,882s 1,101s | 1,291s | 1,482s
164 1,262s | 1,302s | 1,362s | 1,472s | 1572s | 1,953s | 2,163s | 2,374s
Tabela AP6. 46 - Simulacdo com a formulag8o da integracdo de contorno.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070 s 0,090s | 0,100s | 0,110s | 0,141s | 0,240s | 0,321s | 0,430s
84 0,551 s 0,601s | 0,661s | 0,762s | 0,871s 1312s | 1,683s | 2,133 s
124 1,702 s 1,853s | 1,953s | 2,173s | 2,504s | 3,495s | 4,327s | 5417s
164 4,126 s 4,336s | 4657s | 5107s | 5718s | 7,651s | 9,223s | 10,956 s
Tabela AP6. 47 - Simulacao do ajuste com retirada de pontos de contorno e de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,090s | 0,090s | 0,080s | 0,120s | 0,070s | 0,090s | 0,110s | 0,090 s
84 0,531s | 0,440s | 0471s | 0461s | 0471s | 0,480s | 0,501s | 0,501s
124 1,102s | 1,451s | 1,092s | 1,192s | 1,131s | 1,122s | 1,172s | 1,182s
164 2,093s | 2,093s | 2,123s | 2,173s | 2,123s | 2,214s | 2,233s | 2,333 s
Tabela AP6. 48 - Simulacdo do ajuste com retirada de pontos internos.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
36 0,070 s 0,070s | 0,080s | 0,070s | 0,070s | 0,080s | 0,080s | 0,070s
84 0,370 s 0,361s | 0,380s | 0,371s | 0,391s | 0,390s | 0,391s | 0,411s
124 0,841 s 0,841s | 0,831s | 0,831s | 0,861s | 0,871s | 0,881s | 0,901s
164 1,573 s 1542s | 1,612s | 1,633s | 1,622s | 1,653s | 1,692s | 1,743 s
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AP6.4 TESTES PRELIMINARES UTILIZANDO A FORMULACAO DO CALCULO
DIRETO DA INTEGRAL DE DOMINIO COM O METODO DE EXPANSAO DO
SISTEMA LINEAR DE GOLDBERG E CHEN

AP6.4.1 Tempo de Processamento para Densidade Const ante

Tabela AP6. 49 - Simulacdo com a FID sem a expanséo do sistema linear, com a expanséo do

sistema linear e da FDR.

FID sem FID com FDR sem
Expansao Expansao Expansao
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
12 7,481's 7,991s 0,000 s
20 19,819 s 20,649 s 0,020 s
36 62,079 s 63,341 s 0,080 s

AP6.4.2 Tempo de Processamento para Densidade Senoi

Tabela AP6. 50 - Simulacdo com a FID sem a expanséo do sistema linear, com a expanséo do

sistema linear e da FDR.

dalmente Variavel

FID sem FID com FDR sem
Expanséo Expanséo Expanséo
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 5
12 7,581's 8,052 s 0,010 s
20 19,899 s 20,639 s 0,020 s
36 61,939 s 63,381 s 0,060 s
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APENDICE 7 - MALHAS UTILIZADAS NAS SIMULACOES
Em todas simulagdes realizadas nesse trabalho foram utilizadas as malhas listadas

nos tépicos AP7.1, AP7.2 e AP7.3. Ali sdo mostradas, representadas em figuras, a

distribuicdo dos pontos no contorno e também no interior do dominio.

AP7.1 MALHAS DOS TESTES DE BARRA DE SECAO CONSTANTE E TORCAO

& Elementos de Contorno 16 Elementos de Contorno 32 Elementos de Contorno

&) Elementos de Contorno 120 Elementos de Contorno 160 Elementos de Contorno
Figura AP7. 1 - Distribuicdo de pontos no contorno para os testes com a barra de se¢éo constante e
de tor¢éo.
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5 Pontos Internos 9 Pontos Internos

25 Pontos Internos 49 Pontos Internos

&1 Pontos Inferncs

16 Ponios Internos

&5 Pontos internos

Figura AP7. 2 - Distribuicao de pontos internos para os testes com a barra de secao constante e de

torgao.
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AP7.2 MALHAS DOS TESTES DE BARRA DE SECAO VARIAVEL

32 Elementos de Contormo 50 Elementos de Contorno

120 Elementos de Contorno ?ﬁﬁ Elemenios de Contorno

Figura AP7. 3 - Distribuicao de pontos no contorno para os testes com a barra de secao variavel.

3 Pontos Internos 8 Pontos Internos
16 Ponfos Internos 25 Pontoz Internos

49 Ponios Internos 65 Pontos Internos

&1 Pontos Internos

Figura AP7. 4 - Distribuicao de pontos internos para os testes com a barra de secédo variavel.
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AP7.3 MALHAS DO TESTE EXTRA DA BARRA DE SECAO VARIAVEL

[ T T TR SN T RO R I

- = s = " I It o SEEC T T o beesssssssssssssressemas H

26 Elementos de Contorno 44 Elementoz de Contorno 120 Elementos de Contorno

Figura AP7. 5 - Distribuicdo de pontos no contorno para os testes extras com a barra de secdo

variavel.
1 Ponto interno 5 Pontos Internos
12 Ponios Internos 49 Ponioz Internos

Figura AP7. 6 - Distribuigdo de pontos internos para os testes extras com a barra de sec¢éo variavel.



