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Resumo

A radiacao cosmica de fundo é o sinal mais antigo que detectamos hoje no universo,
e consiste em uma radiacao eletromagnética com intensidade maxima na faixa do micro-
ondas, com temperatura de 2,725 K, e que remonta de um periodo em que os primeiros
atomos de hidrogénio puderam se formar em um universo denso e quente. Juntamente
com as medidas do afastamento das galaxias e da abundancia dos elementos leves, a ra-
diacao césmica de fundo e as informacoes obtidas a partir dela, formam os pilares da
cosmologia moderna, corroborando o modelo do Big Bang. Nesse trabalho fazemos uma
revisao sobre as anisotropias em temperatura e polarizacao da radiacao césmica de fundo,
com énfase nos parametros cosmolégicos associados a esses fenomenos, obtemos o espectro
de poténcia angular associado a temperatura dessa radiacao de maneira detalhada, e pro-
curamos construir as idéias de maneira gradativa, com o objetivo de tornar esse trabalho

tao acessivel quanto possivel para aqueles que fazem uma primeira leitura do assunto.



Abstract

The cosmic microwave background radiation is the oldest sign that we detect in the
universe today, and it consists of an electromagnetic radiation with maximum intensity
in the microwave range, with temperature of 2.725 K, and which dates from a period
when the first hydrogen atoms could form in a dense and hot universe. Together with
the measures of the recession of galaxies and the abundance of light elements, the cosmic
microwave background radiation and the information derived from it, form the pillars of
modern cosmology, in agreement with the Big Bang model. In this work we review the
anisotropies in temperature and polarization of the cosmic microwave background radia-
tion, with emphasis on the cosmological parameters associated with these phenomena, we
obtain the angular power spectrum associated with the temperature of this radiation in
a detailed manner, and we seek to gradually build the ideas, with the purpose of making

this work as accessible as possible for those who do a first reading of the subject.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da Relatividade Geral, proposta por Einstein em 1915, fez com que a nossa
maneira de observar o universo sofresse uma grande mudanca. Passamos a tratar sua
estrutura de maneira geométrica, intimamente relacionada ao seu conteiido material. Em
pouco tempo, com as previsoes tedricas de Friedmann e as observacoes de Hubble do
afastamento das galdxias, verificou-se que o universo possuia uma dinamica e estava ex-
pandindo. Assim o velho paradigma de um universo estacionario foi, aos poucos, sendo

abandonado pela maioria da comunidade cientifica.

Uma vez observada a expansao do universo, nao demorou muito até que fosse proposta
uma volta no tempo, de maneira que ele apresentasse dimensoes cada vez menores. Vol-
tando suficientemente no tempo, chegariamos em um instante de densidade e temperatura
infinitas conhecido como Big Bang, e a partir do qual o universo iniciou sua expansao.
Conforme a escala do universo foi aumentando, sua temperatura diminuiu e diferentes pro-
cessos fisicos ocorreram no ambito da fisica de particulas, fisica nuclear e fisica atomica,
até que fossem formadas as grandes estruturas que observamos. O modelo cosmoldgico
padrao é hoje o melhor modelo para descrever o universo e possui importantes compro-
vagoes observacionais, como o afastamento das galdxias, a medida das abundancias dos

elementos leves e a existéncia de uma radiagao de fundo na faixa do microondas.
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A radiacdo césmica de fundo (RCF) foi emitida quando o universo tinha cerca de
380000 anos e a temperatura havia baixado o suficiente para que os elétrons pudessem
ser aprisionados em pocos de potencial de niicleos de atomos de hidrogénio. Na faixa de
tempo onde ocorreu a formagao dos primeiros atomos, os fétons desacoplaram da matéria
e puderam viajar até atingirem o nosso aparelho de observagao. Esses fétons da RCF
possuem um espectro de corpo negro e carregam informacgoes sobre a temperatura e sobre

a densidade de matéria na ultima superficie de espalhamento.

Muito embora pareca ser extremamente uniforme, quando os instrumentos de medida
permitiram um contraste maior nos mapas da RCF visualizamos uma anisotropia que vem
do movimento do sistema solar em relacao a direcao de propagacao dos fotons. Aumen-
tando ainda mais o contraste, observamos mais anisotropias na RCF que sao causadas por
processos fisicos que ocorrem no caminho dos fétons, variacoes de potencial gravitacional
na ultima superficie de espalhamento e até mesmo pelas inomogeneidades causadas pela
inflacao. Ocorrendo a interacao com o plasma quente dos momentos anteriores a recom-
binacao e com as perturbacoes do espago-tempo, a RCF também apresenta dois modos

de polarizagao.

Diversos experimentos procuraram medir as flutuacoes de temperatura da RCF, e entre
eles podemos citar o experimento de Tenerife [1], VLA (Very Large Array) [2], DASI (De-
gree Angular Scale Interferometer) (3], SZA (The Sunyaev-Zeldovich Array) [4], FIRS (Far
Infra-Red Survey) [5], MAXIMA (Millimeter Anisotropy eXperiment IMaging Array) (6],
Boomerang (Balloon Observations of Millimetric Extragalactic Radiation and Geophy-
sics) [7], COBE (COsmic Background Explorer) [8], WMAP ( Wilkinson Microwave Ani-
sotropy Probe) [9] e mais recentemente o satélite Planck [LOJ[] O estudo das anisotropias
da RCF, utilizando o espectro de poténcia angular para formar a ponte entre observacao e
teoria, ¢ muito importante em cosmologia pois permite estimar parametros cosmologicos
tais como o parametro de densidade €2, o parametro de Hubble ou a constante cosmolé-

gica (associada a recente descoberta de que o universo passa por uma fase de expansao

'Para uma lista mais completa de experimentos analisando a RCF, veja [11].
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acelerada).

Elaboramos essa dissertacao com o intuito de fornecer um material tao completo quanto
possivel sobre a RCF, suas anisotropias em temperatura e polarizacao. Devido ao grande
nimero de trabalhos publicados nessa area, nossa intencao nao foi esgotar o assunto,
mas facilitar o acesso aos que pretendem iniciar os estudos no tema, explicando de forma
detalhada os passos matematicos necessarios a obtengao dos principais resultados, inter-
pretando as solugoes e indicando uma série de referéncias que complementarao a leitura de
nosso texto. Desde os primeiros capitulos, a sequéncia de contetidos foi escolhida visando
a construcao gradativa das idéias que culminarao nos célculos ligados a anisotropia em

temperatura e polarizacao da RCF.

No capitulo 2| abordamos a teoria da Relatividade Geral, obtendo inicialmente as equa-
¢oes de campo a partir do principio variacional. Nesse ponto revisamos brevemente o for-
malismo da &algebra e calculo tensorial. Na sequéncia, utilizando a métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker, obtemos solugoes cosmoldgicas de base para o universo, ana-
lisamos a sua dinamica e definimos parametros observacionais importantes no ambito da

cosmologia.

No capitulo [3, apresentamos o modelo cosmolégico padrao e discutimos os testes ob-
servacionais que fazem dele o modelo que atualmente melhor descreve o nosso universo.
Explicamos ainda como a RCF aparece naturalmente no universo jovem, no decorrer
da histéria térmica do universo. O apéndice [A] complementa esse capitulo abordando
o modelo padrao das particulas elementares. Ja no capitulo {4 discutimos as principais
caracteristicas da RCF e como o nosso conhecimento sobre ela evoluiu, a partir dos dados
observacionais coletados por diferentes sondas e satélites. Definimos nesse momento o
espectro de poténcia angular para a RCF, destacando a sua importancia na selecao de

modelos cosmolégicos.
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No capitulo |5} tratamos das anisotropias na distribuicao de temperatura da RCF, calcu-
lando as contribuigoes provenientes de velocidades peculiares e de variagoes no potencial
gravitacional no caminho dos fétons. Abordamos inclusive o efeito Sachs-Wolfe, que apa-
rece devido a variacoes no potencial gravitacional da ultima superficie de espalhamento.
No capitulo [6] passamos ao estudo da polarizacao de ondas eletromagnéticas, utilizando
os parametros de Stokes. Interpretamos esses parametros, relacionando-os a elipse de po-
larizacao, e discutimos os possiveis estados de polarizagao de uma onda eletromagnética

com o auxilio da esfera de Poincaré.

No capitulo 7] estudamos a polarizagao da RCF obtendo os modos E e B de polarizacao,
e construimos os espectros de poténcia angular relacionados com esses modos e também
com a temperatura. O apéndice [B] complementa esse capitulo discutindo a teoria dos
harmonicos esféricos de spin s. No capitulo [§] calculamos passo a passo o espectro de

poténcia angular, explicando cada etapa do procedimento matematico.

O capitulo [0 encerra essa dissertagao apontando as principais consideragoes que podem
ser feitas a partir do estudo desenvolvido e as perspectivas para uma possivel continuidade

desse trabalho.




Capitulo 2

Relatividade Geral

No ano de 1905, o fisico alemao Albert Einstein apresentou para a sociedade uma nova
teoria que trazia em seu bojo mudancas que fizeram cair por terra dois pensamentos que
eram tomados como completamente bem estabelecidos em sua época, e também antes

dela: as idéias de espago absoluto e de tempo absoluto.

A fisica que antecedeu as idéias de Einstein estava construida sobre dois grandes pilares:
a mecanica de Newton e a teoria eletromagnética de Maxwell. Contudo, essas duas teorias
eram contraditorias no que dizia respeito a propagacao das informacoes. De acordo com a
teoria da gravitagao universal de Newton, se de repente o Sol deixasse de existir, o planeta
Terra "sentiria” a sua auséncia instantaneamente e abandonaria o movimento orbital no
mesmo instante em que o Sol desaparecesse. Ja Maxwell, utilizando o conceito matematico
de campos de interacao, obteve resultados mostrando que a informacao se deslocava com
uma velocidade determinada e finita, cujo valor era o mesmo da velocidade da luz. Assim
se percebia que a luz também era um fenomeno eletromagnético. No contexto da teoria de
Maxwell, o desaparecimento do Sol nao seria percebido instantaneamente na Terra, mas
apenas depois que a informagcao percorresse a distancia que existe entre os dois corpos

celestes, viajando com a velocidade da luz.

Além disso, o experimento realizado em 1887 por Albert A. Michelson e Edward W.

Morley para detectar variagoes na velocidade da luz devido ao movimento da Terra em
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relacao ao éter, mostrou que nao deveria existir um tal éter, e que a lei de adigao de
velocidades da mecanica newtoniana nao era coerente com os resultados do experimento.
Assim sendo, Einstein optou por abandonar a mecanica de Newton para construir a sua
Teoria da Relatividade Restrita, compativel com o eletromagnetismo de Maxwell. Postu-
lando que as leis da fisica deveriam ser as mesmas quando analisadas por observadores em
diferentes referenciais inerciais, e que todos esses observadores deveriam sempre medir a
mesma velocidade para a luz, formulou uma teoria em que as equacoes de Maxwell per-
manecem invariantes sob transformacoes de sistemas de coordenadas. Além disso, para
que a luz seja sempre observada com a mesma velocidade, observadores em referenciais
inerciais com diferentes velocidades devem medir o tempo e o comprimento de formas
distintas. Entao, é exatamente o postulado da constancia da velocidade da luz que rompe
com o tempo e o espaco absolutos de Newton. A partir dessa teoria de Einstein, nao
existe mais um pano de fundo absoluto onde os fenémenos ocorrem, mas sim uma estru-
tura chamada de espacgo-tempo quadridimensional, onde a coordenada temporal assume

o papel de quarta dimensao.

Tempo e espaco podem ser dilatados e contraidos de acordo com a velocidade do nosso
movimento, obedecendo as chamadas transformagoes de Lorentz. Todavia, quando Lo-
rentz chegou a formulacao matematica dessas transformacoes ele procurava explicar a
contracao do éter, meio onde a luz se propagaria e que seria um referencial absoluto
onde poderiamos medir as velocidades de quaisquer entidades. A partir da Relatividade

Restrita, a necessidade de um tal referencial absoluto foi abandonada.

Uma vez que a teoria de gravitacao de Newton nao fazia restrigoes quanto a velocidade
de propagacgao da informacao, a existéncia de sinais viajando mais réapidos do que a
luz tornava essa teoria incompativel com a Relatividade Restrita. Einstein percebia o
problema, e para soluciona-lo propos em 1915 a Teoria da Relatividade Geral (RG) onde

os fenomenos gravitacionais eram contemplados.
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Através de suas experiéncias mentais baseadas em elevadores subindo ou descendo ace-
lerados, mostrou a equivaléncia entre referenciais acelerados e o movimento em campos
gravitacionais. Era equivalente subir com uma aceleragao de 5,0m/s?, ou estar em re-
pouso em uma regiao de um planeta onde o campo gravitacional fosse uniforme, causando
uma aceleracao da gravidade também igual a 5,0m/s?. A unica diferenga nas duas situ-
acoes poderia ser a experiencia visual, e por tal motivo imaginava sempre as pessoas em

elevadores isolados do exterior.

Um ponto importante na construcao da RG era o que dizia respeito a analise de dois
observadores em repouso em um campo gravitacional. Tomemos, por exemplo, dois mar-
cianos na superficie de Marte sentados sobre pés de macieira, um acima e outro abaixo do
equador. Se uma maca verde cai de cada arvore, esses seres poderao dizer que é equiva-
lente esperar a maca cair acelerada, ou entao subir acelerado enquanto a maga permanece
em repouso. Contudo, a distancia entre esses dois observadores deve permanecer inalte-
rada, visto que na situacao real eles permanecem sentados. A Unica maneira encontrada
por Einstein para compatibilizar esses pensamentos, foi imaginar sua teoria dentro do
contexto de geometrias nao euclidianas, cuja teoria ja havia sido bem desenvolvida por
Gauss, Riemann e Poincaré. Dentro da RG trabalharemos com espagos-tempo curvos, e a
gravitagao surge entao como efeito da geometria local, que é determinada de acordo com

o conteudo material da regiao.

2.1 Equacoes de Campo

Com a finalidade de entender o comportamento de sistemas gravitacionais dentro da
RG, como por exemplo, corpos proximos de estrelas ou buracos negros, ou até mesmo para
estudar a dinamica do universo em que vivemos, € necessario que tenhamos em maos um
conjunto de equagoes de campo, conhecidas como equacoes de Einstein. Essa equagoes,
sintetizadas em uma unica equagao tensorial fazem a ligacao entre a geometria do espaco-
tempo e o seu conteido material. Utilizaremos na sequéncia o principio variacional para

encontra-las.

10
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A acao de Einstein-Hilbert é escrita como

= T6- G/\/_Rd4 (2.1)

onde g é o determinante da métrica gwﬂ e R é o escalar de Ricci. Antes de variar essa acao,

faremos algumas consideracoes acerca do termos ligados a geometria do espago-tempo.

Quando queremos caracterizar a curvatura do espaco-tempo quadridimensional da RG,

recorremos a um tensor de quarta ordemf] dado por [12]

By = (T) , = (Tf) , + T T5e = DTS, (22)

que é o chamado tensor de Riemann. As virgulas nessa ultima equacgao representam as
derivadas ordindrias, e no que segue estaremos utilizando essa definicao. Os termos do
tipo Fgﬁ sao os simbolos de Christoffel de segunda espécie, dados em funcao da métrica

Ccomo

1
Tag = 59" (9ars + Gpra = gasr) (2.3)

A derivada covariante, que sera representada pelo ponto e virgula (,)E| , ¢ dada por
VE, =VH 4T VA, (2.4)
quando aplicada em um tensor contravariante, e por

V,u;zz - VM,V - F,);VV)M (25)

INa presente dissertacio estaremos considerando métricas com assinatura (+ — — —).

2Lembramos aqui que um tensor com indice superior é chamado de tensor contravariante, e um tensor
com indice inferior é chamado de tensor covariante. Quando o tensor possui os dois tipos de indices ele
é chamado de misto, e a quantidade de indices nos dd a ordem do tensor.

3A derivada covariante com relagdo a uma coordenada z* poder4 ser representada também por V,, em
situacoes onde o uso do ponto e virgula nao for conveniente. Da mesma maneira, a derivada ordinaria
com relagao a uma coordenada x* poderd ser representada pelo simbolo 0,,.

11
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quando aplicada em um tensor covariante. A derivada covariante é necessaria quando os
vetores da base de um sistema de coordenadas VariamEL para que nao apenas a variacao
dos tensores seja levada em consideracao, mas também a variacao que o proprio sistema
de coordenadas sofre de um ponto para outro. Os simbolos de Christoffel, também cha-
mados de conexoes, aparecem na derivada covariante porque conectam diferentes pontos
da variedade em que estamos trabalhando (o espago-tempo de quatro dimensoes). Se
a derivada covariante for aplicada em tensores de ordem maior, aparecerao na derivada
mais termos ligados as conexoes, com sinais positivos, se estiverem relacionados a indices

contravariantes, ou negativos, se estiverem relacionados a indices covariantes.

Quando trabalhamos em variedades de 3 dimensoes, a curvatura pode ser totalmente

determinada pelo tensor de Ricci, definido para qualquer dimensao como

R, =R, (2.6)
e podemos, a partir desse tensor, obter o escalar de Ricci, dado pelo traco
R =g¢""R,, . (2.7)

Tomando agora as variagoes de (2.1)

0S8 = L / [(5 (\/—g) R+ \/—géR] dz . (2.8)
167G
e de ([2.7)
SR =0g" Ry, + g™ 6R,,, (2.9)

e agrupando os resultados, obtemos

1
167G

55 = / (5 (V=9) R+ V=96¢" Ry + V=gg"sR,| d'z.  (2.10)

4Isso pode acontecer tanto em espacos curvos, quanto em espacos de geometria euclidiana onde sejam
utilizadas coordenadas curvilineas, como as esféricas ou cilindricas.

12
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Para dar um passo adiante em busca das equacoes de Einstein, é necessario que utili-
zemos a identidade

In(det M) =Tr(InM) , (2.11)

valida para uma matriz M quadrada com determinante nao nulo. Variando essa equagao

5 [In (det M)] — detLMa (det M) | (2.12)

definindo A = In M e sabendo que TrA = Ay + Ao + Aszz + -+ - + A,,, teremos

- My My My (M
0(TrA) = 0An -+ 0Am = My, * My, e M, _TI<M) ’ (2.13)
ou seja,
5 [Tr (In M)] = Tr (M~6M) =  [In (det M)] = ﬁ(s (et M).  (2.14)

Tomando o determinante de g, e lancando mao da equacao ([2.14)) teremos que

5g ::__g(guuéguy)a (2'15)

o que pode ser utilizado em uma regra da cadeia que nos forneca

1
oN/—g = —5\/—ggw59’“’. (2.16)

O uso desse resultado em ([2.10]) resultara na seguinte simplificagao

1

08 = TonG

/ (R — guwR] v —gogMd iz + /(5Ru,,g“"\/—gd4x. (2.17)

Analisemos agora com cuidado o segundo termo da direita. Tomando a variagao de

(2:2)

0RS,, = 0,010, — 9,010, + 611, + 1,6, — 6T, T, — 0,61 (2.18)

oy 0 po
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CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL

e usando a derivada covariante da conexao

((5F§#); L= (5rgu)7 T80T, — T\, — T\ oTs (2.19)

va )

podemos chegar na seguinte expressao

ORp,, = (017,)., — (517;0);” . (2.20)

opy

Dai
6R,, =0R" = (51“‘;“)_[) —(o17,). (2.21)

wpv

que utilizada no segundo termo de (2.17)) resulta em

/g”“éRW\/—gd‘lx = / (g“”éffjﬂ — gp“5fj\\u);p V—gd'z. (2.22)

Esse termo nada mais é do que uma contribuicao de contorno no infinito, que pelo teorema
de Stokes pode ser tomada como zero.
Utilizando a variacao da acao com relacao a g"”

0S
dgHv

—0, (2.23)

teremos

1
/ (RMV - §g,uuR> V —gd4$ = O, (224)
de onde obtemos finalmente a equacao tensorial covariante

1
R/u/ - §guuR =0, (225)

que deve valer sempre, uma vez que o resultado nao deve depender da regiao de integracao.
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CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL

Para relacionar a geometria do espago-tempo com o contetido material, inserimos uma

lagrangiana para a matéria (L)) na agao de Einstein-Hilbert (2.1]), e a partir da definigao

. —2 5(\/_g£M) . 6£M
T = N _2(5guu + g Lor (2.26)
obtemos
1
R, — §gu,,R = 8rG1T,,, (2.27)

que sao as chamadas equacoes de Einstein.

O termo T}, é o tensor momento-energia, que descreve o contetido material da regiao do
espaco-tempo em analise. Esse tensor de ordem 2 sera construido de diferentes maneiras,
de acordo com o tipo de matéria envolvida no sistema. Quando lidamos com poeira, o

tensor momento-energia sera dado por
" = poutu” , (2.28)

onde py é a densidade prépria de matéria da poeira, como visto por um observador co-
movel ao fluxo de matéria que possui uma quadrivelocidade u*. Se, de outra maneira,

trabalhamos com um fluido perfeito teremos
" = (po + p) u"u” — pg"”, (2.29)

onde p é a pressao do fluido. Modifica¢oes adicionais podem ser implementadas se qui-
sermos trabalhar com fluidos mais realisticos, como considerar viscosidade, conducao de

calor e efeitos de dissipacao de energia.

Quando lidamos com espacos descritos por coordenadas curvilineas, a lei de conservacao
para o tensor momento-energia é escrita com o uso da derivada covariante, ao invés da

derivada ordinaria, como

T = 0. (2.30)
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A partir de agora, tendo em maos as equacoes de campo da RG e entendendo o signifi-
cado dos termos ligados a geometria e a matéria, iremos utiliza-las no estudo da dinamica
do espaco-tempo, procurando compreender melhor como evolui o universo em que vive-

maos.

2.2 Cosmologia Relativistica

A Cosmologia é uma area de pesquisa que estuda o universo como um todo, procurando
explicar sua dinamica, incluindo a sua origem, estrutura atual e possiveis destinos finais.
De fato, desde os tempos mais remotos que o ser humano olhando para o céu busca ex-
plicacoes para aquilo que é observado, e passando por Aristételes, Ptolomeu, Copérnico,
Kepler e Newton desenvolveu muitos mecanismos engenhosos para dar conta do movi-
mento dos astros, mesmo que hoje esses mecanismos possam nao estar de acordo com
as leis da Fisica. Vale ressaltar nesse ponto que nao s6 as explicagoes sobre a dinamica
celeste, mas todas as areas da Fisica estao em constante transformacao com o advento de
novas teorias, e o que € visto como verdade hoje pode ser descartado ou complementado
em alguns anos. Sendo assim, nao podemos falar em verdades absolutas, mas tao so-
mente em teorias que estao de acordo com as experiéncias e com os dados observacionais

disponiveis em cada época.

A mecanica newtoniana explicou bem os sistemas interagindo por meio de forgas gravi-
tacionais enquanto a escala de interesse e a tecnologia dos aparelhos de medida mantive-
ram os efeitos da curvatura do espaco-tempo escondidos. Entretanto, a RG se apresentou
como uma teoria que possibilitava a obtencao de resultados tedricos consistentes, e com
melhor ajuste aos dados observacionais quando a curvatura era levada em conta, como
logo foi visto, por exemplo, nos cédlculos da precessao do periélio de Mercirio. Existem
hoje desenvolvimentos de cosmologias newtonianas e neo-newtonianas, onde aproxima-se
o conteudo do universo como um fluido perfeito, e alguns resultados interessantes podem
ser obtidos. Uma vantagem dessas abordagens é a possibilidade de utilizar a intui¢ao ob-

tida de nossa experiéncia newtoniana didria. Contudo, a limitacao existente nessas teorias
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e o sucesso nas previsoes da RG fazem com que a cosmologia relativistica seja aquela de

mailor interesse.

Para que possamos tratar o problema cosmolégico de maneira mais simplificada, as-
sumimos em geral algumas hipdteses importantes. Uma delas é o chamado principio
cosmolégico. Com origens no principio copernicano de que nao existiriam pontos pri-
vilegiados no universo, o principio cosmoldgico assume que em escalas suficientemente
grandes o universo é homogéneo (sem pontos privilegiados) e isotrépico (sem diregoes

privilegiadas).

Muito embora a idéia de homogeneidade e isotropia possa parecer estranha quando
vemos um quadro tao inomogéneo ao nosso redor, com estrelas, galaxias e aglomerados
de galaxias, o universo realmente aparenta ser homogéneo quando tomamos distribuigoes
de matéria em escalas maiores do que 100 Mpc. Apenas como comparacao, a distancia
da Via Lactea até a Grande Nuvem de Magalhaes (a galdxia vizinha mais préxima) é de
apenas b5 kpc [13]. Outro fato importate é que o universo sé terd essa aparéncia para
um grupo especial de observadores, que sao os observadores coméveis. Um referencial
comovel segue o fluxo de matéria, e no universo esses referenciais acompanham a expansao
em geodésicas do espago-tempo. Os observadores localizados nesses referenciais sempre
medem intervalos de tempo iguais entre dois eventos analisados e a mesma distancia
espacial. O desenvolvimento a seguir sera sob o ponto de vista de um tal observador onde

a homogeneidade e isotropia é evidente.
O elemento de linha mais geral pode ser escrito como
ds* = Gudatds” = Goodt? + 2goidtdx’ + gijdxidxj , (2.31)

mas para satisfazer a condicao de isotropia devemos ter go; se anulando. Podemos sempre

escolher um grupo de observadores para os quais o seu tempo préprio medido implica que
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goo = 1, e dessa maneira escrever
ds® = dt* — y;dx'd’ = dt* — dI? (2.32)

em que 7;; é a parte puramente espacial da métrica, com dI? sendo dado de uma maneira

esfericamente simétrica em cada ponto (para garantir isotropia) como
di* = edr® +r* (d6* + sen®0dg?®) . (2.33)

Um espaco de curvatura K constante tem o tensor de Riemann dado em fun¢ao apenas

de combinagoes da métrica,
R,uz/p)\ =K (gupgl//\ - gu)\gup) ) (234)
que para o caso espacial tridimensional nos fornece as relagoes

’yikRijkl = le = 2K'7jl (235)

R =6K. (2.36)

Calculando os simbolos de Cristhoffel a partir da métrica (2.33) e depois obtendo os

termos do tensor de Ricci, na condigdo de curvatura constante (2.35), chegamos nas

equacoes
A
Ry = 2L =2K¢ (2.37)
r
e
1
Rys =1+ ire”\/\,l = 2Kr?, (2.38)
cuja solucao sera
1
A
=—. 2.39
1 ke (2.39)
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Dai, a métrica para um espaco tridimensional de curvatura constante sera

dr?

iz = "
1— Kr?

+ 7% (df + sen®0dg?) . (2.40)

Uma vez que essa métrica é plano conforme, podemos inserir uma funcao do tempo que
dard o fator de magnificacao das distancias (fator de escala a(t)) e mudar a escala espacial,

o que resultara para a métrica espaco-temporal finalmente em

dr?
1 —kr?

ds® = dt* — a*(t) + 7% (df? + sen®0d¢?) | (2.41)

que é métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (doravante chamada simples-
mente de métrica de FLRW). O fator k& que indica a curvatura da parte espacial do
universo, pode assumir os valores +1, 0 ou -1. A geometria da variedade em que estamos

trabalhando ira depender do valor assumido pela constante k.

Quando k£ = +1 podemos efetuar uma troca de coordenadas, de r para y, tal que

r = seny, e escolhendo

X1 = acos ysenfseng

Lo = a cos xsend cos ¢

, (2.42)
T3 = acos X cosf
T4 = aseny
teremos
di? = da3 + da3 + dxi + dr} (2.43)

cuja geometria é a de uma 3-esfera em um espaco euclidiano quadridimensional. Nesses

casos, onde k = +1, o espaco-tempo é dito fechado ou compacto.
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Figura 2.1: Superficie com curvatura constante e positiva, em um espaco euclidiano de
quatro dimensoes. Adaptado de [12].

Quando k& = 0 podemos escolher r = x e

x1 = axsend cos ¢
To = axsenfseng (2.44)

xr3 = ay cosf

de onde resulta

dli*> = da} + das + da3, (2.45)

que possui geometria de espaco euclidiano plano. Um universo com tal geometria é cha-

mado de universo aberto plano.

Finalmente, quando k£ = —1 tomamos r = senhy, e escolhendo

(
1 = asenhysenfsen¢

x9 = asenhysend cos ¢ (2.46)

x3 = asenhy cos 0

x4 = acosh y
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teremos

di* = da? + dv} + dvk — da? (2.47)

cuja geometria é a de um hiperboldide imerso em um espago minkowskiano quadridimen-

sional. Assim como no caso com k = 0, um universo com k = —1 é aberto.

Figura 2.2: Superficie com curvatura constante e negativa, em um espaco minkowskiano
de quatro dimensoes. Adaptado de [12].

Sintetizando, podemos escrever a parte espacial da métrica de forma geral como

dI? = a® [dx® + f*(x) (d6® + sen®0d¢?)] (2.48)
com
seny (se k=1)
fx) = X (sek=0) . (2.49)
senhy (se k=—1)

Devido ao fator de escala a(t), a métrica (2.41)) evolui no tempo de maneira que as dis-
tancias préprias aumentam com a(t). Podemos descrever essa evolugao matematicamente

como

() = loa(t). (2.50)

21



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL

Se temos trés pontos no espaco formando um triangulo em determinado instante, um
novo triangulo formando em um instante posterior deve ser geometricamente semelhente
ao primeiro. Isso se dd, pois associando a existéncia de a(t) com o principio cosmoldgico
teremos que a magnificacao ou reducao deve ser independente da posi¢ao do triangulo. De
fato, de acordo com essa construcao o movimento relativo entre os pontos do espago-tempo

deve ser puramente radial.

Além disso, tomando a separacao entre dois pontos como sendo dr, um observador

localizado em um desses pontos atribuira ao outro ponto a velocidade

Sv = %51 _ % la(t)6r] = a(t)or = (g) 51, (2.51)

ou seja, a velocidade relativa entre dois pontos do espago-tempo é proporcional a distancia
de separacao entre eles. Uma vez que nao pode existir nenhum ponto privilegiado no
universo, se existir alguma espécie de expansao na estrutura espaco-temporal do universo,
qualquer observador vera as galaxias e aglomerados de galdxias se afastando radialmente.
Foi exatamente esse afastamento que Edwin Hubble constatou em 1929, quando mediu o

desvio para o vermelho sofrido pela luz das galaxias distantes, chegando empiricamente

a
na relagao (2.51)). Por esse motivo o termo H(t) = — é chamado de parametro de Hubble,
a

que segundo dados observacionais da sonda WMAP [14], possui hoje o valor de Hy =

H(ty) = 100h kms ' Mpc™!, com h = 0,710 £ 0, 25.

Se temos agora dois observadores separados pela distacia or, e os dois estao observando
um mesmo feixe de radiagao eletromagnética, como por exemplo a luz proveniente de uma
estrela distante, eles irao discordar a respeito do valor medido da frequéncia da radiagao.
Sendo v a frequéncia medida por um dos observadores, o outro observador que se afasta
com velocidade dv ird medir (dv + v). O termo ov vem do efeito Doppler sofrido pela

radiacao e obedece a seguinte relacao

LA SUSCP ML (2.52)
14 a a
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Figura 2.3: Diagrama original construido por Hubble [15].

que integrada dara

v(t)a(t) =C, (2.53)

onde C é uma constante de integracao. Como podemos ver, a frequéncia da radiagao
eletromagnética recebida é inversamente proporcional ao fator de escala, mostrando que

quanto mais o universo expande, mais a radiacao perde energia no trajeto até nos.

Uma das grandezas mais importantes em cosmologia é o desvio para o vermelho (ou
redshift z), que é definido a partir da seguinte relagao entre a frequéncia da radiacao na

época da emissao e no momento da deteccao

Ve a(to) _ B
o alt) - 1+ 2. (2.54)

Quanto mais distante esta a fonte, maior serd a perda de energia da radiacao e consequen-
temente maior sera z. Sendo assim, quando falamos do estudo de objetos em grandes z,
estamos nos referindo a fenomenos que ocorreram hé milhoes ou até mesmo ha bilhoes de
anos. E de grande interesse fazer essa volta no tempo para compreender o nosso universo,
mas ao buscarmos altos desvios para o vermelho nos deparamos com a dificuldade de

medir os sinais, j& muito enfraquecidos pela longa viagem.
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2.3 Dinamica no Universo de Friedmann

Para encontrar as equagoes que darao a dinamica em um universo descrito pela métrica
de FLRW, consideraremos o universo preenchido por um fluido perfeito, obedecendo a

equagao de conservacao (|2.29)) para resolver as equagoes de Einstein.

Podemos escolher um sistema de referéncia comével tal que a quadrivelocidade esteja

na seguinte forma diagonal

u* = (1,0,0,0), (2.55)

e a partir daf usamos (2.41]) para encontrar

Too = p, (2.56a)
7= P (2.56b)
e (1—kr2)’ :

Ty = a’r?p (2.56¢)

e
T35 = a’r* (sen®d) p. (2.56d)

Os simbolos de Christoffel nao nulos serao
[iy = ot (2.57a)
a

Iy = aavy; (2.57b)

e

1 m

FZ’ - §7k (Vim.g + Vimi = Vijm) » (2.57¢)

e para o tensor e escalar de Ricci teremos
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i

Ry = _35, (2.58a)
Ry = [aa+ 2 (a® + k)] v (2.58b)
e
i (a\ ok
R=6|-4=-)+ (2.58¢)
a a a

Tomando todos esses resultados, as componentes 00 e 11 de ([2.27)) fornecerao os resul-

tados
al+ k> 881G
— 2.59
= 7P (2.59)
e
.o .2 k/‘2
28 TR ey, (2.60)
a a

que ainda podem ser combinados para dar

a e
Z__7 ) 2.61
S = -+ 3p) (2.61)

Essas equagoes foram encontradas por Friedmann no ano de 1922 e segundo elas um
universo estatico em que @ = a = 0, como era imaginado na época, s seria possivel em
um universo com densidade nula. Dessa maneira, as equacoes de Friedmann evidenciavam
um universo dinamico, quer seja em contracao ou em expansao, como medido por Hubble

alguns anos depois.

A crenca em um universo estatico era tao grande que o préprio Einstein nao acreditou
no resultado de sua teoria e inseriu um termo extra nas equacoes, chamado de constante
cosmoldgica A, para remover essa evolucao. Todavia, com os resultados experimentais
de Hubble a RG teve mais uma comprovacao de que estava correta e Einstein admitiu
que a sua constante cosmoldgica havia sido um erro. Atualmente, termos andlogos a A

sao muitas vezes evocados, mas por motivos diferentes daqueles pensados por Einstein
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originalmente [16] [17] [18].

Utilizando a equacao ([2.59) podemos determinar o valor de k£ hoje como

k 8¢
=~ HE= HA(Q - 1), (2.62)
ag 3

onde

Po
== 2.63
o (2.63)

é o parametro de densidade para a densidade atual do universo e

32
pe =
G

(2.64)

¢ a chamada densidade critica do universo. Se a densidade do universo hoje for igual a
essa densidade critica, entao 2 =1 e k = 0, o que implicaria em estarmos vivendo em um
universo plano. Se por outro lado pg > p. teremos {2 > 1 e 0 nosso universo seria fechado.

Quando a densidade é menor do que p. o universo é aberto com geometria hiperbdlica.

Podemos associar parametros de densidade 2;(t) aos diferentes componentes ¢ do uni-

verso, seja para matéria

Qu(t) = 2L (2.65)
Pe
curvatura
k
Q(t) = ————= 2.66

ou até mesmo para a constante cosmoldgica

On(t) = —— . (2.67)
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Quando queremos levar todas as componentes em consideragao para resolver um modelo

mais realistico basta escrever a partir das equagoes de Friedmann,

= > o (2.68)

Uma vez preenchido apenas por matéria barionica o universo deveria estar desacele-
rando, ja que (p + 3p) > 0 implicaria em @ < 0. Isso é facil de compreender sob a luz
do teorema de Birkhoff. Esse teorema diz que os efeitos gravitacionais sentidos fora de
uma regiao com distribuicao esfericamente simétrica de massa sao os mesmos gerados pela
massa considerada, se ela fosse colocada no centro da esfera. Dessa maneira, qualquer
galaxia distante de nés deveria sentir o efeito de atragao gravitacional (devido a toda
matéria presente na esfera em que somos o centro) e no caso de uma expansio, deveria
desacelerar. De acordo com medidas recentes, o universo se encontra atualmente em um
regime de expansao acelerada, indo contra o que acabamos de expor. As causas desse
fenomeno estao possivelmente ligadas a existéncia de algo desconhecido por néds, como

sera exposto adiante.

Derivando a equagao ([2.59)) e combinando o resultado com a equagao (2.60]), chegamos

na seguinte equacao de conservacao de energia
) a
pt3_(p+p)=0, (2.69)

que também poderia ser encontrada a partir da equagao (2.30) de conservacao do tensor

momento-energia.

Se temos a equacao de estado do fluido que preenche o universo, podemos utilizar (2.59))
e (2.69) para determinar o comportamento do fator de escala no tempo. No caso de um
fluido barotrépico linear teremos

p=wp, (2.70)
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a partir de (2.69) obtemos que
poc a0+ (2.71)

e utilizando esse resultado em ([2.59), com k = 0, chegamos em
2
a(t) oc t30+e) (2.72)
Para a matéria barionica p = 0, implicando que
a(t) o i3 (2.73)
L 1
e no caso de um campo de radiagao p = gp , que leva a
a(t) o t2 . (2.74)

Quando temos o interesse de criar um modelo cosmoldgico, a verificagao da validade do
modelo é feita encontrando o comportamento temporal do fator de escala e da densidade,
como fizemos em um primeiro momento para a matéria barionica e radiagao. E a partir
desse comportamento que poderemos comparar as previsoes do modelo com os dados
observacionais e saber se ele pode ser titil ou deve ser descartado. No proximo capitulo
estaremos discutindo o modelo mais aceito atualmente, que nao necessariamente é uma
verdade absoluta livre de falhas, mas que melhor descreve as nossas observagoes acerca

do universo que vivemos.
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Modelo Cosmoldégico Padrao

Pouco tempo apds sua formulacao, a RG ja possuia importantes comprovacoes de sua
validade como boa teoria para analisar o universo. O problema do periélio de Merctrio,
a observacao do desvio da luz feita em Sobral e a predicao da expansao do universo sao

alguns bons exemplos.

O modelo cosmolégico padrao é atualmente o modelo que melhor descreve o universo
em que vivemos e esta construido sobre a hipétese de que a RG pode ser aplicada a todos
os pontos do universo e em qualquer época. Além disso o principio cosmolégico discutido
no ultimo capitulo também ¢é assumido e isso implica em um grande grau de simetria,
restando praticamente apenas o fator de escala a(t) como grau de liberdade. Esse fator
descreve as mudancas de distancia em cosmologia, de maneira que, se o fator de escala

aumenta trés vezes a distancia entre dois pontos quaisquer também triplica.

Um grau de liberdade restante na construcao do modelo estd relacionado ao conteudo
material do universo, escolhido de maneira simples como um fluido perfeito barotrépico
linear. Nesse tipo de fluido as pressoes sao proporcionais as respectivas densidades. Ter-
mos do tipo constante cosmoldgica também podem ser incluidos, e essa realmente parece

ser uma necessidade no universo atual, como discutiremos ao final do capitulo.
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Construido dessa forma, o modelo cosmolégico padrao pode ser um pouco idealizado, e
apresenta problemas que levam a necessidade de considerar um periodo inflacionario e a
existéncia de componentes escuras no universo, mas ¢ ainda assim o melhor modelo que

temos disponivel hoje para descrever o universo.

3.1 Os Pilares do Modelo Cosmolégico Padrao

O sucesso do modelo padrao se da pela sua compatibilidade com as principais observa-
¢oes que temos disponiveis. Qualquer modelo que tenha a pretensao de substitui-lo deve

pelo menos concordar com as mesmas observagoes.

A primeira delas é o afastamento da galaxias, que estd de acordo com as equagoes
de Friedmann. Foi a partir da idéia de que o universo estd passando por uma fase de

expansao que se pensou em retroceder o filme, imaginando tamanhos cada vez menores.

Voltando suficientemente no tempo, chegaremos em um instante em que toda a matéria
estava concentrada em um volume muito pequeno e a partir do qual iniciou sua expansao.
Lemaitre inicialmente deu o nome de atomo primordial a esse volume, mas hoje esse
instante é chamado de Big Bang, nome dado de maneira ironica por Fred Hoyle em 1949,
uma vez que parte da comunidade cientifica da época discordava dessas idéias, e preferia

uma teoria de universo estacionario.

Muito embora seja chamado de uma grande explosao, esse inicio nao pode ter sido
uma explosao no sentido que conhecemos, pois nem mesmo havia um espago onde luz
e som pudessem se propagar. A partir do Big Bang o proprio espaco-tempo surgiu e
expandiu, levando consigo a matéria densa e quente nos primeiros momentos e as galdxias

e aglomerados nos bilhoes de anos seguintes.

Outra observagao importante que corrobora esse modelo e que serda o nosso objeto de

estudo principal, é a existéncia de uma radiagao permeando todo o universo, cuja origem
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remonta das primeiras centenas de milhares de anos do universo, evidenciando um inicio
realmente quente. O modelo do Big Bang Quente (outro nome dado ao modelo cosmo-
légico padrao) ja previa a existéncia de tal radiacao vinte anos antes de sua descoberta,

como serd visto adiante.

Por fim, o modelo padrao prevé a abundancia de elementos leves presentes no uni-
verso, fazendo uso da fisica nuclear para explicar como eles foram formados durante o

resfriamento que sucedeu o Big Bang.

Iremos agora avancar pela histéria conhecida do universo até chegarmos no panorama
atual da cosmologia. No meio do caminho, estaremos nos situando no periodo em que a
radiagao que permeia o universo foi emitida, para que posteriormente possamos trabalhar

sobre ela e compreender sua importancia em cosmologia.

3.2 Histéria Térmica do Universo

A partir de agora analisaremos os momentos iniciais do nosso universo, como descrito

pelo modelo do Big Bang, indo de encontro a momentos quando o tempo tende a zero.

Hoje, a deteccao de uma radiacao de fundo com temperatura proxima ao zero absoluto,
de aproximadamente 3 K, indica que o universo em grandes redshifts deveria ter uma
temperatura muito alta a partir da qual iniciou o resfriamento. Sendo assim é possivel
pensar em uma historia térmica onde diferentes particulas figuraram em cada estagio,
de acordo com a energia envolvida. Uma vez que em alguns momentos lidaremos com
energias impraticaveis até mesmo em grandes aceleradores de particulas, a aproximagao

do instante inicial nos leva a um universo cada vez mais exdtico.
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A Relatividade Restrita de Einstein ja deixava claro que em altas energias particulasﬂ

podem ser criadas segundo a expressao que relaciona massa e energia
2
E =mc*, (3.1)

e assim a colisao de fétons em um universo altamente energético deve ter dado origem
as primeiras particulas subatomicas. Se a energia é suficientemente alta, nem mesmo é
necessario o choque entre fétons para a criacao de particulas, que podem surgir da energia

dos campos eletromagnéticos.

Existindo o equilibrio térmico, a energia média de cada particula sera proporcional a

sua temperatura, podendo ser encontrada de acordo com a expressao para um gas idea]ﬂ

(E) = ngT, (3.2)

onde kg é a constante de Boltzmann.

Se queremos ter uma idéia da temperatura necessaria para a criacao de uma particula
com massa de repouso mg, igualamos a energia de repouso da particula com a energia

média dos fétons, obtendo
_ 2mgc?

T = .
3kn (3.3)

Quanto maior a massa da particula maior é a temperatura (energia) necessaria para
viabilizar o processo. Se o objetivo for a criacao de um par préton - antipréton, por

exemplo, lidaremos com temperaturas da ordem de 10 K.

Com o progressivo resfriamento do universo e a criacao dos atomos estaveis, a densidade

da energia proveniente da radiacao s6 vem diminuindo e dizemos que hoje o universo é

INo decorrer desse capitulo faremos referéncia a véarios tipos de particulas, e dessa maneira serd
importante ter nocoes basicas sobre as particulas elementares. Uma breve introdugao ao modelo padrao
das particulas elementares é feita no apéndice @

2Destacamos que essa expressio é valida apenas para gases ideais nio relativisticos e ndo quénticos.
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dominado pela matéria. Contudo, esse dominio nao é uma caracteristica de toda a histéria

do universo e existiu uma fase em que a radiacao dominava a dinamica do espago-tempo.
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Figura 3.1: Representacao da histéria térmica do universo, mostrando a evolucao das
densidades de matéria e radiagao de acordo com a sua idade e temperatura. As densidades
de matéria e radiacio sao iguais em um tempo de aproximadamente 10'%s apés o Big
Bang [19].

A evolucao do universo e a sucessao dos fenomenos fisicos ocorreu de maneira continua,
mas didaticamente é conveniente separar essa historia térmica em diferentes estdgios. Na

sequéncia discutiremos brevemente cada um desses estagios.

3.2.1 Era de Planck

O periodo de tempo que vai da singularidade inicial até 10743 s é conhecido como era de
Planck. E importante ter em mente que atribuir um tempo de vida para o universo implica

em adotar um marco de criacao onde tudo que existe surgiu, incluindo matéria, tempo e
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espaco. Todavia, existem modelos atuais onde uma singularidade inicial é evitada, seja
pela existéncia de um tunelamento do universo quando o seu tamanho estava inserido no
dominio da fisica quantica, seja pela existéncia de movimentos seguidos de contragao e
expansao fazendo com que o universo nunca alcance um fator de escala nulo, e tenha um
tempo de existéncia que vai de —oo até +oo [20]. Seja como for, o certo é que explicar o
que ocorreu em um universo muito pequeno e denso, em tempos tipicamente menores do
que 1073 s (na sequéncia mostraremos como essa escala de tempo é obtida), ainda é um
objetivo inalcancado para a fisica moderna, uma vez que a RG nao é uma teoria quantica

e nao estd em seu dominio de validade nessa era.

A tentativa de criar uma teoria quantica da gravidade ja conta com o empenho de
muitos grupos de pesquisa, mas algumas dessas teorias nao se apresentam como potencias
teorias de unificagao, como é o caso da Loop Quantum Gravity [21]. A Teoria de Cordas,
por outro lado, procura formular uma teoria de gravitacao quantica com potencial de

unificar as demais interagoes.

Infelizmente os testes em laboratério acerca dessa época do universo ainda sao inviaveis,
uma vez que hoje nao possuimos tecnologia disponivel para lidar com os valores de energia
envolvidos nesse estdgio. Podemos utilizar as constantes fundamentais da relatividade, da

gravitagdo e da mecanica quantica para encontrar valores tipicos da era de Planck. Sao

5
Ep = \/% ~ 10 GeV, (3.4)
h
mp:\/gzl()%g, (3.5)

eles, a energia de Planck

a massa de Planck

o comprimento de Plack

hG -35
e o tempo de Planck
WG
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Apenas como comparacao, [p é menor que o comprimento de onda de qualquer particula
elementar e entao até a idéia de particula (pelo menos como conhecemos) deve se perder

nesse inicio.

3.2.2 Era da Grande Unificagao

Nesse periodo, que durou até cerca de 1073 s, a interacao gravitacional saiu do equilibrio
e entao apenas as interagoes forte, fraca e eletromagnética seguiram unificadas. Como uma
teoria que unifique essas trés interagoes recebe o nome de GUT (do inglés Grand Unified

Theory) esse periodo recebe o nome supracitado.

Quando as particulas sao criadas a partir de energia pura, elas devem aparecer em pares
de matéria e antimatéria obedecendo a conservagao do numero de barions. No entanto
uma caracteristica que marca a maioria das GUTs é o fato de que a conservagao do
nimero de barions é violada, e o surgimento de barions ocorre de maneira preferencial em
relacao aos antibarions. Sendo assim, remonta desse periodo o saldo positivo na criacao da
matéria, chamado de bariogénese e responsavel por toda a matéria existente no universo

até hoje.

Para que o modelo cosmolégico padrao se adequasse de melhor forma aos dados ob-
servacionais, e solucionasse alguns problemas que trataremos no final desse capitulo, foi
formulada a idéia de uma inflacao césmica, que também deve ter acontecido nesse periodo.
Na inflagao o universo expandiu de maneira acelerada por um curto periodo de tempo,
aumentando o fator de escala em muitas ordens de grandeza. Essa expansao ocorreu em
um espaco cheio de uma energia associada ao vacuo, com caracteristicas de constante
cosmolégica [22] [23], e essa energia aqueceu as particulas no final da inflagdo. Mesmo
assim, ainda mais frio que na transicao com a era de Planck, o final da era da grande
unificagao é marcado pela quebra de simetria entre as interagoes forte e eletrofraca, dando

inicio a um periodo dominado pelos hédrons.
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3.2.3 Era Hadronica

Esse periodo inicia quando os quarks nao conseguem mais viajar livremente e aparecem
apenas confinados devido & agao da forga forte, formando os barions (com 3 quarks) e
mésons (1 quark e 1 antiquark). Esse confinamento dos quarks é inclusive observado na

matéria até hoje.

A era hadronica durou pouco tempo e a partir dai a matéria existente permaneceu com
a quantidade congelada no restante da evolugcao do universo. Ela se encerra quando a
temperatura abaixa e a energia chega a um valor de cerca de 100MeV', onde os pions
se aniquilam dando origem a fotons e o conteiido do universo passa a ser formado por
léptons, fétons e os barions restantes. Nesse momento prétons e néutrons se apresentam

em iguais proporcoes.

3.2.4 Era Leptonica

Nesse estagio elétrons e pdsitrons estao sendo criados continuamente, permanecendo
em equilibrio térmico com neutrinos e fétons. Nessa sopa quente de 1éptons e fétons estao
presentes os nucleons (prétons e néutrons) que se transformam continuamente uns nos

outros de acordo com as seguintes reagoes

pte —n+r, (3.8)

n+et —p+u,, (3.9)

enquanto a temperatura permanece superior a 10'° K.

Conforme a temperatura cai, o nimero de prétons comeca a ser superior ao nimero de
néutrons, fato que ocorre porque sendo a massa dos néutrons maior, o decaimento para
protons ocorre de maneira espontanea enquanto que a reacao contraria necessita de uma

energia adicional. Quando a proporcao dos nicleons passa a ser de 1 néutron para cada
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7 prétons, a temperatura chega a 10'° K e nesse momento as interacoes fracas saem do

equilibrio.

Com essa quebra de simetria os neutrinos e antineutrinos que até entao permaneciam
sempre na mesma temperatura dos demais componentes do universo desacoplam e come-
¢am a se mover livremente no universo. Com isso eles devem estar permeando o espago
até hoje, com uma temperatura de cerca de 1,9 K devido a expansao do universo, e uma
vez detectados seriam o sinal mais antigo que teriamos dos momentos seguintes ao Big
Bang. Os neutrinos, no entanto, devido a perda de energia na viagem e interagao muito

fraca com a matéria sao muito dificeis de serem detectados.

Outro ponto importante nessa quebra de simetria é que a proporcao existente entre
protons e néutrons naquele momento permaneceu fixa nas etapas seguintes da evolucao,
e o valor dessa proporcao tem uma boa previsao tedrica no modelo cosmologico padrao,
uma vez que a partir dela a quantidade formada de elementos leves tem uma concordancia

muito grande com o que observamos.

3.2.5 Nucleossintese

Os estudos em nucleossintese primordial iniciaram na década de 1940 pelo fisico George
Gamow e seus colaboradores, que fizeram uma das primeiras aplicagoes da fisica do mundo
microscépico (no caso, a fisica nuclear) para explicar observagoes do mundo macroscépico
(cosmologia) [24] [25] [26]. O que Gamow imaginou é que poderia explicar a origem dos
elementos quimicos a partir da sopa quente e densa de particulas do universo jovem, e seu
interesse em juntar os assuntos muito tem a ver com o fato de ter sido aluno de Friedmann,

além de entender a fisica nuclear, publicando inclusive trabalhos nessa area.

Quando a temperatura nesse periodo do universo cai para 10° K, ou 0,1 MeV, os nu-
cleons ja se encontravam em um ambiente em que era possivel se combinar de maneira

estavel, os protons e néutrons puderam fundir-se diretamente dando origem ao deutério
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(D ou 2H), um isétopo do elemento hidrogénio, pela reacao
p+n— D+n. (3.10)

Se na sequéncia ocorrem reagoes envolvendo deutérios, formam-se os isétopos do ele-

mento hélio (*He e *He) segundo as reagoes

D+ D —*He+n (3.11)

He+ D — *He +p, (3.12)

ou ainda pode ser formado o tritio (*H) se um deutério se funde com mais um préton.

Se fizermos a consideracao de que em primeira aproximacgao todos os néutrons sao usados
para formar hélio, e considerando que a nucleossintese se inicia quando a proporg¢ao é de 2
néutrons para cada 14 prétons, nés teremos 1 nicleo de *He para 12 nticleos de H. Dal,

a fracao em massa Y de *He seria dada por

4
Yire = — 0,25, 1
H 1112 0,25 (3.13)

que é quantidade de hélio que observamos hoje no nosso universo.

Na nucleossintese os elementos leves foram formados até o " Li e a partir daf os elementos
mais pesados foram sintetizados no interior das estrelas e nas explosoes de supernovas. A
teoria da origem dos elementos dessa maneira tem um grande sucesso, pois faz previsoes
acerca das abundancias dos elementos leves que concordam muito bem com as observagoes

atuais.

Tomando, por exemplo, a abundéncia de * He no universo hoje, vemos que ela estd muito
proxima dos 25% o que indica que a teoria esta consistente. Poderfamos questionar essa

abundancia, dizendo que esse isétopo do hélio também pode ser formado continuamente
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Figura 3.2: Abundancias dos elementos leves em relagao ao hidrogénio. As curvas indicam
os valores tedricos e as caixas indicam onde se encontram os valores medidos para cada
elemento (caixas menores: erros estatisticos de +20; caixas maiores: erros estatisticos de
+20 mais erros sistemédticos). A faixa vertical mais estreita indica a medida da densi-
dade de barions pelos dados da RCF e a faixa vertical mais larga indica o intervalo de
concordancia do modelo de nucleossintese do Big Bang (ambas com nivel de confianga de

95 %) [27].

nas estrelas durante os bilhoes de anos do universo, mas essa parcela estelar deve ser muito

pequena, nao provocando erros significativos nos dados observacionais [19].

Por outro lado, a andlise da quantidade de deutério no universo é de extrema importan-
cia, uma vez que esse elemento nao ¢ sintetizado em nenhum outro momento da histéria,
a nao ser na nucleossintese. O que ocorre é o contrario, sendo o deutério consumido no
interior das estrelas uma vez que possui um potencial de reacao quimica muito grande.
Sendo assim, se a previsao da abundancia relativa de deutério estiver sendo observada é

sinal de que realmente o modelo foi bem construido.
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Além disso, a quantidade de deutério que sobreviveu ao periodo de nucleossintese esta
intimamente ligada a densidade de matéria barionica existente, sendo menor a quantidade
relativa de deutério quanto maior for essa densidade de barions. Sendo assim, podemos
modelar o universo com a matéria barionica como parametro livre, e procurar a densi-
dade de barions especifica com a qual explica-se os dados observacionais relacionados a

nucleossintese.

Os testes atuais indicam que a quantidade de deutério e dos demais elementos leves]

esta de acordo com a nucleossintese apenas se o parametro de densidade barionica for
Q ~ 0,023h2. (3.14)

Utilizando h = 0, 71, obtemos que £, corresponde a cerca de apenas 4,5 %. Medidas feitas
a partir de observagoes da sonda WMAP (do inglés Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe) concordam com os dados de nucleossintese, indicando esse valor para a densidade

de bérions [14].

Essa baixa densidade de barions, muito distante do valor critico Q@ = 1 (de acordo
com dados da sonda WMAP), serd um indicativo de que atualmente parece faltar muita
matéria no universo. Existem atualmente teorias que procuram explicar como podemos
viver em um universo com 2 tao préximo da unidade, mesmo com a densidade de barions
tao baixa, e grande parte da comunidade cientifica atribui esse fato a existéncia de uma

componente escura ainda desconhecida.

3.2.6 Recombinacao

Na recombinacao a componente barionica do universo deixa de ser ionizada, compondo

um plasma quente em equilibrio térmico com os fétons e elétrons, para se tornar neutra

3Na verdade existe atualmente um certo problema nas medidas da abundéancia do “Li. A dificuldade
na estimativa existe porque muitos processos astrofisicos podem criar e destruir esse elemento. Ao mesmo
tempo que metade do litio primordial pode ter sido consumido em processos estelares, uma porcentagem
consideravel pode ser criada em colisoes de raios césmico.
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em atomos estaveis.

Com a diminuicao da temperatura até cerca de 4000 K, existe um momento em que os
fotons nao possuem mais uma energia capaz de ionizar os atomos e o universo que até

entao era opaco passa a ser transparente para a propagacao dos fétons.

Essa radiacao que compoe a chamada radiacao césmica de fundo pode viajar pelo uni-
verso sofrendo apenas os efeitos de sua expansao e chega hoje até nés com um comprimento
de onda na faixa do microondas. Essa radiacao foi prevista no modelo de nucleossintese
dos elementos leves desenvolvido por Gamow e detectada anos mais tarde, de maneira

acidental, sendo o primeiro sinal que temos disponivel dos momentos iniciais do universo.

Considerando que essa radiagao vem de todas as direcoes, um determinado observa-
dor no universo que obedece ao principio cosmolégico verd essa radiacao desacoplando de
uma determinada superficie esférica ao seu redor determinada pelo z da época da recom-
binacao, chamada de ltima superficie de espalhamento. O desacoplamento ocorreu em
um redshift de aproximadamente 1090, mas como nao aconteceu de forma abrupta em
todo o universo, podemos associar uma certa largura a ultima superficie de espalhamento,
que compreende o periodo necessario para terminar a recombinacao. Como veremos adi-
ante, flutuagoes existentes na ultima superficie de espalhamento serao responsaveis por
desvios na isotropia dessa radiagao e evidenciam, entre outras coisas, os ainda pequenos

aglomerados de matéria que viriam a formar as grandes estruturas.

3.2.7 Inflagcao e Setor Escuro do Universo

Mesmo com todos os sucessos observacionais, o modelo padrao até pouco tempo atras
ainda trazia consigo alguns problemas sem explicacao. A principio nao havia um motivo
para o universo hoje estar tao préximo de ter £k = 0, implicando em um universo primordial
ainda mais préximo da curvatura nula. Esse era o conhecido problema da planaridade do

universo.
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Além disso, observagoes da RCF indicando uma radiagao isotrépica vinham contra o
que o modelo padrao previa, uma vez que regioes distantes observadas no céu deveriam
estar desconectadas no passado. Nao havia motivo para que temperatura da radiacao

medida em dois pontos diferentes fossem iguais, e esse era o problema do horizonte.

Analisando as flutuagoes de temperatura da RCF, também era nao era possivel explicar
as perturbacoes primordiais, que deviam ser bem menores e demorar muito mais tempo
para formar as estruturas que ja observamos. Por outro lado, também existia o problema
do monopolo, que sugeria um universo hoje dominado por particulas exoticas que nao sao

observadas.

Com o intuito de resolver problemas como esses, Alan Guth propos em 1981 o modelo
inflacionario, onde o universo passaria por um fase de expansao acelerada em que o fator
de escala crescia exponencialmente, poucos instantes apds o Big Bang [28]. Muito embora
o crescimento exponencial desse modelo solucionasse todas as questoes citadas acima, ele
acarretava em outros problemas como, por exemplo, o da nucleacao de bolhas de uma

nova fase dentro da fase antiga, devido a uma quebra de simetria [29).

No ano seguinte a proposta inicial de Guth, Andrei Linde propos a existéncia de um
campo escalar, conhecido como inflaton [30], que dava conta de reger a expansao acelerada
e exponencial do universo, solucionando ainda as mesmas questoes ja esclarecidas pelo
modelo anterior e evitando o problema da nucleacao. O modelo de Guth ficou conhecido

como Old Inflation e o modelo de Linde como New Inflation.

Além de um modelo inflacionario, a cosmologia moderna teve ainda que sofrer algumas
modificacoes no que diz respeito ao contetido material do universo. Para que possamos
explicar as curvas de rotacao de galaxias e também a formacao de estruturas, aparente-
mente falta matéria no universo. Essa matéria nao deve interagir com a matéria barionica
visivel e dessa maneira recebe o nome de matéria escura. A presenca de halos de matéria

escura corrige a curva de rotacao de alguns tipos de galdxias, e a aglomeragao dessa ma-
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téria essencialmente nao relativistica (Cold Dark Matter ou CDM) no inicio do universo

gerou pogos de potencial que aceleraram o processo de formagao das estruturas [31].

Por fim, um problema recente surgiu em 1998 quando observou-se que o universo além
de passar por uma fase de expansao estava acelerando [32] [33]. Esse panorama nao era
o esperado levando em consideragao o teorema de Birkhoff, e uma solugao encontrada foi
adicionar ao universo uma Energia Escura que deve estar dominando o universo atual,
sendo responsavel por mais de 70 % de sua densidade de energia. Essa energia escura tem
um comportamento de constante cosmolégica A e ainda nao temos uma explicagao sobre

sua natureza E

Sendo assim, o modelo cosmoldgico padrao tal como descrito no inicio desse capitulo

foi complementado por um periodo inflacionario e por duas componentes escuras, ficando

conhecido como o modelo ACDMPL

4Existem também trabalhos que propdem modificacoes na RG de acordo com as escalas cosmolégicas
envolvidas no problema, para que a aceleracao do universo seja vista como resultado dessa modificacao,
sem que seja necessario adicionar uma energia escura [20] [34].

5Para maiores informacdes sobre o modelo ACDM, como detalhes sobre a inflacao e sobre as compo-
nentes escuras do universo, veja [35] e [36].
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O fisico George Lemaitre, ainda na década de 1920, foi um dos primeiros a imaginar
a possibilidade de se observar sinais primordiais do universo, que deveria ter sido quente
e denso nos momentos iniciais de sua expansao [37]. Na década de 1930, o fisico norte
americano Richard C. Tolman ja acreditava que deveria existir uma histéria térmica para
o universo, que deveria esfriar com a expansao. Os trabalhos de Gamow em nucleossin-
tese primordial ajudaram a contar essa histéria térmica, que mesmo bem fundamentada

teoricamente, necessitava de alguma comprovagao observacional.

No inicio da década de 1960, os laboratérios da empresa Bell Telephone possuiam uma
antena de cerca de 6 metros para uso em telecomunicagoes, que em pouco tempo se tornou
uma importante ferramenta no estudo da radioastronomia. Foi justamente utilizando essa
antena para estudar as emissoes eletromagnéticas na faixa das ondas de radio emitidas
pela Via Lactea, que Arno A. Penzias e Robert W. Wilson detectaram uma radiacao com
comprimento de onda de 7,3 centimetros [38], e que parecia vir uniformemente de todas

as diregoes.

Inicialmente eles imaginaram que o ruido existia devido a problemas no aparato experi-
mental, mas o que se concluiu posteriormente, foi que aquela radiagao deveria ser a mesma
prevista nos trabalhos de Gamow e seus colaboradores, e emitida durante a recombinagao

dos atomos. Devido a deteccao dessa radiacao, conhecida como radiacao cosmica de fundo
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(RCF), Penzias e Wilson foram laureados com o prémio Nobel de fisica em 1978.

Essa radiacao, cuja intensidade maxima é medida na faixa de microondas, é denominada
de radiacao de fundo pois nao tem sua emissao associada a fontes individuais. Ela deve
remontar de um periodo em que o universo era jovem e quente, com cerca de 380000
anos [39], e liberou essa radiacao de todas as suas regides. Apenas para que tenhamos
uma idéia sobre a idade do universo na época da emissao da RCF, tendo hoje cerca de
13,7 bilhoes de anos, o universo tinha apenas evoluido uma parte em cerca de 3,6 - 10%.
Atualmente, a RCF e as informacoes obtidas a partir dela, formam um dos pilares da

cosmologia moderna e corroboram o modelo do Big Bang.

Ela apresenta um espectro de corpo negro, onde a densidade numérica ny de fétons em

equilibrio térmico com matéria a uma temperatura T serd dado por [40]

8rridy

chv/kpT _ 1 (4.1)

nr(v)dv =

na qual o féton se encontra em uma faixa de frequéncias que vai de v até v + dv, sendo
h a constante de Planck e tomando a velocidade da luz como unitaria. Esse espectro de
corpo negro indica que os fétons em colisdes rapidas com os elétrons se mantiveram em
equilibrio térmico com a matéria do universo antes da recombinacao. A intensidade de
uma certa frequéncia v, serd dada pela funcao

2h13

IT(V) = ehl//kBT 1 ) (42)

e na presente época a RCF é consistente com o espectro de um corpo negro a uma
temperatura de 2, 725 K. Considerando a interacao entre radiagao e matéria desprezivel, a
partir da recombinacao, a expansao sofrida pelo universo pode ser considerada adiabatica,
resfriando a radiagao, explicando a baixa temperatura medida hoje, e mantendo a forma

de um espectro planckiano [41].
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Com o langamento do satélite COBE (COsmic Background Ezplorer), em 1989, e ané-
lise dos dados por ele recolhidos, houve a primeira comprovacao experimental de que
existiam anisotropias intrinsecas na RCF. Levando consigo os instrumentos FIRAS (Far
Infrared Absolute Spectrophotometer), DIRBE (Diffuse InfraRed Background Experiment)
e DMR(Differential Microwave Radiometer) [§], o satélite COBE detectou e mapeou as
anisotropias da RCF em grandes escalas angulares [42], encontrando anisotropias da or-

dem de 1 parte em 100000 .

Figura 4.1: Mapa de anisotropias construido a partir dos dados coletados pelo instrumento
DMR, presente no satélite COBE. As regioes em vermelho sao as mais quentes e a regioes
em azul sao as mais frias. No mapa superior fica evidenciado o efeito de dipolo, causado
pelo movimento do sistema solar em relacao a direcao de propagacao da radiagao. No
mapa central o efeito de dipolo foi extraido e observa-se uma forte contribuicao da nossa
galdxia. No mapa inferior, mais refinado, ficamos apenas com a contribui¢ao da RCF [44].

Com o FIRAS foram efetuadas medidas da diferenca entre o espectro da RCF e o
espectro de um corpo negro, e os resultados observacionais concordaram com as previsoes
tedricas dentro das barras de incerteza das medidas . Pelos trabalhos realizados sobre
os dados do COBE, os fisicos George Smoot e John Mather receberam o prémio Nobel de

fisica de 2006.
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Apés as medidas do COBE, os experimentos ACME-SP (Advanced Cosmic Microwave
Ezplorer - South Pole), FIRS (Far InfraRed Surveys) e o experimento de Tenerife, ratifi-

caram as conclusoes sobre a existéncia de anisotropias intrinsecas na RCF [46].
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Figura 4.2: Intensidade da RCF observada pelo instrumento FIRAS (curva sélida) em
comparagao com os dados observacionais (as linhas verticais sao as barras de erro das
medidas, aumentadas cerca de 400 vezes para que pudessem ser visualizadas). A intensi-
dade é medida em quilojansky por estereorradianos (1Jy = 1072 W/m?Hz), em funcao
do inverso do comprimento de onda medido em centimetros [40] [45].

Em 2001 a Agéncia Espacial Americana langou ao espago a sonda WMAP ( Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe) para substituir o satélite COBE e gerar mapas de anisotro-
pias com maior resolucao, além de extrair informacoes mais precisas do universo em que

vivemos.

De acordo com os seus dados e usando o modelo cosmolégico padrao, temos aproxim-
damente que: a idade do universo é 13, 75 bilhdes de anos; a constante de Hubble H, vale
71 Km/sMpc; a quantidade de energia escura e de matéria escura correspondem a 73 % e
22 % do contetido do universo, respectivamente; o desacoplamento entre matéria e fétons

ocorreu em z = 1090, ha 380000 anos atras [14] [47] [48].
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Figura 4.3: Mapa de anisotropias construido a partir dos dados coletados pela sonda
WMAP. Esse mapa é o resultado da combinacao linear ponderada de cinco mapas de
anisotropia, cada um para uma frequéncia diferente. Dessa maneira o mapa resultante
fornece uma retrato da RCF com baixa contaminagao [49].

Mais recentemente, em 2009, foi lancada ao espaco a sonda Planck, que devera colher
dados até o presente ano de 2012. Ela deve gerar a imagem mais precisa do fundo de
microondas do universo, e a grande expectativa é que o mapa de anisotropias forneca

informagoes novas sobre o universo jovem, inclusive com alguma assinatura do periodo

inflacionério .

Nosso objetivo nessa dissertagao é relacionar a RCF, suas anisotropias e o fato dessa
radiagao ser polarizada, com parametros cosmoldgicos conhecidos. A seguir analisamos o
espectro de poténcia angular e a funcao de correlacao de dois pontos, descritos em termos

de harmonicos esféricos.

4.1 Espectro de Poténcia da Radiacao Césmica de

Fundo

oT
A funcao que define a flutuacao de temperatura T da RCF, é uma funcao que pode

0
depender da posicao, do tempo e da direcao de observacao no céu. Entretanto, uma
vez que temos uma posi¢ao de observacao bem determinadaﬂ e um tempo de medigao

especiﬁcﬂ a flutuacao de temperatura pode ser vista como funcao da direcao de visada

Tmaginando o universo em larga escala, observatérios na Terra ou em suas proximidades podem ser
considerados como um ponto especifico no universo, sem que existam erros que afetem a nossa medigao.
2Assim como no caso das posicoes, levando em consideracao a idade do universo, considerar que as
medidas da RCF foram realizadas em um mesmo tempo, desde a época de Penzias e Wilson, também
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(seja em fungao do vetor direcional 1 ou dos angulos € e ¢ no céu) e decomposta em uma

base formada por harmonicos esféricos da seguinte maneira,
oT
—(0,¢) = mYim (0, 0), 4.3
7 (0:9) %;az m (0, 9) (4.3)

onde os coeficientes a;,, sao obtidos pela expressao

T
Apm, :/ il [(;—0(0, gb)] senfdld¢ , (4.4)
e satisfazem a relacao
(Wim ) = 1O Cr - (4.5)

O conjunto dos C;’s é conhecido como o espectro de poténcia angular da RCF. Esse
espectro nos fornece uma medida de quanto a temperatura flutua em relacao ao valor
referente ao espectro de corpo negro, dependendo da separacao angular comparativa entre

dois pontos no céu.

Quando falamos em comparar dois pontos na esfera celeste, devemos trabalhar com as
fungoes de correlagao de 2 pontos, C(«), para pontos separados por um angulo . O
espectro de poténcia C; se relaciona com a fungao de correlagao de 2 pontos de acordo

com

oT orT

Cla) = (0007 (0 00)

= D> Oy Y (01, 61) Vi, (02, 62)

limy lama

= Z Z C1y 014156 my mo Yiymy (01, 91) Y5, (02, 62)

l1m1 lams

= Z Oll Z Yiim, (01’ gbl)Y}fml (627 QS?)
l1 m1

20+ 1
= P . 1.
ym C), B, (cos a) (4.6)

l1

nao acarretara erros consideraveis na teoria.
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Como expandimos a flutuagao de temperatura em harmonicos esféricos, os coeficientes
a;m que tratamos aqui estao relacionados com essa grandeza fisica, e serao posteriormente
(M

T . . - . .
chamados de a,,’ para que nao haja ambiguidade com os coeficientes das expansoes de

outras grandezas. Além disso, quando tratamos dos coeficientes de perturbacoes escalares

(£), vetoriais (V) e tensoriais (7), eles nio sao correlacionados, ou seja,

(@4 ) = {1y, g} = (@, 01,) = 0. (4.7)

Quando construimos um modelo cosmolégico, ele pode predizer a forma do espectro
de poténcia angular, em funcao do multipolo [, com base em valores assumidos por um
conjunto de pardmetros basicos que descrevem as caracteristicas do universo (taxa de
expansao, a geometria, a idade, a densidade de matéria e energia). Dessa maneira a
forma do espectro de poténcia, a distancia entre os picos, assim como a posicao e altura
dos mesmos, ira variar de acordo com o conjunto de valores assumidos pelos parametros
do sistema. Sendo assim, podemos testar modelos cosmolégicos, comparando a forma
medida do espectro de poténcia da RCF e os parametros derivados desse espectro, com

as informacoes tedricas que o modelo nos fornece.
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Figura 4.4: Espectro de poténcia angular construido a partir dos dados da sonda WMAP.
Na parte superior temos o espectro de poténcia obtido com a correlagao apenas de co-
eficientes ay,, ligados a temperatura (espectro de poténcia de temperatura T). A curva
tedrica do modelo ACDM possui bom ajuste aos dados observacionais. Na parte inferior,
o espectro de poténcia foi obtido com a correlagao entre coeficientes a;,, de temperatura
e de polarizagao (espectro TE) . Para mais detalhes veja [50].
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Anisotropias na Radiacao Césmica

de Fundo

As inomogeneidades presentes no universo primordial foram essenciais para que ocorres-
sem alguns fenomenos que sao hoje observados. Além de serem as sementes fundamentais
dos grandes aglomerados de matéria, essas inomogeneidades causaram anisotropias na
distribuicao dos fétons emitidos durante a recombinacao, além de produzir desvios na lei

de Hubble para galdxias em grandes redshifts.

Uma vez que no universo primordial, antes do desacoplamento, matéria e radiacao
permaneciam em equilibrio térmico, os fotons se deslocavam com um caminho livre médio
muito pequeno como se estivessem dentro da cavidade de um corpo negro. O espectro
da radiacao, dessa maneira, deveria ser o de um corpo negro com uma temperatura igual
a do universo. Mesmo apds o desacoplamento, se o universo nao sofresse desvios em
relacao a metrica de FLRW, permanecendo homogéneo e isotrépico, a forma planckiana
do espectro nao deveria mudar, estando somente a uma temperatura mais baixa devido
a expansao |40]. Inclusive, se assim fosse, ndo deverfamos observar polarizagdo da RCF
uma vez que nao existiriam diregoes preferenciais [51]. O estudo das anisotropias na
distribuicao de fétons é feito com o auxilio da equagao de Boltzmann, com um termo de

colisao descrevendo o espalhamento Thomson entre fotons e elétrons. Nesse capitulo
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estaremos focando a nossa atencao na relacao existente entre as inomogeneidades do
universo primordial e seus efeitos na variacao da temperatura da RCF, e discutiremos

sua polarizagao apenas no capitulo [7

5.1 Flutuacoes de Temperatura em um Universo Per-

turbado

Quando o universo é descrito por uma métrica de FLRW perturbada, fotons emitidos
de diferentes pontos da ultima superficie de espalhamento chegarao até nés com energias
distintas, de acordo com as inomogeneidades que encontraram no caminho. Se o observa-
dor possui certa velocidade com relagao ao referencial comével, os fétons que chegam de
diferentes regioes sofrerao desvios, o que levara a uma dependéncia angular. Se, por outro
lado, a radiagao sofre um espalhamento no caminho que percorre e a matéria que provoca
o espalhamento também possui uma velocidade peculiar, ocorrera um efeito semelhante ao
caso anterior. O que veremos entao é um desvio na temperatura do espectro, em relagao
a temperatura Ty do universo hoje, de acordo com a direcao de visada no céu. Existindo

entao essa dependéncia angular na temperatura 7" da RCF, dizemos que T'= T'(6, ¢).

As anisotropias na RCF podem ser classificadas como primarias, quando as perturbagoes
ocorrem antes ou durante o desacoplamento da radiacao, ou como secundérias, quando
as perturbacoes ocorrem apoés o desacoplamento entre matéria e radiacao. Se existiram
pequenas variagoes no potencial gravitacional da tultima superficie de espalhamento, os
fotons podem ter sido emitidos a partir de diferentes pocos de potencial e consequente-
mente sofrido diferentes perdas de energia, de acordo com o local da emissao (anisotropia
primdria). Além disso, processos astrofisicos que ocorrem no caminho percorrido pela ra-
diacao até nés, e que a perturbam, também podem provocar desvios do espectro perfeito

de um corpo negro (anisotropia secundaria).
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Trabalhando em um espacgo-tempo descrito por
d82 = dt2 - a2(t) [5Zj - hij(t, f)]d.l’zdl’j y (51)

que é a métrica de FLRW perturbada, podemos encontrar expressoes para as anisotropias
angulares causadas pelos movimentos em relagao ao referencial comével e também pelos
diferentes potenciais gravitacionais que atuam sobre o féton, seja no momento de sua

emissao ou de sua deteccao.

O termo h;; representa a perturbacao da métrica do universo homogeéneo e isotrépico
sem curvatura, e as perturbagoes consideradas no desenvolvimento a seguir serao apenas
lineares, de forma que termos de segunda ordem ou de ordem maior serao desprezados.
Assumimos que o foton chega ao observador em t = t(, sendo emitido em ¢t = ¢, viajando

sempre em uma geodésica nula.

Para um observador localizado na origem do sistema de coordenadas, a localizacao do
foton em algum tempo t sera

z' = n'n(t) (5.2)

onde o vetor n’ é um vetor unitario ao longo da geodésica nula, apontando do observador

para a fonte, e

o= [ (5.3

é o tempo conforme.

Se existem dois observadores analisando determinado féton, localizados ao longo de sua
trajetéria, um em ' e o outro em ' + dx’, a expressao que nos dé a distdncia prépria

entre eles em funcao de t sera

1/2

ol = (_gij5xi(5xj)l/2 =a [(%’ - hij)&@i‘sxj} (5.4)
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Sabendo da equagao (5.2)) que z% o< n’, e considerando apenas o primeiro termo da expan-

sao de (5.4)), concluimos que
(I
o0 x all-— §hi]—n n’ | . (5.5)

Com isso, a velocidade entre os dois observadores sera

v = Lao (51);Z In (51)]

_ di{ [ (1— “hyn' n])] }
g[lmm( )]

= [g - —hwn n ) hijninj]
:

= 6l |- — _hijn nj} + 0l [O(h?)]

_ <5 — Shn' nﬂ) (61) | (5.6)

onde fizemos a velocidade da luz igual a 1 e dt é o tempo que o féton leva para percorrer
0l. Na equacgao ([2.52), mostramos como relacionar o desvio na frequéncia medido para
um féton com a componente espacial da quadrivelocidade relativa entre dois observadores.

No caso em que estamos analisando agora, considerando perturbagoes de primeira ordem
05t 4 Shunindot (5.7)

—_— = ) = —— —N;;nn y .

v a 2"

e o primeiro termo representa o desvio conhecido devido ao universo descrito pela métrica
de FLRW. Uma vez que analisaremos desvios desse resultado decorrentes das perturba-

¢oes, podemos reescrever a equagao ([5.7)) mais convenientemente como

0 1. L.
1% 1% a va 2
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Além disso, lembrando da Lei de Wien para corpos negros que diz que o produto do
comprimento de onda pela temperatura absoluta é uma constante, podemos utilizar a
relacao

0T o dv (5.9)
para escrever

d(Ta)

Integrando o resultado ([5.10)) ao longo de todo o caminho percorrido pelo féton, desde

a sua emissao até sua observacao, teremos

fod(Ta) 1 (. .
== hin'n’dt 5.11
/te Ta 2 /te g ( )
de onde chegamos em
To o 1 fo 7 ;4
ele te

Se nao existem perturbacoes, v o< a~*, como visto no capitulo , e a partir de ((5.9)) vemos
que a temperatura pode ser colocada simplesmente como 7' o a~ !, fato ja utilizado quando
descrevemos a perda de energia da RCF nos capitulo [3] e [l Os fétons emitidos quando

temperatura do universo era 7T, apareceriam hoje como uma radiacao de corpo negro com

6a6

temperatura = T,. Exatamente por isso vemos a temperatura da radiacao cosmica

Qob
de fundo tao baixa, mesmo sendo emitida em uma época na qual o universo possuia uma
temperatura altissima. O féton que observamos, viajou pelo universo lutando contra a

expansao do espaco-tempo, perdendo energia até atingir o nosso aparelho de medida.

Podemos fazer

Tobaob Tob T[) + oT oT oT
| =h({—=—]==h|({—|)=In{|14+— ) =¥ — 1
H(Teae) H<T0) n( To ) n( +TO) Ty’ (5.13)
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obtendo finalmente o resultado [52]

or 1, . [l 1 . . [t o
— =c-n'nd | hydt=-n'n? | dt | Zhy (EnF ()] . 14
T an/te ij 2nn/te [at i (t,n" (1) (5.14)

Essa expressao é geral e valida para qualquer modelo com k& = 0 que quisermos tratar.
oT
Uma vez que a forma das perturbagoes h;; ¢ conhecida, podemos calcular T © fazer testes

0
desse modelo, confrontando os resultados teéricos com os dados observacionais.

Se trabalharmos na RG, devemos linearizar as equacoes de Einstein e resolver o sistema,
para encontrar a forma da perturbagao h;;. Para realizar tal tarefa escolheremos o calibre

sincrono

hoo = ho; = 0. (5.15)

Ainda seguindo com perturbagoes lineares, h;; (Z,t) pode ser expressa em termos das

componentes de Fourier h;; (p,t), onde cada componente contribui independentemente

para T na equacao ([5.14]). Fisicamente, isso significa aproximar as perturbagoes como
0

sinais expandidos em ondas planas.

Quando queremos analisar os modos crescentes da perturbacao, podemos ignorar forgas
devido a gradientes de pressdo (que tenderdo a amortecer o crescimento), e entao as

equagoOes linearizadas para a perturbacao h;; serdo [53]

. 2ah
h+ % =8nG(p—p), (5.16a)
hlk; + Mk — hg,jk - higz =0, (5.16Db)
(&4
hi = hij,- (5.16¢)
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com h = Tr (h}) e p, é a densidade de matéria da base, ou seja, do universo sem pertur-

bacoedT]

Da conservacao de densidade de matéria temos que

5(%(@)):0,

o que implica em

0 /—
5 (—2 Ly + \/—_g5p) =0

0 3 ]’Lpb .
2o (12 v07)] 0.

Desenvolvendo essa tltima equacao chegamos em

h , h :
5 (3aa’py + ppa®) + 3aa’sp + aP’% +a*6p =0
e .
i . .
P~ 3% —dp=—6p+ 602"
2 a Pb

o que implica em

i (pb_5p> — 9§,
ot Pb

onde definimos o contraste de densidade § como

5:Pb—5p
Pb

Derivado a equacao ([5.22)) mais uma vez obtemos

h =2,

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

!Como pode ser notado, analisando os indices dos tensores em cada uma das trés equacoes, elas

descrevem as perturbacoes escalares, tensoriais e vetoriais, respectivamente.

o8



CAPITULO 5. ANISOTROPIAS NA RADIACAO COSMICA DE FUNDO

e utilizando ((5.22) e (5.24]) podemos expressar ((5.16a)) da seguinte forma
25 +4%5 = 8nC3 (0p — pp) = —87Gpy0 , (5.25)
a

que rearrumada fica

5+ 2%5 + (47Gpy) 6 = 0, (5.26)

sendo a equacao diferencial de segunda ordem que dara a evolugao temporal do contraste

de densidade.

Assumindo py, = poa?

a®d 4 2aa®0 + 4wGped =0, (5.27)

que juntamente com a escolha d = dpa nos leva a

aa® + 3a’a* + 4rGpoa = 0, (5.28)
ou seja
. 3 . 2
24 12 = 4nGpy , (5.29)
a a

que é o comportamento esperado para um universo dominado pela matéria.

Vamos agora nos concentrar na equacao (j5.16¢)). Sua solucao pode ser escrita de maneira

geral como

% 1 0? A3z’ @
ot )’

ot Awdridxk | i — 7]
que utilizada juntamente com a derivada de (5.16b]) faz com que a equacao ([5.16b]) seja

satisfeita identicamente. Sendo assim, a expressao ([5.30) determina completamente a

(5.30)

forma de h;;, em termos de 9.

A equacao de Poisson considerando a densidade de matéria e sua perturbacao é dada
por

V2 (® + ¢) = 47G (py + p) | (5.31)
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de onde resulta que o potencial newtoniano total sera

d+¢=—-Ga’ / (ot op) d*! , (5.32)

|7 — 7|

e a parte do potencial gerado apenas pela perturbacao é dada por

=/ 3.
6= —Gcﬂpb/M. (5.33)

|7 — 2|

Dai, usando a equacao de conservacao ((5.17)) para mostrar que o termo pya® é constante

0000) _ i / o s’ (5.34)

no tempo, obtemos

Na teoria de perturbacoes lineares, em um universo dominado pela matéria, a depen-
déncia temporal do contraste de densidade esta associada apenas ao fator de escala, de

maneira que

5(@' 1) = alt) (@), (5.35)

e entao
f@ds

F—7

o(Z,t) = —Ga’py (5.36)

Uma vez que o termo p,a® é constante no tempo, o potencial ¢ nao possui uma dependéncia

—

temporal explicita, de onde podemos escrever ¢(z,t) = ¢(Z).

Também teremos

o) s 0 [ g [ATDEL) g [ 07
= —%prag ‘;Cf{/q, (5.37)
0 que nos leva a _—
,;ifm - —Gibaa3 . (5.38)
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Voltando na equagao (5.30)),

1 [ hyd a

hij = —— 5.39
! A | |©— 2| 27erba3¢ (539)
e portanto
by = Gnn (540
com
Q = 27Gpya’ . (5.41)

Para resolver a integral em ([5.14)), consideraramos o integrando ao longo do caminho

do féton. Dada uma funcao f (x%) ao longo do caminho z = n'n (t), temos que

df _ of o' _ afni
dn  0xi on Ozt

(5.42)

e utilizando esse resultado, a segunda derivada do potencial gravitacional da perturbacao

sera

ao longo do caminho. Com isso a equagao ({5.14]) pode ser escrita como

O _ 1 i d2_¢ d2¢)
To_an/tehdt QQ/ a—=dt = 2@/ ( )( 5| (5.44)

que integrada por partes resulta em

FHEE R @)@

. ~ s 2 .
Como visto na equagao 1) para a matéria a o t3, ou relacionando com o tempo

. a , .
COHfOI‘Hle, a X 772, € com 18so 0 termo ﬁ é uma constante. Podemos escrever a primeira
n

derivada do fator de escala com relagao ao tempo conforme da seguinte maneira

da dtda
= = —ad 4
dy " dndi aa, (5.46)
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e também a segunda derivada como

@ _dtd (—aa) = a— (aa)
dn?  dndt S dt ’

e dai temos que

1 (d?a\ (do\ 1 d 7.
20 (Tm) (d_n) = TG [“a ““”] pit.

Tomando

pdt od (22 1 2 ¢dt
— |3 — | t3—=t"3 = — ,
(AnGppt?) | dt 3 947G pyt?

e usando o fato de que

a®  4nGpy
2 3
juntamente com
2 3
a=—=a
3 0 )
nos obtemos a simplificacao
2 dt 23 . 1.
¢ = ——¢dt = —¢dt .

§47Tprt2 B 51 3

Com esses resultados chegamos em

1 [da dp\ 1 . (do\ a/a nt [ 0¢
s (i) (i) =20 (5) = ~we’s (50)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)
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Contudo, a velocidade peculiar v* induzida por um potencial ¢ é dada por

. 0/5 (109
v 4G py <a 8:17") ’ (5.55)

de onde obtemos finalmente que a flutuagao da temperatura pode ser escrita como [52]
PP . 1 ; S . -
— =7 (Top — Uem) — 3 Gdt = (Top — Uerm) — 2 [#(0) = & (Tem)] - (5.56)

Podemos agora interpretar os termos da equacao . O termo n - Uy, vem do efeito
Doppler devido ao movimento do observador em relagao ao referencial comoével e o termo
n - Uy, também é causado pelo efeito Doppler, mas aquele que ocorre na ultima superfi-
cie de espalhamento. Os termos de potencial (¢) estao relacionados justamente com as
variagoes do potencial gravitacional no local da observacao (¢(0)) e no local da emissao
(¢ (Zen)). Uma observacao importante, é que o termo %¢(O) apenas adiciona uma cons-
tante (como uma mudanca no potencial de referéncia em um exercicio de conservagao de
energia) na expressao da perturbagao na temperatura, e dessa maneira nao implica em ne-
nhuma dependéncia direcional. J& os demais termos adicionam dependéncias direcionais

na perturbacao da temperatura, fazendo dela uma funcao ?(9, b).
0

1
O termo §¢(fem) ¢ denominado de efeito Sachs-Wolfe [54], uma anisotropia primdaria
que vem das variacoes no potencial da ultima superficie de espalhamento, ou seja, rela-
cionada ao comportamento do contraste de densidade. Tomando uma nova escala para

a(ty), de maneira que a(ty) = 1, a equagao (5.33) nos fornece

oT

1 G
? = —ngb(tg> /dBLC u

—

| Tem — |

, (5.57)

em que

I

o qt fo dt
@m:ﬁ/ At ﬁ/ % _ i, (5.58)
tem 0

a(t) agp
uma vez que assumimos t., muito menor que o tempo hoje, e portanto passivel de ser

aproximado a zero. Utilizando a equacao de Friedmann (2.59) em um universo sem
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curvatura, para escrever Gpy(to) em fungdo do parametro de Hubble hoje, a transformada

de Fourier da equacao ([5.57)) sera

orT

37 -
— _lﬁg / 'k 5—’“e—i’f'fem, (5.59)

T 2 (2m)3 k?

que ¢é capaz de nos dar o valor da temperatura em qualquer direcao do céu. No entanto,

nao medimos a temperatura em uma unica dire¢ao, e tomamos na verdade uma média

sobre todas as direcoes. O que nds usamos para construir a ponte entre teoria e observacao

sao os C;’s, que vém a partir da funcao de correlagao angular obtida da equagao .

Expandindo a flutuagao de temperatura em harmonicos esféricos Y;,,, (6, ¢), expressando os

Op .=
coeficientes a;,, da expansao em termos de k—l;e_zk"fem e posteriormente tomando a média
da expressao, mostra-se que [52]
H4 00 |5 |2
2 0 k . 2
<lay,|* >=C =K— dk———|7.(k , 5.60
fanf? >= €= K52 [ ki) (5.60

onde K é uma constante e j; é a funcao de Bessel esférica, definida em termos da fungao

g(kn) =,/ %Jzﬂ/a(k‘n) . (5.61)

Se soubermos o comportamento do contraste de densidade, podemos resolver a inte-

de Bessel ordinéria como

gral de forma analitica ou numérica e entao comparar a predicao tedrica com os dados

observacionais. Se o espectro for uma lei de poténcia, podemos escrever
6,2 = KT AR™ (5.62)

onde A ¢é a amplitude da perturbagao e n o indice espectral, e entao a equacao (5.60|) pode

ser resolvida analiticamente, resultando em

(5.63)

o — AHF T(3—n) I[2l+n-1)/2]
l_{ 16 rz[(4—n)/2]}r[<2z+5—n>/2]’

que vale para n < 3.
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Olhando agora para os termos v - i da equagao (|5.56)), quando estamos lidando com a

velocidade peculiar v, do observador, teremos simplesmente

oT
= vcose, (5.64)

onde o angulo ¢ é aquele entre a diregao de movimento do observador e a direcao de
propagacao da radiacao observada. Essa contribui¢ao produz um efeito de dipolo (I = 1)
na observacao da RCF que pode ser devido ao movimento da Terra ao redor do Sol, ao
movimento do Sol em torno do centro da galdxia, ao movimento da nossa galaxia com
relacao ao Grupo Local e também devido ao movimento do Grupo Local em relagao ao

sistema comével a radiagao.

Analisemos agora a termo w,,, que estd relacionado ao efeito Doppler sofrido pela
radiacao na época do desacoplamento. Esse desvio ocorre quando o féton desacoplado

interage com a matéria perturbada em movimento. A partir de ((5.55)), chegamos em

R T A

Tomando também nesse caso a transformada de Fourier,

oL alik - h 4G pya® )
n- Ot k) = 475 pra)z k;’ 8e = alik - 7) (k—’;) . (5.66)

Com essa expressao, chegamos em um resultado anédlogo ao de (5.59)) e pode ser feita uma

analise semelhante ao que foi naquele caso.

Nesse capitulo, nao falamos sobre os pormenores na obtencao dos C;’s, cuja importancia
na selecao de modelos cosmolégicos ja foi destacada . Essa discussao em detalhes serd
feita no ultimo capitulo, com a intencao de fornecer ao leitor um material tao completo
quanto possivel, incentivando o estudo do tema abordado nessa dissertagao. Passaremos

agora ao estudo da polarizacao da radiagao césmica de fundo.
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Capitulo 6

Parametros de Stokes

A teoria eletromagnética proposta por James C. Maxwell no século XIX unificou os
fenomenos elétricos e os fenomenos magnéticos, e a partir das equagoes fundamentais
dessa teoria, chamadas de equagoes de Maxwell, obtemos a descricao da propagacao de
ondas eletromagnéticas. Um fato importante é que a velocidade de propagacao dessas
ondas é exatamente igual a velocidade de propagacao da luz, de onde percebeu-se que a

propria natureza da luz seria eletromagnética.

Uma das propriedades das ondas eletromagnéticas é a possibilidade de serem polari-
zadas, e o nosso foco agora sera justamente analisar a melhor maneira de descrever os

possiveis estados de polarizacao desse tipo de radiacao, da qual a RCF também faz parte.

Se uma onda se propaga na direcao determinada pelo vetor unitério k (eixo z), a extre-
midade do vetor campo elétrico E pode descrever uma linha reta, um circulo ou uma elipse
no plano x-y e dizemos nessas situacoes que a radiacao estd polarizada de maneira linear,
circular ou eliptica, respectivamente. Podemos decompor o vetor campo elétrico em duas
direcoes ortogonais determinadas pelos vetores unitarios é; e és, no plano x-y e que nao
sdo necessariamente as dire¢des 7 e j. De fato, existem infinitas maneiras diferentes de

definir o trio de vetores k, €, e é5. De forma geral

E = E1éy + Eqé,, (6.1)
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com

Ey = ajsen (wt — Kkz) (6.2)

Ey = assen (wt — kz — 0) . (6.3)

Nas duas ultimas expressoes, a; e as sao as amplitudes do campo elétrico nas direcoes
€1 e 6o, w ¢ a frequéncia angular da oscilagao, xk é o nimero de onda e ¢ é a diferenga de
fase entre as duas componentes do campo elétrico. Nesse ponto é importante frisar que
o estudo da polarizacao da radiacao eletromagnética pode ser feito com base no campo
elétrico ou no campo magnético, uma vez que obtemos um a partir do outro de acordo

com

By = e (k x Ey), (6.4)

onde € é a permissividade elétrica e p é a permeabilidade magnética do meio, el = 1,2 [55].
No entanto, a escolha pelo campo elétrico ocorre porque as intensidades das forgas elétricas

sao maiores do que as intensidades das for¢cas magnéticas.

Quando queremos especificar o estado de polarizacao de certa radiacao, que pode ser,
por exemplo, radiacao na faixa de microondas, é conveniente trabalhar com um conjunto
de parametros propostos por G. G. Stokes em 1852 e que sdao conhecidos hoje como

parametros de Stokes. Sao eles [56]

I =a2+a3, (6.5a)
Q=a>—a3, (6.5b)
U = 2aya5 cos(9), (6.5¢)
e
V = 2ajassen(0) . (6.5d)
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Analisaremos agora as relagoes existentes entre os parametros de Stokes e a elipse de

polarizacao, descrita pelo vetor campo elétrico.

6.1 Os Parametros de Stokes e a Elipse de Polariza-

cao

Efetuando uma mudanca de referencial nas equagoes (6.2)) e (6.3]), é sempre possivel

iniciar a observacao da onda partindo da origem e escrever

E; = agsen (wt)

Ey = agsen (wt —9)

de onde obtemos as seguintes relagoes,

1
— =sen (wt
o = sem (1)

@ = sen (wt — ) = sen (wt) cos (0) — cos (wt) sen (4) .

a2

Substituindo em chegamos em

& cos (0) — L _ cos (wt) sen (9) ,
aq a9

que elevada ao quadrado e somada com o quadrado de

E
“Lsen (8) = sen (wt) sen (8) |
ai
resulta em
B2 2B B, B2 )
2 " o cos (0) + P = sen” (0) .

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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A equagao (6.12)) é visivelmente a equac¢ao de uma elipse cujos eixos maior e menor nao
coincidem com os eixos do sistema de coordenadas. Ela é chamada de elipse de polarizacao

e pode ser colocada na seguinte forma matricial

1 — cos (0)
a_% a1as El 2
<E1 E2> — cos (8) 1 - = sen” (0) , (6.13)
_— — 2
a1a9 ag
cujo determinante é
1 —cos (9)
a? 1 cos® (§)  sen?(§)
det 1 R = —~ = . 6.14
1 —cos (0) 1 aja3 ala3 ata’ (6.14)
a1as a’

Se queremos estudar as propriedades de uma elipse, a melhor forma de fazé-lo é colo-

cando a elipse na forma canonica. A equacao canonica dessa elipse seria

BB
+ = sen”(9), (6.15)
Af A3
com sen(d) # 0, ou matricialmente
1
R N AT
(E{ Eé) by =sen(0). (6.16)
E/
2

A2

A;

Dessa maneira, buscaremos as relacgoes existentes entre os dois sistemas de coordenadas

em que podemos descrever a elipse de polarizagao, seja ele formado por E; e Ey ou Ej e

EY [57). Chamando de ¢ o angulo que devemos rotacionar o sistema (Ey, Ey) para obter
a equacao da elipse na forma canodnica, teremos a relacao

Ey costy  sent E; (6.17)

Es —seny) cos E!
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ou a inversa
E coS sen E
= 4 v " (6.18)
E} —seny  cos Es

Utilizando a equacgao (6.18]) na (6.16) e comparando o resultado com a equagao (6.13]),

obtemos o resultado

1 —cos(0) 1 0
a_f ayas _ [ cos Y —seny A2 1 cosy  seny (6.19)
—cos(d) lz senty)  cos 0 — —senty) cos
a1az aj A;
de onde se tem que
1 — cos(9) 1
a_% a1a2 A_% ’
det . COS((S) 1 = det 1 . (620)
— cosl9) — 0 —5
a1az as Az

Vemos que o determinante associado a matriz que representa a elipse de polarizagao é
invariante sob uma transformacao de sistema de coordenadas. Dai, a partir da equagao

anterior chegamos na relacao

A3 Ajsen® (0) = aia; . (6.21)

Além do determinante, o traco da matriz também ¢é invariante sob a transformagcao de
sistema de coordenadas. Da equacao (6.16) temos que o traco da matriz que representa

a elipse na forma canonica é dado por e apos desenvolvermos o segundo termo

1 N 1
At AY
em (|6.19) chegamos ao mesmo resultado no eixo de coordenadas rotacionado.

A partir da comprovacao anterior, podemos comparar os tragos

11 11
2T

= — 4 — 6.22
ai a3 A2 + A3’ ( )

e chegar em
2.2 242
ajay; _  AjAy

a?+ai A} 4+ A3

(6.23)
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Substituindo a equacao (6.17)) na (6.13]) obtemos

1
(Ei Eé) M = sen” (0) , (6.24)
£,
onde
cos®¢  seny N sen?1) sen2¢) (1 1  cos(d)cos2y
M= a? a,as a3 2 a3 a2 a1as
sen2y (1 1 cos (0)cos2y  sen’y N sen2 cos (6) N cos?p |’
2 a% a% a1as9 a% aias a%

(6.25)
e assim podemos determinar o angulo ¢ para o qual a matriz M assuma uma forma

diagonal, de uma elipse canonica. Isso ocorrera se

1 11 cos (0) cos 29
“sen2 [ &= — = ) - 2R 6.26
Dl v (a% a%) a,as (6.26)
de onde vem que
2
tan 2¢) = 2a1a22 cos(0) . (6.27)
ay — a3

Introduzindo um angulo auxiliar « definido como

a
tana = —, (6.28)
ai
teremos
2tan « a2 2a1a
tan 2cc = = = — ! 22 : (6.29)
l—tana 1 _% af—a;
ai

que substituido em ((6.27)) fornece a relagao

tan 2¢) = tan 2« cos () . (6.30)
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Definindo um angulo x associado a excentricidade da elipse de polarizacao, tal que

2
t =+— 6.31
anx =+, (631)
temos s
2t 23 24, A
sen2y = — X — gy AL _ 4 DOL02 (6.32)
1 + tan” x 14_% AT+ As
1
que juntamente com e ((6.23]) fornece
oy = 29 (6) (6.33)
sen2y = sen (0) . .
X a? + a3
Além disso
21t 22 2
sen2a = an(;z =4 = 2a1a22 : (6.34)
I+tanav 14 % aj+a;
a1
que substituido em ([6.33)) nos da
sen2y = sen2asen (J) . (6.35)

Estabelecemos até agora relagoes importantes entre os parametros que caracterizam a

elipse de polarizagao e faremos agora a conexao com os parametros de Stokes.

Tomando I como sendo a intensidade total do vetor campo elétrico, teremos

I=a2+a3, (6.36)
que elevado ao quadrado fica como
I? = at +2a%a2 + ab = at — 20202 + 4022 = (a1 — a2)” + 4a2a?, (6.37)
e dai
40202 = I? — (a1 — ay)* . (6.38)

72



CAPITULO 6. PARAMETROS DE STOKES

Utilizando a relacao (/6.36) em (6.33) obtém-se

Isen2y = 2a;assen (0) (6.39)

que elevada ao quadrado e juntamente com o quadrado de (6.27)) acarreta

IPsen®2x + (af — ag)Q tan? 20 = 4a2a2 = I? — (a1 — as)” . (6.40)
Dai
(a2 — a2)” (1 + tan?2¢) = I (1 — sen®2y) (6.41)
e
(a% — ag)Q = I? cos® 2 cos? 2, (6.42)

o que nos leva em

Q = a} — a3 = I cos 21 cos 2y . (6.43)

Utilizando (6.27)) e (6.42]) teremos também

2a1as cos (0) = Isen2 cos 2y, (6.44)

e podemos entao finalmente definir o vetor de Stokes como

I a? + a3 I
ai — a3 I cos 21 cos 2
s— 9= ] = peos| (6.45)
U 2a; a9 cos (9) Isen21) cos 2
1% 2ajassen (0) Isen2y

6.2 Os Parametros de Stokes na Esfera de Poincaré

Os parametros de Stokes sao todos quadraticos em relacao ao campo elétrico, possuindo
dessa maneira a mesma unidade de medida. Além disso, vimos que apenas trés parametros

definem a elipse de polarizacao, podendo ser os valores dos semi-eixos maior e menor e o
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angulo de inclinacao ou entao os valores das amplitudes do campo elétrico em cada eixo
e a diferenca de fase entre eles. Sendo assim, como existem quatro parametros de Stokes

deve existir uma relacao que os conecta, sendo ela

P=Q*+U*+ V2. (6.46)

Estado de Polarizacdo
Plriw)

ou
M(a. &)

T 2y (latitude)

= Q

U

2y (longitude)

Figura 6.1: Coordenadas de um ponto na esfera de Poincaré. Podemos determinar o
ponto pela sua longitude 21 e pela sua latitude 2x (sendo chamado nesse caso de ponto
P) ou entao pelos parametros « e § (sendo chamado nesse caso de ponto M) [57].

Essa relagao vale apenas quando a onda eletromagnética se encontra completamente
polarizada, e nessa situagao os parametros ), U e V sao as coordenadas de um ponto
sobre uma superficie esférica de raio I. A esfera que conecta todos os parametros e onde
é possivel estudar o estado de polarizagao da onda é chamada de esfera de Poincaré [58].
Podemos analisar a polarizacao da onda utilizando o sitema de coordenadas onde a elipse

estd rotacionada (com ¢ e ) ou aquele onde a elipse estd em sua forma canonica (com x

e ).
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O grau de polarizacao da onda pode ser definido como

g V&+U+VE (6.47)

I

Quando o vetor de Stokes corresponde a uma onda nao polarizada teremos
R=U=V=0, (6.48)
que é exatamente o centro da esfera de Poincaré, e nesse caso G = 0.

. ~ ™ o
Se V' =0, x deve ser igual a 0 ou entao a j:§ e nesse caso o campo elétrico fica em um
dos eixos principais, sendo linearmente polarizado. Assim a polarizacao serd determinada

apenas pelos parametros () e UE| e podemos definir o grau de polarizacao linear como

Gr = VO U : (6.49)

I

sendo

Na esfera de Poincaré os pontos localizados no equador representam ondas com essa

polarizacao.

Se por outro lado Q = U = 0, ¥ deve ser igual a :I:g e, com Os semi eixos iguais, o
campo elétrico descrevera um circulo e a luz é dita circularmente polarizada. Como nesse
caso apenas o parametro V' é relevante para a analise, o grau de polarizacao circular pode
ser definido como

v
-

Ge = (6.50)

Na esfera de Poincaré as polarizacgoes circulares sao representadas pelo polo norte e pelo

polo sul.

Além disso, o grau de polarizacao G é dado pela distancia do ponto P (ou M, dependendo

do sistema de coordenadas utilizado) ao centro da esfera de Poincaré. Ja o sinal de y ira

IN#o estamos incluindo o parametro I nessa andlise uma vez que ele sempre estars presente por estar
associado a intensidade da onda.

75



CAPITULO 6. PARAMETROS DE STOKES

determinar se a polarizacao esta orientada para a direita ou para a esquerda.

O hemisfério superior (x > 0) representa polarizagdes orientadas para a esquerda, en-

quanto o hemisfério inferior (x < 0) apresenta as polarizagoes orientadas para a direita.

>

=

Linear Circular Elintica

Figura 6.2: Possiveis estados de polarizagao de uma onda eletromagnética. O padrao
visto por um observador frontal a propagacao da radiacao estd representado no plano
horizontal. Na figura da esquerda o campo descreve uma linha reta (polarizacao linear),
na figura do centro o campo descreve um circulo (polarizagao circular) e na figura da
direita o campo descreve uma elipse (polarizagao eliptica). Adaptado de .

Quando a radiagao é apenas parcialmente polarizada, a igualdade (6.46|) se torna uma
desigualdade
P>@Q*+U+V?, (6.51)

o que corresponde a um ponto localizado no interior da esfera de Poincaré.
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CAPITULO 6. PARAMETROS DE STOKES

No laboratorio, os parametros de Stokes sao medidos através da andlise das intensida-
des transmitidas por combinagoes de polarizadores. Contudo, em situagoes praticas nao
conseguimos medir o vetor campo elétrico ciclo a ciclo, uma vez que estamos lidando com
frequéncias muito elevadas e a luz geralmente é formada por uma superposicao de muitas
ondas de frequéncias diferentes, nao possuindo uma relacao de fase fixa entre si. Por isso

tomamos apenas médias temporais desses parametros.

Nesses casos em que podemos considerar o campo elétrico total como uma composicao
dos campos elétricos elipticamente polarizados de cada onda, os parametros de Stokes
obedecem a relacao , sao independentes e medidos separadamente. Apenas exem-
plificando o que pode ocorrer nessas situacoes, no caso apresentado anteriormente em que
@ = U = 0, nao necessariamente I =V e Go = 1. Isso seria o esperado se todos os para-
metros estivessem conectados, como em , mas pode nao ocorrer se ha independéncia

entre eles.

Seja qual for a situacao, os parametros de Stokes sao um ferramental importante no
estudo da polarizagao da radiacao eletromagnética e por isso sao utilizados também no

estudo da polarizacao da RCF, como veremos a seguir.
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Capitulo 7

Polarizacao da Radiacao Cdésmica de

Fundo

Quando trabalhamos com perturbagoes, estas podem ser de trés tipos: escalares, ve-
toriais e tensoriais. Assim como uma onda eletromagnética pode ser decomposta em
dois estados de polarizacao linear, uma perturbagao tensorial do tipo h;;(Z,n) pode ser

decomposta em termos de duas polarizagoes lineares da seguite maneira
S - N
hij (#.m) = D _ b (@ e (). (7.1)
A

N : S .
onde egj)(k:), com A = @, ®, representa os dois estados de polarizagao linear possiveis,

obedecendo a relagao

M) = 25, (7.2)

LYY/

Tomando um conjunto de trés vetores ortonormais, formado pelo vetor que indica a

direcao de propagacao k, além de um vetor a e um b, ainda podemos escrever

ep (k) = (ia; — biby) (7.3)

€2 (k) = (aib; + ajb;), (7.4)
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onde a; é a i-ésima componente de a.

Como um exemplo para ilustrar essa construgao, se a direcao de propagacao coincide

com Z, os vetores unitarios l%, aeb podem ser escolhidos como
k=(0,0,1) a=(1,0,00 b=(0,1,0) (7.5)

e entao as equagoes ([7.3)) e ([7.4) implicardo em

€@ (k) = (Agly — byby) = 1, (7.6a)
Ey?y(]%) = (&ydy - Byl;y) =-1, (7.6b)
€2 (k) = (asb, — a,b,) =1, (7.6¢)
€2 (k) = (ayb, — a,b,) = 1 (7.6d)
€
€y = Egn = Eun = €4y = 0. (7.6¢)

Se k coincide com a direcao radial, os vetores unitarios k,a e b podem ser escolhidos

em coordenadas esféricas, como:

k= (senf cos ¢, senflseng, cos ) , (7.7)
a = (cos 8 cos ¢, cos fseng, —send) (7.8)
b = (seng, — cos ¢, 0) . (7.9)
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CAPITULO 7. POLARIZACAO DA RADIACAO COSMICA DE FUNDO

Podemos escrever

hij(fa 77)}1” (fv 77) = gligmjhijh'lm (710)
e utilizando a relagao (|7.2)) teremos que no caso de uma geometria euclidiana
hij(f7 77)th (fv 77) = (h@E + h®€ )(h@elm + h®€lm)
= h@h@ewelm + h®h®€”€lm + h@h(@ewelm + h®h@62]€lm
= 2{[ha(@ )" + [he(Z,7)]"} . (7.11)

Como no caso de ondas eletromagnéticas, as vezes é desejavel passar da polarizagao

linear para a circular, e isso é feito da seguinte maneira:

(lesa) _

U. _% et by + e (b)]

para polarizacao a esquerda, e

para polarizacao a direita.
Quando conjugadas, as relagoes ([7.12) e (7.13]) obedecem a

ek — il (k)| = el

vy

respectivamente.

~

Uma rotacao de um angulo a no plano ortogonal a k =

ESIE

formagcao nos vetores a e b

a' = cosaa + senab

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

produzira a seguinte trans-

(7.16)
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~

' = —senada + cos ab, (7.17)

implicando em

=®
ij

sendo €

(cos avdi; + senab;)(cos ai; + senab;) — (—senad; 4 cos ab;)(—senad; + cos ab;)
COS 2a(d1&] — l;,l;j) + Sen2a(dil;j + CAL]ZA)Z)

cos 2ae;; + sen2ae;; (7.18)

(a;i);. + d;l;;)
(cos ad; + senab;)(—senad; + cos ab;) + (cos i, + senab;)(—senad,; + cos ab;)
(cos® o — sen’a) (d;b; — ajb;) — 2senar cos oy — bb;)

—sen2ae;; + cos 20y (7.19)

e 5%? as duas polarizagoes lineares transformadas.

Efetuando agora uma transformacgao de rotagao nas polarizacoes circulares teremos

s

; 65 + 65

® ® 4 ; ® _; ®
[cos 20€;; + sen2ae;; + 1 cos 2w, — zsen2aeij]

-l

= — [(cos 2ac — isen2av)ef; 4 i(cos 20 — isen2a ey |

&

-1
—2i ~D c~R)
_\/§ [eij + Zeij]
72ia6(¢f3f1) (7.20)

ij

Il
o

|
™
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gldir)

; 5 - i)

) v

[cos 20&6?? + sen2ae?} — i cos 2046;8;- + isen2ae?ﬂ

cos 2a + isen2a)ef-'; —i(cos 2 + isen2@)e?}]

—
—_

= eZagt, (7.21)

As propriedades da transformacao da polarizacao circular sobre uma rotagao sao anélo-
gas as propriedades da transformacao, sobre a mesma rotacao, da polarizacao circular do
campo eletromagnético. Adiante nesse texto iremos explorar essa analogia para introduzir

dois modos de polarizagao muito importantes no estudo da radiagao césmica de fundo.

7.1 Polarizacao do Campo de Radiacao da RCF

Os parametros de Stokes estudados anteriormente terao um papel fundamental no de-
senvolvimento a seguir, onde teremos o objetivo de descrever a polarizacao da radiagao
coésmica de fundo. Um tal campo de radiacao pode ser descrito a partir do tensor de
polarizacao

pij = EiE} (7.22)

onde F; e F; sao as componentes do campo elétrico. Muito embora seja possivel trabalhar
tanto com as componetes do campo magnético quanto com as componentes do campo
elétrico (a partir de uma dos pares, podemos obter o outro par), seguiremos trabalhando

com o campo elétrico.

Fazendo a direcao 7 coincidir com a do eixo x, a dire¢ao j coincidir com a do eixo y e a

propagacao se dando em Z podemos apresentar as componentes do tensor de polarizagao
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na seguinte forma matriciall

|E.[> E,E;
E,E; |E,!

(7.23)

Os parametros de Stokes podem ser escritos alternativamente da seguinte maneira [56],

I=|E["+|E,,
V =2Im[E,E}],

U =2Re|E‘E,]

Q= |Eﬂﬁ|2 - |Ey|27

de onde obtemos as relagoes

I
BP =12,
2
-Q
BP="37,
U
Re [E;Ey] = 5
2
oV
Im [EyEx] = 5’
U+iV
EE, = +1
e

(ELE))" = BBy =

U—1V

2

(7.24a)
(7.24D)

(7.24¢)

(7.24d)

(7.25a)

(7.25b)

(7.25¢)

(7.25d)

(7.25¢)

(7.25¢f)

1Com essas escolhas de eixos, temos que as componentes a; e ap utilizadas no capitulo anterior

corresponderao a |E| e |Ey|.
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Podemos reescrever agora ((7.23) da seguinte maneira

S (7.26)
Y2\ 120

Subdividindo essa ultima expressao como

1[I =iV 1(Q U
+_

pii = — (7.27)
o2\ g 2\v -
podemos escrever que
Pij = Pij + By (7.28)
com
_ 1 (1 =iV
P =3 (7.29)
2\iv 1
e
1 U
P = ¢ ) (7.30)
2 U —Q
Podemos escrever também
1 1 0 1 0 —1 1 0 1 01
py = =1 +2V +=Q +=U (7.31)
2 \o 1) 2 \i o o -1 2 \1 0
ou entao
1
pij = 5(]+UO'1+VO’2+QO’3) (732)
sendo
01 0 —1 1 0
o1 = 09 = O3 = (733)
1 0 i1 0 0 —1

as matrizes de Pauli.
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CAPITULO 7. POLARIZACAO DA RADIACAO COSMICA DE FUNDO

Efetuando uma rotacao de um angulo a no plano ortogonal a dire¢ao de propagacao da
onda eletromagnética, podemos transformar os parametros de Stokes assim como fizemos
para as polarizagoes na secao anterior. Dessa forma encontramos que I e V' sao invariantes

sob uma rotagao e que @ e U se transformam com o angulo a de acordo com

Q = cos2aQ + sen2alU (7.34)

U = —sen2aQ + cos 2aU (7.35)

respectivamente.

As relacoes e evidenciam que a polarizacao do féton ou do graviton ob-
servados muda para uma rotacao no plano ortogonal a direcao de propagacao. O que
nos queremos nesse ponto é construir grandezas que sejam invariantes sob tal rotagao, e
que as ondas eletromagnéticas ou gravitacionais observadas permanecam com a mesma
polarizacao independente de uma possivel rotagao do eixo de observacao, por exemplo.
Com uma tal grandeza, quaisquer dois observadores efetuando medigoes corretas devem

concordar em suas observagoes, independente da montagem de seu aparato observacional.

Em analogia com eletrostatica onde Vx E = 0e V- B = 0, iremos construir invariantes

chamados de modo E e modo B de polarizacao.

7.2 Os Modos E e B

Os modos de polarizacao que iremos construir a seguir surgem das propriedades pri-
mordiais do nosso universo. O modo E de polarizacao dos fétons surge naturalmente do
espalhamento Thomson em um plasma heterogéneo. J4 o modo B de polarizacao nao é
causado apenas pelo espalhamento no plasma, mas também é um sinal da inflacao sendo
uma maneira indireta de determinar a densidade de ondas gravitacionais primordiais [60].

Contudo, assim como no caso das ondas gravitacionais, o modo B ainda nao foi medido e
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deve ser um sinal muito fraco.

Como visto, os parametros de Stokes nos dao informacgoes acerca dos estados de po-
larizacao da radiagao eletromagnética. Sendo assim, se existem flutuacoes na geometria
do espaco-tempo, esses estados de polarizagao sofrerao alteracoes e a nossa medicao sera

modificada em relagao ao caso nao perturbado.

Experimentos atuais com RCF tém buscado compreender as propriedades das flutuagoes

dos parametros de Stokes, devido a perturbacao da geometria. Essa flutuacoes podem ser

decompostas em modos escalares (¥), vetoriais (V') e tensoriais (') da seguinte maneira [61]

Ar(ayn) = AP () + AV () + AP (7, ) (7.36)
Ao(n,n) = A (i, n) + AY (7, n) + AL (7, ) (7.37)
Av(i,n) = A (,n) + AY (7, n) + AY (7, 7). (7.38)

Nesse conjunto de equacoes, nao incluimos a perturbacao do parametro de Stokes V. Isso
se deu, pois nao esperamos uma polarizacao circular para a RCF, e esse parametro esta
justamente ligado a existéncia desse tipo de polarizacao, como evidenciado pela equacao

(16.50)).
Definindo as combinacoes lineares

Ay (ﬁ7 77) = AQ(ﬁa 77) + Z‘AU<ﬁ> 77) (739)

A—(ﬁv 77) = AQ(TA% T]) - ZAU(ﬁa 77) ) (740)

vemos que elas se transformam como ((7.12)) e (7.13]), ou seja,

Ai(ﬁ7 77) = €¥2iaAi(ﬁa 77) (741)
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Esse tipo de transformagao é caracteristico de fungoes com peso de spin 2, de maneira
que A (n,n) poderdo ser decompostos em uma base formada por esféricos harmoénicos de

spin 2. Isso ocorre pois essas quantidades apresentam carater tensoria]ﬂ.

Se trabalhamos com a perturbacao da intensidade do campo eletromagnético, podemos

utilizar uma expansao em termos dos harménicos esféricos usuais (fungoes com peso de

spin 0) comd’]

Ar(i,n) =D aly) Vi (i), (7.42)
Im
Ccom
ofy) = [ daYi, s (7.43)

Ja para ((7.39) e (7.40) podemos fazer a seguinte expansao

Ay(f,n) = Z x2,m +2Yim (1) , (7.44)
Ilm
com
im = [ 35 (@) (i) (7.45)
€
0 pim = / LY (A (R, n)di. (7.46)

A expansao nesse caso foi feita utilizando uma base formada por harmonicos esféricos de
spin 2 (12Y},,). A partir desses objetos mateméticos com peso de spin 2 podemos obter
quantidades com peso de spin 0, utilizando operadores que atuam nos harmonicos esféricos
de maneira andloga a atuagao dos operadores de criacao e aniquilagao em autoestados na

mecanica quantica.

2Para mais detalhes acerca dos haméonicos esféricos de spin s e das operacdes envolvendo essas funcdes,
vide o apéndice

3No que segue, os rétulos (7), () e (B) serdo usados para indicar termos ligados & temperatura, ao
modo E e ao modo B, respectivamente.
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Entao, tendo em mao os operadores

() (o e s 0 1
Ly (n) = — (sinf) [89 + singa(b} o) (7.47)
e
D)= —— o~ .| (sine)*
L7 (n) = 0 {09 Sin98¢:| (sin®)” | (7.48)
podemos construir as seguintes quantidades com peso de spin 0
A 1 ) ) T ae2) )
Ae(im) = =5 {0 0) [£2 () Ay ()| + £V 0) [£77 @) A-@an)] | (7.49)
e
Be(in,n) = {2 () [£2 @) A (m)| - £07 @) [£57 @A) §o (7.50)

que sao as grandezas chamadas de modo E e modo B de polarizacao. Esses modos podem

ser decompostos em séries de harmonicos esféricos usuais, de forma que

Ag(i,m) =Y N agy) Vi (7) (7.51)
lm
e
Ag(ivn) =Y N lafs) Vi (), (7.52)
Ilm
onde
(Il —2)!
Ny = 7.53
: (I+2)" (7.53)
e seus coeficientes podem ser escritos como
| _ 1
U, = _§(a2,lm + a_oim) (7.54)
e
1
GZ(Z) = §(a2,lm — A-24m) - (7.55)
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Utilizando os operadores £, e £_, obtemos explicitamente, como na equagao (B.36)),

que

off) = =5 [ Vi@ e @) [£2 @) asn)] + £ @) [£57 ) A (i) faa

off) = (Vi {0 @) [ @) Ao - £67 @) [£62 A Y.
(7.57)

Com os coeficientes da expansao em harmonicos esféricos da temperatura, do modo E
e do modo B, podemos obter os espectros de poténcia angular (C;’s) associados a cada
uma dessas grandezas (fazendo as correlagoes TT, EE ou BB) ou ao cruzamento entre elas

(fazendo as correlagoes TE, TB ou EB)E]. De forma geral

l
ij 1 Z e (]

m=—

onde i, j=T,EouB.

E importante ressaltar que o modo B de polarizacao nao é gerado por perturbagoes de
densidade de matéria, mas apenas por flutuagoes tensoriais. A observacao desse modo de

polarizacao na RCF indicara portanto a existéncia das ondas gravitacionais.

4 As correlagdes TB e EB foram incluidas entre os cruzamentos possiveis, mas C'® = CFB = 0 devido
a diferencas de paridade.
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Capitulo 8

Calculo dos C;’s

O célculo dos C,;’s é um passo muito importante no estudo das anisotropias da RCF, pois
é a partir desse resultado tedrico que poderemos comparar teoria com observacao e fazer
uma selecao das boas teorias, que se ajustam corretamente aos dados observacionais.
Entretanto, esse procedimento pode ser muito laborioso, e a falta de fontes com uma
deducao mais palatavel pode se tornar um obstaculo aos que abordam esse contetudo pela
primeira vez. Nosso objetivo nesse ultimo capitulo sera justamente proporcionar essa

deducao mais detalhada.

No que segue, deixaremos de trabalhar no tempo césmico t e passaremos a trabalhar no
tempo conforme 7, definido na equagao (5.3). Entao, considerando que os fétons sejam
emitidos em um tempo 7, e recebidos em um tempo 7,, a variacao da temperatura com

relag@o ao valor T', nao perturbado, ¢ dada por [54] [62]

0T 1 [“ (Ohy ,

onde wy =1, — 1., n =1, —w e € é um vetor unitario que caracteriza uma direcao

particular de observacao.
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Dessa maneira, podemos escrever de forma geral

%(51)2 - —C/ de/\/— €5 (k)3 fr(w)cs(mo) exp [ikieiw + ikiz'] +

+ ,f*(w)c% (1) exp|[—ik;eiw — ik;a’] } el (8.2)

onde C é uma constante de normalizagao que depende do comprimento de Planck, por estar
relacionada com a quantizacao de ondas gravitacionais, e k é o vetor de onda adimensional
e independente do tempoﬂ [63]. Além disso, o somatério leva em conta os possiveis estados

de polarizagao linear, ou seja, s = @, ®.

st

Os operadores cZ. (n) e c; (n) sao os operadores quanticos de aniquilagao e criagao para

cada classe e estado de polarizagao, e eles sao definidos por [64]

k) = =il () (5.3
st () = —ile! () H] (8.4)
dn k k ’ ’

que sao as equacoes de Heisenberg do movimento, onde H é a hamiltoniana que determina

a dinamica do sistema em questao. Esses operadores ainda satisfazem a relagao

(0] z(n0) e (o) [0) = 6°(k — p)5*", (8.5)

e quando o operador ¢} atua sobre |0) o resultado é igual a zero. Nessas situagoes |0)
é o estado de vacuo do sistema, e 79 é algum tempo inicial onde os operadores foram

tomados [65].

1Quando integramos em Bk (ou d3p), ndo estamos colocando os limites de integracao, mas é impor-
tante dizer que a integral é tomada de —oo até +oo.
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No processo de quantizagao das perturbacoes podemos escrever

de h;; como uma equagao de oscilador harmonico [66]

"

a
' (n) + {kQ - ﬂ p(n) =0.
Transformando a fungao p(n) em um operador temos que
i = cx(mo) fi(n) + cL(mo) £z (n),

com f; satisfazendo a equacao diferencial

"

a
" 2
e {k ——]szo,
a
e 0 seu momento conjugado sera

it == cg(n0)g(n) + ck(no)gi(n)

onde f’% = —gj, de maneira que temos satisfeita a relacao

fuli + fufi =1

a equacao diferencial

(8.6)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

O que nés devemos calcular agora é a funcao de correlacao angular de dois pontos, para

duas direcoes diferentes separadas por um angulo 6 no céu. Ela é dada pela expressao

012(@) S@))

(8.11)
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que, a partir da equacao (8.2)), resulta em

05e S = e[S [ am{gm

xexp [ikiejw + ika'] + f;*(cu)cl2 (10) exp[—ik;ejw — ik;a'] } elel x
1 dp _ o
X C/giw Et: /\/—2_]9 et (ﬁ){f;(w) C;;(Uo) exp [zpieQw + ipx ] +

2 (@) €f n0) exp[—ipiess — ipia'] | eheb|0)

— o -
%/O dw/o dw/\(/j_f_k ZZ” ) €y (5) %
% (01 fi () £1(@) e ) chlmo) exp ket + ika' ] x
xexp [ipies@ + ipix’ | + ¥ (w) fH(@) c‘% (no) ¢i(mo) exp|—ikieiw — ik;z'] X
P

X exp pZBQw + ip;x } + fi(w )ft*( ) e (n )ctj(no) exp [ikieilw —I—zk‘lm’} X

Ik

k
xexp [—ipiehio — ipir’ | + fif(w) i1 (@) ¢ %(7]0) T(no) exp|—ikielw — ik;z' | x
xexp [—ipiejw — ipia’ ] }\O) elefelel

Sy ey Ly 725 B ) Ol om0 »

X fi(w) fif (@) explikielw + ik’ } exp[—zpichu —ipix’] ef ‘el ek el (8.12)

Utilizando o resultando de ({8.5)) e efetuando o somatério em ¢ chegamos em

0% e L = [ [ [ 2 > R R @)

x exp [ik;(efw — 62@)} exp [zklx —ikiz' | ef ef €2k el (8.13)
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e uma vez que exp [ik;x" — ik;x'] = 1, a tltima expressdo pode ser reescrita da seguinte

maneira

<0|—( )5—T &) :%/0 dw/o /d%{fé%)f%)}x
x exp|ik;(ejw — e5®)] Z(e E)ee)(el(lg)egelz : (8.14)

S

N——

Definindo
("=clw—em, (8.15)

teremos

oL _T c? R i o filw) i (w) ikiCt
<0| ( 1) T 5)]|0) = / /Odw/k: dk/osené’dﬁ/od(b—m —m e X

x Z (eFreiel) (m(k‘) cheh). (8.16)

S

Agora, iremos calcular a integral
2
I= / sen@d&/ de e™*i¢’ Z € €} el (e€5¢€5) (8.17)
mas para isso, primeiro calcularemos o termo J que definimos por
J = Z elj et 61 ekl ek 612) (8.18)
Utilizando as relagoes ([7.3)) e (|7.4), podemos escrever

ol — (s —bib) (e ed) = aetasel —bel bl
e el el = (aa; — bby) (eie]) = ajeiajel — biel bied,

— (@ &) (5- 61)2 (8.19)
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e
6?} el el = (a;b; + a;b;) (ei ej) = aieibje{ + aje{bi el .
— 2(@-&) (5. a> . (8.20)
Dai
T = (e e el) (e ehel) + (5 e} el) (€5 e eb)
- 2 - 2 - -
- [(5- &) — (b e_i) ] (@ &) <b : e_') ]+4 @ &)(b-&)(@-&)(b-&). (8.21)
Também podemos desenvolver o termo na exponencial da seguinte forma
k(i=k-C = kictw— kel
- (E €1> W (E 3) o. (8.22)
Tomando
et = (a,b,c) (8.23)
e
é = (a,08,7), (8.24)
a partir de (8.22)), obteremos
k-C=k-(fiw— &) (8.25)
e
(= Ew — G = (wa — wa,wb — WP, we — wy) . (8.26)
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Escolhemos um sistema de coordenadas em que

wa — wa =0
wb—wfB =0 (8.27)

we—wy=ux,

o que implica diretamente em

a="2a,
b=2p3 (8.28)
c=2+27,
e entao, nesse sistema de coordenadas
¢=(0,0,z). (8.29)
Por outro lado,
(- (=2 = (Aw— 60) - (Ew — &)
= w2—€1-€2w@—@€2-€1+@2
= w? — 2w cosd +w?, (8.30)
de onde chegamos em
1
r = (W — 2w cosd + &*)? (8.31)

Uma vez que escolhemos as diregoes € e €; fazendo um angulo § entre si, a relagao

€] - €3 = Ccos 0, (8.32)

deve ser satisfeita, e portanto

ac + bf + ¢y = cosd. (8.33)
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Do conjunto de equagoes (8.28) obtemos

= (®+ 82+ 4% + Ly = cosd,
w w

x w
—v = cosd —
w

7= —cosd — —, (8.34)
x x
e como
r W
c=—+ -7,
w o ow
teremos
r W w w
c = ——|——(— cos5——>
w \zx x
= I4Z <COS(5 — —) (8.35)
x w
Além disso, como €] e €5 sao unitarios,
a®+b+c” =1 (8.36a)
e

o?+ B+ =1,

e podemos utilizar essas duas relagoes para chegar em

(8.36b)
w?sen?y
o+ %= = (8.37)
w?sen?d
a’ + b = — (8.38)
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Vamos assumir que # = 0, o que implica também em b = 0. Isso significa que escolhemos
colocar o vetor no plano ¢ = 0. Como ja sabemos que x = ¢ (em mddulo), podemos

escrever para os vetores unitarios direcionais que

—send _ _
e = (%,O, g + %} (cosd — g)) (8.39)
e
,  (wsend W
€y = (—C ,0, Ccosc5 Q) . (8.40)

A par dessas expressoes para os vetores unitarios, vamos verificar algumas propriedades

que devem ser satisfeitas.

1) €1.65 = cos? .

w sen-y ¢ w w w w
1.6y = 0 =+ — 0— — — 0— —
€1.€9 o + [w + c (cos w)] L Cos C]
— 72 —
_ W2 W ww e _v
- sen“d + cos —i— 2 cosé(cosé w) e (0086 w)
LW, o w? w3
C2 (sen § + cos? 5) + cosd — o 2FCOS(S+ C2_
e finalmente
L Ly _ _ _
€€y = OJ_CQ{W (w2 — 2ww cos +w2) — w(z} + cos
WCQ (@¢* — @¢?) + cos d = cosé. (8.41)
2) wéy —wd = = (0,0, )
De fato,
(= w%sené — w%send =0, (8.42)

98



CAPITULO 8. CALCULO DOS C}.’S

G, =0 (8.43)
e
.=(C=z (8.44)
3) €y-€y=1".
Com o auxilio de (8.40) e de (8.30))
. w?sen? w o\ 2
€y - €y = 2 0+ (Z cos o — Z) =1 (8.45)
4) e1-ep =1 .
_9 25 _ _ 2
€ - € :ws<e2n 0+{£+%<cos5—g)} .
w¥sen?d  (? WP 5. W w
= 2 —i—F—i—?(cos 5+E_2;C086>+
2> % <COS§ — f)
w w
Lo o2 o2 - -
=— (w + 20° — 20" — 2w cos § + 2wwcos§) .
2
= 1. (8.46)
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Podemos simplificar a expressao de €;. Uma vez que

€1 zg—k%(cosé—g),

w ( w
—Ecos5+;—c—w
w W
=— — —cos0,
¢ ¢

ficamos com as seguintes expressoes reorganizadas para os vetores unitarios:

el = (c—usené, 0, E (w— wcos 5))

TN
e
€y = (%sené, 0, % (wcosd — w)) :

Se assumimos % =

coordenadas esféricas como
a = (sen¢, —cos ¢, 0)

e
7 (cos @ cos ¢, cos fseng, —send) , se 0<m/2
— (cos B cos ¢, cos Oseng, —send) se 0>m/2.
Dai

o4 w
a-€e; = —sendsengp = Aseng,
Lo, W

a- €y = —sendseng = Bseng,

b-& =+ {Acosfcosd— Csend}

b-& =+ {Bcosfcos¢— Dsend}

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(senf cos ¢, senfseng, cos @), os vetores @ e b poderao ser escritos em

(8.50)

(8.51)

(8.52)
(8.53)
(8.54)
(8.55)
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que substituidas em (8.21]) fornecerao

J(0,0) = A?B?sen*¢ + 2A%B? cos® 0 cos® gpsen’¢ + A?B? cos* § cos* ¢ +
+C?*D%sen’f) + (4ABC’D — B*C? - A2D2) sen’@sen’¢ +
+ (AZD2 + B*C* + 4ABCD) cos® fsen®d cos® ¢ — Q(AC’D2 +

+BC’2D) cos fsen’d cos ¢ — Q(AZBD + ABQC) cos® @send cos® ¢ —

—2(A’BD + AB®C) cos fsend cos ¢sen’e, (8.56)
onde )
A= %Sené
B = “send
¢ (8.57)
C= %(w — wcosd)
\ D:%(wcos5—w).

Voltando a integral,

s 2m )
I = / senfdf / dpe™iS T | (8.58)
0 0

utilizando a igualdade k;¢* = kC cos d, teremos

™ 2w
I= / senfe’¢ s qp / doJ (6, ). (8.59)
0

0

Calculemos entao as integrais em ¢.

1) [ sen'¢de .

A partir de relagoes trigonométricas temos

1 1
sentp = = — 5 cos 20 + g oos 4¢, (8.60)

co| w
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que resulta em

2 A 2 3 1 1 A
sen“pd¢ = — — —c0s2¢ + = cos” ¢ | do
0 0 8 2 8

2w
/ sen‘odg = %T : (8.61)
0

2) fo% sen?¢ cos® pdo .

Novamente, por relagoes trigonométricas, temos

1 1 1
sen’¢ cos? ¢ = Z(l — cos® ¢) = 3% cos? ¢,
resultando em
2
/ sen’e cos? pdop = % (8.62)
0

3) 0% cos* pdo .

Como
3 1 1
Y =4 =cos2¢+ - cos4
cos™ ¢ 8+2COS ¢+8COS 0,
temos
2m
3
/ cos’p do = °T. (8.63)
0 4
4) fo%sen%ﬁ do .
Neste caso, temos automaticamente
2w 2 1
/ sen’¢ dop = / 3 (1 —cos2¢) dp =m. (8.64)
0 0
5) O%cosqu do .
Da mesma forma, como no item anterior,
2w 2w 1
/ cosp do = / 3 (14 cos2¢) dp = . (8.65)
0 0
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6) fo%cos dsen’d do .
Temos,

cos psen’ep = 1 cos ¢ — 1 cos 3¢,

que resulta em

2m
/ cos psen’p dp = 0. (8.66)
0

Por dltimo,

2
0

7) [cos’d do

Como

3 1
cos® p = 1 cos¢ + 7 08 3¢,

teremos

2w
/ cos’p dp = 0. (8.67)
0

Resolvendo a integral

2

JO) = i J(0,) dp
3

T4
+(4ABCD — B*C? — A2D?*)7sen®0 + (A*D? + B*>C? + 4ABC D) x

3
A2B2 & gAQBQ cos? 0 + ZWAQBQ cos? 0 + 2rC%D%send +

x cos® fsen’d (8.68)
de J(0,¢) em ¢, podemos efetuar agora a integracao em 6 que serd

I = / df senfe* s 7(0)

0
T 3 3
= / d@e’kCCOSQ{ZWAZsteDH + gAZB2 cos? fsend + ZWAQB2 cos? fsend +
0
27rC%D?*sen®d + (4ABCD — B*C? — A>D*)rsen’d + (A’D? + B*C? +

4ABCD)7 cos® Gsen39}. (8.69)
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Usando a identidade [67]
" iBcos§ 2v 2 :
e sen™¢d¢ = (=) T(v+<)4(B),
0 g 2
para Re(r) > —1/2, e a relagao [6§]

I(n+ 1! =nl,

para n inteiro e nao negativo, vamos analisar os termos da expressao (8.69)).

1)
/OWdQeikgcoseseHQ = (2—2)2 I'(1)J1(k¢)
2m 2
_ (k_g) Ty (k).
2)
/ﬂdéeikccosesen:”@ = 72 (3 EF(Q)J§(7€C)
0 k¢ 2
L2\
=72 (k_C> J3 (k¢)
3)
/Owdeeikgcosesen‘r’e = 22 (I%)Q J5 (kC).
4)

/ dfe™*¢ s cos® fsend) = / dfe™*¢ s (senfh — send)
0 0

cuja solu¢do vem do resultado dos termos (8.72)) e (8.73).

5)

™ s
/ dfe™s <59 cos? fsen) = / dfe™c <59 (sen) — sen®d)
0 0

(8.70)

(8.71)

(8.72)

(8.73)

(8.74)

(8.75)

(8.76)
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cuja solu¢do vem dos termos (8.73)) e (8.74)).

dfe’*¢ % (senf) — 2send + sen®d) (8.77)

6)

/ dhe™< 50 cost fsend = /
0 0

que tem solugao a partir dos termos (8.72)), (8.73)) e (8.74)).
Para facilitar os cdlculos, rearrumamos a expressao da integral (8.69), que pode ser

escrita apenas em termos de send, senf e sen®). Assim

I :/ dé’eikcc"sg{%A2BQSen«9 + gA2B2 (sen@ — sen30) + 27C?D?sen’f +
—i—ZAzB2 (senf — 2sen’d + sen®d) + (A4ABCD — B*C* — A*D*)msen®0 +
(8.78)

0
3

+(A?D? + B*C? + 4ABCD)r (sen’f — sen50)} ,

que de acordo com os resultados obtidos dos termos acima, nos deixa com

>J (kC).  (8.79)

5
2

2

I = ot ( : C)QAQBZJl(k:C) o (2—”)"’(4@@ ~ A2B2)J(kC) +

ZA’B? — B2C? — A’2D? +20°%D? —4ABCD

+omd( 2 2<3
"\ke) \4
Nosso préoximo passo sera calcular os coeficientes dependentes de A, B, C'e D. Assim,

temos que
2 2 —2 2
A’B? = w—Qsen25 w—2sen25 = f sen’, (8.80)
¢ ¢ ¢
portanto,
k)2 (kw)?
arpr— cos® —1)°. 8.81
G (eost 1) (381)
Ainda,
—2 2
(w—@cosd)(wcosd —w) — ng send (8.82)

AABCD — A2B? = 4“2—fsen25
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Entretanto, ja sabemos que

¢ = w? + &% — 2w cos 6,

e dai

w? = (% —w? 4 2wwcosd,

= (®—w?+2wicoss. (8.83)

Com isso,

ww? w3w?

4ABCD — A*’B? = 462—(;(1 —cos®d)cosd — 4 o sen*d — i sen’,
que resulta finalmente em
2 2 ww 2 w0 w? 2 ©\2
AABCD — A*B* = 4?(1 —cos”d)cosd — b R (1 —cos”6)=. (8.84)
Agora,
2C°D* + ZAQBQ — A’D?* — B*C? —4ABCD =
1 _ 2 _\2 3&)2@2 4 @2 2 1 _\2
= 2@ (w—wcosd)” (weosd —w)” + 1 sen” — ?sen 6? (wecosd —w)” —
w? 1 5 1 )
—?senzég (w—wcosd)” — 4Ew@sen d(w—wcosd) (wcosd — )
3 w2i? 2o 4 _ _ _ _
= Z? (1 — cos? 5) — Eww (1 — cos? 5) (w2 cos 0 — wiw — ww cos> 6 + &? cos 5) +
2
—i-g (w2 — 2w cos § + w2 cos? 5) (w2 cos? § — 2w cos § + JJQ) —
(IJZ
—F (1 — cos? 5) (w2 cos? § — 2w cos § + @2) —
o2
_F (1 — cos? 5) (w2 — 2w cos § + 0? cos? (5)
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2,,2 —2 22 2

— 262:) (cos* — 1)2 + 2% (cos*d — 1) + wgzu (1 — cos® 5)2 - % (1 —cos*d) +
22
—i—% (C2 — 0+ 2wwcos<5) (00825 — 1) + Zw Zu (1 — cos? 6)2 +2—
2-2
—é (C2 — w? + 2w cos? 5) (1 — cos? 5) + ng (1 — cos? 5)2 —
—462—? (1 — cos? 5) [—wa_) (1 + cos? (5) + cosd (C2 + 2w cos 6)}
= (300825 — 1) — 1%#008(5 (1 — 00825) +
2-2 2-2
+4w<2w (0052(5 — 1)2 + w(zu % (00525 — 1)2
- 2-2
= (3cos®d—1) — 105;@) cosd (1 — cos® ) + iéwgzu (cos?d — 1)2 : (8.85)
Podemos escrever
A2pr=_2 (8.86)
(k¢)*
JABCD — A?B2 = P4 1 8.87
(k¢)* (k)" (550
e
3 0 €
20°D? + S A*B? — A’D? — B*C? —4ABCD = Kk + + —, (8.88)
4 (k¢)* (k)"
onde

a = (kw)? (ko)? (1 — cos? §)°
B = 4k*wi (1 — cos? §) cos &

v = —5k*w?@? (1 — cos? §)?
k=3cos?d — 1

0 = —10k*wi (1 — cos?§) cos §

e = BE25? (1 — cos?8)?

(8.89)
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Definindo também 2z = k(, chegaremos em

1
I'= 4rw <E> ’ {ozz_TgJ%(z) + 252_77J%(z) + 272_7(]%(2) + 4/{2_75Jg(z)

2
402 Js(2) + dez Js (z)} :

Usando a relacao [6§]

teremos
3
Jl ——J} Jo,
2 2 2 2
5
Js = —Js — Jz
2 2 2 2
e
7
Js = —Jr — Jo,
2 2 2 2
e com 1sso

J1 = §(§J5—J7)—J5
2 z z 2 2 2

= 1527%Js — 102" Jz + Js .
2 2 2
Sendo assim, podemos escrever
Z%QJ; = 1527213J§ — 1027211Jz —i—z%gjg,
2 2 2 2
2_77(]; — 7 <5Z_1J§ — Jz)
2 2 2
= 35Z_211Jz — 52_79(]2 — 2_77Jz ,
2 2 2

22 Js =22 (§J5 _ J7> — 5.2 s — 22 Js
2 2 2 2

z 2

(8.90)

(8.91)

(8.92)

(8.93)

(8.94)

(8.95)

(8.96)

(8.97)

(8.98)
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-9 -9
Z 2 Jé:Z2 (
2

ZJZ — Jg) — T Jr— 272 .
2 2 2 2 2

Voltando na integral com esses resultados chegamos em

1
™

1:47r<
2

)5 {a (152%”7% — 10275 + 2_7ng> n

128 (352‘7“ J— 527 Js - z*J) +

—11

+40 | Tz2

+2 (52_713(]% — z_THJ%> —1—4/€z_75(]g +

que rearrumada sera

J7 —z%ng) +452%BJ§},
2 2 2

1
[ = 4n (5>2{z%3jg (150 + 107 + 4¢) +

2

+z%“J% (=100 + 708 — 2 + 280) +

+4/-@z_75Jg + 2_77J% (—2p) + Z_TQJ% (v — 108 — 4p) } .

Calculemos agora os coeficientes dessa integral.

1)

15a + 10y +4e =

1

5 (k@)? (kw)? (cos?d — 1)2 —

—50 (k@)? (kw)? (1 — cos? 5)2 +

+35 (k@)? (kw)? (cos?d — 1)

(
0

2

15 — 50 + 35) (k@)? (kw)? (cos® 6 — 1)

(8.99)

(8.100)

(8.101)

(8.102)
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2)
— 100+ 708 =2y +280 = —10(k®)? (kw)? (cos®d — 1)° +
+280 (k@) (kw) (1 — cos® ) cos d +
+10 (k@) (kw)? (1 — cos” 5)2 —
—280 (k@) (kw) cos § (1 — cos®§)
= 0. (8.103)
3)

a—108—40 = (ko) (k )2(00525—1)2—
—40 (k@) (kw) (1 — cos® &) cos 6 +
+40 (kw) (kw) cos § (1 — cos®d)

)

= (k@)? (kw)? (cos?8 —1)* (8.104)
Substituindo novamente em (8.101|) obtemos

I = 47T< > {4(3008 5—1)2 2J5 —
—8 (k) (kw) (1 — cos® §) cos dz~ QJ% +
+ (k@)? (kw)? (cos?d — 1)2 z’%Jg} : (8.105)

ou

[\

9 3
+ (k@) (kw) cos § (cos®§ — 1) <g> PRRE (z) +

+§ (h)? (kw)® (cos®6 — 1)° @ i

= 327W. (8.106)

I = 32 {1<3COS §—1) <7T>%ng (z) +
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Voltando ao inicio com os resultados que obtivemos, a funcao de correlagao angular de

dois pontos que queremos calcular pode ser escrita como
( ) 327TW

0% () 2 (@)]0) = / o [“aw [ wean )

f—
= 87rc2/0 / dw/ k*dk ’\f/_ fﬂ%)w. (8.107)

Usando a relacao [69)

Joir (kw) Jypp (k) d=1/?)
(R ) = VIR S0 ) Z B8 S )

(8.108)

teremos

<g>§W = —(3cos®0—1) z’gjg (z) +
(k@) (kw) cos d (cos® 6 — 1) z’%J% (2) +

1

+ 4 ol

(k@)? (kw)® (cos®§ — 1)2 z_%J%

8
1 9 > /5 Ji%(kw)
= 5(3005 6—1)m;<5+k> (; )5/2

J5 (k@) g/2-1/2)

2

( ko)2 d(cos8)B2 172 Piys2-172 (cos d) +

a Jr kw
+ (k@) (kw) cos & (cos®§ — 1) v ZWZ (g + k:) L(WJ X
k=0 (hw)
oo (k@) g1

k) dlcos8) T2/ Prsrja-ya (cos o) +

2 - Jo p (hw
(k@)? (kw)? (cos? 5 — 1) \/%Z (g + l{:) Ek—H X

w)9/2

+
ol

R

2

(k )9/2 d(cos §)(9/2-1/2) Piroj2-1/2

(cosd) , (8.109)
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e fazendo x = cosd

o \2 )
9 1= (T J%+k (kw) J%+k (k@) g3
+x (:13 — 1) (2m)2 Z <§ + k> (kw)5/2 (k@)S/Q ) 3 Pt (x) +
(22 —1)° 9

Mudando o indice dos somatorios, de forma a padronizar os indices dos polinomios de

Legendre, obtemos

1
-W
T

2SS (1 LY e (k) S (h0) @
(3 1)Z<z+2) T g dEh @

+z (2* — 1) Z ([ + 2) ‘]“r<1/2 ;g w) Jl+(1/2 gg )dd_P () +
w)

Jiv1/2 (hw) Jipi e (ko) db .
() s e L

9 = 1\ Jig1/2 Ji41/2
S E

d?
da2’!
v (2 — 1 Jig1/2 (kw) Jiga/2 (k@ )d_ o
+a ( 1)Z<l+2) ot e _P (z)
> Jg (kw) J5 (kw) 43

)t oyt a O

1, ., 2 — 1\ Jigp1y2 (kw) Jipy0 (k) d*

5P () +

Como para um polinomio de Legendre

1=2 2 (kw)% (/{;@)g
Lo 32 1 J% (kw) Jz (ki) g4 N
—5 (@ =1) 3+2) e (kwﬁ P (@)
1y 2 1\ Jp (k) Jy (k) @b
-5 (@ =1) <2+2) RV P () . (8.111)
P (z) = %% (22 -1)", (8.112)
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que ¢ a chamada férmula de Rodrigues, temos que

1 & 2
Pe) = gy g (1)

Py(z) = (22 —1)°

Voltando ao termo W

1 > 1 J1+1/2 (kw) Jl+1/2 (k(D) 1 9 d?
-W = (H——) 5 : (32" —1) —P (z)+
™ 2\ 2) T ot G
43 (22 — 1) d
+z (2* — 1) ﬁpl(x)—i_T@ l(x)}

Sabemos que os polindmios de Legendre sao solucoes da equacao diferencial

(1-2?)y" =22y +1(1+1)y=0,
e entao
(1—x2)d—2Pl—2xiPz+l(l—l—1)Pz=0
dz? dz ’

(8.113)

(8.114)

(8.115)

(8.116)

(8.117)

(8.118)

(8.119)

(8.120)

113



CAPITULO 8. CALCULO DOS C}.’S

que diferenciada uma vez sera

o &2 d? 1 d
(1-2%) 23R (@) — 4o P (x)—i—{ ( +1)—2}%Pl (2) =0. (8.121)
Diferenciando uma segunda vez iremos obter
d* d? d? d? d?
(8.122)
e multiplicando por um fator (1 — x?)
2 d d? d?
(1—27) @PI(:U)—&:(l—:L‘Z) @Pz(x)—i—{l(l—i—l)—G} (1—27) @Pl(x) =0.
(8.123)

Multiplicando a equagao (8.120f) por «, a equacao (8.121)) por Sz e a equacao (8.123)

por v e somando todos os resultados, teremos um fator 7. Calculemos os coeficientes

para os quais

T_0 (8.124)
Explicitamente,
2 d2 d 2 d3 2d2
T = a(l—x)@B—anapl—i—al(l—i-l)ﬂ—i-ﬁx(l—x)EPZ—‘WJU Epl"'
d o\ 2 d4 N 43
+Ba:{l(l+1)—2}%Pl+'y(1—x) @3—6735(1—3:)@]31—1—
d2
J— —_— 2 — pr—
+{ra+1) -6} (1 ) 25 P=0
—- (1 2)2d—4P+ 1—22) (8 61) -2 p +
= v — X it 1 .T( — X — by dz3 l
d2
+{a—aw2—4ﬁx2—|—7l(1+1)_67—’75(l+1)x2+67x2}@]31+
d
+{—20+41 (l+1)—25}x%3+al I+1)P=0. (8.125)
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Escolhemos

e com 1sso

e dai

ou seja,

( 1

k-
B —6y=-1
a+7l(l+1)—67:—%
—a—4ﬁ—7l(l+1)+6vzg

20+ Bl(l+1)—28=0,

(8.126)

(8.127)

+{_%+§x2}d_2pl_1{[(14_1)_2}[([-1-1)]3[:0 (8.128)

é{5(1+1)—2}1(z+1)P; =

(8.129)

Disso encontramos o seguinte resultado

o0

lW _ Z (l L %) ; Jit1/2 (k?wg Jl+1/z (kw)
T = (kw)? (kw)?

X{%{z (1+1)—2} (l+1)Pz(cos5)}7

(8.130)
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ou entao
ﬂ_ D
W o= El;(zzﬂ){zuﬂ)—2}l(l+1>
kw kw
v Jl+1/2 (5 ) Jl+1/2 (5 )Pl (0085) (8.131)
(kw)? (kw)?
Finalmente

o) = 87rc2—/ dkk?/ dw/ o S; f*2(k>><
Jiv1/2 (kw) Jiy12 (ki)
20+1)(0+1) =21 +1 = P (cosd
A @Dy -2 Gl T )

=2
e

— W22CQ;{(2l+1)[1(l+1)—2]l(l+1)/0 dk k* x
! g ) ey (k) / "l @) (kw)}Pz (cosd) . (8.132)

X/o BT (kuw)? V2k (ko)

de onde obtemos, utilizando (4.6)), que o termo C; serd

— 32 _ 2 WI fk;< ) 1+1/2 (kw> 2
Oy = 20321 (1+1) 2}l(l+1)/ dk k ( e ‘ . (8.133)

0

njot

Utilizando a relacao ((5.61]), podemos ainda escrever o espectro de poténcia angular em

temperatura para a RCF em termos de fungoes de Bessel esféricas como

e ol [ fi ) k) P
1 = 472C2 {1 (14+1) 2}l(l+1)/0dk:k ‘/0 e (8.134)

Uma vez com esse resultado analitico em maos, podemos utiliza-lo para confrontar a

teoria com os dados observacionais disponiveis, e concluir assim se lidamos com um bom

modelo cosmolégico ou nao.
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Capitulo 9

Consideracoes Finais

Iniciamos essa dissertacao fazendo uma revisao da Relatividade Geral, obtendo as equa-
¢oes de campo e buscando as solugoes cosmolégicas de base para um universo homogéneo
e isotropico. Feito isso, passamos ao estudo da dinamica do universo, e a partir dai apre-
sentamos o modelo cosmoldgico padrao com o objetivo de compreender em linhas gerais
a evolucao do universo até chegar no desacoplamento entre matéria e radiagao, processo

que deu origem a hoje observada RCF.

Na sequéncia estudamos as principais propriedades da RCF e definimos o espectro de
poténcia angular, ressaltando a sua importancia para testar modelos cosmologicos. Calcu-
lamos as anisotropias da distribuicao de temperatura da RCF e obtemos as contribuigoes
devido a existéncia de velocidades peculiares e variagoes no potencial gravitacional. Em

particular, obtemos e discutimos o termo relacionado ao conhecido efeito Sachs-Wolfe.

Com o intuito de facilitar o estudo da polarizacao da RCF, discutimos detalhadamente
os parametros de Stokes, desenvolvendo os cédlculos e sempre os relacionando com os para-
metros que caracterizam a elipse de polarizagao. Ainda definimos os graus de polarizacao
de uma onda eletromagnética e discutimos como obter o estado de polarizagao da radiagao
a partir dos quatro parametros de Stokes. Em seguida estudamos a polarizacao da RCF e
definimos os modos E e B explicando a sua origem fisica. Para tal desenvolvimento, discu-

timos os harmonicos esféricos de spin s apds uma revisao da teoria do momento angular, o
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que foi feito no apéndice B. Acreditamos que a apresentacao feita dos harmonicos esféricos
de spin s, assim como dos parametros de Stokes, seja uma boa referéncia para aqueles que
pretendem realizar uma primeira leitura dos assuntos, uma vez que procuramos discutir

detalhadamente cada tema.

No capitulo 8 calculamos o espectro de poténcia angular partindo da funcao de cor-
relacao de dois pontos, e detalhamos todos os passos do desenvolvimento. Na literatura
sempre encontramos esses calculos realizados de forma sucinta, em pouco passos, e sendo
assim esse capitulo se torna uma boa referéncia para aqueles que procuram entender os
detalhes do tratamento matematico. Entendido o procedimento, é possivel adaptar os

resultados de acordo com a teoria que queremos analisar.

De maneira geral, esse trabalho procurou explicar os céalculos realizados visando jus-
tamente aqueles que apenas iniciam no assunto. Um aluno de iniciagao cientifica ou de
mestrado, que futuramente faca uso dessa dissertacao, terd uma material mais direcio-
nado, discutindo os pontos principais, e sem duvida economizara tempo no processo de
aprendizado do assunto que abordamos. Utilizando conjuntamente as referécias biblio-
raficas que listamos, esse aluno tera condig¢oes de evoluir muito mais na pesquisa sobre
a RCF, suas anisotropias e polarizacao, e produzir trabalhos com resultados inéditos em

menos tempo.

O estudo mais completo envolvendo a analise dos fotons presentes na RCF deve levar em
conta a equagao de Boltzmann perturbada, derivada da teoria cinética relativistica. Tal
estudo nao é trivial e esteve fora dos objetivos dessa dissertacao, mas devera ser tratado

com todo o rigor que o assunto exige na sequéncia desse trabalhd]

Nosso enfoque aqui foi descrever as inomogeneidades do universo primordial, fontes de
anisotropias da RCF, em termos de parametros cosmoldgicos passiveis de serem estudados

teoricamente para varios modelos e comparados com as observacoes disponiveis.

1Para maiores detalhes sobre esse tratamento levando em conta a equacdo de Boltzmann perturbada
veja [70].
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Assim, uma sequéncia natural para esse trabalho é aplicar a teoria desenvolvida em
diferentes modelos cosmoldgicos, de maneira que possamos confronta-los com os dados
observacionais da RCF. A enorme quantidade de dados obtidos nos ultimos vinte anos
nos permitem essa andlise. Em especial, esperamos relacionar os estudos de polarizacao da
RCF com os estudos sobre ondas gravitacionais realizados pelo nosso grupo de pesquisa.
Sendo o sinal das ondas gravitacionais um sinal muito fraco, a deteccao do modo B
de polarizagao seria uma maneira indireta de analisar o fundo de ondas gravitacionais
provenientes da época da inflagdo |71], podendo dessa maneira restringir com melhor

ajuste a faixa de valores dos parametros cosmoldgicos ligados a esse periodo do universo.

Utilizando algoritmos como o CAMB, ou CMBFAST, ou até mesmo andlises de y?2,
poderemos obter as curvas do espectro de poténcia angular para cada modelo e observar
se ela estd dentro das barras de incerteza das medidas. Poderemos testar modelos baseados
em outros tipos de gravitagao, como por exemplo, a teoria de Brans-Dicke |72] ou entao
outra teoria escalar-tensorial. Utilizando a RCF, podemos encontrar uma faixa de validade
para o parametro w de Brans-Dicke, na qual nao tenhamos anisotropias maiores do que o

observado.

119



Apeéendice A

Modelo Padrao das Particulas

Elementares

A fisica das particulas elementares busca compreender os constituintes fundamentais
da matéria e suas interacoes. Sao chamadas de particulas elementares, aquelas particulas

que nao podem ser subdivididas, ou seja, nao possuem estrutura interna.

E importante destacar que o nosso entendimento do que é uma particula elementar
pode mudar ao longo dos anos, conforme as teorias evoluam e os instrumentos de medida
fornecam dados mais precisos. Foi o que ocorreu, por exemplo, com os prétons e néutrons.
Quando foram descobertas, essas particulas eram considerada fundamentais, mas hoje
sabemos que sao formadas por particulas ainda menores. Os elétrons, por outro lado, sao

até hoje vistos como constituintes basicos da matéria.

O Modelo Padrao das Particulas Elementares é atualmente o modelo que melhor des-
creve as nossas observacoes sobre a matéria e é construido sobre um conjunto de 12

particulas responsaveis por formar a matéria (mais as 12 respectivas antiparticula{]), cha-

'Em 1927, Dirac encontrou a equacio que hoje recebe o seu nome. Utilizando a equacio de Dirac para
descrever elétrons em movimento relativistico, ele percebeu que a equagao admitia solucoes com energia
negativa, o que corresponderia a um antielétron. De fato, em 1931 foi descoberto o pdsitron, uma particula
com a mesma massa do elétron mas carga elétrica oposta. Hoje sabemos que essa é uma caracteristica
universal da Teoria Quantica de Campos, e para todas as particulas existe uma antiparticula, com mesma
massa, e carga elétrica de igual intensidade mas sinal oposto [73].
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madas de férmions, e 4 particulas responsaveis por intermediar as interacoes, chamadas

de bésons.

Os bdsons possuem spin inteiro, e os conhecidos até hoje sao os fotons, responsdveis pe-
las interagoes eletromagnéticas, os glions, responsaveis pelas interacoes fortes e os bdsons
W, W~ e Z% responsdveis pelas interacoes fracas. O graviton é uma particula prevista
na teoria, e seria responsavel pela interacao gravitacional, mas até hoje nao foi detectado.
Os férmions possuem spin semi-inteiro, e sao divididos em dois grupos de particulas: os

léptons e os quarks.

Os léptons podem ser eletricamente carregados ou neutros, possuem spin %, e podem

interagir tanto eletricamente quanto fracamente. Existem trés pares de 1éptons bem de-

finidos, formados por elétrons (e), mions (u), taus (7) e seus respectivos neutrinos (v).

Esses pares de 1éptons, na ordem em que os apresentamos, formam trés geragoes distintas.

LEPTONS QUARKS

Geracdo Particula Carga Elétrica Geracdo Particula Carga Elétrica

e -1 u +2/3
Primeira Primeira

v 0 d -1/3

1 an | c +2/3
Segunda Segunda

Vy 0 s -1/3

T —1 t +2/3
Terceira Terceira

1V, 0 b —-1/3

Figura A.1: Particulas elementares que compoem as trés geracoes de 1éptons e quarks. As
cargas elétricas das particulas sao dadas em fracoes da carga elétrica fundamental.

Por outro lado a associacao de quarks é o componente béasico do grupo de particulas

chamadas de hadrons. Assim como no caso dos léptons, os 6 quarks conhecidos estao
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separados aos pares em trés geragoes. Sao eles os quarks: up (u) e down (d), strange (s)

e charm (c), bottom (b) e top (t).

Em geral, a natureza é formada pelas primeiras geracoes de férmions. Para que consi-
gamos observar particulas das segundas e terceiras geragoes é necessario fornecer energia
as particulas da primeira geragao, como ocorre em aceleradores de particulas ou em raios
cosmicos [74]. Quando comparamos os elementos de diferentes geragoes verificamos que
existe semelhanca no spin e carga das particulas, havendo mudanca apenas na massa, que

deve ser maior em geracoes mais altas.

Quando os mésons pi (ou pions, 7) foram descobertos em 1947, com a contribui¢ao do
fisico brasileiro César Lattes, imaginava-se que esses também seriam particulas elementa-
res, assim como os prétons que haviam sido detectados décadas antes. Com a construgao
de grandes acelerados de particulas, e o advento da teoria dos quarks, sabemos hoje que
os prétons (assim como os néutrons) sao constituidos de trés quarks, e os mésons pi sdo

formados por um quark e um antiquark.

Os héadrons entao sao divididos em dois grupos: os barions, formados por trés quarks,
e os mésons formados por um quark e um antiquark. Devido a sua constituicao, o spin
dos mésons é sempre inteiro, de maneira que o seu comportamento obedece a estatistica

dos bésons (mesmo sendo formado por férmions, com spin semi-inteiro).

Uma outra particula, que nao se encaixa em nenhuma dos grupos anteriores, e cuja
detecgao tem sido o objetivo de grande parte da comunidade cientifica, é o chamado bdoson
de Higgs. Essa particula é necessaria no Modelo Padrao da Particulas Elementares, por ser
a responsavel pelo mecanismo que gera a massa das demais particulas fundamentais [75].
A fisica atual aguarda dados do Grande Colisor de Hédrons (LHC, do inglés Large Hadron
Collider), localizado no CERN, com a expectativa de que algum sinal dessa particula seja
encontrado. Além disso, alguns grupos de pesquisa também tém trabalhado atualmente

com a possibilidade de uma quarta geracao de férmions [76] [77].
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BARIONS

Particula Composigdo Carga Elétrica Spin
4 uud +1 1/2

n udd 0 1/2

g uus +1 1/2

L™ dds i | 1/2

A v, uud, udd, ddd | +2,+1,0,—1 3/2

0~ 588 =1 3/2

Figura A.2: Exemplos de alguns barions (incluindo o préton e o néutron), suas compo-
sicoes, cargas elétricas e de spin. As cargas elétricas das particulas sdo dadas em fracoes
da carga elétrica fundamental.

MESONS

Particula Composicdo Carga Elétrica Spin
t ud +1 0
T~ did -1 0
K* usg +1 0
K~ suU -1 0

Y cC 0 +1

¥ bb 0 +1

Figura A.3: Exemplos de alguns mésons, suas composicoes, cargas elétricas e de spin. As
cargas elétricas das particulas sao dadas em fracoes da carga elétrica fundamental.

123



Apeéendice B
Harmonicos Esféricos de Spin s

Na mecanica quantica, quando queremos escrever os autoestados de energia de um
sistema que possua uma simetria esférica, na representacao da posicao, recorremos aos
harmonicos esféricos Y}, para cumprir o nosso objetivo. Situagao semelhante ocorre em
problemas de contorno da eletrostatica ou até mesmo quando queremos descrever a tem-
peratura da RCF como uma funcao que dependa das coordenadas na esfera celeste. En-
tretanto, nos casos listados acima o uso dos harménicos esféricos usuais (chamados de
harmonicos esféricos de spin 0) ocorre porque lidamos com séries de fungoes com peso
de spin 0. Quando queremos expandir componentes tensoriais com peso de spin maior
que 0, devemos recorrer a harmonicos esféricos de spin maior, que sao relacionados aos

harmonicos esféricos usuais através de operadores escada.

Os harmonicos esféricos de spin s sao ferramentas importantes no estudo da polarizacao

da RCF, e por isso discutiremos suas propriedades basicas nesse apéndice.

B.1 Teoria do Momento Angular e Harmonicos Es-
féricos de spin 0

O momento angular é uma grandeza fisica extremamente importante na mecanica clés-

sica, por ser uma constante do movimento em sistemas isolados. E utilizada para estudar
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desde o movimento de um piao, até o movimento de planetas. Quando passamos para o
dominio da mecanica quantica, a teoria do momento angular encontra aplicacoes na fisica
atomica, na fisica molecular, e também na cosmologia, nos estudos sobre polarizagao da
RCF. Faremos uma breve revisao dessa teoria antes de tratar dos harmonicos esféricos de

spin s.

Se temos uma operacao de rotacao R, representada por uma matriz quadrada 3 x 3, que
atua sobre determinado vetor de estado (1) do sistema, podemos associar a essa rotagao

um operador D(R) que atua no espago dos ketsﬂ tal que

) = D(R)|¢), (B.1)

onde |¢) é o ket que representa o estado do sistema antes da rotagao e |1), ¢ o ket que

representa o estado do sistema apds a rotacao.

Se efetuamos uma rotacgao infinitesimal d¢ em torno de um eixo 7, o operador infinite-

simal associado a essa rotagao pode ser escrito como [7§]

D(h,dg) =1 — i (%) do (B.2)

onde T é a identidade e J é o operador momento angular. Para obter agora uma rotacao
finita, basta que tomemos uma rotacao ¢ efetuada apés N pequenas rotagdes (em torno
do mesmo eixo), em que N tende ao infinito. Escolhendo, por exemplo, uma rotagao em

torno do eixo z, temos matematicamente que

N .
D.(¢) = lim {ﬂ—z‘;”ﬂ = exp (—Z‘W) . (B.3)

1 Utilizamos aqui a notacao de Dirac, onde um vetor v pertencente ao espaco de Hilbert  é represen-
tado pelo ket |¢). O funcional linear f,, correspondente, e que pertence ao espaco dual H*, é representado
pelo bra (v|.

O produto interno entre dois vetores ¢ e 1 é representado pelo braket (¢|i)), e os operadores atuam
sobre kets pela esquerda e sobre bras pela direita.
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A partir dos operadores de rotagdao em torno dos eixos x, y e z, obtemos as relagoes de

comutacao fundamentais do momento angular
[Ji, Jj] = iheijnJy (B.4)
em que g;;; ¢ o simbolo de Levi-Civita e 4, 7,k = z,y ou z.

Os autoestados simultaneos de J? e J, podem ser escritos como |j,m), e as equagoes

de autovalores sao

I2j,m) = j(5 + 1)R?|j,m) (B.5)

Jelg,m) = mhlj,m) (B.6)

onde m pode ter 2j+1 valores, variando de —j até +.
Podemos definir também operadores cria¢ao (.J;) e aniquilacéo (J_) como
Jy=J, £iJ,, (B.7)

e a atuacao desses operadores em um estado de energia com nimero quantico m levara
o sistema a um novo estado com ntumero quantico m=+1. Por esse motivo, os operadores
definidos acima também sao chamados de operadores escada. Os elementos das matrizes

que representam J2, J, e J. sao dados por

(' |32 g,m) = (G + DR j0mtm (B.8)
(3", m/| .| 3, m) = mhdj;6mm (B.9)
e
<j/7 m/“]i’j7 m> = \/(j + m)(] tm+ 1) héj’jém’mil ) (BlO)
respectivamente.
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Também podemos representar o operador de rotagao por uma matriz. Os seus elementos

exp (—M hm) ‘j,m>, (B.11)

chamados de fung¢oes de Wigner. J& a matriz quadrada (25 + 1) x (2j + 1) formada por

de matriz serao

DY () = (7.

esses elementos ¢ a representacao irredutivel de dimensao (2j+ 1) do operador de rotagao.
Utilizando a expressao (B.1)), onde os kets serdo os autoestados do momento angular

|7,m), e utilizando a relagdo de completeza
> lm)G,m'| =1, (B.12)
teremos

D(R)|j,m) = ID(R)|j,m)

= >l ) G| DIR) G, m)

= Y DY) (R)[j,m). (B.13)

Com esse resultado, vemos que os coeficientes Dfﬂ)m(R) dao a amplitude de probabilidade

de encontrarmos o sistema no estado [j, m’), ap6s uma rotagao do estado inicial |7, m).

Se passarmos a considerar o momento angular orbital, estaremos interessados nas pro-
priedades envolvendo o operador L. Como a teoria envolvendo o operador J é geral e
valida para qualquer operador momento angular, as componentes L; obedecerao as mes-
mas relagoes de comutagao das componentes J; e podemos construir operadores escada
L, e L_ da mesma maneira que em . Na representacao da posicao, utilizando coor-

denadas esféricas, obtemos

seng cot 60, + cos ¢y
L =ih| cos¢cot b0y + sengdy | (B.14)
—d,
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de onde resulta também que

o 1
senf

L’ =—h

1
89 (sen@(%) + m@i . (B15)

A parte radial da funcao de onda v, dada pelo ket |I,m) (o nimero quantico j foi
trocado pelo [ uma vez que agora tratamos especificamente do momento angular orbital),

quando escrita na representacao da posicao sera dada por

<97¢|lam> = <ﬁ‘l7m> = Yzm(a(ﬁ) = Yim(ﬁ% (B16)

e a partir das equagoes de autovalores, com os operadores dados em (B.14]) e (B.15)),

chegamos em

Yin(0,6) = <—1>m\/ 2 8 - Ziiefm¢am<cose> , (B.17)
onde [67]
Prur) = (1 — a2y C 1D (B.15)

sao as fungoes de Legendre associadas, dadas em fungao dos polinomios de Legendre Pj(x).

Os termos Y, (0, ¢) sdo os harmonicos esféricos usuais, que sao fungoes na esfera, e
também sao chamados de harmonicos esféricos de spin 0. Eles nos fornecem a amplitude
de probabilidade de encontrar o sistema caracterizado por [ e m na direcao especificada

por 6 e ¢. Eles obedecem as relagoes de ortonormalidade
/Km(ﬁ)iﬁfm/(ﬁ)dﬁ = 010 0m (B.19)

e de completeza

> Vi ()Y (') = 6(cos 6 — cos0')3(¢ — ¢') , (B.20)
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e ao teorema de adigao

. 20+ 1 A
ZYM Yim(i2) = == P(il - ). (B.21)

m=—1

Além disso, os harmonicos esféricos de spin 0 podem ser escritos em termos das funcoes

Yin(6.6) = 22D 6,0,0), (B2

onde D Om(a B,7), em que «, B e v sdo os angulos de Euler, com o = ¢ e = 6.

de Wigner, como

B.2 Harmonicos Esféricos de spin s

Quando descrevemos uma grandeza escalar, o seu tratamento sob condi¢oes de simetria
esférica pode ser feito a partir dos harmonicos esféricos, como visto na secao anterior.
Contudo, quando considerarmos campos tensoriais na esfera, serd necessaro utilizar um

outro tipo de fungao, que é justamente uma generalizacao dos Y;,,.

As componentes dos tensores podem ser escritas em uma base formada por é; e é,,

unitarios e ortogonais, tal que

5 = O,
(B.23)
sen@aq>
ou entao na base de estados de helicidade
éy = 5(e1 —iéy) (B.24)
- = J5(é1 +1iéy)

A transformacao da base de helicidade sob uma rotacao ¢, ocorre de maneira andloga

ao que foi visto no capitulo |7| para os estados de polarizacao e,f?y e €2  obedecendo & regra

xy?

fin) = e 2 f(n). (B.25)

129



APENDICE B. HARMONICOS ESFERICOS DE SPIN S

Se um tensor de ordem k possuir r componentes €, e k—s componentes é_, ele se trans-
forma por uma fator ¢!*=¢ ou seja, obedecendo & relacdo (B.25). Quando alguma
quantidade se transforma dessa maneira dizemos que ela possui peso de spin s [61]. Para

decompor objetos dessa natureza, utilizamos os harmonicos esféricos de spin s definidos

por [79)
/20 +1
sYlm(ea ¢) = ?Dglm

m 20+ 1 (L +m) (1 —m)! o im
= (=) \/ i ((l—l—s))! (l—s))! (sen/2)7 e x

= [+
X Z S S (_1)l—r—s (COt 6./2)2r+sfm . (B26)

r r+s—m

Podemos observar que na definicao dos harmonicos esféricos de spin 0, o termo ligado
a matriz do operador de rotacao possui um indice igual a zero, que é justamente o indice
ligado ao peso de spin. Ja na definicao anterior dos harmonicos esféricos de spin s, esse
indice nao é mais nulo. Mesmo com essa definicao, levando em consideracao o peso de

spin, ainda obtemos as relagoes de ortonormalidade
[ i)Y ) = 115 (B.27)
e de completeza
D i)Yy, (7)) = 6(cos § — cos6')6(¢ — &), (B.28)
Ilm
para cada spin s fixo.

Os harmonicos esféricos de spin s podem ser obtidos a partir dos harmonicos esféricos

usuais com a ajuda dos operadores

l 1
sin 6 84 (sin )’

LY (R) = — (sinh)° [ae + (B.29)
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1

(s) ﬁ - _ -
L) (sinf)’

{ae _ Sﬁaﬁ} (sin0)° . (B.30)

Esses operadores atuam aumentando (£,) ou diminuindo (£_) o peso de spin da fungao,
assim como os operadores escada Ji levam o sistema a um novo estado com niimero
quantico m maior ou menor, na teoria do momento angular. Se quisermos, por exemplo,
obter um harmonico esférico de spin 1 a partir de uma harmonico esférico de spin 0,
devemos utilizar o operador ESE). Se, por outro lado, quisermos obter um harmonico
esférico de spin —1 a partir de uma harmonico esférico de spin 2, devemos atuar com os

operadores E(_2), £V e L(_O), nessa ordem.

No caso especifico da obtencao de 12Y},, a partir de Y},,, devemos usar na sequéncia

0 +1 .
os operadores Ei) e E(i ). Com as formas explicitas desses operadores em coordenadas

esféricas, dadas em (B.29) e (B.30]), temos

(1) 1 (0) 05 2i
LYV LY = {(‘93 — cot 00y — +

((%&;5 — cot 08¢) > (B31)

sen2f = senf

e
1
L&Y (E(f)Ylm> = 2o (B.32)
!
com
(1 —2)!
B.33
AU (B.33)
Se expandimos uma quantidade F em uma série de harmonicos esféricos de spin 2, de
forma que
F(i) = asm 2Yim(1). (B.34)
lm

os coeficientes da expansao serao dados por

- / Y () F(R)dn, (B.35)
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ou entao podemos primeiramente aplicar os operadores escada para o peso de spin na
propria fungao expandida, de maneira que ela se transforme em uma fun¢ao com peso de

spin 0, e o coeficiente possa ser dado por
_ w (2N, @ sy g5
asim = Ny / vy ()£ [E_ f(n)} di . (B.36)

Procedimento analogo poderia ser feito para quantidades com qualquer peso de spin,
bastando somente expandir na série de harmonicos esféricos com spin correspondente,
ou entdo levar a prépria funcao ao peso 0 de spin (com o auxilio dos operadores L),

expandindo entao em harmonicos esféricos ordindrios.

Apenas para reforgar o carater tensorial das quantidades com peso de spin 2, envolvidas
nos calculos de polarizacao da RCF, se trabalharmos na base de helicidade definida no
inicio da secao e calcularmos os simbolos de Cristhoffel, podemos encontrar a derivada

covariante das componentes de um tensor com peso de spin 2, obtendo que

L, =—V2V: (B.37)

R (B.38)

Com esse resultado, vemos que os harmonicos esféricos de spin 2 sao resultados da dupla
derivagao covariante dos harmonicos esféricos de spin 0, e essa no¢ao pode ser extendida

de maneira geral para qualquer peso de spin s.
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