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“Se quer viver uma vida feliz,
amarre-se a uma meta,

nao as pessoas nem as coisas”.

Albert Einstein.
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Resumo

Certos dados observacionais parecem indicar que a expansao acelerada do Universo ja atingiu
um pico e agora esta desacelerando novamente. Isto pode implicar, que a expansao acelerada é
um fenémeno transitorio e que existe uma transicao de volta para a expansao desacelerada.
Para um fundo homogéneo e isotropico, existe um modelo que descreve uma transicdo de
expansao desacelerada para acelerada no passado (agora bem estabelecido de acordo com o
ponto de vista predominante) e uma transi¢do inversa a partir da expansao acelerada para
desacelerada no futuro. A presente tese investiga a dinamica das perturbagoes da matéria, tanto
no nivel newtoniano quanto no relativista, quantificando o potencial relevante das perturbacoes
da componente de energia escura. No fundo, o modelo é testado contra as Supernovas do tipo
Ia (SNIa), da amostra de dados do Constitution e sobre o nivel perturbativo contra os dados da
funcao de crescimento e os dados do projeto 2dFGRS. Os nossos resultados indicam que uma
fase transitoria de expansao acelerada nao é excluida através das observacoes atuais.

Palavras-chave: cosmologia, expansao, perturbagoes.
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Abstract

Certain observational dates seem to indicate that the accelerated expansion of the Universe
has already peaked and is now slowing down again. This could imply, that the accelerated ex-
pansion is a transient phenomenon and that there is a transition back to decelerated expansion.
For a homogeneous and isotropic background, there exists a model that describes a transition
from decelerated to accelerated expansion in the past (now well established according to the
prevailing view) and an inverse transition from accelerated to decelerated expansion in the
future. The present thesis also investigates the dynamics of the matter perturbations both on
the Newtonian and GR levels and quantifies the potential relevance of perturbations of the
dark-energy component. In the background, the model is tested against the Supernova type
Ia (SNIa) data of the Constitution set and on the perturbative level against growth rate data
and the data of the 2dFGRS project. Our results indicate, that a transient phase of accelerated
expansion is not excluded by current observations.

Keywords: cosmology, expansion, perturbations.
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Capitulo 1

Introducao

Na atualidade, hé forte evidéncia direta e indireta que sugerem que o nosso Universo é apro-
ximadamente plano e é dinamicamente dominado por um setor escuro, que é composto por uma
componente de energia escura (70%) com uma grande pressao negativa e uma de matéria escura
(25%) sem pressdo; a quantidade restante (5%) é designado & matéria ordindria. A evidéncia
direta compreende resultados a partir das amostras de dados para supernovas de tipo Ia (SNIa),
que indicam que a expansao do Universo esté acelerando [1]. A evidéncia indireta vem dos estu-
dos sobre a estrutura em grande escala |2], a radiagao cosmica de fundo [3], o efeito Sachs—Wolfe
integrado [4], as oscilagoes actisticas dos barions [5] e as lentes gravitacionais [6]. Até agora,
existe um modelo padrao, o modelo ACDM, o qual, no grosso modo, é compativel com os dados
observacionais. Notar que, contudo, h4 um debate em curso a ver, por exemplo, |7], sobre falhas
aparentes deste modelo. No entanto, pela causa do problema da constante cosmologica em suas
diferentes facetas, incluindo o problema da coincidéncia c6smica, um nimero ainda crescente de
modelos concorrentes tém sido desenvolvido nos dltimos anos, a maioria deles “dinamizando”
a constante cosmologica, ou mesmo generalizando a teoria de Einstein. As observacoes forcam
a estes modelos a ter uma dindmica que é muito semelhante ao do modelo ACDM em torno
da época presente. Além disso, a evolucao passada é limitada pela necessidade de uma época
dominada pela matéria para garantir a formacao das estruturas cosmicas. A evolu¢ao cosmo-
logica futura dentro de modelos alternativos, no entanto, pode ser muito diferente de uma fase
de Sitter, que é o destino final de um universo ACDM e também de varias outras abordagens
como os cenarios gas de Chaplygin. A energia escura do tipo Fantasma com um parametro
de equacgao de estado constante, por exemplo, vai acabar numa singularidade big-rip apds um
tempo finito [8, 9]. Mais recentemente, um cenario ainda diferente, chamado “little rip”, foi
proposto [10]. J4 no inicio da década passada varios autores discutiram a possibilidade de que a
expansao acelerada atualmente observada, pode ser um fenémeno transitério, isto é, que pode
ocorrer uma transicao de volta para a expansao desacelerada [11, 12, 13]. Algumas observagoes

recentes parecem corroborar esta ideia. A evidéncia foi encontrada para um abrandamento da
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taxa de expansao do universo, o equivalente a um aumento do parametro de desaceleracao
q(z) para redshifts decrescentes, perto da época atual z = 0 [14, 15, 16]. Isso pode indicar um
cenario, segundo o qual a expansao acelerada do Universo é um fenémeno transitério, o que
implica uma transicao de volta para uma expansao desacelerada, para a evolugao futura com
z < 0 ou mesmo em torno da época atual z 2 0. Os cenarios de aceleragdo transitoria foram
previamente discutidos em [17, 18, 19]. O modelo em que o presente trabalho se baseia foi
desenvolvido em [20]. Ele descreve a aceleracao cosmologica transitoria como a consequéncia
de uma interacao entre a matéria escura e a energia escura. Semelhante dindmica nao pode
ser obtida se a interacao representa uma pequena correcao do modelo padrao ACDM. Para
modelos de semelhante tipo, a dinamica cosmologica depois de um longo tempo, iré ser sempre
determinado pelo termo cosmolégico, resultando numa expansao acelerada. Para alcancar a
expansao acelerada transitoéria, um duplo papel da interacao é necessario. No primeiro, ela tem
que cancelar a constante cosmologica “pura” e no segundo tem que gerar, por se mesma, uma
fase de expansao acelerada. Como resultado a aceleragao tem que ser um fendémeno proprio da
interagdo. Como foi mostrado em [20], esses requisitos podem ser preenchidos por termos da in-
teragao, que combinam poténciais e exponenciais do fator de escala cosmico. Mesmo assim que
essa escolha especifica foi feita por conveniéncia matemaética, esperou-se que as duas caracteris-
ticas mencionadas sejam cruciais para uma ampla classe de modelos. Embora o estudo em [20]
foi restrito ao fundo homogéneo e isotrépico, na presente tese investigamos também a dinamica
das perturbagoes correspondentes. Em particular, pode-se calcular a funcao de crescimento das
perturbacoes da matéria e o espectro de poténcia da matéria. Os resultados sao comparados
com com os dados da fungdo de crescimento coletados em [21| e com os dados do programa
2dFGRS [22]|. Também ¢é colocado énfase sobre a relevincia potencial das perturbagoes da com-
ponente da energia escura, que sao desprezadas em muitos estudos sobre o comportamento das
perturbagoes da matéria (para excecoes ver, por exemplo |23, 24, 25]). Em concordancia com
investigagoes paralelas para outros modelos [26], descobriu-se que a contribui¢ao das perturba-
coes na energia escura ¢ de fato pequena em escalas que sao relevantes para a formacgao das
estruturas. No entanto, ha indicacao de que o seu papel estd aumentando com o aumento da
escala. A dinamica do fundo é reconsiderada com base nas observacoes das supernovas do tipo
SNIa pela amostra de dados do Constitution [27].

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 revisamos as noc¢oes basicas da
cosmologia, como sao as equacoes de Friedmann e o modelo padrao ACDM. Depois, apresenta-
mos as caracteristicas bésicas da dinamica do fundo homogéneo e isotropico para o modelo de
aceleracao transitoria, fazendo um teste com os dados observacionais das supernovas do tipo
SNTa.

No capitulo 3, dedicamos uma abordagem newtoniana da dinamica das perturbacoes, fa-

zendo um teste com os dados observacionais da funcao de crescimento. Também é realizada uma
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investigacao totalmente relativistica, no formalismo das transformacoes invariantes de gauge.
No capitulo 4, apresentamos o espectro de poténcia da matéria, e fazemos o analise esta-
tistico respectivo para testar com os dados observacionais do projeto 2dFRGS. Finalmente no

capitulo 5, apresentamos as conclugoes e comentéarios finais.



Capitulo 2

Fundamentos em cosmologia

Introducao

Neste capitulo, serd apresentada uma pequena introducao sobre a estrutura matematica
da cosmologia moderna baseada na teoria da gravidade de Einstein, a Teoria da Relatividade
Geral. Depois serao introduzidos os conceitos fundamentais da cosmologia moderna, parametros
e um pequeno inventario do Universo baseado no modelo padrao ACDM. Por tultimo vai ser
exposto o modelo de fundo em que se basa essa tese, 0 modelo de um universo em aceleracao

transitoria e a respetiva anélise estatistica das supernovas Ia.

2.1 As ferramentas matematicas

A evolucao do universo e a estrutura a grande escala sao determinadas pelas interacoes
gravitacionais e por tanto sao descritas pelas equagoes de campo de Einstein (ver Apéndice
A), as quais descrevem a evolucao da métrica g, do espaco-tempo, onde os indices gregos vao
de 0 até 3'.

Estas equagoes tém a forma
G = 8nGT,, , (2.1)

onde T},, & o tensor de energia momento, que descreve a distribui¢ao de matéria e GG, € o tensor
de Einstein, que descreve a geometria do espaco-tempo que ocupa essa distribuicao de matéria.

O tensor de Einstein se escreve da seguinte forma

1
Guw =R, — §Rgm, , (2.2)

!Nesta tese vai ser adotada essa notagao para os indices gregos (u = 0,1,2,3).
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onde R = R e R,, = R}, sao respectivamente o escalar de Ricci e o tensor de Ricci; o tensor

de Riemann ¢ definido como segue

RIP/L/{)\ = Fl:)\,n - Fllj/{,)\ + PZR SA - PZAFSH ) (23)
onde os simbolos de Christoffel sdo definidos como
I 1 ks
F[/)\ = Eg (gr-i)\,u + gnu,)\ - guk,n) . (24)
Agora, substituindo (2.2) em (2.1), temos
1
G = Ry — §ng, =81GT), . (2.5)

J& que o tensor de Einstein contem derivadas segundas das componentes do tensor métrico, as
equacoes de Einstein (2.5) levam a equagoes diferenciais parciais de segundo ordem para g,,.
Como a consequéncia das identidades contraidas de Bianchi (R* — 1 Rg"),, = 0, o tensor

de energia-momento satisfaz a lei de conservagao que pode ser escrita de forma covariante
T, = 0. (2.6)
Alternativamente, pode-se escrever
_ 1
Guw =R — §ng, — Ag, = 87GT), | (2.7)

onde A é chamada a Constante Cosmologica e como g, = 0, ainda temos T}/, = 0.

R

2.2 A cinematica do Universo

Uma hipétese fundamental na cosmoldgia, se refere as simetrias impostas sobre g,,. Neste
respeito a cosmologia padrao baseia-se no chamado Principio Cosmolégico, que diz que sobre
escalas suficientemente grandes (além daquelas tracadas pelas estruturas em grande escala da
distribuicao de galaxias), o Universo é homogéneo e isotropico. A definigdo da homogeneidade
é que o espago 3-dimensional tem propriedades geométricas as quais sao independentes da
ubicagao (simetrias de traslagao); enquanto da isotropia é que independentemente da dire¢ao
na que se observe o Universo, este apresenta as mesmas propriedades fisicas (simetrias de
rotacdo). Isto é, nao existe um ponto de observacao privilegiado no Universo.

Com estas hipoteses, a forma mais geral que pode ter g,, ¢ a métrica de Friedmann-
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Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [28|
ds® = gdatdz” = dt* — a*(t) [yi;(2")da'da’] | (2.8)

escrevendo em termos das coordenadas comoveis x* (os indices latins vao de 1 até 3 que repre-
sentam as coordenadas espaciais®) e onde temos usado unidades nas quais a velocidade da luz

c = 1. A parte espacial da métrica v;; pode ser expressada em coordenadas esféricas

dr?

2 2 2
dS —dt —a(t)l_—w

+r? (d6? + sin® 0d¢?) | (2.9)

ou, escrevendo de outra forma para a coordenada radial

i — & (2.10)
ARV gy ool '

obtemos a expressao

ds* = dt* —a*(t) [dx* + fr(x) (d6* + sin® 6d¢?)] | (2.11)
onde
sin y , (K >0)
fe(x) =4 x : (K=0)
sinh x , (K <0)

ou em coordenadas cartesianas

K
Yij = 5@' 1 + Z ((1’1)2 + (352)2 -+ ([L’S)z) . (212)
Esta métrica esta determinada completamente por duas quantidades, o fator de escala cos-
mico a(t), que determina a cinematica do universo, e o parametro de curvatura K, que descreve

a curvatura espacial do universo, relacionado com o escalar de curvatura em trés dimensoes

6K
GR = 2.13
a%(t) ’ ( )
de acordo ao valor de K os universos de FLRW se classificam em abertos (K < 0), planos
(K = 0) e fechados (K > 0).

20 indice 0, mencionado anteriormente, corresponde & coordenada temporal.
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O desvio para o vermelho

Uma informagao importante sobre o fator de escala a(t) é obtida através da observacao dos
deslocamentos nas frequéncias da luz emitida por objetos muito distantes, por exemplo, um
sinal de luz emitido duma fonte na coordenada r = r., num tempo t = t. que chega a um
observador na coordenada r = r, num tempo t = t,, percorre uma geodésica nula (ds? = 0),

por tanto de (2.9), o sinal de luz na diregao radial da

dr?
dt* — a*(t) | ———| = 2.14

que integrada nos limites emitido e observado respetivamente,

/‘toﬂ _ /T’e d’f’ (2 15)
i, a(t) N e V1= Kr?' .

se depois, outro sinal de luz for emitido no tempo ¢, + dt., chegara ao detetor no tempo ¢, + dt,

to dt to+6to dt
/ A / - (2.16)
te a(t) te+0te a(t)

por um simples rearranjo dos limites

te+0te dt to+0to dt
/ A / At (2.17)
. oalt) ,, a(l)

e considerando que dt é suficientemente pequeno, correspondendo aos comprimentos de onda
da mesma ordem (A = ¢dt < ct), entdo a(t) pode ser considerado constante sobre a integracdo
temporal, por tanto

cot, cot,

alty) — alty)’ (2.18)

sendo 0t o tempo entre duas crestas sucessivas dos comprimentos de onda e ja que cét = A,

entao a equacao anterior pode ser escrita da seguinte maneira

(2.19)

na astronomia é definido o desvio para o vermelho (redshift) z, em termos da razao do

comprimento de onda detectado e o comprimento de onda emitido

|4z 2o b)) (2.20)
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Algum crescimento (decrescimento) no a(t), leva a um desvio para o vermelho (o azul) da

luz de fontes distantes.

2.3 A dindmica de Friedmann

Ao introduzir a métrica (2.9) nas equagoes de campo de Einstein (2.7), sao obtidas equagoes
para o fator de escala a(t) e para ter uma solugdo viavel é conveniente introduzir o tensor de

energia-momento 7}, de um fluido perfeito

™ = (p+p)uu”+pg", (2.21)

o qual é compativel com a hipoteses de homogeneidade e isotropia, onde p e p sao a densidade
de energia e a pressao do fluido respectivamente, e u* é a quadrivelocidade.

Agora, no lado esquerdo da equagao (2.7), as componentes G} se anulam e as componentes
G sao proporcionais a delta de Kronecker &

Gy = 5 (@®+K)—-A, (2.22)

@Ml — @Ml w

Gi = = (2ai+d*+ K) G4, (2.23)

e considerando as componentes 75 e T; de (2.21), as equagoes de campo (2.7) sao reduzidas a

dois equagoes independentes

N2
a 81 K A
z - =, 4= 2.24
(a) 3 23 (2.24)
e A
- = = 3 — 2.25
, 5 (p+3p)+ <, (2.25)

estas equagoes sao conhecidas como as equagoes de Friedmann.
Derivando a equagao (2.24) e combinando-a com (2.25), é obtida a equagao de balango da

energia
) a
p+3a(p+p) = 0; (2.26)
esta equacao pode ser interpretada facilmente como a primeira lei da termodinamica
dQ =dU — pdV =d (pag) —pd (ag) =0, (2.27)

onde foi considerado que o Universo tem um volume a® com densidade p.



2.3 A DINAMICA DE FRIEDMANN 9

Dada a equagao de estado p = p(p), a equagao de balango da energia (2.26) pode ser
integrada para obter p = p(a) e substituindo esta relacdo na (2.24), o fator de escala a(t) pode
ser calculado.

Isto é, para uma equacao de estado da forma p = wp, onde w é o parametro de equacgao de

estado, entao a equagao (2.26) fornece®

pox a3+ (2.28)

Agora, considerando que o Universo é composto de N componentes (matéria ordinaria,
radiagdo, matéria escura fria, etc.) com parametros de equagbes de estado diferentes w;, este
resultado é valido apenas para cada componente por separado enquanto elas nao interagem. Se
a densidade atual de cada componente é denotada como p;,, entao a densidade total da energia

do universo é
N
po= D pia 0T (2:29)
i=1

onde foi considerado que ay = 1 para o tempo presente*. Desta maneira a equacio de Friedmann

(2.24) pode ser escrita como

N2 N
a 8rG 31wy KA
z - 7 g 30w Ty 2
(a) 3 PigC " + 3 (2.30)

i=1
O parametro de Hubble ¢ definido como H = ¢, para estimar a taxa de expansao do universo.

Depois vamos prestar mais atencao a este parametro.

Os parametros observacionais

Na cosmologia moderna é necessario definir certos parametros, que sao de muita importancia
para a verificagao observacional de um modelo cosmolégico.
Um parametro muito usado na cosmologia moderna ¢ o parametro de Hubble, que ja foi
definido na equagao (2.30) e que no tempo presente (a = 1) se escreve
N
A

H} = — pio + 3 — I (2.31)
=1

3Esta aproximacdo somente é valida para um parametro w = cte.
4No que segue desta tese, vai ser considerado este valor para ag = 1.
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1

E comum expressar o parametro de Hubble em unidades de 100 km s~'Mpc ™', assim

HZ = 100h km s~ *Mpc ™' | (2.32)

onde h é um parametro adimensional, que foi introduzido para diminuir a faixa de incerteza
nas medicoes.

Por outro lado, a equagao (2.31) pode ser reescrita da seguinte forma

N
St A
K = HE( S50 it = 1] 5.
0(3]{3 Pio + 32 > (2.33)

i=1

é facil notar que a curvatura do espacgo serd dada pelo contetido de energia do universo e o

valor da constante cosmologica. Na auséncia dessa constante o universo ficaria plano (K = 0)

. . N . . . .

quando a densidade de energia total > .", p;, fosse igual a uma densidade critica p. definida
como

2

3H§

— 2.34
el (2.34)

Pec =
que substituindo (2.32) e o valor da constante gravitacional de Newton G, encontramos
pe = 1.8791h% x 107%g m™® = 8.0992h% x 10~*"GeV* . (2.35)

Agora, pode ser definido o pardmetro de densidade em funcao da densidade critica

(2.34) da seguinte maneira

_ Pio 8
Q) = — = —Piy » 2.36
0 pc BHg p 0 ( )
também podem ser definidos
A
Ay = — 2.37
SEEYZF (2:57)
e
K
Qg = ——. 2.38

Com o uso destes parametros cosmologicos a equagao (2.33) pode ser reescrita de uma forma

mas compacta

N
ZQZ-O+QA+QK = 1. (2.39)

i=1
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Assim, a equacgao para a evolucao do indice de expansao pode ser reescrito como
H? Al ‘
- Z Q0300 L Qpa? +Qy (2.40)
i=1
que escrevendo em funcao do redshift z seré

N
= D (142 L Q14 2)° + Q. (2.41)

=1

H2
Hp

Na compreensao da dinamica da expansao do universo, é importante definir o parametro
de desaceleracao
aa
qg = ——, (2.42)

d2

que nos da informacao sobre a mudanca temporal da expansao mesma. Agora, para escrever

(2.42) em funcao do redshift, é preciso fazer

Pa d dH dH d
a:d—tj:%(aﬂ):a—+ﬂa:a——z+aﬂ2, (2.43)

com a ajuda da equagao (2.20)

d
d_i:_%a:_(Hz)H, (2.44)

agora, substituindo (2.44) e (2.43) em (2.42), é encontrado o parametro de desaceleragao como

funcao do redshift

(14 2)dH
H(z) dz°

q(z) = —1 (2.45)

que pode servir para qualquer modelo cosmolégico proposto.
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2.4 O modelo padrao

O modelo padrao da cosmologia na atualidade, é o conhecido como o modelo ACDM, que é
dominado por uma constante cosmoldgica. Este modelo é construido no cenario da Relatividade
Geral, dirigido pelos dados observacionais, os quais mencionaremos mais adiante. Observagoes
diretas e indiretas constatam a existéncia de matéria barionica e radiagao (ver as se¢oes 2.4.2 e
2.4.1). Por outro lado, tendo em consideragido que a analise do espetro de anisotropias do fundo
de micro-ondas cosmicas CMB (de suas iniciais em inglés Cosmic Microwave Background),
indicam que o universo é espacialmente plano, ou muito aproximadamente plano, ou seja Qx ~

0°. No que segue, fazemos uma pequena descri¢ido das componentes do Universo por separado.

2.4.1 A radiacao

O espectro da radiagao do CMB é a de um corpo negro quase perfeito, com uma temperatura
de T = 2.725+0.002K. Esta medicao foi feita com uma extraordinaria precisao pelo instrumento
FIRAS a bordo do satélite COBE [29]. A densidade de energia associada a esta radiacdo é
pr = m2T*/15. Por outro lado, da equagio de balango (2.26) com o fato de que a radiagdo tem

equagao de estado p, = p,./3, entdo a densidade da radiacdo pode ser escrita como

pr = proa” " (2.46)

Notar que a temperatura do CMB escala como a~!.

Entdao, substituindo (2.46) em (2.36), o parametro de densidade da radiagao pode ser escrito
Q. =Qa*, (2.47)

onde ©Q,, = 2.47h™2 x 107 & medida hoje [30]. Assim, embora sua contribui¢ao ao valor da
Qiotal hoje é desprezivel, sua presenca é dominante nas etapas primitivas do universo frente a
contribuigdo da matéria que escala como a3 (ver a segdao 2.4.2). Essa etapa é chamada era
dominada pela radiacdo. O fator de escala para esta era, pode ser encontrado de (2.30),

assumindo K = A =0
a(t) = [2HoQt+ C1)Y* (2.48)

onde C é uma constante de integracao.

®No que segue deste trabalho, adotaremos o resultado dum Universo plano.
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2.4.2 A matéria

Ao contrario da radiacao do CMB, a densidade dos barions deve ser medida diretamente
e nao descrita através de uma temperatura. Agora existem formas estabelecidas de medir a
densidade dos barions [31]. Todas estas medicoes sao feitas em diferentes redshifts e sabendo
que, a densidade da matéria escala como um fluido poeira com w, = 0, assim de (2.26) e (2.36),

o parametro de densidade dos barions pode ser escrito
Qb = Qbo(l_g s (249)

onde €, é definida a ser o parametro de densidade dos barions medido hoje. A quantidade total
da matéria barionica (protons e nicleos®) é estimada a ser somente o 4% do contetido total do
Universo [32]; a maioria deles estao possivelmente no meio intergalactico, na forma de um gas
ionizado [33]. Contudo, as observagbes da dinamica das galaxias e lentes gravitacionais [34]
estimam uma densidade bem maior de matéria nestas estruturas do que a densidade baridnica
esperada. Como esse grande excedente nao interage com os fotons, ele é entao denominado
matéria escura fria CDM (de suas iniciais em inglés Cold Dark Matter). As estimativas
da sua densidade levam a um total de matéria agregante em torno de 25% do contetdo total
do universo [32], acredita-se que a matéria escura constitui a maior parte da massa de Halos
galacticos e aglomerados de galaxias. A densidade total da matéria ndo relativista é a soma das

densidades da CDM e dos barions’, entao
Qe = Qpoa™ (2.50)

onde €,,,, = Qcpy + . Em muitas aplicagoes €2, é um parametro muito importante, por
exemplo no processo da formagao das estruturas. Em concordanga com a equagao (2.30), a evo-
lugao temporal do fator de escala, num universo plano, sem constante cosmologica e dominado

por matéria, pode ser escrita

3 2/3
a(t) = {5 09},{3t+02] , (2.51)

onde C5 é uma constante de integracao.

5Existem também os elétrons, mas os nicleos sio muito mais massivos que os elétrons que praticamente toda
a massa esti nos barions.

"Os neutrinos nao foram considerados, ja que eles sdo muito pequenos em compara¢io com a matéria escura
fria.
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2.4.3 A energia escura

Na atualidade, as observagoes de supernovas distantes [1], do fundo de microondas [32] e
da estrutura em grande escala [35] dao evidéncia suficiente de que o Universo estd passando
por uma fase de expansao acelerada. Esto requer da presenca duma componente de energia
desconhecida no Universo, ainda mais ex6tica que a matéria escura, chamada energia escura,
com parametro de equagio de estado wge < —1/3. Assim, segundo as observagoes citadas antes;
essa energia escura é compreendida a ter ao redor do 70% do conteido total do Universo.

Neste sentido, tem reavivado o interesse na constante cosmologica 36|, pois para valores de
A > 0, pode ser reproduzido o estigio de expansao acelerada. No modelo padrao, é costume

fazer a relacao entre constante cosmoldgica e a densidade do vacuo. A situacao é considerar um

A

5. bntao a equagao de estado

parametro de equagao de estado w, = —1, com densidade p, =

é
Py = —Pa> (2'52)

onde a pressao negativa seria a responsavel da expansao acelerada do Universo [2] e da equacio
(2.30) para o caso dum Universo dominado pela constante cosmoldgica com K = 0,

encontra-se
a(t) = Csexp (Hpt) , (2.53)

onde H; = A/3 e C3 uma constante de integragao. Os Universos dominados apenas pela
constante cosmologica, sdo chamados universos de de-Sitter, em [37] pode ser encontrado
maior informacao sobre isso. Contudo, a constante cosmologica presenta problemas [38] no

regime tedrico-observacional que estao fora do estudo desta tese.

2.4.4 O modelo ACDM plano

O modelo ACDM, ¢ aquele que considera o Universo contendo a constante cosmologica e a
matéria escura, com parametros de densidade de energia dados por Q2 ~ 0.7 e €2,,,, = 0.3.
Agora, a partir de (2.30), o fator de escala num universo dominado pela constante cosmo-

logica e a matéria escura com K = 0, pode ser obtido da seguinte maneira

(9>2 = Hi (QUnea + Q) , (2.54)

cuja solucao ¢ dada por

Qg \ * Vi
alt) = (Q_Wi) sinh?/?® [3TAHOt] . (2.55)
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Por outro lado, o indice de expansao em funcgao do redshift, pode ser encontrado usando

(2.41) tendo em considerag¢do somente as componentes escuras e K =0

1/2

H(z) = Hy[Qmy (1+2)° +04]" (2.56)

lembrando que €2,,,, + Q5 = 1.

O parametro de desaceleragao (2.45) pode ser calculado agora

(1+ 2) 3, (1 + 2)2
=—1 2.57
a(z) T Qg (L4232 +1—= Q| 7 (257)
que para z = 0 medido hoje, o parametro de desaceleracao se reduz a forma
3
Qo = §Qm0 -1. (2.58)

Notar que, considerando a quantidade observada (£2,,, ~ 0.3), e substituindo em (2.58), d4 um
valor de ¢g =~ —0.550, o que significa que o Universo hoje, esta acelerando.

Por outro lado, pode ser calculado o redshift para o qual ¢ = 0, ou seja a transicao da fase
desacelerada para a fase acelerada, isso pode ser feito, igualando a zero o lado esquerdo da
(2.57)

2(1 — Qpny) ]
trans - 1 ) 2 . 59
: |: QmO 1 ( )

usando €2,,, = 0.3, a transi¢ao ¢ dada em z,,,,, ~ 0.67.

2.5 O modelo do Universo em aceleracao transitéria

Como foi visto na secao anterior, o Universo hoje é dinamicamente dominado por duas
componentes exoticas, a matéria escura e a energia escura, que manifestam observacionalmente
apenas através da sua acao gravitacional. Na maioria dos estudos, estes dois sao consideradas
independentes. Contudo, existe uma linha de pesquisa que explora a consequéncia duma intera-
¢ao dentro do setor escuro [39, 40]. Um acoplamento entre matéria escura e energia escura pode
ser relevante no respeito do problema da coincidéncia coésmica. Por outro lado, a transisao da
expansao desacelerada para acelerada pode ser entendido como um fenémeno puro da interacao
no contexto dos modelos de energia escura holografica [41, 42].

Recentemente, do estudo das supernovas de tipo SNla, oscilacoes actisticas e CMB, com
uma parametrizagao da equacao de estado CPL [43, 44|, foi sugerido que o pico de aceleracao
do Universo ja passou e que neste momento possivelmente estamos presenciando uma expansao

desacelerada [14]. Em semelhante caso, a expansao acelerada deveria ser um fenémeno tran-
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sitorio, com uma dinamica do ultimo tempo incompativel com o modelo ACDM. Modelos de
aceleragdo transitoria ja foram estudados na literatura [17, 18, 19].

O modelo do universo em aceleragao transitoria [20], estuda a possibilidade de descrever uma
aceleracao transitoria como consequéncia de uma interacao entre a matéria escura e a energia
escura. Agora, considerando as equagoes de Friedmann para um Universo espacialmente plano,

COImo segue

87G
H? = =7 (ot pm) (2.60)
e
H = —47G (pm + pe +02) (2.61)

onde as densidades da matéria escura e da energia escura, sao respetivamente p,, e p,. Supondo
que a energia escura tem equacao de estado p, = wp,. Admitindo a interacao entre a matéria

escura e a energia escura, conforme

Pz + 3H(1 + w)px = —Q, <2'63>

onde () representa a interagao. A soma de (2.62) e (2.63) da a equacgao de conservagao da energia
total p+ 3H(p+ p) =0, onde a pressdo total é a mesma pressdo da energia escura p = p,.

A densidade de energia do fluido poeira pode, sem perda de generalidade, ser escrita como

P = P fla) | (2.64)

onde foi escolhido que ag = 1 para o valor presente do fator de escala. A quantidade p,,, é
uma constante e f(a) é uma fungéo arbitraria que depende do tempo. Com f(a) = 14 g(a) em
(2.64) e (2.62), implica que

dg. _s

D S P
Q—me—pmoa f_pmodaaa (2.65)

Pm = Pmg (1 + g) a™?. (266)

Agora, chamando p,,, ao valor presente de p,,, em a = 1 na presenga da interagao, a relacao
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anterior da

Pmo = Pmy (L +90) . (2.67)

sendo que gy = ¢(1). Notar que, se a interagdo desaparece, o valor da densidade da matéria
hoje sera p,,,, ou seja a interagao re-normaliza o valor da densidade. Conforme (2.65), um valor
positivo de @), ou seja, uma transferéncia energética de energia escura para matéria escura exige
que % > 0 num Universo em expansao. Para % < 0 a transferéncia vai na direcao oposta, ou

seja , (Q < 0.

Interagao gaussiana

No [20] fol mostrado que um cenério de aceleracdo transitoria analiticamente solucionavel,

pode ser baseado sobre uma interagao gaussiana, caraterizada por
g(a) = ca’exp(—ad®/c”) . (2.68)

onde ¢ e o sdo constantes.
Agora, substituindo (2.68) em (2.62) da

P = Pme@ >+ Pmea”’a’ exp (—a®/o?) | (2.69)
e de (2.67), pode ser escrito
g = Pmo — CPmoexp (—1/07) (2.70)
das duas equacoes anteriores, pode ser obtida a densidade da matéria escura
P = Pmea >+ Ka® [a®exp (—a®/0?) —exp (—1/07)] , (2.71)

sendo K = ¢pp,. A integracao® de (2.63) com (2.65) e (2.68), segue

3
pe = P — Kexp (—a?/o”) <a2 — 502) : (2.72)
onde
eff 3 2 2 2
Poy = Pu— K exp(=1/0%) |o* =2 . (2.73)

Notar que no limite livre de interacao, K — 0, pode ser recuperado p, — p,, = constante,

8Por simplicidade de integracdo, foi tomado em conta o caso especial w = —1.
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que é o caso do modelo ACDM. Na presenca duma interacao, a quantidade pffof pode ser vista
como uma constante cosmolégica efetiva; a qual é re-normalizada, comparada com o valor da
constante cosmologica “pura” p,.

Por outro lado, de (2.61) com (2.71) e (2.72), pode ser encontrada a razao

a
a as

1 2{QmO—KeXp(—l/U)2
= —5H;

— 2020 + 3K exp (—a?/0?) [a® — 0] } (2.74)

o 8nG eff _ 8nG  eff
com K = 3H§K e QS = 313 Pro-
Para que o modelo cosmologico seja vidvel, a equagao (2.74) deve admitir uma transicao de

< 0 para % > 0, num tempo passado, ou seja em a < 1. Se, contudo, a expansao acelerada

i
a
¢ um fendmeno transitorio, devera existir uma mudanga de ¢ > 0 para ¢ < 0 num tempo
futuro, ou seja em a > 1. Na expressao (2.74) o termo a3 no lado direito domina para valores
pequenos de a, logo para que o universo estivesse em expansao desacelerada no passado a < 1,

a seguinte condicao tem que ser satisfeita
Qny > Kexp(—1/07) . (2.75)

Essa condicao coloca um limite sobre a intensidade da interacao. No limite livre de intera-
cao é confirmada a positividade da densidade da matéria. Considerando agora o caso a > 1.
A contribui¢do do lado direito de (2.74) é atribuida ao termo constante —ZQ?EfOf . Enquanto
Q‘;fof > 0 havera % > 0 para a > 1, logo nao existird uma transicao de retorno para expan-
sao desacelerada. Por tanto, uma maneira obvia para obter a expansao desacelerada no futuro
a > 1 & colocar a condicao Q‘jfof = 0 em (2.74). Esto corresponde a uma constante cosmolégica
totalmente desprezivel. Dito de outra forma, uma parte da interacao cancela a constante cos-
mologica “pura”, descrita pela p,,. Sob esta condi¢ao, a parte restante da interacao pode gerar

um periodo de expansao desacelerada. Em semelhante caso pode ser obtido de (2.72) que
% 2 |3 2
Q,, = Kexp(—1/c?) {50 — 11 : (2.76)

Depois, a densidade da energia das componentes escuras sao dadas pelas (2.71) e (2.72) com

pgf = 0, ou seja

2 2
Pr = ;0’2K6Xp (—a*/0?) [1 — —a—] . (2.77)

Notar que, para K > 0 um valor positivo de p, requere a < \/ga. Mas para algum valor

a > o a quantidade inteira (2.77) é suprimida exponencialmente, o valor p, vai para o zero.



2.5 O MODELO DO UNIVERSO EM ACELERACAO TRANSITORIA 19

Com p,,, de (2.71) e p, de (2.77), o parametro de Hubble para este modelo sera

E _ 1— 302K exp(—1/0?)
H? a3

+ 2021( exp (—a®/o”) . (2.78)

Nos ambos limites, passado a < 1 e futuro a > 1, o parametro de Hubble pode ser escrito
aproximadamente da mesma forma
H? 1—30°Kexp(—1/0?)

— = . 2.79
H? a? (2.79)

A equacao da aceleracao é dada por

1 1—30%Kexp(—1/0? _
{ 2 p(=1/07) + 3K exp (—a®/0?) [a® — 07] } . (2.80)
Para ter expansao desacelerada no futuro a > 1, precisamos

_ 2
Ko’exp (—1/0%) < 3 (2.81)

esto ¢ similar a condicdo (2.75). A igualdade zero de (2.80), determina o valor a,,., de a na

qual ocorre a transigdo de expansao desacelerada para acelerada (ou o inverso), levando
3 . _
§J2K exp (—1/0%) +3Ka}, exp (—a’,. /o) [0 —al,.] = 1. (2.82)
A condicao para ter expansao acelerada na época presente a =1 é
a _ 2 2
— >0 & K —1/6%) |0 = 2| > = 2.83
2 xp(-1/?) o7 - 3] > 2 (2.83)

Se a desigualdade (2.83) é mantida, pode ser gerada a aceleragao presente sobre a condigao
pffof = 0, ou seja, uma constante cosmoldgica totalmente desprezivel. E claro que, a intensidade
da interacdo normalizada K deve ser maior que um valor limite para realizar semelhante con-
figuragao. Agora, juntando as condi¢oes (2.81) e (2.83) pode ser encontrada a faixa de valores

que pode tomar a intensidade da interagao, determinada por

9 61/02 _ 261/0'2
— < K < 2.84
902 — % 302 (2:84)
Os parametros K e o2 entram na relacdo das densidades das energias pelo qual
Kexp(—1/0?) [206%2 -1
Pzo p(—1/0%) [2 } (2.85)

Pme 1 —Kexp(—1/02) [202—1]
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A relagao (2.80) pode ser comparado com a expresao do modelo ACDM

a 1 .,
a’ACDM = —5to

1—Qp
a3

- 294 . (2.86)

O termo de interacao em (2.80) joga o papel de Q4 em (2.86). Por ltimo, ¢ bem conhecido
que o modelo ACDM fornece uma descripcao muito boa do Universo presente. Isso sugere um
valor positivo da interacdo constante K juntamente com o > 1, o qual foi confirmado por o
analisis feito no [20] e posteriormente na se¢ao 2.6.

Agora, de (2.70) e a definicao de K = ¢p,,, pode ser encontrada a relagao
Pme = Pme — Kexp(—1/0?) , (2.87)

que com a ajuda de (2.36) para a matéria e a definicdo de K, pode ser encontrado o valor da

constante

K (2.88)
c = = . .
Qy, — Kexp(—1/0?)

A quantidade (2.68), agora pode ser escrita como

Ka® exp (—a?/o? Ka® exp (—a?/o?
g(a) — — ( / )2 — T ( / )2 , (289)
Qo — Kexp(—1/02)  1— 302K exp(—1/0?)
e de (2.65) pode ser encontrado o termo de interagao p% = ﬁ7 entao

— 29 a exp(—a?/c?) 2

Q_ i (5-25)a*exp 9 a
— =KH = = b—2— | H . 2.90
o TR ew(— o) — @ ep(—afd)]  1+g\0 o (2:90)

Valores positivos de @), sao de preferéncia segundo bases termodinamicas [48]. Entao uma
transferéncia de energia escura para matéria escura serd dada para Q > 0, ou seja, a? < 302.
Por outro lado, nao sao admitidos os valores negativos de p,, a faixa de validade do modelo ja
tinha sido restrita pela condi¢do a? < 202 (ver (2.72)).

O termo de interacao no fundo @), pode ser escrito da seguinte forma

Q =3uHp, = 1Op, , (2.91)

COII

2 (5—2%
pwla) = §<02 a;) : (2.92)
2 T3
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A consisténcia do modelo pode ser verificada do fato que g, = —@Q (colocando w = —1 na
(2.63)) com p, de (2.77) e @ de (2.90) com p,, de (2.66) e g de (2.68). A consisténcia do modelo

vai ser verificada com a andlise apresentada na seguinte secao.

2.6 A analise de Supernovas la

Nesta secao vai ser apresentada brevemente o levantamento de Supernovas para a determi-
nacao dos parametros livres do modelo no fundo.
Para isso sao usados os 397 SNIa dados da amostra Constitution [27]. O observavel a ser
usado é a distancia luminosidade definida como
d a+s [ - (2.93)
= C ya — .
- o H(Z)
sendo H(z) dado pela equagao (2.78). Os dados observacionais sao dados em forma do modulo

de distancia

dy,
= log =) +25. 2.94
Lo og (Mpc> + (2.94)

O método para encontrar o melhor ajuste, é feito construindo a funcao x? dada por

NI I TEEYIET) 295)

ok
i=1 4

onde a soma é de todos os n dados. Para a i-ésima supernova tem-se o valor observado do
modulo de distancia (u*), o valor do modulo de distancia predito por o modelo (y(z;]6)), com
2; o redshift da i-ésima supernova e § a quantidade de parametros livres (neste caso K, o e
h), a estas medidas estdo associados os erros observacionais ;. Com isso pode ser definida a
fungao densidade de probabilidade, conhecida como PDF (da suas iniciais em inglés Probability

Density Function)
P(0) = Aexp(=x*(0)/2) , (2.96)

onde A é uma constante de normalizacao. A descricao geral da analise pode ser encontrado em
[45].

Neste trabalho foram encontrados os valores de melhor ajuste para os parametros livres
h, K e o, com os respetivos erros a lo de confianca e x2, que sdo mostrados na tabela 2.1.
Esses dados concordam com os encontrados no [20]. Na figura 2.1, sdo mostradas as respetivas
regioes de contorno de probabilidade bidimensional a 1o, 20 e 30, para todas as combinacoes

dos parametros h, K e o.
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Figura 2.1: Contornos de probabilidade bidimensional (1o, 20 e 30), baseados sobre os dados do
Constitution, para todas as combinag¢bes dos parametros h, K e o.

[ w | o | K | h |

1 465.5 | 5237002 | 0.01870:000: | 0.6510 00

Tabela 2.1: Valores de melhor ajuste, baseados sobre os dados do Constitution, para os parametros
h, K eo.

Por outro lado, o parametro de desaceleracao deste modelo pode ser encontrado facilmente
substituindo (2.78) em (2.45) e o comportamento deste parametro com os melhores valores de
ajuste é mostrado na figura 2.2, onde pode ser apreciada a transisao de expansao desacelerada
para acelerada no passado (zyans &~ 0.67 como ja foi calculado no caso do modelo ACDM); na
época presente (z = 0), o universo se encontra em expansao acelerada como no modelo ACDM,
mas no modelo de aceleragao transitoria, ¢(z) ira passar um minimo no futuro e entrard numa
fase de expansao desacelerada como pode ser apreciado na figura 2.2. No limite muito no futuro
a >> 1 (ndo mostrado na figura 2.2), o parametro de desaceleracao ¢ ¢(z) = 3.

Para os valores de melhor ajuste apresentados na tabela 2.1, as desigualdades (2.84) sdo
satisfeitas e para a razao (2.85) obtemos P%Oo = 227515352 A faixa em (2.84) ¢ dado por

0.0086 < K < 0.0253. O valor numérico para o lado esquerdo da condi¢ao (2.81) da 0.475 < 2

e para o lado direito da equacdo (2.83) encontramos 0.463 > 2

5, concluindo que os valores de

melhor ajuste satisfazem as condigoes impostas no modelo.
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Figura 2.2: O parametro de desacelera¢io ¢(z) para o modelo de aceleragao transitoria como funcao
do redshift para os parametros de melhor ajuste da tabela 2.1 (linha azul). A linha tracejada (vermelha)
mostra a dependéncia correspondente ao modelo ACDM. O valor ¢ = % corresponde ao universo de

Einstein-de Sitter.



Capitulo 3

O processo da formacao de estruturas

Introducao

Das medicoes do CMB pode ser inferido que o universo foi muito homogéneo e isotropico na
época da recombinacdo. Na atualidade, contudo, as estruturas observadas no universo (galéxias,
aglomerados e superaglomerados de galaxias) sdo o resultado da instabilidade gravitacional.
Esta instabilidade amplifica as perturbagoes originalmente muito pequenas até o regime nao
linear. Neste capitulo, apresentaremos as abordagens newtoniana e relativistica da teoria das

perturbacoes cosmologicas.

3.1 As perturbacoes newtonianas

A matéria sobre grandes escalas pode ser descrita por uma aproximacao dum fluido perfeito.
Isso quer dizer que em algum momento do tempo esta pode ser completamente caraterizada
pela distribuicao da densidade de energia total p(z%,t), o potencial gravitacional ¢(z%,t) e o
vetor de campo velocidade (nao relativista) v/ (z°,t). Essas quantidades satisfazem as equagoes
hidrodinamicas newtonianas que sao a equacao de balango de energia da matéria, a equacao
de Euler da matéria (ou equacao de conservagdo de momento nao relativista) e a equacao de

Poisson do campo gravitacional (ver apéndice B)

Ipm N

W—I_(mv)z = @, (3.1)
ov;
;Jr(v V)uités = 0, (3.2)

Ap = 47G(pm + pa) (3.3)

24
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respetivamente, onde A é o Laplaciano e foi considerado um fluido nao relativista sem pressao.
Notar que essas equagoes sao nao lineares e geralmente nao sao tao simples de resolver, o termo
de interacao () introduzido na equacao de balanco nao afeta a equacao de Euler, pois vai ser
suposto que as particulas produzidas devido ao seu decaimento possuem a mesma velocidade do
fluido, caso contrario um termo adicional deve ser incluido. Além disso, sao desconsiderados os
efeitos dissipativos devido a viscosidade ou condutividade térmica do fluido. O caso mais geral
vai ser considerado na secao 3.3, onde vai ser considerado um acoplamento via intercambio de
momento.

Agora, para estudar o comportamento das pequenas perturbagoes ao redor dum fundo
homogéneo e isotrépico, é apropriado linearizar as perturbacgoes em escalas muito menores que

o raio de Hubble. Considerando que uma pequena inomogeneidade em p,,, p., v’ e ¢

Pm = Pmt Pm (3.4)
Po = PutPu (3.5)
vho= 04 (3.6)
¢ = d+9, (3.7)
Q = Q+Q, (3.8)

pode crescer devido a instabilidade gravitacional, onde as quantidades com barras sao conside-
radas as quantidades no fundo e com chapéu as pequenas perturbacoes em primeira ordem.

Com z' = z{a(t), encontramos para a velocidade no fundo (ordem zero)
- Q - a
vV=a'-=70,=3—. (3.9)
a a

A equagao de balanco de matéria (3.1) em ordem zero, ou seja no fundo, toma a forma

) a
P +32Pm = Q. (3.10)
E considerando perturbacoes em primeira ordem, temos

Om | o i i A
%+pm,ivz+pmvvi+pmvvi = Q, (3.11)
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com p,, = %);;” + U'pm.i € (3.9), obtemos a equacao de balango da matéria perturbada em

primeira ordem

~

~ aA — Al
P+ 3apm + om0y = Q. (3.12)

Para descrever o crescimento das perturbagoes é conveniente introduzir a grandeza chamada

o contraste de densidade, definido como

Gy = P = Bm — P (3.13)
Pm Pm

o qual caracteriza a variacao relativa da densidade da matéria em torno de um dado ponto, no

qual localizamos a origem de nosso sistema de coordenadas. Derivando (3.13) com respeito ao

tempo, obtemos

b = L5, Bm (3.14)
Pm Pm

e substituindo na equagao (3.12), resulta
1 /.~
— (Q-Qdn) . (3.15)
Pm
O lado direito dessa equacao descreve a influenca da interacao sobre a dinamica perturbativa.
No limite livre de interacao esto vai ser reduzido ao zero. Devido a que o modelo newtoniano
nao especifica o Q, podemos escrever por simplicidade Q = BQJ,, onde  é uma constante. O
limite 5 = 0 corresponde, somente a uma interacao no fundo. Para § = 1 a interacao nao afeta

a dinamica perturbativa. Agora, a equagao (3.15), pode ser escrita como

‘ Qém : (3.16)

Por outro lado, perturbando a equagao de Euler ndo relativista (3.2), em primeira ordem

0v;
ot

+ (V)0 + (@) = —o, (3.17)

Dy

ot

com v; = + (9/V;)0;, encontramos
j 5

. a
b= — % — i 3.18
0 0 0} ( )
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Introduzindo coordenadas comoveis ' = aq' e derivando (3.18) com respeito a ¢

D0 adv; 1, -
L= A 1
oq adq a a® (3.19)

onde A, ¢ o Laplaciano com respeito a coordenada comovel.

O resultado (3.16), pode ser escrito em coordenadas comoveis ¢*

1o0; Q
adg ~ Um0

S (3.20)

derivando depois com respeito ao tempo

5 (aag) tagg = 00 (5) 00 (7)o @2

substituindo (3.19) e (3.20) nessa equagao, obtemos

. 9 . 9 I\’ 1 ~
Om + (QH +(1-75) 2) om + (1= P) [2HQ <2) ] om — —58q0=0. (3.22)
m Pm Pm a
A equagao (3.22) mostra a influenga da interacao sobre a dinamica perturbativa. Os coe-
ficientes de ambos § e & dependem do parametro de interacao () explicitamente. Para o caso
em que 3 = 1, onde a interacao nao afeta a dinamica perturbativa, o indice do Hubble H é
determinado essencialmente pela interacao de acordo a equagao (2.78).

A equacao de Poisson perturbada em primeira ordem, é escrita como
Lo . . _ _
ﬁAng = 47G (P + pz) = A7TG (PmOm + P20z) (3.23)

onde ¢, = %. Em muitos estudos sobre o crescimento das perturbacoes da matéria, as pertur-
bagoes da energia escura sao desprezadas. Isso corresponde fazer ¢, = 0 em (3.23). Contudo,
esto seria justificado estritamente s6 com uma constante cosmologica. Nos modelos dindmicos
de energia escura, o, é diferente de zero e as perturbacoes de matéria sao acoplados as pertur-
bacoes da energia escura. Desprezar essa influenca poderia resultar num entendimento errado
dos dados observacionais [24].

Por outro lado, para modelos especificos, o acoplamento pode ser mostrado desprezivel
sobre pequenas escalas [26]. A fim de obter uma equagao de segunda ordem em torno do d,,
assumiremos uma simples relacao de proporcionalidade ¢, = «d,, entre §, e 9,,, onde o é uma
constante (cf. [46]). O limite o = 0 corresponde as flutuagbes da energia escura despreziveis.

Para qualquer a de ordem um, as perturbacoes da energia escura sao relevantes no processo de
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formacao de estruturas. Sobre essa condi¢ao temos
1. - _ _

para o ultimo termo da equacao (3.22). O termo que multiplica d,, em (3.22), pode ser encon-

trado com a ajuda da equagao (2.90)

(_Q) +2H_Q — H|=4A+B-4—"_, _Q (3.25)
Pm Pm 2 —2% | Pm
onde . 5 9
3 H 9 ,- 2a*\ H,
Ala) = — + — = -0’K —a’/o®) ([1-= | =2 2
(@) 2a+aH2 17 e ( a/a)( 302> H?’ (3.26)
com
H? °
e N - . — (3.27)
H 1 — 502K [exp (—1/0?) — a® exp (—a?/0?)]
e
5—2%
B(a) = < 3.28
(@)= (3.23)

Com a ajuda destas relagoes e observagoes, a equagao basica das perturbagoes (3.22) é

escrita como

Om + 2+ (1= B)gB] Hbpy — 417G pmbm = 0, (3.29)

com uma constante gravitacional efetiva

1—Qn 2 g a’ 1 a’
= 1 — ——1=-p)— —2— —+A+B|—4— - (3.
Geyy G{ +a O 3Qm( 5)1+g [(5 02) <2+ + ) 02]} (3.30)

Notar, que a interacao também entra explicitamente no fator de “atrito” em adicdo a sua

influenca sobre o indice de Hubble. Este termo adicional no fator que multiplica d,, na (3.29)
desaparece s6 apenas para [ = 1.

Fazendo um cambio para a como variavel independente,

. o 1 H'
6m = 5;”aH y 5m = aQHQ 5;7/1 ‘I— —57/.“ ‘f‘ ﬁ&n , (331)
a
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onde ¢/, = dgm, obtemos a equagao final
o +U(a)d, +V(a)d, = 0, (3.32)
com
113 3 H
Ul(a) 213 + A(a)+ (1 =) g(a)B(a)| , Ala) = % + T (3.33)
e
_ 3 5 Ges
onde
O = { Qo+ K [a exp(—a?/o?) — exp(~1/0?)]} — 10
m = {Qmo+ K [0’ exp(—a®/o”) — exp(—1/5”)] } S (3.35)

Com Qo = 1 — Kexp(—1/0?) (262 — 1) pode ser verificado que €2, ~ 1 para redshifts
grandes a < 1 e para valores muito no futuro a > 1.

A equagao (3.32) é a equagao central para as perturbagoes Newtonianas. Para o limite livre
de interagao e no caso de s6 uma componente, ou seja j = py,, a equagao (3.32) pode ser escrita

como

%+%%—£ﬁn:0, (3.36)
que corresponde ao universo de Einstein-de Sitter. Contudo, a equagdo (3.36) é também o
limite para os casos em que a < 1 e a > 1, j4 que nesses limites o termo de interagao é
desprezivel. Em geral, a influencia da interacao na dinamica perturbativa é feita mediante o
termo K nos coeficientes U(a) e V (a) em (3.32), a qual também inclui as modificagdes do indice
de Hubble devido & interacao no fundo. Na figura 3.1 pode ser apreciado o comportamento das
perturbacoes para diferentes valores de « e 3, notar que no inicio o comportamento do 6, é

muito parecido e tem um pico maximo ao redor do presente a = 1.



3.1 AS PERTURBACOES NEWTONIANAS 30

o8t R

0.6

dla]l

041

02~

—_ =049, f=-065

eop ¢ T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14
a

Figura 3.1: Comportamento do crescimento das perturbac¢des da densidade de matéria §,, como
funcao do fator de escala a para diferentes valores de a e 5.

A funcao de crescimento

Diferentes indices de crescimento para as perturbacoes da matéria foram mostrados na lite-
ratura, primeiramente para discriminar entre teorias da relatividade geral e teorias alternativas
da gravidade |21, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 59]. Contudo, também o impacto das
interagoes sobre o crescimento das perturbagoes foram investigados [26, 46, 60]. Para isso é

conveniente introduzir a funcao de crescimento, definida como

dlné,,

f= (3.37)

em termos desta func¢ao de crescimento, a equacao béasica (3.32) pode ser escrita como

daf
dlna

+ fA+aU(a) = 1] f+a*V(a) = 0. (3.38)

A dltima equagdo também pode ser escrita usando (3.30) como

df B
dna + fP+laU(a) = 1] f =

3Geys
2 G

Q. (3.39)

Em geral, a constante gravitacional efetiva G.ss difere de G devido ao termo de interacao.
O primeiro termo de corre¢ao (o parametro «) descreve o acoplamento direto as flutuagdes de
energia escura, o segundo termo de corre¢ao (o parametro () informa as modificac¢oes devido a

quantidade de interagao perturbada Q Para § = 1, o segundo termo desaparece: uma interacao
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Figura 3.2: A razdo G.f¢/G como funcao do fator de escala para diferentes valores de o e 3. Na
esquerda: evolucao no passado. Na direita: evolucdo futura. Relembrando que o modelo é fraco para
a > +/2/30 ~ 6.3. Contudo, isso produz o limite assintotico esperado Gerr/G = 1.

na qual opera somente no fundo, nao modifica a “constante” gravitacional efetiva. Nesse caso
existe uma influéncia da interagdo sobre f a traves da quantidade A(a) no coeficiente U(a)
(olhar as equacoes (3.33) e (3.26)). A “constante” gravitacional efetiva G.s; aproxima a G na
fase inicial dominada por matéria a < 1 e também em a > 1 onde novamente domina a
matéria. A figura 3.2 mostra o comportamento da razdo G.sr/G como func¢ao do fator de escala
para diferentes valores de « e 3, pode ser apreciado o limite assintético G.sr/G = 1 no passado
e no futuro.

No que segue, vamos apresentar a anélise da estatistica bayesiana, para confrontar com os
dados observacionais da fungao de crescimento f resumidos em [21] e com o modelo ACDM.

Para isso vamos a escrever a funcao x? como segue

¢ = sl ser 5.0
i=1 i
onde a soma é de todos os n dados, f?* e f(z;]0) sdo a fungao de crescimento observada e teérica
do i-ésimo dado com 6 a quantidade de parametros livres (nesse caso a e () e o o respetivo erro
de medi¢ao. A fun¢ao de probabilidade PDF pode ser encontrado usando a equagio (2.96).
Usando todos os critérios da andlise bayesiana [45] encontramos os valores do melhor ajuste
para os parametros o e 3 com o respetivo y? mostrados na tabela 3.1. A figura 3.3 mostra
a regido de contorno para os parametros a e 3 (onde os parametros o, K e h foram fixados
aos valores da tabela 2.1') na esquerda, no centro e na direita sao mostrados os respetivos
PDFs normalizados a unidade. Na figura 3.4 a funcao de crescimento é restringida aos dados
observacionais resumidos no 21| e com o modelo ACDM. A regido sombreada mostra um grande
dispersao hoje (z = 0) em 1o do nivel de confianga.

Agora pode ser encontrado o comportamento do crescimento das perturbactes da matéria

IEsto foi feito por falta de poténcia computacional.
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Figura 3.3: A andlise estatistica para os parametros a e 8, baseadas sobre os dados da funcao de
crescimento em [21]. Na janela esquerda: regido de contorno para os valores de melhor ajuste mostrados
na Tabela 3.1. Nas janelas do centro e direita: as func¢oes de densidade de probabilidade (PDFs) para
a e 3, respetivamente.

X a | B ]
1 5.55 [ 0.4971 901 | —0.65753%3

Tabela 3.1: Os valores de melhor ajuste para os parametros « e 8, baseados sobre os dados da fungio
de crescimento no [21].

com os valores de melhor ajuste da tabela 2.1 e 3.1 como é mostrado na figura 3.5. Notar que
em nosso modelo encontramos um maximo do crescimento das perturbagoes d,, no presente e
tem um decaimento no futuro, a diferenca do crescimento das perturbacoes do modelo ACDM

descritas no apéndice C.
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Figura 3.4: A dependéncia da funcao de crescimento f(z) sobre o redshift z. Os dados foram tomados

de [21]. A regiao sombreada denota uma grande dispersao a 1o de nivel de confianga.

3.2 As perturbacoes relativisticas

Na se¢ao 3.1 foram bem estudados o crescimento das perturbacoes Newtonianas, mas essa
andlise somente se aplica a escalas que nao excedam o raio de Hubble. Devido a essa limitacao
temos que realizar um tratamento mais completo e geral que permita tratar componentes
relativisticas e nao relativisticas sobre todas as escalas. Este tratamento leva em conta as
equacoes de Einstein da Relatividade Geral mostradas na secao 2.1, que serao expandidas em
torno de um Universo de fundo homogéneo e isotrépico. O problema que surge ao expandir as
equacoes de Einstein até a primeira ordem de aproximacao, é que nao existe um sistema de
coordenadas privilegiado para descrever as perturbacoes, em diferencia do que acontece num
Universo homogéneo e isotropico. Esta liberdade na escolha de coordenadas, ou liberdade do
gauge, leva ao aparecimento de modos ficticios nas quantidades perturbadas, que sao devidos
apenas ao sistema de coordenadas usado (ver [37, 58|). Para resolver o problema do gauge,
precisamos escrever quantidades tais como os elementos da métrica, a densidade da matéria, o

campo de velocidade, etc. como quantidades invariantes de gauge.

As transformacoes de coordenadas e invariantes de gauge

Consideramos um universo homogéneo e isotropico niao perturbado, onde p(z',t) = p(t).

Na Relatividade Geral qualquer sistema de coordenadas é permitido, e podemos, em principio,



3.2 AS PERTURBACOES RELATIVISTICAS 34

141

12r

10r

08
d[a]
0.6

0.4

0.2

0.0¢ I Il Il Il Il Il Il Il
00 02 04 06 08 10 12 14
a

Figura 3.5: A comparagdo de nosso modelo e o modelo ACDM usando os parametros de melhor
ajuste das tabelas 2.1 e 3.1. A linha tracejada mostra o correspondente crescimento para o modelo de
Einstein-de Sitter.

decidir usar uma coordenada temporal “nova” ¢/, relacionada & coordenada temporal “velha” ¢,

segundo ' =t + t. Assumindo que £ < t, pode ser encontrada a densidade de energia

plt) = p(t! — ) ~ plt') — 20 = plt') + pla, 1) . (3.41)

O primeiro termo do lado direito, pode ser interpretado como a densidade de energia no fundo
na nova coordenada temporal, em quanto, a segunda descreve uma pertubacao linear. Esta
perturbacao é nao-fisica e inteiramente devido a escolha do novo tempo “perturbado”. Assim,
podemos “produzir’ perturbacodes ficticias, simplesmente perturbando as coordenadas. Além
disso, podemos “eliminar” uma perturbagao real na densidade de energia, escolhendo hipersu-
perficies de tempo constante a ser o mesmo que escolher hipersuperficies de densidade constante:
nesse caso p = 0 apesar da presenca de reais inomogeneidades.

Para resolver os modos de perturbacao real e ficticia na Relatividade Geral, é necessario ter
um conjunto completo de variaveis. Para ser mais preciso, precisamos tanto as perturbacoes do
campo e as perturbagoes métricas.

Agora, consideramos uma pequena perturbacao em torno da métrica do fundo, com a qual

o elemento de linha [37| fica representado por

ds® = (Gu + G )dz"dz”

= —(1+42¢)dt* + 2a°Fdtdx’ + a® [(1 — 2)8;; + 2F ;] da'da? | (3.42)
onde G, < G- Os termos no fundo sao

goo = —1, (3.43)
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Joi = Gio=0, (3.44)
gy = a’dy (3.45)

e os termos perturbados em primeira ordem sao

Joo = —2¢, (3.46)
Goi = Gio = CLQF,z‘ ) (3.47)
gij = —2a2¢5ij + 2(1,2E77;j . <348>

Notar que, na métrica perturbada g,,, foram introduzidas somente quantidades escala-
res, devido a que elas sao induzidas pelas inomogeneidades nas densidades de energia. Essas
perturbacoes sao mais importantes em cosmolégia devido a que elas produzem instabilidade
gravitacional e podem ser as responsaveis do processo de formacao de estruturas, existem tam-
bém quantidades vetoriais e tensoriais que nao vamos a considerar neste trabalho devido a que

estamos interessados somente na formacao de estruturas.
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Por outro lado, considerando uma transformacao de coordenadas

/

ot o= ot =g (3.49)
onde &" sao funcgoes infinitesimalmente pequenas do espaco e tempo. Num ponto dado da
variedade espago-tempo, uma quantidade tensorial A,s, pode ser calculada na coordenada '
tomando as derivadas parciais de (3.49) e usando a lei de transformacao de tensores |28, 37]

A u 8$78x014 "M~ A I3 A A&7 (P
wp () = oo A (@) & Aap() + Aaol(2") + AypL(a?) . (3.50)
onde somente foram considerados termos lineares em & e em A. Fazendo uma expansio em

torno do ponto x* no lado esquerdo da (3.50) e considerando termos lineares novamente, obte-

mos a transformacao de gauge de uma quantidade tensorial
App(2") = Ags(2) + € Aug (2") + flagﬁfﬁ(x“) + /_17557&(90“) ) (3.51)

que pode ser usada para o tensor métrico g,z ou o tensor energia-momento 7,3, que serao usados
mais adiante. Em forma andloga, podemos considerar um quadrivetor U,, depois usando a lei

de transformacao

, 0P
Ua/($“) = ama/ UB(ZEM) = (55 + f%) Ug(:f“)
= U(a") + &8 Us(a") (3.52)

fazendo uma expansao em torno do ponto z* no lado esquerdo, obtemos
Uw (") = Ua(a") = Uap€(a") + ELUs(a") (3.53)
facilmente pode ser escrito de uma forma covariante
Uni (@) = Un(a®) = Unol€ () + EUs(a") . (3.54)
De forma similar, para o caso de um escalar S(x*), temos

S'(at) — S(a") = €95, . (3.55)

)
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As transformacoes na densidade de energia

Agora, podemos apresentar o caso da transformagcao de gauge da densidade de energia p(z#),

usando a relacao (3.55) e fazendo a troca S(z#) = p(z#), temos
pr) = p(a") +&pa. (3.56)
considerando um fundo isotrépico
plat) = pa)+&po. (3.57)
Agora, separando-as em parte do fundo e perturbado,

p = p+p, (3.58)
po= 0+ (3.59)

e fazendo a identificacdo p' = p, obtemos
Po= p+Ey, (3.60)

essa € a lei de transformacao para a densidade.

Para uma dada p, é possivel sempre fazer uma transformacao
@ = -2 (3.61)

que substituindo na (3.60), encontramos p’ = 0; é por essa razdo que se acredita que as pertur-

bagoes sao um feito das transformacoes de coordenadas (perturbagoes ficticias).

As transformagoes na quadrivelocidade

No caso da quadrivelocidade u,, podemos usar a relacao (3.54),
U (21) — ug(2/) = ue &7 (") + §iu5(x") , (3.62)

sabendo que no fundo u; = 0 e uy = —1 com ¢® = 1 e considerando as quantidades espaciais, o

anterior pode ser escrito como
up = u;— &Y. (3.63)

Definiendo um vetor u; como o gradiente de um vetor v, ou seja u;(x) = v;, que substituindo
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na equacao (3.63), temos

v o= v—¢0. (3.64)
Por outro lado, perturbando a relacio g,su®u” = —1, temos
g}aguo‘uﬁ + gagﬁ“uﬁ +ga5uaﬁﬁ = 0, (3.65)
considerando que no fundo u® =1 e uy = —1, e devido que a métrica é diagonal
N ~0 ~0 1 ~
Joo + 2g00t” =0 = 4° = 5900 ; (3.66)
também, perturbando u®u, = —1,
WUy, +uty, = 0 (3.67)

que para o = 0, obtemos @y = 4°. Temos também que, u, = gopu’, para as quantidades

espaciais u; = gjguﬁ e perturbando
;= gigu’ + gjat” (3.68)

e do fato que as quantidades v’ = u; = 0, a equacdo acima se reduz a

~

U = gjo+ gl (3.69)
por ultimo usando as quantidades perturbadas da métrica (3.47) e (3.48), obtemos
i; = a’Fj+ad* . (3.70)

As transformacoes na métrica

Agora, vamos a usar a equagao (3.51) substituindo g,z por A,g,

Ja' g’ (x) = gaﬁ(x) + gl/gaﬁ,u + gaag,c,;j + gvﬁg,’ya ) (3-71)

fazendo o = 0 e § = 0, encontramos

goo () = goo(®) + &£ goo + GoolH + 9705:6 )
= goo(x) + 29005,% ;
= goo(z) — 2% . (3.72)
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que substituindo (3.43) e (3.46), obtemos

o = o€, (3.73)
analogamente, encontramos
Vo= - HE, (3.74)
E' = E+a?C, (3.75)
F'= F—a2+(@?),, (3.76)

onde H é o indice de Hubble e as componentes espaciais do vetor infinitesimal £, foram escritas
como &' = a7?(;, onde ¢ ¢ uma fungao escalar.

Notar que as perturbacoes escalares da métrica dependem apenas das duas funcoes £° e
(, e desta forma podem ser eliminadas via combinacao linear, duas das quatro funcoes ¢, 1,
B e FE para construir grandezas que sao invariantes de gauge. Impor as condi¢oes do gauge
é equivalente a fixar o sistema coordenado. No seguinte consideraremos diferentes escolhas do
gauge e mostraremos como, conhecida a solucao para variaveis invariantes de gauge, pode ser

calculada a métrica e a densidade perturbada em qualquer sistema coordenado particular.

O gauge Longitudinal ou Newtoniano

O gauge longitudinal é definido pelas condigbes £ = 0 e F’ = 0. Usando estas condi¢bes em
(3.75) e (3.76), encontramos um sistema de coordenados tinico. Desta forma as perturbagoes se

transformam como

¢ = ¢+2a°H(F+ Eg) +ad*(F+Eg)yg, (3.77)
P! = W —a*H(F + E,), (3.78)
po= p+aip(F+Ey) . (3.79)

As funcoes escalares da métrica no gauge longitudinal coincidem com os potenciais de Bardeen
[47], que sdo umas quantidades invariantes de gauge.
O gauge Comoével

O gauge comovel (ortogonal) fica definido ao se fazer a escolha v' = 0 e F’ = 0 nas equagoes

(3.64) e (3.76) respetivamente. Desta forma as perturbagoes se transformam como

¢ = p+ug, (3.80)
W = ¢ —Hv | (3.81)
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EY = Eg—a 2w+ F, (3.82)

)

o= p+pu. (3.83)

Notar que, nesse caso os potenciais de Bardeen coincidem com as fungoes ¢¢ e ¢ quando
v =a*(F + Ej), o que implica E§ = 0.

O gauge Sincrono

O gauge sincrono corresponde a fazer a escolha 96u = 0, ou seja, ¢’ = 0 e B’ = 0. Neste
gauge nao conseguimos fixar unicamente o sistema de coordenadas definidos por £° e ¢, e modos
espurios estarao presentes nas solugoes das equacoes de Einstein. Alem disso, nao é possivel

construir quantidades invariantes de gauge.

As perturbacoes no gauge comoével

Nesta tese, vamos usar o gauge comoével para estudar o crescimento das perturbacoes, com

~ / . . ~
as transformacoes x# = z# + &, para isso, escrevemos a combinagao

pC=pE v, (3.84)

onde o indice “c” representa as quantidades invariantes no gauge comoével. De maneira andloga

na pressao
P=p+pu, (3.85)
e no escalar de expansao

0°=0+06v, (3.86)

onde © = ug,.

As equagoes (3.84), (3.85) e (3.86), sdo as quantidades invariantes de gauge no regime
comovel.

Agora, para um fluido com somente uma componente, caracterizado por o tensor energia-

momento
T°% = pu®u® + ph*? | (3.87)

onde h*? = ¢* + u*u® e gupu®u® = —1, tendo em consideragdo a conservagdo covariante
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Y:aﬁ’g = 0, encontramos a equagao de balanco da energia
p+O(p+p) = 0, (3.88)
onde p = p,u® e © =u,, e também encontramos a equagao da conservagao do momento
(p+p)ii +hipa = 0, (3.89)

onde U; = u;,u’.
Perturbando em primeira ordem a derivada da densidade no primeiro termo do lado esquerdo

da equacao (3.88)

D= pati® + paii® (3.90)
fazendo o = 0 e tendo em consideracdo que u’ =1 e @° = $joo = —¢, obtemos
po= p—pd, (3.91)

por outro lado, perturbando o segundo termo do lado esquerdo da equagao (3.88), temos

©(p+p)] = Olp+p)+0(h+p), (3.92)

e substituindo (3.91) e (3.92), encontramos em primeira ordem

~

p—po+0O(p+p)+0(p+p) = 0. (3.93)

Da mesma maneira, como foi feito no estudo do crescimento das perturbagoes Newtonianas,
vamos a escrever a equacao (3.93) em termos do contraste de densidade (3.13) e da sua derivada
(3.14)

5+85—’—)¢é<1+1—’>+@<5+9) ~= 0, (3.94)
pp p p

introduzindo aqui as quantidades invariantes no gauge comédvel § = 0¢ — ﬁv e © = 6°— O,

5C—<B> v—£®+g(5c—gv>—[—)¢+éc<l+]—)>
p PP p p p

—@v(l—f—]—))—k@(éc—gv)—f—@p Py, (3.95)
p p p

obtemos
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Por outro lado, para perturbar em primeira ordem a parte espacial da equacao da conser-

vagdo de momento (3.89), precisamos perturbar a relagdo 4; = u;,u”, ou seja
Lo\~ ~ 0 ~
(4)" = (i) + ugy@”
— (A Y Y4 0 N
= (@ — Dipuy — Tiplly Ju” + uzn @

:(m+f%—gmmﬁ+%ﬂ7, (3.96)

_ o, _ T0 0 _ 0 _ a 5 =
com Uiy = Uiy — I'7u, = I, onde I'yy = 0 e I, = £g;5, entao, a equagao (3.96), pode ser

escrita como
A . . a. a .
Para o tltimo termo da equagdo (3.97), precisamos perturbar a rela¢io v/ = ¢/7u.,
W = §j7u7 + gjwaﬁ/ ,
= —§° + g™, , (3.98)
e substituindo em (3.97), obtemos
a

e Coa, .
() = it T =~ + —(=g55" + 1) (3.99)

Depois, perturbando o simbolo de Christoffel I'{;, encontramos

. 1., 1
I = 59"gji0 — 500 (3.100)
2 2
que juntando com (3.99), resulta
. c 1, 1. o a. oo
() = ; + 59 9ji0 — 5900,1‘ — aui + a(—gijg + ;) , (3.101)

_ 9 5 -
e usando o fato que g;;0 = 2%¢;;, a equagao anterior se reduz como

LN A ]- A A
() = 4 — 5 J00i = Ui + ¢ - (3.102)

Por outro lado, perturbando em primeira ordem o segundo termo do lado esquerdo da

equagao (3.89)

<h%6p,ﬁ) = [(515 +u5ui)p75] ;
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= Uoﬂzp‘i‘f)’z )
= D+ pu;. (3.103)

Agora, podemos perturbar em primeira ordem a equagao da conservagao de momento (3.89),

e usar as equagoes (3.102) e (3.103), para obter
(p+p) (i +0,) = —pa+pui, (3.104)
depois, usando quantidades invariantes do gauge comével para a pressao p = p°+ pv e a relacao

U; = v; que ja foi definida anteriormente, encontramos

~

p
ptDp

vt = — (3.105)

Juntando as equagoes (3.95) e (3.105), escrevendo primeiro as quantidades invariantes de

gauge

5C+£6C+éc(1+£>+®50+®£—£(— P )
p p pp\ ptp

. . . 2 . .
—<3) v—<5’> v—@(l+£>v—@8v—®£v =0, (3.106)
p p p P

derivando a equagao do balanco (3.88)

R R

introduzindo esta equagao em (3.106), obtemos a equagao mais compacta

§° — @7/—350 +6r (1 + g) = 0. (3.108)

Por outro lado, vamos prestar atencao ao escalar de expansao ©, cuja evolucao é governada

pela equacao de Raychaudhuri (ver apéndice D)

|
O+:6%+2 (0" -u?) — i, = g(p—i—?)p) : (3.109)
onde w? = %waﬁwo‘ﬁ e 0 = %aa,gaaﬁ, identificam a vorticidade e o cisalhamento do fluido

respetivamente.

Perturbando em primeira ordem (3.109), temos

X . 2 .
O — 06 + 100 — i, +41G (p5 +3p) = 0, (3.110)
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introduzindo quantidades invariantes de gauge
&+ 206° 1+ 4nGps® — i, —
+§ +4rGpé© —ug, = 0. (3.111)

Agora, derivando (3.108) e juntando com (3.111)

N p p Ne 2 3 p 9p2 p 2 A c
) H[2—-6-=+3=|0°—H|=-+12— — —— — 9= 0¢c=0 3.112
" { P ﬂ} {2+ p 27 5 Com ’ (3.112)

com ¢ = % onde ¢, é a velocidade do som no sistema em repouso v = 0 e A — —k? no espaco

de Fourier. O vetor de onda comoével k, representa a escala espacial das perturbacoes relativas
as coordenadas comoveis.

No que segue, vamos a fazer o estudo das perturbacgoes relativisticas para o modelo de
aceleracao transitoria, que a diferencia do estudo feito nesta secao, se considera um fluido de

duas componentes em interacao.

3.3 As perturbacoes relativisticas no modelo de aceleracao

transitoria

Na secao 2.5, foi apresentado o modelo do universo em aceleragao transitoria, considerando
o meio c6smico composto de duas componentes interagindo no setor escuro, a matéria escura
Pm € & energia escura p,, por tanto o tensor energia-momento (3.87), deve ser separado em duas

componentes, uma que representa a matéria (subindice m) e a outra a energia escura (subindice

z),
7% = ToP 4 TP (3.113)
Assumimos que ambas contribuigoes tém a estrutura de um fluido perfeito, com (A = m, z)
T = pausius + pahs? | hSP = g% S . (3.114)
Uma interacao entre as componentes pode ser caracterizado covariantemente por
T2, =QY, TV =-Q". (3.115)
As equacgdes de balanco energia-momento para cada componente sao respetivamente

- umaTgLﬁ;B = Pm,au% + O (pm + pm) = —Uno Q7 , (3'116)
—umT;"fﬁ = Protl + 04 (pr + Pr) = Upe Q7 . (3.117)
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Em geral, cada componente tem sua propria quadrivelocidade, gaﬁujui = —1. As quanti-

dades ©4 sao definidas como ©4 = u9.,. Para o fundo homogéneo e istotropico, assumimos

u? = ul = u’. De maneira similar, temos o balango do momento para cada componente
respectivamente

W T2y = (Pt D) @) + Pruahls = h3,,Q% (3.118)

W T2% = (po+ Po) U + Paahl™ = —h3,Q% | (3.119)

O — O Y
onde 49 = uf. u).
O termo fonte Q“ é separado numa parte proporcional a quadrivelocidade total e a outra

perpendicular & mesma |26, de acordo com

QY = u*Q+Q~, (3.120)

onde Q = —u,Q% e Q% = h&Q°, com u,Q* = 0. (Alternativamente, pode ser introduzido
uma separacao com respeito a quadrivelocidade da matéria. Como veremos mais tarde, para o
modelo de interesse aqui, ambas op¢oes conduzem a resultados idénticos).

A contribuigdo T é suposto a descrever alguma forma de energia escura. No caso duma

equacao de estado p, = —p,, onde p, necessariamente nao é constante, temos
T = —p.g*° . (3.121)
No fundo, os balangos (3.116) e(3.117) assumem as formas

pm +3Hp, = Q° (3.122)

pr = —Q, (3.123)

respectivamente.
Recordando que para o fundo u9, = ug = u? é valido, a componente temporal da quadrive-

locidade perturbada em primeira ordem é
o L.

De acordo a estrutura do fluido perfeito do tensor energia-momento (3.87) e os tensores
energia-momento de ambas componentes em (3.114), e com u?, = u? = u® no fundo, temos as

perturbacoes da densidade da energia em primeira ordem p = p,, + p.., perturbagoes da pressao
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ﬁ:ﬁm"i_ﬁx:ﬁwe

Tio = T’r(r)n + Twoz = (p+Dp) U = pmlmi + (P2 + Dz) Uai - (3.125)
Para p, = —p, segue
De=—Pr = PH+D=pm = Uy =1U; . (3.126)

Como a componente m é suposto a descrever a matéria, isto é claro de (3.125), que a
velocidade da matéria perturbada u,,; coincide com a velocidade total perturbada ;.
Com u?, = u? até primeira ordem, o balanco da energia em (3.116) (corregida até primeira

ordem) pode ser escrita como
Pmot” = —Opm —usQ” . (3.127)
Por outro lado, o balanco da energia total é
pou’ = —O(p+p) . (3.128)
Para a diferenca de (3.127) e (3.128), temos
P—=pm=(p—pm) ,u” =uQ% . (3.129)

Uma vez que, pelo menos até ordem linear, p — p,, = p,, a equacao (3.129) é equivalente

(até primeira ordem) a
po = paotl® = Q7. (3.130)
Em ordem zero recuperamos (3.123). A equagdo em primeira ordem é
po + pat’ = (u,Q%) . (3.131)

Notar que (3.131) resulta duma combinacao da conservac¢ao da energia total e o balanco
energético da matéria. Isto é consistente com o balanco da energia escura (3.117). Em primeira

ordem, este ultimo torna-se

Py + 020’ = (UgoQ°) . (3.132)
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Isto significa que

(uxJQU) = (UJQU)a (3133)

ou seja, as projecoes de 7 ao longo de u,, e de u, coincidem. Explicitamente

~ ~ ~

(ueQ7) = (ueu’Q) =—-Q . (3.134)

Agora, como seguinte paso, consideramos o balanco do momento. A conservagao do momento

total é descrita por
hTS = (pm + po + Do) U7 + W7Dy = 0. (3.135)
Com p, = —p, temos
hgT% = pmil® + h7%pye = 0. (3.136)

Usando uZ, = u” novamente, o balango do momento (3.118) para a componente da matéria

torna-se
heTel 5 = pmtl” = B7°Qa = Q7 = —h™ Dy - (3.137)

Notar que somente temos usado a conservacao de momento total e o balanco do momento
da matéria. O balango do momento (3.119) da energia escura degenera para o caso p, = —p,.
Esto nao descreve dinamica alguma.

Mais uma vez introduzimos a perturbacdo fracionaria d,, = 2= em termos do qual, o balanco

Pm
de energia em primeira ordem, toma a forma

5m+35m—¢(—3ﬂ+g> +6-9 (3.138)
com
CN L, .
(1) = dio — 5900 = Uio + i (3.139)

e u; = v; pode ser encontrado do balan¢o do momento (cf. [62])
. L. : . L. .
U+ ¢ = - [Pui + Dav;] = U+ ¢ =—— [Py + Py . (3.140)

Nesta fase, a relagao com o prévio tratamento Newtoniano torna-se evidente. Desprezando

as perturbagoes sobre o lado direito do balan¢o do momento em (3.140) e substituindo v — av
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recuperamos o resultado (3.18) do analise Newtoniano. Desprezando os termos multiplicado pelo
¢ em (3.138) e identificando © adequadamente, a relagdo nao-relativistica (3.16) é reproduzida.
A dindmica da expansao escalar é determinada pela equacao de Raychaudhuri, como ja foi

usada na secao anterior, na qual em nosso caso toma a forma
: 1 2 ey
@+§@ — U, +47G (p+3p) = 0. (3.141)

No fundo, é valido H = —47G (p + p) = —47Gpy,. O termo ug, na equagao de Raychaudhuri

torna-se em primeira ordem

o 1 L
ul = ~ (Ap, + p:Av) (3.142)

onde A é o Laplaciano tridimensional.

Para a derivada temporal do escalar de expansao perturbada em primeira ordem, temos
0=0+0i"=6-06¢. (3.143)

Consequentemente, para os dois primeiros termos da equacao de Raychaudhuri

. 1 2 . 2 .
{@ + 562} =0 —-0¢+ §®® . (3.144)
Para a derivada do escalar de expansio ¢ valido © = —127Gp,,. Para as perturbacoes do
termo 47G [p + 3p|, encontramos

47 G [p + 3p] = 47G (pmOm + Pala + 3Pa) - (3.145)

Agora, é conveniente introduzir quantidades que sao invariantes de gauge, que foram defi-

nidas na se¢ao anterior, em nosso caso usaremos o gauge comovel

5 =6+ lmy sc=6,+ 20, 5=+ pe (3.146)
m p(E
também como
O°=0+60v e Q=Q+Qu. (3.147)

Todos os simbolos, tem significado fisico sobre hipersuperficies coméveis v = 0. De (3.140)

com pS = ¢2p¢, onde ¢, ¢ a velocidade do som no sistema em repouso v = 0,

i+¢ = -2l (3.148)

m
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A equagao (3.138) toma a forma

' A 'm p T4

foop Ly e 2Pmloge Lo (3.149)
m Pm Pm Pm
Uma vez que
Q = —p,, (3.150)
podemos reescrever ()¢ como
Q° = —pudS— py {1 + ci&} o° . (3.151)
Pm

A perturbagao invariante de gauge da quantidade de interacao () é definido pela perturbacao
da densidade de energia escura e a sua primeira derivada.

Isto segue que

0¢ +O° + Qéfn — (SHcig—x + pg) 5 = —5—”65; . (3.152)

Em termos das quantidades invariantes de gauge, a equacao de Raychaudhuri em primeira

ordem torna-se

s c 2 . 1
6 = —Z06°-
3 a*pm

Apg — 4G [pdy, + pady)] - (3.153)

Numa etapa seguinte, diferenciando (3.152) e usando

(&) S [31{— Qﬁ] (3.154)
Prm Prm P Pa
e
: 3 oPm
H = —4nGp,, = —-H*I (3.155)
2 p
junto com (3.153). Chega-se a
0+ (2H + Q) 0+ (2) + 2HQ] 8¢, — 4w GpmoS,
m m pm
T ¢ x T c 1 A~
= —p—(sg — {(5 —3c2) qle - (2 + p—) Q} 0y + 4nGp,05 + ——Ap;
Prm m pm) Pm a*pp,

+ (2) + 3H2 (5p—m - §&> o <2 — 3¢} (1 + p—z)) 9 - (3.156)
Prm Pm 2P Prm Pm
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Agora, fazendo a mudanga do fator de escala como variavel independente em (3.31). Apli-

cando
H' 3 Pm
= 3.157
H 2a p ' ( )
e
. 3 Pm o'
6= a’H? {5” + (1 - —p—> —] : (3.158)
2p)a
a equacao anterior (3.156) pode ser escrita como
3 3p. Q 16 3 3p. 1 [/QY\ Q | o6
é‘cl/ = Zrr _ % | Im _ = s rr = v 2_ -m
mo T {2+2p+Hpm}a 2+2 H? \ pi, +Hpm a?
xX x 3 x x (56,
= Loy [(6 ~ 32 Pz OPr (2+ p_) i} Oz
Pm Pm 2P pm/) Hpm| a
m (o) v (oo (e 50)) o2 (5 -35)
=)+ (2-32(1+2) ) +32 (2 -=
H? (pm Hpp, Prm Pm 2P
3P0 2 W pr )0
2 p *a’H? p,, | a?
(3.159)
Aqui foi usada
Aﬁ;: 2 k2 P c
m — _Cs a2H2p_m5$ . (3160)

Temos expressado as perturbacoes do termo de interagao QC em termos da perturbacgao da
energia escura 0% e a sua primeira derivada, em concordancga com (3.151).

A fim de obter equagoes de segundo ordem fechadas em ¢¢,, assumimos uma proporcio-
nalidade entre as perturbagdes na energia escura e as pertrubagoes na matéria escura [61],
introduzindo

0y = €0y, . (3.161)

O parametro e quantifica a magnitude relativa das perturbacoes na energia escura. Ele
corresponde ao parametro o da teoria nao relativistica. Para evitar mal entendidos, usamos
um parametro diferente aqui. Assim como foi mencionado no caso newtoniano, desprezar as
perturbacoes na energia escura poderia conduzir a resultados nao confidveis sobre a interpre-
tagao dos dados observacionais [24, 46]. Para o modelo tratado em [26], foi mostrado que, as

perturbagoes na energia escura sao despreziveis sobre escalas que sao relevantes para a for-
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macao das estruturas, mas podem contribuir em uma consideravel fracao sobre as escalas de

super-horizonte.

Com
1 /QY\ 3 a® g
— (=) = |—24A4+B| 4L 3.162
H2(pm) [ 2 AT } o*l+yg 162
encontramos
6% + F(a)os + G(a)ds, = 0, (3.163)
onde
1 3 3 - x I
F(a) = {_ +2(1 _E)p_ +gB —¢ [(2—1— p_) gB — (6 —3c§) ,0_}} (3.164)
a <1 + erpi) 2 2 P m "
e
1 3 3 . 1 2
G(a) = —{———i——(l—e)p——i— <—+A+B) gB—4a—2L
a2<1+€pp_z> 2 2 p 2 oc*l+g
1+A+B 32 (14 L= B 4a2 g
2 y Pm J o?l+4g
Pz 9 2P 2 Pz K’
153 — —22 — 2= 1
+ C, o 205 ) C o ZH? , (3 65)
com
, J R exp (—a?/o?) (1-35)
Pe 3 _ - (3.166)
Pm 1+ K (a®exp (—a?/0?) — 302 exp (—1/0?))
e
Pz 302K exp (—a?/o%) (1 2N 2, (3.167)
= = |=0o xp (—a“/o ———=||===4. .
P 2 P 30'2 H2 3
Notar que somente temos uma dependenca na escala para € # 0. As quantidades A(a), g—é
e B, sdo dadas por (3.26), (3.27) e (3.28), respetivamente, com
- Kd® exp(=da®/o®)  Kad® exp(—ad®/o?) (3.168)

Qo — K exp(=1/02) 1 - 302K exp(—1/02)

onde, temos usado que Qo =1 — K exp(—1/0?) (307 — 1).
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Para e = 0 recuperamos

13 3p.
F = <-4+ = B = 1
(a) a{2+2p+g } (e=0) (3.169)
e
1 (3 3p, (1 a’ g
— =2yl (2 Ay B g4t I =0). 1
G(a) a2{ 2+2p+(2+ + >g 021+g} (e=0) (3.170)

Estes coeficientes coincidem com os correspondentes coeficientes da anélise newtoniana para
a = = 0. Uma vez que Q° foi relacionado com ¢¢ e a sua primeira derivada em (3.151), o
limite « = f = 0 da teoria newtoniana corresponde a ¢ = 0 na anélise relativistica presente.

e _ 2
Lembrando que % = s A.

Perturbacoes nao-adiabaticas

As perturbacdes num sistema de dois componentes interagindo, necessariamente sao nao-
adiabaticas. A parte nao-adiabatica das perturbagoes de pressao é p — 1/—;,6. Para o nosso caso

especial a quantidade crucial é

. D o PmPa (P P o Lo
p—5p=(c+1) o5+ (.— - .—> = (1) p5 + = [Pupe — Popm) - (3.171)
P \bPm  Pa p
Introduzindo aqui os balangos p, = —Q e p,, = —3Hp,,, + @ como também ¢ = €S =

AC

pa = €5=pr,, encontramos
m

p—25 = Np© . (3.172)
P

onde

_ Q Pz 2 Q
vefplst (0] o

Mesmo para € = 0, ou seja, sem flutuacoes da componente de energia escura, o termo de
interacao induz uma contribuicao nao-adiabatica para a perturbacao da pressao total, dada
por (2.90), com g a partir de (3.168) e 5—‘; a partir de (3.166). A quantidade N, caracteriza
a parte nao-adiabatica das perturbacoes da pressao. Sua dependéncia do fator de escala é
visualizado na figura 3.6. Mais uma vez, nosso modelo nao é confidvel para a > \/ga ~ 6.3,
exceto para o comportamento assintotico N = 0, para a > 1. O comportamento de N(a) é

quase independente de ¢? e e.
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Figura 3.6: A dependéncia do fator de nao-adiabaticidade N sobre o fator de escala. A nao-
adiabaticidade ¢é insignificante para a < 1 e para a > 1 (ndo mostrado aqui). Lembre-se que o

nosso modelo nao é confidvel para a > \/ga ~ 6.3, exceto para o comportamento assintotico N =0
para a > 1.



Capitulo 4

O espectro de poténcia para o modelo de

aceleracao transitoria

4.1 O espectro de poténcia

Ao longo do século XX, nos diferentes aspectos da cosmologia e astrofisica foram ultizados
muitos tipos de indicadores [63]. Destas, o uso da func¢ao de correlacdo demonstrou-se como
principal maneira de abordar a questao do processo de formacao de estruturas em larga escala.
Para entender um pouco melhor a funcao de correlagao, supomos que a probabilidade P(A) de
se encontrar um objeto A, seja uma estrela, uma galaxia ou um aglomerado de galaxias, em

um elemento de volume 0V seja dada por
P(A) = néV (4.1)

onde a densidade média de probabilidade n é independente da posicao. Desta definicao, o
nimero médio de objetos encontrados dentro de um volume V' do Universo é simplesmente a

integral sobre a equacao acima
(N) = V. (4.2)

A partir destes conceitos probabilisticos podemos definir a funcao de correlacao de dois
pontos &(x12) como uma medida do quanto a presenca de um objeto em um elemento de
volume V] interfere na probabilidade de se encontrar um outro objeto em um elemento de
volume V5 separados por uma distancia x15. Com isso, a probabilidade de se encontrar um

objeto em 0V e outro em V5 é fornecida por

P(A) = n*6VidVa [l +&(x12)] - (4.3)

54
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O termo 7 aparece elevado ao quadrado nesta equacao além de fazé-la adimensional. Assim,
pode-se dizer que a funcao de correlacao caracteriza a interferéncia existente entre objetos
vizinhos no valor da probabilidade P(A). Quando consideramos esta ligacao entre os vizinhos,
a probabilidade de se encontrar um objeto em um determinado volume (4.1) passa a ser escrita

P(A) = ndV[1+¢&)] . (4.4)

Da relacdo acima, podemos perceber que se eles ndo estdo correlacionados {(z) = 0 a
probabilidade de se encontrar um objeto em 0V nao depende da existéncia de outros objetos.
Desta definicao, o nimero médio de vizinhos dentro de uma distancia x a partir de um objeto

é a integral da equacao anterior

(N) = %W&:SH —I—n/oxf(x)dV : (4.5)

Segundo a equacdo acima, podemos interpretar a funcao de correlagdo &(x), como uma
medida direta da capacidade de aglomeragao de estruturas em torno de um ponto. A partir
das defini¢oes acima podemos discutir melhor a relagao existentes entre os estudos teéricos e os
dados observacionais, ja que o que observamos sao as concentracoes de objetos em um volume
do Universo, ou seja, a fungao de correlacgao.

A funcao de correlacao pode ser relacionada diretamente com as flutuacoes de massa na

forma

_ 1 3 26—1‘/%’.5
@ = G [ (4.6)

Na tentativa de construir uma relagido direta entre observacao £(z) e a teoria 0 é preciso
desenvolver uma ligacao direta entre as quantidades observadas e suas predicoes teodricas. No
que remete a teoria, os coeficientes d; estao ligados as flutucoes de massa de uma maneira bem
peculiar de forma que é importante discutir um pouco sobre esta relacao. As propriedades esta-
tisticas de uma distribuicao de galaxias e aglomerados de galaxias podem ser melhor estudadas
através da definicao do espectro de poténcia.

O primeiro passo na tentativa de se realizar um tratamento estatistico para as perturbacoes
é discretizar o Universo, ou seja, dividi-lo em volumes (células) independentes, onde a densidade
de massa do Universo possua caracteristicas estatisticas idénticas em cada volume. No entanto,
a medida que estas células evoluem a interacao gravitacional mutua existente, nao permite
que estes volumes evoluam de maneira independente. Dessa forma, trabalhar no espaco das
posicoes nao seria apropriado a fim de se manter a independéncia de cada célula. Surge entao

uma justificativa para a utilizacao de outra abordagem para as perturbacgoes da densidade. Este
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tratamento consiste em identificar cada perturbacao como uma superposicio de ondas planas. E
necessario utilizar o espaco de Fourier (ou espaco reciproco), de forma que, cada onda plana esta
associada a um numero de onda k que evolui independentemente enquanto ainda permanece

no regime linear. Podemos desta forma, escrever o contraste da densidade como
5(7) = 3 dvexp (i) = 3 dpexp (~ik - 7) (4.7)
k k

Acima, os coeficientes de Fourier §;, sao quantidades complexas que podem ser calculados

através da expressao
1 3 —ik-&
0 = — [ dz’d(x)e . (4.8)
ViJy,

Na expressao acima para os coeficientes de Fourier o, V; € o volume de cada célula repre-
sentada no espaco de Fourier. Isto nos possibilita calcular todos os coeficientes d, de forma a
conhecer completamente 6(z).

Como estamos interessados nas propriedades estatisticas de d(x), temos que, por definicao,

o valor médio de 6(z) é zero, (§) = 0. No entanto, a sua variancia, ndo é.

1

o’ = (%) =) (5)° = v > o (4.9)

Se tomarmos o limite V; — oo, a variancia pode ser escrita como

1 1 0o oo
2= —— [ &PkéE = —/ dké4mk? :/ d(Ink) A 4.10
o (27T)3/ k (27T)3 0 kT 0 (H ) k> ( )
onde
2 k3

P(k) é identificado como o espectro de poténcia da perturbagdo e A? é a contribuigio
para a variancia de cada intervalo logaritmico de k. A funcao P(k) é exatamente o que nos
permite comparar teoria e observacao, ja que, como os modos perturbados evoluem dentro do
regime linear, a forma da fun¢ao P(k) nao é modificada neste periodo, enquanto que somente

as amplitudes da perturbacao 6 é que variam neste intervalo.
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4.2 A analise do espectro de poténcia e a comparacao com

os dados observacionais

Na secao 3.3, derivamos as equacoes que regem o comportamento das perturbacoes relati-
visticas no modelo de aceleracao transitoria [61]. Nosso objetivo, ¢ resolver a equacdo (3.163)
através de um processo numeérico, ja que uma analise analitica é inviavel para este tipo de equa-
¢ao. A fin de realizar o calculo numérico de esta equacao e sendo que trata-se de uma equacao
diferencial de segunda ordem, o resultado esperado s6 pode ser obtido se fixarmos as condicoes
iniciais do problema. Além disso, é necessério também, definir os limites de variacao utilizados
para o redshift e para as escalas k nos processos de resolucdo da equagao (3.163).

A expressao para o espectro de poténcia final, em z = 0, pode ser encontrada com ajuda da
fungao de transferéncia BBKS para o ACDM |[64],

2 0 )
Pk) = [n(k)P = ART2(k) L 20). 4.12
(k) [0 (F)] ( )92<Qm0> (4.12)
onde A é uma constante de normalizacao, T'(k) ¢ dado por
In(1+ 2.34 1
T(k) = In(1 +2349) [1+3.89¢ + (16.1¢)* + (5.46¢)" + (6.71¢)"] T (4.13)

2.34q

com q = k/ [(hF)MpC’l}, onde I' & 0 assim chamado parametro de forma, o qual pode ser

escrito como

Qbo

T = Qphe 0 @m0 (4.14)

e Doy o € Q1,, 880, respectivamente, os parametros de densidade atuais da matéria (barionica
+ escura), barions e energia total.
A funcao ¢(2) tem em conta a modificagao induzida no espectro de poténcia pela presenca

de uma constante cosmologica. Essa expressao pode ser escrita como

g(Q) = gQ {94/7 —Qp, + (1 + 9) (1 - QA)} h : (4.15)

2 70

onde 24, é a fracao de massa associada a constante cosmologica A.

No processo de fixacao das condigoes iniciais consideramos que cada modo perturbado cor-
responde a um nimero de onda k, onde podemos fixar um valor inicial para [6(k)| de acordo
com (4.12). Quando fixamos as condigoes iniciais do problema buscamos como base um cenario
compativel com os dados observacionais.

A fim de escolher apropriadas condicOes iniciais, usamos a circunstancia que em tempos



A ANALISE DO ESPECTRO DE POTENCIA E A COMPARACAO COM OS DADOS OBSERVACIONAIS
4.2 o8

primitivos, ou seja, para fatores de escala pequenos a < 1, a equagao (3.163), assintoticamente

tem a forma do modelo do Einstein-de Sitter

5;+%5;L—%5m ~ 0, (a< 1), (4.16)
o qual coincide com a equacao correspondente ao modelo ACDM nessa aproximacao. Isso nos
permite relacionar o nosso modelo com o modelo ACDM em grandes redshift. Integrando o
modelo ACDM no passado bem para atras, digamos no z = 10°, obtemos a forma da funcao
de transferéncia naquele momento, o espectro determinado deste modo é entao utilizado como
condicao inicial para o nosso modelo. Este processo é semelhante ao descrito em mais detalhe
nas referéncias [65, 66].

Agora, vamos apresentar a analise da estatistica bayesiana, para confrontar com os dados
observacionais do projeto 2dFGRS [22|, que cobre a faixa de escalas 0.01Mpc™' < kh™! <
0.185Mpc ™', para o espectro de poténcia da matéria P(k), como foi feito em [26]. Para isso
vamos a escrever a funcao y? como segue
S Gy Uk 1

X = 2 )
03

=1

onde a soma ¢ de todos os n dados, P(k)?* e P(k;|0) sdo o espectro de poténcia observado e
teorico do i-ésimo dado com @ a quantidade de parametros livres (nesse caso €) e o 0 respetivo
erro de medicao. A funcao de probabilidade PDF do parametro e, mostrada na figura 4.1,
pode ser encontrado usando a equagdo (2.96), onde obtemos o valor de melhor ajuste em
e = —0.000023 (neste caso, como foi feito no caso newtoniano, os parametros o, K e h foram
fixados aos valores da tabela 2.1).

Na figura 4.2, apresentamos o espectro de poténcia da matéria, para ¢> = 1 e diferentes
valores de €. A dependéncia da escala através do coeficiente G(a) na equacio (3.163), é sensivel
ao produto ec?. A linha solida, representa o valor de melhor ajuste global (¢ = —0.000023).
No entanto, sobre largas escalas, a curva com € = 0.001 mostra um melhor desempenho. Para
¢? = 1, somente um fator muito pequeno de € ¢ compativel com os dados observacionais. Caso
contrario, aparecem oscilagoes nao observadas no espectro de poténcias, semelhante no caso do
comportamento do gas de Chaplygin (generalizado) [62, 67].

Na janela esquerda da figura 4.3 apresentamos uma ilustracao alternativa do espectro de
poténcia da matéria. A janela direita na figura 4.3, é confirmado que nao tem dependéncia
das escalas para ¢ = 0. Nao tem dependéncia sobre € também. A linha solida azul reproduz
justamente a funcao de transferéncia BBKS.

Verificamos que, também para pequenos valores niao despreziveis de ¢2, por exemplo ¢ = 0.1,

os valores de melhor ajuste para € sio de ordem de 107%...1073. Embora, quando ¢ ¢ uma
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Figura 4.1: A funcio de distribui¢do de probabilidade PDF do parametro € para c¢2 =1 .

constante, corresponde a uma approximagao muito grosseira, estes resultados indicam que as
flutuacoes da energia escura, sao pequenas em efeito nas escalas que sao relevantes na formacao
de estruturas. Por outro lado, se fosse zero exatamente, nao haveria qualquer dependéncia
de escala. Na janela esquerda da figura 4.3 mostramos, até mesmo um valor muito pequeno
de ¢, embora consideravelmente maior do que o valor de melhor ajuste influencia o espectro
substancialmente nas escalas maiores. Isso demonstra um papel crescente das perturbacoes de
energia escura com escala crescente. O ponto aqui é que um ntimero muito maior de dados para
as escalas menores tem mais peso na analise estatistica do que menos dados nas escalas maiores.
Obviamente, o mesmo valor constante de e (um quase desprezivel), que da uma descrigao correta
em menor escala ndo é a adequada sobre as escalas maiores da amostra (painel da esquerda na
figura 4.3). Por outro lado, um bom desempenho em grandes escalas nao é compativel com as

observacoes nas escalas tanto nas intermediarias quanto nas pequenas.
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Log,,P(k)/h~*[Mpc?]

Log,ok/h [Mpc™]

Figura 4.2: O espectro de poténcia da matéria para ¢z = 1 e diferentes valores do parametro e. A
linha solida (azul), representa o valor de melhor ajuste global (e = —0.000023). Contudo, sobre largas

escalas, a curva com ¢ = 0.001 mostra um melhor desempenho. Valores maiores do € resultam em
oscilagoes (ndo observadas).
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Figura 4.3: O espectro de poténcia de matéria para ¢ = 1 (janela esquerda) e para ¢2 = 0 (janela
direita). Enquanto o valor de melhor ajuste total para ¢z = 1 ¢ e = —0.000023, obviamente, sobre largas
escalas a linha tracejada com ¢ = 0.001 d& uma melhor descrip¢ao. Isso corresponde & expectativa de
que as perturbacdes na energia escura sdo mais relevantes sobre largas escalas. Para ¢? = 0 as linhas
resultantes nao dependem do e.



Capitulo 5
Conclusoes

Nesse trabalho, foi mostrado que uma interagdo no setor escuro (matéria escura e ener-
gia escura) do universo pode dar origem a uma expansao em aceleragao transitoria, coisa que
algumas pesquisas recentes parecem indicar. A interacao foi a cancelar a constante cosmolo-
gica “pura” e mesmo assim, a parte da interagao dependente do tempo ¢é capaz de gerar uma
expansao acelerada. Enquanto, a estrutura detalhada da interagao fora escolhida por conveni-
éncia matematica, esto admite uma solugao analitica da dinamica do fundo, pensamos que esto
pode ser usado a discutir carateristicas gerais dos modelos de aceleragao transitéria. O modelo
ACDM néao é capaz de reproduzir tal comportamento, pois no futuro o universo seria domi-
nado pela constante cosmologica, o que causaria uma expansao acelerada para sempre. Fazemos
uma analise estatistica baseada sobre os dados das supernovas SNIa da amostra Constitution
reconsiderando a dinamica do fundo deste modelo. O modelo prediz um minimo futuro do pa-
rametro de desaceleracao ¢ o qual no futuro muda para valores positivos (como na figura 2.2).
Foi investigada a dinamica perturbativa do modelo nas ambas abordagens a newtoniana quanto
a relativistica. Usando uma simples parametrizagao para o termo de interagao perturbado no
regime newtoniano e incluindo perturbacoes da componente da energia escura com um simples
ansatz, confrontamos uma anélise estatistica, usando a colecao de dados da func¢ao de cresci-
mento [21]. Isto permitiu-nos quantificar, embora com uma grande dispersao, o papel do termo
de interacao perturbado e a contribuicao das perturbacoes da energia escura. As perturbacoes
da matéria desviam mais forte do comportamento do Einstein-de Sitter que para o modelo
ACDM (Fig. 3.1). Isto corresponde a uma maior diferencga para a fun¢ao de crescimento f(z).
O contraste da densidade passa através de um maximo perto do tempo presente e ird diminuir
no futuro. A constante gravitacional efetiva G.r; desvia consideravelmente a partir de G para
a > 1, mas a razao Gesr/G aproxima para a unidade novamente no limite extremo futuro
(Fig. 3.2).

A anélise das perturbacoes relativisticas para o sistema de duas componentes interagindo foi

realizada em termos das quantidades invariantes de gauge com a interpretacao fisica no gauge
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comovel. As perturbacoes nestes tipos de sistemas sdo intrinsecamente nao-adiabaticas. Para
separar a equacao da perturbagcao relevante assumimos por simplicidade, que as perturbacoes da
fracao da energia escura sao proporcionais as perturbacoes da fracao da matéria escura. A ana-
lise estatistica, com base nos dados do projeto 2dFGRS revela, que o fator de proporcionalidade
é muito pequena. Em outras palavras, aparentemente as perturbagoes da energia escura nao
parecem contribuir em escalas que sao relevantes para a formacao das estruturas. No entanto, a
nossa analise mostra também que a faixa de dados considerada nao é adequadamente descrita
por um fator constante. Para menores escalas, temos muito mais dados do que para escalas
maiores. Por conseguinte, os dados em pequena escala tém maior peso estatistico que os poucos
dados das escalas maiores. Em menor escala, as flutuacoes da energia escura sao irrelevantes,
de fato. Por outro lado, ¢ 6bvio, que em escalas maiores a melhor curva global nao fornece uma
boa descri¢do das observagbes. Um valor consideravelmente maior (mas ainda pequeno) dos
resultados de fatores mencionados, d4 uma melhor descricdo das observagoes (Fig. 4.3). Isso
indica um papel crescente das perturbacoes de energia escura com escala crescente, um assunto

que merece atengao nas futuras pesquisas.



Apéndice A
As equacoes de campo de Einstein

As equagoes de Einstein sao a geralizagao relativista da lei de gravitacao de Newton. A visao
de Einstein, baseada na igualdade das massas inercial e gravitacional, foi que nao existem forca
gravitacional. Ou seja o movimento de uma particula na influenca de uma forga gravitacional
na teoria Newtoniana, ¢ o movimento livre ao longo duma geodésica curva no espago-tempo
curvo na teoria da relatividade geral. A lei da gravitacdo de Newton diz como a massa gera a
forca gravitacional. As equacoes de campo de Einstein demandam que a matéria e a energia
curvam o espaco-tempo. Ele sabia que a conservacao de energia-momento de um continuo de
matéria e energia deve ser descrito covariantemente pela nulidade da divergéncia de um ten-
sor energia-momento simétrico de rango 2. Assim as equacoes de campo devem ser da mesma
forma: Um tensor de curvatura simétrico de divergéncia livre de rango 2 é proporcional ao
tensor energia-momento. O tensor de Einstein tem as propriedades corretas para representar a

parte geométrica das equacoes de Einstein.

As equacgoes de campo vacuo da teoria de relatividade geral

O principio variacional tem a forma
0S¢ = 0, (A.1)

onde Sg é a acao integral para a gravitacao. Sg tem uma natureza geométrica e é da forma

Sa = 5 | Llawlv=ad's. (A2)

onde kK é uma constante. A constante x sera determinada sobre o requerimento que as equacoes
de campo se reduzem as leis de Newton no limite de campo fraco.

A funcdo L[g,,] tem que ser um escalar para que a integral transforme de uma maneira
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invariante. Devido a simplicidade escalar involucrada, a curvatura ¢ o escalar de Ricci, usaremos
Llgw] = R—-2A, (A.3)

onde, temos introduzido também uma constante pura na acao, A.

Esta constante é chamada a constante cosmolégica. A agdo por tanto sera

Sqg = i/(R—QA) V—gd'z . (A.4)

Vamos a variar a agao dentro duma regiao infinitesimal V', deixando que a variacao da
métrica e da sua derivada sejam despreziveis na fronteira da regiao. Depois calculamos a variacao
da acao, e deduzimos as equacoes de campo de Einstein com o requerimento que 655 = 0 para
variagoes arbitrarias da métrica.

Escrevendo

1

Sa = o [ (Rugv=g-20v=g)d's. (A5)

fazendo a variagao achamos

556 = 5- / (¢"~/ =G5 By + R [¢"/=g] — 206 [v/=g]) d'z . (A.6)

Introduzindo um sistema local de coordenadas com simbolos de Christoffel despreziveis no V,

as componentes do tensor de Ricci se reduzem a

Ry = Th,—Th.,, (A7)
assim, temos
_ A A
OR, = o0y, —0l,, (A.8)

a variacao comuta com as derivadas parciais, de modo que
0Ru = (6Th,) , — (6Th) , 3 (A.9)

devido que as derivadas parciais da métrica sao despreziveis no V' a equacao anterior pode ser

escrita

g""oR,, = (g“”cSF;\W—g“’\éFZV)’A , (A.10)
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por simplicidade de calculo definimos o vetor
A urspA A s
A = ghvory, — ghhoTy, (A.11)
A equagao (A.10), agora, toma a seguinte forma
g"oR, = A, (A.12)

isso é uma divergéncia total, e aqui, de acordo com o teorema de Stokes (ou teorema integral
de Gauss), a integral deste termo somente contribui com os termos da fronteira. Devido que a

métrica e suas derivadas sao despreziveis sobre a fronteira de V', esto segue que

/ (9""V=goRw)d'z = 0, (A.13)

desta maneira o primeiro termo da equagao (A.6) nao contribui a 0S¢.

Agora, calculamos o ultimo termo na equacao (A.6). A variacdo de y/—g é

A ;W 1 9
W= { dg ﬂ ¥9as = 2y=g (0995) ¥9as (A-14)

usando a férmula

Cof*?
g°P

g= ZQQBCOfQB = , (A.15)

onde Cof*” ¢ a matriz cofator do elemento gn.s na matriz feita das componentes do tensor

métrico, obtemos

dg
8ga5

= Cof*? = g¢g*# (A.16)
e substituindo em (A.14), encontramos

VTG = 5980 (A17)
Agora, pode ser feito o seguinte
0[9"V=3g] = V=909" +¢"6V=g (A.18)
notamos que esto é suficiente para calcular dg,3. Devido a que temos

9"“9op = 0, (A.19)
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entao
0(9"%gap) = 0, (A.20)
no qual resulta

5904,3 = _gaugﬁuéguy' (A21)

Assim temos
1
§[9""V=g] = -y (59“”+ 59“”9“559a,a> :
1
= =g (5g‘“’ — §g“”gaﬁ§g°"3> ) (A.22)

Insertando as equagoes (A.17) e (A.22) no (A.6), obtemos

1 1
0Sq = o / V=g (RQB — §Rga5 + Agag) Sg*Pdx . (A.23)

As equagoes de campo vacuo da teoria da relatividade geral resultam do requerimento que
0S¢ = 0 para alguma variagao da métrica. Esto leva a
1

Rag—z

Rgas +Mgag = 0. (A.24)

As equacgoes de campo na presencia de matéria e energia

As equacoes de campo num ponto com tensor energia-momento nao desprezivel é obtido do

principio variacional
0(Seg+Sy) = 0, (A.25)

onde s); é a acao integral para a matéria e energia, a qual pode ser escrita como

S]y[ = /EM\/ —gd4x, (A26)

onde L), é a densidade lagrangiana da matéria e energia.

A variagdo do argumento na equacao (A.26) da

§[vV=9Lu] = m(;gw + W(; v (A.27)

v v 97,\ )
gt ag’y
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isso foi porque a Lagrangiana em geral depende da métrica e as derivadas da métrica. Esto é
0 caso porque a expressao para L) pode ser encontrada da relatividade especial substituindo
derivadas parciais pelas derivadas covariantes. Assim introduz simbolos de Christoffel, ou seja
derivadas da métrica, na expressao.

Definimos um vetor B por

B = a[va;ff i (A.28)
A

a divergéncia ordinaria (ndo covariante) de B é

v g,,\ )
8ng

A

09&”

B (aW——gm) s OVZIEM] 5 (A.29)

introduzindo isto no (A.27) temos

d\/—gL dv/—gL

5 [V=gLa] = L 9Eul s (OWVZILM) 5w | iy (A.30)
gt 897)\ \ ’

Assim, o termo f Bj}\dﬁ‘x contribui somente com o termo na fronteira, devido ao teorema integral

de Gauss. Desprezamos este termo na fronteira porque nos assumimos que a variacoes na

fronteira sao despreziveis. Entao finalmente temos

5Sy = / 8[\/__951‘4]—(8[@51‘4]) g ds . (A.31)

oghv ag'y

)

O tensor energia-momento 7}, de um sistema com densidade lagrangiana £, ¢ um tensor

simétrico definido por

_ 2 |9V—9Lm] [OV—9Lm]
T, = = | agw ( )A , (A.32)

8gff\”

que comparando com (A.31), encontramos

1

05u = —3

/Tw,\/—gég“”d‘lx : (A.33)

substituindo (A.23) e (A.33) no (A.25), temos entdo que o principio variacional da as equagoes

de campo da teoria de relatividade geral

1
R, — ERQW +Ag = KT, , (A.34)
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estas sao as famosas equacoes de campo de Einstein.

Contraindo a equagao (A.34), temos
R = —kT+4A, (A.35)

onde T'é o tensor energia-momento contrafdo, T' = T#. Introduzindo (A.35) em (A.34), obtemos

1
R, = Agu+k (T;w — §Tgw,> , (A.36)

essa equacgao reflete a simetria nas equagoes, o tensor de Ricci e o tensor de energia-momento
sao invariantes sobre uma permutacao entre os dois tensores. As equacdes do vacuo com uma

constante cosmologica sao
R, = Agu , (A.37)
com A = 0, encontramos

R[LV = 07 (A38)

devemos enfatizar contudo, que esto nao significa que o espaco-tempo seja plano. A razao é
que o tensor de Riemann consiste basicamente de duas partes, uma dé a contribui¢ao ao tensor
de Ricci sobre contragdo. A outra parte, o traco do tensor de Riemann, nao vai dar alguma
contribuicao ao tensor de Ricci. Assim, esto nao é determinado pelas equacoes de campo de
Einstein.



Apéndice B
As equacoes hidrodinamicas

A equacgao de continuidade

Se consideramos um elemento de volume fixo em coordenadas eulerianas ' (nao comoveis),
depois o indice de cambio dessa massa pode ser escrito

OM (t) Ip(x',t)

este indice é totalmente determinado pelo fluxo de matéria que passa pela superficie s que
rodeia o volume

a]\;t(t) = — fpvidsi = — /Av(pvi)ﬂ»d‘/ . (B.2)

As equagoes (B.1) e (B.2), sdo consistentes somente se

dp i
e + (pv'); =0. (B.3)

Essa é a famosa equacao de continuidade para os fluidos, que fornece a conservacao da massa
que reside no interior dum volume AV,
As equacoes de Euler

A aceleracao dum elemento diferencial de massa A M, é determinado pela forca gravitacional
= AMo, (B.4)
onde ¢ é o potencial gravitacional e a forca dada pela pressao p
A_M

; (B.5)

F;'pres — \%pdsz — _/ p,ZdV ~ _p,’L A V = _p,l
AV

70



B.0 AS EQUACOES HIDRODINAMICAS 71

Com a aceleracao

dvi(27(t),t)  Ov;  dxi(t) [ v O i
= ) = v | B.
9 dt ot dt  \ 9z o (3 (B.6)
da lei de forcas de Newton
A Mg; = F§™ + FP (B.7)
usando (B.4), (B.5) e (B.6), obtemos as equacoes de Euler
(%i : 1
o (v 7;5)vi + ;p,i +¢; = 0. (B.8)

A equacao de Poisson

Finalmente, a equacao que determina o potencial gravitacional é a bem conhecida equagao
de Poisson

Ap = 4AnGp . (B.9)

As equagoes (B.3), (B.8) e (B.9), junto com a equagao de estado p = p(p), formao um
conjunto completo de seis equacoes, as que permitem encontrar as seis funcées nao conhecidas
p, v, ¢ e p. A solucdo mais geral dessas equacoes tem que depender de quatro constantes,
a qual em nosso caso sdo quatro funcoes arbitrarias de z'. As equacoes hidrodinamicas sdo
nao lineares e em geral sao dificultosas de resolver. Contudo, ao estudar o comportamento das
pequenas perturbacoes em torno dum fundo homogéneo e isoétropo, ¢ apropriado linearizar-los.



Apéndice C

As perturbacoes newtonianas no modelo
ACDM

Nesse apéndice vai ser apresentado as perturbacoes Newtonianas no caso do modelo ACDM
estudado anteriormente.

Considerando que pp = 0 e da equagao de balango de energia da matéria desacoplada e para
O = 22 - ™ pode ser encontrado a equagao central do crescimento das perturbagoes (similarmente

a segao '3, 1)
Om + 2Hb,, — 4G b = 0, (C.1)

onde foi considerado o indice do Hubble para o modelo ACDM (2.40).
Pode ser de utilidade também escrever a equagao (C.1) em funcao da variavel a, fazendo

' dbp,
=—24=0 aH 2
Om T a=9a (C.2)

. S d
= —a H)aH = 1[0 aH + 6 H+ 6 aH'|aH . .
O 0= 7 (0! aH)a 0,,aH +6,,H +6,,aH'] a (C.3)

Por outro lado, derivando a equagao (2.40) com respeito a variavel a, obtemos

3 H2Q)
H = ——=0CM,=3 CA4
2% H (C4)

Para o termo 47Gp,, em (C.1) podemos escrever
- 3106 -3
AnGpy = §HOQmOa . (C.5)
Agora, substituindo (C.2), (C.3), (C.4) e (C.5) em (C.1), temos
1 H? H? .
o+ 2 [1 — =20, } 5 — i—OQmOa*S(Sm = 0. (C.6)

2 H? " 2a% H?
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Escrevendo a equagao (2.40) na forma

H2

e substituindo-a em (C.6), obtemos

3 Wir 3 H2
ot o [HimQA} 5 _272{ 00|60 = 0. (C.8)

que é a equacao central do crescimento das perturbacoes Newtonianas para o modelo ACDM.
Notar que no caso em que 2, = 0, recuperamos o caso do universo de Einstein de Sitter.
Agora, introduzindo aqui, a funcdo de crescimento (3.37) definida na se¢a 3.1, obtemos

d H2 H2
F{m+f2+g(;ﬂ2 A_‘)f_‘( ——OQA) =0, (C9)

que define a equacao da evolugao da funcao de crescimento no modelo ACDM.



Apéndice D

A equacao de Raychaudhuri

Vamos considerar em toda generalidade o que acontece com uma congruéncia (colegao) de
particulas tendo uma quadrivelocidade u® que caem sob sua propria gravidade. Nos sabemos
do movimento do fluido que esto pode sofrer os seguintes efeitos:

1.

Expansao ou contracao do volume a qual ¢ dado pela divergéncia de u®, definido como
O =uf,.

Cisalhamento, distor¢ao em forma, sem alteracao do volume, é dada por um tensor simé-
trico, que é traco livre (sem variagdo em volume) e ortogonal a u®, definido por

1

hes© | D.1
5 s (D.1)

Oaf = Uap) T UlUg) —

onde U(a;p) = 5(Uass + Usia) € has = Gap — Uals.

Rotacao ou vorticidade, rotagao sem mudanca na forma, dada por um tensor antisimétrico
ortogonal ao u®,

Wap = Ulasp) T Ualig) , (D.2)
onde wfa;5) = 5(Uasp — Upia)-

Aceleracao devido a forga nao-gravitacional como a gradiente de pressao, é um vetor
definido por i, = ussu? o qual é ortonormal a u®.

Agora, das equagoes (D.2) e (D.1), obtemos

1
UQ;ﬁ = UQU/IB + waﬁ + Uaﬁ + g@hafj . (D3)

Por outro lado, pela definicao da curvatura de Riemann

«@ a _ a v
Uy — Upnp = T pu” (D.4)
contraindo oo = f3
Uy, —ul, = Ry u”=—Rj v’ =—-R,u", (D.5)
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multiplicando por v” e fazendo a contracio v = 3
(g — uha) v’ = —Rygu’u” (D.6)

e tendo em consideracao que u?;,ﬁuﬁ = O, obtemos

S —ufu’ = —Ryguu’ . (D.7)
Depois escrevendo
u%;auﬁ = (uj’ﬁuﬁ);a - u%u’i
= i — gwgﬁyuu;ﬁuwa ) (D.8)

usando (D.3) e tendo em consideracdo as propriedades de simetria e anti simetria, encontramos

[0}

1
ufou’ = ul, — 562 +2(w* —0?) (D.9)

onde foram definidas as quantidades w? = tw,sw® e 02 = 10,50°".

2 2
Entéo, se substituimos (D.9) em (D.7)

o1
O + 592 +2(0® —w?) — 4% = Rapuu’ . (D.10)

Por outro lado, das equacoes de campo de Einstein

1
R — 59”53 = KT,
R—-2R = kT, =«kT, (D.11)
entao
1
Ry = k(Ts— 5908T) , (D.12)

2

multiplicando por u? e usando o tensor de energia-momento para um fluido perfeito T, =
pu,u, + phy,, obtemos

Rypuu’ = g(p+3p). (D.13)

Por ultimo, substituindo (D.13) em (D.10), obtemos a famosa equagao de Raychaudhuri

L1
6 +307+2(o" —u?) i, = g(p+3p). (D.14)
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