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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar como se da a correspondéncia entre teoria de cali-
bre e conexoes em espacos fibrados. Mais precisamente estabelecemos um dicionéario entre
a teoria de calibre da mecanica quantica de uma particula carregada sujeita a um campo
eletromagnético e o estudo das conexoes em fibrados por circulos e por retas complexas.
Em seguida, analisamos dois objetos de estudo em fisica utilizando o conhecimento ad-
quirido no estudo da geometria de espacos fibrados. As classes de Chern e a holonomia de
uma conexao nos fornecerao uma visualizagao geométrica de, respectivamente, monopolos

magnéticos e o efeito Aharonov-Bohm.

Palavras Chave: FEspacos fibrados, Conexoes, Classes de Chern, Teoria de calibre,

Monopolos magnéticos, efeito Aharonov-Bohm.






Abstract

The aim of this work is to present how works the correspondence between the gauge
theory and connections in fiber bundles. More precisely establishing a dictionary between
gauge theory of the quantum mechanics of a charged particle under the influence of an
electromagnetic field and the studies of connections in circle bundles and line bundles.
Then, we analyzed two objects of studies in physics using the knowledge acquired in
the study of the geometry of fiber bundles. The Chern classes and the holonomy of a
connection will provide a geometrical visualization of, respectively, magnetic monopoles
and the Aharonov-Bohm effect.

Key Words: Fiber bundles, Connections, Chern classes, Gauge theory, Magnetic

monopoles, Aharonov-Bohm effect.
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Introducao

Tullio Levi-Civita utilizando-se do calculo tensorial, desenvolvido por ele juntamente com
seu orientador Gregorio Ricci-Curbastro, estendeu a nogao de conexao originalmente de-
senvolvida por Elwin Bruno Christoffel, objeto que se mostrou fundamental no entendi-
mento e estudo da geometria riemanniana. Mais tarde, Elie Cartan percebendo que este
objeto era central, direcionou esforcos na tentativa de estender este conceito a outros am-
bientes além da geometria riemanniana. Foi seu aluno, Charles Ehresmann, quem colocou
as ideias de Cartan numa forma unificada, para isto ele utilizou o emergente conceito de
espacos fibrados. Tal formalismo ¢ conhecido como conexdes em espacgos fibrados. O ad-
vento do calculo tensorial também possibilitou uma formulagao da teoria eletromagnética
proposta por James Clerk Maxwell. Por algum tempo permaneceu a questao de que se
a teoria de Maxwell respondia por todos os fenomenos relacionados as forgas elétrica e
magnética. A entdao recém surgida mecanica quantica forneceu uma resposta negativa
para tal questao. De fato, existem fenomenos relacionados a estas forcas que nao sao
previstos nem explicados pela teoria de Maxwell.

Um ponto alto da teoria quantica foi quando Hermann Weyl percebeu que a mecanica
quantica que descreve a interacao entre uma particula carregada e um campo eletromag-
nético é completamente reobtida de uma teoria mais simples quando se impoe um certo
principio, a este ele chamou de principio da invariancia de calibre. A toda teoria desenvol-
vida de maneira similar chama-se hoje, em fisica tedrica, de teoria de calibre. Foram Wu
e Yang que perceberam que os ambientes geométrico de conexoes em espagos fibrados e
fisico de teoria de calibre sao na verdade diferentes descri¢goes de um mesmo objeto. Neste
sentido, o objetivo deste trabalho é apresentar como se da tal correspondéncia, estabe-
lecendo assim um dicionario entre geometria e fisica. Objetivando uma melhor didatica
e maior conforto do leitor, optamos por apresentar como tal correspondéncia é dada nos
exemplos mais simples de cada lado. Em geometria, veremos fibrados em circulos e em
retas complexas, que sao casos particulares de, respectivamente, fibrados principais e ve-
toriais. E em fisica, veremos a teoria de calibre da mecanica quantica de uma particula
sujeita a um campo eletromagnético.

No capitulo 1, com o intuito de estabelecer as notagoes e resultados necessérios ao longo
do texto, apresentamos diferentes formulacgoes do eletromagnetismo, a saber: vetorial,

tensorial e exterior. A formulacao tensorial, além de ser mais consistente, nos permitira



2 INTRODUCAO

apresentar ao leitor algumas operacoes com tensores muito comuns nos cursos de fisica
porém nem tanto nos de matematica. A formulacao exterior sera conveniente para nossos
objetivos. Ainda neste capitulo, aproveitamos a linguagem inserida e apresentamos ao
leitor conceitos basicos de teorias fisicas de campos, que sao essenciais para o estudo das
modernas teorias de calibre. No segundo capitulo apresentaremos os objetos geométricos
em pauta, fibrados em circulos e em retas complexas e algumas de suas propriedades, bem
como suas conexoes e objetos delas provenientes. Ainda neste capitulo apresentaremos
um conceito fundamental em nossa exposicao, a classe de Chern, e o concluiremos com o
primeiro ponto alto do trabalho, um profundo teorema devido a Chern. Finalmente no
capitulo 3, faremos uma exposicao da referida teoria de calibre para em seguida apresentar
a prometida correspondéncia entre geometria e fisica. Concluiremos o trabalho expondo
nosso segundo ponto alto, que é a apresentacao de dois objetos de estudo em fisica e suas
identificacoes como objetos geométricos.

Assumimos do leitor, como pré-requisito, um conhecimento basico de variedades dife-
renciaveis que inclua, por exemplo, seus espacos tangente e cotangente, campos de vetores
e formas diferenciais sobre estas e ainda o teorema de Stokes. Além disso uma familiari-
dade com elementos basicos de geometria riemanniana sera indispensavel para a leitura
das secoes 1.2 e 1.3 e ainda permitird uma melhor apreciacao das secoes 2.2 e 2.3. Tam-
bém assumimos que o leitor ja teve algum contato, a nivel elementar, com a teoria classica
do eletromagnetismo. Para uma apresentacao da teoria de variedades e de elementos ba-
sicos de geometria riemanniana indicamos [1], [37], [21], [14] e [32]. Para um contato

introdutdrio com a teoria eletromagnética recomendamos [25].



Capitulo 1
Teoria de campos: Eletromagnetismo

Neste capitulo apresentaremos o moderno estudo da teoria eletromagnética em diferentes
formulagoes: vetorial, tensorial e exterior. Além disso o faremos dentro do contexto mais
geral das teorias classicas de campos. Para isso utilizamos como referéncias principais os
seguintes textos: [25], [17], [35], [24] e [3].

1.1 Vetores e o eletromagnetismo

Ao longo do texto consideraremos aplicagoes sempre de classe C'*°; a menos de mengao
contraria. Nesta se¢ao faremos uma breve apresentagao dos conceitos basicos referentes a
teoria de Maxwell do eletromagnetismo, a saber: equacoes de Maxwell, forca de Lorentz,
potencias de calibre e transformacoes de calibre. A concluiremos com dois exemplos que

serao centrais para nossos objetivos futuros.

1.1.1 As equacgoes de Maxwell

Em sintese, a teoria de Maxwell do eletromagnetismo pode ser descrita como o estudo
dos campos elétrico FE(t,r) e magnético B(t,z) definidos sobre um aberto Q C R? e
que eventualmente dependem do tempo, i.e., aplicacoes E, B : R x Q — R3, estudando
como estes interagem entre si, como sao influenciados por uma corrente elétrica j(t, z) :
R x  — R? e por uma densidade de carga p(t,z) : R x  — R e ainda como interagem

com uma particula pontual carregada. Este ultimo é dado pela forca de Lorentz

F=ma=q(E+vxB), (1.1)

3



4 CAPITULO 1. TEORIA DE CAMPOS: ELETROMAGNETISMO

d?x(t)
dt?

x(t). As demais interagoes sdo dadas pelas equagoes de Maxwell

onde a = a(t) = ¢ a aceleracao da particula que percorre a trajetoria descrita por

V-B=0 (1.2)
0B

— = 1.
8t+VXE 0 (1.3)
v.E=" (1.4)

€o

OF 9 ]
E—CVXB— 0 (15)

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e ¢y é a permissividade elétrica do vacuo, duas

constantes fisicas.

Em geral consideram-se sistemas confinados, ou seja, existe alguma superficie com-
pacta S tal que j e p se anulam identicamente em S U U, onde U é a componente conexa
do infinito de R? —S. Neste caso as equacoes de Maxwell tém uma importante consequén-

cia garantida pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.1 A carga total ), dada por

Q= /de:c,

permanece constante ao longo do tempo t.

Demonstracao. Primeiramente verifiguemos a validade da equacao

dp

9 _ . 1.
5 V- (1.6)

conhecida como equagao de continuidade. Tomando o divergente de (1.5), temos

v. (8—E—02VXB) v ( i)
ot €0
NV -E oy (vxp) ( J)
ot
av E ( y)
e substituindo (1.4),
O (N
Goat B €0
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Derwando a carga total em relagcao ao tempo e ultilizando a equacao de continuidade,

encontramos
9@ _ 9 / dx
ot~ ot \Jo"
_ [ 9

:/—V-jda:
Q

(Teo.Gauss) = —/S<j,n> dA

onde a sequnda igualdade seque pelo Teorema da Derivagdo sob o Sinal da Integral e
a ultima igualdade seque pelo Teorema de Gauss da andlise vetorial. Como j se anula

identicamente sobre S, temos que (j,n) = 0. Logo,

0Q
E—O.

Ou seja, a carga total € preservada, o que justifica o nome da equagdo (1.6). m

1.1.2 Potenciais de calibre

Outro ponto importante desta teoria é que a equagao de Mazwell homogénea V - B = 0
é automaticamente satisfeita se B =V x A para algum campo A, pois V - (V x A) = 0.

Assumindo a existéncia de tal campo e substituindo na segunda equacao homogénea,

temos:
%—f +VxE=0=
ava—:A—kaE:Vx <%—?)+VXE
=V x <aa—f + E)
=0.
Tal equacao é automaticamente satisfeita se % + E = —V¢ para alguma funcao diferen-

ciagvel ¢, pois V x (V¢) = 0. A primeira vista, a existéncia de tais A e ¢ parecem um
tanto forcada, no entanto, veremos que suas existéncias podem ser garantidas localmente.

Assim é natural que busquemos solucoes para as equacoes de Maxwell da forma:

B=VxA (1.7)

9A
E=-Vo— "
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pois, nestas condicoes, as equagoes homogéneas sao automaticamente satisfeitas. Eviden-

temente, nao basta encontrar um campo de vetores A e uma funcao diferenciavel ¢, pois

ainda temos outras duas equacoes de Maxwell a serem satisfeitas. Por isto, o seguinte

resultado é necessario.

Lema 1.2 Para que um par A e ¢ seja solugdo das equagoes de Mazwell através de (1.7),

estes devem satisfazer

18% 0 1 96
M SaE T T, B {V”“c_?at]

124 1 1 96
-5 — gl iviveas 35

Demonstracao. Basta substituir (1.7) primeiramente em (1.4) e assim

ﬁzv.E
€0
9A
:V'(_V(b_E)
:_A¢_M_

ot

. 2 . .
Subtraindo C%% dos dois lados e rearranjando os termos, encontramos

1% a[v.A 1a¢}.

Ao e Ot
Substituindo agora em (1.5), obtemos

j OF

— L =" _PAVxB
€0 ot
V¢ — 24
:8( Vgt at)—CQVX(VXA)
_Vop— 24
:8( Vgt 3t)—02(V(V-A)—AA)
0 9*A
:‘V(a—f)‘ﬁ—é(wvm—M)-

Por fim, multiplicando ambos lados por c% e rearranjando os termos, temos

1924 1 1 9¢
AA—- S —=—-—== A+ =—|.
c? ot? 2 e v {V * c? (‘%1

Assim passamos do problema de resolver as quatro equagoes (1.2) - (1.5) para o de

resolver as duas em (1.8), (1.9). O seguinte resultado é de grande relevancia na teoria de

Maxwell, pois garante que tais solucoes nao sao unicas.
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Lema 1.3 Se o par A e ¢ € solugao para as equacgoes de Maxwell, entao para qualquer

fungao diferenciavel x, a transformacao

o _aX

A= A=A+ Vy

(1.10)

produz novas solucoes.

Demonstracao. De fato, basta verificar que tal transformacao nao altera os campos F
e B, o que ¢ uma conta simples substituindo (1.10) em (1.7). =

A invariancia garantida pelo resultado anterior foi logo percebida historicamente e se
mostrou uma poderosa ferramenta para se resolver as equagoes diferenciais provenientes

da teoria de Maxwell, como vemos no

Exemplo 1.4 Dada uma solugao (A’,¢'), podemos encontrar uma solugdo (A, @) tal que

V-A+ c%% =0, pois basta escolher, caso ezista, x(t,x) tal que

1 0%y , 10¢
e VAT

que € o que se chama de uma equagao da onda com fonte. Entdo

V”*ﬂgg—V%A+VM+§9@£%Q
ZV-A'+V-VX+C%%_C%%
2
:(V.A’+é%)+(v.vx_ci2%>

0

e neste caso as equagoes (1.8) e (1.9) se reduzem a

19 p
2o o

19?PA 1
2o e

que sao equacoes de onda com fonte, porém mais simples de serem resolvidas do que
(1.8) e (1.9). Observamos ainda que existem consideracoes adicionais em termos de
condigcoes de fronteira, elas estao ligadas ao fato de que a propria escolha do x tem a
sequinte invariancia: x — X' = x+§, onde {(t, x) € qualquer solu¢do da equagao de onda

A 2 . . ~ ~ .
homogénea (sem fonte) A& — C%% = 0, mas tais consideragoes sao irrelevantes agora.
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Em fisica, o par (¢, A) é chamado de potencial de calibre e (1.10) de transformacgao
de calibre. Mais adiante conheceremos a motivacao dessa nomenclatura e por que a in-
variancia por transformagoes de calibre é considerada o principio fundamental da teoria
eletromagnética. A escolha de A e ¢ dada no exemplo anterior é chamada de calibre de
Lorentz. Naturalmente se apresenta a seguinte questao: Os campos A e ¢ tém alguma
relevancia fisica ou sao resultados de mera manipulagao matematica? Mais adiante ve-
remos uma resposta plausivel para tal pergunta. A seguinte observacao serda de grande

utilidade neste sentido.

Exemplo 1.5 Em termos dos potenciais de calibre, a expressdo para a forca de Lorentz

¢ dada por
ma=q |V (0. 4) =0

De fato, seque de (1.1) e de (1.7) que

_dA
dt |’
ma = q(E +v X B)

ZQ{—V¢_%+UX(VXA)1.

Sabemos do cdlculo vetorial que v X (V x A) =V (v, A) — (v, V) A e que

dA DA 01,04  0A
a "ot i aon, o TV
Assim
[ dA
ma = q —vgb—E+<U,V>A+V<U,A>—<U,V>A
: dA
[ dA
— 4|V -0 - 5.

1.1.3 Potenciais de calibre do monopolo e do solenoide

Concluiremos esta secao inicial com dois exemplos que serao centrais mais adiante.

Exemplo 1.6 (Potencial de calibre do solenéide) Considere um fio condutor em for-
mato de hélice com raio a e que se estende infinitamente para cima e para baizo. Tal
aparato € chamado solenoide. Consideremos, por conveniéncia, este enrolado em torno

do eixo z. Entdo ele produz um campo magnético

B(t.z) = (0,0, By) se p=+/(22+y?) <a
’ (0,0,0) se p=+/(224+y?) >a
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e ndo produz nenhum campo elétrico (ver se¢ao 5.3.3 de [25] e se¢ao 13.5 de [19]). Como
E e B sao constantes, eles claramente satisfazem as equagoes de Mazxwell. Queremos
encontrar um potencial de calibre para este campo. E facil verificar que, dentro do sole-
noide, i.e., para p < a, a escolha (como E(t,z) =0 temos que ¢ € trivial e portanto nos

preocuparemos apenas com A) A(t,z) = 5o

= 7(—y, x,0) serve como potencial pois

B
B=Vx A=V x B’(—y,x,m] = (0,0, By).

Também vemos que este nao pode ser estendido a todo o dominio, pois B = 0 fora do

solenoide. Poderiamos, a primeira vista, imaginar que

Alt, 7) Bo(—y,2,0) se p=+/(22+y?) <a
,fL’ =
(0,0,0) se p=+/(224+y?) > a

seria uma boa escolha para o potencial, mas esta conduz a inconsisténcias. Considere por
exemplo um disco D fechado de raio p > a contido no plano xy. Por definicdo, o fluxo

magnético que passa por D €
QD:/B-ndA:BO/ dA = Byma®,
D /

onde DI é o disco de raio p = a. Mas temos também

q>:/B.ndA:/(VXA).ndA:fA.drzo,
D D

r

onde I' € a fronteira de D e a ultima igualdade seque pelo Teorema de Stokes. Logo
devemos ter um potencial que gere um campo magnético nulo fora do solenoide, porém
que nao conduza a nenhuma contradicdo em termos do fluro magnético. Para encontrar
um potencial adequado para a regiao fora do solenoide, observemos duas coisas:

i) Dentro do solenoide o potencial € circular ao redor do eizo z, entdo podemos esperar
comportamento similar fora, i.e., A~ (—y,x,0).

it) Para qualquer disco no plano xy com raio py > a a integral de linha de A sobre

2

sua fronteira deve ter o valor constante Boma“. Mas esta é proporcional ao raio p e ao

mddulo do campo A, logo |A| deve variar de maneira inversamente proporcional a p, i.e.
1
V@ +2)

Combinando estes dois argumentos, € esperado encontrar A da forma

Al =

A=k ((leyyzr o y?)’o) |
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Observe que este A conduz a um campo magnético identicamente nulo
VXxA=Vx |k ) ,0
{ ((:vz +y?) (2?2 +9?) ﬂ

k(ao a( )a( y)aoa( )6( y))

= £(0,0,0).

Resta-nos, portanto, apenas encontrar o valor da constante k, o que € feito considerando-
se o valor do fluro magnético através de um disco de raio py > a. Parametrizando a

fronteira do disco por r(t) = (pocos(t), posen(t),0) com t € (0,2m), temos

CD:]éA-dr:/A-T'dt

= et st s sy ) st mcos0,0))

7 g sen(t)? + pi cos(t)?
=Lk 5 dt
o pAlcos(t)? + sen(t)?)

= k27

0 que serd consistente se

Bya? P
® = Byna® < k21 = Byma® < k = L
2 27
E assim, encontramos um potencial de calibre adequado para descrever o solenoide:

A( ) %(_waao) se p= (xZ + y2) <a
t,l’ = R B .
BO2 2 ((7f2+yy2)’ (z2+y2)70> sep=+/(22+y%) >a

o(t,z) = 0.

Exemplo 1.7 (Monopélo magnético) Considere uma particula eletricamente carre-
gada e estdtica na origem do R3. Pelalei de Coulomb, esta cria um campo eletromagnético
em Q) = R? — {0}, constante no tempo, dado por
q

\/(a:2 +y2 4 22)°
B(t,x) =0

q
E(t,z) = (r,y,2) = ﬁer

onde q é a carga da particula e (r,¢,0) sio as coordenadas esféricas de R3, com respectivos
vetores tangentes (e, ey, eg). Cdlculos diretos mostram que este satisfaz as equagoes de
Mazxwell, lembrando que neste caso nao temos matéria, ou seja, densidade de carga e
corrente elétrica sao ambos nulos. Ainda temos, neste caso, que
q
)=t
A(t,z) =0
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¢ um potencial de calibre, pois B(t,x) =0=V x0=V x A e
0A
ot
_1
= -V (—q(x +y7 4 2%) 2) —0

E(t,z) = —-V¢ —

_y (% (x2—i—y2—i—z2)_% 21;,% (x2—|—y2—i—z2)_% 2%%(%2+y2+22>—§ 22)
x y z )

=q( : :
Va2’ Ja gz’ Jw g+

O andlogo magnético desta situagcao nunca foi encontrado na natureza, porém Dirac, em

seu célebre artigo [12], supds tal existéncia e mostrou que esta levaria a grandes con-
sequéncias, como veremos na secao 3.2 deste trabalho. Considere uma particula estdtica
na origem com “carga magnética” g, note que (por analogia ao caso da particula elétrica-

mente carregada) esta produz um campo eletromagnético em 2 = R® — {0} dado por

. g
\/(a:2 +y?+ 22)3

Novamente, cdlculos diretos mostram que este satisfaz as equacoes de Maxwell. Queremos

9
(x,y,2) = g

agora encontrar um potencial de calibre para descrever tal situagdo. Como E = 0 nos
preocuparemos apenas com A. Primeiramente observe que ndo existe um unico potencial
em todo Q. = R3 — {0}. De fato, supondo tal existéncia, teriamos por um lado que o fluzo

magnético através de uma esfera de raio R centrada na origem seria

c1>:/B-dS:/~"2 -ndA
S2 g2 T

9 o 2
R2 dA §47TR
= 47Tg

e por outro, o Teorema de Stokes nos garantiria que

cp:/ B-dS - /SZ(VXA)~d3

:/ (V x A)- d5'+/ (V x A)-dS
S?
:7{14 dr+fA~dr:j{A-dr—7{A-dr
C Z C C
=0

)

onde ST e S? representam o hemisfério norte e sul da esfera, respectivamente, e C' o

equador.
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Apesar de nao termos existéncia global, ji sabemos da existéncia local do potencial
de calibre. O que faremos agora € apresentar uma cobertura de €2 por dois abertos e
um potencial definido em cada um deles. Considere o aberto U, = Q — Z_ tal que
Z_ = {(0,0,z) € R® : z < 0}. Tal conjunto é um exemplo do que é conhecido em
fisica como corda de Dirac, t.e., uma curva continua que comega na origem, nao Se

intersecta e se prolonga infinitamente em uma dada diregao. Um cdlculo direto mostra

g
rsen ¢

que Ay = (1 —cos)eg € um potencial de calibre em U,.. De fato, lembrando que em

coordenadas esféricas temos A = A,e, + Agey + Ageg de onde seque que

1 0 0
VxA= m— (a—¢ (Agsen ) — %Ab) er

,

1 1 0 0

- — A, ——(rA

r (senqS@H "oor (r 9)) “

1 /0 0

; (E (TA¢) — 8_¢AT) €g,
entao

1 0
V X A+ = w (8_¢) (AQ Sengb)) e,
1 0 (g(1—cosg)
~ rseng \ ¢ r “r
g
r2sen ¢ (=seng)er

_9,

= 3er
Analogamente, A_ = Ts_eg¢(1 + cos ¢)eg € um potencial de calibre em U_ = Q — Z,, onde

Z, =1{(0,0,2) € R3: z > 0}. Claramente A, e A_ ndo coincidem na intersecao de seus
dominios e nao poderia ser diferente, pois, caso contrdrio, teriamos um potencial global.

Explicitamente, em Uy NU_ wale

A+—A:{ J (1 —cos¢) —

rsen ¢ rsen ¢

(1 + cos gb)] €o

rsen

:{ g (1—cosqb+1+cosqb)}69

29
= e
rsen ¢ o

=V (290),

onde o operador gradiente € calculado em coordenadas esféricas, i.e.

of  10f 1 of

vi= o + ;G_gb% + rsen¢%€9'

Isso nos diz que Ay e A_ diferem por uma transformagao de calibre com x = 296, portanto

descrevem a mesma situacdo fisica.
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1.1.4 Resumo

Na verdade, a maneira que Maxwell propos a sua teoria é um tanto diferente da expomos
aqui. De fato, a diferenca fundamental é que tal formulacao era baseada na matematica
difundida na época, e a matematica utilizada aqui, o calculo vetorial, s6 tornou-se popu-
lar algum tempo depois. Até entao, contas e operacoes eram todas feitas componente a
componente. Nao é dificil para o leitor se convencer do quanto a notagao vetorial forne-
ceu em termos operacionais e de notacao. Efetivamente, sem este dispositivo, teriamos
de trabalhar com as seis funcoes diferenciaveis correspondentes as componentes de cada
campo ao invés de lidarmos com dois campos de vetores F e B. Além disso, ao invés das
quatro equagoes diferenciais (1.2) - (1.5), terfamos oito.

De maneira muito similar, temos a influéncia direta do desenvolvimento de certas
areas da matemadtica para novas formulacoes da teoria de Maxwell, a saber o célculo
tensorial desenvolvido por Gregorio Ricci-Curbastro e o calculo exterior desenvolvido por
Elie Cartan, ambos por volta de 1890. Nas préximas duas segoes veremos como formular

a teoria de Maxwell em termos do cdlculo tensorial e do cdlculo exterior.

1.2 Tensores e o eletromagnetismo

Quando Maxwell unificou eletricidade, magnetismo e otica através de sua teoria do
eletromagnetismo ele o fez para um sistema de referéncia em repouso. Porém nao se
sabia como mudar as equacoes entre diferentes referenciais inerciais, problema que s6 foi
resolvido por Einstein em1905 no seu tour de force sobre a eletrodinamica dos corpos
em movimento ([16]). Foi Hermann Minkowski quem formulou a teoria eletromagnética
de maneira conveniente a realizar a mudanca de referenciais. Nesta formulacao espaco e
tempo sao vistos agora como uma unica entidade quadridimensional e objetos que antes
eram vetores tridimensionais sobre um espaco tridimensional passam a ser novos objetos
conhecidos como tensores sobre esse novo espaco-tempo. Para mais detalhes histoéricos
sobre o desenvolvimento paralelo da fisica e da matematica aqui abordadas, o leitor inte-
ressado pode consultar [48].

Nesta secao nos ocuparemos de formular a teoria eletromagnética tal qual feito por
Minkowski. Iniciaremos apresentando conceitos e fatos gerais relacionados a tensores para
em seguida apresentarmos fatos basicos relacionados a relatividade restrita, o que por fim

nos permitira apresentar a prometida formulacao.

1.2.1 Tensores e pseudométricas

Antes de formularmos a teoria de Maxwell numa linguagem tensorial, daremos uma breve

apresentacao dos conceitos e resultados necessarios, a comecar pela
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Definicao 1.8 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K de dimensao n. Uma apli-
cagao
T:V'x.xV'xVx..xV—=>K

q-vezes p-vezes
¢ chamada de tensor se for (q + p) K-linear. Neste caso, dizemos T é um tensor do tipo
(q,p), ouT é um tensor g-contravariante e p-covariante. Chamamos de posto do tensor a

soma (q + p) e denotamos por T(V') o espago de todos os tensores de tipo (q,p) sobre V.

Exemplo 1.9 Um escalar é um tensor do tipo (0,0). Um wvetor é um tensor do tipo
(1,0). Um covetor (elemento do dual) é um tensor do tipo (0,1). Um produto interno é

um tensor do tipo (0,2).

Antes de prosseguirmos, vamos convencionar alguma notacao. Primeiramente, vamos
utilizar sempre a convencao de Einstein para indices, onde a repeticao de um indice num
mesmo fator indica soma sobre este indice. Usaremos também dois simbolos muito comuns

na literatura em fisica, o delta de Kronecker:

, 1 =
Gi=by=4 ']
Osei+#j

e o simbolo de Levi-Civita:

1 se 11...1, ¢ uma permutacao par de 1...n
€0, = & —1se ;...i, é uma permutacao impar de 1...n

0 caso contrario

Vejamos alguns exemplos para fixar estes conceitos.

Exemplo 1.10 Sendo v,w € V dois vetores do espaco vetorial V de dimensdo n e A

uma matriz n X n com entradas a;j, tal que v = Aw, entdo em relagio a uma base {e;}7_;,

n n n
v = E v'e; = E E a;w] e;.
i=1

i=1 \j=1

temos

Z’.
J
devem ser somado de 1 a n, pois esta é a dimensao do espago. Mas, como e; é uma base,

Com a convengao de FEinstein teremos v = v'e; = aw’e;, onde fica claro que os indices

vale a igualdade v' = az.wj. Observemos que aé representa o elemento que se encontra na

1-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A. Agora, se considerarmosv = Aw+k, k €V,

v = iviei + ikz"ei = i [(ia@wﬁ + K
i=1 i=1 j=1

i=1

teremos

€;.

1;.
j
indice 7 aparece repetido em um mesmo fator.

De acordo com esta convencgao, v' = a‘w’ + k', o que nao gera confusao pois apenas o
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Exemplo 1.11 Com as mesmas notagoes do exemplo anterior, suponha que v = (A +

A)w, onde I = (8%) ¢ a matriz identidade e X\ uma constante. Assim,

v = Z <Z /\5§wj + Zaj-wj) €;.
i=1 \j=1 j=1
Desta forma, a equagao v = (Adj-wj + a?wj) e; nos diz que
v' = M + dlw’ = dw' + alw’.

A notacao utilizada aqui, como veremos, nao é apenas troca de simbolos, de fato ela
ja fornece vantagens imediatas. Vemos, por exemplo, o quanto é mais facil e direto obter
certos resultados de algebra linear com essa nova linguagem. Iremos ilustrar um destes

através do seguinte

Exemplo 1.12 O produto vetorial C = A x B em R® com coordenadas cartesianas é
dado por
(CH,C? C?) = (A*B® — A°B* A°B' — A'B®, A'B* — A*B").

Sem dificuldade podemos verificar que ele pode ser expresso em notacao tensorial por
Ci = EijkAjBk.

Ainda, dado um vetor D = D'e; de R®, o produto triplo (D, A, B) = (D, A x B) € dado
por
DiEZ’jkAjBk = EijkDiAjBk

e como jki e kij sao permutacoes pares de 15k, temos € = €rij = €k, logo
EijkDiAjBk = EkijDiAjBk = EjkiDiAjBk

o que nos diz que (D, A, B) = (B, D, A) = (A, B, D), que € um resultado de dlgebra linear

conhectdo como propriedade ciclica do produto triplo.
A seguir vemos as operagoes basicas feitas com tensores.

Defini¢ao 1.13 Dados um tensor T do tipo (q,p) e um tensor S do tipo (q,p), definimos

sua soma como
(T + S) (W, .oy w01, ey vp) = T(Wh ooy w0y, s 1) + S(Wh oy w vg, e, ).

Definicao 1.14 Dados um tensor T do tipo (q,p) e um tensor S do tipo (s,r), definimos
seu produto tensorial como

1 q ,qt+1 q+s
(TR S)(w, .o, wl, w?™ L wT™ e, oy €y €pity ey Epir)

= 1 +1 +s5
=T(w,...,wl e, ...,e) - S, ., w?™ ey, .., €pir).
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Defini¢ao 1.15 Dado um tensor T do tipo (q,p), podemos obter um tensor K do tipo

(g —1,p—1) da sequinte maneira
K (w1, ooy Wye15 V15 ey Up—1) = (W1 ooy Wim 15 O Wiy ey W, V14 ey Upp—15 W, Uy ey Up—1 ).
Tal operagao é chamada contragao (n,m) por o e w do tensor T.

E um resultado bem conhecido da dlgebra multilinear (cf. [1]) que dada uma base e;
de V e sendo dz’ sua base dual, entao qualquer tensor do tipo (g, p) pode ser escrito de
maneira tnica na forma

T=T""e) @ .0 e ®dt" @ .0 dz” (1.11)

J1---Jp

onde os indices 7 e j percorrem a dimensao do espaco V.

Observacao 1.16 Desta maneira, uma vez firada uma base, tem sentido estudar o tensor
pensando em suas componentes. Assim para as operagdes bdsicas entre tensores temos
que dada uma base {e;} e sua base dual {dz’}, o tensor K =T + S € caracterizado pelas

componentes K" tais que

K=K ®..0¢ ®d"®..ode

J1---Jp

onde K" = Tt + Si730. O tensor G = T ® S € caracterizado pelas componentes

01...0 R
Gjl---jl;:»i tais que

G=Gl"™" e ®. . QepQep @...Q0 ¢prr Qdz' @ ... @ d2? ® dz'™' ® ... @ dz?**

J1---Jp+r

il...iq+s _ 91...0q iq+1...iq+5
onde Gj1-~-jp+r - Tj1-~jp Sjp+1--~jp+r'

Exemplo 1.17 Considere S,T € T3(R?) tais que S =2dx @ dx +dy@dy e T = —dz ®
dy + 3dy @ dy entao S+ T = 2dx @ dx — dx @ dy + 4dy ® dy.

Exemplo 1.18 Considere T € TY(R?) e S € Ty (R?) tais que T =2dr @ dy + dy @ dy e
S =3e;+4ey entao T®S = 6ey ®dr @dy+ 3e1 @ dy @ dy + 8es @ dr @ dy + des @ dy @ dy.

Exemplo 1.19 Considere T € Ty (R?) tal que T = ¢; @ dx @ dx — 2e1 @ dy @ dy + 3es ®
dr @ dr —4dey @ dy @ dy, o = dx — dy e v = ey + 2eq, entdo a contragao (1,2) por a e w

do tensor T € dada por

T =T(a,-,v)
=(e1®dr @dr —2e; @dy ® dy + 3e2 @ dr ® dx — dey @ dy @ dy) (a, -, v)
=dx — 4dy — dx + 8dy
= 4dy
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Um outro conceito importante que devemos esclarecer é o de covariancia ou contra-
variancia das componentes de um tensor. Para entendermos este conceito, lembremos
primeiramente que dada uma base {e;} de V um vetor v é escrito de maneira tinica na
forma v = a’e;. Considerando-se uma outra base {f;} de V, entdo v se escreve de maneira
tinica na forma v = b* f;,. Considerando-se a mudanca de base e; — f;, sabemos da algebra

linear que existe uma matriz inversivel com entradas ¢, tal que fj, = cje;. Entao,

ale; = bkfk = qdle; = bkc};ej =q' = bkcfc.

Em outras palavras

Assim, observamos que os coeficientes b¥ mudam de maneira inversamente proporcional
aos c};, por isso sao chamados componentes contravariantes.

De maneira andloga, sendo {dz'} e {dy’} as bases duais de {e;} e {f;}, respectiva-
mente, a mudanca de base f, = c,iej nos fornece uma mudanca de base da' — dy’ da
seguinte forma

da' (fy) = da' (c,iej) = c,iéé
Mas, sabemos ainda que deve existir uma matriz inversivel com entradas a’, tal que
ardy® = dx" = aldy® (fx) = c{cég =
aldy = 87 = aj, = c}.
Ou seja, c;?dyj = dz*. Entdo, para um dado covetor w escrito na base dz’ dual a e; como

w = a;dz’ e na base dy’ dual a f; como w = f3;dy’, encontramos que
apda® = Bidy' = akcfdyj = Bidy" = oyt = B
Em outras palavras,

BZO('C, a:(al"'an)Taﬁ:(61"'671)T'

Neste caso, observamos que os coeficientes (3, mudam de maneira diretamente propor-
cional aos ¢ e por isso sao chamados de componentes covariantes. Por convencao, indices
superiores representam componentes contravariantes e indices inferiores componentes co-

variantes. O seguinte resultado esclarece a nogao para um caso mais geral.

Proposicao 1.20 Dado um tensor T de tipo (q,p) caracterizado pelas componentes T;f;:

e J}/Ikllpkq em relacdo as bases {e;} e {fi}, respectivamente. Seja c), a matriz mudanga de

coordenadas relativa a mudanca de base e; — fr. Entao

tk1..kq _ i1eig ke kq 11 Jp
El...lp - j—jjl---jpcil ’”Ciq bll blp

onde b € a matriz inversa de c,, i.e., bic = 0.



18 CAPITULO 1. TEORIA DE CAMPOS: ELETROMAGNETISMO

Demonstragao. Ver [1], Capitulo 6, Proposigao 6.1.7. =

Vale ressaltar que, em fisica, o que se tem em geral é um conjunto de valores depen-
dentes de indices. Este é chamado de tensor de certo tipo apds ser feita uma andlise de
como ¢ alterado por uma mudanca de base e, muitas vezes, nao ¢ claro de imediato que
este conjunto como um todo tem uma natureza de aplicacao multilinear. Certamente,
termos este conceito em mente ja é uma grande vantagem.

Dado um espaco vetorial V' com produto interno g, existe um isomorfismo natural

entre V' e V* dado da seguinte maneira:

Iy V. — VF
v — g(v,)

Em outras palavras, iremos identificar v e w, = g(v,-). Dada uma base {¢;} de V, a
matriz de Gramm de g relativa a essa base ¢ definida como sendo aquelas cujas entradas
sao g;; = g(e;,e;). Também, temos associada & essa base sua base dual {dz/}. Assim,
para qualquer vetor temos v = a‘e; e w, = ajdxj . Portanto, para qualquer vetor w = cFey,

temos

k

wy(w) = g(v,w) < ajdxj(ckek) = g(aiei,c er) <

a;c™ 0 = a'c gle;, er) < apc” = a'cgix < ar, = a' g

1

Como g é sempre uma matriz inversivel, i.e., existe uma matriz ¢~! com entradas ¢’ tal

que gikgkj = 0;5, entao, a, = a'g;, implica em

arg” = a'gig” = axg” = a'dy; = arg™ = a".
Assim, a matriz de Gramm pode ser usada para transformar as componentes contrava-
riantes de um vetor nas componentes covariantes do seu covetor associado e vice-versa.
Em outras palavras, com ela podemos “subir” e “abaixar” indices. A operagao I, é de-
notada por b, enquanto sua inversa é denotada por f. De uma maneira geral, podemos
obter de um tensor qualquer 7" do tipo (g, p), um tensor associado 7" de tipo (r, s), onde

r+ s = p+ q, aplicando os operadores b e § em quaisquer de suas entradas

assoc
T = T
/ b .
T/ (1) ey Uy V1, oy 0y) > Ty ey @ ey gy U1, ey U)oy U)

Exemplo 1.21 Dado um tensor T de tipo (0,2), podemos associar um tensor T" de tipo

(1,1) da sequinte maneira
T (a,v) = T(c*,v).

Em componentes temos

T(aﬁ, v) = Tijviaﬂ I = Tijviakgkj = Tijgkjviozk.
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Tomando T} ¥ = T;;g", encontramos T'(a, v) = T} *viay.. Analogamente, dado um tensor

T de tipo (0,2) podemos associar um tensor T" de tipo (2,0) da sequinte maneira
T"(a, B) = T(c#, )
e em componentes temos
T(o!, §%) = Tyjah 647 = Ty019" Brng™ = Tijg™ g™ an o
tomando T" *™ = T,;g¥ g™ obtemos T" (v, B) = T" F™ . By,

Além de permitir as operagoes de subir e abaixar indices, um produto interno em um
espaco vetorial também permite estender este conceito naturalmente para o espago de

tensores.

Definicao 1.22 Dados dois tensores T, S € Tg(V) sobre um espaco vetorial V' munido
de um produto interno g, definimos o produto interno entre T’ e S como

g(T,S) =T} 080

Jrgp g

onde Tj 3" e S;" sdo as componentes de T e S relativas a uma dada base e a operagao
subir e abairar indices € feita com a matriz de g relativa a esta base. Mais precisamente
, . 1l
J1Ie G0t L gdada g g e s Q1
Si1~~iq = g/t g qulz’l gzqz;Sj{...jé)'
E possivel mostrar, com um simples exercicio de algebra linear (ver [36], Secao 4.1),
que esta definicao nao depende da escolha da base para V' e portanto esta bem definida.
Até o momento, trabalhamos apenas com a nocao de tensores definidos sobre um
espaco vetorial e vimos como este conceito estende a nocao de vetor. De maneira ana-
loga, podemos estender a nogao de campos de vetores, definidos sobre uma variedade

diferenciavel M, para a de campos de tensores.

Definicao 1.23 Dada uma variedade diferenciavel M de dimensao n, um campo de ten-
sores T de tipo (p,q) sobre M ¢é uma aplicagio que a cada x € M faz corresponder um

tensor T'(x) de tipo (p,q) sobre T,M. Ou seja, para cada x € M temos um tensor

p vezes q vezes
'\ '\

T(): TM®@ - TMT,M@ - @T,M — R-

0

Oxy

uma base para T, M, para todo x, sendo dx* sua base dual. Assim, nesse sistema de

Dado um sistema de coordenadas locais x,, para M, sabemos que s5—(z) = e,(x) forma

coordenadas, T € escrito como

T = T?l"'?qeil ®..Qe, ® Az @ ... @ da».

Ji---Jp
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Dizemos que T é um campo de tensores diferencidvel (respec. continuo ou de classe C")
se, para qualquer sistema de coordenadas x,, de M, os coeficientes T;ll;;’ de T’ sao fungoes
diferencidveis (respec. continuas ou de classe C). Ao congunto de todos os campos de
tensores de tipo (q,p) diferencidveis sobre M denotamos por T2(M). Sdo naturais as
identificagoes: T (M) = C™ (M), THM) =X (M) e TO(M) = X* (M).

Dada uma funcao diferenciavel f sobre M, podemos considerar a sua diferencial, que

em cada ponto define um covetor no espaco tangente. Esta, por defini¢ao, é

df = %dw“ =0,f dz" = a, da",
n
portanto, faz sentido chamar a derivagao parcial ordindria de fungoes de derivacao cova-
riante. Mais adiante veremos que, para obter uma derivagao covariante de objetos mais
complexos do que fungoes, necessitamos de uma estrutura adicional na variedade.

Se M é uma variedade pseudorriemanniana, i.e., é equipada com um produto interno g
que varia diferenciavelmente sobre a variedade, temos uma maneira natural de associar a
essa diferencial um campo vetorial que, em cada ponto, sera o vetor associado ao covetor
correspondente. A esse campo chamamos de gradiente de f e escrevemos Vf. Para

encontrarmos suas componentes devemos “subir” os indices da diferencial

(df)ﬁ =Vf=d"e = (a,9")e, = (O.f ¢")e..

Tal consideragao motiva a seguinte definicao, que conclui a apresentacao dos conceitos

bésicos envolvendo tensores que nos serao tteis.

Definigao 1.24 Seja (M, g) wma variedade pseudorriemanniana e x,, wm sistema de co-

ordenadas locais, definimos a derivacdo contravariante de uma funcdo diferencidvel como
124 v
f=g"ou.f,

ou seja, 0¥ f € a v-ésima componente do vetor V [ neste sistema de coordenadas.

1.2.2 Uma breve digressao sobre a relatividade restrita de Poin-

caré e Einstein

Na formulacao vetorial do eletromagnetismo apresentada na secao anterior, fizemos o
estudo das grandezas fisicas, sempre definidas sobre a variedade produto R x 2, sem
necessariamente nos preocuparmos com nenhuma estrutura adicional, apesar de termos
utilizado a estrutura métrica canonica do R?® implicitamente nos operadores diferenciais
gradiente, divergente e rotacional. Para formularmos o eletromagnetismo em linguagem
tensorial, iremos utilizar uma variedade diferencidvel com uma estrutura métrica muito

especifica, o espaco-tempo de Minkowski. Mais adiante veremos que tal escolha nao é
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de forma alguma arbitraria, pois as isometrias do espaco-tempo de Minkowski, i.e., as
transformacoes que preservam sua estrutura métrica, sao exatamente as transformacoes
pelas quais as equacoes de Maxwell sao invariantes.

Historicamente, foi exatamente a procura de transformacoes que deixassem as equacoes
de Maxwell invariantes que levaram ao aparecimento do espago-tempo de Minkowski. Na
verdade, tal procura unida a varias experiéncias e consideragoes tedricas levaram a formu-
lacao da teoria da relatividade restrita, proposta independentemente por Henri Poincaré
e Albert Einstein por volta de 1905.! Nao temos aqui a pretensdao de nos aprofundar
em tal teoria, queremos somente estabelecer o minimo necessario para uma formulacao
tensorial do eletromagnetismo. Recomendamos o leitor interessado a ler os §56.6 e 6.7
de [17], para uma apresentacao um pouco mais detalhada do que a apresentada aqui, ou

ainda, os Capitulos 4 e 13 de [50], para uma discussao mais completa sobre o assunto.

Definicao 1.25 Chamamos de espaco-tempo de Minkowski, denotando-o por R, a va-
riedade pseudorriemanniana (R*, g), com coordenadas (ct,z,y, z), munida do produto in-

terno g, tal que, neste sistema de coordenadas, [g;;] € uma matriz 4 x 4 da forma

-1 0

gl =1 id| s

onde id|gs € a matriz identidade 3 x 3. Convenciona-se, ainda, que ct = xo, T = T,

Y= =oT9, € 2 = T3.

Definicao 1.26 Uma transformacdo linear inversivel L : RY — RY3 que preserva o

produto interno de R é chamada de transformacio de Lorentz.
Um resultado técnico que serd 1til mais a frente é o seguinte:

Proposicao 1.27 Uma condi¢do necessdria e suficiente para que L seja uma transfor-

mag¢ao de Lorentz é que sua matriz mudanca de coordenadas satisfaca
L'gL =g,

ou, equivalentemente,

L'=¢1L".

'Muito embora a teoria tenha como proponente mais conhecido o fisico alemao A. Einstein, é preciso
reconhecer que o matemadtico francés H. Poincaré concebeu a mesma ideia um pouco antes de Einstein.
Seus trabalhos foram submetidos quase que simultaneamente, no entanto o artigo completo de Einstein
foi aceito em setembro de 1905 enquanto o de Poincaré somente em janeiro de 1906 ([43], [44], [16]). Para

uma discuss@o mais aprofundada da questdo da precedéncia, veja([28], [31], [41]).



22 CAPITULO 1. TEORIA DE CAMPOS: ELETROMAGNETISMO

Demonstracao. A necessidade segue direto do fato de L preservar o produto interno de

RY3. De fato, sendo v € R!'3 e v/ = Lo, teremos v'® = Lgvﬁ, de onde segue que

g, v') = g(v,v) =
GapV" V" = gagLovP LIV = gL LivM” = gu0™v”.
Como v é arbitrario, temos que gagLZ‘Lf = g, de onde segue que
(LTgL), = (L")agap Ly = LygapLy = Gpuv-
Para verificarmos a suficiéncia, observe que g(v,v) = vTgv e
v = Lo =0T =oTLT.
Assim, g = LT gL implica que
viguv =" (L"gL)v = (v"L") g (Lv) = v g0’
J4 a equivaléncia segue multiplicando-se ambos os termos da primeira igualdade por L1

pela direita e por g pela esquerda. m

Exemplo 1.28 A transformac¢ao L cuja matriz na base canénica € dada por

L= “ ‘O , ondeo = 7B ,
0 id|gs =B v

id|ge € @ matriz identidade 2 x 2 e
1 v
=ame T

¢ uma transformacao de Lorentz. De fato temos

vy =B 0 -1 0 0 v =B 0
(D)'gL=|-y8 v 0 |[-]0 1 0 |-|=98 v 0
0 0 id|ge 0 0 idlg 0 0 idlg

[(18)° =72 ¥*8—78 O
= |88 =08 0
0 0 idl [

Substituindo os valores de v e B, encontramos

2 2

02(11)_%2) o 62(16_%2) 0 0 -1 0 0
T 2 2
(L> gL = 0 02(1_%2) - 02(1_%2) 0 - 0 ]- O - g
0 0 id| g 0 0 idfg

como queriamos. Tal transformacdo tem grande relevancia, pois transforma as coordena-
das de um referencial S para as de um referencial S’ que se afasta ao longo de eixo x com

velocidade v.
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Definicao 1.29 A trajetoria de um corpo € descrita por uma curva parametrizada x :
I — R*, tal que a composicio da parametrizacio com a aplicagcio t : R* — R, que ¢ a
projecao no eixo t, € um difeomorfismo. Tal curva é chamada linha de universo. O valor

tox: I — R € chamado de tempo do referencial, e o valor:

dx® dzb
7= [ ) —gas(z(0) g

¢ chamado tempo préprio do corpo.

Definicao 1.30 A wvelocidade relativistica, também chamada de quadrivelocidade, € ob-

tida parametrizando a linha do tempo pelo parametro T obtendo o campo tangente:

Ue = ‘?—: = U= (7,7%) e R,

1.2.3 O tensor eletromagnético e as equagoes de Maxwell

Podemos agora comecar a formular a teoria de Maxwell em linguagem tensorial, o que é

feito definindo-se um tensor covariante de posto dois

0 —BE, —E, —F;
E, 0 By -B

Fop=| ! ° 2 (1.12)
E2 —Bg 0 B1

Es By —-B;y 0

e um tensor contravariante de posto um

J = (p, ]) = (Pa jlu j27 j3>

Um questionamento razoavel por parte do leitor seria porque unificar a densidade
de carga e a corrente num unico tensor e os campos elétrico e magnético num outro
unico tensor. O primeiro é justificado pelo fato de que ambos, densidade de carga e
corrente elétrica, serem diferentes manifestacoes de uma mesma entidade. De fato, ambos
dizem algo a respeito da matéria carregada na regiao do espaco estudada, um diz sobre a
posicao e o outro sobre o deslocamento. Um fato surpreendente é que o segundo também
é justificado pelo mesmo motivo. Observemos, por exemplo, a seguinte consideracao,
retirada do Capitulo 12 de [25].

Observacao 1.31 Dada uma regiao do espaco onde estao presentes um campo elétrico
e um campo magnético, considere dois referenciais S e S’ movendo-se um em rela¢ao ao
outro ao longo do eixo x com velocidade v. Sejam E, B as respectivas escritas destes

campos no referencial S e E', B’ no referencial S'. Estes campos sao relacionados por
Ei = E1 Eé = ’Y(EQ — ’UBg) Eé = ’}/(Eg + UBQ)
v v
Bi=B1  By=v(B:+ 3E;)  By=1(By— 5E).
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Um calculo simples e direto mostra que este é exatamente o resultado de se transformar
o tensor (1.12) sob a transformagao do Exemplo 1.28, de acordo com a Proposigao 1.20.
Em outras palavras, os campos elétrico e magnético sao diferentes manifestacoes de uma
mesma entidade. Retomando a formulagao tensorial da teoria de Maxwell, concluimos
que esta deve se materializar no estudo do tensor F,3, de como este interage com o tensor
J* e de como interage com uma particula carregada, o que serd visto nos préoximos tres

resultados.

Exemplo 1.32 A operacao de subir indices aplicada ao tensor eletromagnético F,z dado

por (1.12) gera o 2-tensor contravariante Fof = ga“FWg”ﬁ cuja representacao matricial

¢ dada por

[ —1 0 0 O 0 —FE1 —FEy —FE5 -1 0 0 0
[FO"B} B 0O 1 00 E; 0 By —By 0 1 00
0O 010 FEy; —DBs 0 By 0 010
| 0 0 0 1 Eys By —DB; 0 0 0 01

[0 E, Ey Ej 0 —Fou —Foe —Fos

_ -FE 0 By —DB, _ —Fip 0 Fio  Fi3

—FEy, —Bs 0 B —Fyy Iy 0 Fys

| b3 By —-B; 0 —F50  F31 F3 0

A forca de Lorentz vetorial é dada por um vetor em trés dimensoes, i.e., um tensor
contravariante de posto um em trés dimensoes. O seu andlogo no espaco de Minkowsk serd
ainda um tensor contravariante de posto um tal que suas trés tltimas componentes sejam a
forca de Lorentz vetorial. A primeira componente tem uma interpretacao fisica em termos
da relatividade restrita que foge ao nosso escopo, o leitor interessado pode consultar a
secao 26.4 de [19]. Assim se denotarmos a forga de Lorentz vetorial por F' = (F'', F? F?3),
seu andlogo tensorial serd o tensor F'* de componentes (F°, F) = (F°, F', F?  F3). Temos

portanto

Proposicao 1.33 A expressao tensorial da forca de Lorentz é dada por
F* = qF*Us,

onde UP ¢é a quadrivelocidade da particula pontual.

Demonstracao. Calculando explicitamente as componentes, temos

’

FO=qF"Us = ¢q
F'=qFYUs = q
F? = qF*Us = ¢
F? = qF¥Us = ¢

0+ E\Us + EsUs + EsUs)
E1\Uy + 0+ BsU, — ByUs)
E Uy — BsUy + 0+ B1Us)
EyUs + BsUs — ByUs +0).

)

)

~~ N
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Assim, encontramos F* = (F° F), onde F' = E\U, + EyUs + E3Usz e F = (F', F? F?) =
J(UE+U % B). m

Proposicao 1.34 As equagoes de Mazwell homogéneas

B
V-B=0 e 6597+VXE:0

sao equivalentes a equacao tensorial
8(1ng/ + a,YFag + 8BF,YQ =0. (1.13)
Demonstracgao. Explicitamente, temos:

O1Fos + O3F19 + o F3 =0 &
@131 + 8333 + 8232 =0<

V- -B=0.
Por outro lado,
OoFig 4+ OsFp1 + 01F50 =0 OBy + OaF3 — 03E, =0
OoF1o 4+ OoFn + 01 F5 =0 & § OBy + B —01E3 =0

Masistoéomesmoque%—?%—VXE:O. [

Proposicao 1.35 As equacoes de Mazwell nao-homogéneas:

oF
V-FE= — -V xB=—j
P € It J
sao equivalentes a equacao tensorial
P = J°. (1.14)

Demonstracao. Recorde do Exemplo 1.32 que

0  —Fon —Foe —Fp3
—Fpo 0 Fia  Fi3
—Fy Yy 0 Fas3
—F3  F31 Fa 0

e

Portanto,

OpF™ = J* = 95F% = J" =
00+ NE' + 0, E? + 03E* = p=>V-E = p.
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E ainda, de 93F*® = J* obtemos

;

OpF'0 4+ 0, FY + 0, F12 93 F13 = J! OoF'0 + 0, F'2 + O3 F13 = J*

O F? + O F? + 0o F?2 + 0,F? = J2 = { OyFP + O F? + 03F% = J? =

OoF30 4+ 01 F3 4+ 0, F32 4 9, F3 = J3 | O F0 + 0 F3 + 0, F32 = J?
—0yFy 4+ 05B3 — 03By = J* OB — (0yB3 — 03By) = —J*
—O0Ey — 01Bs + B, = J? =< 0yFy — (03B, — 0,B3) = —J?
—0yF5 + 01By — 03B, = J3 | QB3 — (01By — 9,By) = —J*

De onde encontramos 22 -V x B= —j. m

1.2.4 Resumo

A teoria de Maxwell em notagao tensorial é o estudo do tensor (covariante antissimétrico
de posto dois) eletromagnético F,3 e de como este interage com uma quadricorrente J¢,

através das equacoes de Maxwell

GaFm + &YFQB + a/ng =0
OgF*P = J*,

e com uma particula carregada, através da forga de Lorentz F'* = qF*PUj.
Com a formulacao tensorial das equacoes de Maxwell, a equacao de continuidade pode
ser obtida derivando-se os dois lados da equacio e dgF'*® = J, tendo em vista o Lema

de Schwartz e a antissimetria do tensor F, . De fato,
DgFP = J* = 0,03FF = 0,J* = 0,J* =0
Em outras palavras,

ap
80J0+81J1+82J2+03J3—0:>E—i—v ]:O

O leitor ja pode dar-se conta do quanto a nova formulacao fornece ganhos em termos
operacionais.

Como antes, podemos introduzir o conceito de calibre via a escolha de um 1-tensor A,
que determine F,5 via um operador diferencial convenientemente escolhido, de tal forma
que a equacao de Maxwell homogénea (1.13) seja automaticamente satisfeita. Um célculo
imediato mostra que um 1-tensor A, satisfazendo F,3 = 0,Ag—0gA, atende as condicoes
desejadas.

Note ainda que o 1-tensor A, nao é unico, pois, qualquer que seja a fungao diferenciavel
X, a transformacao A, — A, + 0,x nao altera as equacoes de Maxwell. Além disso,

verifica-se facilmente que o tensor eletromagnético F, s fica completamente determinado
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pelo potencial de calibre vetorial A, = (¢, Ay, As, Az). Por exemplo:

FlO = a1/40 - a()Al El = ax (_Cb) - atAl (9A
F20 - (92140 - aoAQ = E2 — 8y (—¢> - atAQ = E - —V¢ - E,
Fyo = 0340 — 0o As Ey=0,(—¢) — 0,43

o que coincide exatamente com o que tinhamos em (1.7).

Encontrar as equacoes de movimento para o potencial de calibre também fica muito
simples agora. De fato, de F,,3 = 0,4 — 03A,, encontramos

s F*P = 04 ((90‘145 — aﬁAa) = 030" AP — 030° A* = J°.
Ou seja, 950°A% — 950° A = J*. Neste caso, o calibre de Lorentz V - A + 2 9 — () se

c? ot
reduZ a 8aA = 0 LO O, as equa 6eS de mOVimentO Se I‘eduzem a
)

0A* & 9,00 4% = —J°.

Concluimos assim nossa formulacao tensorial do eletromagnetismo.

Ao longo desta secao, introduzimos os tensores e adotamos a notacao de indices e
com estes obtivemos uma formulagdao mais natural do eletromagnetismo. Ao leitor que
porventura ainda nao esteja convencido que esta nova linguagem nao se resume a uma
simples troca de notagao, temos ainda dois pontos a levantar: O primeiro é que a notacao
tensorial com indices é a notagao classica e corrente em textos de fisica, logo o matematico
que pretende estabelecer uma conexao com a fisica deve ter uma boa fluéncia em tal
linguagem. O segundo é que a linguagem apresentada facilita também a escrita local e
operacoes explicitas com formas diferenciais, objetos que tém grande relevancia em varias

areas da matematica.

1.3 Formas diferenciais e o eletromagnetismo

Como ja mencionado, assumimos do leitor uma certa familiaridade com formas diferen-
ciais. Mas a titulo de fixar notacao, apresentamos nesta secao algumas definicoes e re-
sultados basicos relacionados a estas sem demonstracao. Ao final formularemos a teoria
eletromagnética na linguagem do céalculo exterior e ainda veremos como ficam em tal

linguagem os exemplos vistos na secao 1.1.

1.3.1 Propriedade elementares das formas diferenciais

Afim de convencionar notagao, iremos recordar os principais conceitos e resultados rela-

cionados a estas.
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Defini¢ao 1.36 Um campo de tensores diferencidvel A de tipo (p,0) sobre uma variedade
M € chamado de uma p-forma diferencial se for completamente antissimétrico, i.e., para
todos X, ..., X, € X(M) temos que

A(Xoq), 0 Xopy) = (F1)7A(X, ..., Xp),

(el

onde (o(1),...,0(p)) € uma permutacdo de (1,...,p), e (—1)7 € o sinal desta permutacado.

O espago de todas as p-formas sobre uma variedade M serd denotado por QP (M).

Lema 1.37 Sendo M uma variedade diferencidvel e A uma p-forma sobre M, dado um
sistema de coordenadas locais x,, A é escrita como

1

A = —' il...ipdl'il VANEIIRIVAN dl'ip,

onde A;,..;, € C®(M) para todos iy, - ,ip.

Aqui o leitor ja pode reparar que a notacao tensorial também facilita o estudo de
formas, pois, devido a correcao dada pelo termo 1%’ nao necessitamos somar sobre indices
crescentes, como ¢ feito na maior parte dos livros de matemaética, o que facilita muito na

hora em que queremos fazer contas explicitas.

Definigao 1.38 Sendo M wuma variedade diferencidvel, A € QP(M) e B € Q4(M), ca-

racterizadas pelas componentes Ay, ..;, e Bj .. ;, num sistema de coordenadas locais x,,

q

1sto é
1

] 11--+lp

. . 1 . .
dz™ N---Ndx™ e B = —Bj.. jdrt Ao Adat,
q!

definimos o seu produto exterior como sendo a (p + q)-forma:

A:

A/\B:LA

. B
plq!

jl...,jqu“ Ao Adx Ada?t A - A dade,

i1-ip

Definicao 1.39 Dada uma p-forma A, definimos sua derivada exterior como

1
dA = =0,A

' da? A dx™ A - A date.
p!

Definicao 1.40 Sendo M uma variedade e X € X(M), definimos a contra¢io de uma
p-forma pelo campo X como sendo o resultado da aplicagio ix : QP(M) — QP~1(M)
dada por

ixw (X, -, Xpo) =w (X, Xq, -, X)),

onde w € QP(M) e Xy, , X1 € X(M).

Proposicao 1.41 O produto exterior e a derivagao exterior de formas obedecem as se-

guintes propriedades basicas:
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1. ( ANB)ANC=AN(BAO);

2. ANAB+nC)=XANB+nANC,
3. ANB = (—1)PB A A;

4. d(A+ B) =dA+ dB;

5. d(AA) = MdA,;

6. d*> = 0;

7. d(ANB)=dANB+ (—1)PANdB.
onde \ e n sdo constantes reais, A uma p-forma e B uma q-forma.

Demonstracao. Ver [1] Proposi¢ao 7.1.5 e Teorema 7.4.1. m

1.3.2 O operador *x de Hodge e a codiferencial

Os seguintes resultados nos motivarao a definir um operador que age sobre o espaco das

formas diferenciais que serd de grande utilidade ao longo do texto.

Teorema 1.42 Seja V' um espaco vetorial real de dimensao n, orientagao j e produto
interno g. Seja w a forma de volume de V' determinada por p e g. Entdo existe um unico
isomorfismo * : A*(V) — A"*(V), chamado operador estrela de Hodge, tal que

aNx*f=g(a, fw

para todo a, 3 € A*(V), onde g(a, B) = aj,... ;779 € o produto interno de A*(V)

induzido por g.
Demonstracao. Ver [36] - Se¢ao 4.1, Teorema 4.1.11. =

Teorema 1.43 Seja V' um espaco vetorial real de dimensao n, orientagao j e produto

interno g de indice s. Entdao o operador estrela de Hodge satisfaz
sk o = (—1)k=RFs g

para todo a € A*(V).

Demonstracao. Ver [36] - Secao 4.1, Teorema 4.1.15. =
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Proposicao 1.44 Em componentes, o operador estrela de Hodge age sobre uma k-forma

1 ) JUA ... Jk ; ;
a= k!ozjl...,]kdx A A dx’% da sequinte maneira,

1
(*a)ir'-in—k = E \% |g|6l1"'lk i1k all lk'

Ou seja
1 | |
*Q = mah lkEll'--lk i1tk \/de’l A A dm2"*k7

onde |g| é o mddulo do determinante da matriz [g;;] e € € o simbolo de Levi-Civita.

Demonstracao. De fato, pela linearidade de *, basta sabermos como ¢é a acao do opera-

dor na base de A*(V). Portanto, tomando um elemento o da base, temos:

1

*Q = * (dle A A dxjk) = A{l ij dx™ A -+ A dxin*k
(n—k)l
onde 1 < j; < -++ < jr < n é alguma sequéncia fixada. Mas como § A xa = ¢g(f, @)w
tomando 3 = dz''A- - -Ada'*, onde ( Iy, - - , 1) é um conjunto de indices fixado complemen-
tar a algum (ay,--- ,a,_x) também fixado, temos (neste caso particular consideraremos

apenas a soma de indices em ordem crescente por comodidade):

010y

BN xa = (d:nl1 A A dxl’“) (Ajl I d:n“ A A dxi"—’“>

) dx'' Ao Adxt Adx®™ A A dxtrk

ala

(i
(

A ) €ly ol aray_k dzt A - A dx™.
Por outro lado, obtemos

908, 00 = Qg B ™/l A -+ A d”
— aml“'mkﬁhu-ikgilml .. .g’ikmk /\g|dx1 Ao ANde

E, como y,...m, # 0 apenas quando (my ---my) = (41 -+ Ji) € Biy..i, # 0 apenas quando

(i1+-+ix) = (I - - - li), encontramos

g(B,a)w = g/t giley Jlgldat A - A d

o que nos diz que

Ji gk _ gl chlk /
Aal an_plile aran_y — 9 ‘g‘ =

Jl Jk Jili Jrlk
Aj ey = Cllyarean 9 0 Y \/|g|:>

1 o 1 |
[ Jln..'] - ] l N ‘7 l
(n — k>!Aa1~--a:_k - (n — k-)!ell'“lkal'“an_k g 11 E k\/@

E assim

1

’ (dle Ao dx]k) B (TL — k?)!ell"'lkir“in_k gjlll e gjklk V |g|dxi1 ARRRNA dxin_k'
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Entao, dada uma forma a = 5a,... j,dz?* A - -+ A daf*,| temos
1 1 . , . ,
*xQy = mgaﬁ“'-jkell“'lkil“‘in—k gjlll s gjklk\/ ‘g‘d.ﬁ“ Ao Adx'nF
1

= m0/1.--lkeh...lkil---i,Hk \/ ‘g‘dxh A--- A d’%in,k’

como queriamos. m

Com estes resultados em mente, faz sentido a

Definigao 1.45 Sendo (M, g) uma variedade pseudorriemaniana orientdvel de dimensao
neAe QP(M), definimos a forma dual de A como sendo a (n — p)-forma *A tal que,
em cada ponto, xA seja a imagem de A pelo operador estrela de Hodge. Chamamos uma

p-forma A de autodual se

*A=A

e de antiautodual se
*A=—A.

De fato, a forma dual a uma p-forma diferencidvel é uma (n — p)-forma também
diferenciavel. Isto que segue imediatamente da expressao local do operador de Hodge.
Vejamos agora um exemplo que, além de ajudar a esclarecer o conceito, nos sera de

grande utilidade

Exemplo 1.46 Vamos encontrar a forma dual de uma 2-forma no espago-tempo de Min-
kowski. Uma 2-forma no espago-tempo é caracterizada pelas componentes F;;. Neste caso
temos que (xF)i; = %+/19l€ijas F*° e como det(g)i; = —1, seque que (xF)ij = Leijap
Fe8. Como os (xF");; sdo antissimétricos, basta conhecermos xFyy, *Fog, *Fo3, *Fa, *F3
e *Fy3. Analisando um por um (e ji desconsiderando os termos nulos da somatoria),

temos:

1
*FOI = §€Olaﬁ FQB

1
= 5(60123 F2 4 €130 F?)

= (F® - F%)
_ 2
Analogamente encontramos:
wFpy = F3L: s Fps =F'2: «Fla=F%;, xF3=F% «Fy=F"
Utilizando as componentes contravariantes da 2-forma:

0  —Fonn —Foe —Fp3
—Fyp 0 Fio  Fi3
—Fy Iy 0 Fos
—F3  F3i Fy 0

Fi =
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chegamos a

xFy = F* = Fys; o« Fog = Pl = Fy
«Fo3=F"? = Fip; s Fip=F® = —Fy
«Fi3=F* = Frp; %Py =F"' = —Fy.

Com o operador estrela de Hodge também construimos um novo operador, definido da

seguinte forma.

Definicao 1.47 Dada uma p-forma A sobre uma variedade pseudo-riemaniana M com

tensor métrico g de indice s, definimos a codiferencial dA da p-forma A, como sendo a

(p — 1)-forma:
6A = (=1)*(=1)PnPHD) s d % A,

Este tem importantes propriedades.

Proposicao 1.48 O operador codiferencial tem as sequintes propriedades:
1. 6(A+ B) =0A+6B;
2. §(AA) = M0A);
3. 6% =0.

Demonstracao. A linearidade segue diretamente do fato da codiferencial ser definida em

termos do operador de Hodge e da derivada exterior, que sao ambos operadores lineares.

A 1ltima propriedade segue diretamente do Teorema 1.43 e do fato de d> = 0. m
Veremos agora dois exemplos que tanto esclarecerao o conceito, como serao tteis mais

adiante.

Exemplo 1.49 Vamos calcular a codiferencial de uma 1-forma J no espaco-tempo de

Minkowski. Por defini¢ao, temos
§J = (=1)*(=1)P=P) s g % J

ondep=1,n=4es=1. Assim 6J = —*xdx* J. Sendo G a 0-forma tal que §.J = G,

encontramos
$G=x(—xdxJ)=—**(d* J) = —(=1)P"PT(d % J),

onde a ultima igualdade seque do Teorema 1.43. Como J é uma 1-forma numa variedade

de dimensdo quatro, entdo (dx J) € uma 4-forma. Assimp =4, n=4 e s =1, logo

G =dx* J.
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Como uma 0-forma € apenas uma funcdo diferencidvel, temos que (xG)q05 = V/]9|G.
Por outro lado, sendo J uma 1-forma caracterizada pelas componentes J;, temos que sua

forma dual serd a 3-forma caracterizada pelas componentes
(%) = \/EQMJ[.
Tomando a derwada exterior, obtemos
d(xJ) = 318 (%) apedz™ A dz® A dax® A dz®

=) (k) aped? A dx® A dz® A da€ + 0,(xJ ) apedz? A dz® A da® A dx®

54
%Za (%J) apedx® A dx® N dzb A dat + 0 (6 ) gped! A dx® A dzb A dxt
i'a (%) apedzt N dx® A dzb A dz€ + 0, (%) yapdz® A dzt A dz® A dx®

+ —‘81,(*J)cwdxb A dx® A dat A dz® + Oy (% )pepda® A dx® A da® A da*
i,a (%J) pedx? A dz® A dab A dz® + 0, (%J) papdz™ A dz® A dzb A dxt

+ Ec‘?b(*J)cwdx“ Adx® Ada® A dz€ + 0u (%] )pepda A dz® A da® A dx®

_ % 10 abe + o7 ) pab + Oy (5T opa + Oa (5T Yoe] da A da® A da® A da.

Logo,
(d % )oras = Bo(+ )12 + Ds(+T o1z + Da (T )01 + O (%] )as0
= 0 (VIglenzs ") + 05 (Vglewna ") + 02 (Vglewon ') + &1 (v/Igletzan!)
— 9 <\/EJ°> + (MJ?’) + 0, (Mﬁ) +o (Mﬁ)
— 9, <\/HJZ') ,
Ou seja,
G=0]=—xdx] o+G=dxJ &

(#G) o193 = (d x o123 < V10glG =9, (MJ’) .

Finalmente, encontramos

5. = \/%ai (Mﬂ) .

Como no espaco-tempo de Minkowski \/|g| = 1, obtemos §J = 0;J".

Exemplo 1.50 Agora, vamos calcular a codiferencial de uma 2-forma F no espago-tempo
de Minkowski. Neste caso, temosp = 2, n =4 e s = 1. Assim, a codiferencial de F

¢ a 1-forma H tal que H = 0F = —*dx F. Como x * a = (—1)P"P*sq, neste caso
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(o« = H =06F) temosp=1,n=4es=1. Entao, aplicando a estrela de Hodge de ambos
lados da igualdade, obtemos

xH = —dxF.

Vamos entdo encontrar as componentes dessas duas 3-formas. Inicialmente, encontremos
as componentes de dxF'. Sendo G' = *F', seque do Exemplo 1.46 que G;; = (*F)
FoB. Como

61] ap

1 . .
dG = —(9 LGijdat A dzt A da?

0uGigdat A da' A da? + 0,Gyjdat A da' A da? + 0,Gyjdat A dz' A da?)

|v—lc».3|»~c»:>|>—l

(8 Gidx" A dx' A dx? + 0; Gmdxj A dx? A dxt + 0, Gwdx A dx’ A dx“)

0,Gjdzt N dz' A da? + 0;G idx™ N dzt A da? + 0,Gjudxt N dx' A dwj)

'3
(6 Gij + 0;G i + 0,Gj,) da* A dx' A da?
encontramos

(d*F) :8 Gij+8Gm—+6Gw

= 8 ( €ijap Faﬁ) +8 <_6#1045 Fe > + 0; <_€J#aﬂ Fe )

1 1 1
(dx F)op = 02 (5601(15 F ) + 01 (—620a5 F ) + o <—€12a,8 F >
(
(

g

e assim

=0 (F¥) 0, (FY) 40y (F*)
— 0y ( F) 40, ( F'%) 1 0y (F) + 05 (F®)
— 0, (F?)

Analogamente encontramos
(A F)yy=—0; (F?);  (d*F)oy=0; (F");  (d% F)py =—0; (F").

Resumidamente, temos (d* F),,,. = €abed0; (Fid). Agora, analisando as componentes de
xH , obtemos

1 —
(*H)abc = i |g|€ab0d Hd = Eabcd Hd

Portanto

H=0F & «H=—d*F < (xH) —(d* F),,
< €abed Hd - _eabcdai (Fld) = Hd = —(92 (FZd) .

abe —

Finalmente, encontramos (6F)? = 0, F®.
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1.3.3 A forma eletromagnética e as equacoes de Maxwell
Forma eletromagnética e a forgca de Lorentz.

Podemos agora formular a teoria de Maxwell em termos do célculo exterior. Como na for-
mulacao tensorial do eletromagnetismo tinhamos o estudo de dois tensores antissimétricos,
podemos traduzir todo o contetido para o estudo das formas diferenciais
1 . .
F= §Ejdx’ A dx? e J = J,dz*.

Mais explicitamente, temos

F = Eydat A dx® + Eyda® A da® + Esda® A da®

+ Bidz® A dz® + Bsdzt A da® + Boda® A dat

J = —pda® + jidxt + joda® + jada®.
A 2-forma F' é chamada forma de forca eletromagnética e a 1-forma J é chamada de forma
de corrente. O que devemos fazer agora é encontrar como serd, nessa nova linguagem,

a forma da forca de Lorentz e das equacoes de Maxwell, o que sera dado nos proximos

resultados.

Proposicao 1.51 A expressao da forca de Lorentz em termos de formas diferenciais é

dada por
F = —q(ivF),

onde UP ¢ a quadrivelocidade da particula pontual e iy F € a contra¢io da forma F pelo

campo U.
Demonstracao. De fato,
F* = qF*Us = F*g0; = qF*Usga; = Fy = qF;Usg"” = qF U’
e como
1 . )
ik ()= (3P no?) (01
= (Fiyda' ® da’) (U, )
= (Fiyda" (U) da”) ()
= (FyU'da’) ()
= — (FuU'd") ()
1 .
= B’ (),
onde F; = ¢F;;U" decorre da forga de Lorentz tensorial e assim
FL - _Q(lUF)ﬁ7

como queriamos. m
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Equacgoes de Maxwell.

Proposicao 1.52 A equacao de Mazwell homogénea 0y Fpy + 04 Fop + 0sFy0 = 0 € equi-
valente a equacao
dF" = 0.

Demonstracao. F' ¢ uma 2-forma caracterizada pelas componentes g, portanto, sua

derivada exterior é
1
dF = 50, Fopdz" A da® A dz”
1
= i(aﬂFaﬂ + 85FW + 8aF5“)dx“ A dl’a A\ dI’B.

Entao
dF =0 <& auFaﬁ + 85FW + 8QF5M = 0.
|
Proposigao 1.53 A equagdo de Mazwell nio-homogénea OgF*® = J% € equivalente a

equacao

oF = J.
Demonstracao. Sendo J e § F duas 1-formas, temos que
SF =J & (6F); = J; < (6F) = J".

Como F' é uma 2-forma caracterizada pelas componentes F,3, segue do Exemplo 1.50 que

sua codiferencial é dada em componentes contravariantes, por (6F)" = 9,F%. Ou seja,
(6F) =J & 9,F*" = J"

[ |
Assim concluimos a formulacao exterior da teoria de Maxwell, que pode ser resumida
como o estudo da forma de forca eletromagnética I’ e de como esta interage com a forma

de corrente J, através das equacgoes de Maxwell
dFF =0 e 0F =J,
e com uma particula carregada, através da forca de Lorentz
Fr,=—q (@'UF)ti :

Ja a equacao de continuidade segue de forma ainda mais imediata da equagdao nao-
homogénea, pois
SF=J=0F=0J=6]=0=0,J" =0,

onde a tltima igualdade segue do Exemplo 1.49. A expressao final é exatamente a equagao

de continuidade na versao tensorial.
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Potencial de calibre.

Analogamente, a existéncia de uma 1-forma A tal que
F=dA (1.15)

resolve automaticamente a equacao homogénea. De fato, a forma A é exatamente o tensor

quadripotencial, i.e., A = A,dz®, pois, por (1.39), a expressao F' = dA nos diz que

1
aFuadx“ Ndx® = 0, Aqdzt N dz®

1

=3 (0 Andat N dz® + 0, Apdat N dz®)
1

=3 (O Aadx! N dz®™ 4+ 0, Apdx™ A dat)

1

= — (0, A dx" N dx® — O, Audat A dx®
2\ .
1

= 5 (Ouda = uA,) da* N da®

e isto é equivalente a dizer que

Fro = 0, A0 — 02A,.

Transformacao de calibre.

Uma vez que F' é uma forma fechada, entao o lema de Poincaré (Ver [1], Teorema 7.4.18)
garante que esta é localmente exata. Segue que a busca de uma tal 1-forma A é natural.

Também ¢é trivial o fato de que a transformacao de calibre
A— A+dyx
deixa a teoria invariante. Observe que
A— A+dy = Andz® — Apdx® + Oy xdz® = Ay — Aa + O X
que é a transformacao de calibre tensorial.

Equacoes de movimento.

Agora, as equagoes de movimento se reduzem a
0dA = J.

Uma observacgao relevante é que durante todo o texto fizemos as contas usando ex-
plicitamente a métrica do espaco-tempo de Minkowski, no entanto, podemos chegar as

mesmas expressoes aqui obtidas com qualquer métrica (pseudo)riemanniana.
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1.3.4 O solenoide e o monopolo em formas diferenciais

Vejamos agora como ficam os exemplos do monopolo magnético e do solenoide em formu-

lagao exterior. Isto torna mais natural o estudo do potencial de calibre em cada caso.

Exemplo 1.54 (Solendide) Lembremos que, no caso do solenoide, tinhamos um campo

de forcas tal que o campo elétrico ¢ identicamente nulo e o campo magnético € dado por

B(t.z) = (0,0, By) se p=+/(z2+y?) <a
’ (0,0,0) se p=+/(224+y?%) >a

Assim, a 2-forma eletromagnética € dada por
F = Eyda' A da® + Eyda® A da® + Esda® A da®
+ Bydx? A dx® 4+ Bsdx! A da® + Boda® A dat

) Bodz ANdy se p=+/(22+9?) <a
B 0sep=+/(22+9y%) >a

e a forma de potencial de calibre é dada por

A= —¢pdt + Aldz + Ady + A3dz
_ { Bo(—ydz + xdy) se p=+/(22+y?) < a
2(

s (—ydr + wdy) sep= /(2P + %) >a

Exemplo 1.55 (Monopdlo magnético) No caso do monopolo magnético, os campos

elétrico e magnético sao dados por

Logo, a 2-forma eletromagnética serd

F = Eydzt A dz® 4+ Esda® A da® + Esda® A da®

+ Bydx? A da® 4+ Bsda' A da?® + Boda® A dat

= J (xdy N dz + ydz A\ dx + zdz N\ dy).

V@2 g+ 22

E conveniente, no entanto, que passemos para coordenadas esféricas. Assim teremos

x = rcosfsen ¢ dx = cos 6 sen ¢pdr — rsen 6 sen ¢pdf + r cos 0 cos ¢pdo
y=rsenfsen¢ = ¢ dy = senfsenpdr + rcosfsen pdf + rsen 6 cos pdo
Z =1Ccos¢ dz = cos ¢dr — rsen ¢pdo
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Entao
g
Va2 g2 422y

= %T cos O sen ¢ (sen O sen ¢dr + r cos 0 sen ¢dfl + 1 sen 0 cos pdd) A (cos pdr — rsen pdo)
”

F =

(xdy N dz + ydz A\ dx + zdz N\ dy)

+ %r sen @ sen ¢ (cos pdr — rsen ¢pdg) A (cos 6 sen ¢dr — 1 sen 0 sen ¢pdf + r cos 0 cos pdo)
r

+ %r cos ¢ (cos 0 sen ¢pdr — 1 sen f sen ¢pdf + 1 cos 0 cos Ppdo)
r

A (sen 6 sen ¢dr + 1 cos 0 sen ¢pdf + 7 sen 6 cos pde)

= % (—7"2 sgngbsenﬁcosﬁ + 72 sen@sgnqﬁcos 9) dr N d¢
r

% 2r% sen 6 cos® ¢ cos @ sen ¢ + 212 cos 6 cos® qﬁsen@sengb) dr N\ do
+% (r3cos Hsenqﬁ—i—'r sen@senq§d¢+r cos qbsen@sengb—i—r cos ¢COSQHSGD¢) do N db
+% <r2 cosQHSgnngcosqb—r2 COSQbCOSQQSgn gb) do A dr
+%(r2862n9se2ngz§cosgz5—r2003¢se2n953n¢> do A dr

%(r cos QSen¢>+r sen@sengbdqﬁ—i—r cos ¢sen95€n¢+r cos? ¢ cos? Hsen¢> do A do

= gsen ¢do N db.

Assim, podemos facilmente encontrar um potencial, pois
F =gsengdp N\ df = —gd(cos p) A df = d (—gcos pdf) .

Logo A = —gcospdf é um potencial para F. Mas sabemos do Ezxemplo 1.7 que
nao pode existir potencial global em R x R3 — {0}. A primeira vista, isto parece uma
contradi¢do, devido ao fato de (—gcos@) ser uma funcio de classe C™, nos entanto,
funcoes angulo ndao estao globalmente bem definidas®. Veremos agora a constatacdo deste
fato e também como, através de transformagcoes de calibre, podemos encontrar potencias
que juntos cobrem todo o R x R3 — {0}.

De fato, retornando as coordenadas cartesianas, observamos que

cosp = =

0 = arctan%
r= /1% +y?+ 22

de onde, através de um calculo simples, seque que

2y zx
A=—g(— do+—"_dy).
9( r@ ) i@ ) y)

2Na realidade, isto se deve ao fato das chamadas coordenadas esféricas ndo serem propriamente uma

mudanga global de coordenadas.
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Vemos claramente que este potencial é singular no eixo z. No entanto, tomando a fung¢ao
diferencidvel f := g0, a transformacdo de calibre A — A 4+ df conduz a um potencial que

¢ singular apenas no eizo z negativo. De fato,
A+df =A+d(g9)
= —gcos ¢pdb + gdb
= g(1 — cos ¢)db

_g 1 _
= errr(fvdy ydzx)

onde a ultima igualdade € obtida realizando a mudanca de coordenadas. FEsta forma é

claramente singular em (0,0, z) quando z < 0, pois z +r = z + |z| = 0. De maneira
andloga, encontramos que, para a funcdio h = —gb, a transformacdao de calibre A —
A+ dh conduz a um potencial singular apenas mo eixo z positivo. Assim encontramos
dois potenciais, um A, = A+ df, definido sobre a regiao U, e outro, A_ = A+ dh,
definido sobre U_. Entao, temos novamente dois potenciais tais que a unido de seus

dominios é todo o R x (R3> — {0}) e que diferem por uma transformagdo de calibre, pois

Ay — A = (gdf — gcos ¢dl) + (gdf + g cos pdf) = 2gdh = d (2g0) .

1.3.5 Resumo.

Terminamos esta secao com a seguinte tabela comparativa entre as trés formulagoes para

a teoria de Maxwell apresentadas aqui.

Forma Vetorial Forma Tensorial Forma Exterior
V-B=0
Equacoes 38_? +VxE=0
. OgFoP = J& oF =J
Maxwell %_? —VXxB=—j p
Equacao %%—V-j:()
de O0aJ* =0 0J =0
continuidade
Potencial B=VxA
de E=-Vo—% | Fus=0.A5 — 05Aq F=dA
calibre
Transformacao = ¢— %
de A—A+Vx Ay = Ag + Oax A — A+dy
calibre
For¢a de Lorentz | F' = q(E + v x B) Fo = qF*PUg Fy = —q(ipF)*
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1.4 Elementos de teorias classicas de campos

Veremos agora como o eletromagnetismo se situa no contexto das teorias classicas de

campos.

1.4.1 Um breve histdrico

A nocgao de campo desenvolveu-se no século XIX. O grande sucesso da fisica newtoniana
motivou muitos fisicos a abordarem outros problemas da fisica (por exemplo a mecanica
dos corpos rigidos e elasticos, dos gases, etc.) de forma andloga a este, esforgos que
naturalmente encontraram limites em certas areas da fisica.

Uma corrente completamente contraria a esta procurava entender, por exemplo, a
mecanica celeste utilizando ideias provindas da hidrodinamica. Observou-se que a Lei
de Coulomb e a lei da gravitagao universal sao correspondentes ao campo de velocidades
de um fluido incompressivel escoando de uma fonte pontual. De uma maneira geral,
parecia intuitivamente evidente que certas quantidades caracteristicas que corpos quentes,
luminosos, carregados, magnetizados em movimento possuem, emanavam pelo espaco e
influenciavam outros corpos. Michael Faraday foi provavelmente o maior difusor desta
diregao ao imaginar “linhas de for¢a” elétricas e magnéticas que passavam por todos os
pontos do espaco que, no ponto de vista da hidrodinamica, correspondiam as trajetorias
do fluxo gerado pelo campo vetorial de velocidades de um certo fluido.

Apesar de Faraday ter sido o primeiro a considerar o estudo dos campos e linhas de
forca como meio de entender o fenomeno, foi James Clerk Maxwell quem colocou as ideias
de Faraday na sua formulagao matematica definitiva. Na verdade Maxwell fez mais do que
isso, dentre outras, ele unificou eletricidade e magnetismo na primeira teoria de campos,
onde os objetos fundamentais de estudo sdo os campos em si (neste caso os campos de
vetores que tem como trajetdrias do fluxo as linhas de forga), um tipo de teoria totalmente
inédita na época.

Embora a teoria de Maxwell tenha sido a primeira teoria de campos, nao é a tunica.
De fato, atualmente, o conceito de campo ocupa uma posicao central na fisica ja que
as interagoes referentes as quatro forgas fundamentais (gravitacional, eletromagnética,
nuclear fraca e nuclear forte) sao descritas por casos particulares de teorias de campos.
Ademais, o melhor entendimento do conceito fisico de campo permitiu progressos também
de areas da fisica ja classicas, como a dinamica dos fluidos por exemplo.

Como visto em fisica, o conceito de campo depende da natureza do objeto estudado.
Temos, por exemplo, os chamados campos escalares que nada mais sao do que atribuir
um numero a cada ponto do espago fisico em questao (exemplos destes sao a densidade de
carga, a temperatura e a pressao). Também temos os chamados campos vetoriais, que sao
uma atribuigdo de um vetor de um certo espago vetorial a cada ponto do espago (como,

por exemplo, o campo elétrico, o campo magnético, o campo gravitacional e o campo
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de velocidades de um fluido), dentre outros (campos tensoriais, campos espinoriais, etc.).
Assim, um campo em fisica é uma familia de n-uplas de fungdes diferencidveis sobre
abertos de uma variedades que satisfazem certas propriedades fisicamente relevantes. A
natureza desses campos é obtida através da forma como eles se relacionam nas mudancas
de coordenas representada por cada n-upla da familia.

Em geral, tais propriedades sao obtidas a partir de observagoes ou conclusoes tedricas
e descritas em termos de familias de equacgoes diferenciais locais, ou mesmo de equacoes a
diferengas ou funcionais etc. Desta forma, o objetivo principal de uma teoria de campos
é saber a que leis gerais, traduzidas em termos de equagoes diferenciais, estes campos
obedecem e como estes evoluem ao longo do tempo em cada caso particular. Em outras
palavras, trata-se de buscar solugoes para as equacoes quando dadas condicoes iniciais ou
de contorno sao satisfeitas. Para isso, é conveniente ter em maos um formalismo onde
possamos sistematicamente obter as equacgoes diferenciais que governam o dado sistema

e, de forma geral, inferir informagoes adicionais a partir destas.

1.4.2 O formalismo lagrangeano

O formalismo usado como referéncia nesta secao é o formalismo lagrangeano, que é uma
maneira classica de se abordar uma teoria de campos em fisica. Afim de introduzir
tais conceitos, vamos brevemente apresenta-lo no caso da mecanica classica, como uma
alternativa ao formalismo newtoniano. Considere um sistema composto por uma particula
de massa m que descreve uma trajetéria dada por uma curva parametrizada z : I — R3 e
sujeita a acao de uma forga F' € X(R3). Na mecanica newtoniana a trajetéria da particula
obedece a segunda lei de Newton

F = ma,

onde a é a aceleragao, i.e., a(t) = %(t}.

Portanto, dados m, F', uma posicao inicial g e uma velocidade inicial vy, o problema
fisico de determinar a posi¢ao da particula em fungao do tempo se resume a um problema
de equacoes diferenciais ordinarias que, como é bem sabido, tem existéncia e unicidade de
solucoes garantidas sob certas condicoes. Neste caso, o formalismo newtoniano se resume
essencialmente a determinar a tal forga F' (inferida a partir de experimentos e elementos
tedricos) e aplicar a segunda lei de Newton (equagao diferencial que governa o sistema).

Ja o formalismo lagrangeano, que é uma alternativa ao newtoniano, consiste essenci-

almente em determinar uma funcao
L: R*xR" — R
(z,v)  — L(z,v)
sobre o espago de estados (possiveis posi¢oes e velocidades do sistema), chamada fun¢do

lagrangeana, satisfazendo
L=T-V,
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onde v = & = £ é a velocidade, T’ = w

da particula. Além disso, vamos assumir o chamado principio de Hamilton:

a energia cinética e V' é a energia potencial

Axioma 1.56 O movimento do sistema de um tempo ty para um tempo t; € tal que a

integral, chamada funcional de acgao,

Su607) = [ B0

to

onde y(t) e v'(t) sdo a posicao e velocidade da particula em fungao do tempo, tem como

ponto critico a real trajetoria do sistema. ([24])

Tal principio é também conhecido como principio da agao minima. Mais precisamente,
este principio diz que, sendo C([tg, 1], zo, 1) 0 conjunto de todas as curvas suaves para-
metrizadas 7 : [to, t1] — R™ tais que v(tg) = zo e y(t1) = x1, as nicas possiveis trajetérias

descritas pela particula sao aquelas que sao pontos criticos para o funcional

SLZ C([to,tl],$0,$1) — R
y — fyLdt'

Ou seja, para qualquer variagao suave I's = (v, + scyq, ..., Y + S¢p,) temos dsfi—(})‘ =0,

s=0
onde ¢y, ,¢, € C®°(R™) sado arbitrarias e y(t) = (y1, -+ , V), i.e., Lo(t) = v(t). O
seguinte resultado de calculo variacional é de grande utilidade neste sentido.

Proposicao 1.57 Uma condicao necessdria e suficiente para que uma solug¢ao v : I =

[to, t1] —> R™ seja um ponto critico do funcional Sy é que sejam satisfeitas as chamadas

d (oL oL
dt \ 0% oy

No exemplo a seguir vemos como utilizar este resultado.

equacoes de Euler-Lagrange

Demonstracao. Ver [24] ou [17]. m

Exemplo 1.58 Em um sistema onde a forca atuante é conservativa, i.e., F = —VV,

onde V' € a energia potencial, as equacoes de Euler-Lagrange se reduzem a sequnda lev de

m(v,v)
2

d (9L oL a [ o(™et-v) B(va)_
5(3) =0 = a( ) - =—=—2=0

= m%—(—%>:0
<~ my,—F'=0

— my=F

Newton. De fato, como T = , temos

O mesmo principio aplicado ao eletromagnetismo dé origem ao seguinte
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Exemplo 1.59 Considere uma particula de massa m e carga q sob a agao de um campo
eletromagnético (E(x,t), B(z,t)) tendo o par (¢p(x,t), A(z,t)) como potencial de calibre.
Sua energia potencial € a funcao escalar dada por V. = V(z,t) = q((A,v) — @), onde
v =4 € a velocidade da particula. Por analogia com o caso da mecanica classica (cf.

[17], p. 37), concluimos que a lagrangeana desse sistema € da forma

mu?

L(z,v,t) = - qo(z,t) + g (A(z, t),v) . (1.16)

Por outro lado, recorde do eletromagnetismo classico que a forca de Lorentz é determinada
experimentalmente através de uma carga de teste (cf. [17], p. 4). No entanto, nos uti-
lizando da lagrangeana acima, podemos reobté-la através das equacgoes de Euler-Lagrange

que se reduzem a forca de Lorentz. Seque de (1.16)

0— i oL _ oL N
0[~qd +q{Av)]
;i

0

= & (i +q4) -
d . I[(Av) —¢] d

p7 (m¥:) = q [8—% T (Az‘)} =
dA}

i = |V -0 -

o que coincide com o resultado obtido no Exemplo (1.5).

Para mais detalhes sobre o formalismo lagrangeano ou uma prova da equivaléncia entre
o principio da acao minima e as equagoes de Euler-Lagrange, o leitor interessado pode
consultar [24] ou [17]. O que nos interessa aqui é a “esséncia” do formalismo lagrangeano,
ou seja, a ideia de que a partir de uma fungao lagrangeana L, que depende de 7(t) e §(t),
obtemos um conjunto de equacoes diferenciais, dependentes das derivadas parciais com
relacdo a () e ¥(t). Estas, juntamente com as condigoes iniciais, determinam a trajetéria
do sistema.

Estudar uma teoria de campos através do formalismo lagrangeano é fazer o andlogo
desta abordagem para o caso em que o sistema é descrito nao pela posicao de uma particula
em um dado tempo, mas sim pelo valor do campo em cada ponto do seu dominio de
definicao em cada instante de tempo dado. Muitas vezes, a auséncia de uma defini¢ao
matematicamente rigorosa do conceito de campo leva os fisicos a falar em “espaco fisico”
aonde aqueles existem. Assim, em fisica evita-se falar em trajetoria e utiliza-se o termo
“evolucao” do campo no espaco fisico. Naturalmente, as equacoes determinam a evolugao
do sistema.

Considere, por exemplo, um sistema tal que o espago fisico (variedade diferencidvel

usada para modelar a situagao) é o espaco-tempo de Minkowski e existe um tnico campo
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relevante, um campo escalar real (i.e., uma funcao diferencidvel) ¢ : R — R, que

satisfaz a lagrangeana da forma
1 1 55
L(¢’ au¢) = §au¢au¢ - ém ¢ .

A primeira observacao a ser feita é que, diferente do caso de uma particula, onde o
estado da mesma era determinado pela posicao em dado tempo, o “estado” do campo é
determinado pelo seu valor em cada ponto do espaco fisico e assim ele depende nao apenas
do parametro tempo, mas, eventualmente, das coordenadas espaciais. Desta forma, é
natural esperar que na lagrangeana aparecam as derivadas do campo nao somente com
respeito ao tempo, mas também com respeito as coordenadas do espaco. O que queremos é
encontrar quais sao as “leis” que este campo obedece nestas condigoes, ou seja, as equagoes
diferenciais que este campo deve satisfazer. Isto se faz assumindo como axioma o principio

de Hamilton. Isto é, a funcao ¢ deve ser um ponto critico do funcional de agao

Sp: C®(RY) — R
) — fRLB Ldx

Novamente, um resultado de calculo variacional é de grande utilidade neste caso.

Proposicao 1.60 Uma condi¢cao necessaria e suficiente para que a funcdo ¢ seja um

ponto critico do funcional S € que esta satisfaca as equacgoes de Fuler-Lagrange
oL oL
(o)
Nhe)) 09

Demonstragao. Ver [24], Capitulo 13, Se¢ao 2. =

Um outro resultado muito importante é:

Proposicao 1.61 Duas funcoes lagrangeanas L e L' que diferem por um termo de diver-

géncia, i.€.,

L'=L+0,f"

onde fO,---, fr e C®(RY3), conduzem as mesmas equacoes de movimento.

Demonstragao. Ver [24], Capitulo 13, Secao 2. =
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Agora podemos encontrar as equagcoes diferenciais que governam este sistema. De fato

9 ( oL ) _ 5 9 (30"00,¢ — 3m?*¢?)
"\o@ue)) " 9(0u0)
9 (30"90,9)
9(9u0)
9 (%g””(?n(b&,(b))

9(9.9)

1
= §au (0,m9""0, ¢ + 6,.9""0y9)

1
= 304 (20,09"70,0)

= 0, (9""0,0)
= au ((9“gz§) .

Por outro lado

oL B 8(%8‘%153“@5 _ %ngbQ) _ _0(%m2¢2) _ _m2¢

o6 9¢ 9¢

0 que nos leva a seguinte equagao
9,0"p — (—m?¢) = 0 = 9,0"¢ +m*p = 0.

Em fisica, é comum chamar as equacoes que governam uma teoria de campos de equagoes
de movimento ou equacoes de campo. O que acabamos de fazer foi encontrar as equacoes de
movimento que governam este sistema hipotético. A seguir veremos exemplos de sistemas

que serao parte integral de nossa discussao mais adiante.

1.4.3 Alguns exemplos

Exemplo 1.62 (Campo escalar complexo sobre o espago de Minkowski) Considere
um sistema constituido por dois campos escalares complexros conjugados sobre o espaco-
tempo de Minkowski, i.e., duas funcées diferencidveis ¥ : RY — C e ) : R"® — C

satisfazendo a lagrangeana

L(¢7 i? au¢7 a;ﬂﬁ) - auwa”@ - m2¢1/_1
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Agora temos uma teoria descrevendo dois campos, portanto devemos considerar a equacao

de Fuler-Lagrange para cada um deles. Analisando com respeito a 1 obtemos,

oL 0L
a(w) aw

@(< www mww

) ww m*yy)
a ( ,wa& ) ZQWP

)

9"

=

<aw

—m@/}#

—m*.

Isto ¢

9,0" — (=m*¢P) = 0= 0¢ + m*) = 0.

o () =

) ( <#waﬂ¢ nﬂwdi) “¢aﬂw —-nﬂww>

Agora, com respeito a 1 temos,

., —

a( wmw):: wa
¢5,w - 2¢ =
0,0") = —m*

e portanto
9, 0Mp — (—m*Y) = 0 = O + m*p = 0.

Isto nos leva ao par de equacées i +m?Y =0 e O + m?Y = 0, onde a primeira,
) +m?yp = 0,

¢ a equacao de Klein-Gordon, que € de grande relevancia por ser a versdao relativistica da
equagao de Schrodinger

2
O =~ A,

Trataremos dela mais detidamente no ultimo capztulo.
Os dois ltimos exemplos de teoria de campos que nos interessam sao:

Exemplo 1.63 (Campo eletromagnético sem matéria) Considere um sistema for-
mado pelos campos A, : RY3 — R, com a =0, ...,3, definidos sobre o espaco-tempo de
Minkowski e que obedecem a sequinte lagrangeana

]' [0
L(Aa, 0,A,) = -1 wsFP,
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onde Fopg = 0,A3 — 03A, ¢
= " (0:4; ~0,4) ¢
= giaaiAjgjﬁ - giaaingjﬁ
— 9" AP — 9P A

Neste caso,

1 1
L= —ZFa,BFaﬁ = 1 (aozA/B - 8514&) (806‘4/8 - aﬁAa) )

Queremos obter as equagoes de movimento. Calculando o primeiro termo da equagao

de Fuler-Lagrange, temos

0L _ O (FapF*?)
9(0,A,) 2(9,A,)
0 ((DaAp — DsAn) (DA% — 9P A%))
(8, A,)
N 9 (9° A% — 98 A°
:m%%ﬁ%%NmM—WmWH@%—%%)(8@&))
= (6aw0py = 0pu0ay) (07 A7 = 0P A%) + (8 A — 05 Aa) (9700 0529"" — " 01 0mrg™)
— (Boly — Opuar) (07 A% — DPA%) + (84 A5 — D5Aa) (9™ 97° — g7 g7)
= G0y 0" AP — G300y 0 AP — 50,030 A + 85,00, 0% A°
+ (0aAs — 054a) (9™ 9" — 97 g"*)
— A — VA — DA+ AT+ (DA — D5Aa) (9797 — 97 g7)
= AT — A — DA+ AT+ 0y Apg™ P — DpAag® g — OnAg + OpAag® g0
— A — DA — A 4 DA+ A — DA — A+ A
— 4 (VAT — T AY)
— 4P,

Logo, encontramos

oL oL
—_ = — vy — = V’Y:
Oy (6(8VA7)) A 0=0,(-F")—-0=0=0,F 0.

E, ainda, como F,p = 0,A3 — 03A,, temos
aaF57 + ayFag + 65Fw = 0, (85A7 — 87145) + 87 (6QA[3 — 85Aa) + 85 (8714@ — 8(114,\/) = 0.
Assim, nesta teoria valem

&YFM + 87Fa/3 + 0/3F,ya =0
0,F"7 =0

que sao as equacoes de Mazwell no vdcuo.
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Exemplo 1.64 (Campo eletromagnético com matéria) Considere que no exemplo

anterior a lagrangeana toma a forma
1
Le(Aa; 0uAa) = =1 FopF™ + JMA,

onde J, : RY¥ — R, com p =0,...,3. Aplicando as Equagées de Euler Lagrange com
respeito a A,, obtemos O5F*® = J*. Neste caso temos
8aF,g,y + 87Fa5 + 651770[ =0
OpFoP = J>
que sao as equacoes de Mazwell para um campo eletromagnético na presenca de uma

quadricorrente J,.

1.4.4 Simetrias

Com estes exemplos em maos, passamos agora a falar de um dos conceitos mais impor-
tantes das teorias de campo: simetrias. A grosso modo, estas nada mais sao do que
transformacoes que deixam invariantes um certo sistema fisico e tem suas origem nos

trabalhos de Marius Sophus Lie. Mais precisamente, temos a seguinte

Definigao 1.65 Considere um sistema fisico composto por uma variedade diferencidvel
(espago fisico) M de dimensao n, com coordenadas x°, um conjunto de campos ¢, e uma

lagrangeana L = L(¢q ("), 0uda(2")). Uma transformagao é uma aplicagdo
T: (2, ¢a) — (2", 8,) = T((2', éa)),

no sistema fisico considerado, obtendo-se assim um novo sistema composto pela mesma

variedade M com coordenadas x'*, campos ¢, e lagrangeana
L'(¢(2"), 0uia(2")) = L(9(2"), 0udin(2")).

A transformacao € dita externa se T age exclusivamente sobre as coordenadas do espaco

fisico, ou seja, T : ' — x'*. Ela € dita interna se age exclusivamente nos campos, i.e.,
. /
T: ¢o — ¢,
Agora, recorde da Proposigao 1.61 que duas fungoes lagrangeanas que diferem por um
termo de divergéncia conduzem as mesmas equacoes de movimento. Em outras palavras,

isto nos diz que uma simetria é uma transformacao que nao altera as leis fisicas previstas

pela teoria. Do ponto de vista fisico, faz sentido a seguinte
Definicao 1.66 Uma transformacgao em um sistema fisico € dita uma simetria se
L'=L+09,A",

onde A" = A (¢o(2"),0,00(2")) : M — R, com p = 1,...,n, sio fungées diferencid-
veis. Se a transformacdo € interna (respec. externa), a simetria € dita interna (respec.

externa).
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Vejamos alguns situagoes concretas:

Exemplo 1.67 (Simetrias de um campo escalar complexo) Considere a teoria do

campo escalar complexo descrita acima. A transformacgao
Py =y G =
onde v € uma constante real, ¢ uma simetria deste sistema. De fato,
L/ — alllwap,&/ - me/,l/_}/

— 8u (eia¢) O (e—ioc,&) o m2 (eiaw) (e—ia,&)

— (eiae—ia) aﬂ,wa,u,lz . (eiae—ia) m2 (,w) (J))

= 0, 0" p — m*P)

=1L
como queriamos. Note ainda que esta transformacao € uma simetria da equac¢ao de mo-

vimento deste sistema, pois se 1 € uma solugao de (i + m?yp = 0, entdo um calculo

imediato mostra que €1 também é solucao.
Exemplo 1.68 (Simetria de um campo eletromagnético) A transformagao
A, — A = A, + 0ax,

onde x(t,z) € uma fungao diferencidvel, é uma simetria interna da teoria do campo ele-

tromagnético. De fato
ws = Oa (A5 + 95X) — 05 (A + Jax)
= 8QA5 + 8aagx — 8514& + 858ax
= 0, Ap — 03A,
et 01,8'

Analogamente encontramos F'? = P logo
/ 1 ! "af 1 aff
L - —ZFaﬂF - _Z aﬁF - L,
como afirmado. Claramente, a equagdo de movimento OgF*® = J% é invariante por tal
transformacao. Na verdade, esta é exatamente a invariancia por transformacoes de calibre

da teoria de Maxwell.

Uma observagao importante no momento é que, apesar dos dois exemplos anteriores
tratarem de simetrias internas, eles tém uma diferenca crucial. O primeiro tem simetria
por uma transformagao que depende de um parametro « constante, enquanto que o se-
gundo por uma funcao y do espaco fisico. Transformacoes como o primeiro caso, que
agem igualmente em qualquer ponto do espaco, sao chamadas transformacoes globais,
enquanto que transformacoes que dependem do ponto sobre qual agem sao chamadas

transformacoes locais. Concluimos este capitulo com um ultimo exemplo.
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Exemplo 1.69 (Invariancia de Lorentz do eletromagnetismo) A transformagao
at — ' =TrY,

onde T € a matriz mudancga de coordenadas de uma transformacgao de Lorentz, é uma
simetria externa da teoria do campo eletromagnético. De fato, a lagrangeana da teoria,

na sua forma mais geral, €
1 af o
L(Aaaa,uAa) = _Z aﬁF + J A“,
que € exatamente a soma de dois produtos internos. Mais exatamente,

1

Como, por definicao, transformacoes de Lorentz sao aquelas que preservam este produto
interno, a lagrangeana resultante serd sempre igual a primeira. Como consequéncia, a

equagao 85Fa6 = J% € invariante por tal transformacao.
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Capitulo 2
Conexoes em espacos fibrados

Neste capitulo iremos estudar alguns dos conceitos matemaéticos centrais na tentativa de
geometrizacao da fisica, a saber: os espacos fibrados e suas conexoes. Para tal, utilizamos
como referéncias principais [34], [9], [10], [21], [37] e [35].

2.1 Fibrados em retas e fibrados em circulos

A nocao intuitiva de espaco fibrado consiste em uma uniao disjunta de copias de uma
certa variedade diferencidvel, parametrizada por uma outra variedade, de maneira que
esta uniao tenha também estrutura de variedade diferenciavel localmente dada por um
produto. Na literatura é comum denomina-los respectivamente de fibra tipica, base e

espaco total.

As variedades diferenciaveis sao construidas de forma a constituir uma colagem de
objetos onde se possa realizar o calculo diferencial e integral no espaco euclidiano R”
de forma consistente. Neste sentido, um espago fibrado é uma variedade diferenciavel
que localmente tem a estrutura de variedade produto entre duas variedades. Note que,
em geral, estas estruturas produto nao sao globais, o que de fato torna a construcao
interessante.

Por simplicidade, nos restringiremos a precisar este conceito apenas em dois casos, o
primeiro em que a fibra tipica é o conjunto dos nimeros complexos C e o segundo em que
a fibra é o circulo S (pensado aqui como o grupo de Lie U(1) dos niimeros complexos
de médulo 1). Na literatura, estes sao conhecidos por “fibrados em retas compleras” e
“fibrados em circulos’.

Esta secao ¢é destinada a apresentar os conceitos basicos fundamentais a este trabalho.
Comecaremos por definir os fibrados em retas complexas e verificar alguns fatos a estes
relacionados, em seguida faremos o mesmo para os fibrados em circulos e terminamos a

secao com a nocao de fibrados associados e conceitos relacionados.

23
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2.1.1 A Fibrados em retas complexas

A.1 Definicao e exemplos.

Definicao 2.1 Um fibrado em retas complexas sobre uma variedade M €é uma variedade

E junto com uma aplicacao © : E — M tais que:

i). Para todo x € M tem-se que ' (z) = E, é um espago vetorial complexo de dimen-

5G0 um;

ii). Para todo x € M existe uma vizinhanga aberta U; C M de x, chamada carta
trivializadora, e um difeomorfismo @; : 7= (U;) — U; x C, chamado de trivializacao

local, tal que
pi(n(2)) = {a} x C

para todo x € U; € @;|p, : B — {x} x C € um isomorfismo linear. Denotamos tal
conjunto por C — E 5 M, ou simplesmente E = M.

Alguns pontos valem ser ressaltados na definicao de fibrados em retas complexas.
Primeiramente observe que o fato de ¢; ser um difeomorfismo garante que @;(E,) é um
difeomorfismo entre E, e {z} x C, Vo € U;. Em outras palavras, 7~ !(z) = E, (ie., a
fibra de E sobre x) é uma cépia de C dentro de E. Isso justifica a afirmacao de que um
fibrado em retas complexas é uma familia de retas complexas parametrizadas por uma
variedade base. O segundo ponto a ser ressaltado é que a condicao ii) da definigao garante
a existéncia de uma cobertura aberta {U;};c; de M onde estao definidas trivializagoes
locais ¢; : 7 HU;) — U; x C. Ao conjunto {U;, ¢;}ier, chamamos de atlas fibrado
ou atlas trivializador do fibrado em retas complexas. De agora em diante omitiremos o

adjetivo complexas por comodidade.

Exemplo 2.2 (Fibrado em retas Trivial) Dada uma variedade M, a variedade pro-
duto E = M x C junto com a projegio canonica m(x,z) = x constitui trivialmente um

fibrado. A este chamamos de fibrado em retas trivial sobre M.

Exemplo 2.3 (Fibrado Tautolégico) Recordemos da andlise complexa que define-se
como a reta projetiva complexa CP' ao conjunto das retas (complezas) que passam pela
origem de C?. Denotamos a reta que tem a dire¢io do vetor z = (29, z1) por [z] = |20, 21]-
Note que [Azg, A\z1| = [20, 21] para qualquer nimero complexo \ nao nulo. Definindo dois
conjuntos abertos U;, com i = 0,1, dados por U; = {[z0, z1] : z; # 0} e coordenadas dadas
por ; » Uy — C tal que vo([2]) = 21/20 € ¥1([2]) = 20/21 temos que CP' adquire uma
estrutura de variedade que € difeomorfa a S?, onde um difeomorfismo explicito é dado por

T, Yy,2) = |x+1y,1 — z| em que a imagem de Uy € o conjunto Uy = 5 — 10,0, =1} e de
iy, 1 ' de Uy € unto U 52 0,0,—-1 d
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U ¢ Us =5%—{0,0,1}. Em particular temos em Uy um sistema de coordenadas dado

por [1,t] jd que
20 # 0= [20, 21] = [(1/20)20, (1/20)21] = [1, 21/20] = [1, 1]

e analogamente em Uy temos um sistema de coordenadas dado por [s,1]. Temos ainda um
biholomorfismo entre CP' e CU {00}, a esfera de Riemann, dado por 1([20,21]) = 20/21-
Sendo H = {(w, [z]) : w = Az, \ € C*} C C*xCP! en : H— CP! dada por 7 ((w, [2])) =
2], entdo C — H = CP' é um fibrado vetorial em retas complezas chamado de fibrado
tautoldgico sobre CP'. Um atlas fibrado é obtido tomando-se os abertos Uy e Uy e neles

as trivializagoes dadas por

©o : 1 (Up) — Uy x C
(2, 2t),[1,1]) — <[1,t],z\/\t]2+1)
P1 - 1 (Ul) — U, xC

((sw,w),[s,1]) ([s, 1], wy/|s|> + 1> ‘

Exemplo 2.4 (Espago tangente de superficies riemannianas) Considere uma su-
perficie riemanniana (M, g) orientada, veremos que sendo T M o seu espago tangente, este
¢ também um fibrado em retas sobre M. Em T M consideramos a projecio w: TM — M
tal que (p,v) = p, claramente 7=*(p) = T,M. Podemos ainda definir um operador global
J que para cada p € M age em T,M como uma rotagdo por /2 no sentido positivo
e ainda J?> = —Id. Assim dado um nimero complezo z = a + bi, podemos para cada
v e T,M definir z-v = (a+ Jb)v e desse modo temos que T,M se torna um espago veto-
rial complexo de dimensao um. Sabemos que para todo p € M existe uma vizinhanca U
de p e um difeomorfismo p : U C M — U C R2. Desta maneira temos um difeomorfismo
¢ TU — U xR2 e considerando ¢ : U xR — U x C tal que ¢(z,y, m,n) = (x,y, m+in)

teremos um difeomorfismo ¢ = ¢o @ : TU — U x C como queriamos.

A.2 Os cociclos de transicao. Seja £ = M um fibrado em retas e fixemos um atlas

trivializador {U;, ¢; }ier. Temos a seguinte

Proposicao 2.5 A cada par de abertos U; e U; tais que U; N U; # &, corresponde uma
funcao suave g;; : Uy NU; — C*, chamada de funcao de transicao da carta trivializadora

Ui para a carta Uj, de forma que

i 05 (2, G) = (z,9:(2)¢) = (x,6). (2.1)
Além disso, as funcoes cumprem as condicoes de cociclo

gii(r) =1 se xel; (22)
g”(.T) ’ gjk(x) = gzk(l’) se x &€ Uz N Uj N Uk ’
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Demonstragao. Imediata a partir do item ii) da Definigdo 2.1. =

Definigao 2.6 A familia {g;;} de funcées suaves como na proposicio anterior € deno-
minada cociclo de transicao associado ao atlas trivializador {U;, ; }icr. As condigies de
cociclo mos garantem que o conjunto imagem de todas as fungoes de transi¢ao formam
um subgrupo do grupo multiplicativo C*, a este subgrupo chamamos de grupo estrutural

do fibrado em retas.

Exemplo 2.7 As fungoes de transicao no fibrado trivial M x C sao todas iguais a 1, de

fato dados dois abertos U; e U; tais que U; NU; # &, para cada x € U; NU; seque que
(z,1-¢G) = (2, G).

Exemplo 2.8 No fibrado tautoldgico temos que Uy N Uy = {[20,21] : 20 - 21 # 0}. Para
encontrarmos a fun¢ao de transicao gio([z0, 21]) devemos inicialmente explicitar uma ex-
pressdo para oy : Uy x C — 771 (Uy) C H, de fato

1 o z tz
900 ([1,ﬂ,2)— <<\/|t’2+1’ \/|t|2—|—1> 7[17t]>

¢ a 1nversa de pg uma vez que

—1 o z tz
%o © Py ([1,t],2) = %o <<\/|t|2+17 \/|t|2+1> 7[1’t]>
z<\/|t|2+1>
VIt +1

= [17t]7

= ([17t]7z)

assim teremos

_1 B Z tz
prowg ([1,1,2) = ¢ <<\/\t!2+ - \/\ty2+1> ,[M])
1 tz tz 1
= 1 ((E \/|t|2+17 \/’t|2+1> ) {z,l})
1 tz 17
-([+1] ’WV‘? i
_ F 1} tz 1+ [t]?
IR\ [P

()

t 21/’21|
guollz0: 21]) = m - ZO/’ZD|‘

para todo t # 0. Logo
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Em diversas situacoes concretas o que nos ¢ disponivel em primeira instancia é um
cociclo de transi¢ao. E notavel e operacional que a partir de tais objetos se possa construir

um fibrado em retas complexas. Isto é formalizado no

Teorema 2.9 Dada uma cobertura aberta {Uy}tacr de uma variedade M e fungées gap
Uy, NUz — C* que satisfacam as condig¢oes de cociclo, entao existe um fibrado em retas

C — E 5 M tal que gog sio suas fungoes de transicdo.

Demonstragido. Considere M como sendo a unido disjunta U,e (U, x C). Colaremos
estes abertos através das aplicacoes go3. Dado um ponto m, € U,, vamos denota-lo por
(m,a), assim se Ug é tal que U, N Uz # & e o ponto m, € U, N Up, a escrita de m,
como incluso no aberto Uy serd (m, 3). Agora considere o conjunto M cujo elementos sao
(m,a, A) := ((m,a),\) onde A € C. Uma conta simples mostra que a relagao (m, a, A) ~
(n, B8, 1) dada por m = n e gg, (M) A = p é de equivaléncia. Mais precisamente, temos
que a reflexividade de ~ advém da condicao g;;(x) = 1, a simetria, da condicao g;;(x) -
gji(x) = 1 e a transitividade, da condi¢ao g;;(z)- g;x(z) - gri(z) = 1. Agora, vamos denotar
por [(m,a, \)] a classe de equivaléncia de (m,a, ) e por L o conjunto destas classes de

equivaléncia. Defina neste conjunto as operacoes adicao

[(m’ a, /\)] + [(nv B, :u)] = [(mv A+ M)]

e a multiplicacao por escalar
z[(m, a, N)] = [(m, a, 2A)].

e seja
m: L — M
(A, m,a)] — m
A aplicagao 7 estd bem definida pela definicao de ~ e as duas operacoes definidas fazem
de 77'(m) um espago vetorial complexo de dimensdo 1. Finalmente, defina s, (m) =
[(1,m,«)]. Entao

Sa (m) = [(m, , )] = [(m, B, gag (m))] = gag (m) 55 (m)

como queriamos.

Por tiltimo, seja W, = 7! (U,) e considere a bijegao

Vo: Ws — UyxC
a,x, 2] —  (x,2) '

Esta é uma trivializacao local. Note que
(1/},3 o ¢;1)($72) = (x7gﬁa(‘r) ’ Z)

¢ um difeomorfismo de (U, N Uz) x C em s mesmo. Segue dai que L admite estrutura de

variedade diferencidvel. m
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A.3 Secoes locais e fungoes complexas

Seja £ 5 M um fibrado em retas sobre M e fixemos um aberto U C M.

Defini¢ao 2.10 Uma aplica¢ao suave s : U — E tal que mwo s = Id|y é chamada segao

local sobre U do fibrado em retas. Ao conjunto de todas as se¢oes locais definidas sobre
U denotamos por I'(U, E).

Exemplo 2.11 (Gréafico de uma fungao complexa) Dada uma fungdo complexa de-
finida sobre uma variedade M, isto €, » : M — C. Temos que s(z) = (z,¢¥(x)) € M x C,
o grafico desta funcdo, ¢ uma secao mo fibrado em retas trivial M x C e, portanto,

W eT(M, M x C).

Exemplo 2.12 (Secao nula) Seja E = M um fibrado em retas, como cada fibra E, ¢
um espaco vetorial complexo de dimensao um, temos que cada fibra tem um vetor nulo,
denotemos o elemento nulo de E, por 0,. Assim, todo fibrado em retas admite uma se¢ao
global dada por so(x) = 0, e, como dada uma trivializagdo local ¢; temos que p;|g, €
isomorfismo linear para cada x € U;, entdo so(x) = ¢; ' (x,0), para qualquer que seja a
trivializacao p;, o que nos diz que esta aplicacdo esta bem definida e ainda € suave. A

esta chamamos de secao nula do fibrado em retas.
Temos também imediatamente que

Proposicao 2.13 Definindo a soma entre duas segoes locais como a soma feita ponto
a ponto e o produto por escalar (nimero complexo) também ponto a ponto, I'(U, E) tem

estrutura de espaco vetorial, com sqg sendo o vetor nulo.
A proxima proposicao estabelece uma bijecao entre segoes locais e trivializagoes locais.

Proposicao 2.14 (Secao local vs Trivializagao local) Seja £ = M um fibrado em

retas. Sao vdlidas

1. A cada se¢ao local s : U — E que nao se anula em ponto algum corresponde uma

trivializagao local ¢ : 7= 1(U) — U x C cuga inversa cumpre
i (2,¢) = ¢sil);
2. Dada uma trivializagao local p : 7 (U) — U x C entao s : U — E dada por

si(r) = ¢; ' (2,1)
¢ uma secao local que nunca se anula.

Demonstracao. Imediata. m
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Definicdo 2.15 Um referencial local do fibrado em retas E = M sobre um aberto U ¢é

tao somente uma se¢dao local s € I'(U, E) que nunca se anula.

Em seguida, como preparacao para o terreno para caracterizar trivializacoes globais,
introduziremos as no¢oes de aplicacao fibrado e de isomorfismo fibrado. Para isto, fixemos
dois fibrados em retas (F, M, ) e (F, N,n’).

Definicao 2.16 Dizemos que uma aplicacdo suave © : EE — F € uma aplicacao fibrada

em retas se para todo u € E ew € F com
O(u) =w

tiwermos que
OlE, ) * Erxtw) — Frw)

¢ isomorfismo C-linear.

Um fato que decorre imediatamente da definicao anterior é que uma aplicacao fibrada

em retas © : E — F induz uma aplicaciao © : M — N definida por O(n(u)) = 7' (O (u)).

Definigao 2.17 (Isomorfismo fibrado) Sejam (E, M, 7) e (E', M, 7") fibrados em re-

tas sobre uma mesma variedade M .

1. Um isomorfismo fibrado entre (E,M,n) e (E', M, ") é uma aplica¢io fibrada © :
E — E' que é um difeomorfismo e a aplicacio induzida © : M — M ¢ a identidade.

2. (E,M,m) € dito trivial se € isomorfo como fibrado em retas ao fibrado em retas

trivial.
E agora podemos enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 2.18 (Trivialidade de fibrados em retas) Um fibrado em retas E —

M ¢€ trivial se, e somente se, admite um referencial global.

Demonstracao. Seja © : E — M x C um isomorfismo fibrado entre £ e M x C, entao
©~!(z,1) define um referencial global para E. Reciprocamente, suponha que s : M —
E seja um referencial global e considere © : M x C — E dada por ©(z,() = s(z)C.
Claramente esta é uma aplicacao fibrada em retas, pois para cada x € M temos que
s(x) € C* e assim ¢ — s(z)¢ é um isomorfismo entre retas complexas. © é ainda biunivoca,
diferenciavel e ainda com inversa diferenciavel, logo um isomorfismo fibrado. =
Finalmente, as relagoes entre secoes locais e cociclos se da da forma como segue:
Considere trivializacoes locais ¢; e p; tais que U;NU; # @. Se s € ['(U; N Uj;, E), existem

fungoes ;,v; : U; N U; — C tais que s = s, = 1;s;, onde s; e s; sao os referenciais
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locais associados a 1 € @, 1ogo @ (14(2)s:(x)) = (&, Ui(x)) € 5t (2)3;(x)) = (2, ;()).
Portanto

i = gijby. (2.3)
Disto decorre que
Visi = U;s; = (9iW;) si = V;8j = GijSi = Sj = G5i9ijSi = 95iSj,
logo
Si = §jiSj- (2.4)
Reciprocamente, dado um atlas trivializador {U;, ¢; }ie; de E com referenciais associados

s;, temos que um conjunto de fungoes 1; : U; — C tais que nas intersecoes de seus dominios

satisfacam (2.3) define uma secao global em F.

2.1.2 B Fibrados em circulos

Seguiremos agora com os fibrados em circulos, ou melhor fibrados com fibra e grupo
estrutural U(1).

B.1 Definicao e exemplos. Comecgaremos recordando que dada uma variedade dife-
renciavel P e uma aplicagdo R : P x U(1) — P, R é chamada uma agao a direita de U(1)
em P se R(u,1) =ue R(R(u,g),h) = R(u,g-h). Denotaremos R(u, g) por simplesmente

u - g. Agora podemos introduzir o conceito de fibrado em circulos.

Defini¢ao 2.19 Um fibrado em circulos (P, M, m, R) sobre uma variedade M €é uma va-
riedade P, junto com uma aplicacao suave ™ : P — M e uma ag¢ao suave a direita R de
U(1) em P, tais que

i). Para quaisquer u € P e g € U(1) wvale

m(u-g) = m(w); (2.5)

it). Para todo p € M eziste uma vizinhanga aberta U; C M de p, chamada carta trivia-
lizadora, € um difeomorfismo @; : 7 (U;) — U; x U(1), chamado trivializagao local,
tal que p; é da forma
pi(u) = (r(u), fi(u)) (2.6)
onde f; : 7 (U;) — U(1) satisfaz

filu-g) = fi(u)-g;¥Y ue PY ge S (2.7)
Denotamos tal conjunto por U(1) < P = M, quando ndo howver risco de confusio

quanto a agao, ou ainda por P(M,U(1)), quando nao houver risco de confusio quanto a

Projecao .
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Vejamos agora alguns exemplos de fibrados em circulos.

Exemplo 2.20 (Fibrado em circulos trivial) Dada uma variedade M, a variedade
produto P = M x U(1) juntamente com a proje¢ao m(u,g) =u e a agao R: P x U(1) —
P dada por R((u,g),h) = (u,g - h) constitui um fibrado em circulos sobre M. A este
chamamos fibrado em circulos trivial sobre M. Em particular se tomarmos M = S* seque
que o toro T? = S1 x U(1) é um fibrado em circulos sobre S* onde a acdo a direita sdo

rotagoes da fibra.

Exemplo 2.21 (Fibrado de Hopf) Sendo S® = {(z0,21) € C* : |2|*> + |z1]* = 1},
veremos que ¢ possivel construir um fibrado em circulos U(1) < S* 5 CP' sobre CP', a
este fibrado denomina-se fibrado de Hopf complexo. Considere a acio R : S3 x U(1) — S3
dada por R((z0,21),9) = (920,921) € a projecdo 7 : S* — CP' dada por m(29, 21) = [20, 21]-

De fato temos que a condi¢ao i) da definicio € satisfeita uma vez que

7 ((20,21) - 9) = 7(920, 921) = 920, 921] = [20, 21] = 7(20, 21).

Para verificarmos que a condigdo i) é satisfeita devemos considerar a cobertura U; de
CP', com i = 0,1, tal que U; = {[z0,21] : 2zi # 0}. Desse modo temos n=1(U;) =
{(20,21) € S : 2; # 0} e assim

wo: ™ YUy — Uy xU(1)
— | [20, 21], |j—3|>

o1 © 1 (U) — U xU(1)
—

(o021 27)

sao tais que
vi(20, 21) = (7(20, 21), fi(20, 21))

onde f;(z9,21) = 2 satisfaz
T

fi((z0, 1) - 9) = fi((920, 921)) = % - f—l — |—| .9 = fi(z0,21)) - g

como queriamos. Uma vez que CP* € difeomorfo a S? e U(1) € difeomorfo a S*, é comum

na literatura denotar este fibrado por S* — S% 5 S2.

Vemos aqui uma situacao muito similar ao fibrados em retas, uma vez que a condicao
i1) da defini¢ao assegura que um fibrado em circulos sobre M é, a grosso modo, uma

familia de circulos parametrizados por M. Temos ainda o seguinte

Lema 2.22 Para cada v € P, a fibra sobre w(u) coincide com a orbita de u pela a¢do de
U(1), i.e.,
Prwy={u-g:9€U(1)} =u-U(1).
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Demonstragao. Primeiramente observe que segue de (2.5) que 7 *(7(u)) D u - U(1).
Considere agora u' € 7 '(7(u)) e seja ¢; uma trivializagao tal que 7(u) € U;. Temos
imediatamente que 7(u') = 7w(u) = x, logo p;(u) = (w(u), fi(u)) e ¢;(u') = (w(u), f;(u')).
Portanto, f;(u), fi(u') € U(1), de onde segue que existe g € U(1) tal que f;(u)g = f;(v).
Por outro lado, segue de (2.7) que fi(ug) = f;(u'), logo

pi(ug) = (n(ug), fi(ug)) = (7 (u), fi(u)) = (w(u), fi(w)) = @i(u).

Como ¢; ¢ difeomorfismo, temos que v’ = ug, o que nos diz que 7' (7(u)) C u - U(1).

Segue o resultado desejado. m

B.2 Os cociclos de transigao. Observe que a condi¢ao ii) da Defini¢ao 2.19 garante a
existéncia de uma cobertura aberta {U; };,c; de M onde estao definidas trivializa¢oes locais
i m Y U;)) — U; x U(1), dadas por ¢; = (m, f;). Ao conjunto {U;, ; }icr, chamamos
de atlas trivializador do fibrado em circulos. Assim como nos fibrados em retas, podemos
definir em cada dois abertos U; e U; no atlas trivializador do fibrado em circulos tais
que U; NU; # @, as chamadas funcao de transicao entre U; e U;, g;; + U; N U; — U(1)
definidas por @;00; ' (z, g) = (z, gi;(x)-g). Esta nomenclatura faz sentido j& que um mesmo
ponto u no espaco total P tem coordenadas (z, g) pela trivializacao ¢, e (z, g;j(x)g) pela
trivializagao ;.

De fato estas fungoes estao bem definidas pois dados U; e U; tais que U; N U; # &,
segue que @; o gp;l é um difeomorfismo de (U; N U;) x U(1) em si mesmo e que preserva o

primeiro fator, pois ¢; = (7, f;). Mais precisamente para x € U; N U; temos

@i o i (x,9) = (¢, 9:5(x, 9)),

onde, para cada x, temos uma aplicagao g¢;;(z,-) : U(1) — U(1). Mais ainda, segue de

(2.7) que esta deve ser invariante pela acao a direita, ou seja,

gzj(xag)h:gw(xagh)a vg7h€ U(1>

Portanto tomando g = 1, a aplicacdo g¢;;(x,-) coincide com a multiplicacdo a esquerda
em U(1) por g;;(x,1) € U(1). Assim tem sentido denotarmos esta aplicagdo apenas por

9i(z) - 9 := gij(x, 9)-
Vale ainda destacar que as fungoes de transigao relativas ao atlas trivializador {U;, ¢; }ier

so fazem sentido se satisfizerem as seguintes condicoes
a). gu(r) =1, para x € Uy;
b). gij(z) - gji(x) =1, paraxz € U;NU; e

). gij(x) - gjn(z) - gri(x) = 1, para z € U; N U; N Uy.
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Tais condigoes sao chamadas de condigoes de cociclo.

Exemplo 2.23 As funcées de transi¢io no fibrado trivial M x U(1) sdo todas iguais a
1, de fato dados dois abertos U; e U; tais que U; NU; # &, para cada x € U; NU; segue

que (l’,l ' gj) - (1’792)
Exemplo 2.24 No fibrado de Hopf U(1) — S 5 CP! temos que Uy N Uy = {[z0, 2] :

20 - 21 # 0}. Para encontrarmos a fun¢do de transi¢ao gio(z) devemos inicialmente
explicitar uma expressio para o' : Uy x U(1) — 771 (Uy) C S®, de fato

tg
vo' ([Lt].9) = <¢It\2+1 ¢|t|2+1>

€ a 1nversa de py uma vez que

-1 g tg
ooy ([1,t],9) = vo :
’ VIR +1 P+ 1

g

[ g tg ] VIt +1
VT VT T
_ 9. g VIt +1]
VIIEFT TR+ gl

= ([1,%], 9)

assim teremos

-1 o g tg
propy ([1,1],9) = ¢ <\/!tl2+1 \/It\2+1)

tg
I ty ’ Vi1
VIR +1 VI +17 ||

t
- ()
g
t
= [Lt]ag _)
( I
para todo t # 0. Logo
VAL 1

g10([20, 21]) = It~ 20/l20]  20]2|

Convém para interesses futuros expressarmos esta funcao de transicao em coordenadas
esféricas, o que € possivel uma vez que CP! e S? sdo difeomorfos. Para isso introduziremos
em S* C C? as coordenadas (29, 21) = (cos ¢ei, sin ge'®) com 0 < ¢ < /2, desta forma
teremos

(20, 21) = [cos @€', sin pe'’] = [cos pel¢ ™) sin @]
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entao
g10([20, 21]) = gro([cos ¢’ sin )
_ (sing) | cos peis—¢|
~ (cos ¢peic=¢) | sin ¢|
= efi(ffow
(cos @) | sin ¢|
— eii(ffg).
Como

[cos g€, sin @] = [cos ¢ (cos (€ — ¢) +isin (€ — )), sin ]
seque pelo difeomorfismo (x,y,2) — [v +iy,1 — 2| entre CP' ¢ S* que 0 := & —( €
o parametro usual em coordenadas esféricas. Assim, como fibrado sobre S* com cartas
trivializadoras Uy = S? — {0,0,—1} e Us = S* — {0,0,1}, o fibrado de Hopf tem como
funcao de transicao
gsn(0,¢) = e,

Mesmo um fibrado sendo um objeto com uma estrutura global, a existéncia de fungoes
de transicao entre trivializacoes locais nos permite estudar tal estrutura localmente e, mais
importante, conhecendo como estas trivializagoes locais se “colam”, podemos recuperar

completamente a estrutura global inicial. Mais precisamente temos

Teorema 2.25 Dada uma cobertura aberta {U;}ie; de uma variedade M e fungoes g;; :
U;NU; — U(1) que satisfagam as condigoes de cociclo, entdo existe um fibrado em circulos

U(1) < P 5 M tal que g;; sio suas fungoes de transigao.

Demonstracao. A prova é a adaptacao direta para o presente caso da demonstracao feita
para o Teorema 2.9. Observar que no presente caso ao invés de se definir um produto por
escalar complexo na fibra, dfinir-se-4 uma agao a direita do grupo U(1) na fibra. m

De maneira analoga aos fibrados em retas podemos nos fibrados em circulos generalizar

o conceito de grafico de uma funcao.

Definigao 2.26 Seja P(M,U(1)) um fibrado em circulos. Uma aplicagcdo suave s : U C
M — P tal que mo s = Id|y, € chamada se¢ao local sobre U do fibrado em circulos. O

conjunto de todas as se¢oes locais definidas sobre U serd denotado por T'(U, P).

B.3 Secoes locais e fungoes locais em U(1). Dada uma trivializagao local ¢; e
uma aplicacdo diferencidvel f : U; — U(1), temos que s(x) = ¢; '(z, f(x)) define uma
secdo local sobre U;. Tomando-se f(x) = 1 & secdo s(z) = ¢; '(z,1) chamamos de se¢do
local candnica associada a ¢;. Reciprocamente, dada uma segao local s € T'(U;, P) e, uma
vez que

n (U) = Jr @) = [ {s(2)g: g € UL)}

zeU; zeU;
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pois s(x) € Py, temos que ; : 7 1(U;) — U; x U(1), definida por

vi(s(r)g) = (z,9),

¢ uma trivializagao local para 7=1(U;), j& que é claramente uma bijecao, pelo Lema 2.22,
e é suave pois p;(u) = (7, f;). Dado u € 7~ !(U;) e uma trivializagao ¢; tal que 7(u) € Uj,

temos

Fy(u) = f(s0m(u) - g) = ((f; 050 m)(w) - g =
0= F)((; 050 m)w) ! = filu),

o que nos diz que f; é suave. Sua inversa também suave pois ¢; ' (x,g) = s(x)g é a com-
posicao de duas aplicacoes suaves. Assim estabelecemos uma correspondéncia biunivoca
entre secoes locais e trivializagoes locais de um fibrado em circulos.

Podemos explicitar como se relacionam duas secoes locais que tais que seus dominios
tenham intersecdo nao vazia. De fato sendo x € U;NU;, s; € I'(U;, P) e s; € I'(U;, P)

secoes locais canonicas associadas as trivializagoes ¢; e ¢;, respectivamente, teremos

si(@) = ¢; (2, 1) = @5 (@, g;i(2) - 1) = @5 (2, 1) gja(x) = 5;()g;i(2),

onde gj;(z) é a funcao de transigdo entre ¢; e ;.

B.4 Aplicagoes fibradas. Na verdade, essa correspondéncia consequéncias muito im-

portantes. Para demostrar este fato, precisaremos introduzir alguns conceitos.

Definigao 2.27 Dados dois fibrados em circulos (P,M,m, R) e (Q,N,n’',R’), dizemos

que uma aplica¢ao suave ® : P — @ € uma aplicagao fibrada (em circulos) se

Em particular, ® induz uma aplicacio ® : M — N definida por ®(w(u)) = 7' (®(u)).
Dois fibrados em circulos, (P,M,m, R) e (P',M,n', R"), sdo ditos equivalentes se existe
uma aplicacdo fibrada em circulos ® : P — P’ tal que ® seja um difeomorfismo e ® seja a
aplicacao identidade. Dizemos que um fibrado em circulos € trivial se este for equivalente

ao fibrado em circulos trivial.

Concluimos as definigoes basicas envolvendo fibrados em circulos com o seguinte re-
sultado:

Proposicao 2.28 Um fibrado em circulos € trivial se e somente se admite uma se¢ao
global.
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Demonstragao. Seja (P, M, w, R) um fibrado em circulos sobre M e s € I'(M, P) uma
secao global. Sabemos que para cada x € M tem-se P, = s(x) - U(1) e assim cada
u € P ¢ unicamente escrito como s(z)g para algum x € M e g € U(1). Considere,
entdo, ® : P — M x U(1) dada por ®(s(z)g) = (x,g). J4 vimos que esta aplicagao é
um difeomorfismo e, como claramente esta satisfaz (2.8), temos que tal fibrado é trivial.
Reciprocamente, suponha que ® : M x U(1) — P seja uma aplicacdo fibrada em circulos
que estabeleca uma equivaléncia entre este dois fibrados. Entao, cada g € U(1) s, definida

por sy(x) = ®(x, g) é uma secao global, i.e., s € I'(M,P). =

2.1.3 C Fibrados associados

Iremos agora estabelecer relagoes estruturais entre fibrados em retas complexas e fibrados

em circulos, usando como ponte para tal os cociclos de transicao das mesmas.

Definigao 2.29 Dado um fibrado em circulos U(1) — P — M com atlas trivializador
{Ui, @i }ier € fungoes de transi¢ao g;;, dizemos que um fibrados em retas (E, M, m) é asso-
ciado a a U(1) < P 5 M se admitir atlas trivializador {U;, §; }ier e fungdes de transicao
hi;j tais que hi; = g;; para todos i,j € I.

De fato, pelos Teoremas 2.25 e 2.9, dado um fibrado em circulos sempre existe um
fibrado em retas associado a este. Reciprocamente, dado um fibrado em retas com funcoes

de transi¢ao assumindo valores em U(1), existe um fibrado em circulos que lhe é associado.

Exemplo 2.30 No Ezemplo 2.7 vimos que dada uma variedade M as funcoes de tran-
sicao de seu fibrado em retas trivial sao todas identicamente iguais a 1 e no FExemplo
2.23 vimos que o mesmo acontece com as fungoes de transicao do seu fibrado em circulos
trivial. Dessa maneira para qualquer variedade M temos que seus fibrados triviais sdao

associados.

Exemplo 2.31 Os fibrados tautolégico e de Hopf sobre CP' sdo associados. De fato

temos pelo Exemplo 2.8 que as fungoes de transicao do fibrado tautologico sao dadas por

Z1/|21|
Zo/|Zo|

g10([20, 21]) =
e que pelo Exemplo 2.2/ obtemos o mesmo para o fibrado de Hopf.

A diferenga fundamental entre um fibrado em retas que é associado a um fibrado em
circulos para um fibrado em retas qualquer, é que suas fungoes de transicao assumem
valores apenas em U(1) C C*. Na verdade, essa diferenca tem a importante consequéncia
de podermos definir um produto escalar hermitiano em cada fibra. Recorde que um
produto escalar hermitiano em um espago vetorial complexo V', é uma aplicagao bilinear
h:V xV — C tal que
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i) h(v,u) = h(u,v), Yo,u € V;

it) h(v,v) >0, YveV.

Sejam ¢;,p; trivializagoes locais com referenciais canonicos dados respectivamente por
si, S5, entao duas secoes globais quaisquer ¥, podem ser escritas localmente na forma
U =5 = P55 e & = ¢;s; = @55, onde ¢y, ¢; : Uy — C sao fungoes complexas. Segue
de (2.3) que

Vit = ;95505955 = V39" 6i9i = ;.

Portanto, fica bem definido o produto interno
(T, @) = ¢y, (2.9)

podemos perceber que esta operacao nao depende de nenhuma trivializacao em particular,

logo esta globalmente definida. Mais ainda,
P[] = (¥, ¥) (2.10)
é uma norma bem definida em cada fibra.

Defini¢ao 2.32 Um fibrado em retas (E, M, ) munido de uma familia de produtos es-

calares hermitianos

he: 7l (z) x o7l (z) — C
(s(z).t(x)) = ha(s(@) t(x)) = (s,8),

definidos fibra a fibra e que varia suavemente é chamado de fibrado em retas hermitiano.

A familia de produtos h chamamos de estrutura hermitiana do fibrado em retas.

Assim um fibrado em retas associado a um fibrado em circulos possui uma estrutura

hermitiana canonica.

2.2 Conexoes em fibrados

Até o momento vimos conceitos envolvendo fibrados em circulos e fibrados em retas,
vimos que podemos estudar estes espacos como sendo localmente um espaco produto e
em particular vimos que podemos definir um anélogo a nog¢ao de funcao diferenciavel em
tal estrutura, i.e., uma segao local. Uma pergunta natural a ser feita é se certas nogoes do
calculo podem ser estendidas para tais aplicagoes como, por exemplo, a no¢ao de derivada
direcional. Nesta secao nos ocuparemos de apresentar um conceito que responde a tal

questao.
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2.2.1 A Conexoes em fibrados em retas complexas

Passaremos agora a construcao de um conceito de derivacao das secoes de um fibrado por

retas, avaliando algumas de suas consequéncias.

A.1 Conexoes lineares Comecamos por levantar a questao natural do que seria uma
nogao de variacao de uma se¢ao em relagao a uma dada diregao, mais precisamente, sendo
C — E 5 M um fibrado em retas, s uma secio e X = X (x) € T, M um vetor tangente
ax € M o que seria a derivada direcional de s com relacao a X em z. Para precisar esta
questao lembremos da definicao de derivada direcional da analise, assim considere uma

curva 7y : (—&,e) = M tal que ¥(0) = x e 7/(0) = X queremos encontrar, caso exista, o

i 500 (1)) = 5(7(0))

t—0 t

limite

no entanto a diferenga s((t)) — s(7(0)) nao faz o menor sentido ja que s(vy(t)) € 7 (v(t))
e s(y(0) € 71 (y(t)), i.e., pertencem a espagos vetoriais complexos diferentes.

Portanto, iremos construir um operador diferencial que generalize as propriedades
desejadas da derivada direcional, a este objeto chamaremos de conexao linear no fibrado

em retas.

Definicdo 2.33 Uma conexao linear em um fibrado em retas C — E = M ¢é uma
aplicacao linear

V:I'M,E) - T(M, T"M @ F)
satisfazendo a regra de Leibniz, i.e., tal que para toda s € T'(M,E) e f € C(M,C)

tenhamos

V(fs)=df @ s+ fVs
E assim temos

Definicdo 2.34 Sendo C — E 5 M um fibrado em retas com uma conexdo V, s €
['(M, E) uma secio e X € X(M) definimos a derivada covariante de s com respeito a X

em relagao a conexao V como sendo a secao
Vxs=Vs(X) (2.11)

Exemplo 2.35 Considere o fibrado em retas trivial E = M x C sobre uma variedade M
, X eX(M) esel'(M,E). Temos que

Vxs=(z,ds(z) - X(z)) = (z, X(s))

onde d € o operador que associa a cada funcao complexa a sua diferencial € uma conexdo
sobre E, ja que este € linear e satisfaz a regra de Leibniz. Dessa forma concluimos que a

nocao de conexao é uma generalizagao da no¢ao de derivagao.
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Convém agora introduzir escritas em coordenadas para uma conexao em um fibrado
em retas, pois s6 desta maneira é que poderemos realizar célculos em situagoes praticas,

antes vejamos os seguintes resultados técnicos
Proposicao 2.36 Um fibrado em retas sempre admite uma conexao.

Demonstracao. Sendo C < E = M um fibrado em retas, tome uma cobertura aberta
de M dada pelo seu atlas trivializador {U;, ¢; }icr, assim temos em cada U; uma segao local
s; que nao se anula em ponto algum de U;. Se 1 é uma se¢ao de E podemos escreve-la
localmente como 9|y, = v;s;. Tomando uma partigdo da unidade p; subordinada a essa

cobertura, note que p;s; se estende suavemente a toda M. Entao

Vi = Z dipip;s;

define uma conexao sobre F uma vez que ¢é linear e obedece a regra de Leibniz pelas

propriedades da diferencial d. m

Proposicao 2.37 Se V ¢ uma conexio em um fibrado em retas C— E 5 M eU C M

¢ um aberto, entao existe uma unica conexao Vy em Ely — U tal que

Vsly = Vuy(s|v)

Demonstracao. Primeiramente verificaremos que se s é uma secao que se anula identi-
camente em uma vizinhanga U de um ponto x € M, entao V(s)(x) = 0. De fato nestas
condicoes podemos encontrar uma funcao f sobre M que igual a 1 fora de U e igual a

zero em alguma vizinhanca de = tal que fs = s e assim

V(s)(x) = V(fs)(x) = df (x)s(x) + f(2)V(s)(z) = 0

E portanto se duas secoes s e t coincidem em uma vizinhanca U de um ponto z, temos que
(t—s)(x) = 0logo V(t—s)(z) = 0 e por linearidade V(s)(xz) = V(t)(z). Seja s € I'(U, E)
e x € U entao podemos multiplicar esta s por uma funcdo bump h que seja 1 em uma

vizinhanga de = de maneira que § € I'(M, E) definida por

S(u) — Osey ¢ U
v) { hs(y) sey € U

estende s sobre M e assim podemos definir Vi (s)(z) = V(8§)(z). Caso seja escolhida uma
diferente funcao bump A’ que estende s a uma secao §, temos que § e § coincidem em uma,

vizinhanga de z e portanto Vi (s)(z) estd bem definida. m
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A.2 Formas de conexao. Dado um fibrado em retas C — E = M munido de uma
conexao V e uma trivializacao local U; deste, o resultado anterior nos garante que faz
sentido estudar esta conexao restrita a El|y, — U;. Sendo s; o referencial canonico sobre
U; temos que Vs; € I'(U;, T*U; @ E|y,) e entao existe uma 1-forma A; € QY(U;) @ C, i.e.,

assumindo valores complexos tal que
VSz‘ == Az & S;

a esta 1-forma chamamos de forma local da conexdo V induzida pelo referencial s;. Na
verdade a forma de conexao induzida determina completamente a conexao restrita a U,
pois dada uma segao qualquer s € I'(M, E), quando restrita a U;, esta pode ser escrita

como s|y, = 1;s; onde ¢; : U; — C e assim

Vs = V(1;s;)
= dY; ® si + Vs
=dy; @ s; + Yidi ® s
= (d; + 0 A;) ® s (2.12)

E conveniente que estudemos como se comporta a forma de conexao quando mudamos
o referencial. Mais precisamente, sejam s; e s; dois referenciais tais que a intersecao de
seus dominios é nao-vazia, sabemos que estes determinam trivializacoes locais e ainda que
sao relacionados por

Si = GjiSj-
Sendo U a intersecao do dominio destes referenciais e s uma secao definida em U, temos
que s = s;1; = s;1;. Logo
Vi = Vig5 = Vigis-
Assim temos
VSZ' =V (gjiSj) = dgjz- X Sj + gjiVsj.

Como Vs; = A; ®s; e Vs; = A; ® s;, segue que

A @ 5;=dgj; @ 85+ gjA; @ 55 =
A ®s; =dg; ® gﬁlsz‘ +g;i4; @ (97;}181') =
Ai = dgjigy' + 9514595
ou seja,
A=A+ gj*ildgji. (2.13)

Aqui destacamos o fato da funcao g;; transformar o referencial s; no referencial s; e nao
a componente de uma segao em relacao ao referencial s; na componente de uma secao em
relacao ao referencial s;. Isso guarda relacao com a comparacao entre mudangas de bases

e mudancas de coordenadas na Algebra Linear.



2.2. CONEXOES EM FIBRADOS 71

E importante observar que as formas locais de conexao guardam toda a informacao

referente a conexao, mais precisamente temos que

Proposicao 2.38 Dado um fibrado em retas C — E = M com atlas trivializador

{Ui, pi}ier € uma familia de 1-formas {A;}ier que satisfacam
Ai = Aj + gj_zldgﬂ

sempre que U; NU; # @, entao existe uma conexao V em C — E 5 M tal que Vs; =

A; ® s;, onde s; sao os referenciais associados ao atlas trivializador.

Demonstragao. Ja sabemos pela Proposicao 2.37 que V pode ser vista localmente.
Assim tomando trivializagoes locais U; e U; tais que U; N U; # @ temos para uma segao
¢ e(M,E) que

Ve, = (d& + A&i) ® 55 e V|, = (d§; + Aj&5) ® 5.

.= (dfl + A¢€z)®sz U;,nU; = (d€] + Ajfj)@)
sj. Sabemos que & = g;i&; e s; = gijs; com gj; = g;;' e por hipdtese A; = A; +g5;'dg;; ou
Aj = Ai + g;;'dgi; logo

V| vinu, = (d&; + Aj&j) @ s;

= [d(95'&) + 4; (9;°6)] ® (9551)

= [—gi;"dgis& + 955" d& + A; (9:;'6:)] @ (giss1)
= g5 dgij& + d&; + Aj&] © s,

= [d& + (A; — g;;'dg;) &] © s

= [d& + A&l ® s

o que nos diz que nas intersecoes de trivializacoes diferentes a derivada covariante de uma

secao estd bem definida e portanto temos definida uma conexao. m

A.3 Transporte paralelo e holonomia. Em posse do conceito de derivacao covari-
ante, podemos definir quando uma se¢ao varia ou nao ao longo de uma curva em relacao

a uma dada conexao, mais precisamente temos a seguinte

Definicdo 2.39 Dado um fibrado em retas C — E = M com conexio V, dizemos que
uma se¢ao s € I'(M, E) € paralela ao longo de uma curva v : (—e,e) — M em relagdo a

conexao V se
sz(t)s = 0 (214>
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A escrita local da conex@ao em termos de formas nos permite caracterizar a condigao
de secao paralela ao longo de uma curva em termos destas 1-formas, basta reinterpretar
a condigao (2.14) nestes termos. De fato, consideremos uma curva v : (—¢,e) — U;, um
referencial local s; sobre U; e uma segao local tal que s = s|, = ¢;(t)s;(y(t)), entdo s é

paralela ao longo de v se, e somente se,

0=Vy@s = Vyu@it)s) = (di(t) + 1idi) - (Y (1) @ s
Como s; é um referencial, isso acontece precisamente quando

dipi(t) _
T —i(t) Ai(2), (2.15)

onde A;(t) = A;(7/(t)). Assim temos uma equagao diferencial como condigao de parale-

lismo e com base nela temos a seguinte

Definicao 2.40 Seja C — E = M um fibrado em retas munido de wma conexdo V,
v :[0,1] = M uma curva diferencidvel em M e s € I'(M, E) uma se¢ao paralela ao longo
de v em relagio a V. Chamamos de transporte paralelo de u = s(v(0)) € E ) ao longo

de v em relagdo a V ao dinico ponto u' € E, 1y tal que u' = s(1).

Note que a definicao é consistente, uma vez que trata-se de uma EDO com condicao
inicial. Esta definicdo também justifica 0 nome conexao, uma vez que conecta (compara)

fibras diferentes. Observe ainda que o transporte paralelo define uma aplicagao

Pyt (y(0)) — 7 (y(1))

que é na verdade um isomorfismo, uma vez que as solugoes da EDO (2.15) dependem
linearmente da condicao inicial.

Influenciados pela aplicagao de primeiro retorno de Poincaré, daremos destaque espe-
cial ao caso em que v é uma curva fechada e, portanto, o transporte paralelo define um
automorfismo na fibra F, ). Este automorfismo ¢ chamado de holonomia da curva v em

relacdo a conexao V e serda denotado por hol(v, V), i.e.,

Pyt Eyoy — By

w  +  hol(y,V)-u

Caso a curva v esteja toda contida em um aberto onde estd definido um referencial

local s;, a holonomia do caminho pode ser escrita como segue:

Proposicao 2.41 Seja C — E = M um fibrado em retas munido de uma conexio V,
dada localmente por Vs, = A;®s;, ey : [0,1] = U; C M um caminho fechado inteiramente

contido numa carta trivializadora U;, entao

hol(y, V) = exp <— £ Ai) | (2.16)

onde A; € a forma de conexdo associada ao referencial s;.
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Demonstracao. Sendo s = s|, = ¢;(t)s;(v(t)), entao segue de (2.15) que dlog;(t) =

—A;(t). O resultado segue do teorema fundamental do calculo, uma vez que

hol(7y, V) (u) = ¢;(1) = explog 1;(1)

onde u = 1;(0). =

A.4 Curvatura e forma de curvatura. Veremos agora como aparece naturalmente
um dos conceitos mais importantes relacionados a conexao de um fibrado. Vimos no
Exemplo 2.35 que o operador diferencial de uma fungao complexa sobre uma variedade
M define uma conexao no fibrado trivial M x C. Sejam X,Y € X(M) e s € I'(M, E)

podemos avaliar a derivada covariante de s com respeito ao colchete de Lie entre X e Y

XY]S = (x [ D

= (2, [X,Y](s))

= (5, XY(5) — (5, Y X(5))

= (z,X(ds-Y)) — (z,Y(ds- X))

= (x,d{ds Y} - X)— (z,d{ds- X}-Y)
= VxVys—VyVys

onde omitimos a dependéncia de x por conveniéncia.
A equacao Vix,y;s = VxVys — VyVxs nao é satisfeita para qualquer conexao, o que
significa que em geral a derivada covariante de uma conexao nao é comutativa. Essa nao

comutatividade recebe um nome especial dado pela

Definicao 2.42 Sendo C — E = M um fibrado em retas munido de wma conexdo V,

X eY dois campos vetoriais em M, a aplicagdo que associa o par {X,Y} ao operador
K(X,Y)=VxVy = VyVx —Vixy
que age sobre I'(M, E), é chamada de curvatura da conexao.
Exemplo 2.43 Temos que a curvatura da conexao
Vxs = (z,ds(z) - X(x))

sobre o fibrado trivial M x C € identicamente nula.
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Dados um fibrado em retas C < E - M munido de uma conexio V, s € ['(M, E)
uma secao e 1;8; sua escrita local em termos de um referencial local s; sobre um aberto
U;, segue pela definicao que em relagao a este referencial a curvatura da conexao pode ser
escrita como

K(X,Y)s = Fy(X,Y)s;

onde F; é uma 2-forma sobre U;, que é chamada de forma local de curvatura da conexao

V. O seguinte resultado nos fornece uma escrita local para esta forma.

Proposicao 2.44 Dados um fibrado em retas C — E = M munido de uma conexio V,
s € (M, E) uma se¢io e ;s; sua escrita local em termos de um referencial local s; sobre
um aberto U;, ;Fi(X,Y)s; a expressao local da curvatura e A; a forma local da conexdo

associada a s;, temos

F; = dA;

Demonstracao. O resultado segue aplicando o seguinte resultado geral para 1-formas

diferenciais

da(X,Y) = Xa(Y) - Ya(X) — o([X,Y]).
De fato
Fi(X,Y)s; =VxVxs; — VXVXSj — Vix,y15;

= Vx(A4;(Y)s;) — Vy(A;(X)s;) — A;([X, Y])s;
d[A;(Y)](X)s; + Aj(Y)Vxs; — d[A;(X)] (Y)s; — A;(X)Vys; — A;([X,Y])s;

]
X(A;(Y))s; + A;(Y)Vxs; = YV(A;(X))s; — A (X)Vys; — A;([X, Y])s;
X(4;(Y))s; + A;(Y)A;(X)s; — Y (A;(X))s; — A;(X)A;(Y)s; — A;([X, Y])s;
X(4;(Y))s; = Y(A;(X))s; — A;([X, Y])s;
=dA;(X,Y)s;

como queriamos. m
A expressao (2.13) nos garante que a 2-forma F; ndo depende de nenhum referencial
em particular, de fato
dA; = d (A; + g;; dgji) = dA;.

Assim tem sentido
Definicao 2.45 A 2-forma fechada globalmente definida por
F = dA;

é chamada de forma de curvatura da conexao V e nao depende de nenhuma 1-forma de

conexao induzida por algum referencial em particular.
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Observacao 2.46 Em vista do Fxemplo 2.4 é possivel ainda verificar que a conexao de
Levi-Civita no fibrado tangente de uma superficie riemanniana S induz unicamente uma
conexdo no respectivo fibrado em retas. Desta maneira € possivel mostrar que a curvatura

de tal conexao é dada por

F = —iKO'1 /\0'2

onde K € a curvatura gaussiana de S e o1 A oy € a forma de drea canonica associada a
métrica riemanniana de S. Indicamos ao leitor interessado que consulte a se¢ao 16.3d de

[21] para uma apresentagao deste fato.

A.4 Curvatura e holonomia. Podemos interpretar a holonomia em termos da cur-

vatura como segue

Proposicao 2.47 Sendo C — E 5 M um fibrado em retas munido de wma conexdio V,

> uma subvariedade compacta de M de dimensao dois e fronteira dada por uma curva

hol(,9) = exp (- [ F)

Demonstracao. Primeiro recorde de (2.16) que se v estd contida numa carta trivializa-

suave e fechada v, entdao

dora local, i.e., escolhido um referencial local, entao

hol(y, V) = exp (- /y Ai) |

Portanto se ¥ C 7 }(U;), o resultado segue do teorema de Stokes, uma fez que F; =
dA;. Caso X nao esteja toda contida dentro de uma carta trivializadora podemos, por
compacidade, triangularizar 3 de maneira que cada triangulo 7T; esteja contido em alguma

carta trivializadora U;. Aplicando-se (2.16) a cada triangulo, temos

hol(d 0T}, V) = > exp <— /a . AZ-)

i

Observando o cancelamento das holonomias nos lados dos triangulos interiores a >, con-

cluimos que
hol(» T, V) = hol(y, V).

Segue o resultado desejado. m
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222 B Conexoes em fibrados por circulos

Passaremos agora a adaptagao das ideias construidas na secao anterior aos fibrados por

circulos e a relagao entre suas associagoes.

B.1 Conexoes de Cartan-Ehresmann. Considere um fibrado em circulos U(1) —
P 5 M e uma secdo local s € I'(U;, P) neste fibrado, precisamos estabelecer uma forma
de estudar a variagao de uma secao com relagao a um campo tangente de vetores X
num certo ponto z € M. Observe que, como decorréncia do Lema (2.22), s pode ser
escrita localmente na forma s(z) = g(x) - s;(z), onde g : U; — U(1) é uma aplicagao
diferenciavel e s; é a segdo canonica associada a trivializagao ;. Como queremos analisar
o comportamento de s numa dada dire¢do X (x), podemos considerar uma curva 7y :
(—e,e) = U; C M de forma que v(0) = z e 7/(0) = X(x) e olhar para a restricao s|,.
Assim, s assume a forma

s = s(t) = g(t) - si(t)

onde s;(t) = s;], e g(t) é uma aplicacdo g : (—¢,e) — U(1). Mas observe que dados
a,b € (—¢,¢), em geral temos y(a) # v(b), de onde segue que s(a) e s(b) estao em fibras
diferentes. Portanto, em geral nao existe uma maneira natural, muito menos tnica, de
compara-los. A conclusao a que chegamos é que para atribuir uma nocao de variacao de
uma se¢ao precisamos acrescentar ao fibrado em circulos uma estrutura adicional. Esta
estrutura foi criada por Elie Cartan e desenvolvida por Charles Ehresmann para espacgos
fibrados até mesmo mais gerais que os vistos aqui. O leitor interessado em uma melhor
contextualizacdo histérica e técnica pode consultar [51].

Resumidamente a ideia original de Cartan, quando restrita aos fibrados em circulos,
consistia no estudo de uma familia de 1-formas definidas nas trivializagoes locais e que
assumiam valores puramente imaginérios (1-formas assumindo valores na algebra de Lie
de U(1)) satisfazendo ainda certas condi¢oes de compatibilidade. Foi Ehresmann quem
percebeu que estas formas colavam para definir uma tnica forma global no espaco total
do fibrado, a esta ele chamou de forma de Cartan. Mais tarde percebeu-se que a esta
forma esta relacionado um objeto puramente geométrico, a saber uma distribuicao que
satisfaz certas propriedades, que permite a generalizagao da ideia de conexao para espacos
fibrados mais gerais.

Neste trabalho optamos, por questoes de objetividade, fazer uma exposicao seguindo
9] e [21] como referéncia, que basicamente segue tal como aconteceu historicamente, isto
é, partimos de um objeto local e constatamos sua natureza global intrinseca. Vale ressaltar
que em algumas referéncias é feito o caminho contrario, partindo do objeto global até sua

escrita local. O leitor interessado pode consultar o capitulo 10 de [37]. Comegaremos pela

Definigao 2.48 Uma conexdo de Cartan num fibrado em circulos U(1) — P 5 M

com atlas trivializador {U;, ¢;}icr € uma familia {A;}ier de 1-formas diferenciais A; €
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QYU;) @ Im C tais que se U;NU; # & wale
onde gj; € a funcao de transicao entre U; e U;.

A seguinte proposicao nos garante que, apesar de a definicao acima estar em termos
locais, ela nos fornece um objeto globalmente definido no espaco total P. Para isso
considere uma trivializagao p; e sua respectiva carta trivializadora U;, tomando (z, g;) :=

(7, e%) coordenadas em U; x U(1) temos
Proposicao 2.49 Em (U; NU;) x U(1), vale a igualdade

Demonstracao. Sabemos que A; = A; + gj’ildgﬁ. Observando que gj’ildgﬁ = dlog g, e

lembrando que ¢; = g;;9;, temos
dlog g; = dlog g;; + dlog g;

de onde segue gj’ildgji = dlog g; — dlog g;. E com isso teremos em (U; N U;) x U(1)
A; +dlogg, = Aj +dlogg; ,

ou seja,
A; +ido; = A; +1idb; ,

como queriamos demonstrar. m

O resultado acima nos permite definir uma 1-forma w € Q'(P) @ Im C. Esta 1-forma é
conhecida na literatura como forma de Cartan, a forma w e a familia { A; };c; determinam
igualmente uma conexao em um fibrado em circulos. De agora em diante denotaremos

por w a conexao ficando implicito que
(go;l)* w = A; + idb;

é sua escrita local.

Recordemos que uma k-distribuicao regular sobre uma variedade M de dimensao n
¢ um subfibrado H C T'M tal que para cada x € M, H, é um subespaco de dimensao
k <mndeT,M. A distribuicao é dita suave se para cada x € M e Xy € H, existir um
campo vetorial suave X definido numa vizinhanca U, de z tal que X(y) € H,,Vy € U,
e X (z) = Xy. Podemos da forma de Cartan w em um fibrado em circulos P obter uma
distribuicao H,, em TP dada por H,(u) = Nuc(w(u)), a esta chama-se distribui¢do de
Ehresmann.

Antes de estudarmos alguns conceitos relacionados a conexao de Cartan, observemos

que
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Proposicao 2.50 Todo fibrado em circulos admite uma conexao de Cartan.

Demonstragao. Considere um fibrado em circulos U(1) < P > M com atlas triviali-
zador {U;, ; }icr. Pelo Teorema 2.9 existe um fibrado em retas C — FE = M associado a

este e pelo Teorema 2.36 este admite uma conexao V cujas formas locais satisfazem
A=A+ g;ildgji

onde g3;'dg;; € Q'(U;NU;) @ ImC, A; € Q' (U;) ® C e A; € Q1(U;) ® C. Desta maneira
A;i:=TImA; e A; ;= Im A; sao tais que A; € Q' (U;) @ ImC e 4; € QY(U;) @ ImC e em
U;NU; vale

A = 121]‘ + gj_ildgji

ou seja, a familia {A;};c; define uma conexao de Cartan em P. =

B.2 Transporte paralelo e holonomia. Passaremos agora a andlise do conceito de

transporte paralelo em fibrados em circulos.

Definigao 2.51 Dado um fibrado em circulos U(1) — P = M com atlas trivializador
{Ui, vi}tier € uma conexao de Cartan w, dizemos que uma secdo local s € T'(U;, P) €

paralela se estd contida na distribuicao de Fhresmann H,,, i.e.,
s(p) € Hp(p), VpeU.

Uma caracterizacao local das segoes paralelas é dada pela seguinte proposicao a qual
omitiremos a prova por ser de menor relevancia em nossa exposicao, o leitor interessado

pode encontré-la na se¢ao 10.1.4 de [37] Teorema 10.2.

Proposicao 2.52 Seja U(1) < P = M um fibrado em circulos com atlas trivializador
{Ui, 0itier e w € QYP) @ Im C uma conexao de Cartan sobre P. Entio uma seg¢io local
s € I'(U;, P) € paralela se, e somente se,

A (0) + 97 (0) o) = 0 (2.18)

onde s = s(t) = g(t) - s;(1).

Naturalmente, nao esperamos que uma se¢ao em geral seja paralela ao longo de uma
curva em relagao a uma certa conexao. No entanto, podemos estabelecer a nocao de uma
curva no espaco total que a grosso modo seria o levantamento de uma curva da variedade

base por uma secao paralela ao longo desta curva, mais precisamente:

Definigao 2.53 Dado um fibrado em circulos U(1) — P = M com atlas trivializador
{Ui, vi}tier munido de uma conexdo de Cartan wp e 7 : [0,1] — M wuma curva. Entdo

diremos que uma curva 7 : [0,1] — P € um levantamento horizontal de v se:
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i) moy =1

ii). ¥ estd contida na distribui¢dao de (conexdo) de Ehresmann Hp = Nuc(wp), i.e.,
7(t) € Hp(y(t))-

Alguns comentarios a respeito da defini¢cao acima sao necesséarios. Como fruto do Teo-
rema de Picard-Lindel6f, podemos garantir a existéncia e a unicidade desse levantamento,
uma vez que fixemos um ponto inicial para 7(0) na fibra P, ). De fato, tome U; C M
tal que v(0) € U; e g € U(1) tal que u = g - s;(y(0)), uma vez que, localmente, obter
o levantamento horizontal ¥(t) = ¢(t) - s;(7(t)) que passa por u se resume a resolver a
equacao diferencial ordindria (2.18) com condigao inicial g(0) = g. Dessa forma, como
a curva é compacta, basta repetir este argumento uma quantidade finita de vezes para

obter o resultado desejado.

Definicao 2.54 Seja U(1) < P = M um fibrado em circulos munido de uma conexdo
de Cartan w, v : [0,1] — M wuma curva de classe C* e 5 : [0,1] — P o levantamento
horizontal de v por ug € Pyqy. Entao chamamos de transporte paralelo de uy ao longo

de y (em relagdo a conexdo w) ao unico ponto uy = 5(1) € Pyy.

Assim, justifica-se o nome “conexao”, pois esta estrutura adicional nos permite com-
parar pontos que estao em fibras distintas de um mesmo fibrado, ou seja “conecta” fibras
diferentes. Em particular, uma conexao em um fibrado em circulos nos permite estabelecer

uma aplicacao entre fibras sobre extremos distintos de uma curva, i.e.,
F(’}/) : P'y(O) — Py(l)'

Note que esta aplicacao depende tanto da conexao, como da curva . Um caso especial e
muito importante é quando 7 : [0,1] — M é uma curva fechada, i.e., v(0) = y(1). Neste
, . ~ /

caso, I'(y) é uma aplicacdo que leva um elemento u € P, o) em um elemento u’ € P ),
em outras palavras, ¢ um automorfismo de P,). A esse automorfismo chamamos de
holonomia da conexado w ao longo da curva 7 e escrevemos hol(y, w).

Em certas situagoes ¢ interessante ter uma expressao explicita para a holonomia de
uma conexao ao longo de um curva, nos contentaremos em encontra-la no caso especial

em que a curva 7 se encontra toda contida em uma carta trivializadora.

Proposicao 2.55 Seja U(1) < P - M um fibrado em circulos munido de uma conexdo
de Cartan w e v : [0,1] — U; C M um caminho fechado inteiramente contido numa

carta trivializadora U;, entao

hol(7, w)(u) = exp (— L AZ) u
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Demonstragao. Sendo x = (0), tome u € P,. Logo, se s; é a segdo local canonica da
carta trivializadora U;, entao u = ¢ - s;(z) para algum g € U(1). Afim de encontrarmos a
holonomia do caminho ~, precisamos fazer o transporte paralelo de u ao longo de 7, i.e.,

resolver o problema de Cauchy

d

Ai(t) + g*@)gg(t) =0, ¢(0)=gy,

onde A;(t) = A;(v(t)) - v/(t). Multiplicando-se a equagao por g(t) e ajustando ambos os
lados teremos p

Z9lt) = () A1) 9(0) = g.
que é uma EDO de primeira ordem, linear e homogénea com condigao inicial. Portanto

tem solucao unica da forma

g(t) = gexp (— /Ot Ai(~(1)) -7/(t)ds) .

Assim o transporte paralelo de u ao longo de v é dado por

o = [oew (= [ aerepas)] s
- (- / A) Lo+ sl
~ exp <_lAi) "

O resultado acima ainda nos garante que a aplicagao hol(,w) é a multiplicagdo por

como desejado. m

um mesmo elemento de U(1) seja qual for o ponto u considerado. De fato para tal basta

mudarmos a condic¢ao inicial, mas que no final conduz a mesma multiplicacao.

B.3 Curvatura. Até agora vimos que dado um fibrado em circulos podemos acrescen-
tar a este uma estrutura adicional, i.e. uma conexao, e estudar objetos provenientes desta
estrutura adicional como transporte paralelo e holonomia, um outro objeto de grande

importancia associado a uma conexao ¢ motivado pela
Proposicao 2.56 Em U; NU; vale
dA; = dA;
Demonstragao. Basta tomarmos a derivada exterior de (2.17)
d(A;) = d (A; + g5, dg;i)
= dA; + d[dlog (g;i)]
=dA;,
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como queriamos demonstrar. m

Portanto as 2-formas dA; definem uma 2-forma global F' = dA; no fibrado em circulos.
Definicao 2.57 A 2-forma Q2 = n*F € chamada de forma de curvatura da conexdo w.

Proposicao 2.58 Vale a relagao
Q=dw

onde w € a forma de Cartan.

Demonstracao. Imediata da definicao de 2 e de F'. =

2.2.3 C Conexoes em fibrados associados.

Passaremos agora as relagoes entre fibrados em circulos e fibrados em retas associados.
Comecemos relembrando da Proposicao 2.38 que dado um fibrado em retas C — E =
M com atlas trivializador {U;, ¢; }ic; € uma familia de 1-formas {A4;};c; que satisfacam
A=A —i—gj_ildgji sempre que U; NU; # &, entao existe uma conexao V em C — E O M
tal que Vs; = A; ® s;, onde s; sao os referenciais associados ao atlas trivializador. Assim

tem sentido a seguinte

Definicao 2.59 Seja C — E 5 M um fibrado em retas associado a wm fibrado em
circulos U(1) < P 5 M munido de uma conerdo de Cartan w. FEntdo a familia de
1-formas {A;}icr induzidas por w definem uma conexdo linear em C — E = M. Esta

conexao serd chamada de conexao induzida por w e serd denotada por V<.

As seguintes consideracoes nos mostram que esta conexao tem propriedades importan-

tes.

+ ~ s .
Definicao 2.60 Dado um fibrado em retas C — E — M munido de uma estrutura
hermitiana h, dizemos que uma conexao em E é compativel com sua estrutura hermitiana,
ou ainda que € uma conexdo métrica, se para quaisquer s,r € I'(M, E) restritas a uma

curva vy, i.e., s = s(t) er =r(t), tivermos
d(s,ry = (s,Vr)+ (Vs,r) (2.19)

Dessa forma, se V é uma conexao compativel com a estrutura hermitiana e s,r sao
duas segoes paralelas ao longo de uma curva v, entdo a equagao (2.19) garante que o
produto internos entre s e r ao longo da curva nao varia, uma vez que d (s,r) = 0. Isso

justificar o termo conexao compativel com a estrutura hermitiana (produto interno).

Proposicao 2.61 Seja C — E 5 M wm fibrado em retas associado a um fibrado em

’ s . ~ ~ ~ . .
circulos U(1) < P — M munido de uma conexdo w, entio a conexao induzida V¥ é

compativel com a estrutura hermitiana canonica de C — E = M.
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Demonstracao. Como a conexao induzida e a métrica hermitiana canonica sao objetos
com estrutura local podemos analisa-los em uma trivializagdo. Assim sendo tome um
referencial local s; com forma de conex@o A; e duas segoes locais ¥, ® € I'(M, E) restritas
a alguma curva v : (—¢,¢) — U;, i.e. ¥ = 1);(t)s; e & = ¢;(t)s;, teremos entao

(U, V) + (VU, D) = (54, (do + Aii) s3) + ((dapi + Aity) 85, 9iss)
= Pide; + i Aid; + did; + A

como A; € QY(U;) @ Im C temos que a conexdo induzida satisfaz A; = —A; logo
como queriamos M

~ s .
Observagao 2.62 Toda vez que escrevermos (C — E — M,V¥) estaremos mencio-
nando um fibrado em retas associado a um fibrado em circulos com conexdo w, munido

de uma conexao V¥, tal que V¥ € a conexao induzida por w.

Concluiremos esta secao apresentando de maneira explicita como se relacionam as
escritas locais de uma dada secao e uma dada 1-forma de conexao por uma mudanca de
trivializacdo local para o caso particular de um fibrado em retas (C — E > M, V¥).
Considere duas trivializacoes locais (U;, ;) e (Uj, ;), tais que U; N U; # &, sabemos
que uma segao s € I'(M, E) é escrita localmente como s = ;s; = 1;s;, onde s;, s,
sao os referenciais locais associados. Estes referenciais ainda possuem formas de conexao

induzidas A; e A;j ie., Vs; = A; ® s; e Vs; = A; ® 55, e nestas condicoes temos que
Vi = gij;
Ai = Aj + gj_lldgﬂ

onde g;; : U;NU; — U(1) é a fungao de transi¢ao. Sabemos que g;; pode ser escrita como
gij(z) = X, onde x : U;NU; — R é uma fungdo suave; segue que g5;'dg;; = exd (e7X) =

—1i- dy. Portanto,

Y = ey,

Ou seja, o efeito local de se passar de uma trivializagao para outra é traduzido por

{ b — Xy

. (2.20)
A— A—i-dy

2.3 Formas de Chern e Classes de Chern

Até o momento, introduzimos os conceitos de fibrados em circulos e em retas sobre uma

variedade M, vimos que estes tém uma estrutura local em forma de produtos cartesianos
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U, x F, onde {U,} é uma cobertura aberta de M e F ¢ a fibra (C ou S*, em nosso caso). No
entanto, estes produtos cartesianos U, x F' podem ser colados de diversas formas distintas a
depender do grupo estrutural do fibrado. Mostramos que existe uma nocao de equivaléncia
entre tais estruturas, sem no entanto estabelecer algum critério que nos permita diferenciar
uma dada estrutura global de outra. Feito isto, estudamos estruturas adicionais nestes
fibrados, chamadas conexodes, e mostramos que estas nos permitem introduzir a nocao de
deslocamento sem variacao. Além disso, verificamos que a esta estrutura esta associada
uma familia de formas locais e que destas podemos obter um objeto global em relagao a
tal estrutura, i.e., a curvatura da conexao.

Veremos nesta se¢ao que, apesar da curvatura ser obtida através da colagem de uma
familia de objetos locais, é possivel obter dela informagoes da estrutura global do préprio

fibrado. Comecaremos pelos conceitos fundamentais.

Definicao 2.63 Dado um fibrado em retas C — E = M com conexio V, a forma

i
Cl(E, V) = %FV

é chamada forma de Chern do fibrado em retas.

Escrevemos ¢;(FE, V) para explicitar que a forma depende da conexao e, certamente,
do fibrado em si. Vale observar que estas formas sao sempre fechadas uma vez que a

curvatura de uma conexao é localmente exata.

Proposicao 2.64 Dadas duas conexdes V' e V2, entdo V' = V2 +n onde n é uma
1-forma e Fg1 = Fg2 + dn.

Demonstracao. Localmente dado um referencial s; temos que existe uma 1-forma »;
tal que A} = A? +n;. Como para um outro referencial s; temos Al = A} + g5;'dg;; e

A? = A2 + g5, dg;; segue que
ny = Aj — A7 = (A} — g5i'dgyi) — (A7 — g5 dg;i) = Aj — A =,

logo n := n; = n; é uma l-forma global. Como Fyi1 = dA] e Fg2 = dA? temos que
Fg1 =Fg2+dn. =

Para entendermos melhor a importancia do resultado acima, recordemos a nogao basica
de cohomologia de de Rham de uma variedade M. Sendo Q" (M, C) o espago de todas as
r-formas diferencidveis assumindo valores complexos sobre M e C" (M, C) o seu subespago
formado pelas formas fechadas, define-se como o grupo de cohomologia de dimensao r de

M ao espago quociente

, _ C"(M,C)
H'(M,C) = dQr (M, C)

e um elemento de H"(M,C) é por sua vez uma classe de cohomologia de dimensao r.

Se a € C"(M,C), entdao denotamos sua classe de cohomologia por {a}. Assim dois
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elementos quaisquer ap, ; € {a} sdo r-formas que diferem por uma r-forma exata, isto

é, ag = ay +df onde B € Q"1 (M). Da proposigao acima segue diretamente que

Corolario 2.65 A classe {c1(E,V)} € H*(M,C) nao depende de nenhuma conexdo em

particular.

O corolario anterior nos diz que a classe {c¢;(F, V)} é um objeto intrinseco ao fibrado,
0 que nos motiva a abandonar a notacao {c¢;(£,V)} e adotar {¢;(£)} no lugar, e como

um fibrado em retas sempre admite uma conexao ainda tem sentido definir

Definicao 2.66 A classe {c1(F)} € chamada de classe de Chern do fibrado em retas
C—ES M.

Nos valendo da classe de Chern do fibrado associado temos naturalmente uma classe

de Chern para o fibrado em circulos.

Definicao 2.67 Dado um fibrado em circulos U(1) < P > M com conexio w, a forma
i
€1 (Pa w) - %

onde F € a escrita local de ) = dw, é chamada forma de Chern do fibrado em circulos.
E a classe {ci1(P)}, que nao depende da escolha de w, é chamada de classe de Chern do
fibrado.

O seguinte resultado ja apresenta um grande passo em nossa teoria

Proposicao 2.68 Sendo C — E 5 M um fibrado em retas e S C M wma superfi-
cie compacta entao fs c1(E) € um nimero inteiro independente da conexdo usada para

encontrar ¢1(F).

Demonstracao. Como S é compacta e sendo V! e V2 duas conexoes temos Fy1 =

Fg2 + dn portanto pelo Teorema de Stokes segue que

/Fvl:/Fv2+/ T]Z/Fv2.
S S oS S

Tome uma familia de discos D; em S tal que

lim D, =p

t—0

para algum ponto p em S. Pela Proposicao 2.47, para cada t a holonomia da conexao
sobre a fronteira de D; pode ser calculada integrando-se a curvatura sobre D; ou sobre

S\ D;. Assim temos, levando em conta a orientacao

wo([7) (L)
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exp(/F)zl
s
/F:i2k7r
s

para algum k € Z, de onde segue o resultado. m

Tomando o limite ¢ — 0 temos

e portanto

Assim definimos

Definicao 2.69 Sendo C — E 5 S um fibrado em retas sobre uma superficie compacta

S, o nimero [;ci(E) € chamado de nimero de Chern de E.

Uma pergunta natural é identificar se a classe de Chern nos fornece alguma informagao
sobre o fibrado. Nos contentaremos neste trabalho em mostrar que a resposta é afirmativa
pelo menos no caso do fibrado em retas ser associado a um fibrado em circulos. Antes

disso precisaremos de defini¢oes e resultados preliminares.

Definicao 2.70 Sendo C — E = M wm fibrado em retas e N C M uma subvariedade,
chamamos de restricao de E sobre N a subvariedade F' C E formada pelos pontos x € E
tal que w(x) € N. Denotaremos este fibrado por E|y e chamaremos de subfibrado de F
sobre N. Nestas condicoes dizemos que uma aplicacao suave s : N — E tal que mos = Id

¢ uma secao sobre N.

Claramente C — F 5 N é também um fibrado em retas pois sendo {U;, ; }ic; um
atlas trivializador de C — E 5 M com funcoes de transicio gij, temos que {[72-, @i bier,
onde Ul =U;,NNep,=; AL é um atlas trivializador de C < F' = N com funcoes
de transigao dadas por §;; = gij|v,- Uma secao s : N — E sobre N define também uma
secdo no fibrado C < F 5 N, vale destacar que sendo s’ : M — E, s = §'|y define
uma secao sobre N, no entanto a reciproca nao € necessariamente verdadeira, ou seja,
dada uma secao suave sobre N, entao esta nem sempre ¢é a restricao de uma secao suave
s: M — E.

Em particular dada uma variedade M de dimensao n > 2, sendo S C M uma superfi-
cie, uma aplicagao suave s : S — F tal que mos = Id é uma se¢ao sobre S do subfibrado
E|s. Observemos que F|gs é uma variedade de dimensao real igual a quatro e a imagem
s(S) C E|s é uma subvariedade de dimensao real igual a dois o que vale em particular
para a segao nula, i.e., so(S) C F|g tem dimensao real igual a dois. Assim s(5) e s¢(.5) sdo
duas superficies em uma variedade de dimensao quatro e portanto suas intersecoes podem
ser uma variedade vazia (nao coincidem em ponto algum), de dimensao zero (coincidem
em pontos isolados), de dimensao um (coincidem ao longo de curvas) ou de dimensao dois
(uma esta contida dentro da outra), logo podemos sempre considerar se¢oes sobre S que

tenham zeros isolados.
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Consideremos uma tal secao e chamemos de s, sejam p um zero de s, V' C S um aberto
tal que p seja o tnico zero contido no seu interior, U; uma vizinhanca trivializadora de p,
U=U;NVe~:la,b — U éuma curva fechada simples (que nao se autointersecta) tal que
p pertence a componente conexa que esta inteiramente contida em U e é limitada pela
curva . Sendo U; uma carta trivializadora com trivializacao ;, existe uma aplicacao
5 :U; — C tal que p;(s(z)) = (x,5(x)), e assim podemos considerar uma aplicagdo
v : U —{p} — C dada por
_ 8=
3@l

que assume seus valores em U(1) e portanto pode ser escrita como ¢ (z) = e

()

ia(z) ghserve

que para cada z € U, a(z) mede o angulo £ (¢)(z), 1) entre ¥(z) e 1. O seguinte resultado
nos da uma informagao importante sobre o saldo total da variagao deste angulo.

Lema 2.71 Nas condicoes acima sendo

temos que
i) js(p) € um nidmero inteiro.
ii) js(p) mnao depende da curva escolhida.
ii1) js(p) nao depende da trivializa¢ao escolhida.

Demonstracao. i) Observe que v : [a,b] — U é uma aplica¢ao continua tal que y(a) =

v(b), desta maneira tem-se 1(v(a)) = 1(v(b)) e portanto segue que

cosa(y(a)) =cosa(vy(b)) e sina(y(a)) =sina(y(b))

e assim a(y(b)) = a(y(a)) + 2km com k € Z. Disto temos

) = 5 [ da =5 (alr(8) = alr(@) = 52k = e

ii) Observe que js(p) depende continuamente da curva 7, mas como este é um nimero
inteiro temos que deve permanecer constante quando deformamos a curva continuamente.

iii) Considere que p € V' C U; N Uj, dessa forma temos

(z) = 5i() _ Ga@ () 5i(x) _ i)
vile) U@ = 5@

e como §;(x) = g;i(x)3;(z) temos

OO

i(z) _ 5j(x) _ g;i(x)
135 Nlgsi()

(&

W
-
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Escrevendo g;;(7) na forma €@ isto é e(®) = eix(@) . ¢ial®) yale

dgji(r) = ie™@Ddy = idy = 2) _ (In gji(x))
gji(z)

assim como ~ é uma curva fechada teremos

/Wdﬁz/W(doﬁrdx):Lda—ild(lngji(x))zlda

e portanto js(p) nao depende da trivializacao escolhida. m

O lema acima motiva
Definicao 2.72 O ndmero js(p) é chamado indice da se¢ao s : S — E no ponto p.
Agora estamos prontos para enunciar e provar o resultado central desta secao.

Teorema 2.73 (Teorema de Chern para fibrados em retas) Seja C — E 5 M

um fibrado em retas associado a um fibrado em circulos e S C M uma superficie compacta,

)

€ um numero inteiro e representa a soma dos indices de qualquer secio s : S — E que

suave e orientada. Entao

tenha um niumero finito de zeros.

Demonstracao. Sendo S C M uma superficie compacta, suave e orientada, considere
o subfibrado E|g, este serd associado a um subfibrado P|g onde U(1) < P 5 M é o
fibrado associado de C < E = M. Tome s : S — E que tenha um nimero finito de zeros
{Pa}acr. Para cada a, denotemos por D, um disco de centro p, tal que D, C S esteja

inteiramente contido em uma carta trivializadora U, C S. Desta maneira tomando-se

S=5-|JD.
acl
teremos que 5 : S — E tal que 5 = s|g ndo se anula em ponto algum do subfibrado E|g.
Podemos tomar em E|g uma conexao V¢, induzida por uma conexao de Cartan w em

P|s, com forma de curvatura F'V. Desta maneira temos

/cl(E):L/FV:Lhm Fv,
S 2w S 2w S

onde o limite é fazendo cada D, tendendo a p,. Observe que pela Proposicao 2.68 a
integral acima ¢ um numero inteiro e nao depende desta escolha em particular para a

forma de Chern.
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Como § nao se anula em ponto algum, temos pelo Teorema 2.18 que E|g é um fibrado
trivial e portanto seu fibrado associado P|g é também trivial. Nos valendo da estrutura

hermitiana canénica de F|g, podemos normalizar § : S — FE fazendo

‘C’Dl

P =11

Desta maneira, sendo ¢ : 7 1(S) — S x C a trivializacdo cuja a inversa cumpre

Wl

¢ ' (x,2) = z- 5(x), temos que existe f: S — U(1) tal que

p(f(2)) = (x, f(x))-

Como P|g é trivial entdao f define uma segao em P|g, denotemos tal se¢ao por h. Uma
vez que V¥ é a conexdo induzida pela conexao de Cartan, a forma de curvatura FV de

V¥ coincide com a forma de curvatura h*Q = F“, isto é, F¥ = FV. Disto segue

cl(E):—hm FV——hm Fw:—hm h*
2
S @ h(S

Aplicando a Proposicao 2.58 e em seguida o Teorema de Stokes obtemos

/ 0= / dw = / w.
h(S) h(S) a(n(9))

Para cada a denote o, = 0 (h(S — D,)) assim temos

Como cada D, estd inteiramente contido em uma carta trivializadora U, com trivializacao
Ya, podemos olhar para a escrita local de cada uma destas integrais no somatorio. Para
isso tome 0 : (U, — pa) — R tal que g, (h(z)) = (z, %)), desta forma ¢,(c,) = ¢, onde
¢ = {(z,e%®)) € U, x U(1) : 2 € (S — D,)}. Assim para cada a temos

L= L
Ta Soa(o'a)

e ainda pela escrita local da forma de Cartan

/ (soal)*wz/ Aa+id0a:/ (Aa+id9a):—/ (Aq +id6,) .
GDa(Ua) a 8(S—Da) 0D,

Portanto

i i
= — | —1i A, ) — [ —1 i
{ (27T im - a) (27T im - 1d9a)}
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/ A, = / dA,,
0D, a

L im [ A4, =0,
27T 8D,

i 1
c(F) = — [ — lim idf, | = lim — / db,.
/S 1(B) Z (27T dD, ) ; 27 Jap,

Como 6,(x) é a fungao angulo da segdo s no ponto p,, temos que % faDa df, = js(pa) €

e pelo Teorema de Stokes
o que implica

logo

pelo Lema 2.71 o limite lim % /. ap. A0, permanece constante, assim

/S ()= ju(pa)

acl

como queriamos. m

J& vimos pela Proposicao 2.18 que um fibrado em retas é trivial se, e somente se,
admite uma secao que nao se anula em ponto algum, portanto o teorema acima nos diz
que a forma de Chern, mais precisamente os possiveis nimeros de Chern das superficies
compactas contidas na variedade base, é um invariante que nos da uma medida do quanto
um fibrado em retas deixa de ser trivial. Temos também pela Proposicao 2.68 que o
nimero de Chern do fibrado em retas sobre uma superficie ¢ um ntimero inteiro que s6
depende do fibrado, desse modo o teorema acima nos afirma que a soma dos indices de

qualquer secao de um dado fibrado sobre uma superficie é sempre o mesmo.

Observacao 2.74 Em vista do Exemplo 2./ e da Observacao 2.46, o teorema acima €
uma generalizacao do famoso Teorema de Gauss-Bonnet para superficies, pois quando
restrito ao fibrado em retas proveniente do fibrado tangente da superficie em questao o

teorema afirma que

i i
E)=— [ Fo= o [ -iKoAo= Jj
/SCI( ) 27r/ V= ooo 1K01 A\ 0y Js(p)

e uma vez que uma se¢do em tal fibrado € tao somente um campo de vetores tangentes a

/K01 Aoy = 2T <st(p)> .

E interessante observar que na se¢ao 17.3 de [21] é apresentada uwma prova do teorema

superficie temos

de Gauss-Bonnet utilizando-se de resultados e conceitos relacionados a fibrados em retas
e suas conexoes, para em sequida na secao 17.4 esbocar a prova do Teorema de Chern
para fibrados em retas. Neste trabalho fizemos o contrdrio, provamos o Teorema de Chern
de forma rigorosa e deixamos a titulo de curiosidade que o Teorema de Gauss-Bonnet

seque como coroldrio. Na verdade, o Teorema de Chern é um resultado muito mais geral
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e que foge ao escopo de nosso trabalho, a versao aqui apresentada é uma versao muito
particular do mesmo. No melhor de nosso conhecimento, o enunciado e ideia da prova
aqui utilizados sao devidos a Theodore Frankel, o que fizemos foi detalhar esta ideia e

formalizar o conceito de indice, que para este caso so foi apresentado por Frankel de

forma intuitiva.



Capitulo 3
Aplicacoes em teoria de calibre

Neste capitulo utilizamos principalmente as referéncias [26], [17], [11], [45] e [39] para
apresentar conceitos basicos de mecanica quantica e da teoria de calibre proposta. Em
seguida mostraremos como se da a correspondéncia entre geometria de fibrados e teoria
de calibre, para finalmente estudar a geometrizacao de dois objetos de estudo da fisica.
O faremos seguindo principalmente [21], [54], [37], [35] e [36].

3.1 Eletromagnetismo e teoria de Calibre

Passaremos agora as correlagoes entre o eletromagnetismo e a geometria dos espacos
fibrados.

3.1.1 Quantizacao canonica: A regra de correspondéncia

Comegaremos esta segao descrevendo o que vem a ser a quantizacdo (canoénica) de um
sistema classico. O faremos de acordo com os objetivos e necessidades do presente tra-
balho, logo nao temos aqui a pretensao de produzir um texto que sirva de introducao a
mecanica quantica, nem tao pouco dar a ela algum significado.! Ao leitor interessado em
uma introducao mais detalhada, recomendamos a leitura dos primeiros cinco capitulos de
[26], o primeiro capitulo de [37], o capitulo dois de [17] e ainda o primeiro capitulo de [11].
Mais uma vez, iremos considerar normalizar algumas constantes fisicas como 1 e todas as
aplicagoes como sendo de classe C'°°, a menos de mencao explicita em contrario.

Comecemos por descrever resumidamente o sistema cldssico mais simples possivel (se-
gundo o formalismo lagrangiano), o de uma tnica particula que descreve uma trajetéria
dada por

v : [a,b] — R?

113

LAligs, segundo R. Feynman: “.. ninguém realmente entende a mecanica quantica”, (ver Prefacio de

[26])

91
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sujeita a uma lagrangeana L = L(z,v). Como sabemos, sua trajetéria deverd obedecer as

da (oL oL
dt \ 0% oy

Recorde que 7 : [a,b] — R3 é a solugdo destas equacoes e que () representa o ponto

equagoes de FEuler-Lagrange

em R? onde se encontra a particula no instante ¢ € [a, b].

Acontece que esta descricao gera grandes inconsisténcias ao tentarmos descrever situ-
agoes em escalas de nivel atomico [37]. Tal problema sé foi contornado apés uma intensa
revolugao na fisica, no inicio do século XX, que culminou no que conhecemos hoje como
mecanica quantica. A grosso modo, a quantizacao canonica de um sistema classico é
feita da seguinte forma: Inicialmente obtemos a chamada fun¢ao hamiltoniana através da

transformacao de Legendre
H(q7p) = Zpk:(bﬁ: - L(Qa Q)u
k

onde p; é o chamado momento generalizado e é dado por

oL
- 0g;

D
Em seguida consideramos que o sistema é descrito por uma aplicacao
p:RxR>— C

chamada funcao de onda da particula. Mais ainda, esta deve obedecer a equacao de

Schrodinger
Exp = Hip, (3.1)
onde E é um operador diferencial dado por
A 0
E=i—
"ot

e H é também um operador diferencial obtido fazendo-se as seguintes substituicoes na

funcao hamiltoniana

0
8%

Em resumo, a equagao de Schrodinger para um dado sistema é construida escrevendo-se o

Hamiltoniano classico para o sistema e empregando-se a chamada regra de correspondéncia
para substituir as grandezas classicas no hamiltoniano pelos operadores acima descritos.
A solugao da equagao de Schrodinger, i.e., a fungao de onda, tem a seguinte interpre-

tagao: para cada ty € [a,b] fixado, a fungao

P, ) & /Q b (to, z)[2dz (3.2)
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fornece a probabilidade da particula estar contida na regiao {2 no instante ty, esta inter-
pretagao claramente s6 permite que consideremos solugoes tais que P(R3,t5) = 1 para
qualquer ty. Vejamos agora alguns exemplos de quantizacao canonica afim de esclarecer

0 conceito.

Exemplo 3.1 (Equagao de Schrédinger para uma particula livre) Uma particula

livre estd sujeita a uma lagrangeana da forma

=M |
2
como
oL 0L
i — . = s,
b 04 ov;
sua funcao hamiltoniana € dada por
mv?  mw? PP
p) ZPka (¢, 4) k LT 5 5 om’
de onde seque que
- 1 9 1
H=—(-iV)" = ——A.
2m ( ) 2m
Assim a equagao (3.1) assume a forma
dw 1
—— Ay, 3.3
dt 2m v (33)
que € a equacdo de Schrodinger para uma particula livre.
Exemplo 3.2 Uma particula sujeita a uwma for¢a conservativa F' = —VV tem como
lagrangeana
2
muv
L=——-V.
2
Assim ) )
muv P
H = ZPka—qu vakvk_T‘i‘V—%‘i‘V

de onde seque que
. 1
H=——A+V.
2m
Logo a equagdo (3.1) assume a forma

1

Exemplo 3.3 (Eq. de Schrédinger para uma particula num campo eletromagnético)
Seque do Exemplo 1.59 que uma particula de carga q sujeita a acao de um campo eletro-

magnético (E, B) com potencial dado por (¢, A) estd submetida a uma lagrangeana da

va

forma L = —qop+qA-v. Por outro lado, se além do campo magnético, consideramos
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a agdo de um potencial V : R> — R, entdo a lagrangeana assume a forma (cf. [21], p.

459)°

2
ng;~w¢+wbv—V@)
Assim, como
L
p:a—:mv+qA:>v:£—%
ov m m
entao
H=p-v—-L
A 2
_ (ﬁ_q_)_ﬂw_wwm
m m 2
A 2
_P P_qr;_@(ﬁ_q_) g6 —gA v+ V()
m m 2 \m m
. A . A A A
_pp_ A pp A g6 —gA v+ V(2)
m m 2m m 2m
pp qqA-A
- _ —gA -
o o +qp —qA-v+V(x)
. A-A A
-Lr % +qp—qA- (L - T) 4 Vi)
2m 2m m m
. A-A A - A-A
_ PP qq Lo AP W V(@)
2m 2m m m
. A- A-A
_pp gAp @A ALy
2m m 2m
1 2
=—(p—qgA
Qm(p qA)" +q9 + V(x),
ou seja,

|
H=_—(=iV —qA)’ +qp+V.
2m

Assim, a equacdo de Schrodinger assume a forma i% = [ﬁ (—iV — qA)Q} V+qop+V ).

Somando-se os devidos termos em ambos os lados e multiplicando-se pelas constantes
apropriadas, seque que
ia+i¢w— 1[v gAY+ V -1 (3.4)
ar  2m 1 ’ '

onde A = Aydx; + Aydry + Aydzy e [V —igA]€ = 23 (& — Aj€), € a equagao que

j=1\%;
descreve uma particula carregada sobre efeito de um campo eletromagnético.

3.1.2 Transformacoes locais e a equagao de Schrédinger modifi-

cada

Veremos agora que a equacgao original de Schrodinger possui uma simetria, mas que do

ponto de vista tedrico esta ainda nao é toda a simetria esperada da teoria. Primeiramente

2Note que os potenciais definidos em nosso texto e em [21], p. 437, tém os sinais trocados.
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observe que se ¢ for uma solucgao de (3.3), entdao €% também serd solucao desta equacao
Va € R. Em outras palavras, a transformacao 1 — €!®) é uma simetria (global) da
equacao. Sob certo sentido esta simetria ja era esperada. De fato, se se supoe que a
tinica informagao fisica relevante da fungiao de onda 1 é o valor |¢|?, entao a fungio de
probabilidade P(£2,t,), dada por (3.2), ndo se altera em vista da referida transformagao.®
Pelo mesmo motivo, sendo x : R x R? — R uma funcio continua, entdo 1)’ = eX(®tq)
fornece a mesma fungao de probabilidade P(€2,%y). Assim, torna-se natural perguntar se
a transformacao © — eX@Hq) & também uma simetria da equacdo. Em caso contrario,
pergunta-se: que tipo de equacao diferencial assemelhada a equagao original ela deveria

satisfazer? A resposta vem na forma da seguinte:

Proposicao 3.4 Se a funcdao de onda v satisfaz a equacao de Schréodinger
dw 1

Yat T Tom Vi,
entdo | = eX@y satisfaz a equacdo
d d
[dt—i—l—x} Y’ ———[V—HVx] Y’

para toda funcao diferencidvel x.

Demonstracao. Suponha que eX(®Yy) satisfaca a equacao de Schrodinger, temos por um

lado ) )
d(eXy)  deX i dY

dy
dt dt¢+e dt

ivs AX i AV
— pixj A ix 77 e
e 1dt¢+e o { —+ }

e de outro

A() =V - {V [Xp]} = V- {VeXy + vyl = V- {XiVxe) + XV}
=V - X [iVye + Vi) = VX - [iVye + Vo] + XV - [iVxe + Vil
= [eXiVx] - (VX0 + VY] + X [iAxY + iV - VY + Ay
= IV - [V + VY] + [1Axy + iV - Vi + Ay
= X {_Vx -V + [iVx - Vi +iAxy +iVy - V] + Ay
= N {— (Vx - V) ¥+ [iVy - VY +iVyx - Vi + (V- iVy) ¢] + Ay}
=X {— (Vx - V)¢ + [iVx - VY + V- (iVxy)] + Ay}
= Y[V +iVX] [(V +iV) ¢]} = X {[V +iVx] v}

Assim

dle™y) 1

iy A dy
ix [ 9A kot
e [ldthr dt]

3Veremos em breve que esta suposicio é falsa. Quando estudarmos o efeito Aharonov-Bohm, ficaré

1 .
—%e”‘ {[V+iVx]*y}

claro o papel da fase no estudo do eletromagnetismo.
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ou ainda
d dX 1 2
—+i—|Yv=——|V+iV
l[dtJrldt}w om [V TIVATY
Dessa forma, se ¢ = eX(®q) satisfaz a equacdo de Schrodinger, entdo 1 = e~ X(@ty/

satisfaz a equacdo acima, ou seja, a transformacao 1’ — e X(®1y/ acarreta as seguintes

mudancas na equagao

d . d | gdx
{ i oa T Va

V -V +iVy
Reciprocamente
d d _ +d
1/] N eix(z,t)w = dt - dt ld_>t<
V -V —-iVy

Como desejado. m

Em fisica, a transformacao 1 — el é chamada de transformacdo global, pois a
mudanca feita na fungao de onda nao depende do lugar no espaco ou do instante no
tempo em que é feita. J4 a transformacio 1) — X)) é chamada de transformagao local,
pois a mudanca feita na funcao de onda é espacgo-tempo dependente, diz-se ainda que uma
equagao é globalmente (respect. localmente) invariante se é invariante por transformacoes
globais (respect. locais).

O resultado acima nos diz que a equagao de Schrodinger para uma particula livre
(Exemplo 3.1) é globalmente invariante, porém nao é localmente invariante. Mas observe
que a existéncia de uma simetria global viola os principios da relatividade restrita ([47],
p. 93), portanto, o que é esperado é a invariancia local. Concluimos que é a equagao de
Schrodinger que deve ser adaptada para que seja invariante local.

Observando atentamente a prova do resultado anterior, podemos perceber que o fator
essencial para que a equagao nao seja invariante local é que a derivacao ordinéaria nao

comuta com a multiplicacdo por eX(®1 e
Oy (ei’%/)) = i0,xe™Y + eX0,1h # X0 ).

Aparentemente, a maneira mais simples de corrigirmos isso (Ver segao 3.B de [39] e segao
4.2 de [45]) é encontrando um operador de derivagao que comute com tal multiplicagao, i.e.,
uma operador D tal que a transformacao 1) — eX(@) implique na transformacao D,y —
eX@D D b, o que 86 é possivel se o préprio operador mudar por D, — eX@H) D e=ix(@b),
Uma vez que a transformacio 1) — eX(@) é espaco-tempo dependente, o mesmo deve
valer para o operador D.

No entanto, ha uma questao filosofica e técnica crucial aqui: ao levarmos em consi-
deragao as transformagoes locais (pense em x como uma fung¢ao bump), somos levados
naturalmente a trocar o operador diferencial global 0 por uma familia de operadores dife-

renciais locais associada a uma cobertura aberta de R1®. Como analogia, sugerimos o leitor
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a se recordar do processo de continuagao analitica introduzida por Riemann quando estu-
dava a equacao hipergeométrica ou, mais simplesmente, os ramos de logaritmo. Quando
buscamos uma solugao para a EDO ¢y’ = 1/2 em C*, chegamos nos chamados ramos de
logaritmo complexo, que nao estao definido em todo C* mas em cortes deste. Esses ra-
mos, uma vez analisados do ponto de vista da continuacao analitica, levam Riemann a
introduzir o conceito de superficie de Riemann. No caso em tela, tanto a equacao como
as solucoes tem seu ambiente natural definido nesta superficie chamada de superficie de
Riemann do logaritmo.

Como dissemos, iremos raciocinar de maneira analoga, i.e., procuraremos familias de
operadores diferenciais locais que “corrijam” a equacao de Schrodinger localmente, para
depois buscarmos o ambiente geométrico natural para a sua existéncia global.

Seja {U,} uma cobertura aberta de R ¢ D* = (Dg,--- , D) os operadores diferen-
cias locais desejados e eXse uma transformagio local em U,p, a sugestido mais natural é
que estes sejam da forma D, ; = 0; —iG,;, onde G, ; sao as componentes de um quadrico-
vetor (i.e., 1-formas diferenciais).! Por outro lado, como a derivagao parcial 9; é constante
ao longo de R, entao na intersecao U,g = U,NUp # 0 teremos D, ; — Ds; = 0, —iGp ;.
Assim

¢Xoa D, ap = Dy X5y
)
elXsa (aj _ iGa,j) = (aj _ iGg,j) eXoaq)
= 0; (M) —iGp; (X0))
= 10X pac™ ) + X9 00p — 1G5 (X000)

o que implica

0o Qa) — eXPiG, 1) = 10, paeXPorh + X5 0inh — iG g jeNPerh =
(—iGa ;) €X02tp = (10 xpa — Gy ;) X021

ou seja

Ggj = Ga,j — OiXpa

¢ a maneira como o campo de covetores G, ; deve se comportar por mudanga de coorde-
nadas.
A conclusao a que chegamos é que se a equacao que determina o sistema fisico ao invés

de ser da forma .
1801/1 - ——8j8jw
2m

'Devido a questdes técnicas, teremos de abrir mao temporariamente da notacao classica de tensores
usada na fisica.
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com j=1,...,3de1 a3, deve ser da forma
. 1 |
iDg) = —=—D¢ ;D1,
2m

ie.,

i{%—iga} ) = —%{[V—iGa]Z}w (3.5)

onde g, = Gap € Gy = (Ga1, Gaa, Ga3) satisfazem as equagoes de transi¢ao

dXga
Ja = 98 = Ga — =52,

{ Go = Gs = Gy — dlpsXpa,

devido a invariancia com relagao as simetrias da forma
Yo = g = eXFqy,

Note que a grandeza definida por
Myg = 0,.Gg — 053G,

é invariante pela transformacao descrita acima. Assim, tal como o médulo ao quadrado
da funcao de onda, é de se esperar que este invariante tenha alguma interpretacao fisica.
Na verdade, ja conhecemos uma grandeza fisica que é obtida dessa maneira, a saber, o
campo eletromagnético. De fato tomando-se G, ; = Aq j, 1., (9o, Ga) = (—da, As) temos
que M,p = Fi,p e a transformagao vista acima ¢ a ja conhecida transformacao de calibre.

Note ainda que, com esta nota¢ao a equacao (3.5) assume a forma
d 1 9
i|— +ig| Y =—— 1]V —id,
l[dt+l¢}¢ o IV —id} o

que, a menos da constante multiplicativa ¢, é exatamente a equacao (3.4) que descreve
uma particula carregada na presenca do campo eletromagnético F,gs.

Em fisica, o processo de se trocar d; por D, ; = 0; —igA, ; na equagao de Schrédinger
¢ conhecido como acoplamento minimo, o operador D; ¢ chamado de derivada de calibre
e 0 par (Pq, An) é chamado de potencial de calibre. Agora podemos entender o por que
deste nome, ja que a presenca do potencial do campo eletromagnético compensa, através
da transformacao de calibre, a mudanca feita pela transformacao local sobre a funcao de
onda, i.e., ele “calibra” a equacao de Schrodinger e por isso o nome potencial de calibre.
Como veremos, este processo de correcao da equacao de Schrodinger para adapta-las a

realidade relativistica leva naturalmente a uma geometrizacao da fisica.

3.1.3 Conexoes e derivadas de calibre

A primeira vista, parece impressionante o fato de que partindo apenas de um principio

fundamental (invariancia da fenémeno fisica por certas transformagoes na func¢ao de onda)
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podemos concluir a existéncia de uma nova entidade fisica (o potencial de um campo
eletromagnético) e ainda como esta interage com a matéria (Equagao 3.4). Por tras de
tudo isso estao a Teoria dos Grupos de Transforma¢io de Marius Shophus Lie ([29]) e
o Teorema de Noether?, este importando da mecanica cldssica. Todo este estudo que
fizemos bem como suas implicagoes é o que se chama em fisica de teoria de calibre. Seu
principio fundamental é de que a equagao de Schrodinger deve ser invariante local, este é
o chamado principio da invariancia de calibre.

O ponto que devemos destacar aqui é que o estado quantico de uma particula nesta
teoria de calibre passa a ser descrito nao por uma tnica aplicacdo 1) : R x R — C que
satisfaz a equagao de Schrodinger, mas sim por uma familia {¢,} de aplicagoes definidas
em abertos (eventualmente diferentes) de uma cobertura aberta {U,} de R x R? tais que

nas intersegoes destes abertos funcgoes v, e ¢g diferentes se relacionam da seguinte forma

g = ey, (3.7)

onde xg, ¢ uma funcao diferenciavel definida sobre Upg,. Além disso, se 1), satisfaz a
equacao de Schrodinger com o potencial A,, entao 13 satisfaz a equacao de Schrédinger
com potencial
Ag = Ay — dxga- (3.8)
Dessa forma, definindo-se
Ao = i(gadt + G yd2?), (3.9)

e recordando o estudo das conexdes em espaco fibrados feita no §C da Secao 2.2, mais
precisamente as equagoes estabelecidas em (2.20), vemos que (3.7) nos leva a definir uma
conexdo no fibrado em retas complexas C — E — RY3 cujos cociclos de transicao sio
determinados por eX#e e que (3.9) define uma conexao de Cartan-Ehresmann em E. Eis
al o ambiente geométrico procurado.

Além disso, como o campo de forca eletromagnético F' satisfaz F' = dA,, concluimos
que este pode ser interpretado como a curvatura de tal conexao. Vale ressaltar que a
conexao induzida em um fibrado em retas associado, tem sua escrita local dada por uma
1-forma com valores puramente imagindrios, assim, a 1-forma de potencial de calibre vem
a ser apenas o coeficiente real destas primeiras.

Mais precisamente considere o sistema de coordenadas x = (Xg,Xy,X,,X3) = (£, )
em R? e seja U C R* um aberto aonde esteja definido um potencial de calibre (¢r, Ay).

Entao ficam bem definidas a 1-forma de calibre
AU = iq(—(bUdXO + 14(]71dX1 + AU’QdX2 + AU73dX3)
e a conexao linear Vi : T'(Ey) — AYT*U, Ey)

Vu(€-sp) = (dE+ Av) @su,  spy(x) = (x,1),

4Emmy Noether elaborou o Teorema de Noether, que explica as conexdes entre simetrias e as leis de

conservagao em fisica tedrica ([38], [4]).
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definida nas segoes do fibrado trivial em Fy; = U x C e tomando valores em A'(T*U, Ey;) =
AYT*U) ® T(Ey). Dessa forma, se pretendemos visualizar esta conexao linear como a
manifestacao de uma conexao linear num fibrado em retas, precisamos estudar cuidado-
samente seu comportamento por mudanca de coordenadas.

Agora recorde de (1.15) que a forma eletromagnética satisfaz a relagao F' = dAy. Uma
vez que F estd bem definida em todo R*, entdo Ay — Ay é uma 1-forma fechada em UNV.
Se U NV for simplesmente conexa, segue do Lema de Poincaré que Ay — Ay sera exata,

o que implicara na existéncia de uma funcgao diferenciavel fyy : U NV — C tal que

AU - AV - deV-

Por conseguinte, teremos

.AU == .AV - iq . dev. (310)

Comparando-se esta equagao com (2.20), concluimos que serd possivel geometrizar estas
solucoes locais da equagao de Schrodinger como manifestacoes de secoes locais de um

fibrado por retas com grupo estrutural U(1) = S! e aplicagoes de transigao

guv(x) = exp(igfov(x))

se pudermos obter uma cobertura boa de R?* (i.e., tal que as intersecoes dois a dois sdo

simplesmente conexas) que satisfagam a condig¢ao de cociclo

guv - gvw * gwu = 1

sempre que U NV NW # (.

Observagao 3.5 Note que a ezisténcia de funcoes diferencidveis fyy : UNV — C
satisfazendo (3.10) ocorre mesmo na auséncia de coberturas boas. O caso particular que

veremos na proxima se¢ao ¢ um exemplo disso.

Resta-nos agora verificar como podemos interpretar as solucoes locais da equacgao de

Shrodinger como manifestagao de secoes locais deste fibrado.

Proposicao 3.6 (Principio da invaridncia do calibre de Weyl) Se v satisfaz a equa-

¢ao de Schraodinger (3.4) com forma de calibre A, entdo
exp(iq - f(x))y
satisfaz a equagao de Schriodinger (3.4) com forma de calibre A — iq - df .

Demonstracao. Como se tratam de calculos imediatos muito similares as ja executados

na Proposicao 3.4, deixaremos os detalhes para o leitor interessado. m
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Criamos assim um diciondrio entre o estudo de fibrados e a teoria de calibre:

Teoria de calibre Fibrados

Funcao de onda Escrita local de se¢oes de fibrados em retas

Potencial de calibre Conexao de Cartan no fibrado em circulos

Campo de forca Forma de curvatura da conexao de Cartan

Transformagao local Agao local dos cociclos de transi¢ao nas segoes
Transformacao de calibre | Acao local dos cociclos de transicao nas formas de conexao

Veremos nas préximas duas segoes como esta correspondéncia entre geometria e fisica
nos fornece um melhor entendimento de dois fenomenos estudados em teoria de calibre,
a saber: os monopolos magnéticos e efeito Aharonov-Bohm. Mais ainda, veremos como
surgem naturalmente a manifestacao fisica de mais dois objetos geométricos: as classes

de Chern e a holonomia.

3.2 Monopolos magnéticos

Nesta segao iremos estudar a geometrizacao da solugao quantica do sistema monopolo-

carga.

3.2.1 Revisitando o potencial de calibre do monopolo

Recordemos do Exemplo 1.55 que o monopolo magnético de carga g gera um campo de

forca eletromagnético em R'? dado em coordenadas esféricas por
F(¢,0) = gsen¢dp N db
e que pode ser descrito pelos potenciais de calibre

Ai(p,¢,0) = g(1 — cos ¢)df, definido em U, =Q — Z_ (3.11)
A _(p,¢,0) = —g(1 + cos ¢)df, definido em U_ =Q — 7,

onde 2 = R — {0} e Z_ e Z, sao respectivamente as partes negativa e positiva do eixo

z. Mais ainda, estes potenciais estao relacionados pela transformacao de calibre
Ay — A =d(240). (3.12)

Como estes sao constantes no tempo e nao dependem do raio, podemos nos restringir a
estuda-los em S?. Neste caso, teremos uma 2-forma de forca F' = gsen ¢d¢ A df com

potenciais

Ay = Ailse = g(1 — cos p)df  definido em Uy = U, NS%=5%—{0,0,—1};
As=A_lg2 = —g(1 + cos¢)df definido em Us=U_NS*=5%-1{0,0,1}.
(3.13)
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Note que do ponto de vista cldssico estes potencias nao tém nenhuma relevancia fisica,
até mesmo por nao serem unicos, nao passando de mera ferramenta de calculo que visa
simplificar o formato de certas equacgoes. No entanto, esta visao muda dramaticamente
com o advento da mecanica quantica. Para entendermos o porque disso, devemos consi-
derar um sistema um pouco mais complicado do que um monopolo isolado. Novamente,
iremos considerar um monopolo situado na origem de um referencial inercial. Agora in-
troduzimos uma particula elétrica em movimento com carga ¢ numa vizinhanca deste
monopolo. Como vimos (cf. Exemplo 1.5), do ponto de vista cldssico, o movimento da

particula é governada pela segunda Lei de Newton através da chamada Forga de Lorentz.

Observacao 3.7 Embora os detalhes do movimento no modelo classico nao sejam ne-
cessdrios para 0s nossos propositos, eles sao bastante interessantes. O leitor pode achar
divertido modificar os procedimentos usuais de cdlculo para a solu¢ao do problema de Ke-
pler afim de mostrar que, em geral, a carga € constrangida a mover-se sobre um cone cujo

vértice estd na localizagao do monopolo. (ver se¢io 9.4 de [17])

3.2.2 A quantizacgao (candnica) do sistema monopolo-carga

No entanto, (cf. §3.1) a visao atual desse tipo de sistema é um pouco diferente. A carga nao
¢é pensada como uma particula “pontual”’, mas sim como um objeto quantico descrito pela
sua funcao de onda (¢, z,y, z). Esta é uma fungao complexa de valores em (z,y, z) € R?
(no espago tridimensional) e t € R (no tempo), que acredita-se conter todas as informagoes
fisicamente mensuraveis sobre a carga. Por exemplo, a probabilidade de encontrar a carga
em torno de R regiao do espaco, em algum instante de tempo t é calculado por meio da
integracdo de [1|?> = 1t sobre R. A funcdo de onda 1) para g é encontrada resolvendo
a chamada equacao de Schrodinger para o sistema de monopolo-carga. Recorde que a
equagao de Schrodinger para um dado sistema é construido escrevendo-se o Hamiltoniano
classico para o sistema e empregando o que é chamado de “regra de correspondéncia” para

substituir as grandezas classicas no hamiltoniano por um operador apropiado.

Exemplo 3.8 (Equagao de Schrédinger do monopolo de Dirac) Recorde do Exem-
plo 1.59 que uma particula de carga q sujeita a a¢ao de um campo eletromagnético (E, B)

com potencial dado por (¢, A) estd submetida a uma lagrangeana da forma

mu?

L= T—qu+qA-v—V(m).
o que daria a descri¢ao classica do sistema. Mas, sequindo a regra de correspondéncia
para obter a quantizacao canonica do sistema, vimos no Exemplo 3.3 que a equacao que
descreve uma particula carregada sobre efeito de um campo eletromagnético (a equagao de
Schédinger corrigida) € dada por

0 1
i[a%—iqgﬁ} w:—%[V—iqAFerV-w (3.14)



3.2. MONOPOLOS MAGNETICOS 103

No caso particular do sistema monopolo-carga teremos potenciais dados por (3.11) ou

(8.13), a depender do modelo matemdtico considerado.

Como F = 0, entao podemos tomar ¢ = 0. Portanto, do ponto de vista geométrico,
a Unica caracteristica relevante para a nossa investigacao é que o Hamiltoniano para uma
carga em um campo eletromagnético envolve, de maneira essencial, o potencial vetor A
para o campo eletromagnético (cf. (3.10)). Naturalmente, este potencial vetor nao é
Unico.

Dessa forma, segue da Proposigao (3.6) que a substituicao de A por A—df2 na equagao

de Schrodinger (3.14) leva & substituicdo da solucdo ¢ por €4, i.e.:

A= A—dQ = ¢ — %),

? ¢ um nimero complexo de médulo um, uma vez que  : R® — {0} — R é uma

onde el
fungao (diferencidvel) real.’

Assim, a mudanca A — A — V(Q altera unicamente a fase e ndo o médulo (amplitude)
da func¢ao de onda 1. Por algum tempo ficou a impressao de que as mudancas de fase
da funcao de onda nao possuiam significado fisico, uma vez que todas as quantidades
fisicamente mensuraveis (conhecidas) associadas a carga ¢ dependiam apenas do médulo
quadrado |¢|? e este é o mesmo para 1) e €l}). Na préxima secdo, veremos que essa ¢
uma interpretagao equivocada.

Antes de passarmos a geometrizacao das solucoes da equacgao de Schrodinger, regres-
semos aos dois potenciais vetores locais Ay e Ag para o monopolo dados por (3.13) e
definidos respectivamente em Uy e Ug. Sejam ¥y e 1)g fungoes de onda para a carga
determinadas (através da equagdo de Schrodinger) pelos potenciais Ay e Ag, segue de

(3.12) que
= 0y
em Uy NUg. Mas em Uy N Us (que contém o circulo (p, ¢,0) = (1,7/2,0)) tanto a ¢y

quanto a 1g atribui-se exatamente um (uinico) valor complexo para cada ponto. Assim,
para cada t fixo, a mudanca 6 — 6 + 27 deve deixar ambos ¥y e g inalterados. Isso

implica que a aplicacio # — 6 + 27 deve deixar €299 inalterada. Desta forma

el(2a90) — i(2q9(6+27)) _ ei(2q99)€i(4qgﬂ)’

de onde segue que
elldagm) 1;

ou seja 4ggm = 2n7 para algum inteiro n. Concluimos que

qg = n/2 para algum n € Z. (3.15)

5Talvez frustrando um pouco os possiveis leitores oriundos da fisica, escolheremos os referenciais de

forma que a constante de Dirac A seja igual a um.
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Esta é a célebre condi¢cao de quantizacao de Dirac e pode ser interpretada como segue: se
apenas um tnico monopolo magnético (com carga g) existir, entdo a carga de qualquer
particula elétrica deve ser “quantizada’, i.e., vem apenas em multiplos inteiros de uma
quantidade basica de carga (¢ = n(1/2g)).® Como a carga é de fato quantizada na
natureza e uma vez que nenhuma outra explicacao plausivel para este fato ja foi oferecida,
a existéncia de monopolos magnéticos torna-se uma possibilidade bastante tentadora. Esta

questao foi levantada inicialmente pelo fisico britanico Paul Dirac em [12].

3.2.3 Geometrizando o sistema

No intuito de geometrizar o sistema monopolo-carga, passaremos agora a recordar o re-
ceitudrio estabelecido no §3.1.3. Recorde de (3.10) que as formas de conexao respeitam,

na intersecao de seus dominios, a equagao

Ay = As —iq - dfns,

onde Ay = iqAyn, As = igAs e fns = 2g6. Em particular, as esperadas aplicagoes de

transicao devem assumir a forma

9ns(x) = exp(2iggl). (3.16)

Além disso, segue da Proposicao 3.6 que

Py = ey

Logo, a condigao de quantizagao de Dirac (3.15) permite-nos entao concluir que ¢¥ysy =
gsg, onde sy(x) = (x,1) (repesct. sg(x) = (x,1)) é uma segao diferencidvel de Uy x C
(respect. Uy x C), geram uma segao global do fibrado com retas complexas definido
pela aplicagao de transi¢ao (3.16) munido de uma conexao linear definida pelas formas de
calibre Ay e Ag.

Acabamos de constatar que a condicao de quantizagao de Dirac é suficiente para a
geometrizacao das solugoes da equacao de Schrodinger. Como consequéncia do Teorema
2.73, veremos que ela é também necessaria. Em outras palavras, iremos mostrar que nao
é possivel realizar as solugoes da equacao de Schrodinger em outros fibrado que nao os
dados por (3.16).

Suponhamos que exista um fibrado por retas complexas £ munido de uma conexao
dado pelas 1-formas de calibre Ay e Ag. Recordemos também de (1.15) que o fluxo
magnético é dado por

g g g 2
b= [ B-dS= e, -ndA=— [ dA= —4rR" = 4ng.
/52 /527’26 " R? 52 R27T i

6A formato fisicamente correto da condicio de quantizacdo de Dirac usando as unidade de medida

padrao da fisica é 2gqg/h = n para algum n € Z.
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Por outro lado, segue de (1.15) e do teorema de Stokes que a integral da forma de forga

nos da
27
/ F:/ dAN+/ dAg:/ AN—/ AS:/ d(290):2g/ df = 4ng
S2 Un Ug Sl Sl S1 0
ou seja
<I>:/B~dS: F =4ng.
52 52
Como a forma de Chern de um fibrado em circulos é dada por
i
CI(P7w> = %]:7

onde F = igF é a forma de curvatura da conexao definida pelas formas de calibre Ay e

Ag, entao

i i -1 -1
P)=| —F=| —igF=—q | F=—4drqg=—2
/52 61( ) /52 27 52 27T1q 27 q/sz 27 a9 9

o que nos diz que o nimero de Chern deste fibrado ¢ igual a —2¢gg. O Teorema 2.73 nos
garante que este é sempre um nimero inteiro o que mostra que a geometrizacao da equagao
de Schrodinger num fibrado principal sé pode se dar de forma a respeitar a condicao de
quantizagao de Dirac.

J& sabemos que o nimero de Chern de um fibrado nao depende de nenhuma conexao
em particular mas apenas da estrutura do fibrado em si. Desta forma, cada valor 2qg € Z
do sistema monopolo-particula carregada pode ser modelado em um fibrado diferente de
nimero de Chern n = —2¢g. Resumidamente, para cada n temos um fibrado U(1) —
P, ™ S? com formas locais de conexao, funcao de transicao e forma de curvatura dados

respectivamente por

—n —n

Ay =1 (7) (1 —cos@)dd; Ag=—i (7) (1+ cos@)df; gys = e "%

F=i (%") sen ¢do A .

Observe que ja conhecemos alguns casos particulares destes fibrados.

091 — 1, ou seja, o fibrado

Exemplo 3.9 Quando n =0 a funcao de transi¢ao é gys = e~
em circulos em questio ¢ o fibrado trivial U(1) — S? x U(1) = S2. Assim uma particula
neste ambiente ¢ estudada através de uma secao Y do fibrado em retas associado, neste

caso o fibrado em retas trivial S* x C.

Exemplo 3.10 No caso em quen =1 oun = —1 as funcoes de transi¢do sao respectiva-
mente gns = € % e gsn = ¥ ou gns = € e gsy = 7% que sdo as fungoes de transigao
do fibrado de Hopf U(1) — S* 5 S? (cf. Exemplo 2.24). Desta forma quando n = £1 o
potencial de calibre do monopolo é uma conexdo no fibrado de Hopf e estudo da interacao
entre uma particula e este monopolo € feito através de uma se¢ao no fibrado tautologico,

que € o associado ao de Hopf.
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Para n > 1 teremos fibrados com cociclos de transi¢ao mais envolventes. Por exemplo,
¢é possivel mostrar que para n = 2 o monopolo magnético em questao é modelado pelo
fibrado em circulos U(1) < RP? 5 S2 e uma particula interagindo com este é descrita
por uma se¢ao no fibrado tangente da esfera de Riemann, mas isto esta fora do escopo
deste trabalho. O leitor interessado pode consultar [36].

Concluimos esta secao observando que, dos exemplos acima, o nimero de Chern do
fibrado do fibrado tautoldgico € igual a 1 e pelo Teorema 2.73 qualquer segao sobre este
terd ao menos um ponto singular e pelo Teorema 2.18 este fibrado nao é trivial. Disto
temos que o seu fibrado associado, o fibrado de Hopf, também nao é trivial, pois nao
¢é associado ao fibrado em retas trivial. Desta maneira, os estudo dos monopolos nos

permitiu concluir fatos matematicos nao elementares.

3.3 Efeito Aharonov-Bohm

Introduzimos os potenciais de calibre no Capitulo 1 e destacamos seu aparecimento histo-
ricamente como ferramenta facilitadora no operacional de equacoes diferenciais. Uma per-
gunta natural é se estes sao mera manipulacao matematica ou tém alguma relevancia fisica,
i.e., se podem ser experimentalmente detectados. Classicamente, uma particula sujeita a
acao de um campo eletromagnético experimenta a for¢a de Lorentz F' = ¢(E + v X B).

Quanticamente, é a equacao de Schrodinger
g . 1 2
i|— =——[V—-igA
1{8t+zq¢]¢ Qm[ igA]” ¢

que descreve tal influéncia e nesta os potenciais aparecem explicitamente, o que sugere
que estes campos (potenciais de calibre) tém de fato alguma realidade fisica.

Foi no ano de 1959 que Yakir Aharonov e David Bohm propuseram em [2] um experi-
mento que viria a confirmar essa expectativa. Na figura abaixo apresentamos um esboco

do aparato envolvido no experimento.
Figura 1. Ezperimento Aharonov-Bohn

Um feixe de elétrons é lancado de um ponto P em direcao a uma tela 7" protegida por
uma outra tela R com duas fendas F'1 e F'2. Por tras da parte do meio da tela R esta
um solenoide de dimensoes (diametro e altura) de forma que quando ligada uma corrente
elétrica o campo magnético produzido seja igual (aproximadamente) ao de um solenoide
infinito. Os elétrons atingem a tela T formando um padrao de interferéncia especifico e
quando ¢ ligada a corrente elétrica no solenoide este padrao sofre um deslocamento ao
longo de T'.

Fisicamente o que se passa ¢ o seguinte: sabemos que um elétron é descrito por uma

funcao de onda 1 e que o médulo ao quadrado desta fornece a probabilidade dele estar
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numa dada regiao do espago. Com o solenoide desligado, a funcao de onda v associada
ao feixe de elétrons ¢ dividida em duas ao incidir na tela R, uma v; que passa por Fj
e uma 1y que passa por F,, e estas se encontram novamente na tela 7. Desse modo, a
probabilidade de se encontrar um elétron num ponto ) qualquer da tela T' é dada por
191(Q) + ¥2(Q)|?>. Uma conta simples nos mostra que isto induz um padrio construtivo-

destrutivo resultante da sobreposicao das funcoes 1, e 19, omitindo a dependéncia de
Q.
Mais precisamente, sendo ¥, = [1)1|el® e 1y = [thy]e?” teremos
o1 + ol = (1 + ¥2) (V1 + 2)
= |th1|* + [tha]® + Y11Ps + thotdy
= [ + [l + [n|e™ Wale™ + [l ipr]ei
= [ * + [af* + [0n| o] (%™ + e¥e)
= 2+ [al? + [nllisn] (e + 7
= [1* + |2 + 1] [¢2]2 cos(a — )

Claramente esta interferéncia depende da diferenca de fase a — 8 das funcoes 1 e ¥
no ponto na tela, de modo que o efeito construtivo é maximo quando o — 8 = 2kmw e o
efeito destrutivo é maximo quando | — 8| = (2k + 1), k € Z.

Para entendermos o que ocorre quando ¢ ligado o solenoide, recordemos do Exemplo
1.6 que no exterior do solenoide o campo magnético B ¢ identicamente nulo e o potencial

¢é dado por

Bo(_ - 2 2) <
)= { e FCHEO 2= VT
2 <($2+y2)> (I2+y2)70> Se p= (:B +y ) > a
o(t,z) = 0.

ou seja B =0 e A nao.

De acordo com [47] a funcdo de onda de uma particula livre é dada por ¢ = [¢]e!®™),
onde p é o momento e r é o vetor posigao (cf. e.g. [47]). Sabemos da Segao 3.1 que
sob efeito de um campo magnético o momento muda por p — p — gA (vide Exemplo
3.3). Portanto, (considerando ¢ = 1 por simplicidade) na presenga do campo magnético

a funcao de onda sera

%UA — |¢|€i((p—A)~r) — |¢|€i(p-r)€—i(A-r)

Assim a fase da particula muda pontualmente por &« — o — A - r. Afim de calcularmos

a diferenca total, devemos somar essas diferencas ao longo de toda a trajetéria v da

Aa:—/Adr
g

particula. Logo
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Portanto, num ponto @) sobre a tela T' (ver Figura 1), as funcoes de onda sao dadas por
Ui = [glel?e™t e gl = [yhalee™2, onde

St :—q/ Adr, ng—q/ Adr
71 Y2

e 71 e 7p sao curvas que ligam P a @) através de [} e Fj,, respectivamente. A nova
interferéncia em () sera dada por

[0+ 93P = (0 +45) (v + og)
= [l 2+ aleVe 7 4 [ TIPS + TGl e
= [oh1)? + |2 |* + |91 |9 <€i°‘eisleiﬁeis2 + eiaeisleiﬁeis"’>
= 11| + 2] + [¥1]|12] (6i(a_5+sl_s2) + ei(a_6+sl_s2)>
= [1]* + |2]” + [¢1|[t2]2 cos (. — B+ S — o).

Como
S = Sl — SQ = — (/ Adr —/ Ad?”) (317)
Y2
= (/ Adr+/ Adr)
= /Adr =
v
temos

Wit 4+ 3 1P = [1]* + [al® + |1 ]|¢ha2 cos (o — B — @)

ou seja, o padrao de interferéncia sofre um deslocamento horizontal proporcional ao fluxo
magnético no interior do solenoide.

Uma vez que o campo eletromagnético é identicamente nulo na regiao em que os
elétrons passam, a forca de Lorentz é também nula. Dessa forma, a teoria classica su-
postamente previa que nenhuma influéncia deveria ocorrer. No entanto, acabamos de ver
que quanticamente o fato do potencial de calibre nao ser nulo conduz a consequéncias
observaveis, mostrando assim de uma vez por todas que o potencial possui sim existéncia
fisica. Essa previsao foi confirmada experimentalmente por Robert G. Chambers em 1960
([6]).

Veremos agora como o efeito Aharonov-Bohm pode ser naturalmente interpretado
como um evento se manifestando em um espaco fibrado munido de uma conexao. Uma
vez que estamos estudando as funcao de onda das particulas, o fibrado em questao devera
ser um fibrado em retas E, veremos agora como determina-lo. Como estamos estudando

apenas o que se passa fora do solenoide, o potencial sera

Bya? —y x
A p—
(o) = =5 (<x2 ) @ +y2>’0)
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podemos entao considerar o solenoide como sendo de raio a = 0 e como do Exemplo 1.6

temos
B()CL2 P

2 o’

usaremos o potencial

P —y T
Alt,z) = — , ,0
2= (e )
com o solenoide sendo a origem do plano. Como o fendmeno é essencialmente bidimensi-
onal e nao depende do tempo, tomaremos M = R? — {0} como variedade base. Assim o
fibrado em questao sera o fibrado trivial £ = M x C munido da conexao
id

Queremos agora destacar um fato geral relacionado a propriedade da conexao ser
compativel com a métrica canonica deste fibrado. Considere dois pontos p,q € M e dois
caminhos v; e 7 distintos que ligam p a g. Tomando duas segoes s,t € I'(M, F), podemos
fazer o transporte paralelo de s(p) ao longo de 7, e t(p) ao longo de ~;, encontrando res-
pectivamente 3(q) e #(¢). Como E tem uma estrutura métrica canonica, os comprimentos
e angulos sdo medidas intrinsecas, portanto, s(p) e t(p) possuem uma diferenca de fase
® bem definida, bem como 3(q) e (q) possuem uma diferenca de fase ¢, também bem
definida.

Figura 2.

Como a conexao é compativel com a métrica, se transportarmos 5(q) e £(q) ao longo
de 7, em sentido contrério teremos que o transporte paralelo de §(q) serd $(p) = s(p),
enquanto o de #(q) seréd #(p) de modo que a diferenca de fase entre s(p) e t(p) também
serd ¢. Portanto a diferenca de fase entre 3(q) e £(q) sera a diferenca de fase entre s(p)
e t(p) acrescida da diferenca de fase resultante da holonomia A := hol(y, V) do caminho

fechado v = v, — 2.
Figura 3.

No caso particular do efeito Aharonov-Bohm, teremos s(p) = s(P), t(p) = ¢1(P),
5(0) = Q) ¢ ig) = Q). De (2.16) e de (3.17) segue

hol(y, V) = exp (— /7 A) = exp (— L iAdr) = exp(—id®)

e portanto a diferenca de fase S equivale a holonomia do caminho.
Disto concluimos que o efeito Aharonov-Bohm é, do ponto de vista da geometria de
fibrados, a manifestagao fisica da holonomia proveniente de uma certa conexao. Em [54]

Wu e Yang asseveram que:
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“o campo de forca F;; nao descreve completamente a fisica ou seja, situ-
agoes diferentes podem ter o mesmo campo de forca (...) o que fornece uma

descri¢ao completa € o fator de fase exp(—i®).”

Em termos geométricos: A curvatura ndao fornece uma descri¢ao completa da estru-
tura geométrica, mas sim a holonomia. No caso do efeito Aharonov-Bohm temos uma

geometria com curvatura zero porém holonomia nao trivial.



Conclusao

A classe de Chern é um invariante o fibrado (seja em retas ou em circulos) e o teorema
de Chern para fibrados em retas (Teorema 2.73) nos garante que o nimero de Chern de
uma superficie qualquer contida na variedade base nos da a soma minima dos indices de
qualquer secao sobre tal superficie e consequentemente sobre toda a variedade. Uma vez
que um fibrado em retas é trivial se, e somente se, admitir uma se¢ao global que nao se
anula em ponto algum (Teorema 2.18), temos que a classe de Chern de um fibrado nos da
a obstrucao total deste fibrado ser trivial. Em outras palavras a classe de Chern de um
fibrado mede a sua nao-trivialidade.

Como resultado do didlogo entre geometria e fisica, as classes de Chern nos permitiram
concluir que para cada monopolo de diferente carga a situacao fisica sera modelada em um
diferente fibrado. Reciprocamente, os potenciais de calibre provenientes dos monopolos de
diferentes cargas nos fornecem conexdes em diferentes fibrados sobre S?. Em particular,
concluimos com isto que o fibrado de Hopf nao é trivial e ainda que qualquer secao
no fibrado tautoldgico tera no minimo um ponto singular. Apesar de ser um fenomeno
relacionado ao campo magnético, vimos que o efeito Aharonov-Bohm nao pode ser previsto
ou explicado pela teoria eletromagnética classica, o que sé foi possivel através da mecanica
quantica. A diferenca crucial é que na mecanica quantica temos o conceito de fase e esta
interage diretamente com o potencial de calibre. Aqui, do didlogo entre geometria e
fisica, pudemos constatar que o efeito Aharonov-Bohm é a manifestacao fisica do conceito
geométrico de holonomia. No caminho inverso, este nos forneceu um exemplo de uma
geometria que possui curvatura nula porém holonomia nao-trivial.

Os fibrados em retas e em circulos vistos aqui sao naturalmente generalizados. Os
fibrados em retas sao casos particulares de fibrados vetoriais, onde a fibra, ao invés de
ser necessariamente um espaco vetorial complexo de dimensao 1, pode ser um espaco
vetorial (real, complexo ou quaternioénico) de dimensao n qualquer. Nos fibrados vetoriais
temos naturalmente a extensao de todos os resultados apresentados aqui, com ligeiras
diferencas, por exemplo a trivialidade é equivalente a n segoes linearmente independentes
em todo ponto, ao invés de uma secao global que nunca se anula. O fato podermos olhar
para apenas uma sec¢ao facilitou bastante o estudo restrito aos fibrados em retas. Ja a
generalizagao dos fibrados em circulos sao os fibrados principais, onde a fibra, ao invés de

ser necessariamente o grupo de Lie U(1), pode ser um grupo de Lie qualquer, inclusive
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grupos nao-abelianos. Aqui o fato de U(1) ser abeliano nos poupou de uma construgao
tedrica muito mais elaborada. O leitor interessado em tais generalizagoes pode consultar
137], [21] e [35].

Impondo-se o principio da invariancia de calibre sobre a mecanica quantica de uma
particula livre, obtivemos a teoria de calibre mais simples conhecida, a da mecanica quan-
tica de uma particula na presenca de um campo eletromagnético. As teorias de calibre
modernas em geral sao ligeiramente diferentes: impoe-se o principio da invariancia de ca-
libre sobre uma teoria de campos lagrangeana. O leitor interessado em tais teorias pode,
ap6s o presente trabalho, consultar [17], [3] e [33]. Destacamos que atualmente em fisica
tedrica o estudo e procura por equivalentes ao efeito Aharonov-Bohm e a monopolos mag-
néticos em tais teorias constitui uma ativa area de pesquisa. O leitor pode por exemplo
consultar em [47] que monopolos magnéticos sao casos particulares do que se conhece hoje
como solitons topoldgicos.

Assim como apresentado neste trabalho, as mais modernas teorias de calibre sao estu-
dadas usando-se do que ha de mais moderno no estudo de espacos fibrados. Recomenda-
mos como referéncias para este assunto [5] e [22]. Destacamos que a prépria formulagao
correta e rigorosa, do ponto de vista matematico, de tais teorias é por si s6 uma area de
pesquisa. Por exemplo, na tese [49], defendida em 2007, o autor se propoe a “dar uma
contribuicao a questao de como implementar o conceito de simetria global e simetria local

na teoria geométrica de campos”.
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