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Resumo

O presente trabalho pode ser dividido em duas partes principais: na primeira parte,
capitulo 3, analisamos sob quais condicoes a imposicao das condicoes de contorno de Neu-
mann homogéneas sobre duas superficies planas, infinitas e paralelas, separadas por uma
distancia a, poderiam inibir a quebra espontanea de simetria no mecanismo de Coleman
Weinberg para eletrodindmica escalar. No trabalho da referéncia [1], tal objetivo é atin-
gido através de uma expansao do potencial efetivo em poténcias de av, onde 12 representa
os termos quadraticos nos campos, a partir da qual os pontos criticos (¢.) do V.r (méximos
e minimos) sdo encontrados. Tal abordagem é tediosa e complexa, além de requerer uma
cuidadosa anédlise. Neste trabalho, sem recorrer a qualquer expansao do potencial efetivo,
nés mostramos de uma maneira muito simples que, se a ~ €M 5 ! (onde e é a carga do
campo escalar e M, sua massa gerada pelo mecanismo de Coleman-Weinberg), (¢.) = 0
¢ ponto de minimo do Vs e que, portanto, a quebra espontanea de simetria ¢ inibida.

Na segunda parte, capitulo 6, desenvolvemos uma proposta para um tratamento mais
geral do efeito Casimir. Como protétipo, usamos o campo escalar real, em (n+1) di-
mensoes, interagindo com N regides de diferentes potenciais — modelados por fungoes
degraus. Como resultado, obtivemos expressoes que nos permitem calcular, através do
tensor energia-momento, a energia e a forca de Casimir para qualquer ntimero de bar-
reiras ou regioes de diferentes potenciais constantes, sendo portanto aplicavel a inimeras
situagoes especificas. Nos capitulos 7 e 8 exploramos algumas possibilidades, alternando
entre a proposta original de diferentes regides finitas e o caso limite de barreiras modela-
das por fungoes delta de Dirac. Mostramos também que, no limite de acoplamento forte,

nossos resultados retornam ao famoso resultado de Liischer et al., como ja era esperado.



Abstract

The present work can be divided into two main parts: the former, Chapter 3, we have
investigated in what conditions the imposition of homogeneous Neumann boundary con-
ditions on two infinite parallel plane surfaces separated by a distance a, could inhibit
the spontaneous symmetry breaking in Coleman-Weinberg mechanism for the scalar elec-
trodynamics. In the work of reference [1], this objective has been achieved through an
expansion of the effective potential in powers of av, where v? represents the quadratic
terms in the scalar field, from which the critical points (¢.) of Vy (maximum and mini-
mum) were found. That approach is tedious and complex, and require careful analyse. In
this work, without resorting to any expansion of the effective potential, we have showed
in a very simple way that, if a = €2M¢_1 (where e is the charge of the scalar field and M,
its mass generated by Coleman-Weinberg mechanism), (¢.) = 0 is the minimum point of
Ves and that, therefore, the spontaneous symmetry breaking is inhibited.

In the second part, Chapter 6, we have developed a more general proposal to deal with
the Casimir effect. As a prototype we have used the real scalar field interacting with N
regions of different potentials — represented by step functions — in (n+1) dimensions. As
result we have obtained expressions which permit us to calculate, through the momentum-
energy tensor, the energy and the force of Casimir for any number of barriers or regions
of different constant potentials, consequently it is applicable to very different cases. In
the Chapter 7 and 8 we have investigated some possibilities, alternating our original pro-
pose of different finite regions and the extreme case of barriers represented by delta Dirac
functions. We have also shown that, in the limit of strong coupling, our results recover

the famous Liicher et al. result, as it was expected.
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Capitulo 1

Introducao



A teoria quantica de campos, criada por Dirac, Fermi, Heisenberg, Fock e outros,
¢ a mais bem sucedida teoria a unir em uma unica estrutura conceitual a mecanica
quantica e a teoria da relatividade restrita. Nela as particulas sao interpretadas como
as excitagoes dos campos. A quantizagao de uma teoria de campos implica em transfor-
mar os campos em operadores que atuam sobre vetores que pertencem a um particular
espaco vetorial complexo, chamado espago de Fock ou de niimero de ocupacao. Esse
espaco vetorial é um produto direto dos espagos de Hilbert associados a osciladores
harmonicos independentes, onde as excitagoes elementares desses osciladores sao asso-
ciadas a particulas. Essa teoria quantica mostra que o vdcuo, ou o estado de minima
energia, nao é um espaco absolutamente vazio, mas sim um espago no qual peque-
nas e rapidas flutuagoes dos campos (oscilagoes) ocorrem a todo momento e em toda
parte. Essas s@o também conhecidas como flutuagoes de ponto-zero. As flutuagoes de
ponto-zero sao interpretadas como muitas particulas virtuais que, por sua vez, estao
em constante criacao e aniquilacao, umas com as outras, de uma maneira muito rapida.
Assim como em diversas outras areas da fisica, as simetrias também exercem um papel
fundamental na teoria quantica de campos. Propriedades de simetria sao responsaveis
pela conservagao de grandezas de extrema importancia, tais como energia e momento,
e também pelo surgimento das interacoes fundamentais da matéria. As particulas que
respresentam a matéria (exitagoes do campo de matéria) interagem via campos de in-
teracao, sendo estes obtidos ao assumirmos que os campos de matéria sao invariantes
por tranformacoes de gauge locais. Porém, tais transformacoes proibem que esses cam-
pos de interagao sejam massivos, o que, a principio, contradiz o conhecido resultado
experimental de que as particulas mediadoras da interacao fraca sao massivas. A re-
solugao desta aparente contradicao surge quando passamos a considerar um importante

fenomeno: a quebra espontanea de simetria.



Os primeiros trabalhos sobre a quebra espontanea de simetria foram realizados por
Nambu e Goldstone em matéria condensada [2]. Posteriormente, as ideias da quebra
espontanea de simetria foram aplicadas a fisica de particula como um mecanismo para
geragao de massa [3]. As ideias da quebra espontanea de simetria se tornaram cruciais
com os trabalhos t’Hooft que mostram que as teoria de “gauge” sao renormalizaveis
[4]. Essencialmente a quebra espontanea de simetria se caracteriza pela presenga de
um conjunto de estados de vacuo degenerados que mantém a invariancia da teoria,
entretanto a “escolha de um determinado estado de vacuo sob o qual é construida a
teoria quebra a simetria. Sendo um processo interno no qual nenhum agente externo
age, ela é dita espontanea. No Modelo Padrao, da fisica de particulas, a quebra es-
pontanea de simetria é induzida por um potencial de Higgs através de um termo de
massa imagindria inserida & mao [5]. Em uma abordagem alternativa de Coleman and
Weinberg [6], a quebra espontanea de simetria é induzida pelas corre¢oes radiativas
de “one-loop”, oriundas das interacoes e autointeracgoes das flutuagoes de ponto zero
dos campos. Na primeira parte deste trabalho, mostraremos que as mesmas flutuacoes
quanticas do véacuo, que permitem a quebra espontanea de simetria pelo modelo de
Coleman-Weinberg, também podem ser responsaveis por sua inibi¢ao caso os campos,
neste caso os da eletrodinamica escalar, sejam submetidos a condi¢oes de contorno de
Neuman nas fronteiras de uma regiao suficientemente pequena do espaco. De uma
forma geral, efeitos provocados por flutuagoes quanticas do vacuo quando impomos

restricoes ao campo sao conhecidos como efeito Casimir.

Previsto no ano de 1948 pelo fisico holandés Hendrik Brugt Gerhard Casimir [7], o
efeito Casimir!, que hoje leva o nome de seu descobridor, foi uma das primeiras im-
plicacoes descobertas de um dos efeitos conseqiiéntes da teoria quantica de campos, as
flutuagoes do vacuo. Casimir estava a principio estudando o efeito das correcoes de re-

tardamento (devido a velocidade finita de propagagao das interagoes eletromagnéticas)

1O leitor interessado encontrara revisdes em portugués em [8] e em inglés em [9].



da forca de Van der Waals quando, ao comentar com Niels Bohr a respeito da sim-
plicidade dos resultados que obtivera em parceria com D. Polder [10], foi lhe sugerido
levar em consideragao a energia de ponto zero do vacuo, que é a energia decorrente
das flutuagoes citadas anteriormente. Acatando a sugestao dada por Bohr, Casimir
foi capaz de mostrar que ao colocarmos paralelamente duas placas metalicas planas,
perfeitamente condutoras e elétricamente neutras, uma forga atrativa surge entre elas,
sendo essa forca, que hoje é conhecida como for¢a de Casimir, inversamente proporci-
onal a quarta poténcia da distancia entre as placas. Em seu trabalho original Casimir
previu que, devido a flutuacoes quanticas do campo eletromagnético, as duas placas

metalicas se atrairiam com uma forca dada por

m2he

F=— A 1.1
240a* (1.1)

onde A é a 4rea das placas e a a distancia entre elas. Para placas de 1em? de drea e
separadas de 1um, a for¢a de atracao, por unidade de area, entre a placas é de 0,013
dyn/cm? (1,3 mPa). Tais resultados concordavam com os anteriormente obtidos em
parceria com Polder, porém o mais notavel em seu novo trabalho nao era o fato de que
duas placas condutoras neutras pudessem interagir — a interagao entre objetos neutros
ja era um fenomeno conhecido entre os que estudavam as forcas de Van der Waals
dispersivas — mas sim o fato de que essa interagao, em particular, poderia ser atribuida

unicamente as flutuagoes quanticas do vacuo.

No ano de 1958, o também holandés M. Sparnaay realizou o que hoje é considerado
por muitos como a primeira verificagdo experimental do efeito Casimir [11]. Embora
o proprio Sparnaay tenha se mantido cauteloso em relacao aos resultados que obteve,
dizendo apenas que ‘“nao eram inconsistentes com a teoria”, a verdade é que desde

entao tem sido crescente o interesse da comunidade cientifica pelo fenéomeno. Por um



lado, sua generalizacao para outros tipos de interacao? e também diferentes geometrias?
tem se mostrado promissora em diversos modelos de sistemas fisicos, dentre os quais
podemos citar o modelo de sacola de hadrons na cromodinamica quantica. Por outro, o
surgimento de novos aparatos tecnoldgicos, e conseqiiente aprimoramento das técnicas
experimentais, tem nos possibilitado um constante refinamento na precisao das me-
didas do efeito, de modo que céalculos considerando situacoes cada vez mais realistas
passaram a ser necessarios. De fato, experimentos mais recentes, como os realizados
por Lamoreaux em 1997 [12], usando o péndulo de torsdao, e também de Mohideen
e Roy em 1998 [13], usando o microscépio de forga atomica, comfirmaram com alto
grau de precisao o efeito Casimir. Diversos outros experimentos [14] foram realizados,
afastando qualquer sombra de divida que pudesse existir com relacao a veracidade do

efeito Casimir.

O efeito Casimir normalmente se manifesta em pequenas escalas, para distancias da
ordem de micrometros, sendo imperceptivel em nosso cotidiano. Porém, com a cons-
tante evolucao dos micro e nanodispositivos, as flutuagoes do vacuo tem se tornado
relevantes, exigindo previsoes tedricas cada vez mais precisas. Em uma primeira abor-
dagem, podemos trocar as placas paralelas por fronteiras localizadas, onde o campo é
submetido a condicoes de contorno idealizadas. Tais condicoes, em geral, restringem os
possiveis valores assumidos pelos momentos do campo a um conjunto discreto. Como
consequéncia, temos que as possiveis frequéncias de vibragao sao também reduzidas,
alterando a energia do sistema. Embora esta primeira abordagem mantenha as carac-
teristicas mais relevantes do fendmeno, ela é ainda tanto quanto idealizada, uma vez

que ignora completamente aspectos praticos que podem exercer consideravel influéncia

2Embora, em seu artigo original, Casimir tenha considerado apenas as flutuacoes do campo eletro-

magnético, qualquer campo quantizado exibe tais flutuagoes.
3Sabemos atualmente que o efeito Casimir se manifesta sempre que confinamos um determinado

campo a uma regiao limitada do espago, qualquer que seja sua geometria



— tais como efeitos de temperatura finita, permeabilidade, rugosidade e espessura das

placas, etc.

O estudo dos efeitos das flutuacoes do vacuo, tais como a forga e a energia de Ca-
simir, em meios materiais realistas foi inicialmente feito por Lifshitz em 1956 [15]. Ele
propoOs uma teoria macroscopica para uma placa semi-infinita formada por um material
dielétrico dependente da frequéncia e¢(w). De acordo com essa teoria as oscilagoes do
vacuo sao modeladas pelas flutuagoes do campo eletromagnético propagando-se den-
tro do material dielétrico descrito por uma permissividade dielétrica dependente da
frequéncia. A teoria de Lifshitz nos permite calcular a forca de Casimir considerando

efeitos de temperatura finita (diferente de zero), bem como de condutividade finita.

Para tratar o efeito Casimir de forma mais realista devemos considerar a interacgao
das flutuagoes do campo ¢ com a matéria das fronteiras que modificam o vacuo do
espaco livre ao invés de introduzir condi¢oes de contorno idealizadas. Para este fim

introduzimos na teoria um potencial de interacao dado por

So(@)d (@),

onde o(z) representa o campo do material da fronteira. Escolhas adequadas para o
campo o(x) permitem modelar as fronteiras. Assim, uma primeira alternativa mais rea-
lista é considerarmos as fronteiras como planos em (3+1)-dim ou pontos em (1+1)-dim,
sendo descritas entao por funcoes delta de Dirac. Dizemos que nesses casos estamos no
limite nitido. Tal alternativa ja é bem conhecida, tendo seus resultados sidos discutidos
amplamente em diversas publica¢oes encontradas na literatura [16, 17]. Na referéncia
[18], demos um passo a frente, descrevendo as fronteiras por fungdes degraus, de modo
a considerarmos o efeito de sua espessura finita. Naquela ocasiao, encontramos que

a forca de Casimir entre duas barreiras decresce quando aumentamos suas larguras.

Para chegarmos a este resultado, empregamos o método do tensor energia-momento,



calculado através das fun¢oes de Green — sendo estas obtidas pelo procedimento de-
senvolvido em [17]. Neste trabalho, usaremos o mesmo método para generalizar o
resultado encontrado naquela ocasiao. De fato, encontraremos as componentes do ten-
sor energia-momento, que por sua vez nos permite encontrar expressoes para a energia

e a forca de Casimir, validas para qualquer nimero de barreiras ou regioes finitas.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 2 faremos uma breve revisao
do formalismo lagrangiano, para em seguida quantizarmos o campo escalar (processo
conhecido como segunda quantizagdo). Mostraremos também como o efeito Casimir
surge naturalmente ao restringirmos o campo quantizado a uma regiao limitada do
espaco e, por fim, discutiremos em linhas gerais o processo de renormalizagao, que é
de fundamental importancia no assunto. No capitulo 3 mostraremos que, no contexto
da eletrodinamica escalar, restrigoes ao campo possuem consequécias que vao além do
efeito Casimir tradicional, podendo inclusive inibir a quebra espontanea de simetria
no mecanismo de Coleman-Weinberg para esta teoria. Faremos isso mostrando que
(@) = 0 é o tinico ponto de minimo do potencial efetivo, cuja renormalizagao serd feita
pelo método da fungao zeta generalizada. Portanto, o vdcuo é nao degenerado e a
quebra espontanea de simetria nao ocorre. No capitulo 4, apresentaremos o método de
calculo da forca de Casimir pelo tensor energia-momento via fun¢oes de Green, método
este que sera utilizado em todo restante do trabalho. Como exemplo calcularemos, em
(1+1) dimensoes, a forga e a densidade de Casimir e também as componentes do tensor
energia-momento quando submetemos o campo a condicoes de contorno homogéneas de
Dirichlet em suas fronteiras. No capitulo 5, discutiremos brevemente o aparecimento
de termos espirios quando trabalhamos com campos massivos ou em mais de uma
dimensao espacial. Finalmente, no capitulo 6, desenvolveremos o método de célculo
cuja solucao nos permite considerar o efeito Casimir, sobre um campo escalar real,
interagindo com qualquer niimero de barreiras ou regioes de larguras finitas e em qual-

quer numero de dimensoes espaciais. Tal solucao é bem geral e esperamos que seja



de grande utilidade em aplicagoes diversas, onde o efeito Casimir se faca presente. No
capitulo 7, analisaremos nossa solugao no limite em que as regioes se tornam N bar-
reiras do tipo delta de Dirac, aproveitanto a ocasiao para discutir a possibilidade da
existéncia de minimos de energia — que, por sua vez, podem ser introduzidos devido a
uma ambiguidade na definicao do potencial. No capitulo 8 voltaremos nossa atencgao
para os modos TM, e percorreremos o caminho inverso daquele seguido no capitulo 7
para encontrarmos, partindo do caso delta de Dirac, uma expressao valida para regioes
de largura finita. Por fim, no capitulo 9, apresentaremos as conclusoes e expectativas

geradas pelo presente trabalho.



Capitulo 2

Efeito Casimir



10
2.1 Introducao

Em teoria quantica de campos, um campo livre, que é uma quantidade com infinitos
graus de liberdade, é tratado como uma colecao de infinitos osciladores harmonicos
quanticos desacoplados, cada um com uma frequéncia prépria de oscilacao. As ex-
citagoes do campo sao entao interpretadas como particulas a ele associadas, enquanto
o estado fundamental (de mais baixa energia) é interpretado como sendo o viacuo. Além
disso, ao contrario do que acontece nas teorias classicas, e mesmo na mecanica quantica
de Schrodinger, o vacuo exerce na teoria quantica de campos um papel fundamental,
protagonizando diversos fendmenos por ela descritos, dentre os quais podemos destacar
o efeito Casimir. Fundamentalmente, o efeito Casimir surge ao confinarmos determi-
nado campo em uma regiao limitada do espaco — de modo que apenas determinados
modos de vibracao lhe sao permitidos — e, em sua formulagao original, descreve a forca
de atracao entre duas placas metdlicas, planas, perfeitamente condutoras e descarre-
gadas dispostas paralelamente a uma pequena distancia a uma da outra.

Neste capitulo temos dois objetivos principais: mostrar como é feita a quantizagao
do campo escalar’ e mostrar como dela decorre naturalmente o efeito Casimir. No
entanto, para cumprirmos nosso primeiro objetivo, sera nescessario antes uma breve
revisao do formalismo lagrangiano na teoria de campos. Isto é feito na secao 2.2, onde
obteremos a equagao de movimento de Euler-Lagrange, discutiremos a conservagao da
energia e do momento linear, e definiremos quantidades que nos serao necessarias em
discussoes posteriores.

Na se¢ao 2.3 quantizaremos o campo escalar ¢ (tal que ¢ é solucdo real da equagao
homogénea de Klein-Gordon) e seu momento conjugado, promovendo-os a operadores e
exigindo que estes operadores satisfacam as relagoes de comutacao de Heisenberg para
tempos iguais. Ainda na segao 2.3, apresentaremos pequenos argumentos, sem nos pre-

ocuparmos muito com os detalhes técnicos, que nos permitam compreender melhor a

L Ao leitor interessado indicamos a referéncia [19]
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interpretacao das excitagoes do campo como particulas a ele associadas. Mostraremos
também que a energia do vacuo nao so é diferente de zero, mas também é divergente.
Finalmente, na secao 2.4, mostraremos como o confinamento do campo ¢ em uma
regiao limitada do espago altera o processo de quantizacao, nos levando no final a re-
sultados semelhantes, porém nao iguais, aos encontrados no espaco livre. Falaremos
brevemente sobre a semelhanca do sistema com o oscilador harmoénico e, encerrando
a se¢ao, mostraremos finalmente como o efeito Casimir surge naturalmente em con-
sequencia do confinamento de ¢.

Neste capitulo, e também no restante do presente trabalho, estaremos usando unidades
naturais de medida, isto é, h = ¢ = 1. A restauracao dos resultados obtidos para outro
sistema de medidas, como o Sistema Internacional por exemplo, pode ser facilmente
obtida ao multiplicarmos, ou dividirmos, as grandezas desejadas por poténcias de h e

¢, de modo a tornar suas dimensoes compativeis com a do sistema escolhido.

2.2 O formalismo lagrangiano para o campo escalar

No formalismo lagrangiano, consideramos que toda a informacao sobre a dinamica
de um sistema estd contida em sua lagrangiana L. Define-se entao uma grandeza
denominada ac¢ao, da qual extraimos as equagoes de movimento ao exigirmos, por meio
de um principio variacional, que esta seja extrema. Tal principio é conhecido como
principio da minima acao, e sera estabelecido mais a frente. A acao de um dado

sistema fisico ¢ definida a partir de sua lagrangina por

to
S = / Q. (2.1)
t1

Considerando que os graus de liberdade do sistema sejam dados por ¢, d,¢ e x*,

podemos escrever, de um modo geral,

L= /d%ﬁ(qb, Db, ), (2.2)
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onde temos considerado L, a densidade lagrangiana, explicitamente dependente de z*,
de modo a cobrirmos os casos em que o campo interage com alguma fonte externa.

Desta forma, temos que

S = /d4l’ £(¢7 8H¢7 x#)’ (23)
onde a integral acima é tomada por todo o hipervolume de uma dada regiao R do
espaco-tempo.
Vamos agora, introduzir as seguintes transformacoes:

{ = 't = x4 St

2.4
ox) = &)= o)+ 60(x) (24)
tal que dz* e d¢ se anulam na hipersuperficie OR que limita a regiao R.

Ao introduzirmos tais transformagoes, temos que a variacao total do campo é dada por

Ag(z) = ¢/(2') — ¢(x) = 5¢(x) + (Dug(x)) oz, (2.5)

onde temos considerado apenas os termos de primeira ordem.

Além disso, a variagao da acao é dada por

S = / &' L(d, 0,0, ") — / &'z L6, 0,0, ), (2.6)

onde o elemento de volume do espaco-tempo d*z’ (obtido através do jacobiano da

transformagao x — z’ ) é dado por

da’ =J <£) d'z = (14 0,02")d*z. (2.7)

T

Desta forma, podemos reescrever a equacao (2.6) como
6S = / d*z (6L + LI, 62"). (2.8)

Pela regra da cadeia temos que

oL oL oL
oL = a_¢5¢ + W5(8”¢) + 50wt (2.9)

e, além disso, podemos considerar

5(9,0) = 0,(60). (2.10)
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Sendo assim, a variacao da agao fica da seguinte forma:

58S = /R d'a [%w + %f@au(&p) + 8M(L'6x“)} , (2.11)

onde podemos usar a identidade

oL
9(99)

para escreve-la como

oL oL oL
o5 = [ 55 = o o0+ [t e+ eoet| - 9

Devemos notar que o ultimo termo da equacao (2.13) é a integral de uma divergéncia

0109) =0, | 553500 | =0 | 35,57 0 (212)

total sobre R e, sendo assim, pode ser convertida, através do teorema do divergente

em quatro dimensoes, para uma integral de superficie em JR, nos fornecendo

N 29 50 0]
0S /Rd:c{&b oy 20,9) 5¢+/6Rdau 8(8u¢)5¢+£§xu , (2.14)

onde do, ¢é o elemento de hipersuperficie de OR.

Uma vez que d¢ = dz" = 0 em OR, temos que a equacao (2.14) acima, se reduz

08 = /Rd‘*x {g—g — 0, l%;)] } 5. (2.15)

Para prosseguirmos em nosso desenvolvimento, é agora necessario estabelecermos o

simplesmente a

principio da minima agao, que diz que a acao de um determinado sistema deve ser
estaciondria, isto é, S = 0, quando nela consideramos as transformacoes em z* e ¢
dadas por (2.4). Sendo assim, pela equacao (2.15), vemos que para o principio da
minima ac¢ao ser atendido, uma vez que d¢ é arbitrario e mutuamente independente,

devemos ter

Y [ oL }: 2.16)

96~ dar |9(0,0)
A equagdo (2.16) acima é a equagao de movimento de Euler-Lagrange para o campo

¢ e exerce na teoria de campos um papel andlogo ao da equagao de Newton na

mecanica classica de particulas. No restante do presente trabalho, toda equacao de



14

movimento serd extraida de uma determinada densidade lagrangiana via equagao de
Euler-Lagrange. Como exemplo, temos que o campo escalar livre de massa m pode ser

descrito pela seguinte lagrangiana?:
1 " 1 5.5
Eliv(¢a au¢) = 5 ,ud)a qb - Em ¢ ) (217>
de modo que ¢ satisfaz a equacao homogénea de Klein-Gordon
(0,0" +m*)¢ = 0. (2.18)

Além disso, a interacao do campo com um determinado potencial pode ser decrita por
meio de uma lagrangiana de interacao L;,;, de modo que a lagrangiana total passa a

ser escrita como

Ltot = *Cliv + 'Cint- (219)

Além da equacao de Euler-Lagrange, podemos derivar da lagrangiana outras grandezas

de extrema importancia. Dentre elas definimos o momento conjugado do campo ¢ como

oL
9(009)

7r (2.20)

e, a partir de uma transformada de Legendre, a densidade hamiltoniana como
H = m(x)0hp(x) — L, (2.21)
sendo, portanto, o hamiltoniano dado por

H = /d3a: [7(x)00pp(x) — L]

3| 9L 5 iy
_ /d:c[a<ao¢)8g¢() cl. (2.22)

Além disso, o formalismo lagrangiano é de grande utilidade para discutirmos as sime-

trias de uma teoria, isto ¢, determinarmos as constantes de movimento associadas as

2Daqui pra frente passaremos tratar a densidade lagrangiana simplesmente por lagrangiana
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transformacoes sob as quais o sistema permanece invariante. Como exemplo, retome-

mos a equagao (2.13)

B " 8_,6 B oL 4 oL B
5= [ { o6~ {a@m)} } o+ [ ') {a@m S

onde agora tomamos R como sendo uma regiao arbitraria.

Em funcdo da equagao de movimento de Euler-Lagrange (2.16), vemos que o primeiro
termo da equacao acima se anula. Além disso, podemos reescrever o integrando do
segundo termo como

oL oL , oL )
AR PR o et v g

de modo que a equagao (2.13), uma vez que R é arbitrario, implica em

onde usamos a defini¢ao (2.5) de A¢ e g"” é a métrica de Minkowski, dada por
1 0 0 0
g = 8 _01 _01 8 : (2.25)
0 0 0 -1

Vemos que a equagao (2.24) nada mais é do que a equagao de continuidade

Ougt = (2.26)
para uma corrente j* definida como
oL oL
= A¢ — " — gL | dx,. 2.27
"= 52~ (s~ 7) 220

Consideremos agora a seguinte transformacao infinitesimal:
ot — ot =t 4 et (2.28)

onde €” é uma constante.
Uma vez que o espago-tempo é homogéneo, o campo ¢(z) deve ser invariante sob uma

translacao da origem, ou seja:

¢'(a) =d(z) = Ap=0 (2.29)
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Desta forma, as equagoes (2.26) e (2.27) implicam em

oL
O | =———=0"¢p—g""L )e, =0. 2.30
(s c) 230
Definindo o tensor energia-momento como
oL
T = "o — g L, 2.31
ORI 20

uma vez que £ é uma constante podemos reescrever a equagao (2.30) simplesmente
como

8, T = 0. (2.32)

Integrando (2.32) por todo o espago temos

/ d*x 0T + / d*x 0;T™ = 0, (2.33)
\%

\%4

onde o segundo termo pode ser reescrito como uma integral de superficie, devido ao

teorema do divergente, resultando em

/ d*x 0T + / do; T" = 0. (2.34)
|4

ov

Supondo que os campos e suas derivadas se anulam rapidamente quando x — oo,

vemos que a integral de superficie acima é nula e, sendo assim, obtemos

/ d*x 0, T = 0. (2.35)
|4

% < /V P To”) =0. (2.36)

A equagao acima nos mostra que exitem quatro grandezas conservadas, uma para cada

Ou, simplesmente,

valor de v. Comparando as equagoes (2.22) e (2.31), vemos que para v = 0 a grandeza
conservada é simplesmente a energia e, uma vez que nos dominios de relatividade
restrita a energia é a componente zero do quadri-vetor momento linear, temos que
para v = i # 0, a grandeza conservada é a i-ésima componente do vetor momento, de

modo que podemos definir:

P= / d%[ oL %}. (2.37)
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Ou, em notacao quadridimensional,

— 3 oL v,y  Ov
Pﬂ_/dx[a(ao¢>a¢ L. (2.38)

Desta forma, podemos concluir que devido a homogeneidade do espago-tempo o mo-
mento linear e a energia sao grandezas que se conservam no tempo. Tal conclusao —
e também todo desenvolvimento que nela resultou — nada mais é do que um simples
exemplo do teorema de Noether, que diz que associada a cada simetria ha sempre uma
quantidade conservada. Além disso, vale ressaltar que ha uma ambiguidade na definicao
do tensor energia-momento. Note que, devido a equagao (2.32), pode-se acrescentar
qualquer termo de divergéncia nula a defini¢ao (2.31) que todo o desenvolvimento pos-

terior segue inalterado.

2.3 Segunda quantizacao

Consideremos novamente a lagrangiana para o campo escalar livre
1 L 1 2 42

Deste modo, pela equagao de Euler-Lagrange, vemos que o campo ¢ obedece a equagao

homogeénea de Klein-Gordon, dada por
(9,0" +m*)¢p = 0. (2.40)
Pela equagao acima, vemos claramente que
¢ oc etk (2.41)

tal que

onde temos abreviado a notagao de modo que (kz = k,a*) e (k* = k,k").

Desta forma, podemos escrever ¢(x) como uma superposi¢ao de ondas planas dada por

b(z) = / dk [a(k)e™ + b(k)e™] | (2.43)
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onde o elemento de volume dk do espaco de fase é dado por

- Bk 'k s e
dk = )k (27T>427r5(k: —m)0(k”), (2.44)

de modo a atender & condigao de energia positiva (K > 0) e & invariancia de Lorentz.

Exigindo que o campo ¢ seja real, isto é, ¢(z) = ¢*(x), temos que
b*(k) = a(k) (2.45)

e portanto:
b(x) = / dF [a(k)e™ + a (k)] | (2.46)

Uma vez definido ¢(x), vamos agora encontrar seu momento conjugado. Pela definigao

(2.20), e usando a lagrangiana (2.39), temos que

oL

Assim, aplicando (2.46) na defini¢ao acima, temos
m(x) = —i/dl;; kO [a(k)e ™" — a*(k)e™™] (2.48)

que como podemos ver, e ja era de se esperar, também é real.

Nosso préximo passo sera a quantizacgao do campo ¢ e de seu momento conjugado 7
(processo conhecido como segunda quantizac¢ao). Porém, antes disso, vamos relembrar
como é feita a transicao da mecanica classica nao relativistica para a sua andloga
quantica, de modo a termos uma nocao de que caminho deveremos seguir.

Sabemos que a quantizacao da mecanica segue ao transformarmos os vetores posigao
(¥) e momento (p) em operadores. Tais operadores agem sobre vetores pertencentes
a um determinado espaco, denominado espago de Hilbert, e obedecem as seguintes

relagos de comutacao de Heisenberg:
[zi, ;] = @63, (2.49)

[z, 2;] = [pi,p;] =0, (2.50)
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onde fica subentendido que ¥ e p’ se referem a posicao e ao momento do sistema em
um mesmo instante de tempo t.

Passando agora para a teoria do campo escalar, temos que ¢(z) faz um papel andlogo
a Z(t), enquanto que mw(z) faz um papel andlogo a p(t). Desta forma, devemos trans-
formé-los em operadores que agem sobre vetores de um determinado espaco, sendo este
conhecido como espaco de Fock, e obedecem determinadas relagoes de comutacao. Isto
é feito transformando os coeficientes a(k) e a*(k) nos operadores a(k) e a'(k), onde

a' (k) é o adjunto hermitiano de a(k). Desta forma temos:

Qg(l') = /dl; [d(k)e_ikx + d*(k)eikﬂ (2.51)

7(z) = —i/dl% KO [a(k)e ™ —a' (k)e™™] (2.52)

que como podemos ver sao hermitianos (o que ja era de se esperar, uma vez que antes

de serem quantizados eles eram reais).

Vamos agora, em analogia & (2.49) e (2.50), impor as seguintes relacoes de comutacao
b )

para tempos iguais aos operadores (/5 e T
[6(t, 7)., 7(t, )] = i0%(F — &), (2.53)

[0(t, %), o(t, )] = [x(t, %), 7(t,2)] =0, (2.54)
onde, por comodidade, passamos a escrever os operadores sem o uso do acento circun-
flexo.

Pode-se mostrar que as relagdes (2.53) e (2.54) sao satisfeitas caso os operadores a(k)

e al(k) satisfacam

—

[a(k),al (K] = (27)*2k°6%(k — k'), (2.55)
[a(k), a(k")] = [a'(k),a’ (K")] = 0. (2.56)

Como proximo passo, definimos o operador nimero:

N:/&dwam (2.57)
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que, como podemos verificar, obedece as seguintes relacoes de comutagcao:
[N, al (k)] = a' (k), (2.58)

N, a(k)] = —a(k). (2.59)

Agora, escrevendo as bases do espaco de Fock como autoestados do operador niimero
tais que

Nn) =n|n), (2.60)

temos que

N(a'|n)) = a"(N + 1) |n) = (n+ 1)(a' |n)), (2.61)

ou seja, o operador a' aumenta em uma unidade o auto-valor de N. Sendo assim
concluimos que

a'|n) oc |n+1). (2.62)
Do mesmo modo

N(a|n)) = a(N = 1) |n) = (n —1)(a[n)), (2.63)

ou seja, o operador a diminui em uma unidade o auto-valor de N. Desta forma, em

analogia a (2.62), concluimos que
aln) oc|n—1). (2.64)

Exigindo que os auto-valores n sejam inteiros e nao negativos, exigéncia esta cujo
motivo ficard mais claro adiante, temos como consequéncia a existéncia de um estado
fundamental |0), tal que

al0)=0 <+— (0]a’'=0 (2.65)

e, consequentemente,

N |0) = 0. (2.66)

Vamos agora analisar o efeito de aplicarmos a e a' as bases |n) sob o ponto de vista

da energia e do momento linear. Primeiro, estabelecemos os operadores associados a
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essas grandezas substituindo a lagrangiana (2.39) nas defini¢oes (2.22) e (2.37), obtendo
como resultado
1 -
o= / &z [H +(Vo)? + m2¢2] (2.67)
para o operador Hamiltoniano e

P=- / &z [Nqs] (2.68)

para o operador momento. Desta forma, utilizando (2.51) e (2.52), podemos escreveé-los

em funcao de a e a' como

H= % / dk KO [al (k)a(k) + a(k)al (k)] . (2.69)
Pl = % / dk k' [a' (K)a(k) + a(k)a' (k)] , (2.70)

de modo que H e P, i = 1,2, 3, correspondem as quatro componentes que formam o

quadri-vetor momento, dado por

Pt = %/dl% k* [a(k)a(k) + a(k)a' (k)] . (2.71)

Devemos agora notar que

[P*, N] =0, (2.72)

ou seja, os autovetores de N sao também autovetores de P*, de modo que passaremos

a escrever as bases do espago de Fock como |n(p)), tal que

Pn(p)) = p" n(p)) - (2.73)

Além disso, temos que

[P*,al (k)] = k*a' (k) (2.74)

[P, a(k)] = —k"a' (k), (2.75)
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de modo que

P [al (k) [n(p))] = a¥(k)(P" + k) [n(p)) = (" + k") [a' (k) In(p))] (2.76)

P*la(k) [n(p))] = a(k)(P" = k) In(p)) = (p" — k") [a(k) In(p))], (2.77)

ou seja, o operador a'(k) (a(k)) adiciona (subtrai) um quadri-vetor k* ao estado |n(p)).
Estamos agora em condicoes de dar a devida interpretagao ao operador nimero, sendo
esta a que segue: O operador numero, quando aplicado a uma determinada base |n(p))
do espago de Fock, nos dd o nimero total de particulas (quanta) do campo ¢ presente
naquele estado (daf a exigéncia de n ser um nimero inteiro ndo negativo). Portanto,
tendo em vista a equagao (2.66), interpretamos o estado fundamental |0) como sendo
o estado de vdcuo. Além disso, os operadores a(k) e af(k) passam a ser vistos como
operadores capazes de criar e destruir, respectivamente, um quantum de momento ke
energia k°.

Por fim, observemos o que acontece ao tentarmos calcular a energia do vacuo:
Eyieno = (0| H |0) = %/dl% K [(0] a'(k)a(k) |0) + (0] a(k)a' (k) |0)], (2.78)
onde podemos rearranjar os termos entre colchetes da seguinte forma:
(0] [a' (K)a(k) + a(k)a' (k)] 10) = (0] [2a" (K)a(k) + [a(k), a' ()] |0). (2.79)
Pela equagao (2.65) temos que
(0] a'(k)a(k) |0) = 0, (2.80)
porém, pela relagao de comutacao (2.55), temos que
(0] la(k), a' (k)] |0) = (2m)*2&° (0] 6°(0) |0) (2.81)

Ou seja, o vacuo nao somente apresenta uma energia diferente de zero, como esta

energia possui um valor infinito! De fato, a existéncia de uma energia de ponto zero ja
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era algo esperado — basta lembrarmos de outros sistemas quanticos como, por exemplo,
o oscilador harmonico simples, onde mesmo no estado fundamental temos uma energia
diferente de zero — sendo ela uma consequéncia direta do principio de incerteza de
Heisenberg. Além disso, podemos argumentar que apenas diferencas de energia, e nao
a energia em si, possuem significado fisico e extrair do operador Hamiltoniano o termo
responsavel pela divergéncia. Tal processo é conhecido como ordenamento normal de
Wick e, formalmente, é obtido pela imposigao de que os operadores de aniquilagao (a)
devem sempre ser escritos & direita dos de criacao (af). Desta forma, o Hamiltoniano

renormalizado passa a ser escrito como
D H = /dl% Kool (k)a(k), (2.82)

que, como podemos ver, possui valor esperado zero para o estado de vacuo.

Acontece que em determinados casos, como quando impomos condi¢oes de contorno
ao campo ¢, o processo de renormalizacao descrito acima nao é valido e, além disso,
a energia de ponto zero passa a exercer um importante papel na dinamica do sistema.
Na préxima secao mostraremos como isso é possivel e, finalmente, apresentaremos o

fendmeno conhecido como efeito Casimir.

2.4 O oscilador harmoénico simples quantizado e o
efeito Casimir

Quando, na segao anterior, determinamos a solucao geral (2.46) da equagao homogeénea
de Klein-Gordon (2.40), ndo impomos qualquer restricdo espacial ao campo ¢. No
entanto, quando ¢ é submetido a determinadas condicoes de contorno, temos que as
componentes do vetor /;, em geral, se restringem a um conjunto discreto de valores.

Desta forma, a solucao geral (2.46) passa a ser escrita como

o(x) = Z [ake’ikx + a,te“””] ) (2.83)
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com a relagao (k? = m?) ainda vélida.

Pela equacao (2.47), obtém-se para o momento conjugado:

m(z) = —iz K° [ake’ikx — a,te“”] : (2.84)

Vamos agora considerar que o espaco em que estamos trabalhando esta restrito ao
interior de um paralelepipedo de volume V = L?a, sendo L o comprimento dos lados
nas diregoes = e y, e a o comprimento do lado na direcao z. Como sabemos, a fungao
exponencial complexa possui periodicidade 27, sendo ela ortogonal em um intervalo
deste mesmo valor. Consequentemente, uma vez que a expansao de ¢ deve ser feita
em termos de fungoes ortogonais, os valores permitidos para as componentes do vetor
k sao:

ky=—n,, k,=—n, k, =—n,, (2.85)
a

com n; =0,£1,+2, ...

Desta forma, é possivel demonstrarmos que os operadores ay e a,t devem satisfazer

ag,al] = 26ka0 (2.86)
lax, aw] = [af,, a,] = 0, (2.87)
para que as relagoes de comutacao (2.53) e (2.54) sejam satisfeitas.
Vamos agora definir o operador niimero como
Ny = 2VElalay. (2.88)
Desta forma, temos:
[Ny, al,] = al o (2.89)
e
[Nk, ar] = — a0 (2.90)

Poderiamos também, em analogia a secao anterior, definir o operador niimero como

N =2V k(afay), (2.91)
k
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de modo que as relagoes de comutacao (2.58) e (2.59) continuariam validas. A diferenca
na interpretagao das duas definicoes é a que segue: enquanto IV, quando aplicado a um
determinado estado do espaco de Fock, nos d4 o nimero total de particulas presentes
naquele estado, o operador N, nos d4 o nimero total de particulas com energia &° e
momento k. Uma réapida olhada nas definicoes (2.88) e (2.91) nos permite constatar

que
N=> N. (2.92)
k

Além disso, temos que

[Nk, Niw] = 0, (2.93)

de modo que passaremos a escrever as bases do espago de Fock como |n(k)) , tal que

Ny [n(k)) = ng [n(k)) (2.94)

Nn(k)) = m n(k)) . (2.95)

Vamos agora obter o operador Hamiltoniano em funcao de a; e a,t. Para isso subs-

tituimos (2.83) e (2.84) na equagao (2.67), obtendo como resultado:
H=V Z K° [alak + akaﬂ . (2.96)
k
Usando a relacao de comutagao (2.86) e a definigao (2.88), podemos escrever:

H=Y" (Nk + %) K (2.97)

de modo que a energia de um dado estado |n(k)) é dada por
1
B = s () = 3 (v 5) (2.98)
Note que podemos interpretar a energia acima como sendo a soma das energias de

infinitos osciladores harmonicos, cada um com uma frequéncia de oscilacao k™ e no
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n-ésimo estado excitado. De fato, é neste sentido que costumamos dizer que, ao quan-
tizarmos um determinado campo, passamos a interpretd-lo como sendo uma colecao
de infinitos osciladores harmonicos desacoplados, cada um com uma frequéncia prépria
de oscilagao. Além disso, podemos notar a existéncia de uma energia de ponto zero,
de modo que mesmo o estado de vacuo possui uma energia diferente de zero, sendo ela

dada por
1 /0
E=(0|H|0)= 3 E k™. (2.99)

k/
Claramente, vemos que a expressao acima ¢é divergente, de modo que obtemos nova-

mente uma energia infinita para o vacuo. Mais uma vez argumentamos que apenas
diferencas de energia, e nao a energia em si, possuem significado fisico, sendo este
nosso proximo foco.

Veremos agora como obter uma diferenca de energia finita a partir de grandezas diver-
gentes [8] como a da expressao (2.99). Primeiro, comegamos considerando que L > a,
de modo a podermos considerar k, e k, como varidveis continuas. Desta forma, pode-

mos reescrever a equagao (2.99) como

1
E= §/dnz/dny2k0, (2.100)

onde tando as integrais quanto o somatorio acima sao tomados de —oo a +o00. Consi-

deremos também que o campo ¢ seja nao massivo, de modo que

9\ 2
K0 = \/k§ + k2 4+ n2 (1) . (2.101)
a
Assim, temos

L? [ o 1 > onm\ 2
E:F/O dk:x/o dk, 5./k§+k;+z k2 + k2 + (T) . (2.102)
n=1

Se, no limite em que L — oo, interpretarmos a expressao acima como sendo a energia

do vécuo quando confinamos ¢ entre duas placas paralelas, de drea L? e separadas por

uma distancia a, entao para o espaco livre teremos:

L26L [e’¢) o] o]
Ey=—= dk, dk dk,\/ k2 + k2 + k2. 2.103
0 973 /[; /(; Y /0 T + y + z ( )
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Como ja argumentamos antes, diferencas de energia possuem significado fisico e, deste
modo, ao subtrairmos (2.103) de (2.102) estaremos obtendo a energia de interagao entre
duas placas paralelas separadas por uma distancia a. Em particular, para a diferenca

de energia por unidade de area temos:

1 2n7r 2n7r
55:% /@d/@' —+Z“/€2 / dny | K2 + (2.104)

onde introduzimos coordenadas polares no plano k. k,.

Pela equagao (2.104), podemos ver que 6€ ainda nao é uma quantidade bem definida.
Isto ocorre devido a uma divergéncia ultravioleta, ou seja, devido aos comprimentos
de onda mais curtos (grandes valores de k). Supondo que a presenga das placas exerce
pouca ou nenhuma influéncia quando o nimero de onda k é maior que um determinado
valor k,,, podemos contornar o problema da divergéncia ultravioleta introduzindo no

integrando da equagao (2.104) uma fungao f(k) tal que

ﬂ@:{éjgé%; (2.105)
(§]
£1(0) =0, (2.106)

onde f'(0) é a derivada primeira de f(k) aplicada na origem.
Introduzindo ainda uma mudanga de varidvel u = a?£?/7?, temos:

2

o = 0 [T (Ga) + v (S )
_/000 dny/u+ (2n)? f <g\/u + (2n)2)} ) (2.107)

Pela férmula de Euler-Maclaurin, temos que

1 > 1 1
—“FO)+F1)+F2)+...— / dnF(n) = ——=F'(0) + =—=F"(0) + ...  (2.108)
2 ; 12 720

Identificando em (2.107)

Py = [ du/ucs @l (S/us ). (2109
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temos:
2nm

F'(n) = —16n f (—) (2.110)

a

F"(n)=-32f (Q”Tﬁ> — 64n f’ (2”7”) — 160> f" (2"—”) : (2.111)

a

Desta forma, encontramos para a energia por unidade de area:

72 he

= "5 a

(2.112)

onde deixamos explicitas as constantes h e ¢, que antes nao apareciam por estarmos
usando unidades naturais de medida (h = ¢ = 1). A energia encontrada acima, que é
a energia de interagao entre as placas, esta associada uma forga por unidade de area,
dada por

72 he

Fe-22 (2.113)

onde o sinal negativo indica que a forca é de atracao.

O fenomeno que descrevemos acima, isto é, a interacao entre dois objetos unicamente
devido a variacao na energia do vacuo quando restringimos o espaco a uma regiao
finita, é o que chamamos de efeito Casimir. Em seu artigo original, Casimir mostrou,
de forma andloga a que fizemos, que ao dispormos paralelamente duas placas metalicas,
perfeitamente condutoras e descarregadas separadas por uma distancia a, uma energia

de interacao dada por
7% he

8= 0

(2.114)

existird entre elas, e que, associada a esta energia, existirda também uma forca de
atragao, dada por
72 he

F=—gpa (2.115)

(aproximadamente 0,013dyn para placas de lcm? separadas por 1um).
A diferenca, por um fator 8, entre os resultados obtido por Casimir e o que obtivemos se

deve ao fato de que, ao considerarmos ¢ como o potencial elétrico, ele deve satisfazer as
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condigoes de contono homogéneas de Neumann nas superficies das placas e, portanto,

os valores permitidos de k. passam a ser dados por
k,=—. (2.116)

Note que a simples substituicdo 2n — n na definigdo de F(n) nos forneceria os mes-
mos resultados obtidos por Casimir. Note também que em nenhum momento do nosso
desenvolvimento fizemos qualquer suposicao que nos levaria a concluir que as placas
nao pudessem estar descarregadas. Além disso, a introducao da funcao f(k) se justifica
pelo fato de que para ondas muito curtas (da ordem do comprimento atomico) as placas
metalicas dificilmente seriam de alguma forma um obstéaculo e, portanto, a energia de
ponto zero dessas ondas nao seria afetada pela posicao das placas.

Concluimos este capitulo ressaltando que a introdugao da fungdo f(k) para contor-
narmos a divergencia ultravioleta nada mais é do que parte de um processo de renor-
malizacao, processo este muito comum na teoria quantica de campos. O processo de
renormalizacao se faz nescessario quando queremos extrair quandidades fisicas bem
definidas de outras mal definidas, geralmente divergentes, e, de um modo geral, pode
ser dividido em trés etapas. A primeira etapa é a chamada regularizacao, nela intro-
duzimos na quantidade mal definida () um parametro de regularizacao A, de modo que
exista um determinado valor \g tal que: () quando A — Ao, Q(\) — Q e (i) Q(N) seja
uma quantidade bem definida quando A # A\g. A segunda etapa do processo consiste
em extrairmos da expressao regularizada Q(A\) uma quantidade Q.sp(N), que é bem
definida devido a regularizagao e que a teoria nos indica como sendo esptria, obtendo
IQ(N) = Q(A) —Qesp(A). Na terceira e tltima etapa tomamos o limite A — Ay, obtendo
como resultado uma quantidade §¢) bem definida ao qual atribuimos significado fisico
e supomos, ao menos em tese, ser mensuravel. No calculo da energia de Casimir, tal
como fizemos acima, podemos identificar a energia do vacuo submetido a condigoes de
contorno como sendo nossa grandeza mal definida, enquanto que a energia do vacuo

no espago livre (sem condigbes de contorno) pode ser identificada como sendo nossa



grandeza espuria. Sendo assim, podemos escrever de forma esquematica:

Erasimir = lim EX — EW

cce scc*
A= Ao

30

(2.117)



Capitulo 3

Condicoes de contorno de Neumann
inibindo a quebra espontanea de
simetria no mecanismo de

Coleman-Weinberg
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3.1 Introducao

No capitulo anterior, vimos que e o efeito Casimir surge ao impormos restricoes ao
campo com o qual estamos trabalhando — como, por exemplo, que satisfaca certas
condigoes de contorno nas superficies que delimitam uma determinada regiao do espaco.
Neste capitulo, veremos em que situacoes a imposicao das condigoes de contorno de
Neumann homogéneas sobre duas superficies paralelas, infinitas e separadas por uma
distancia a, podem inibir a quebra espontanea de simetria no mecanismo de Coleman-
Weinberg para a eletrodinamica escalar. Para tal objetivo, usaremos o método do
potencial efetivo, que serd explicado brevemente na préxima secao.

Os resultados que encontraremos sao os mesmos obtidos na referéncia [1], porém a
abordagem que usaremos aqui é simples e direta, ao contrario daquela usada em [1],
onde somente apds a expansao do potencial efetivo (V) em poténcias de av (12 repre-
senta os termos quadraticos nos campos), a localizagao de seu pontos criticos (méximos
e minimos) e uma cuidadosa anélise, foi possivel chegar a tais resultados.

Por fim, vale resaltar que mais uma vez sera necessario o uso de algum método de regu-
larizacao para tornarmos finitas expressoes divergentes durante o caminho. No final do
capitulo anterior fizemos isso através da introducao da funcao f(k), método este que
pode ser classificado como sendo do tipo cut-off, ou de corte. J& neste capitulo, usare-
mos o método da fungao zeta generalizada, definida da seguinte forma: Sendo m(z,y)
um operador real, eliptico e autoadjunto cujos autovalores sao dados pelo conjunto

{\i}, entdo a fungao zeta generalizada associada ao operador M (z,y) (m — M = %)

=

¢é definida como

Guls) =Y (2) (3)
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onde introduzimos um parametro de escala desconhecido! i, com a mesma dimensao

de \='/2, para manter a funcio zeta adimensional para todo s.

Apenas como exemplo, voltemos a equacao (2.102) do capitulo anterior:

E = —/ dk/ dk, ,/k2+k2 Z k2 4 k2 + (2"—”

d2

e (3]

e <MT”>2]”“

n=—oo

wlma)= 2 [

n=—oo

_,uLQ. 1
E—Tilfs{w(s—é)]'

A integral de (3.3) pode ser facilmente calculada a partir da relagao

Sendo

)

112

temos que

/Oo d"k (k2 + Az)—z _ 7_(_m/2F(ZF—(ZT;L/Q) (A2)m/27z7

—00

resultando em

o) - )RR S e

o2 2n\ T T (5 - 3/2) o 5ias
- E(@) (s —1/2) ="
C2u? (277 (s - 3/2)

- TG et

onde (g(2s — 3) e a funcdo zeta de Riemann, dada por

o0
-3
N=1
e cuja propriedade de reflexao

7P (2/2)Cn(2) = 75 VP ((2 = 1)/2)Ca(1 — 2)

)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.7)

(3.8)

LA introducéao do parametro de escala y pode ser melhor compreendida quando observamos que, no

procedimento de regularizacao da fungao zeta, existe escondida um separagao da integral divergente,

isto é, uma separagao das partes finita e divergente do potencial efetivo V,¢(¢.) [20, 21].
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pode ser utilizada para encontrarmos a continuacao analitica

CM ( 1) _ 22_25/’1/28_1&25_3 P(Q . S)

) T2 (s —1/2)

Cr(4 — 2s), (3.9)

necessaria para calcularmos (p(—1/2):

A )
Gt (_5) B 773/2a3,uF(—1/2)CR<4)

7T2

= ——. 3.1
45a3 (3.10)

Desta forma, encontramos para a energia por unidade de area

72 he

Ve

(3.11)

que, como era de se esperar, ¢ a mesma expressao encontrada no capitulo anterior,

quando fizemos a regularizacao pelo método de corte.

3.2 O potencial efetivo para a eletrodinamica esca-
lar

O potencial efetivo de uma teoria é definido como o valor esperado do operador ha-
miltoniano, calculado no estado — entre o conjunto de estados {¢} — em que este é
minimizado. Ele é uma generalizacao quantica do potencial classico e, através de uma
expansao em loop, pode ser expresso como uma soma deste com as corregoes que re-
presentam o efeito da interagao do campo com o vacuo quantico. Veremos agora como
calcular, em ordem £, o potencial efetivo para o campo escalar complexo ¢(z) minima-
mente acoplado ao campo eletromagnético. A densidade lagrangiana para essa teoria
é dada por [1]

1

1 A
L= =Bl + D" Do — & (¢70)° %

(a“Au)Q — 10" 0, (3.12)
onde D, & derivada covariante, dada por

D, = 0, +ieA,. (3.13)
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A derivada covariante é necessaria para manter a lagrangiana invariante sob trans-
formagoes do grupo U(1) e também é reponsavel pelo acoplamento minimo. O quarto
termo ¢é o termo de fixacao de calibre e o ultimo é o termo de Faddev-Popov no qual
n e 77 denotam os campos fantasmas (“ghost fields”).

A contribuicao para o potencial efetivo pode ser simplificada escrevendo o campo

complexo em termo de dois campos reais ¢; e ¢o,

b= iz (61 + i) (3.14)

e realizando a usual rotacao de Wick (i.e. z9 — —izy and Ay — iA,). A lagrangiana

(3.12), no espago-tempo euclidiano, torna-se entao

1 9 1 1 9
L = —=(0¢,) —-F,F" — —(0"A
1 A
— A Ay bada — eewdaA Dy — 75 (datn)” + 00, (3.15)
onde a,b = 1,2 e €, é um tensor completamente antisimétrico, com €19 = —ey; = 1.
Expandindo a acao euclidiana,
SE(¢a, A", 1, 1] Z/Ed‘*x, (3.16)

em torno dos campos constantes ¢, = ¢,, A* =0, 7 =1 = 0, temos

SE[¢G7 Ar, UL 77] = SE[Q_SM 0,0, 0] - % f d4xd4y ¢a<$>Aab(‘r7 y)¢b(y)+
—3 [ d*ad*y A*(2)D,(z,y) A" (y) — [ d*zd'y AM(2)Clalz,y)da(y)+

+ [ d*zi(x)On(z) + (termos cubico e quérticos nos campos), (3.17)

onde

Aab(xv y) = |:% (255@?517 + Qg26ab) - Ij(Sab:| 6(1: - y)v (318)

D, (z,y) = {ngbQéW + (1 - %) 0,0, — Da,w] §(r —y), (3.19)
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C,ua(x7 y) - [—eeabgz_ﬁba“]5(x - y) (32O>

¢ = o1 + 6. (3.21)

O funcional gereador para as funcoes de Green conexas e desconexas
Zg|J] = Vel (3.22)
¢ dado por

Zp[J.) = e~ S0lda;Ja] [ DiiDnDA* D¢, exp {—% [ d*xd*yga () Aoz, y)Pu(y) +
—3 [ dzd'y A*(x)D, (2, y)A"(y) — [ d*ad'y A (2)Cua(2,y)daly)+

Jd'z 77(93)577(33)} : (3.23)

onde desprezamos termos ciibicos e quarticos, pois estamos interessados em determinar
o potencial efetivo em ordem A. Uma vez que o expoente é quadratico nos campos, as

intergrais podem ser facilmente calculadas®. Realizando a integral em D¢, temos

| Déaexp{ [ d'zd'y [=56a(x) Au(x, y)du(y) — A*(2)Cpa(x, y)da(y)] } o
x [det(Agy)] "2 exp {1 [ d*zd'y AM(2)Cralz,y) Ay Cop(z,9) A% (y)},  (3.24)

e em DA* temos

[ DAt exp {—1 [dzd'y A*(2)[D,(x,y) — Cua(z, y) A (2, y)Cu(z, y)] A" (y) }

o [det(D,y, — CraditCup)] 72 (3.25)
Por fim, realizando as integrais em D7 e Dn (77 e n sdo campos de Grassmann), temos

/ D Dnexp { / d*z n(a;)mn(:c)} = det(—0). (3.26)

2Note que as integrais sdo uma generalizacio da integral de Fresnel.
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Assim, obtemos
ZglJ,) = e~ %baal[det (A )] 2 [det(D,y — CaACly)] 2 det(—0). (3.27)
Da equagao (3.27) facilmente obtemos o termo em ordem A do potencial efetivo como?

Vi (ge) = —% In {[det(Aaw]*%[det(DW — ClaAg Cy)| 72 det(—m)} . (3.28)

onde 2 é o volume do espago-tempo em (3+1) dimensoes.

Agora, realizando uma transformagao para o espago dos momentos k, temos [22]

Bas() = K6+ 5 a5, (329)
[hw(k)::(k2_%@2¢2>gm,+.(1—-%>k#ku (3.30)
(§
2
Crak) A (6)Cop() = e (3.31)
(= 19)

Apés alguns célculos, encontramos [23]

VP (6c) = 25 In [det (k2 + 3¢2)] + 25 In[det(k? + e2¢2))+

o n[det (k2 + M2¢2)] + 55 In[det(k? + M2 ¢?)] — 245 In[det(k? + m?)], (3.32)

onde ¢? = ¢f, + ¢5, é o campo cléssico e

o A A e
D) 144 6

(3.33)

Devido ao “ghost”, introduzimos m? no tltimo termo e, ao final, faremos m? — 0 a

fim de remover a divergéncia infravermelha.

3Né6s usamos unidades naturais onde i = ¢ = 1, entretanto mantemos % para marcar as correcoes

quanticas.
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3.3 A quebra espontianea de simetria e o mecanismo
de Coleman-Weinberg

Como ja dissemos no primeiro capitulo, a quebra espontanea de simetria de gauge
exerce um papel fundamental na unificagao das teorias eletromagnética e nuclear fraca,
uma vez que permite aos bosons mediadores da interagao fraca adquirirem massa a par-
tir de uma teoria de massa nula (os bésons mediadores da interagao eletromagnética,
os fétons, ndo possuem massa). Porém, neste iltimo caso, diversos parametros fisicos
envolvidos no processo dependem da forma exata do potencial de Higgs, potencial este
que, embora necessario para que a quebra de simetria ocorra, é introduzido na teoria
de forma arbitraria, ao invés de derivado a partir de principios fundamentais.

O mecanismo de Coleman-Weinberg trata justamente desta questao. Devido as correcoes
radiativas, faz com que, sob certas condicoes, o potencial efetivo se torne degenerado
e a quebra espontanea de simetria possa ser induzida. Veremos agora como tal proce-
dimento funciona ao ser aplicado a eletrodinamica escalar.

Partindo da equagao (3.32), da secao anterior, e fazendo uso da conhecida relacao

[24, 25, 26]
d¢u (0)
Indet M = — 3.34
podemos escrever a correcao em ordem A do potencial efetivo como
h 1d¢s(0) | d¢e(0) | d¢i(0)  dC-(0) = dGn(0)
v ) = —— B 3.35
s () 29[ds+ds+ds+ds+ds ]’ (3.35)
onde (,(s) é a funcao zeta generalizada, dada por
+oo 0 s
Co(s) = / cd'k [K 0% (3.36)
—o (27)

Usando novamente (3.5) em (3.36) e calculando, a partir do resultado, cada (,(0) e
¢! (0), obtemos para o potencial efetivo

A I 22 3 3h
Ve (0e) = chﬁ + o Ve lln (f}) —5

2 12
B 4 ey _3
st | () 3]

25672 2 *
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h M2g2\ 3] M2g2\ 3
M4 4 1 +7c 4 4 —7c — 2.
T +¢C[n< 2 > 21+6472 a { ( p? ) 2}
(3.37)

Desprezando o segundo e também os dois ltimos termos, uma vez que sao de ordem
A2, a expressao acima passa a ser escrita como

h 2 12
Ver (¢c) = cb + e3¢ e'on [ln (eﬂfC) — g} : (3.38)

Embora finito, o potencial efetivo obtido acima ainda nao é nosso resultado final, pois
devemos ajustar o parametro A ao seu valor observado. Para isso, impomos a seguinte

condicao de renormalizacao
dVes
4
d¢c M

Uma vez que com massa nula a teoria nao possui uma escala intrinseca, o valor de M —

= An. (3.39)

que possui unidade de massa — usado para defininir a constante de acoplamento acima
é arbitrario. Obviamente, escolhas diferentes resultarao em defini¢oes diferentes, mas
qualquer uma delas — contanto que M seja diferente de zero para evitar a singularidade
logaritimica infravermelha — é tao boa quanto qualquer outra. Dito isto, temos que a

condigao (3.39), aplicada a equagao (3.38), nos leva a

9het e? M? 8
Mo {m( p ) - g} ~An. (3.40)

Uma vez que, para ordem A’ temos A = A\, podemos utilizar (3.40) para eliminar-

mos o parametro p do potencial efetivo, obtendo

3h o2 25
4 ot 1 <) — — . A1
Vip (0 = e+ gae'ot [ (15 ) - 7 (3.41)
Definindo (¢) como o ponto onde o potencial efetivo assume seu minimo, temos que a
condicao
Vs
—4 =0 3.42
i (3.2

implica em

(0)* || 3he! (8)" _
= {A + 6.7 [6 In (W) — 22] } =0, (3.43)
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que somente adimitird solugao nao trivial se o termo entre chaves for nulo. Uma vez

que M é arbitrario, a escolha M = (¢) implica em

~ 33he!

A= (3.44)

mostrando que somente havera solucao nao trivial se A for da ordem de e*. Consi-

derando, portanto, A de ordem e* de modo a satisfazer a equacao (3.44), sem nos

esquecermos da escolha M = (¢), temos para o potencial efetivo

Ver(¢c) = 325:321 {ln ((252) — %} : (3.45)

Devemos notar que o potencial efetivo acima possui, de fato, um minimo em (¢), como

ja era de se esperar. Porém, chamamos a atencao para o fato de que em momento
algum foi nescessério assumir qualquer valor para (@) e que, portanto, este é arbitrario.
Sendo assim, temos que o vacuo da teoria é degenerado. Além disso, a eliminacao do
parametro A (admensional) as custas da introducao de (¢) (com dimensao de massa)
faz com que a teoria, que a principio nao tinha uma escala intrinseca de massa, passe

a té-la. De fato, pela condicao de renormalizacao de massa

d*Ve;
c = M3, (3.46)
Aoz (g
temos que
3het
M3 = 2 4
=g (9 (3.47)

Pelo resultado acima, vemos que a massa do campo escalar serd nula apenas se (¢) = 0.
Porém, tal resultado nao é um ponto de minimo e, portanto, nao representa um vacuo
estavel, podendo ser descartado. Ou seja, o campo escalar passa a ser massivo. Além

disso, o campo A* também adquire massa, uma vez que o termo
1
§€2¢2A“A“ (3.48)
da lagrangiana implica em
My = e ($)*. (3.49)
Por fim, uma simples mudanca para a varidvel ¢/ = ¢ — (¢) na lagrangiana, de modo a

reobtermos um vacuo nulo, nos permite constatar de forma clara a quebra de simetria.



41
3.4 Condicoes de contorno de Neumann

Veremos agora sob quais condigoes a quebra espontanea de simetria, apresentada na
secao anterior, pode ser inibida ao exigirmos que os campos satisfacam condigoes de
contorno de Neumann homogéneas sobre duas superficies planas, paralelas e infinitas,

localizadas nos pontos z=0e z =a

9y
0z

_ 9
0_82

=0, (3.50)

zZ= zZ=a

onde ¢ representa os campos ¢,, A", n e 7. As condi¢oes de contorno (3.50) tornam
a componente do momento perpendicular as superficies (z = 0 e z = a) discretas:
k.= "%, onden =0,1,2,3,..., enquanto as outras componente permanecem continuas.
Sendo assim, o termo em ordem A do potencial efetivo, equagao (3.32), torna-se

2 n’m

1h . ? 31 i i
VY (60 = 5o indet [k2+%+52¢3] + 5 Indet [k2+7+62¢4 +

n27r2 7’L27T

Lh 72 2 12 1n 7.2 ? 2 42
+——Indet |k” + o +Mi¢,| + z=Indet |k + —— + MZ¢,| +

20 20 a?
2.9

1A - nem
—92-27] 2
22Q ndet {k +

a?

N mz] , (3.51)

onde fizemos A = 23% e k? = k?+k?. Usando mais uma vez a relacio (3.34), chegaremos
novamente em (3.35), porém agora com
2,2 —s

= [t 0 T™n
o (8) = ; /_Oo 7 ad3l~c {/ﬁ gt U2:| : (3.52)

Com o uso da integral (3.5) e da relagao [27]

> 2 ~ K, 1(2rnB
[nz_i_Bz]—P:_le?p_i_% F< _1)+4 %1)
2 2B%-1T (p) 2 w1 (nwB)27?

n=1
(3.53)
onde os K, (z) s@o as fungoes de Bessel modificadas, obtemos
Q r (S — %) 3—2s Q 1 4—2s
blo) orta T(s) © Tl Ge-De-2"
Q 0172 X K, (2nav)

) : 3.54
YT (s) Z (3.54)

(nav)**

n—
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Calculando ¢, (0) e ¢/ (0) por (3.54) e usando os resultados em (3.35), obtemos para o

potencial efetivo

2 FL7T2
_ P4
Ver(9e) = 3% = 73pq
22 3 h53¢3 h Ky ( 2n,6a¢
4 4 1 B c < c
om0 {n( w2 ) 2| 2dar 87r2ﬂ e n; (nBad.)’
3h 4 .4 e > 3 he?’(b Al Ky ( 2nea¢c
o 1 c) _ 2| _
+64772€ ¢ {n( 12 2 Sam o Z neaqﬁc
h 4 M2 ¢? 3 hMi(f’ K ( 2nM+agz5C)
. 1 c) _ 2| _
+647r2 +0e {n( w2 2 24arm 87T2 Mo Zl (nM,ag,)? "
LR i [l M2@ZN\ 3] hMEQ} 4¢4ZK2 (2nM_ a¢c)’
6472 2 2 24am —~ (nM_ag.)
(3.55)
lembrando que K,(x) = K_,(z). Além disso, vale ressaltar que uma expansao das

fungoes de Bessel modificadas (1dltimo termo de cada linha) resultard em contribuicoes

do tipo ¢"a"* (n =0,1,2...).
Derivando (3.55) temos

v,y B

i gﬁzﬁ +
+1672r2ﬁ ke [n (6;23) - 1} - hgjf 47r2 In%a” 3¢221 : (QZBWC)
it [o () s e ot
_ hf;fjﬁi - :2 e 2 K, (2n24+a¢c>

ME¢2 i Kl (27’LM_(Z¢C) .

E facil ver que (¢p.) = 0 é uma solugado para

_1} CRMPGE b

dVey __

472q, ¢ n
n=1

(3.56)

dbe 0. Para sabermos se ocorre
c

quebra espontanea de simetria, isto é, se (¢.) = 0 é ponto de maximo local, nés
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avaliamos a segunda derivada do potencial efetivo em (¢.) = 0,

&PV, h (452 2)
= — +3e” | . 3.57
d¢g ¢c:<¢c>:0 480/2 3 ( )

Agora, vamos considerar que 3 seja da ordem de e?, uma vez que estamos interessados

em saber se as condic¢oes de contorno de Neumann homogéneas sao capazes de inibirem
o mecanismos de Coleman-Weinberg para a quebra espontanea de simetria. Desta
forma, o termo de ordem 3% na Eq. (3.57) é negligenciavel quando comparado com o

termo de ordem €2, e pode ser desprezado, resultando em

d*V,; he? )
dg? |, _5y—0 164 ¢ (3.58)

Quando a — oo podemos considerar a escala de comprimento como sendo (My)™*,

onde My é a massa do campo escalar adquirida como resultado do mecanismo de
Coleman-Weinberg, no qual M, = €* (¢) (veja Fig. 3.1).

Se a ~ (My)~" entao m3¢* ~ ¢ ()" que é de ordem mais alta que os termos em ¢*
do potencial efetivo. Portanto, a nao pode modificar o minimo e a quebra espontanea
de simetria ocorre (veja Fig. 3.2).

Se a ~ e(My)~" entao mj¢* ~ e* (¢)* que é de mesma ordem dos termos em ¢* do
potencial efetivo. Portanto, nés nao podemos desprezar o termo em ¢? que advém da
imposicao das condigoes de contorno. Contudo, as condigoes de contorno nao inibem
a quebra esponténea, embora elas modifiquem o minimo (veja Fig. 3.3).

Se a = e*(My)™", entdo m3¢* ~ e (¢)*, que é de ordem mais baixa que os termos
em ¢* do potencial efetivo e assim os termos em ¢* do potencial efetivo sao despreziveis
quando comparados com ele. Consequentemente as condicoes de contorno de Neumann
inibem a quebra espontanea de simetria (veja Fig. 3.4).

Para ilustrar nossas afirmagoes anteriores, mostramos os graficos do potencial efe-
tivo dado pela equacdo (3.37) em funcao de ¢, para alguns valores da distancia entre as
superficies a quando 3 = %. Por uma questao de simplicidade, escolhemos o calibre
(“gauge”) de Landau (£ = 0) e, uma vez que p é um parametro arbitrario, tomamos o

valor ;= 100 GeV.
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Figura 3.1: V,f(¢.) X ¢. para a — oco. Quebra espontanea de simetria induzida pelo
mecanismo de Coleman-Weinberg.
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Figura 3.2: V,s(¢.) X ¢. para a =~ (My)~*. A distancia a entre as superficies é grande

e as corregoes devido a condigoes de contorno sao despreziveis.

Na Fig. 3.1 é representado o potencial efetivo quando a — oo. A Fig. 3.1 representa

entao o resultado de Coleman-Weinberg. Como se pode ver claramente da Fig. 3.1 o

minimo ocorre para (¢.) = £.

Na Fig. 3.2 é representado o potencial efetivo quando a = Mié, isto é, quando a é

grande. Como esperdvamos, o minimo ocorre em (¢.) = £ novamente. Isso acontece

porque as correcoes devido aos efeitos das interagoes das flutuagoes do vacuo com as
superficies (fronteiras) sdo muito menores que as corre¢oes devido as autointeragoes

das flutuagoes do vacuo e, portanto, podem ser desprezadas.
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Figura 3.3: V(¢.) X ¢. for a ~ e(My)~'. Embora a distancia a entre as superficies
seja pequena, ela nao é pequena o bastante para inibir a quebra espontanea da simetria.

Entretanto, note que o minimo se afasta do ponto ¢. = £.

Na figura 3.3 é mostrado o potencial efetivo quando a = ML¢. Embora a nao seja
grande, ele também nao é pequeno o suficiente para inibir a quebra espontanea de
simetria. No entanto, note que o minimo ¢ deslocado de ¢. = £. Isso ocorre pois o0s
efeitos das correcoes das interacoes das flutuagoes do vacuo com as superficies sao da

mesma ordem das correcoes de auto interacao das flutuagoes do vacuo e, portanto, nao

sao despreziveis.

. . . 2 .
Por fim, a Fig. 3.4 representa o potencial efetivo quando a = . Como ja

¢
dissemos, agora o minimo ocorre em (¢.) = 0, e a quebra espontanea de simetria

nao ocorre, pois o vacuo deixa de ser degenerado. Nesse caso os efeitos das corregoes
das auto-interacoes das flutuacoes do vacuo sao muito menores que as correcoes das
interacoes das flutuacoes do vacuo com as superficies, portanto, elas sao despreziveis.
Assim, podemos dizer que as correcoes das interacoes das flutuacoes do vacuo com as

superficies inibe a quebra espontanea de simetria.
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Figura 3.4: V.r(¢.) X ¢. para a ~ e*(My)~'. A distancia a entre as superficies é

pequena o suficiente para inibir a quebra espontanea de simetria.



Capitulo 4

O efeito Casimir por funcoes de

Green
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4.1 Introducao

No final do capitulo 2, discutimos em linhas gerais o processo de renormalizacao. Além
disso, quando calculamos a energia de Casimir, e posteriormente a forca, regulari-
zamos as expressoes divergentes introduzindo a funcao f(k), de modo que, como ja
dissemos, tal método pode ser classificado como sendo do tipo cut-off, ou de corte.
J& no capitulo 3, a renormalizagao foi feita através de uma segunda técnica de regu-
larizacao, a da fungao zeta generalizada. Ambos os métodos produziram resultados
iguais quando aplicados ao mesmo caso, como ja era de se esperar, e sao apenas dois
exemplos dos inimeros métodos de regularizacao existentes que podemos encontrar na
literatura — dentre os quais podemos também citar o da discretizagao do espaco e o
dimensional.
Neste capitulo, apresentaremos um outro método de regularizacao, conhecido como
separagao de pontos [17]. Através dele obteremos uma relacao simples entre o valor
esperado do tensor energia-momento e a fungao de Green. Tal relacao é de extrema
importancia para nés pois, nos proximos capitulos, nos possibilitara calcular de forma
mais natural a densidade de energia e a forca de Casimir quando, ao invés de barreiras
intransponiveis para o campo ¢, passarmos a considerar sua interagao com diversas
regioes de diferentes potenciais. Ainda neste capitulo, com o intuito de melhor esclare-
cermos o método de calculo por fungoes de Green, o empregaremos para determinar a
densidade de energia e a for¢ga de Casimir quando submetemos o campo ¢ as condigoes
de contorno homogéneas de Dirichlet.
Antes de encerrarmos esta secao, daremos uma definicao a funcao de Green, sendo
esta a que segue: A funcao de Green de dois pontos, associada a uma determinada
equacao, é definida como sendo a solucao da prépria equacgao com fonte puntiforme.
Desta forma, temos para a equagao de Klein-Gordon, por exemplo, a funcao de Green
G(z,2') definida por:

(0,0" + m*)G(x,2") = §*(z — 2). (4.1)
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4.2 O tensor energia-momento e a funcao de Green

Como vimos no capitulo 2, o tensor energia-momento para um determinado campo ¢

é dado pela seguinte expressao:

oL
™ = g — g L. 4.2

Considerando novamente a lagrangiana do campo escalar livre, dada por
1 1 5,
L= 20,00 — L’ (4.3)

a equagao (4.2) pode ser reescrita em funcao apenas do campo ¢ e de suas devivadas

CcOomo

TH = oM pd” ¢ — %g“” [0a00%¢ — m*¢?] . (4.4)

Como podemos notar, pela expressao (4.4) acima, o tensor energia-momento é simétrico.
No intuito de mantermos essa simetria ao quantizarmos ¢, passaremos a escrever a

versao quantizada de (4.4) como sendo a expressao simetrizada
1
T = S [0°60" 9 + 0600 — g (0,007 — m?)] (45)

A densidade de energia de um determinado estado pode ser obtida através da compo-
nente 7% do tensor energia-momento acima, sendo ela simplesmente seu valor esperado.
Porém, esta quantidade é divergente, sendo sua divergéncia ocasionada fundamental-
mente pela presenca em TH de produtos de operadores em um mesmo ponto, tais
como ¢*(x). Para regularizarmos expressoes como esta, aplicamos um método conhe-
cido como separagao de pontos. Nela produtos do tipo ¢*(z) sdo substituidos por
outros do tipo ¢(x)@(z’), ou seja, separamos o ponto x em dois pontos (z e z’). De-
pois, identificamos no produto de operadores os termos responsaveis pela divergéncia
quando os pontos sao reunidos, tais termos sao desprovidos de significado fisico e, por-
tanto, podem ser removidos. Apods remové-los, tomamos o limite em que os pontos

sao reunidos, obtendo, no final, quantidades fisicas bem definidas. Por fim, devemos
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ressaltar que o método de separacao de pontos pode levar a resultados incorretos caso a
simetria entre passado e futuro nao seja respeitada. Desta forma, veremos agora como
manter esta simetria.

Consideremos dois operadores A(z) e B(z) em um mesmo ponto x do espago-tempo.
Pelo método de separagao de pontos, devemos escrever o produto desses dois operadores

COo1mo

A()B(z) = [lim A(2)B(z) + lim A(x)B(x”)] , (4.6)

' —x x>z
de modo que nao s6 o tempo do operador a direita seja sempre menor que o do operador
a esquerda, como também que o intervalo entre eles seja igual nos dois termos do lado

direito da equagao (4.6) acima. Sintetizando, devemos ter
(2" — 2% = (2° — 2”°) > 0, (4.7)
de modo que sera suficiente tomarmos o limite simétrico

A(z)B(z) = ! [ lim A(2")B(z)+ lim A(:U)B(x')l : (4.8)

2 | o=t T/ —x—

Desta forma, temos para ¢*:

6(z) = = [ lim 6(a)o(z)+ lim qb(x)gﬁ(x/)} (4.9)

2 |2/t =z~

Definimos agora o operador cronologico:
TIA@®)B(t)] =0t —t)A{t)B(t') + O — t)B(t') A(t), (4.10)
onde O(t —t') é a funcdo degrau de Heaviside, dada por

/
ot — t') :{ (1): i (4.11)

e tal que

00t —t')  00(t—t) ,
5 =gy =ot—1t). (4.12)

Note que pelas propriedades (4.11) da fungao degrau, podemos reescrever (4.9) como

®*(z) = 1 lim O —t)p(x)p(x) + lim O(t — t')p(x)p(x')| . (4.13)

2 |t =z~
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Somando na equacao acima os termos nulos

lim Ot —t')o(x)op(z") (4.14)
3
lim O —t)p(z")p(z), (4.15)
temos que
#(z) = % { lim -+ ;im] T(é(x)d(z")]- (4.16)
De forma anéloga, obtém-se
Bu0(2)°0(x) = ¢ [ lim_+ ,hm_} oL TIp(x)6(x) (4.17)
e
Mop(x)0" Pp(x) = % [ lim 0" + lim 8’”(’3”’} T[p(x)p(z"))]. (4.18)
Permutando os indices p e v na equagao (4.18) acima, obtém-se
" p(x)0"o(z) = % [ lim 00" + lim 8”@’“] T[p(x)p(x")]. (4.19)

Substituindo as equagoes (4.16), (4.17), (4.19) e (4.20) na expressao (4.5) do tensor

energia-momento, temos:

T = = lim sim [0"0" 4+ 0" 0" — ¢"(0,0* — m*)| T[¢(z)d(z")], (4.20)

1
22—z
onde definimos o limite simétrico como

1
lim sim = 3 [ lim + lim 1 : (4.21)

' —x =zt 2—ax—
Uma vez definida a expressao para o tensor energia-momento, regularizada pelo método

de separacao de pontos, vamos agora analisar algumas propriedades do operador cro-

nolégico. Primeiro, temos que

0. T(p(z)p(z)] = 9u[O( —1)d(x)d(2") + Ot —t)p(a)d()]
= 0,0(t —t)[é(2), $(a")] + T[0u(x)d(2")]. (4.22)
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Uma vez que ¢(x) e ¢(2’) comutam quando ¢ = ¢’ (condigao assegurada na expressao

acima pela delta de Dirac) temos
0.T[p(x)p(2")] = T[Ou(x)d(a")]. (4.23)
Sendo assim, temos:
0,0'T[p(x)o(")] = O T[0"P(x)d(2")]
= 0(t = 1)[0"0(2), (2")] + T[0.0"d(x)o(a")],  (4.24)
que, utilizando a relaciio de comutagio (2.53), se reduz a:
0,0'T[¢(x)d(2')] = —id" (2 — ') + T[9,.0"$(x)d()]. (4.25)
Mas, uma vez que ¢(z) é solugdo da equagio de Klein-Gordon (2.40), temos que
T[0,0"d(z)p(2)] = T[=m*¢(z)p(2)] = —m*T[d(z)p(2")] (4.26)
e, portanto, o operador cronolégico satisfaz
(00" +m*)T[d(z)¢(a")] = —id*(z — o). (4.27)

Apesar da nitida semalhanca — exceto por um fator —i — da equagao acima (4.27) com
a equagao (4.1) que define a fungao de Green, devemos lembrar que T[¢(z)p(x')] é um
operador, enquanto que G(z,z’) é uma fungao. Desta forma, devemos antes tomar o

valor esperado da equacgao acima, no vacuo, para entao escrevermos:
G(z, ") =i (0| T[¢(x)p(2)] |0) . (4.28)

Por fim, tomando o valor esperado da equagao (4.20) e substituindo nela a igualdade

acima, temos finalmente que

0|710) = —% lim sim [0 + 0" " — g (0,0* — m*)] G(z, 2'). (4.29)

' —x

Em particular, temos para o valor esperado da densidade de energia no vacuo

(0] Ty |0) = _% lim [0 + 9,0, + m?] G(x, 2. (4.30)
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4.3 Efeito Casimir a partir das funcoes de Green

No intuito de melhor exemplificarmos o método desenvolvido na segao anterior, vamos
agora considerar o efeito Casimir, utilizando funcoes de Green, para um dos casos
mais simples: o campo escalar real, de massa nula e sujeito a condigoes de contorno

homogéneas de Dirichlet nos pontos x = 0 e x = a. Desta forma, temos:

d(r=0)=¢(xr=a)=0. (4.31)

Além disso, por simplicidade, mas sem perda de generalidade, vamos trabalhar em

(141) dimensdes, de modo que a equagao de movimento para o campo ¢ fica dada por:

[ 0*  0?

o @] o(t,x) = 0. (4.32)

A equagao (4.32) acima, temos associada a seguinte equagao para a func¢ao de Green:

82 82
lﬁ - a_} G(t,3:1,a') = 3w — )it — 1), (433)

com G(t,x;t',x') satisfazendo as mesmas condigoes de contorno do campo, ou seja:
G(x =0)=G(x =a) =0. (4.34)

Além disso, a funcao de Green é invariante sob translagoes temporais, de modo que
podemos escrevé-la em termos de uma fungao de Green reduzida, g(z, '), independente

do tempo. Para isso, introduzimos a seguinte transformada de Fourier:

d , /
G(t,z;t' 2" :/%e_’“(t_t)g(x,x'). (4.35)

Desta forma, ao substituirmos (4.35) em (4.33), temos que a fun¢ao de Green reduzida

deve satisfazer a seguinte equagao:
82 2 AN /
——— —w| g(z,2") = §(z — ), (4.36)
e também a seguinte condi¢cao de contorno:

9(0,2") = g(a,z’) = 0. (4.37)
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Para resolvermos a equacao (4.36) na regiao entre as placas, isto é, 0 < z,2’ < aq,

devemos analisar separadamente dois casos, sendo eles quando z < x’ e quando = > z’.

i) Quando x < 2/, temos que a equacao (4.36) torna-se:

82
[—@ — wz] g1(z,2") =0,

cuja solucao ¢é dada por

g1(z,2") = Ay sinwz,

de modo a satisfazer a condigao de contorno (4.37) em x = 0.

ii) Quando = > 2/, a equagao (4.36) torna-se novamente:

82
[—@ — w2] go(z,2') =0,

cuja solucao ¢ dada por

go(z,2") = Ay sinw(a — x),

de modo a satisfazer a condigao de contorno (4.37) em = = a.

Desta forma temos:

(z,2) = A sinwr, O<z<a <a
W)=\ Agsinw(a—z), 0<a2' <z <a

restando-nos apenas determinar os coeficientes A; e As.

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Uma primeira relacao entre estes coeficientes pode ser obtida devido a continuidade da

funcao de Green que, no ponto x = z’, pode ser escrita como

g1 (xlu lJ) = 92(3;/7 x/)a

nos fornecendo a seguinte relacao:

Ay Ay

= = A

sinw(a — ')  sinwa’

Desta forma, podemos escrever:

(2, 2) Asinw(a —2')sinwz, 0<z<2'<a
IWHT) = Asinwr'sinw(a —z), 0<2/ <z <a

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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ou, simplesmente:

g(z,2') = Asinwz_ sinw(a — ), (4.46)

onde x~ () é o menor (maior) entre x e x’.
Para determinarmos a constante A, integremos a equacao (4.36) em um pequeno in-

tervalo € passando por x = a/,

z'+e / x/+e x'+e
_ / d (W) _ w2/ dz g(z,2') = / dzd(z — o). (4.47)
2 —e 4y ' —e€ x/—e

No limite em que € — 0, temos

_dga(z, 1) N dg,(x,z")

=1 4.48
dx dx ’ (4.48)
nos possibilitando obter a seguinte relagao:
Awsinwz’ cosw(a — ') + Aw coswr’ sinw(a — 2') = 1, (4.49)
de onde obtemos
1
w sinwa

Desta forma, para a regiao 0 < z, 2’ < a, temos a seguinte funcao de Green reduzida:

o 2!) = sinwx . sinw(a — a7>)' (451)

w sin wa

Devemos agora determinar a fun¢ao de Green reduzida na regiao x,z’ > a, para entao
podermos determinar a forca de Casimir que atua na placa da direita, isto é, em z = a.

Sendo assim, devemos resolver a equagao:

[_88_; + Fﬁ] g(@, o) = 6(x — o), (4.52)

2 _ 2

onde por conveniéncia introduzimos x —w*.

i) Quando x < 2, a equacao (4.52) se reduz a

[_72 " ﬂ ol ) = 0, (453)
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cuja solucao ¢ dada por
g3(z,2’) = Bsysinh k(z — a), (4.54)

de modo a satisfazer a condic¢ao de contorno (4.37) em x = a.

ii) Quando x > 2/, a equagdo (4.52) se reduz novamente a

0? 9
{_@ T } ga(z,2") =0, (4.55)
sendo sua solugao dada por
ga(z,2") = Age™ + Bye ", (4.56)

Devemos agora determinar as constantes Bs, A4 e By para obtermos finalmente g(x, z’)
na regiao x,x’ > a.
Uma vez que a fungao de Green reduzida deve convergir no limite em que tomarmos

xr — 00, temos que o coeficiente A, deve ser nulo e, desta forma, obtemos:
ga(x,x') = Bye . (4.57)

Antes de prosseguirmos é importante ressaltar que para obter a equacao (4.57) acima,
passamos implicitamente a considerar x uma constante real e positiva, o que conseqiien-
temente implica em w = +ik, ou seja, a constante w passa agora a ser vista como uma
constante imaginaria. Tal implicacao nao nos leva a qualquer problema, uma vez que
em momento algum haviamos feito qualquer restricao a w. Além disso, a funcao de
Green reduzida (4.51) para a regido 0 < x,2’ < a pode ser reescrita em termos de &

como
sinh kz < sinh k(a — z)

g(x,2') = , (4.58)

k sinh ka
de onde vemos que tanto as condigdes de contorno (4.37) quanto a equagao (4.36)
continuam sendo satisfeitas.

Voltando agora para regiao z,2’ > a, temos que a continuidade de g(x,z’) quando

x = 2’ pode ser escrita como:

93(55/7 .CU/) = g4(xl7 LC/), (459>
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nos fornecendo a seguinte relagao:

/ By
B3e™ = ——— = B. 4.60
3¢ sinh k(a — ) (4.60)

Deste modo podemos escrever:

g(z,2") = Bsinhk(a — x.)e™ ">, (4.61)

Integrando a equagao (4.52) em um pequeno intervalo € passando por z = &’ obtemos,

no limite em que € — 0,

_ dga(z, ') N dgs(z,x')

pn e (4.62)
ou, simplesmente:
Brsinh k(2 — a)e™™ + Brcosh r(z’' — a)e ™ = 1. (4.63)
Sendo assim, temos
B = —%. (4.64)

Substituindo na equacao (4.61) o valor de B, dado acima em (4.64), obtemos para a

regiao x,r’ > a:
inh —k(r>—a)
g(x,x') = sinh (< — a)e : (4.65)

R

Considerando a simetria envolvida no caso, é facil notar que para a regiao x,z’ < 0

obteremos um resultado semelhante ao obtido acima, na equagao (4.65), dado por

inh KT<
g(x,2') = _sinh(xz)e : (4.66)
K

Uma vez determinadas as fungoes de Green reduzidas para as regices x,z’ < 0, 0 <
x, 2’ < aex, 2 > a, podemos agora determinar as componentes do tensor energia-
momento em cada uma delas. Pela equacdo (4.30), temos a seguinte expressao para o

valor da densidade de energia no vacuo:

(01 Too [0} = =3 lim (3§00 + 9,0.]) Gz ). (4.67)
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Substituindo na equacdo (4.67) acima a transformada de Fourier (4.35) obtemos, em

termos de g(z, ),

dw 1
(0] Too |0) = / %Z (w? + 8.0,) g(x, ') | g (4.68)

Uma vez que w = +ik, podemos fazer a substituicao

il d 4.
/_ S /0 . (4.69)

de modo que a equagao (4.68) fica da seguinte forma

*dk , ,
(0] Tho [0) = / (24 2,02 9,0 e (4.70)
0

Substituindo (4.58) na equag@o acima, encontramos

*“dr
) = — — :
(0| Too |0) / 5 K coth ka (4.71)
0

™

na regiao entre as barreira. Da mesma forma, substituindo (4.65) ou (4.66) em (4.70),

encontramos o resultado abaixo, valido tanto para z < 0 quanto para z > a

* dk

(0] Too |0) = — /0 S (4.72)

Observando as duas expressoes acima, para as densidades de energia entre as barreiras
e fora delas, nao é dificil notar que ambas sao divergentes. Entretanto, enquanto a
primeira é dependente da distancia entre as barreiras (e portanto sujeita a uma inter-
pretagao fisica em termos de forcas entre elas), a segunda nao passa de uma constante
divergente e espiria, que pode ser subtraida (de ambas) para torné-las finitas. Note

que, manipulando algebricamente o integrando de (4.71), podemos reescrevé-lo como

“drk 2k > dkr
0| Tpl0) = — [ —_ " [ &8
(0] Tto 10) /0 27 e2ra — 1 /0 o
T > dr
- T [ 473
2442 /0 or' (4.73)

onde o primeiro termo, ja integrado, ¢ o conhecido resultado obtido por Liischer et

al. [28, 29] para a densidade de energia de Casimir, enquanto o segundo é a prépria
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constante divergente obtida em (4.72).

De fato, a densidade de energia das regioes exteriores as barreiras nada mais é que a
prépria densidade de energia do vacuo quando nao impomos condigoes de contorno. Tal
fato pode ser verificado ao tomarmos o limite a — oo em (4.71) e (4.73) — limite este em
que supostamente, por separamos as barreiras por uma distancia infinita, representaria
a situacao sem condigoes de contorno — e pode ser interpretado como um reflexo da
extensao da propria regiao que, por ser infinita, comporta todo e qualquer comprimento

de onda.

4.4 Tensor energia-momento

De forma andloga a que fizemos no final da se¢ao anterior, podemos calcular o valor
esperado das outras componentes do tensor energia-momento no vacuo. Em particular,

a equagao (4.29) nos informa que a componente (0| T, |0) é dada pela expressao
(0] T 0) = — & T [0 + 2,0,] G, ), (4.74)
que, por ser a mesma que (4.69), implica em
(0] Tz |0) = (0] Too [0) - (4.75)

A igualdade acima é valida tanto no espago entre as barreiras quanto fora dele, e ja era
esperada por estarmos trabalhando com massa nula e em (141) dim — como veremos
mais a frente o mesmo nao ocorre quando consideramos o campo massivo ou em um
numero maior de dimensoes espaciais. Assim, a for¢a de Casimir no ponto z = a é

dada por

F = <O| Tyo |0> |ﬂc:a* - <0| Tyo |0> |37::a+

= <0| Too ‘O> |:c=a— - <O| Too |0> |x:a+- (4.76)
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Substituindo as expressoes (4.72) e (4.73) na equacao acima obtemos novamente o

resultado de Liischer, ou seja
T

e
24a?’

(4.77)

onde o sinal negativo indica que a forca é de atracdo. As substituicoes feitas para
obtermos a equacao acima — e em particular o claro cancelamento do termo divergente
(4.72), presente em ambas — ajudam a esclarecer nosso comentario, feito anteriormente,
sobre tal termo ser uma constante esptria e ausente de significado fisico no que diz
respeito a forgas atuando sobre as barreiras.

Voltando-nos agora para as componentes fora da diagonal, de acordo com (4.29) temos

(0] Toe [0) = (0] Tho [0) = _% lim sim [0, + 90,] G(x, ')

' —x

- _% lim sim ;l—w[—z'waﬁiw@x]g(%x’)- (4.78)

' —x ™

Mas

[ lim + lim } [—iwd., + iwd,] g(x, x")

lim sim [—iwd,, + iwd,] g(z,2") =
' —=xt =z

' —x

lim [—iw(0pe + 0p.) + iw(Dp + 0,2 )] gz, 75)

' —x

S N N

(4.79)

e, portanto, o tensor energia-momento possui apenas as componentes diagonais nao

nulas, podendo ser escrito como

w ™ 1 0
<0|Tl |0> = |:uvac - 24&2} < 0 1 ) (480)
se0<zxr<ae
<O| ™ |0> = Uypqc < (1) (1) ) (481)

se x < 0 ou x > a, onde

© g
Upae = — / i (4.82)
0

%li

é a energia do vacuo sem condicoes de contorno.



Capitulo 5

Particularidades existentes para
(n+1) dimensoes e para campos

mMassivos
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5.1 Introducao

No capitulo anterior, introduzimos o método que utilizaremos no restante deste tra-
balho para calcular o valor esperado do tensor energia-momento no estado de vacuo.
Além disso, exemplificamos o método introduzido aplicando-o ao caso unidimensional
em que o campo escalar real, e de massa nula, é submetido a condicao de contorno de
Dirichlet em dois pontos. Tais pontos, como de costume, representam duas placas que
interagem através das flutuagoes de campo, produzindo o efeito Casimir. Além disso,
como ja era de se esperar, vimos que a energia de Casimir sé foi obtida ao subtrair-
mos do termo original uma parte constante e divergente — parte esta que identificamos
como a energia do vacuo sem condicoes de contorno. De fato, o presente capitulo tem
como objetivo nao apenas mostrar outros tipos de divergéncia que aparecerao mais a
frente — quando, por exemplo, incluirmos mais dimensoes espaciais ou considerarmos
um campo massivo — mas também desenvolver métodos simples e rapidos para iden-
tifica-los e exclui-los, de modo a evitar que futuramente (principalmente no capitulo

seguinte) tenhamos que desviar nossa atenc¢ao do objetivo principal.

5.2 O campo escalar real em (n+1) dimensoes

Ao trabalharmos em mais de uma dimensao espacial nos deparamos com novos termos
divergentes — além, é claro, daquele ja encontrado no capitulo anterior, que identifica-
mos como a energia do vacuo quando nao se impoem condig¢oes de contorno. Veremos
nesta secao que estes novos termos também sao espurios e, de quebra, aprenderemos
como evitar sua aparicao. Continuaremos impondo ao campo escalar condi¢oes de con-
torno de Dirichlet e manteremos a simetria do problema em torno do eixo z. Deste
modo, a fungao de Green serd invariante sob translagdes nos eixos tranversais a x —

tanto o temporal quanto os espaciais — e sua transformada de Fourier sera escrita da
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seguinte forma:

dw _, o TT [ K i wiar
G(z,z2") = /%e“"(xox ) H/ " miniai=a Vg(z,2). (5.1)
i=2

21

Pela expressao acima, vemos que a funcao de Green reduzida deve satisfazer a mesma

equacao (4.52) do capitulo anterior, dada por

02 2 /
———+kK z,7') =6z — '), 5.2
g+ alo) = ala ) (52)
porém agora com k% = —w? 4+ > ,(k")2. Como a equagao e as condigoes de contorno

impostas a funcao de Green reduzida sao as mesmas do capitulo anterior, sua solugao
também serd a mesma em cada regido, dada pelo seguinte conjunto de equagoes: (4.58),
(4.65) e (4.66). Uma vez determinada a funcao de Green reduzida, podemos obter a

densidade de energia integrando

1
too = Q—Z,(2w2 + K> + 3x3x/)g|x:a:' (53>

sobre w e sobre cada x‘, com i # 1. Lembrando que, por ser w = +ix", podemos fazer

[ (5.4)
—oo ¢ —00

de modo que o resultado encontrado para a regiao 0 < x, 2’ < a é dado por

(0 Too |0) = — 1 /_‘X’ ( H d/#) (k”)* cosh ka + (k* — (k") )coshm(2x—a).

(2m)" ot 2k sinh ka

a substituicao

(5.5)
Podemos simplificar a expressao acima e escreveé-la de forma mais simétrica ao notarmos
que, sendo os diversos k%, i # 1, varidveis mudas de integracao integradas entre os
mesmos limites, de uma forma geral temos

I = /Z( f[ d/@i> (k)2 f(k) =

i=05i#1

-/ (H d) () f(s) =

— / h (H d/@i> (") (), (5.6)

—00
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somando as n formas escritas acima e dividindo por n temos
L[>~
I= —/ I dx'| & f(x). (5.7)
n
00 \i=0;i#1
que pode ser reescrita, em coordenadas polares eféricas, como
,/Tn/2

I= m/o dr K" f(k). (5.8)

Sendo assim, temos

/2 o cosh k(22 — a)
" h -1 . (5.
2(27)"T(n/2 + 1) /0 dri 1 {C(’t ra (= ) (5.9)

Na expressao acima, é facil notar que o primeiro termo corresponde aquele da equagao

<0| Too |0> ==

(4.71) do capitulo anterior, que inclui a densidade de energia de Casimir mais a do

vacuo sem condigoes de contorno (divergente), e que pode ser escrito como

/2 > 2K" (n—DIC(n+1)
- di | | = — vaer (5,10
2027)"C(n/2 + 1) /0 " L?m " ] Irg 2T (n2) (5.10)

J& o segundo termo é aquele mencionado no inicio da segao, ficando agora evidente
porque ele s6 aparece quando trabalhamos em um nimero de dimensoes espaciais n
maior que um. Para mostrarmos que o novo termo encontrado é de fato espirio, basta

integra-lo na varidavel x entre 0 e a,

@ h k(20 — 1
/ gy €% k(2z — a) _ (5.11)
0

sinh ka K

obtendo uma energia constante (independente da distancia a entre as barreiras) e
divergente, que pode ser descartada devido a sua irrelevancia.
Ainda na regiao entre as duas barreiras, 0 < z, 2’ < a, voltamos nossa atencao para a

componente (0| T, |0), dada por

1
(0| Ty 10) = 2—2,(8;893 — k)G (z,2)

1 /°° ( ﬁ g Z) % sinh kz sinh k(a — z) + £? cosh kx cosh K (a — )
= — K

(2m)n 2k sinh ka

i=03i#£1

= _2(21#)n /_Oo ( H d/{i> k coth ka, (5.12)

0 \i=0;i#£1
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cuja integral pode ser escrita em coordenadas esféricas, seguindo o mesmo procedimento

dado por (5.6), (5.7) e (5.8), resultando em

0|7, 0 a2 T h

Tx - - " cot

(0T 0) 2(27r)nr(n/2+1)/0 v coriRa
nl¢(n + 1)

_4nan+17rn/21"(n/2)

+ N Uyge- (5.13)

Note que o resultado acima ¢é igual a n vezes (5.10), onde n é o nimero de dimensoes
espaciais, e é equivalente ao (0| T, |0) encontrado no capitulo anterior, onde estamos
usando a palavra equivalente no sentido de nao ter aparecido novos termos divergentes
devido ao maior nimero de dimensoes espaciais.

Para as outras componentes da diagonal principal temos

1 .
tjj = Z(2<K/J)2 - /{/2 - a’bax’)g’x:x’- (514)

Comparando (5.14) com (5.3), ndo é dificil perceber que ambas produzem o mesmo
resultado, exceto por um fator —1, quando integradas sobre w e sobre cada ; (i > 1).

2 _

Para que tal fato fique mais claro, basta lembrar que w? = —(x°)? e que x°

e K/ sao
variaveis mudas de integracao integradas sobre os mesmos limites. Por fim, temos que
as componentes fora da diagonal principal se anulam, de modo que podemos escrever
o tensor energia-momento como
1 1
o0 O 00 O
O|T"|0) = u + g(x) : (5.15)
O —1 O —1

onde O e [ sdo, respectivamente, as matrizes nula e identidade (com dimensoes apro-

priadas a cada caso) e u e g(x) s@o definidos abaixo:

(n—1!¢(n+1)

= UWUpac — R 5.16
u u 4nan+1ﬂ-n/2r(n/2) ( )
(n — 1)7a"/? /°° cosh k(2x — a)
= — " . 1
9(@) 22m)"I'(n/2 4+ 1) J, sinh ka (5.17)

Tendo localizado os novos termos divergentes e espurios que surgem quando traba-

lhamos em mais de uma dimensao espacial, vamos agora mostrar um método simples
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e natural de evitar que eles surjam. Tal método pode ser encontrado na referéncia
[30], onde o autor, apoiando-se na ambiguidade existente ao se definir o tensor energia-
momento, deixa de lado a sua forma canonica e passa a usar a conforme, definida

por
n J—

T = 00 — Lgroneire - L - a0t ()

1
n
onde n é o numero de dimensoes espaciais e cujo trago, devido a equagao de movimento

9%¢ = 0, é nulo:
w0, (5.19)

Além disso, é facil notar que o novo termo possui divergéncia nula, de modo que a
energia e 0 momento permanecem inalterados.

Como intencionamos usar o tensor energia-momento conforme, ao invés do canonico,
devemos calcular seu valor esperado no estado de vécuo (0] 7" |0). Para isso, basta

subtrair de (5.15) o termo

n—1

4n

(040" — 9" 0%) (¢) = " 4;1 (00" — go) S T), (5.20)

1

tendo sempre em mente que G(x,z) é uma fungao apenas da variavel z.

Comegando com a componente (0| Too |0), temos para o termo extra:
i 4n l
_ (n — 1)a"/? /°° drs 572 2 sinh kx éinh k(a —x)
42m)"I'(n/2+ 1) Jo sinh ka

— n/2 o —9k2 —
_ (n—1)m )/ ke =2 2k* cosh k(2 — a)
0

n—1
4n

42m)"T'(n/2 + 1 sinh ka
= —g(x). (5.21)
Ja para (0| T, |0) temos
n—1,., .o Gz,)
_ = .22
o (0 +0%) — 0, (5.22)

uma vez que as derivadas em relagao a varidvel x se anulam e G(z, x) é fun¢ao apenas

dela.
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Para (0| T}, |0), com j > 1, temos
n—1 (38 +0?) G(lj,l‘) _ n—1 52

4dn ) 4n 7 )

= g(x). (5.23)

Por fim, nao é dificil ver que as componentes fora da diagonal principal se anulam e

que, portanto, o tensor energia-momento conforme é dado por

1 0

0 n 0

(0] T |0) = u (5.24)

O -1

Resultados andlogos a este podem ser obtidos também para as regioces z,z’ < 0 e

x,x’ > 0.

5.3 O campo escalar real massivo

A exemplo do que vimos na se¢ao anterior, também encontramos novos termos quando
consideramos o campo massivo. Porém, embora estes novos termos também sejam
irrelevantes no que diz respeito a forcas atuando sobre as barreiras, veremos que nem
todos sao divergentes. Continuaremos a trabalhar com o campo escalar e real mas,
para simplificarmos, voltaremos a trabalhar em (1+1) dimensoes, uma vez que mais
dimensoes espaciais nao trariam qualquer contribuigao aos efeitos provocados por ser o
campo massivo. Desta forma, voltamos a escrever a funcao de Green pela transformada

de Fourier introduzida em (4.35), dada por:

G(t,x;t',2') = / Z—ieiw(ttl)g(:ﬁ, ). (5.25)

Sendo assim, a fun¢ao de Green reduzida terd agora que satisfazer a seguinte equagao:
0 2 2 / /

{—@—FH —i—m}g(:v,x):é(x—x), (5.26)

onde j4 fizemos k? = —w?. Além disso, podemos também introduzir £ = v/x2 + m? de

modo a obtermos

{__2 n ,{/2} o(z,7) = 8(z — o). (5.27)
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Note que esta é a mesma equacao (4.53) e (5.2), porém com a substituicdo Kk — K/,
de modo que sua solugao pode ser encontrada ao fazermos a mesma substituicao nas
solugoes (4.58), (4.65) e (4.66).

Com a fungao de Green reduzida determinada, podemos obter a densidade de ener-

gia pela equagao

*® dw 1
(0] Too[0) = / M 0,09l

*d
= / an (—/42 +2m? + 8;83;) g(z, ") pmer, (5.28)
o 2m

onde fizemos novamente a substituicao

o0 d o0
/ | as (5.29)

—oo ! —00

Assim, encontramos para a regiao x < 0

27 K 27 K

©dkr2 [ drm? ..
(0] Too |0) :—/ —’”——/ SR 2wa (5.30)
0 0

para0 <z < a

© dk K2 > dk m? cosh K'(a — 2x)
(0] Too |0) /0 o ! coth ka /o o K sinh x’a ( )
e para z > a
* dk K2 © dkm? _ K (z—a
0Ty = [ 5 - [ G e, .

Note que, nas trés solucoes acima, o primeiro termo corresponde ao resultado obtido
no capitulo anterior, ou seja, ele contém a densidade de energia de Casimir mais a do
vacuo sem condig¢oes de contorno, podendo a tltima ser facilmente obtida ao fazermos

x infinitamente longe das barreiras nas equagoes (5.30) e (5.32), e é dada agora por

(e%] d 2 [ee] d 2
Uyac = _/ _I{K,_, — _/ _K:H— (533)
0 2mK 0 2T \/K2 4+ m?

Ja o segundo termo, proporcional ao quadrado da massa, pode ser integrado na variavel

x entre os limites de cada regiao, para em seguida ser integrado sobre . Desta forma,
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para a regiao 0 < z < a temos

/Ood/-i/“d m? cosh k/(a — 2x) /Ood/{ m?
—_ _ €xr—— e P S —
o 21 J, K sinh x'a o 2m K2+ m?
m
= —— 5.34
47 ( )
enquanto para as regioes r < 0 e x > a temos
[e'S) 0 2 00 ] 2 oo 2
_ / ar / da e — / gk / daT e / d_ﬁ%
0 2t ) o K 0o 27 J, K o 2m2(k% 4+ m?)
m
= —— 5.35
. (535)

Note que, como foi dito no inicio da secao, os novos termos que aparecem devido a
massa do campo escalar nao sao divergentes mas, mesmo assim, sao espurios, uma vez
que nao dependem de distancia entre as barreiras. Mesmo assim, a energia de Casimir

¢ alterada pela presenca da massa, como podemos ver abaixo

/OodﬁEQ - +/°°d/i/<;2
u = — ——cothk'a ——
o 0o 2mK o 2m K

ood 2 2 /
— _/ dr 26%/K" (5.36)
0

2m e2r'a — ]
Uma vez que o integrando da equagao acima ¢, em mddulo, menor que o da (4.73) para
qualquer valor de x entre os limites de integracao, a integral acima resultard em uma
energia de Casimir menor que aquela dada pelo resultado de Liischer. No limite em
que a massa tende a zero, obtém-se novamente o resultado de Liischer.

Voltando agora nossa atencao para a componente (0| 7, |0), temos que

o0 1
(0] T [0) = / L (= 4 810, gl 2o

27 2

> dl{‘/ /' / !
= /0 by (—/{2 + 8m8$) g(x, ") |peur, (5.37)

que na regiao 0 < x < a resulta em
*dk , ,
(0| T 10) = —~' coth k'a. (5.38)
o 2m
Ja para as regioes externas as barreiras obtemos resultados iguais, dados por

% .

Mﬂﬂm——AwM# (5.39)
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Desta forma, a forca de Casimir sobre a barreira da direita serd dada por

Fo= <0‘ Tyo |0> |:r:=a‘ - <O’ Tow ‘O> ‘x=a+
“dk 2K
= — —_— . 5.40
/0 2 e?v'e — 1 (5.40)
Note que o integrando da equagao (5.40) acima também é menor, em moédulo, que o da
(4.73), de modo que para o campo massivo a forga de Casimir é menor que para o nao

massivo. De fato, quanto maior a massa do campo, menor a forca de Casimir entre as

barreiras.



Capitulo 6

Efeito Casimir para N potenciais do

tipo barreira em n+1 dimensoes
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6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores determinamos as fungoes de Green reduzidas para um campo
escalar real interagindo com fronteiras submetidas a condicao de contorno de Dirichlet.
A partir delas, foi possivel determinarmos a forca e a energia de Casimir, via tensor
energia-momento, para cada caso analisado. Neste capitulo, estenderemos nosso tra-
tamento para um caso mais geral, onde o campo escalar real, novamente em (n+1)
dimensoes, interage com N regioes de diferentes potenciais, modelados por funcoes de-
graus. Dizemos que o presente caso ¢ mais geral pois, além de aplicavel a qualquer
nimero de dimensoes e barreiras, nos permite reobter os resultados dos capitulos an-
teriores quando tomamos os limites corretos. De fato, veremos mais a frente que nao
sO os resultados dos capitulos anteriores podem ser reobtidos, mas também aqueles do
caso em que as barreiras sao modeladas por funcoes delta de Dirac.

Para construirmos nosso modelo, comegamos por imaginar todo o espaco coberto por
N regioes de diferentes potenciais ao longo do eixo x, de forma que somos levados a

seguinte lagrangiana de interacao:

N
1
i=1
onde o; é dado por:
1, z, i <z<uz;
oi(7) = { 0, out;“os : (6.2)

Devemos mencionar que é muito comum encontrarmos na literatura trabalhos onde
o(x) é definido como o inverso da largura da regido onde se encontra, de modo que
no limite em que tal regido se torna um tunico ponto, o(z) se torna um delta de
Dirac. Optamos pela definigdo (6.2) para que o valor do potencial em cada regiao
seja determinado exclusivamente por A — que, por sua vez, passa a ter dimensao de
inverso do comprimento ao quadrado. Porém, sempre que necessario, podemos redefinir
A da maneira que julgarmos melhor e, assim, cobrirmos cada caso que seja de nosso

interesse.
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Assim como nos capitulos anteriores, a energia e a for¢ca de Casimir serao calculadas a
partir do tensor energia-momento, sendo este, na i-ésima regiao, obtido pela aplicacao

da seguinte equacao a funcao de Green

(0 7 |0), = —% lim [0%0" + 070" — g™ (0,0° —m? — A)] G(z,2),  (6.3)

' —x

cuja transformada de Fourier, da dimensao temporal e das dimensoes espaciais trans-

versais, é dada por

/ dw —iw(z? -0 —m e /
Gz, o) —/QW H/ gz, 7). (6.4)

Pela lagrangiana (6.1) e pela transformada (6.4) acima, temos que a fun¢ao de Green

reduzida deve satisfazer a seguinte equacao nao homogénea de Klein-Gordon:

82
— —— 4+ K7+ m’ +;)\02 ) gz, 2') = 6(x — o), (6.5)
onde k* = —w? + > ,(k')? é uma constante.

A solugao geral da equacao (6.5) acima quando x e x’, com x # z/, estao localizados

no interior da j-ésima e da i-ésima regiao!, respectivamente, ¢ dada por
7 NN Al KT T —KiT
gi(w,2') = A4e™" + Bie™ ™7, (6.6)

onde
Kj = /K2 +m?2 4+ ;. (6.7)

Desta forma, podemos considerar uma regiao qualquer como sendo um espaco entre
duas barreiras, bastando para isso fazermos A = 0 em seu interior. Por fim, faremos
também a substituicio w? = —(k°)?, tal que k" seja real, de modo que k; seja sempre

um numero real e positivo.

!'Note que, ao fixarmos z’, a regidio em que j = i possui duas regides distintas para z, sendo uma
com x < 2’ e outra com x > z’/, 0 que por sua vez implica que, enquanto z’ pode ser colocado em N

regioes distintas, x pode ser colocado em N+1.
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6.2 Determinacao dos coeficientes das funcoes de
Green reduzidas

Para determinarmos os coeficientes A’s e B’s que aparecem nas solugoes gerais, vamos

agora impor a funcao de Green reduzida as trés seguintes condicoes:

I - Nao divergéncia (finitude): A funcdo de Green deve ser sempre finita (nao di-
vergir), mesmo quando z — F00.

IT - Continuidade: A funcao de Green deve ser sempre continua.

IIT - Descontinuidade da primeira derivada: Devido a funcao delta de Dirac no ponto
x = ', a primeira derivada da funcao de Green é descontinua nesse mesmo ponto,

sendo ela continua em todo resto do plano za’.

Além disso, vamos analisar separadamente os casos em que x < x’, x > 12’ e x = 2.

A) Quando z < z':

Pela segunda condicao, temos que no ponto x = x;:
T KT 1 ,—KjTj; __ Al Kj4+1T; % —Kj+1T;
A%e™™ + Ble = Al e + B, e : (6.8)
e pela terceira, temos que:
. 1 KT U ,—KjT;\ .. % Kjt1Tj _ DI —Kj4+1T;
Ky (Ale"™ — Ble™) = 5 (AL, €915 — B! et (6.9)
As duas relagoes acima podem ser combinadas de modo a fornecer
e Ri%j

Al —
1 2K

4 [(k; + "ﬁj+1)A§‘+1€Hj+lxj + (k) — “j+1)B;+1e_Hj+lxj} (6.10)
j

Bj = 2k [(Kj = K1) AG 1 €957 + (K + K1) By e ] (6.11)
J
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No entanto, a aplicagao das trés condigoes de contorno nos diversos pontos que
limitam as regioes, incluindo a primeira condicao quando r — —oo, também nos

possibilita encontrar relagoes do tipo

@Z’jemjmj_lA; + @éje_ﬁjmj_lB; =0 (612>

@ij+lenj+1rjA§+1 + @;j+1e—n]‘+1zj B;'Jrl =0 (6.13)

para os coeficientes A e B de cada regido. Desta forma, pelas equagoes (6.10) e (6.11),

podemos escrever:

Ot ) = L[ (mjt mja)e™™% () = rja)etss ) (O (6.14)
S 2k; \ (K5 — Kjp1)e ™% (kj + Kjpr)e™% Oy )
onde J; é a largura da j-ésima regiao.
Da mesma forma que fizemos acima, podemos expressar ©;; e @;j em funcao de ©;;_; e
ii_1, também podemos expressar ©;;_; e ©;_; em fungao de O 5 e O}, , e assim por

diante, de modo que no final obtemos para a i-ésima regido (mas ainda com z < z’):

i1
— .7.5.7. 767
9i ) = I1 1 (Kij + Kimji1)e”" e (Kij = Ki—js1)€" e Ou
O 2k \ (Kimj = Kijy1)e”M0%0 (ki + Kijy1)em=3% il

~ (6.15)

Para seguirmos em frente nos resta agora determinarmos os coeficientes 6, e ©.
Porém, nao ¢ dificil perceber que para a funcao de Green nao divergir quando x — —oo

devemos ter B = 0, o que, pelas equagoes (6.11) e (6.14), nos leva a concluir que

( o ) - ( 9, ) | (6.16)

Na verdade, a solucao acima é apenas uma dentre as possiveis e foi escolhida por

®191 que apareceria como consequéncia de

justamente cancelar o termo divergente e
(6.14) — de fato, qualquer solugao com ©;; = 0 em que O, fosse uma constante nao
nula seria possivel. Por fim, devemos notar por (6.14) e (6.16) que as funcoes O;; e

, . . ~ L .
©};, para i e j quaisquer, nao dependem de seu primeiro indice e, por isso, podem ser
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escritas de forma mais compacta como ©; e @;, de modo que na i-ésima regiao teremos

i—1
K8 i iGi i
@;‘(f) _ I I 1 (/’iifj‘i‘/‘ﬁifjJrl)e " J§ ’ (Hifj_'%ifjJrl)en Ja J 05
Oy 2ki—j \ (Kiej = Kimjr1)e”"79% (Rioj + Ry ji1) €70 e )

~ (6.17)

onde o sinal negativo ao lado do sub-indice i foi acrescentado para indicar que estes sao
coeficientes ©’s obtidos pela esquerda, ou seja, vindo da esquerda para direita desde a

primeira até a i-ésima regiao.

B) Quando x > '

Novamente, temos pela segunda condicao que no ponto z = z;
Aiersm | Ble™m = Al e 4 B emnn, (6.18)
e pela terceira que
Ky (Ale™ — Ble™%) = g (Al 9% — Bl e i) (6.19)

As duas relagoes acima serao agora, convenientemente, combinadas de modo a fornecer

i e_ﬁj+1xj . s i —kaT
A;+1 = 2— |:(K‘j+1 + Kj)Aéeﬁj J + (K‘j+1 — K/])B]e J ]i| (620)
li]+1

. eli+1;
)

1= G A (R + ) Bje ] (6.21)

(K1 — ) A;

2Kj 41

A aplicacao das trés condigoes de contorno nos diversos pontos que limitam as
regioes, incluindo a primeira condi¢ao quando z — +o00, nos possibilita agora encontrar
relacoes do tipo

©;e"% Al + ©le " B! =0 (6.22)

Kit1Tj11 At / —Kj4+1Tj41 7 _
@]_,_16 i+ i+ A]-‘rl + @]+1e it i+ BJ+1 —_— 0 (623)
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para os coeficientes A e B de cada regiao — note que ja nos antecipamos e escrevemos
os coeficientes ©’s sem o sub-indice referente a regiao em que se encontra z’. Além
disso, é importante notarmos a sutil diferenca entre as equagoes (6.22) e (6.23), acima,
e as equagoes (6.12) e (6.13), encontradas anteriormente. Enquanto as anteriores eram
aplicadas na extremidade esquerda da regiao em questao, as duas acima sao aplica-
das na extremidade direita. Tal diferenga é de extrema importancia, pois implica na

seguinte relacao entre os coeficientes ©’s :
e, 1 (Kjp1 + ﬁj)@’ijﬂfsjﬂ (Kjp1 — ﬁj)@—ﬁjﬂfsjﬂ 0,11 (6.24)
/ e . . . . !/ . .
j 2hj1 \ (Kje1 = Rg) e (kg + ke raridin Oj+1

Usando o mesmo raciocinio usado anteriormente, obtemos para a i-ésima regiao (mas

agora com = > z’)
N
O, 1 (k5 + ’ijfl)e'{jéj (kj — /fjfl)e_”jéj On
)= 5 5, it . (625
( 62 ) '];-Il—l 2/{j < (Iij — Hj,l)eﬁjéJ (Hj —+ /.;inl)e 305 @iN ( )
Novamente, nao ¢é dificil perceber que para a fungao de green nao divergir quando

T — 400 devemos ter Ay = 0, o que, pelas equagoes (6.20) e (6.24), nos leva a

( 8% ) - ( e_ng(sN ) . (6.26)

Mais uma vez, ressaltamos que a solugao acima é apenas uma dentre as possiveis, e

concluir que

também foi escolhida por cancelar um termo divergente, desta vez e "N~ que apare-
ceria como consequéncia de (6.24) — de fato, qualquer solu¢ao com 6’y = 0 em que Oy
fosse uma constante nao nula seria possivel. Por fim, devemos notar que os coeficientes
obtidos a partir de (6.25) sao, em geral, diferentes daqueles obtidos por (6.17) e, por
isso, acrescentaremos um sinal positivo ao lado do sub-indice ¢, indicando assim que
estes sao coeficientes ©’s obtidos pela direita, ou seja, vindo da direita para esquerda
desde a tultima até a i-ésima regiao. Sendo assim temos

N
Qi ) = IT - L[ (ki + ’ij—l)e'{f?_ (rj — fﬁj—l)e_”jij v\
@i(-‘r) QI{J (KJ] - K/jfl)eﬁj J (K/] + l‘fjfl)e_nj i 0

j=i+1



78

C) Quando = = 2"

Neste caso teremos que dividir a fungao de Green reduzida em duas, escrevendo

gi(z,2') = Al

N N (6.28)

para r < 2’ e

gf(m,x) Al

1(+)

e 4+ Bj e " (6.29)

para x > z’.

A aplicacao das condigoes de contorno IT e III nos levam as seguintes relacoes

Az( ) + le( ) e "™ Az(-f) + BZZ(.,_) e M (630)
e
i Mt 7 —niac i Rt 7 —/i,-a:’ 1
AZ( ) Bz( ) Az(+) Bz(+) + /{—i, (6.31)
que, quando combinadas, nos fornecem
) 7 e T
A=A, + o (6.32)
e
i i enix’
B, =B, — o (6.33)

As relagoes (6.32) e (6.33) acima, com o auxilio de (6.12) e (6.22), nos possibilitam

escrever os coeficientes A’s e B’s em funcao dos coeficientes ©’s da seguinte forma:

i [@i(ﬂem‘(mi z') @;(H e ri(wi—a' }@;( e o RiTi-1 (634>
o 264 (@iH)@i(—) o — 0j,,Oiye0 )
B |:C._.)i<+>e/ﬂ'(l'i z') @;(H —ki(zi—w )] @i( Jeritic1 (6 35>
o 26 (@i”)@i(—) o @z(+)@1( e 2)
Al = [92( )€ ) — @i< )efn’(m o 1)} @im o (6.36)
i (Pin P z<+> i(-)
B [@;( e eri(@'—zi_1) _ @.( )e—m(x —.731'71)] ®i(+)€nixi (637>

i+
2/‘{7/ (61(+)@;(_) di @ @l( )6 Ki 7’)

i(+)
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Com os coeficientes determinados acima podemos, apds pequenas manipulagoes algébricas,
escrever de uma forma geral as fungoes de green reduzidas quando z e 2’ estao ambos
na i-ésima regiao, o resultado encontrado segue abaixo:

nm< Ti_ 1)_@

gf(x,x') = [@z(+)€ ) - Gg(ﬂ e xl_x>] [@;( )€ i(_>6_’$i(x<—$i—1):|
2k; (044)0)_ emidi — O | O e~"i%)

(6.38)

O resultado que encontramos acima é vélido apenas quando z e z’ encontram-se na
mesma regiao e sera utilizado nas proximas trés segoes para determinarmos as ex-
pressoes para a densidade de energia, forca de Casimir e tensor energia-momento. Feito
isso, na tltima secao deste capitulo determinaremos uma expressao para a funcao de

Green reduzida quando x e x’ encontram-se em regioes distintas.

6.3 Determinacao da energia de Casimir

Uma vez determinada a fungao de Green reduzida, a equagao (6.3) nos leva a seguinte
expressao para a densidade de energia da i-ésima regiao

(0] Too |0), = — H di? | |5 (=2(k%)? + K2 + 0,00)gi(z, )|
(

J=0;j#1 r=r

(6.39)

que, a exemplo do capitulo anterior, pode ser reescrita em coordenadas polares esféricas
através da substituicao
n.w"? °°
/ ( H d:‘ij> T/ dk lin_l. (640)
A AL (/2 1) Jo
Lembrando que também podemos fazer (k°)2 — 1k2 de modo a obtermos uma

n

expressao mais simétrica, temos

n."/? * o [ 26 2 3 !
<O| T[)() |0>Z = _2(27r)”F(n/2 n 1) /0 dk K |:< o + R; + 8xax/) gi(fE, x ):| o .
(6.41)
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Ao substituirmos a fungao de Green reduzida (6.38) na equagao acima, vemos que a

densidade de energia da i-ésima regiao pode ser escrita como

(0] Too [0); = w; + gi(), (6.42)
tal que
n/2 o) O, @ Ki0; _|_ o’ @ —Kib;
u = — 7T / dr x| & DI 70 i) Zi)° (6.43)
2(2m)"T(n/2+ 1) Jo ki @l<+)@i(—) — 0;,0i e

9:(7) = _2(27r)”;:7/12/2 +1) /°° e i (”% - S) 8

/ / 7 11— —Ri\Li— T 11— ACT A
61(-0-)@2( jerilrmai)emmni=n) 4@, ;e mi)grilnimr)
@Z(vL)@’L(f) S @ @’L( )6 ki

i(+)

. (6.44)

Assim como na segao 2 do capitulo anterior, u; contém a energia de Casimir (da i-
ésima regiao) mais a do vicuo sem condigoes de contorno. De fato, manipulando w;

algebricamente podemos reescrevé-lo como

u; = — dr 7 +
2(2m)"C(n/2+1) Jo Qi) pamity _

ei(+)®i(—)

7Tn/2 00 K1
— / dk
2(2m)"T(n/2+1) Jo VEZ+m? 4\
= Uy, + Upge- (6.45)

E fdcil notarmos a semelhanca da expressao acima, para a energia de Casimir do
presente caso, com as dos capitulos anteriores — ver equagoes (4.73), (5.10) e (5.36).
Também nao é dificil ver que a parte correspondente a energia do vacuo sem condigoes
de contorno ¢ a expressao geral que inclui (4.82), (5.10) e (5.33) como casos especiais.
Ja g;(x), corresponde aquele da equacao (5.17) da segao 2 do capitulo anterior, e por
isso voltaremos a usar o tensor energia-momento conforme, bastando para isso subtrair
o termo

n—1

(mau _ guvaZ) M

4n 7

(6.46)
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da equacao (6.3). Lembrando mais uma vez que G(z,z) é uma funcdo apenas da

variavel x, temos

G(z,z) n.m"? o :
2 2\ n 92 i
% = 2(2m)"T(n/2 + 1) /0 di v 0, g (. z)

An."/? /Ood i
227 T (/2 +1) J, p

@§<+>@;( ) nl(w_wi_l)e_ni(m_z) +@i<+>@i( e rilrmri-y gnileime)
Oi O "% — 0], O e” Fioi
(6.47)
Desta forma, para (0| T, |0),, ao invés de g;(x) temos
n/2 00 .
, m Ki K
; = — de K" | — — — ] X
gi(x) 22m)" T (n/2 + 1 )/ me </€ m)
®;(+)@;( et ai)emrieime) +@i<+)@z’<—>67“"(%1"71)6“%%)
@Z(+)@z( ) @;(+)@i(7)67m5¢
7Tn/2 /OO d n m + )\z %
= — kK" | ———
2(2m)"I'(n/2 + 1) K.k
@;m@;( et 1)6_“1'(“_93) —i—@m)@u jei@Tim1) ri(@i—) (6.48)
@i(ﬂ@;(—) @z(+)@l( = rids ’

que corresponde ao segundo termo de (5.31), proporcional ao quadrado da massa.

No intuito de exemplificar o método de calculo que estamos desenvolvendo, vamos
agora utiliza-lo para calcular a energia de uma tunica barreira. Para isso, facamos
N =3 e A\ = A3 = 0. Desta forma, para a regido no interior da barreira (i = 2) temos

os seguintes coeficientes

Oy \ _ 1 [ K —he oy \ _ 1 [ K + k2
( by ) WK+ R C\ Oy, )T\ Kk ) (6.49)
onde k" = VK% + m?, de modo que a densidade de energia fica dada por
TL/2 0 / 2 k202 I 2 —K902
m n| B (K + K)?e™™ + (K — Rg)%e
<O’ To[) ‘0)2 = — / dk K - ( B 2)2 ) ( / 2)2 — K0 +
2(2m)"C(n/2+1) Jo Ra (K + K2)?er2% — (K — kg)?emr2%

m2 + )\2 _)\2652(1—11)6—};2@2—@ - )\26—52(22—%1)6/42(:32—@
+ ( ) (K// + /{2)26H262 _ (KJJ _ /{2)26—,‘6252 :| ’

R.R9

(6.50)
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Subtraindo do resultado acima a parte correspondente a energia do vacuo, ver equagao
(6.45), e integrando o restante na varidvel x entre os limites da barreira, temos que sua

energia sera dada por

7.‘.11/2 00 KT
E, = — dr —— [2 r 2 —52625
? 22m)"T'(n/2 4+ 1) /0 " VAN [2(” — ) 2

2)\2(m2 -+ )\2) sinh K)Q(Sg
K T Ky ’

(6.51)

onde usamos A = (k' 4 kg)2e2%2 — (k' — kg)2e 2%,

A energia que encontramos acima ¢é a energia de uma tnica barreira, e seus dois termos
podem ser interpretados separadamente da seguinte forma: O primeiro termo esta
relacionado a forga sofrida por cada extremidade da barreira. De fato, cada extremidade
sofre uma forga que aponta de fora para dentro e, portanto, a barreira como um todo
tende a ser comprimida. No entanto, vale ressaltar que a resultante produzida por
estas forgas é nula e que portanto nao ha for¢ga de Casimir agindo na barreira como um
todo. Ja o segundo termo pode ser melhor compreendido se fizermos na equagao acima
a redefinicao Ay — Agho, tal que hods = 1, e tomarmos o limite d3 — 0 e hy — 00,

obtendo
T

n/2 oo A
/ dr k"1 .
220 T(n/2 + 1) J, At 2w

Os resultado (6.52), obtido acima, ja é conhecido [31], sendo ele correspondente ao

E, = (6.52)

termo de superficie que surge quando modelamos as barreiras usando fungoes delta de
Dirac. Tal energia de superficie ocorre devido a descontinuidade na primeira derivada
da funcao de Green reduzida, sendo esta provocada pelo préprio delta de Dirac. No
caso de barreiras modeladas por fungoes degraus, nao temos termos de superficie —
uma vez que a derivada da funcao de Green é continua nos limites das barreira — mas,

ainda assim, a energia correspondente a esses termos estd presente.
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6.4 Forca de Casimir

Nesta secao encontraremos uma expressao para a forca de Casimir que atua sobre a
i-ésima barreira, localizada na regiao entre x;_; e x;. Tal forca é dada pela diferenca
entre a componente (0] 7, |0) do tensor energia-momento nos limites externos a regiao
de interesse,

= (0] Taw |0} [, = (O T [0 [t (6.53)

onde (0|7}, |0) é dado, na j-ésima regido, por

(0] Tor [0); = ~ @ / ( H dli) [ —K} + 0,009 (z,2")

1=0;i#1

r=x'

n 7Tn/2

= _2(2@”1;(”/2 1) /0 dr K" [(—KJ? + Gxax/)g§($, x')]x:$, .

(6.54)
Substituindo (6.38) na equagao (6.54) acima encontramos
n 00 /@36 —Kj0;
(0] Ty [0}, = maa, = — Zmr /2 / dre k| 9+ 05 ¢ + 0, Oie
2(2m) T (n/2+1) Jo K OO et — 0 05 e"
(6.55)

onde v foi definido implicitamente devido a sua semelhanca com u. Além disso, nao
é dificil percebermos que o termo extra dado pela equacdo (6.46) é nulo para a pre-
sente componente, de modo ela é a mesma nos tensores energia-momento canonico e

conforme.

Antes de encontrarmos a forga de Casimir sobre a i-ésima regiao, embora os coefi-
cientes © sejam definidos para qualquer uma delas, nao podemos deixar de notar que
a expressao (6.53), com (0| T}, |0) definido por (6.55), nos dara o resultado em fungao
dos coeficientes das regioes anterior e posterior — que para evitarmos confusoes entre
os indices chamaremos, respectivamente, de regiao A e regiao B — a de nosso interesse.
Assim

F =nuy —nag, (6.56)
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tal que
AT 92m)n (/2 + 1) K @A(H@A( )e Rada — O L Oy e rada’
e
u, = — i /Oo dr K" —= FB @B”)@B( ) i +@B(+)@B< )€ rBon
B 2(27T)”F<n/2+ 1) K @B(JF)@B( >€ kB B - @B<+ @B( )6 HB6B
(6.58)

Sendo assim, ficard mais claro se expressarmos estes coeficientes em funcao dos

proprios © da i-ésima regiao:

Regiao A:
Para a regiao anterior a da barreira de interesse, temos que os coeficientes © 4., podem

ser expressos em funcao dos O;_, pela equagao (6.14), resultando em

@;4<—> L (Rt Ra)em O (R — kg )ena0a @;< ) (6.59)
O 2k \ (Ki — Ka)e ™% (K + K g)e a0 Oiy ) '
J& os coeficientes © 4,, podem ser expressos em termos dos O;,, pela equacao (6.24),

resultando em

@/Am _ L (ki 4 Ra)e0 (K — ka)e 0 @;m (6.60)
O 2 \ (K — Ka)e™% (ki + Ka)e il Oy ) '

Portanto, temos que nessa regiao

T n.w"/? °°d
0 Tx 0 - - "
(0T [0).4 202m)7T( n/2+1)/ R

(k3 — “A i+ (K7 + K3)0] ) |04,em®
2/{2 1/(4,)@ 6 i0i — @ @1( )6 —hi Z)

i(+)

[(“ + 1%)Oi >+( — £5)05, |0} e } (6.61)

2/4:7/ (@Z(+)C—) 9i @ (‘)u )6 Fi 1)

i(+)

Regiao B:

Da mesma forma, temos que para a regiao posterior a de interesse os coeficientes Op_,
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sao dados em termos dos ©;_, pela equagao (6.14), resultando em

Op, L[ (ki + mp)e ™% (k; — 53)65261 O;,

= — ’ 5 ! 6.62
< @/B(f) 2K; (/‘ii - /‘fB)e_HZ(SZ (Hi + RB) @2< ) ( )
enquanto os coeficientes © g ., podem ser obtidos a partir dos ©;,, pela equacao (6.24),

resultando em

Opy \ _ L [ (ki+rp)e ™ (ki —rple 5" Oic
< Oby )~ 2m; \ (Ki = wB)e™®  (r; + rp)erss o, | (6.63)

Sendo assim, temos que nessa regiao

0| T [0 n” kR
OO0y =~y [,
[(’f )6,(+) + ('KL +"€B)®i(+)]@;( )
2kir (Oiy Ol emi — Ol Oy e z)

i(+)

_|_

(k7 + K5)05,, + (K7 — Kk%)Oic | O e (6.64)
2KiK (@i(+)®i( eri%i — O O e ’) ' '

i(+)
Pelo uso direto das equagdes (6.61) e (6.64), encontramos para a for¢a de Casimir sobre

a i-ésima regiao a expressao

n.w/? o0
F = — die K"
2(2m)"T(n/2 + 1) /0 K K" X
x (’f?q - KJZB) (@i(+)@l. Ki8; + ®z(+)@i( )e—niéi)

2Kk (®l(+)@z( e N T 1)

i(+)

(K“zz - "{,24) (@i(+>@i( )6 midi @;(+)@;( ) )
2’{1,{/ (@Z(+)®Z( ) l @z(+)®l( )6 )

(k7 — K%) (O, 0% €% + 0,04 )6_'“(%) }

+

+

(6.65)

2kik (0440} emidi — O} | O e~ri%)

i(+)
No entanto, devemos nos lembrar que em boa parte das aplicagoes tanto A quanto B
serao regides de potencial nulo (A = 0), de modo que k4 = kg = VK% + m?. Com isso,

a equagao (6.65) se reduz a

F=— sinh KJZ(SZ

n."/? /Ood A ©iOi) — 07,0,
kK"
2(2m)"I'(n/2 + 1) Kik Oy Oj _ eri% — O] 0 e ri%

(6.66)
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A aplicacao dos coeficientes (6.49) na equacao (6.66) nos mostra que, de fato, para uma
unica barreira nao ha forca de Casimir, confirmando assim o comentario que fizemos
no final da secao anterior. Podemos também encontrar a forca de Casimir entre duas
barreiras usando cinco regioes e impondo que A\; = A3 = A5 = 0. Desta forma, teremos

os coeficientes

Oucy \ _ L Dol — g™ + AG(k + hy)e (6.67)
Ao (K + /<c4)e”/53 + ALY (K — 54)6_“/53 '

@4(+) _ L /{I + /f4
( Oy )~ 21/ \ K — hy (6.68)

para a regiao interna a segunda barreira, onde por conveniéncia fizemos as seguintes
definicoes:

Ap = (ko + )7 e™% — (ky — k) e 2% (6.69)

A = (ko — K) (ko + K) (€% — e772%) (6.70)

Aplicando os coeficientes (6.67) e (6.68) em (6.66), ¢ depois de algumas manipulagoes

algébricas, obtemos

n.w"/? o0 K 2
F=-— P — 71
22m)"T(n/2 + 1) /0 e i1 (6.71)

tal que

(6.72)

onde Ay e Al ficam definidos implicitamente em analogia a Ay e Al.

6.5 Determinacao do tensor energia-momento

De uma forma mais geral podemos definir, além da densidade de energia e da forca de

Casimir, o valor esperado das componentes do tensor energia momento no vacuo. Para
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isso, nos resta apenas encontrar as componentes (0| 7j; |0), com j > 2, uma vez que as

componentes fora da diagonal principal novamente sao nulas. Sendo assim, temos

UE R —— (H d>[ 2097 o2 - 0010

n.m"? < T[2k* P
= T2 T2+ 1) /0 dri x KT R aﬂ”a":’) gilw.w )} )

!

Além do resultado acima, por (6.46) vemos que o termo extra para a atual componente
também ¢é o oposto do termo extra da densidade de energia, de modo que podemos
escrever o valor esperado do tensor energia-momento no vacuo da i-ésima regiao como:

. ' O O

(2

O —u;. O —1I
onde, mais uma vez, I e O sao as matrizes identidade e nula com as dimensoes apropria-
das a cada caso e u;, u e g.(x) sao definidos por (6.45), (6.55) e (6.48), respectivamente.

Por fim, podemos notar que o trago do primeiro termo de (6.74) resulta em

n.(u —uy) = — nr” /ood/ilin SRR

S 22T (n/2 + 1) Ki K
@l(+)@z( ) i + @z(+)62( )€ b
@i(+)®i(7) @z(+)@Z( )€ il

9 n.m" /2 o n—1

= (m*+N) (27)"F(n/2 1 ), dk K X
Bi 95 \¢ + ®z<+>@l< e : (6.75)
Qﬁi(@im@im @Z(H@z( e " %)

enquanto o trago do segundo resulta em

n.gi(x) = (m*+\) nr” /OO dr K"t %
GE = VT2 + 1) J,

@’ SN

1(4)

Hz(azfzifl)efm(mfx) + @i(ﬂ@i(_)efm(mfxi,l)em(xif:c)
2i(Oi) O €% — O, B e %) ’
(6.76)
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de modo que a soma dos dois nos dara o trago do tensor energia-momento conforme.
De fato, vemos que a soma dos integrandos de (6.75) e (6.76) nos dé a prépria fungao

de Green reduzida aplicada em x = 2’ e portanto, de acordo com (6.4), temos

(0] T [0), = (m* + Ai)G(‘f’x). (6.77)

Tal resultado ja era esperado, pois uma vez que

n—1

(00 = ¢"0,07) 6%, (6.78)

(TH); = 01" — %g‘“’ [0a00%¢ — (m* + X\;)$*] —

temos

(Th)i = (m® + X)) ¢, (6.79)

6.6 A funcao de Green reduzida revisitada

No final da segunda se¢ao determinamos a funcao de Green reduzida quando x e z’
encontravam-se na mesma regiao. Desta vez encontraremos expressoes validas quando
;- L~ . . . .
x e x' estao em regioes diferentes e, de quebra, discutiremos algumas de suas proprie-
dades. Novamente, dividiremos nossa andlise em dois casos, quando x < z’ e quando

x>

A) Quando z < 2’

Neste caso, os coeficientes A’s e B’s se relacionam uns com os outros pelas equagoes

. e Fivi
Al =
J 2K

— (k) + k1) A €955+ (K — Kjyr) By e 4] (6.80)
J

eliivi

B; = [(Kj = Fj1) A €999 4 (K + Kjgr) By e 000 (6.81)

2:‘{,]‘

que podem ser escritas como uma unica equacao da seguinte forma:

Aéeﬂjfﬂj _ L (kj + Kjx1) (Kj — Kjp1) A§+16ﬂj+1$j ‘ (6.52)
Bjemrat 2k; \ (W5 = Rj1) (K5 + Kjpa) Bj et



Além disso, os coeficientes ©’s se relacionam por

1) (kj = Kj1)e % (k) + Kj40) e

( Qe ) _ L ( (k7 + Kje)e™% (Ky — Kjp)et’ ) ( @J( )

2/€j

relacao esta que pode ser facilmente invertida para

@;( ) 2/{j+1 (K,jJrl — ﬁj)e_ﬁj‘sj (Hj+1 + Hj)e—njéj

Uma vez que

[Biyeitrm) — o]

—ni(xi—ac :| @/ —f{ixi71

1)

< 9 ) _ 1 ( (Fjp1 =+ #y)e% (kg — hj)e% ) ( @?+1<—>

J+1(=)

[ l<+ i(—)©
Ay = —
ZHi (@i(ﬂ@i(—) 61(+)@2( e 1)
e
Bl _ [@i<+>€”i( @'IL(+) —Hi(zi—e )] @1( )61%2“71
o 2I{/’L (@7«(+>9 6’{1 i — @ 91( )6 ki l) ’
pelas equagoes (6.82) e (6.84) temos
A2_16n¢—1x¢_1 B [@i(ﬂem(ml z') _ @/ o—rilwi—a )} )
B;_jemmimrim 2Ki.2Ki—1 (@i<+)@/-< ,eridi — @zm@ e o )

" ( (Ki1 + £2)O5 ) — (Ki1 — £:)Oic,

(ki1 — K)O5 ) — (Ki1 + £:)Oic,
Ki(® / —ki(zi—1’
_ [62“)6 @ @z(+) ( )} %
2Ki-1 (@im@i(—) = 6],Oi )
! Ki—10;—1
« O 1€ .
_@iil(i)e_’ii—l i—1 ’
de onde obtemos que
i(zi—x') / —ki(zi—x / —Ri—1Ti—
Al — O™ - O, )] i1 T
i-1 =
2hi1 (@i(+>@i(—) @z(+)@l( e 1)
e
z;—1') / —ri(xs—a’ ) Ki_1Ti—
B = _ [QZ(HQ it @z(+) ( )} O;- 1(- )6 1hi=2
i-1 =
2Ki-1 <@i<+)@i(7> % = 0], B e )

De fato, é possivel mostrar por inducao que, de uma forma geral,

A — (O3 — @/<+) erilrim)] @F _ emriim
J(=) 2/ﬁ}] (@i(+)@i(_) di (._.) @1( )6 P 7')

i(+)

)
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(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)
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[@Zme — 0O

e ri (zi—x") ) KiTji_1
BitH — z(+> ] O e™™

J(=) / &; i0; ’
2/4}] (@Z(+>@Z(—) @ @Z( )6 Ri )

i(+)

(6.94)

onde os sinais positivo e negativo foram acrescentados aos indices dos coeficientes A e
B para lembrar que a regiao i esta a direita e a regiao j esta a esquerda.

Sendo assim, quando x < z’ temos que a funcao de green reduzida pode ser escrita

como:
g?(x .213’) _ [@z’u)em(xrz) @;(H —r(zi—a’ ] [@;( e eri(e—zj-1) _ @j(_)e*”j(x*ffjﬂ)}
j 2K; (@i(+)@;<,) = Oy, Oie™ 1)

(6.95)

B) Quando x > 2’

Neste caso, tinhamos que os coeficientes A’s e B’s se relacionavam uns com o0s ou-

tros pelas equacoes

7 eIt T K T —Kix,
j4+1 — ST [(“JH + K’])A 7+ (“JH K’])Bje ! j} (6.96)
J
(&
7 ety T _KiT; 7 KiX
T Gy [(Rj1 — kj) A3 + (Kjp + k) Bie™ ™™ ] (6.97)
J

que podem ser escritas como uma unica equacao da seguinte forma:
) efi+1Z] ) ) ) o 1 KT
A o = _1 (Kjr1 +85) (K1 — Ky) A o (6.98)
1 TRj+1T5 . — k. . . 1,—K;jT; . .
B 1% 2Kj41 (Kj1 = Kj)  (Kjp1 + Ky) B "
Além disso, os coeficientes ©’s se relacionavam por

O 1 (Kjg1 + k)™t (g g — fj)e 10 Ojr14)
7 — . 854 e S5 7
O 2601 \ (Kjr1 — Ry)eWH500 (K + ky)e” o SITRTINY

(6.99)

relacao esta que pode ser facilmente invertida para

Kii104 —Kjy10; .
@;+1<+> 1 (Kj + Kjt1)e ”51 i (K — Kjy1)e ”51 I @gm
1) 25 \ (K5 = K1 )€V (k) 4 kg et i )

(6.100)



Uma vez que

Al = —

1(+)

BZ

u+)

pelas equagoes (6.98) e

Ri+1%4

;
Alqe

(2
Bie

de onde obtemos que

e

—Ri4+1%4

i€

[©%ye

i)

'—xi_1)

o @i( )e—m($ —Ti_ 1)} @/ — KT

z(+

_ e

2K, (@i(ﬂ@;(f)

i-)©

/il(x’—acifl) . @,( )e—ni(x’

-0, 0;,e" )

i(+)

_xifl)] ®i(+)€mm

2K; (@i(+>@;(_)

(6.100) temos

)

m ' —xi1) _ @i(_)e—ni(x’

[©%ye

i-)©

@ @l( )6 Ki 7’)

i(+)

'—wi_1) _ @.( )e—f%(w’—ﬂfi—l)}

Y

2"€i+1 .2/‘4,@' (@iH)@;

% ("fz'+1 - fii)@im -
(Kit1 + Fi)Oigyy —

[62( )€

— 0] ,,0;_

i Qi )

)

(Fit1 + £:)O5
(Kip1 — Ki)@;(+)

K CC —X; 1) _ @Z( )efni(x’fl‘ifl)}

2:‘%+1.2I€i (®i(+)@;(_)

x((j)

/
1€
i1 €T

e~ Fit10it1

X
— O, 0; e ri 1)

i(+)

)

—Ti—1 / —I{' 1T541
' )] @z‘+1(+> e

(A
Ai+1 -

. _ L6
Bi+1 =

i€

!/
26511 (B Of_ e

nzx

- ©].,0,

1(+)

i—e " )

(! — s . .
—Ti_ 1) _ @i( )6 m(x 1271)} @i+1(+)em+1zz+1

!/
pZ AR (CHICINCE

1(+)

- 0] .06,

i€ " )

Novamente, é possivel mostrar que de uma forma geral

Al()_

J(+)

B’L( )

J

(6]

i€

eri (z'—xi—1)

@ i )e_’%i(l’/—xifl)} @/'

I

e hiT;

(6]

i)

2’% (@i(+)@;(—)

el (¢'—zi-1) _ 9i( )@*’%’(I/

— 0,0, e " )

—Ti—1 . KjTj
)} @]( yefiti

2’%’ (@i(+)®;(—)

— O], 0y e ") ’

i(4)
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(6.101)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6.108)

(6.109)

(6.110)

com os sinais positivo e negativo, acrescentados aos indices dos coeficientes A e B,

lembrando que a regiao i esta a esquerda e a regiao j a direita.
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Sendo assim, quando x > 2’ temos que a funcao de Green reduzida pode ser escrita
como:

[@&7)6”%(&3’—1'1'—1) — @i(,>e—m(x’—:ci_1)] [@( )efcj(zj—x) - @;(+)€_Rj(zf_$)}
2/{/]' (®i(+)@;(_) — P @l( e~ Ki 1)

i(+)

gj(w,a') =
(6.111)

Antes de escrevermos uma unica expressao que englobe (6.38), (6.95) e (6.111), nao
podemos deixar de notar que os termos no denominador da funcao de Green reduzida
(dependentes das regides i e j) nao colocam em evidéncia sua invariancia por uma

permutacao entre x e x’. Para que tal invariancia fique evidente, é preciso notar que

K Rj

@Z(+)® 6 1% — @, 6i<,)eiﬁi6 6](+ @/ enj @/

u(+) J(=) J(+)

Sy (6.112)
-)

para qualquer par de regioes representadas acima por ¢ e j. Desta forma, podemos

definir um f[o] dado por

Ry

eridi — O], Oy e i

flo] (6.113)

/
®i<+)@‘< )

onde a regiao escolhida para o cédlculo de flo] pode ser qualquer uma, e nao ne-
cessariamente a regiao onde se encontra x ou z’. Em particular, escolhendo a primeira

e/ou a tultima regiao temos
K1 KN

= /
O14 Oy

flo] = (6.114)

(=)

Por fim, temos que a func¢ao de Green reduzida quando z e 2’ encontram-se nas regioes

1 e J quaisquer pode ser escrita como

g;(l’,:l?/) = [62 (€ ﬂl<(x<7mi71<) — @i<(,)€7m<(x<7$i71<):| X
X [®i>(+)€m>(mi> v @;>(+) _Hi>(xi>_$>)} X _f[U] ) (6.115)

2./{1'./1]'

onde i- e 7~ sao, respectivamente, o menor e o menor entre i e j.



Capitulo 7

Limites em que as barreiras sao

descritas por funcoes delta de Dirac
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7.1 Introducao

No capitulo anterior determinamos, entre outras coisas, a densidade de energia e a forca
de Casimir para o campo escalar real e massivo quando este interage com N regioes
de diferentes potenciais, em (n+1) dimensoes. Agora, iremos explorar o resultado ob-
tido para alguns casos limites especiais, generalizando de forma simples resultados ja
conhecidos — resultados validos para a forca e energia de Casimir entre duas barrei-
ras modeladas por fungoes delta de Dirac sao facilmente encontrados na literatura.
Aproveitaremos alguns dos resultados para explorar novas possibilidades — tanto neste

quanto no préximo capitulo — tal qual a presenca de minimos de energia.

7.2 Limite em que as regioes tendem a N barreiras

do tipo delta de Dirac

Nesta secao veremos como transformar as diversas regioes em N barreiras descritas
por fungoes delta de Dirac, generalizando assim os conhecidos resultados para duas
barreiras [17, 18]. Para isto, faremos novamente a redefinigao A\; — \;h;, tal que
h;0; = 1, e em seguida aplicaremos sobre os resultados do capitulo anterior os seguintes

limites:

Ai — 0, se 1 for impar,
0; — 0, se 1 for par.

(7.1)
Tomados estes limites, as regides de sub-indice par serao transformadas em barreiras
do tipo delta de Dirac, enquanto as regioes de sub-indice impar serao transformadas em
espacos entre as barreiras. Além disso, devemos estar atentos a considerar um nimero
total impar de regioes, sendo as regioes de interesse sempre aquelas de sub-indice impar.
Tendo isto em mente e sendo j um nimero par, de (6.14) temos

( Oj+100 ) _ ( (j + K)er % (k) — K')ers% ) %

1) 2, \ (kj — K)e % (k4 K)em
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L (K + ky)e ™01 (K — K;)em % O, 10
D ! ! 7.2
2K/ ( (K — ky)e ™01 (K + k;)er %1 Oj-10) 7-2)
quando z < 2/, onde os limites Aji1edj_; — 0 (que por sua vez implicam em K;4; =

kj—1 = K = Vk?+m?) ja foram considerados. Considerando agora o limite §; — 0,

nao ¢ dificil demonstrarmos que a equagao (7.2) acima se reduz a

Oip1) Y _ L (2 = N)e A e i O;-10
( @;—l—l(—) T ok _)\j o0 (2/1/ + )\j> e/ 8j-1 @9_1(_) . (7.3)

Por fim, podemos agora redefinir o critério de distribuicao de sub-indices, de forma
a tornd-los mais natural, da seguinte forma: a primeira regiao (i = 1) serd aquela a
esquerda da primeira barreira (que passara a ter A; = A1), a segunda regiao (i = 2)
serd aquela entre a primeira (A1) e a segunda barreira (que passard a ter \; = \y) e
assim por diante, estando sempre atento a divisao em duas regioes distintas no ponto

x = 2’. Desta forma, a equacao (7.3) passa a ser escrita como

Oi410) L[ (@2 =X A e S
= — / / .4
( O 2K/ —Xjeh (2R 4 Ny e io ) (74)

que por sua vez, quando aplicada seguidamente desde a primeira regiao até a regiao

em que se encontra x’, nos fornece

i—1 s Z
O ) _ 11 L (26 = Aiy) e ™0 Aiy e 0
i(—) et 2K’ —Ai—je " Oiy (26" 4+ Aizj) €" di—j e o
J:
(7.5)
Devemos nos lembrar que a expressao (7.5) acima é valida somente quando z < 2.
Para = > 2’ podemos determinar os coeficientes © e ©' de forma analoga — lembrando
sempre que estamos considerando N barreiras — encontrando como resultado
© A 2K+ \;) e i+ \; e~ i+ —K/ON 41
i) = T -5 (@ ) e e (7.6)
Ot L 2K/ \j e (26" — Nj) e "0 0
j=i
Uma vez que os coeficientes foram redefinidos, podemos continuar a usar as mesmas
expressoes do capitulo anterior para a funcao de Green reduzida e, consequentemente,
para os resultados posteriores a ela — a tinica exce¢ao é a expressao (6.66) para a forga

de Casimir, caso que trataremos na préxima secao. Ao fazermos isto, devemos nos
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lembrar que qualquer que seja a regiao de nosso interesse, teremos sempre A = 0 em
seu interior (o que, por sua vez, implica em k; = ). Desta forma, podemos escrever

a funcao de Green reduzida como

i, a') = O3y i) — O, e )] [@g( e — @i en (k_xi*l)L
26; (O O}, — O, By e~ )
(7.7)
e reescrever as defini¢oes (6.43), (6.48) e (6.55) respectivamente como
2 * O 0l "5 + 01, Oy
2(2m)"I'(n/2+1) J, K/ @Z(+)®z( : — 0,0 e "
n/2 00 2
, 7r m
/ = — dr K" X
gi(z) 2(27?)”F(n/2 1) / mr (m Fu)
@;(H@;( ) eremrim) e @imr) 4 @, 0 e (i) N (mime) (7.9)
Oi+) 05" - O Oie” o
3
22m)"T'(n/2+1) Jo K @i(+)@i(f) b — @z(+)@z( e
tal que u; pode ser escrito de forma mais explicita como
n/2 0o ot /!
U = — T / dk L +
2(2m)"I'(n/2+1) J, Qi i) aws; _
)00
7T.n/2 /ood /in—H
p— I{ —
22m)"C(n/2+1) Jo VK2 +m?
= Uy, + Upac (7.11)

identificando-se assim as densidades de energia de Casimir e do vacuo sem condigoes
de contorno. O tensor energia-momento (conforme) da i-ésima regiao serd novamente
dado por

o7 j0),=[ ™ + gi(a) L (112)
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cujo traco, desta vez, resulta em

G(x,x).

2
(07 0) = m? =

(7.13)

Por fim, uma répida olhada nas equagoes (7.5) a (7.13) nos permite constatar que todos

os termos referentes as barreiras (termos contendo ) estdo contidos nos coeficientes

©’s, dados por (7.5) e (7.6).

7.3 Forca de Casimir entre duas barreiras do tipo

delta de Dirac

Como foi dito na secao anterior, com os coeficientes O’s redefinidos os resultados do
capitulo anterior continuam validos, sendo a expressao (6.66), para a forga de Casimir,
a unica excegao — uma vez que tais coeficientes nao sao mais definidos sobre as barreiras.
Ainda assim, pode-se encontrar a forca de Casimir sobre a i-ésima barreira pela forma
habitual, ou seja, pela diferenca entre as componentes (0| T, |0) das regides anterior e
posterior a ela. Em particular, para duas barreiras encontra-se

n.w"/?

oo " (k! ) (2K A K9 A\ —k' 82
0T = - J A
2(2m)"I'(n/2+1) J, K (2K + M) (2K + Ag)eR'%2 — A\ hge= 02
n./? o0 K 20\ g 02
- — drk K" — |1+ 7 7
2(2m)"T'(n/2+1) J, K (26" 4+ \1) (2K 4 Ag)er'02 — A\ \ge=r'02
(7.14)
para a regiao entre elas e
n.w"/? o K
0| T, |0y = — dr K" — 7.15
O e 19 = =3z + 1) /0 SR (7.15)

para a regiao a direita delas. Desta forma, temos a forca de Casimir sobre a segunda

barreira dada por

?I.?Tn/Q o0 K 2>\1)\26—Hl(52
F = - dr K" — . .
2(2m)"T'(n/24+1) J, K (26 4+ M) (2K 4 Ag)er' 02 — A\ dge=r'02
n/2 0 2! 1
n.mw K
- = d"{ "in - 7 7 7 . 7.16
202m)"T(n/2 1 1) / C @m0
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Note que em (1+1) dimensao e massa nula o resultado acima pode ser escrito como

1 /"Od 1
ins? Jo Y LA DG F D — 1

onde fizemos y = 2kd (sendo 0 a distancia entre as barreiras). Além disso, se redefi-

Fy =

(7.17)

nirmos A0 — A, de modo a tornarmos A admensional, obteremos exatamente a mesma
expressao das referéncias [17, 18], dada por

o /Ood !
T o Y EADE e -1

(7.18)

Contanto que se altere o valor da constante A de modo a compensar tal redefini¢ao, esta
nao provocara qualquer alteracao na forca de Casimir para uma distancia fixa entre
as barreiras. Porém, quando permitimos que o valor da distancia varie livremente, as
duas defini¢oes provocam comportamentos diferentes na forca de Casimir.
De fato, nas expressoes (7.17) e (7.18), temos a liberdade de fazer qualquer redefinigao
do tipo

A — Af(9), (7.19)

onde f(J) é uma funcdo finita de § nos intervalos em que iremos considerar. Note que,
independente da fungao que escolhermos, sempre obteremos como limite o resultado

de Liischer quando A — oo.

7.4 Minimos de energia

Motivados pela ambiguidade na definicao de A, vamos agora buscar por redefinicoes
que possibilitem a existéncia de minimos de energia. Para simplificar, consideraremos a
existéncia de apenas duas barreiras, que por sua vez interagem com um campo escalar

real nao massivo, de modo que energia de Casimir sera escrita como

/2 1

Ucas = dy y" :
(26)+1(27)n T (n/2 + 1) /0 (/\1]?{@ + (5w + De? — 1

(7.20)

Devemos notar que o resultado obtido por nés, correspondente a equagao (7.17), equi-

vale & escolha f(J) = J, enquanto o resultado das referéncias [17, 18], correspondente a
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equagao (7.18), equivale & escolha f(d) = 1. Dito isso, sabemos que possiveis minimos

locais serao encontrados quando

ducas
= 0. 21
75 =0 (7.21)
No entanto, temos que
ducas Wn/2 /OO Q(é)
= — dy y" (7.22)
n+1 n 29

onde Q(9) é dado por

o0 = {[(7i % ") g

! (f(lé)'dj;?) - nzl) fzJa) (A;;jg) - n:;l} e’ + ngl}(.mg)

Devemos notar que, para (7.21) ser satisfeita, o integrando de (7.22), e consequen-

temente (7.23), deve assumir tanto valores positivos como negativos. Nao ¢ dificil
perceber que, para que isto aconteca, o termo entre colchetes de (7.23) devera assumir
tanto valores maiores quanto valores menores que —(n + 1)/0 no intervalo 0 < y < co.
Além disso, para facilitar nossa andlise, facamos A\; = Ay = A, de modo que tal termo

passa a ser escrito como

(i 5022 ) =g 2025 o)
(7.24)

Note que (7.24), acima, é uma fungao de segundo grau da variavel y/Af(J) que sempre
passa pelos pontos (—1;0) e (0; —(n + 1)), onde o primeiro valor se refere a varidvel
y/Af(0), enquanto o segundo se refere a prépria (7.24). Sendo assim, se tal funcao for
uma parabola com concavidade voltada para baixo

1 df(s) n+1
(f(é)' 5 < 26) (7.25)

ou for uma reta

1 df(o) n+1
(f(é)' ) )’ (7.26)
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ela sempre assumird valores menores que —(n+1)/d para valores positivos de y. Desta

forma, é condicao necessaria para a existéncia de minimos que

1 df(o)  n+1
F0) ds T 20

(7.27)

Pensando em uma possivel expansao da fungao f(§) numa série de Taylor em torno do
ponto § = 0, vamos verificar até que ordem deveriamos ir para possibilitar a existéncia
de um minimo. Para isso, fagamos f(J) = §¥ em (7.27), o que nos dé a condicio

1
k> “;r . (7.28)

Portanto, quanto maior o nimero de dimensoes espaciais consideradas, maior deve
ser o valor da poténcia de d para que existam minimos. Além disso, fica claro que,
mesmo trabalhando em (1+1) dimensoes, nao encontraremos minimos se utilizarmos
as defini¢oes encontrada na literatura (equivalente a fazermos f(§) = 1) ou proposta

por nos (equivalente a fazermos f(J) = §).

7.5 Limite de acoplamento forte

Sabemos que, no limite de acoplamento forte (A — o0), uma barreira modelada por
um delta de Dirac ira produzir, no ponto onde se situa, o mesmo efeito da imposicao
de condig¢oes de contorno de Dirichlet, aplicadas sobre este mesmo ponto. Sendo assim,
tomaremos agora o limite A — oo sobre os resultados obtidos na segunda secao deste
capitulo, encontrando assim a expressoes validas para o caso de N barreira modeladas
por condigoes de contorno de Dirichlet. Comegando pela equagao (7.4), sabemos que
o fato de acrescentarmos a ela uma constante multiplicativa nao altera os resultados
fisicos obtidos por seus coeficientes — uma rapida olhada nas equagoes (7.8), (7.9) e
(7.10) ¢é suficiente para nos convencer disso. Sendo assim, iremos convenientemente

multiplicd-la por '/);, de modo a obtermos

O110) 1 (2k = Aj) e "% Ay e’ O
= , ' 7.29
( Oj+10) 2\ —Aj e (2K Ny) e i ) (7.29)
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note que os coeficientes ©’s continuam adimencionais. Tomando agora o limite A\ — oo,

Ojt10 L[ —e 0 e O,
- = / / . 730
( @9+1(7) 92 —e K0 K'Y ;'<,) ( )

Escolhendo os primeiros coeficientes, convenientemente, como

@1(,) o O
EDEES] o

a aplicagao seguida de (7.31) sobre (7.30) nos leva a encontrar para a i-ésima regiao

obtemos:

i—1
Oi) =0, = Hsinh K'0;, (7.32)
=2

tal que, para i = 2, tem-se

Raciocinio semelhante nos leva a expressao
N
_ / _ : /
Oiy = Oy, = H sinh '6;, (7.34)
j=i+1

onde os primeiros coeficientes foram escolhidos como

ONt11) "' ON+1

=9 7.35
( I 0 (7.35)
e tal que, para i = N, tem-se

Na verdade, o fato dos coeficientes © e ©’ serem iguais (tanto aqueles obtidos pela
esquerda quanto os obtidos pela direita) faz com que eles sejam cancelados nas equagoes
(7.8), (7.9) e (7.11), que passam a ser escritas como

7.‘.n/2

2(2m)"T(n/2 + 1

U; = —

)/o dk /@"% coth k'4;, (7.37)

, /2 ) /oo I m? coshk/'(2x — x; — 2;_1) (7.38)
0

gi(x) = — 2(2m)"I'(n/2 + 1 K.K/ sinh /9;
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J— "l / Sk coth w15, (7.39)
ST T2 ) S, T R i '

Nao ¢é dificil perceber que as equacgoes acima sao uma combinacao daquelas obtidas
no capitulo 4, onde consideravamos separadamente o campo em (n+1) dimensoes e o
campo massivo. Além disso, devemos notar que o numero de barreiras consideradas
nao alteram as componentes do tensor energia-momento dentro de uma dada regiao.
Tal fato ja era esperado — uma vez que no capitulo 3 conseguiamos determinar a funcao
de Green reduzida, dentro de uma determinada regiao, sem que precisassemos “sair”
dela — e é de facil interpretagao: as condigoes de contorno de Dirichlet representam
barreiras intransponiveis para o campo, de modo que este nao consegue trazer qual-
quer informacgao exterior para dentro de uma determinada regiao. Da mesma forma,
nenhuma informacao contida em uma determinada regiao pode ser levada pelo campo
para regides vizinhas. Ainda assim, a forca de Casimir sobre uma barreira sofre a

influéncia tanto da regiao anterior quanto da posterior a ela, e é dada por

F ' n.r"/? /00 LE e 247"
'3 — TL.UZ - TL.UZ = — K — ~ _ — .

(7.40)

Pela equacao acima é possivel perceber que, para o presente caso, cada barreira sera
sempre empurrada no sentido da maior para a menor dentre as duas regioes por ela
separadas. Tal fato fica ainda mais evidente para o caso de massa nula, onde a integral

pode ser resolvida e escrita como

nC(n +1) G — ot

F,=— :
‘ 4"7r”/2F(n/2) ((5,’52‘+1)n+1

(7.41)



Capitulo 8

Modos transversais magnéticos

(TM)
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8.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, consideramos o efeito Casimir para um campo escalar real
em diversas circunstancias: campo massivo ou sem massa, em uma ou mais dimensoes
espaciais, interagindo com barreiras ou regioes de diferentes potenciais, etc. Porém,
todos os casos que consideramos tinham algo em comum: ou o campo era submetido
a condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas ou interagia com potenciais que,
no limite de acoplamento forte (A — o0), tendiam a essas mesmas condi¢oes. Em
muitas das aplicagoes dos modelos e resultados ja discutidos, estamos interessados
em usa-los para estudar o efeito Casimir que surge devido ao campo eletromagnético,
que por sua vez pode ser dividido em dois modos: os modos tranversais elétricos
(TE) e os modos tranversais magnéticos (TM). Os modos tranversais elétricos (TE)
sao obtidos, em condutores perfeitos, substituindo-os por condi¢oes de contorno de
Dirichlet homogéneas ou, em modelos mais realistas, por potenciais que, no limite
de acoplamento forte, retornem a essas mesmas condigoes. Ja os modos transversais
magnético (TM) s@o obtidos, em condutores perfeitos, substituindo-os por condigoes
de contorno de Neumann homogeéneas ou, em modelos mais realistas, por potenciais
que retornem a essas mesmas condigoes no limite de acoplamento forte.

Sendo assim, ao associarmos tudo o que desenvolvemos até agora ao campo eletro-
magnético, estaremos cobrindo apenas as contribui¢oes do modo TE. Como exemplo,
tomemos as equagoes (5.10) e (5.13) do capitulo 5. Por elas, temos que a densidade de

energia e a for¢ca de Casimir sao dadas respectivamente por

(n—1I(n+1)

cas — 8.1
u 4nan+17rn/21"(n/2) ( )
(&
nl¢(n+1)
F...=— , 8.2
4nan+17rn/2r<n/2) ( )

onde n é o numero de dimensoes espaciais que estamos considerando — para n = 1

obtemos novamente o resultado de Liischer, como era de se esperar. Integrando (8.1)
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entre as duas barreiras (ou simplesmente multiplicando pela distancia entre elas, uma
vez que a densidade de energia é constante) e considerando n = 3, encontraremos para
a energia de Casimir (por unidade de drea)

71_2

Eeos = 141003 (8.3)

Considerando n = 3 também em (8.2), encontramos para a forga de Casimir (também

por unidade de area)

7T2

Frgs = ———.
48041

(8.4)

Uma vez que os resultados acima foram obtidos para o campo nao massivo, podemos
considerd-los validos para o campo eletromagnético (confinado entre duas placas para-
lelas, perfeitamente condutoras e separadas por uma distancia a). No entanto, segundo
as equagoes (2.114) e (2.115) do capitulo 2, os resultados obtidos por Casimir em seu

artigo original sao dados por

F.,.=——— .
cas 79043 (8 5)
(&
2
T
Fcas ) .
240a* (8:6)

onde ja passamos a escrever em unidades naturais (A = ¢ = 1). Ou seja, os resultados
que obtivemos correspondem apenas a uma parte — neste caso a metade — daqueles
que seriam esperados, uma vez que cobrem apenas os modos TE. Para obtermos os
mesmos resultados obtidos por Casimir, devemos também levar em consideracao os
modos TM, responsaveis pela parte que falta. De fato, veremos na proxima secao que,
para condutores perfeitos, os dois modos dao contribuicoes iguais para a energia e para
a forga de Casimir e que, portanto, a soma destas nos da os resultados (8.5) e (8.6). J&
nas secoes seguintes, encontraremos expressoes que nos permitam considerar o modo
TM para casos mais gerais, comecando por barreiras do tipo delta de Dirac e, em

seguida, passando para N regices de diferentes potenciais.
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8.2 O campo escalar real em (n+1) dimensoes sub-
metido a condicoes de contorno de Neumann

Nesta se¢@o submeteremos o campo escalar real, com massa nula e em (n+1) dimensoes
a condicao de contorno de Neumann nos pontos x = 0 e x = a. Sendo assim, a fungao

de Green reduzida devera satisfazer a equagao

82 / /
{—@wﬁ} g(x,2") = o(x — 2), (8.7)
juntamente com a condigao
9g(x, ') dg(z, ')
or  |,_, or |, (88)

Lembramos ainda que a funcao de Green reduzida é continua em todos os pontos,
inclusive em x = 2/, mas que sua primeira derivada é descontinua justamente neste
ponto e que a integragdo de (8.7) sobre um intervalo infinitesimal em torno de z’ nos

permite escrever tal descontinuidade como

_dg(z,2')

= ~ 1. (8.9)

o+ dx
Desta forma, para 0 < z,2’ < a, a equagao (8.7) e a condigao (8.8) nos permitem
escrever

/
gz, 2) = { A cosh kz, << <a (8.10)

Ascoshk(a—z), O0<a'<zx<a -

Ja a condicao de continuidade em x = 2’ nos permite reduzir a solu¢ao acima para
g(z,2") = Acosh kx. coshk(a — x-.). (8.11)

Por fim, a descontinuidade em = = z’, descrita por (8.9), nos possibilita encontrar

cosh kz - cosh k(a — z)

N — 12
9(w,2') ksinh ka (8.12)

Como estamos trabalhando em (n+1) dimensoes, podemos obter a densidade de energia

por

n.m? - =l 2 !
<O|T00’0>__2(27T)n1“(n/2+1)/0 dox K no " *a‘”ax) g(”)Lx/’

(8.13)
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resultando em

/2 > cosh k(2z — a)
0] Tw0 |0) = — dr K" |cothka — (n — 1
(0 To0 10) 2(2m)"I'(n/2 + 1) /0 e [CO ra—(n—1) sinh ka

(8.14)
Comparando o resultado acima com (5.9), obtido para o modo TE, vemos que a tnica
diferenga entre eles é o sinal do segundo termo do integrando. Uma vez que tal termo
¢ uma constante espuria, podendo ser descartado, a contribuicao dada pelos modos
TE e TM a energia de Casimir serao iguais, e sua soma, em trés dimensoes espaciais,
resultard em (8.5), assim como obtido por Casimir. De fato, para obtermos a equagao
(8.5), devemos ainda multiplicar a densidade de energia pela distancia entre as barreiras
(além, é claro, de subtrair o termos correspondente & energia do vacuo).

Continuando na regido 0 < z, 2’ < a, podemos encontrar a componente (0] 7, |0) por

n."/?
2(2m)"I'(n/2 + 1

(0] Tpe |0) = — ) /000 di K" [(—K° + 0,0 )g(z, 2")]__ (8.15)

resultando em

T nﬂ.n/Q ood L
0| e l0) = — " cot

(0 Tz [0) 2(27?)"F(n/2+1)/0 i oM
nl¢(n + 1)

4ngntlgn/20(n/2)

+ N Upge- (8.16)

O resultado acima é o mesmo obtido em (5.13) para o modo TE, ou seja, os modos TE
e TM também contribuem igualmente para a forca de Casimir, com sua soma, em trées
dimensdes espaciais, resultando na equagao (8.6).

Podemos ainda continuar e, a exemplo do capitulo 4, descobrir que as outras compo-
nentes (0| 7}, |0) da diagonal principal sao iguais a componente (0| Too |0), exceto por
um fator —1, e que as componentes fora da diagonal principal sao nulas. Por fim, po-
demos também substituir o tensor energia-momento canonico pelo conforme, bastando

para isso subtrair de cada componente o termo

n—1 (8“8”—9‘“’82) G(a:,:c).

8.17
4n 7 ( )
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Feito isso, obtém-se como resultado o mesmo tensor encontrado no final da secao 4.2
para o modo TE
(0] T |0) = u : (8.18)
O —1

Tal resultado ja era esperado pois, como vimos no final da se¢ao anterior, para con-
dutores perfeitos os modos TE e TM dao contribuicoes iguais a forca e a energia de

Casimir.

8.3 Modos TM para N barreiras do tipo delta de
Dirac

Nesta secao consideraremos o efeito Casimir que surge quando aplicamos a funcao de

Green, nos pontos sobre as barreiras, as condigoes de contorno

+ +
dg(z, ') | K 9g(z,2’)
T _ =0 e g(l’,[[’l) _ == OéjT, (819)
tal que
Aj = 00 = |aj| = oo. (8.20)

A exemplo da referéncia [31], adotamos tais condigoes de contorno pois, no limite de
acoplamento forte, estas se reduzem as condigdes de contorno de Neumann (apropriadas
aos modos TM do campo eletromagnéntico), ou seja

g(x, ')

)\j—>OO = o

— 0. (8.21)

z;
No entanto, ao contréario de [31], ndo determinamos a principio a relagao de a; com
as outras varidveis que estamos trabalhando — exceto por (8.20), que era condigao
necessaria — ganhando assim mais liberdade para fazé-lo quando for preciso. Lembrando
que nos espacos entre as barreiras a funcao de Green reduzida deve satisfazer a equagao

de campo

2
[—% + k% + mQ} g(z,2") = d(x —2'), (8.22)
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e sendo x < z’, as condigoes (8.19) nos levam as seguintes relagoes entre os coeficientes

das regioes anterior e posterior a barreira do ponto z;:

i KkK'x; i —k'zi At K xs i —klz;
i K'x; i —Kk'zi At K xs i —Kk'z; i K x; i —k'z;
A%e™ ™ 4 Bie " = AL "+ Bl e " — ajk (AjHe i — B e 7) ., (8.24)

que quando combinadas podem ser escritas como

/e
e—fi Zj

A= [(2’4 — o) A" + Bl e " %} (8.25)
e
. e”lxj . . . .
B! = 5 [_aj/g’QA;.He” T+ (25" + c»sz'Q)B;He*'$ xf] . (8.26)

Novamente, a exigéncia de que a fun¢ao de Green reduzida seja sempre finita, mesmo

para x — —o0, nos possibilita escrever as relagoes

O e AL — O e "B = () (8.27)
Oj1e" 3‘+1 — O e " ij;'H =0 (8.28)

para os coeficientes A e B de cada regido. Desta forma, pelas equagoes (8.25) e (8.26),

temos que

i1y _ L (28" — a;K)e™%  a;Ker S
( Oi1y ) 2w —ajK?e % (26" + a k%)% O, )’ (8.29)

que por sua vez, quando aplicada seguidamente desde a primeira regiao até a regiao

em que se encontra x’, nos fornece

1—1 5. 5.
Oi) \ _ 11 L [ (2K — k) e "0 oy ik 0 O1
/ — b s IS, . !
io) Ll 9k \ —a; ;K e7'0i-i (26" + a;_;K/?) e i - )’

Jj=1



110

sendo os primeiros coeficientes dados por
@1(,) - O
( 1) T e ) (8.31)

Da mesma forma, é possivel encontrar, para x > /, as seguintes relacoes entre os

coeficientes das regioes anterior e posterior a barreira do ponto x;:

i Kz; i —k'z; _ gt Kz _ pi,—Kxj
Al e B}, e = Ale Ble (8.32)

. /... . o - s - o
Al €7+ Biem N = Ale™ ™+ Biem" Y + gk (A;-e" “ — Be ’”7), (8.33)

que podem ser combinadas de modo a fornecer

p .
—R I

= 62—/ [(2/{' — a;K?) Al — ozj/i'QB;e_”/zj} (8.34)
K
¢
. Gn/xj 2 4 ’ 2 . ’
= e |:O(jlil ALe™ " + (25" + ;K" ) Bije ™" xﬂ} : (8.35)
K

Novamente, a exigéncia de que a fungao de Green reduzida seja sempre finita, mesmo

para x — 400, nos possibilita escrever as relagoes

K'z; Al / —k'T; I
e
] Kzip1 A1 —Kk'rjipi Rl
Ojprme” T A jrine B =0 (8.37)

para os coeficientes A e B de cada regido. Desta forma, pelas equagoes (8.34) e (8.35),
temos que

Qi) \ _ 1 [ (2K + et —qrPe " m O r1h) (8.38)

/ —_ /5. _ 5. / .

Ot 2K\ a;K%e (26 — ajr)e 0 O )
que por sua vez, quando aplicada seguidamente desde a ultima regiao até a regiao em
que se encontra x’, nos fornece

N / 12\ ,K'6; 2 —rK'd;
@;‘<+> _ H 1 (2K + a;r"?) et —ayk? e 0t @;v+1<+>
- ~ '8 !S5
O 2K\ ajr? emoit (2K — ajK"?) e i+ Ontiny )

"~ (8.39)
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sendo os primeiros coeficientes

Ont1ch) e HoN
= ) 8.40
( CT 0 (8.40)

Por fim, admitindo que em torno do ponto x = z’ as relagdes

'+

g _ Og(z, ')
_ ox

=1 (8.41)

z'~

continuem véalidas, temos

[@ +>€H "(zi—2>) +@;(+) —K/ :pl—m>:| [@;( ) K (< —mi-1) _l_@z( e H(I<—£Bi_1):|

2k (i) 0} er'® — O] Oy e—')

i(+)

9?(% I,) =
(8.42)

Comparando a expressao obtida acima com (7.7), obtida no capitulo anterior, vemos

que ambas ficam “com a mesma cara”apds a substituicao
0 — -0, (8.43)

onde usamos a expressao “com a mesma cara”’, ao invés de iguais, pois os coeficientes
©’s sao definidos de forma diferente para os modos TE e TM. Sendo assim, podemos
encontrar a expressao para o tensor energia-momento conforme do modo TM usando

esta mesma substituicao. O resultado encontrado é dado por
= I(L)Z n.ou'- 0 / (1) 8 0
(O] 10); = ' — gi(x) , (8.44)
O —u;. d O -1
onde mantivemos as defini¢ées (7.8), (7.9) e (7.10) para u(x), ¢'(x) e v/(z), respectiva-
mente, lembrando mais uma vez que agora os coeficientes ©’s sdo dados por (8.30) e

(8.39), e nao mais por (7.5) e (7.6). Mais uma vez, nao ¢é dificil verificar que o trago

do tensor energia-momento obedece a equacao

mQG(fwr)

(0172 |0y, = (8.45)

Por fim, ao compararmos as equagoes (8.30) e (8.39) com (7.5) e (7.6), percebemos

que os coeficientes ©’s do modo TM também podem ser obtidos, a partir daqueles do
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modo TE, por uma simples substituicao, sendo esta

i = ok (8.46)
Obviamente, se pudermos considerar
Ai

as defini¢oes dos coeficientes para os modos TE e TM se tornam iguais. Sendo assim,
as equagoes (7.12) e (8.45) nos mostram que, neste caso, o termo esptrio ¢'(z) é na-
turalmente cancelado, e que os dois modos dao contribuigoes iguais a energia e a forca

de Casimir.

8.4 Modos TM para N potenciais do tipo barreira

Na secao anterior, determinamos o tensor energia-momento (conforme) para o modo
TM de um campo escalar e massivo, que interagia com N barreiras modeladas por
funcoes delta de Dirac. Naquela ocasiao introduzimos um novo parametro «, mas nao
estabelecemos sua relagao com a constante de acoplamento A, dizendo apenas que no
limite de acoplamento forte (A — 00) 0 médulo de « tendia a infinito. Tal abordagem
foi possivel pois, uma vez que as barreiras eram pontuais, as solugoes gerais da funcao
de Green nao continham referéncia explicita a constante de acoplamento A — de fato,
se analisarmos os resultados da secao anterior, veremos que a unica dependéncia em A
estd contida em «, embora esta nao tenha sido especificada. Ja no presente caso, nao
teremos como seguir da mesma forma, e a relacao entre a e A tera que ser estabelecida
desde o principio. No intuito de mantermos a solucao geral da fun¢ao de Green reduzida
dada por

gj(x,2') = Ale™™ + Ble™"®, (8.48)
lembrando que os sub-indices i e j se referem as regioes onde se encontram z’ e ,

respectivamente, e que

K; = /K2 +m?+ A, (8.49)
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temos que a relacao entre o e A pode ser estabelecida como

i
aj=+7. (8.50)

Ao escolhermos o sinal positivo na equacao acima, toda a discussao feita no final da
secao anterior continuara valida e, portanto, a contribuicao dada pelo modo TM a
energia e a forca de Casimir serd igual aquela dada pelo modo TE, obtida no capitulo
6. No entanto, a escolha do sinal negativo e sua aplicagdo na equagao (8.29) nos levam
a seguinte relagao entre os coeficientes ©’s quando = < 2’
, vy 5
(80 ) =2 (W02 w20 ) (82) o
E importante notarmos que agora estamos tentando fazer o caminho inverso daquele
tomado na segunda se¢ao do capitulo anterior, ou seja, encontrar a expressao valida
para N regioes de diferentes potenciais, e larguras finitas, a partir daquela vélida para
N barreiras do tipo delta de Dirac. Sendo assim, é natural nos guiarmos pelos passos
que tomamos antes para alcangarmos nosso objetivo. Em particular, a equagao (8.51),
acima, é equivalente a equacao (7.4) do capitulo anterior, que expressa a relacao entre
os coeficientes ©’s ja com a notacao adequada para tratarmos N barreiras do tipo delta
de Dirac. Nosso passo seguinte, serd voltarmos a uma notacao mais adequada ao caso
de N regioes, ou seja, obter uma equagao para o presente caso que seja equivalente a
equagao (7.3) do caso anterior. Por simples comparacao, nao é dificil percebermos que

a equacao que procuramos ¢ dada por

©j110) L@+ ei et Q10
= , ) ) 8.52
( Oj+10) 2 Aj e o (26" = A;) <% Oj10 (8:52)

A equagao acima representa o limite em que 6; — 0, onde J; é a largura da regiao
intermediaria aquelas de sub-indice j + 1 e 7 — 1 — cujos coeficientes estao relaciona-
dos acima. E justamente tal regiao que queremos “restaurar”, tornando sua largura
novamente finita. Comparando as equagoes (7.3) e (8.52), e fortemente inspirados por

(7.2), somos levados a sugerir

( @;‘—&-1(—) ) _ 1 ( (k; — K/)e—njéj (; _I_I{/)enjéj ) "

JHL-) 2_/-13 (kj+ K')e "% (k; — K)e"i%
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1 ( (1 = Kj)e ™5t (K + gy )esr ) < Oj-100 )(8.53)

oW (K 4 kj)e %1 (K — k;)ed 0 i—1(-)

como a relagao que, no limite 6; — 0, implica em (8.52) — para que tal limite seja mesmo

satisfeito, devemos nos lembrar que «; ¢ dado, a principio, por x; = \/ K2 +m? 4+ \jh;
(tal que hjd; = 1), mas que podemos redefinir A\;h; — A; daqui para frente, de modo a
retornamos a defini¢ao habitual (8.49). Note que (8.53) ndo é a tnica relagao possivel,
no entanto é a que mais se assemelha a (7.2). Além disso, nela estd sendo considerado
que as regioes anterior e posterior a j-ésima sao regioes de potencial nulo A\j_; = A\j;1 =
0, o que, por sua vez, implica em k;_1 = Kj41 = K = V2 + m2. Comparando (8.53)
com (6.83), nao é dificil perceber que, ao “restaurarmos” o potencial das regioes citadas,
obteremos
Op1 ) _ 1 (Kj = Kj1)e ™% (kj + Kjq1)e™% O

( Ot ) 2 ( () + K )e % (k) — Kjpr)e% ) ( i ) - (659

Ao usarmos novamente a defini¢do (6.16) para os primeiros coeficientes, encontramos

para a i-ésima regiao

i1 s s
Qi) = 11 ! (Ki-j — Hz'fjﬂ)e_mﬁjw (Ki—j + ’%:fjﬂ)emﬂ?ﬂ o
i(-) 26i—j \ (Kimj + Kimj1)e M%7 (Kimj — Kiojyr)emi—% e

j=1

(8.55)

quando x < x’. Raciocinio semelhante nos leva a encontrar
i) T L (k= m)e (kg e eTNON g e
@§(+> B ,111 2_/<c] (kj + /ij_l)e“jéj (Kj — ﬁj_l)e—ﬁﬂj 0 (8.56)
para a regiao x > z’. Apenas como uma curiosidade, podemos voltar um pouco mais

e, lembrando que agora os coeficientes ©’s sao definidos por

O, AL — O] e "% Bl = ( (8.57)

. Kj4+1%5 At o / —Kj+1T§ I _
Oj 1A — O e B, =0, (8.58)

)
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quando z < 2/, e por

KiTi At / —n-m- i
@](+)e 7 ]A @ (+) 7 ]B] — 0 (859)
(§]
K T 7 / —Ki11T; i _
@]+1(+)€ i+l j+1AJ+1 ]+1(+)6 i+l J+1BJ+1 — O, (8'60>

quando = > z’, podemos encontar a seguinte relagdo entre os coeficientes A e B de

duas regioes seguidas

by (A3 4 Ble) = wyun (A,05°05 4+ Bjpeom) (861
e
Aleti® — Ble™% = — Al et 4 B e (8.62)
ou, simplesmente,
ki.g(x,2')| = kj1.9(x,2) (8.63)
x; xT
e
10 ! 1 0 !
kj  Ox o K ox ot

Por fim, assumindo novamente que (8.41) continua valida no ponto x = 2/, temos que

a funcao de Green reduzida é dada por

[@ nz(ml ) +@;(+) —m T;— z>] [@;( ) Ki(T<—xi—1) +@z( e n(m<—mi_1)]
2R; <@i(+>@i(7) — 0,0 e ’) ’

i(+)
(8.65)

gi(z,a') =

enquanto o tensor energia-momento conforme continua dado por (8.44), porém com as
defini¢bes originais de u(x), ¢'(x) e v/(z), dadas por (6.43), (6.48) e (6.55). Mais uma

vez, pode-se mostrar que

G(z, :E)

?

(017 10); = (m* + \y)

(8.66)
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Conclusoes
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9.1 Conclusoes

No presente trabalho seguimos em duas diregoes distintas: a da quebra espontanea de
simetria e a do efeito Casimir. Em ambos os casos, ficou evidente a grande influéncia
que pode ser exercida sobre uma teoria quantica de campos por restrigoes impostas
ao campo. Nossos principais objetivos eram descobrir em que casos a imposicao das
condicoes de contorno de Neumann poderiam inibir a quebra espontanea de simetria
no mecanismo de Coleman-Weinberg (assunto este que foi desenvolvido no capitulo 3)
e desenvolver um modelo geral — usando como protétipo o campo escalar real — que
nos permita explorar o efeito Casimir em diversas situagoes, sendo portanto de grande
aplicabilidade (assunto desenvolvido no capitulo 6).

Para o primeiro dos objetivos, analisamos a segunda derivada do potencial efetivo,
em (¢) = 0, para saber sob quais condigbes este ponto representa um minimo — se
(¢) = 0 representa um minimo, a simetria nao é quebrada. Encontramos que a quebra
espontanea de simetria ¢ inibida se a ~ ¢*(My)~" e que para a = e(M,)™!, embora a
quebra nao seja inibida, o minimo é modificado. Uma vez que consideramos as apro-
ximagoes do potencial efetivo até um “loop”, é natural nos perguntar se a inibigao da
quebra espontanea de simetria se mantém quando termos de maior ordem sao conside-
rados. Embora uma extensao do calculo para ordens mais altas seja muito trabalhosa,
podemos realizar uma estimativa grosseira de suas consequéncias. Uma anélise dimen-
sional mostra que os termos que sao devidos a presenca das condicoes de contorno sao
do tipo ¢"a"* (n = 0,1,2...), para qualquer ordem de h. Uma vez que as corregoes
de ordens mais altas em A somente aumentam a ordem das constantes de acoplamento
nos coeficientes dos termos em poténcias de ¢, estes termos serao despreziveis quando
comparados com seus respectivos termos de ordem % (se 8 é de ordem de €?). Disso,
podemos concluir que nossos resultados sao confidaveis para todas as ordens em h.

J& para o efeito Casimir, encontramos as expressoes validas quando o campo escalar

real interage com N regioes de diferentes potenciais. Nossas expressoes finais sao todas
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dadas em termos de coeficientes ©’s, que por sua vez podem ser calculados direta-
mente através de uma sucessao de produtos de matrizes. Neste processo, cada matriz
“representa” a transicao entre duas regioes adjacentes, ou da esquerda para direita ou
da direita para a esquerda, devendo portanto ser escolhida de forma adequada a cada
caso. Desta forma, as informagoes que caracterizam cada regiao devem ser inseridas
nestas matrizes que, por fim, serao transmitidas aos coeficientes de nossas solugoes.
Acreditamos que tal forma de solucao é de grande utilidade pratica para calculos com-
putacionais e que, em situacoes onde o efeito Casimir seja relevante, estes poderao ser
usados para prever o comportamento de intimeros sistemas em diversas configuragoes.
Nos capitulos 7 e 8, exploramos algumas possibilidades de aplicacao das nossas solucoes,
obtendo o caso limite das barreiras do tipo delta de Dirac e uma versao adequada para
tratar modos TM.

Para o futuro, veremos até onde nosso modelo pode ser aplicado, trazendo novas con-
tribuicoes a compreensao do efeito Casimir e de assuntos relacionados. Esperamos
também que ele seja utilizado por outros pesquisadores de diversas areas, que vao
desde teoria quantica de campos até a fisica aplicada, e que possa servir de guia para
pesquisas experimentais e possiveis aplicagoes tecnoldgicas que, por ventura, venham
a surgir. Por fim, sua generalizagao para outros tipos de campo é uma possibilidade a

ser explorada caso ele realmente se confirme como uma boa ferramenta.
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