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"If you think you understand quantum me-
chanics, you don’t understand quantum me-

chanics. "(Richard Feynman)



Resumo

O objetivo deste trabalho é realizar a quantizacao de Lagos do modelo BF acoplado com
matéria topologica em 1+1 dimensoes. Para tal, introduzimos os conceitos principais e
aplicamos a metodologia no modelo BF puro, comecando pelo formalismo hamiltoniano do
modelo, quantizacao candnica para sistemas vinculados proposta por Dirac e quantizacao
de Lacos. Depois aplicamos a mesma metodologia para o modelo acoplado, também
explorando uma propriedade de supersimetria rigida contida nele, que nos serve de guia

para uma escolha de coordenadas apropriada a quantizacao.



Abstract

The aim of the present work is the loop quantization of the BF model coupled to topo-
logical matter in 1+1 dimensions. In order to do this, we introduce the main concepts of
the pure BF model, by beginning with the hamiltonian formalism, canonical quantization
for constrained systems proposed by Dirac and loop quantization methods. We then ap-
ply this methodology to the coupled model, exploiting a rigid supersymmetry contained

in it, which guides us for a suitable choice of variables for the quantization.
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Capitulo 1

Introducao

No atual estagio a fisica das interacoes fundamentais apresenta duas teorias bem su-
cedidas na descricao dos fendmenos, cada uma num certo dominio, que sao a Mecanica
Quantica [1] e a Relatividade Geral [2],|3],[4]. A primeira obteve seu maior sucesso atra-
vés da formulagao da teoria quantica de campos, que é capaz de descrever fenémenos
microscoOpicos através de interacoes entre a matéria e as forcas fundamentais da natureza,
exceto a gravidade [5]. Ja a Relatividade Geral propoe uma dinamica para o universo, e
em grandes escalas é uma teoria muito bem sucedida.

A tentativa de se incluir a gravidade numa teoria quantica de campos tem sido um dos
grandes desafios da fisica atual [6]. Na escala de Planck L, = \/hG/c® ~ 1,6 x 107%m
efeitos quanticos da gravitacao devem ser levados em conta, e portanto seriam importantes
na descricao do universo me seus estégios iniciais.

O fato de a Relatividade Geral ser uma teoria nao renormalizdvel conduziu a novas
tentativas de construcao de teorias onde a relatividade aparece como uma teoria efetiva,
valida somente a grandes escalas. Este é o ponto de vista da Teoria de (Super)cordas, que
prevé novas simetrias, dimensoes extras, objetos estendidos, ao invés de particulas, etc.
[7].

Outra abordagem que tem sido investigada é a Gravitacdo Quéantica de Lagos (LQG)
[8],[9]. A linha de pensamento dessa abordagem ¢é tratar a Relatividade Geral como
uma teoria de calibre [10],[11], como o eletromagnetismo, por exemplo, introduzindo, no
entanto, novos elementos. Numa teoria de calibre usual o espaco-tempo é fixo e a simetria

global (de Lorentz) é ditada pelos principios da Relatividade Especial. As interagoes se



dao no espaco-tempo de Minkowski, portanto num fundo fixo. Mas na Relatividade Geral
o campo gravitacional possui dinamica e portanto deve interagir com os demais campos.
A simetria neste caso passa a ser os difeomorfismos, que contemplam a possibilidade
de se efetuar transformagoes de coordenadas locais que mantém invariantes as leis da
natureza [12]. Portanto a LQG pode ser vista como uma teoria que tenta reformular os
principios basicos de uma teoria quantica de campos, cujo objetivo é propor uma teoria
nao perturbativa e independente de uma métrica de fundo.

Ao ser colocada como uma teoria de calibre do tipo Yang-Mills os métodos de LQG
podem ser aplicados a qualquer teoria invariante por difeomorfismos. Dentro desse for-
malismo, as excitagoes fundamentais sao denominadas "redes de spin"(spin networks),
suportadas por grafos fechados. Na LQG tais estruturas fornecem um quadro da geome-
tria no nivel quantico. Volumes e areas assumem valores discretos. A grande dificuldade
da teoria tem sido o tratamento dinamico dessas estruturas, na linguagem da LQG isso
se daria pela imposicao do vinculo escalar. Abordagens alternativas tém sido também
propostas, como o estudo das "espumas de spin"(spin foams).

A relacao entre gravidade e teorias topologicas tem sido explorada ja ha algum tempo.
Por exemplo, em trés dimensoes Witten demonstrou que a gravidade é uma teoria topo-
logica exatamente solivel [13]. Uma identificagdo entre a gravitagao e teorias topologicas
se d4 em trés dimensoes, onde a gravitagao ¢ um caso especial da teoria topologica BF,
que pode ser definida em qualquer dimensao. Em quatro dimensoes ou em dimensoes
maiores essa identificacao nao é possivel, uma vez que essas teorias diferem pela presenca
ou nao de graus de liberdade locais. Mas a relacao entre gravitacao e modelos BF pode
ser ainda explorada formulando-se as teorias BF suplementadas por vinculos. Este tipo
de abordagem tem sido bastante explorado na linha de pesquisa de espuma de spins.

No entanto a relacao entre gravitagao e teoria BF é também observada em duas dimen-
soes. Neste caso a gravitacao nao é descrita por uma acao de Einstein-Hilbert, mas sim
pela gravitacao de Jackiw-Teitelboim, que foi demonstrada ser equivalente a um modelo
BF bidimensional definido num grupo de (anti)deSitter. [14],[15],[16], [17].

Uma teoria fisica completa deve incluir os outros campos de matéria existentes além da
gravitacao. Porém a medida que esses campos sao incorporados na teoria, as equagoes de

acoplamento tornam-se cada vez mais complicadas e nao-lineares. Neste trabalho segui-



remos um acoplamento simples de gravitacdo com matéria topologica |[18] para verificar
como as técnicas da LQG se comportam quando inserimos matéria.

No capitulo 2 fazemos uma revisao sobre o modelo BF em 2 dimensoes, mostrando sua
equivaléncia com a Relatividade Geral, e realizando seu tratamento canénico. No capitulo
3 acoplamos o modelo BF bidimensional com matéria topoldgica e fazemos sua analise
canodnica. No capitulo 4 fazemos uma analise canénica do modelo BF bidimensional
supersimétrico, e mostramos sua equivaléncia com o BF bidimensional acoplado. No
capitulo 5 realizamos a quantizacao de lacos dos modelos BF puro e BF acoplado. Ao
final incluimos apéndices para resumir as principais defini¢oes e teoremas utilizados neste

trabalho.



Capitulo 2

Modelo BF em 141 Dimensoes

Desejamos estudar um modelo de gravitacao em 1+1 dimensoes, uma vez que seu
tratamento nesse niimero é muito mais simples do que no real, em 3-+1 dimensoes. Dessa
maneira, podemos analisar os resultados obtidos nessas dimensoes de modo a facilitar o
desenvolvimento e interpretacao dos resultados em dimensoes superiores. Para maiores
detalhes sobre as defini¢coes de indices, campos e geradores, veja o apéndice A.

Esse capitulo é guiado pelos resultados apresentados nos artigos do Rovelli et al 8] e
Isler et al [15], e utilizamos o tratamento hamiltoniano para campos proposto por Dirac

para a quantizacao [19].

2.1 Gravitacao e Modelo BF

Uma teoria simples de gravitagao em 1+1 dimensoes é bem representada pelo modelo

de Jackiw-Teitelboim, que inclui uma constante cosmologica k:
Syp = / i/ =g(R — 2k), (2.1)
que gera as equagoes de movimento [20]:
R—-2k=0 (2.2)

Vuvzﬂﬂ + kg,uzﬂ/} =0 (23)



Podemos escrever esse modelo no formalismo BF baseado em grupo (A)dS, isto é,
deSitter SO(1,2) ou Anti-deSitter SO(2,1), dependendo do sinal da constante cosmologica
k. Os geradores infinitesimais do grupo sao os de translacao P; (I = 0,1) e de boost de

Lorentz A. Eles satisfazem as relagoes da algebra de Lie do grupo (A)dS:
[Pr, Pj] = kergA, [N, P =€/ Py (2.4)
Reescrevemos os geradores e algebra como:
{T;} =A{T,, 11, To} = { Py, P, A} (2.5)
T3, T3] = fii* T, (2.6)
onde as constantes de estrutura nao nulas sao
fo? =k fil’ =0, fao'=1 (2.7)

onde ¢ = 1 para uma teoria Riemanniana ou ¢ = —1 para uma teoria Lorentziana. A
métrica do espaco-tempo pode ser escrita em termos dos zweibein e’ (r) = el (x)dz" e da

métrica tangencial ny; = diag(o, 1) segundo a relagao:

() = nrey(x)e; (x) (2.8)

Sendo w(z) a conexdo de Lorentz, escrevemos finalmente nossos campos do modelo
BF:
(i) Conexao A:
A= AT, =" P+ wA (2.9)

(i) Curvatura de Yang-Mills F:

F=dA+ANA=F' da"da"T, (2.10)

j2%

(iii) Campo B (escalar):



B:=¢=¢'T; = o' P + A (2.11)

Para levantar e baixar os indices desses campos (os indices latinos, de grupo), utiliza-

mos a métrica de Killing:

o knry 0
kij = Tr(TT;) = _§fiklfjlka (kij) = - (2.12)

Desse modo a acao passa a ser escrita como:

S = /@FZ’(A) (2.13)

2.2 A Acao BF

O modelo BF é uma teoria de campos puramente topologica, cujos campos sao p-
formas que se transformam sob a acao do grupo de calibre, de modo que a teoria é
invariante de calibre e difeomorfismos.

A vantagem de se utilizar o modelo BF est4 em possuir um carater mais geral e mais
simples de se trabalhar, e pode ser posteriormente adaptado para uma teoria de gravi-
tacao escolhendo-se adequadamente o grupo. Nosso objetivo é escrever uma teoria de
gravitacao puramente topologica como uma teoria de calibre e determinar as grandezas
que sao invariantes quando se fazem as transformacoes de difeomorfismos. Considerare-
mos um grupo arbitrario para desenvolver as contas do modelo, mas para a quantizacao
utilizaremos o grupo SU(2).

No nosso caso, em 1+1 dimensoes definimos a O-forma B = B'T;, com B'(x) =
g (z)B(x)g(z). Sendo B uma 0-forma, passaremos a chama-lo de ¢, e suas componentes
de ¢', para ficar na mesma notacao que os artigos de referéncia e também reforcar a ideia
de que é um campo escalar, fazer correspondéncia com a notagdo de Schweda et al [18].

Construimos entao a seguinte acao:

Spr(A, @) = Tr/ch(A) (2.14)

10



Onde F(A) é a curvatura de Yang-Mills da conexdo A. Assim temos a invariancia de

calibre na acao:

S’ :Tr/(b’F’ = /Tr(glgbggng) = /Tr(gzﬁFggl) :Tr/ch: S (2.15)

Nas componentes de grupo: ¢ = ¢'T;, F = FIT;. A métrica de Killing K;; = Tr(T;T})
¢ usada para levantar ou os abaixar indices de grupo e definir um tipo de produto escalar

no espago dos geradores. Entao podemos escrever:

&F:/@ﬁ (2.16)

Em coordenadas:

o1 1 A 1 . . A
SBF = /QSzF;iuéd:EM Ndzx” = 5 /d2x¢i€lﬁ”Fle = 5 /d2x¢i6w/(aquu - aVAL + [A/m Au]l)
(2.17)

2.2.1 As Equagoes de Movimento

Dada a acao BF, utilizando o principio variacional podemos obter as equagoes de
movimento para os campos A e ¢ com sob variacOes arbitrarias dA e d¢, que sao nulas
na regiao de borda, e produzem um extremo da ac¢ao, de modo que 0.5 = 0.

A variacdo d¢ produz §S = [d¢F = 0, implicando F' = 0. A varia¢io §A produz
6S = [ ¢dF =0, de modo que temos que obter 6F em fungao de 0 A:

OF =6(dA+ANA)=diA+0ANA+ANIA=dOA+[A 6A] = DA (2.18)
Integrando por partes:
55 = /quéA _ —/D¢5A (2.19)
Resultando na equagdo D¢ = 0. Assim temos as equacoes de movimento:

F=0 (2.20)

11



D¢ =0 (2.21)

A primeira equacao corresponde a condicao de curvatura nula, que é preservada pela
identidade de Bianchi DF = 0 e corresponde as equacoes de Jackiw-Teitelboim, como
demonstrado por Isler et al [15]. A segunda equagdo tem como resultado que o campo ¢

é preservado espacialmente.

2.2.2 O Formalismo Hamiltoniano

Para quantizar o modelo, precisamos seguir o formalismo canonico de Dirac [19], come-
cando por escrever o modelo no formalismo Hamiltoniano, e depois passar para o dominio
quantico transformando nossos campos em operadores e parénteses em comutadores, pre-
servando as relagoes da algebra.

Consideraremos que nossa variedade tem topologia S; X R, onde a reta real esta
relacionada ao tempo, e o circulo S; corresponde a um espaco fechado periddico para a
coordenada espacial x.

A acgao é escrita como a integral da funcao Lagrangiana:
S = /dtL(A,A) (2.22)
De modo que temos a seguinte Lagrangiana:
L— % / da i Fl e = / dedi(@AL — 0,41 + i AT AR (2.23)
Integrando por partes e permutando indices:
L= / dz (40, AL + AjO, ¢ + fi" Aj AL dy) = / da(:0,AL + AL Dy ;) (2.24)
A Hamiltoniana ¢é a transformada de Legendre da lagrangiana:

H(A,I) = /dx(an;) — L(A, A), (2.25)

12



onde os momentos canonicos (ou conjugados) sao definidos por:

oL ,
ATTe o1Ti — _ 0L
i = (5(815142)7 I = 5(0¢¢i)’ (2'26)

de modo a satisfazer os parénteses Poisson nao nulos:

{A],(z, t),4 I (y, )} = 856,6(x —y) (2.27)

{oi(a,0) W (y. 1)} = 08]o(x —y) (2.28)

As equagbes em (2.26) devem ser invertidas para obtermos as derivadas temporais

como funcoes dos momentos conjugados. Obtemos assim:
AN = ¢y, AL =0, °II' =0 (2.29)

Note que nenhuma das equacoes é invertivel para obtermos a derivada temporal em
termos do momento. Temos, nesse caso, os chamados "vinculos primérios"na terminologia

de Dirac [19]:

o AT — gm0, vl =4I A0, o =0 IT &0, (2.30)

(2

onde o sinal ~ representa uma igualdade fraca, no sentido em que os vinculos sao nulos,
mas nao os parénteses de Poisson entre eles ou deles com outras grandezas. Faremos
tratamentos sobre esses vinculos de modo a passar a igualdade de fraca para forte no
final.

Por consisténcia, esperamos que esses vinculos tenham parénteses fracamente nulos
entre si (isto é, proporcionais a outros vinculos, de modo que podemos considerar o
resultado nulo) e que sejam preservados no tempo (isto é, a derivada temporal do vinculo,
dada pelo parénteses do vinculo com a Hamiltoniana, também deve ser fracamente nula),

e verificamos a seguir as condigcoes que devem ser satisfeitas para isso.

13



2.2.3 O Tratamento dos Vinculos Primarios

Podemos deduzir rapidamente que:

{U;'E? U;’ =0, {U%t? U,j} =0, {U;'E? U,j} = —55(5(% - y) (2'31)

Notamos que a ultima equacgao nao gera novos vinculos, mas também nao satisfaz
a condi¢ao de ser nula ou fracamente nula. Vinculos com parénteses de Poisson nulos
com todos os demais sao ditos "vinculos de primeira classe", caso contrario sao chamados
"vinculos de segunda classe". A presenca de vinculos de segunda classe significa que
escolhemos mais variaveis canonicas do que de fato existem no sistema. Sua existéncia
leva a inconsisténcias matematicas na hora da quantizacdo (quando trocamos os parénteses
entre as grandezas por comutadores entre seus respectivos operadores), entao nesse caso
devemos redefinir os parénteses de Poisson, substituindo pelos colchetes de Dirac, que
preserva as propriedades algébricas de um produto de Lie dos parénteses e elimina as
varidveis extras. Para mais detalhes sobre esse processo, ver [19)].

Como resultado, os parénteses em (2.31) sdo incorporados na defini¢do dos colchetes,
tendo como resultado o campo ¢ passando a ser o momento conjugado de A,, de modo

que temos as novas relagoes:

{4 (2,1), 6y, 1)} = 856 (x — y) (2.32)
{Al(@, 1), (y, )} = 656 (z — y) (2.33)
(2.34)

com apenas os vinculos primarios:

I ~ 0 (2.35)

Precisamos verificar agora a condigao para esse vinculo ser preservado no tempo. Nossa

hamiltoniana sera dada por:

H = — [dzAiD,¢; (2.36)

14



Queremos que o vinculo se preserve no tempo:
I, = 0,11, ~ 0 (2.37)
Como a evolucao temporal é dada pela Hamiltoniana:
t = (11, 1} = — [ defI, A}D.0, = Dai =0, (2.38)

obtemos um novo vinculo:

G; = D, ~ 0, (2.39)

chamado na terminologia de Dirac de "vinculo secundario"”, pois foi gerado para satisfazer
as condicoes de consisténcia dos vinculos primarios. Além disso, A; se torna um multi-
plicador de Lagrange arbitrario. Como D, s6 depende das componentes = de A, segue-se
que:

{II,,G;} = 0 (2.40)

e nao temos mais novos vinculos. Como o campo A’ e seu momento sdo respectivamente
multiplicadores de Lagrange e vinculo e seus parénteses de Poisson sao nulos com os
demais campos, vinculos e com a Hamiltoniana, podemos tornar forte as igualdades fracas
relacionadas a esses campos e elimina-los, pois nao vao gerar informacoes relevantes para
a teoria. Veremos o porqué na proxima secao. Note também que nossa hamiltoniana é

composta puramente de vinculos, de modo que:
H=~0 (2.41)

Como interpretar este resultado? Como estamos lidando com uma gravitacao pura,
temos que a evolucao temporal do campo depende apenas de uma escolha de referencial
ou sistema de coordenadas. Ou seja, o estado de um campo gravitacional no vacuo é
constante, pois ele nao tem com quem interagir. Veremos a seguir como sao geradas essas

transformacoes.

15



2.3 A Algebra dos Vinculos

Ficamos com nossa Hamiltoniana definida a menos de funcoes arbitrarias no tempo,
de modo que, dadas condicoes inicias, a evolugao dos nossos campos é ambigua. Pode-
mos escolher diferentes campos que representam o mesmo estado do sistema, definidos a
menos dessas fungoes arbitrarias no tempo, que sao geradas pelos vinculos. A fixacao de
valores para essas funcoes representa a escolha de um calibre, e permite um tratamento
matematico mais simples do sistema.

Estamos interessados, porém, nao em fixar um calibre, mas em entender como sao
geradas as transformacoes de calibre e suas propriedades, e determinar quais grandezas
sao invariantes sob essas transformacoes, para definir nossos observaveis fisicos.

Vamos definir o vinculo ponderado (em inglés, smeared). A ponderagio (smearing)
consiste em multiplicar o vinculo por uma funcao arbitraria e integrar no espaco, de
modo a facilitar célculos da algebra, pelo fato de evitarmos de operar com derivadas das
distribuigoes 6(x — y), e gerar um vinculo mais geral de um tnico componente. Tomemos
entdo uma fungdo arbitraria a(r) = o'(z)T;, diferenciavel de classe C*, limitada e que

tenda a zero nos limites de integracdo. Definimos o "vinculo de Gauss", G(«), como:

G(a) = /dxo/(x)Gi(x) = /dxai(x)ngbi(x) (2.42)

As transformacoes de calibre para os nossos campos sao geradas pelo parénteses de

Poisson dos vinculos com os campos:

04, = {G(a),Ay(2)} = {/dyaj(y)Dy%(y),Ai(w)} =
N / dyo? (y){0,¢; + fi' Ay () di(y), Az ()} =

— [ W)@, - o)) - £ A58l — o) (2.43)
Integrando por partes, permutando indices e integrando em y obtemos:

{G(a), Au(2)} = 0oa + [ Al (2)0" (2) (2.44)
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Finalmente:

04, = {G(a), Ay(2)} = Deo(x) (2.45)

Fazendo uma conta semelhante para ¢(z) obtemos:

5¢r = {G(a),¢i(a)} =
_ / dyad (1){0,6; + [l AL W)i(y), dul(z)} =
- / dya? (y) [ 656(y — @) n(x) =
= [lid@)ed(z) (246)

Logo:

0¢; = {G(a), di(2)} = [¢(x), a()]; (2.47)

Repare que essas transformacoes sao as mesmas transformacoes infinitesimais vistas
no apéndice A, e correspondem as convencionais transformagoes locais SU(2) tipo Yang-

Mills. Se fazemos o anélogo para o vinculo primario:

Gi(e) = /dxeiﬂi, (2.48)

o unico paréntese nao nulo que envolve esse vinculo ou o campo A; sera:

04; = {Ai(2),Gi(e)} = /dyej(y){Ai(x)v I(y)} = €'(x) (2.49)

Assim, as transformacoes do campo A; sao dadas apenas por funcoes arbitrarias:
Aj(x) = Ai(z) + f(z). Por essa razdo que eliminamos esses campos da teoria. Note
também que:

H=—-G(A) ~0, (2.50)

entao a evolugao temporal do sistema (os campos) sao as mesmas transformacoes geradas
pelo vinculo de Gauss, a menos de um sinal, e A; faz apenas o papel de uma funcao

arbitraria qualquer. Além disso, a partir dos resultados anteriores, para duas funcoes
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arbitrarias a(z) e o' segue-se que:

{G(a),G(a)} = G([o, ]) = 0, (2.51)

onde [, )" = firala’® = o outra fungdo arbitréria.

Verifica-se, portanto, que a composicao de 2 transformacoes de calibre é também uma

transformacao de calibre, formando o grupo das transformacoes de calibre.

2.4 O grupo de calibre

Vamos agora definir o grupo de calibre responsavel pelas transformagoes dos campos.
Seja g(x) um elemento de um dado grupo de Lie. Podemos relacioné-lo com os elementos

a(z) da algebra de Lie pela exponenciagao:
g(x) = ™ (2.52)

onde a(x) = o’(x)T;. O elemento inverso é g~'(z) = e~*®). Sob transformacdes finitas,

os campos se transformam como:

Alx) = g Y2)Ax)g(z) + g ' (2)dg(x) (2.53)
(x) = g '(z)d(x)g(x) (2.54)
F'(z) = g '(z)F(z)g(x) (2.55)

Verifica-se facilmente que as transformagoes infinitesimais, para o(z) pequeno, recaem
nas equagoes (2.45) e (2.47) respectivamente para A e ®. A variacdo infinitesimal da
curvatura F' é:

OF = [F(x), a(x)] (2.56)

2.5 Difeomorfismos

Difeomorfismos sao homeomorfismos dentro de uma mesma variedade, que sao infinita-

mente diferenciaveis, bijetores e possuem inversa infinitamente diferenciavel. No contexto
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da relatividade geral, podem ser entendidos como transformagcdes que levam um mesmo
objeto (um evento qualquer) de um sistema de coordenadas a outro (o que é chamado de
difeomorfismo passivo), ou que relacionam dois eventos diferentes num mesmo sistema de
coordenadas porém com métricas diferentes. A relatividade geral se distingue das demais
teorias justamente por apresentar invariancia sob difeomorfismos ativos. Isso vem do fato
da propria métrica evoluir dentro de uma teoria de calibre, o que nao acontece em teorias

de background fixo [12|. Eles sdo gerados pela derivada de Lie.
bugY = LeY. (2.57)

onde £ = lidx“Ti é um campo vetorial arbitrario, relacionado ao parametro infinitesimal

da transformacao. Aplicando nos campos, temos:

LeA, = E0\A, + A0, =
= ftﬂm + ax(g)\A/\) + [Axa fAAA] =
, 0S8
= £ s + Dy (2.58)

onde o = £*A,. De forma semelhante:

Lep = §0,0=8"D,¢p+[9,"A)] =
0S
= fueuug + [¢7 Oé] (259)
m

Vemos entao que os difeomorfismos estao contidos nas equacoes de movimento e as
transformacoes de calibre geradas pelo vinculo, de modo que podem ser considerados
subgrupos das transformagoes de calibre SU(2) [21]. Assim, nosso modelo BF, por sua
equivaléncia com a relatividade geral, também apresenta invariancia sob os difeomorfismos
passivos e ativos. Resumindo nossos resultados, vemos que as possiveis transformagoes que
mantém a acao BF (logo a dinamica do sistema) invariante sao automaticamente geradas
como resultados no formalismo hamiltoniano, e sao transformacoes mais gerais do que os
difeomorfismos. Obtivemos também a algebra dos vinculos e dos campos da teoria. Os
difeomorfismos também serao utilizados para nos ajudar a obter os observéaveis fisicos,

que devem ser grandezas invariantes de calibre. O proximo passo sera a quantizacao do
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sistema, mas antes prosseguiremos com a analise classica dos seguintes modelos.
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Capitulo 3

O Modelo BF acoplado com Matéria

Topolobgica

Neste capitulo faremos um tratamento candnico classico do modelo BF bidimensional
acoplado com matéria topologica, acoplamento proposto por Chamseddine et al [22]| e
utilizado por Schweda et al [18]. A matéria topoldgica consiste numa a¢ado composta por
um campo escalar ¥ (x) e um campo vetorial B(x), escritos num formalismo em que a

métrica ndo aparece explicitamente. E representado por uma acao do tipo:
Sar = / e (D, B, ). (3.1)

onde B(r) = da*B}(x)T; é um campo vetorial, 1-forma (nao possui relagdo com o B
do BF), e ¢(x) = ¢*(z)T; ¢ um campo escalar. A derivada covariante depende de uma,
conexao A externa a essa acao. No nosso caso de acoplamento, serd a conexao A da
acao BF, de modo que ela também serd uma variavel da teoria, afetada pela presenca de

matéria, e todos os campos do modelo acoplado sao dindmicos. Assim:
DB =dB + [A, B] (3.2)
Desse modo a acao resultante sera:

1 , .
S(A,0.B.0) = Sr+ Su = 5 [ E26.0Fly ¢ [ @ (DB (33)
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3.1 As Equacoes de Movimento

Com o método variacional aplicado na Lagrangiana obtemos as equacoes de movimento

geradas pelas seguintes variagoes:

SA — D¢+ [B,¢] =0 (3.4)
5¢ — F=0 (3.5)
§B — Dip=0 (3.6)
s — DB=0 (3.7)

Temos aqui a condigao de curvatura nula assim como no caso sem matéria, porém
surge um termo a mais para a equacao do campo ¢, que causa um acoplamento entre os

campos do modelo BF com o campo de matéria topoldgica.

3.2 O Formalismo Hamiltoniano

3.2.1 A Hamiltoniana e Os Vinculos Primarios

Sendo a agao S = [ dtdxL, temos a Lagrangiana:

L(A, A; ¢, ¢; B, B2, ) = /dx[@atAi + AiD, ¢ + (0B + [/ AL BY) i + (D, By) ']
(3.8)
Diferenciando essa Lagrangiana e ja adiantando a primeira etapa do algoritmo de
Dirac, como feito no capitulo anterior, obtemos as seguintes relacoes para as variaveis de

configuragao e seus respectivos momentos conjugados:

I = sph = & (3.9)
At = 5(5,54;) = 0 — vinculo (3.10)
I =55 = W (3.11)
Bt = 5(8653@) = 0 — vinculo (3.12)

Os campos e seus momentos conjugados satisfazem os seguintes parénteses de Poisson
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nao nulos:

{42(2).0;(y)} =80(z —y) = {B.(2),¢;(y)} (3.13)
{A(2) ()} = 6j0(x —y) = {Bi(2),” M(y)} (3.14)

A Hamiltoniana é entdo obtida a partir de:
H = / de(“TIf AL +P TV BY) — L =
= — / dz(ALD,¢; — 0. Birb; + [ jx Al BE — f1,, Al BY) (3.15)
Integrando por partes e permutando indices:

H=— / dz[AYD,¢; + fi;"Biy) + BiDab] (3.16)

3.2.2 Os Vinculos Secundarios

Precisamos agora verificar a consisténcia dos vinculos obtidos, isto é, se eles tém
parénteses fracamente nulos com os demais vinculos e se sao preservados no tempo. A
primeira condicao é automatica, uma vez que os vinculos sao momentos conjugados de

diferentes campos. Verificamos a preservacao temporal:

0~ = {},H} = Dyoi + fi;* Bitw = Dyp6i + [Ba, ¢ (3.17)
0=F I = {PI, H} = D, (3.18)

Logo temos dois novos vinculos secundérios sendo gerados para que os primarios se

preservem no tempo:

G; = Dy¢i+ (B, 0] =0 (3.19)

Se lembrarmos do caso sem matéria, tinhamos o vinculo D,¢; ~ 0. A presenca de

matéria topologica inclui um termo de acoplamento entre B e ¢ nesse vinculo, além de
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adicionar um novo vinculo, que torna o campo v constante, no que diz respeito a derivada
covariante, o que antes acontecia para o campo ¢.

Como AH§ eB H; sao agora vinculos preservados no tempo, A! e B sao multiplicadores
de Lagrange, e os parénteses de Poisson deles sao nulos com os demais campos e vinculos,
podemos passar a igualdade fraca desses vinculos priméarios para forte e elimina-los, pois
nao acrescentarao informacao relevante a teoria. Além disso, assim como no caso sem

matéria, nossa Hamiltoniana também é composta puramente de vinculos.

3.2.3 A Algebra dos Vinculos

Para calcularmos os parénteses de Poisson entre os vinculos, vamos utilizar o smearing
para melhor expressar as relagoes algébricas, como no caso anterior. Considere fungoes
testes o'(z), 8% (x) suficientemente bem comportadas para os calculos que serao realizados:
diferenciaveis, com derivadas diferenciaveis até a ordem necesséria, e nulas na regiao de

contorno. Definimos:

G(o) = /dxaiGi (3.21)

S(8) = / dzB'S; (3.22)
Dessa maneira a Hamiltoniana é escrita como

H = —G(A)) — S(B}) (3.23)
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Agora veremos como esses vinculos geram as transformagoes infinitesimais dos campos:

S Ay = {G(a), Ay} = Dy 3.24
dapi = {Gla),di} = [¢,0]; 3.25
By = {G(a), B} = [By,af 3.26
St = {G(a),¥i} =[v,a; 3.27

spAL = {S(B

(8), Ay} =
oo = {S(B

(

(

); A
) ¢i} = (¢, Bl
);
)¢

w
[\
©o

B} = D,p"

—~~ —~~ —~~ —~ —~ —~~ —~~ —~
w [\
o oo

~— ~— ~— ~— ~— ~—— ~— ~—

SpB. = {S(B

5(6)%’ = {S(B), ¢} =

que coincidem com as expressoes de Schweda et al [18]. Agora falta verificar se esses
vinculos nao geram novos vinculos quando fazemos os parénteses entre eles. Utilizando

os resultados anteriores obtemos:

{G(a),G(B)} = G([a,B]) =0 (3.32)
{G(a),S(8)} = S([ev, B]) = 0 (3.33)
{S(a),S(B)} = 0 (3.34)

Os vinculos formam uma algebra fechada, de modo que nao temos mais vinculos novos
sendo gerados. Combinando esse resultado com a Hamiltoniana, obtemos diretamente que
esses vinculos ja sao sao preservados no tempo sem também gerar novos vinculos. Além
disso, também nao é possivel determinar os multiplicadores de Lagrange. Isso implica que
as equacgoes de movimento dependerao de funcoes arbitrarias, e temos assim uma teoria

de calibre.

3.3 As Transformacoes Geradas Pelos Vinculos

Dos parénteses de Poisson entre G e S com os campos na se¢ao anterior, podemos divi-

dir os resultados em 2 conjuntos de transformacoes infinitesimais geradas pelos vinculos,
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que deixam a acao invariante:

3.3.1 Transformacoes do tipo «

Reunimos as transformagoes geradas pelo vinculo G(«):

SwA, = Dya' (3.35)
S = [0, 0l; (3.36)
0B, = [Bzal (3.37)
Soy¥i = [, 0l; (3.38)

Note que as 2 primeiras transformacoes sao as mesmas do caso desacoplado. E os
outros dois campos se transformam na representacao adjunta, da mesma maneira que ¢.
A partir delas podemos definir um grupo de calibre com elementos g(z) = e*® e obter

as transformacoes:

Ax) = g ' (2)A(x)g(z) + g~ (x)dg(x) (3.39)
¢'(z) = g '(2)o(x)g(2) (3.40)
B'(z) = g '(z)B(x)g() (3.41)
V(x) = g7 (@)P(r)g(x) (3.42)
3.3.2 Transformacoes do tipo
Reunimos as transformacdes geradas pelo vinculo S(8):
SpAL = 0 (3.43)
Sy = [, Bl (3.44)
5By = Duff’ (3.45)
dphi = 0 (3.46)

Aqui temos B se transformando como uma conexao e ¢ se misturando com . Os

campos A e 1 sao invariantes sob essas transformacoes. Definindo outro grupo de calibre,
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s(z) = @ teriamos as transformacoes:

!/

Az) = Alz) (3.47)
¢'(z) = o(x) —y(x) + s (2)y(x)s(x) (3.48)
B(z) = s '(2)B(x)s(z)+ s ' (x)ds(z) (3.49)
V'(x) = () (3.50)

3.3.3 Transformacgoes gerais

Compondo os dois conjuntos de transformagoes anteriores, temos:

§AL = D, (3.51)
6 = [¢,ali+ [, Bli (3.52)
6B, = [By,al'+ DS (3.53)
oy = [ih,al; (3.54)

Entretanto, ndo conseguimos definir aqui um elemento G(§) = G(a(x), 5(z)) de um
grupo de calibre geral que contempla ambas as transformacoes a e 3, nem escrever as
transformacdes dos campos sob a acio desse grupo. Pode-se verificar que G(x) = e*(®)+5@)
é diferente de G(x) = g(z)s(x), e nenhuma dessas duas definigoes contempla o resultado.
Poder-se-ia por tentativa e erro encontrar uma forma de definir o grupo, mas veremos no
capitulo seguinte uma maneira simples de encontrar o elemento de grupo correto, ao se

explorar uma nova simetria do modelo.

3.4 Difeomorfismos

Podemos gerar as transformacoes de difeomorfismos a partir da derivada de Lie:

0aifY = L¢Y . Para o campo A:

LgAH = éAa)\A,u, + A)\aué)\ = £tFt:r + a:v(é-)\A)\) + [AIE7 5)\*’4/\] (355)
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Fazendo o = £* A, temos:

108
LeA, =& MEMJFD e (3.56)

onde 2 ¢ = 0 é uma equagao de movimento. Assim, vemos que o difeomorfismo de A esté
contido dentro das transformacoes de calibre e das equagoes de movimento. Calculemos

agora para os demais campos, de forma anéloga:

LeX = 00X =DyX — [¢1 Ay, X]

Eer, ;BS +[X, a] (3.57)

Leg = 0z =ENDrd+ By, X]) — [* A, ¢] — [€*By, 9] =

05
9%@ +[¢, ] + [X, ] (3.58)

LeB, = E0\B, + 0,6*By = END\B, — D,By) + [B,, YAy + D,(£'By) =
o 59

EAué,—X + [BIM Oé] + Duﬁ <359>

Vemos assim que todos os difeomorfismos estao contidos nas transformagoes de calibre

e nas equacoes de movimento.
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Capitulo 4

Equivaléncia entre os modelos BF
Supersimétrico e o BF acoplado com

matéria topologica

Neste capitulo exploramos uma equivaléncia entre o BF acoplado com matéria topolo-
gica e um modelo de BF supersimétrico, de modo a usar as propriedades da supersimetria
como um guia para a quantizacao de lacos [23], pois ela permitird encontrar o grupo de
calibre mais geral possivel e obter propriedades adicionais e de maneira fécil.

As defini¢oes principais de supersimetria encontram-se no apéndice B, e as usaremos
para justificar nossa abordagem do modelo. Todas as definicoes sao referentes a supersi-

metria N=1.

4.1 O Modelo BF supersimétrico

Consideremos um superespaco dado por uma variedade como nos capitulos anteriores,
mas acrescido de uma coordenada anticomutante 6, 2 = 0, de modo que possui coordena-
das (6,t,z). Munimos esse superespaco com uma superconexao A(z, ) = da:“AL(x, T, =
A(z) + 0B(z) de paridade de Grassmann par e um supercampo ®(xz,0) = ®'(z,0)T; =
Y(z) 4 0¢(x) de paridade de Grassmann impar. Pela definigdo de supercampo, tanto A e
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® possuem uma transformacio dada pela operador nilpotente @, Q% = 0, dada por:

) )
QA= .4 QP = -0 (4.1)

As componentes desses supercampos constituem 2 dubletos de supersimetria:

QA=B, QB=0 (4.2)
QU=0¢, Qop=0 (4.3)

Definimos a derivada covariante desse superespaco utilizando a superconexao:
D=d+ A, ] (4.4)

Podemos definir a supercurvatura de Yang-Mills:

1
Fl@,0) = dA+ AN A= SF(x,0)Tda" A da” (4.5)

Em termos das componentes bosonicas (pares) e fermionicas (impares):
F(x,0) = d(A+0B)+(A+0B)N(A+0B) =
= dA+ANA+0dB+ANB+BANA) =
= F+6(dB+[A B]) =

— F(z)+0DB(z) =
— F(z)+ 0F(z) (4.6)

com F(z) uma curvatura de Yang-Mills para uma conexao A e F = DB seu parceiro

supersimétrico. Em componentes do espago-tempo, temos:

Fru(2.0) = F, () + 0(Dy B, () — D, By ()’ (4.7)
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Com essas ferramentas podemos construir uma agéo BF no superespago:
1 ) v
Sp(®, A) = Tr / dODF(A) = / 02w ®,F, e (4.8)

Queremos que essa acao possua as simetrias e as invariancias de calibre do modelo
BF usual. Além disso, nossa variedade possui uma nova operagao em relacao ao espago
. ) . P . . .
usual, que ¢ ) = g5. Dessa maneira, o modelo supersimétrico deve possuir uma simetria
adicional, dada por QS = 0, isto é, a acao e a dinamica do sistema deve ser independente
da coordenada 6, o que facil de provar. Sendo [ df = %:

QSr = Tr/d&@(@]—") = Tr/(%f(cbf) =0 (4.9)

Abrindo nas componentes bosonicas e fermidnicas:

Sr = %/d%d@(w(:c) + 06(x))ie" [F(x) + 0(D,B,(x) — D, B,(2))]' (4.10)

Multiplicando os termos e integrando em 6 (Note que sé ird sobreviver o termo de
primeira ordem em 6):

1

ST2

/ dPxpiF, e + / d*xp;(D,B,)'e" = Spr + Sy, (4.11)

que é a nossa acao do modelo BF acoplado com matéria topologica em 2 dimensoes.

Repare ainda que:

Sp = Tr/(qu +f) (4.12)

Uma demonstracao alternativa de invariancia sob supersimetria é, aplicando o opera-

dor () nas componentes:

@81 =1r [(QUF1+QH) =T [(@oF-0QF+Quf—uQf) =T [(—of+of) =0
(4.13)
Isso implica que a acao supersimétrica é invariante sob transformacoes supersimétricas,

como desejamos.
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4.2 As equacoes de movimento

Analogamente ao que foi feito anteriormente, variamos a acao:
0ST = Tr/d9(5®f+ OOF) = Tr/d0(6®f+ SADD) (4.14)

e obtemos as ja esperadas equacoes de movimento:

0ST
<3 = F=0 (4.15)
0ST
= = DA= 4.1
SA A=0 (4.16)

Uma vez que j4 mostramos que essa acao corresponde a acao do BF acoplado, ao abrir
a agao supersimétrica nas componentes, segue-se diretamente que variagoes nos campos

A, B, ¢, reproduzem as equacoes de movimento do BF acoplado.

4.3 O Formalismo Hamiltoniano

De forma completamente andloga ao capitulo 2, a partir da Lagrangiana:
. . 1 .
L(D,D; A A) = §/d9d33(1>i}'zye” (4.17)

construimos a Hamiltoniana:

H = —/dxdeA;'(Dx@)i (4.18)
com o vinculo:
oL
II; = - 4.19

Utilizamos os parénteses de Poisson generalizados para campos bosonicos e fermioni-

COS:

{Q'(@), Pi(y)} = (-1) 2 WPl5i5(z — ) (4.20)

onde Q' sio as varidveis de configuragio, P; seus momentos conjugados, e | | representa

a funcao paridade (0 para par, 1 para impar). Os supercampos satisfazem os parénteses
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de Poisson:

{As(,0),2;(y, 7)} = 0;0(x — )d(0 — 7) (4.21)

Se abrirmos os supercampos em suas componentes na Hamiltoniana, e tomamos como

varidveis de configuracao os campos A e B obtemos os parénteses de Poisson nao nulos:

{Ax(@).05(y)} =00(x —y) = —{B,(2), ¥;(y)} (4.22)
{A(2),  mi(y)} =0z —y) = —{Bi(x)," m;(y)} (4.23)

junto com os vinculos:
Am 0, Bm~ 0 (4.24)
A condigao de preservacao temporal do vinculo (4.19) produz o vinculo secundario:
S$i=D,P,~0 (4.25)
Se abrimos em componentes:

S(z,0); = 0,0+ [Ay, P =
= 0,(Yi +0¢;) + [As + 0B, ¢ + 0¢]; =
= Oy + [Ag, )i + 0(0:0 + [Ba, ¥] + [As, 9))i =
= Dy +0(Dotp; + By, i]) =
= Si(z) + 0G;(z) ~ 0 (4.26)

Desta forma reproduzimos os vinculos secundarios do capitulo 3, tanto pelas com-
ponentes do supervinculo como por uma analise hamiltoniana das componentes como

varidveis de configuracao. Nossa Hamiltoniana é entao:
H=— /dwd@Aﬁ(m,@)S}(x, ) = —/dm(Ai(x)Gi(x) + B (2)S(z)) (4.27)

Como feito anteriormente, eliminamos da teoria os vinculos primaérios, e o supercampo
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A% & um multiplicador de Lagrange arbitrario, assim como suas componentes bosonica e

fermionica.

4.4 Algebra dos Vinculos

Comecamos aplicando o smearing nos vinculos conhecidos anteriormente, e no super-

vinculo, que também inclui a integracao em 6:
Gla) = / d20'G;, S(B) = [ duf'S:, S(Q) = / ddIQS, (4.98)

Fazendo Q(z,0) = a(x) + 65(z), obtemos:
S() =G(a)+S(B) =0 (4.29)

Além disso, de (4.26) temos que G;(x) e S;(z) formam também um dubleto supersi-

métrico:
RS, =G;, QG; =0 (4.30)
De forma anéloga aos capitulos anteriores, obtemos a algebra fechada:
{S(0), S(2)} = S([4, Q2a]) (4.31)
bem como as transformacoes infinitesimais de calibre geradas por S:

(S(Q), Ay (2,0)y = D,Q(,6) (4.32)
(S(Q),8(x,0)} = [®(x,0),Q(x,0)] (4.33)

Abrindo nas componentes bosonicas e fermidnicas, obtemos as transformacoes tipo «

e (3 e a algebra fechada do capitulo anterior:

{G(a),G(P)} = G([e, B]), {G(),S(B)} = S([a, B]), {S(),S(B)} =0 (4.34)
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4.5 O Grupo de Calibre

Precisamos definir um supergrupo de calibre sob o qual nossos supercampos irao se

transformar e que deixa a acao invariante. Podemos representar seus elementos na forma:
g($) — g(a(;p)’ ﬁ($)) — GQ(JC) — ea(a:)—&-eﬁ(a:)’ (435)

tal que « é par, e § = Qa é impar. Se expandirmos a exponencial em série obtemos:

e toB — ZO a—i‘eﬁ ZO i)'”—i_ezl .Z&n kﬂOék 1 (436)

Note que um elemento do supergrupo pode ser escrito como uma soma de 2 elementos:

G(a,B) = gla) + 08> g(a), (4.37)
onde:
gla) = € (4.38)
frgla) = Z o "k Bak (4.39)
n=1 """ k=1

"

O termo acima denominamos " inserido em g(a)", e justificaremos o porqué dessa

definicao. Repare que:

.0 =1 .0 . .

4 — o7 JTAN] —
B 59(a) Zn!ﬁ 5ol (@T)")
= > (@I Ty)" B T (0P T, )
n k=1
i

n!
n=1 k=1

— Brgla) (4.40)

[ I
2] M
M3

(Oél]})nfkﬁakfl —

Desse modo vemos que [ de fato se insere no somatorio que é g(«), por meio de uma
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derivacao. Pela supersimetria temos inclusive que:

Qg(a) = Brg(a), Q(B>g(a)) =0, (4.41)

de onde vemos que g(a) e S g(a) constituem um dubleto supersimétrico. Existe ainda,

uma inversa do elemento de grupo, denotada por G~1, dada por:

gil(Oé,ﬁ) — effl — efoszﬁ —
00 (—Oé)n 00
= > - +92‘T

(_1)n - n—k k—1 __
n! Z o pa =
n=0 k=1

= g (@) + 08> g (o) (4.42)

Usando a propriedade da inser¢do como derivada (4.40) obtemos:

0=08>(997")=(Brgg " +9(Brg), (4.43)

o que nos da a importante relacao:

(Brg)g ' =—g(Brg) (4.44)

4.5.1 Transformagoes dos elementos de grupo

Dada a lei de transformacao do elemento G do supergrupo por multiplicacao & direita

ou a esquerda por um outro elemento do grupo, temos:

G'=G,'6G, (4.45)

onde G = G(a, B), Gr = G(aw, Br), Br = Qoy, k = 1,2. Agora precisamos achar a lei
de transformagdo do elemento g(«) de sua inser¢do-f. Abrimos o supergrupo em suas

componentes:

(9+08v9) =g +0(Brg) = (97" +60B1>97)(g+08>9)(92+ 0820 g2)  (4.46)
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Multiplicando os termos e separando as componentes em 6 obtemos:

9 =999 (4.47)

(Brg) =g (B> 9)g2+ (B1> 97 )gge + g1 g(Ba> go) (4.48)

Fazendo 1 = g; ‘g, e usando a propriedade (4.44) obtemos finalmente a lei de trans-

formacao de grupo para a insergao-/:

(Brg) =g (B> 9)92 — 91 (Bi> g1)91 '992 + g1 9(B2 > g2) (4.49)

Fazendo 1 = g; 'go e fatorando o resultado acima:

Beg) =g (B> 9) — (B> g1)gr g + g(Bat g2)g5 ' Yo (4.50)

4.5.2 Transformacoes dos supercampos e campos

Falta agora encontrar as transformacoes de calibre para os campos e supercampos,
que reproduzem as transformacoes infinitesimais geradas pelos vinculos. Assim como no

modelo BF usual, temos as seguintes transformacoes para os supercampos:

Ax,0) = G z,0)A(z,0)G(x,0) + G ' (x,0)dG(x, 0) (4.51)
' (z,0) = G z,0)P(x,0)G(x,0) (4.52)

Abrindo ambas as equagdes nas componentes, utilizando a propriedade (4.44) e sepa-
rando os termos em # podemos obter as leis de transformacao para os campos do modelo

BF acoplado, o que nao haviamos conseguido no capitulo anterior. De (4.51) obtemos:

Ax) = g (z)A(2)g(z) + g (2)dg(x) (4.53)
B'(x) = g~ (x){B(z)+ D[(B>g(x))g™ (x)]}g(x) (4.54)
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e de (4.52) obtemos:

V(@) = g7 (2)¥(2)g(x) (4.55)
¢(x) = g7 (@){o(@) + [¥, (Br g(x))g™" (2)]}g(2) (4.56)

Pode-se verificar que para transformacoes infinitesimais (« e 5 pequenos) caimos nos
resultados das transformacoes usuais do modelo BF para os supercampos, e nas transfor-
macoes tipo « e  para suas componentes, como no modelo do BF acoplado. Além disso,
conseguimos agora interpretar as transformacoes tipo 5 como transformacoes supersimé-

tricas locais.

4.6 Difeomorfismos

Calculemos as derivadas de Lie dos supercampos:

LA, = €0,A,+ A0 =E8"F,,+Du(E"A) =

68
= fVEV,uE + ID;LQ (457)

Lé@ - Syayq) - fVDVCD + [(I)7£VAV] =

08
= gyeuu

54 29 (4.58)

Vemos que os difeomorfismos estao contidos nas transformacoes de grupo, e ainda, se
abrirmos nas componentes as equagoes de movimento e as transformacoes, é facil ver que

as derivadas de Lie dos supercampos implicam nas derivadas de Lie dos campos.
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Capitulo 5

A Quantizacao de Lacos

5.1 A Quantizacao do modelo BF bidimensional

Na quantizacao canonica usual, transformamos nossos campos A e ¢ em operadores
que atuam sobre um funcional de onda a valor complexo W[A] = (A|¥), em notacdo de
Dirac, e consideramos o comutador ! entre os operadores como proporcional aos parénteses

de Poisson (ou colchetes de Dirac) [19]:
(AL (). 65(9)] = ih{ AL (). 6,(u)} = ih5}(x — ) (5.)

A representagao dos campos como operadores numa polariza¢ao particular, onde A%

sao as coordenadas generalizadas e argumentos do funcional de onda, seria:

ALW[A] = AL W[A] (5.2)
¢ U[A] = —ih 5;\1}[14} (5.3)

Para completar a definicao do espago de Hilbert dos funcionais de onda, falta definir

o produto escalar. Ele seria definido nesse espaco por:

v = [ DAVAW(A (5.4)

!Cuidado para o conflito de notacgdo: esses comutadores sdo diferentes dos utilizados anteriormente,
no contexto dos geradores T; do grupo de calibre, apesar do simbolo ser o mesmo |, |.
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onde DA representa uma medida de integragao e W[A] representa o complexo conjugado
de W[A]. E aqui que comecam nossas dificuldades, pois queremos um produto escalar
que seja bem definido matematicamente. Mas por A ser um campo e se transformar
como uma conexao, isso nos complica a definicao da medida de integracao no espaco das
conexoes, inclusive de forma a ter invariancia. Para construir um produto escalar bem
definido, utilizaremos outro objeto, definido a seguir, e para a quantizacao seguiremos os

resultados de Rovelli et al em [21].

5.1.1 O Transporte Paralelo e as Holonomias

A derivada covariante e a conexao estao relacionadas ao transporte paralelo de um
campo tensorial, operacao realizada para comparar campos tensoriais definidos em pontos
diferentes, infinitesimalmente proximos. A derivada covariante é uma medida de quanto
o campo varia quando é transportado paralelamente em caminhos infinitesimais. Para
espacos planos, a derivada covariante coincide com a derivada parcial. Note que para um
campo escalar nao temos essa necessidade, uma vez que o campo nao possui componentes
espaco-temporais, e sua derivada covariante é a préopria derivada direcional.

A holonomia ¢ uma generalizacao do transporte paralelo de um campo, ao longo de
caminhos finitos. Ela é obtida como solucao da equacao diferencial de transporte paralelo

[24]:

L [A1(5) — (5) Acla(s)) s [A](5) = 0 (5.5)
he[A)(5) = Ah, [4](5) (5:6)

com a condi¢ao inicial:
ho[Al(s = 0) =1 (5.7)

onde 7 : z; = z; uma curva no espaco S' do ponto z = z; até o ponto x = x; parametri-
zada por s € [0,1], e @(s)ds = %ds = dz. A solugdo ¢ a holonomia: h,[A](s) = Peh 4 =

Pelo dsi($ A (=T Para s = 1, notamos:

hy[A] = Peh A = Pelo 4 AEONT: — Pl deal@)T: (5.8)
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onde P um operador de ordenacao de caminhos. Como estamos em apenas 1 dimensao
espacial, n6s podemos parametrizar o caminho pela coordenada z ao invés de s. Mas em
dimensoes superiores, deve-se utilizar uma parametrizagao da curva mais geral. Pode-se

mostrar que, na composicao de 2 caminhos y; e ¥s:
hysons [A] = By, [Al By, [A] (5.9)

Um resultado importante ¢ a existéncia da holonomia inversa, definida ao longo de

uma mesma curva, com orientacao oposta:
hy[AJh_,[A] =1 (5.10)

Vamos também utilizar uma outra notagao que também representa a holonomia ao

longo de uma curva v : x; — x4:
ol A] = By [A] (5.11)

Transformacoes de Calibre

Dada a lei de transformagao de grupo da conexao A, pode-se mostrar que a holonomia

obedece a lei de transformacao:
Wy [A] = g~ (g [Alg(a) (5.12)

Um objeto interessante é o laco de Wilson, definido pelo trago de uma holonomia num
caminho fechado (z; = x):

W, [A] = Tr(h,[A]) (5.13)

Da propriedade de ciclicidade do traco, temos que o laco de Wilson ¢é invariante de

calibre:
WiA] = Tr(h[A) = Tr(g~ (2)h,[Alg(x)) = Tr(h,[Algg™") = W, [A] (5.14)
Como estamos trabalhando no espaco S', s6 poderemos tracar um tnico caminho
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fechado, que preenche todo o espaco. Nesse caso, omitiremos o indice v quando estivermos
lidando com apenas 1 dimensao espacial.
Dado um campo ¢(z;) no ponto (z;), que se transforma na representacao adjunta, seu

transporte paralelo até o ponto x; ao longo de uma curva 7y serd dado por:
@(xf) = h’Y[A]SO(IZ)h—’Y[A] = hCCfJ»’i [A]go(:cl)hxle [A] (515)
e a transformacao de calibre apos o transporte paralelo sera:

@'(xp) = hJAJQ (x:)h [A] =
= g Nxp)hy[Alg(ai)g (@) () g(x:)g ™" (xi)hy[Alg(ay) =

= g (zp)@(as)g(wy) (5.16)

Com esse resultado, temos que o transporte paralelo dos campos se transforma da
mesma forma que os campos, o que mostra o importante papel da holonomia para uma

teoria de calibre.

Diferenciacao da Holonomia

Veremos agora como a holonomia se comporta quando aplicamos uma diferenciagao.
Note que a diferenciacao ¢ feita num ponto arbitrario x, enquanto a holonomia é definida
integrando-se x entre pontos z; e xy. Para fazer a diferenciacao, repartimos a holonomia

ao longo de N caminhos numerados por n e aproximamos a exponencial pelos primeiros

termos:
5 5
sa Al = s E< + AT, 0m)
N k-1 ‘ ' N }
= A}g}g@ZH(l—I—A;”E,néxn)@’“ﬂké(x—xk)éxk I @+ AT, 62,)
k=1 n=1 n=k+1
= hy,Tihy, = hy,oTihes, (5.17)

onde vemos que a diferenciacao corta a curva v : x; — x5 em 2 curvas: vy, 1 T; — T e

Y2 1 & — Xy, inserindo um gerador 7; entre 2 holonomias, correspondentes a cada curva.
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A partir deste resultado, temos a aplicacao do operador ¢El(x) numa holonomia:

~

Gi(@)hy[A] = —ihhy, Tihy, = —ihihy, Tihy,, (5.18)

Se aplicamos agora o operador ¢'(z) na expressio acima, ele ird inserir um gerador
T® num ponto x, que estd no limite das holonomias. Para esse célculo, vamos fazer uma

renormalizacao inserindo um parametro infinitesimal e:

~ ~

G+ dila — Oy [A] = —ihdi(a + €)la, o Tihae 1), (5.19)

onde ¢(z + €) 6 ird atuar na holonomia da esquerda, que contém o ponto (z + €):

~ ~

¢Z($ + E)¢Z('Zv - E)h’Y[A] = (_Zh>2h$f $+6Tih.1’+6 x—eﬂhm—e T4 (520)

Tomando o limite € — 0 e usando (5.7), obtemos:

~ ~

¢ (x)¢i(w)hy[A] = _h2h:cfxTiTihmz- (5.21)

Uma conta analoga mostra que trocar € por —e o resultado é o mesmo, notando que
T'T; = T;T* pelo uso da métrica de Killing para operacoes nesses indices. Com esse
resultado, temos que a aplicacao do operador de derivada segunda insere um operador de
Casimir quadratico C' = TT; do grupo de calibre na posicao x da holonomia. Podemos

também aplicar o operador do vinculo de Gauss G(«) na holonomia:

~

Gla)h,[A] = / doa (9,8 + fi* A d)haA] (5.22)

Integrando por partes, e permutando indices:

A

G(a)h,[A] = — / dz(0,a" + flixAlaF)ih, [A] (5.23)
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Utilizando o resultado (5.18) e notando que da = dzd,a'T; e A = dzA'T;, obtemos:

G(a)h,[A] = ih / dzhy o [Al(0a" + [ AL Tihyy, [A] =
- / dhy o [AIDy0 () hye,[A] =

— / o[ Al(dor + [A, 0]y, [A] (5.24)
Combinando esse resultado com a equagao diferencial (5.6), obtemos:

Gla)h,[A] = ih / (o A P, [A] + o[ Al i [A] + B o[ Al (), [A]) =

_ i / Ay, o[ Al0(z) iy, [A]) =
— oy hylA] — by [Ala(s) (5.25)

Se aplicamos o vinculo de Gauss num Laco de Wilson:

A

G(a)Tr(h[A]) = ihTr(a(x)h[A] — h[A]a(z)) =0 (5.26)
As implicacoes desse resultado e do anterior serao discutidas mais adiante.

5.1.2 Os Grafos e as Funcoes Cilindricas

Passaremos a escrever nosso funcional de onda W[A] como uma fungdo das holonomias
de A: V[h,[A]].

Em um niimero geral de dimensées, definimos um grafo (I") como sendo um conjunto
de um namero finito de curvas orientadas (y) e vértices (v), que sdo pontos conectando
tais curvas, e nos restringiremos a grafos fechados e conexos. Assim podemos expressar

nosso funcional de onda como:
\I]F»f [A] = f(h’h [A]7 XS h’Yn [A])a (527)

onde f : G x G x ..x G — C. Esse funcional assim definido é chamado de funcao

cilindrica. As combinacoes lineares finitas dos funcionais ¥r ; formam o espago vetorial
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cilindrico Cyl:

VA =) calr, 5 ]A] (5.28)

7

Introduzindo a notacao de Dirac, temos:
Up f[A] = (A]L, f) (5.29)

Com apenas 1 dimensao espacial, temos um tnico caminho para um grafo fechado
he tod irculo S* t junto d fi
e conexo, que preenche todo o circulo &', mas temos um conjunto de grafos que se

distinguem pelas posicoes e nimero de vértices.

5.1.3 O Produto Escalar

Para poder definir nosso produto escalar para as funcoes cilindricas, precisamos de
uma medida de integracao bem definida, para isso iremos recorrer a medida de integracao
de Haar [25], descrita no Apéndice C. Chamando h.,[A] = h, € G para simplificar a
notacao, escrevemos:

(AT, ) = WrgA] = f(h,ho, ) (5.30)

Sendo G um grupo compacto (lembremos da defini¢ao de grafo), podemos definir uma

medida de Haar du e o seguinte produto escalar no subespago Cylp:

C ALY = [ dpth) [ dutha). T T3 ), (5.31)

o que define rigorosamente o produto escalar (5.4). Para definir o produto interno em
grafos diferentes, basta tomar a unido dos grafos: I' = I'; U T, que consiste na uniao dos

caminhos e dos vértices. Em 1 dimensao, apenas na uniao dos vértices.

(T, f1ll2, f2) = (T, AL f2) (5.32)

Caso um grafo contenha o mesmo caminho que outro, mas no sentido contrario, lem-
bramos que inverter o argumento do funcional deixa a integral invariante. Das proprieda-
des da integral de Haar, temos também invariancia de calibre e de difeomorfismos, pois

h' = g, 'hg, deixa a integral de Haar invariante. Por consequéncia, o resultado é¢ também
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independente da parametrizacao e da posicao dos grafos. Além disso, permitird a pos-
sibilidade de representacao unitaria das fungoes. Com o produto escalar bem definido,

podemos definir a norma:

[ (A2 = (T, fIT, f) = / dyu(y) / dplhe)o | f (b by )2 (5.33)

5.1.4 O Espaco de Hilbert

Uma vez definido o produto interno para as funcoes cilindricas, obtemos um espaco de
Hilbert, que chamaremos de Espaco de Hilbert Cineméatico K. Nele podemos construir
estados normalizados pelo produto interno, e ele contém as fungoes mais gerais possiveis
das holonomias.

O proximo passo é implementar o vinculo de Gauss, neste caso o vinculo (2.42). Uma
vez que G =~ 0 na teoria classica, esta propriedade deve se manter na teoria quantica.
Temos assim a seguinte condicao:

GU[A] =0 (5.34)

Os funcionais de onda que sao solucoes dessa equacao serao automaticamente invari-
antes de calibre. Relembrando o resultado da aplicacao do vinculo de Gauss num Lago
de Wilson (5.26), temos que os funcionais de onda invariantes de calibre sdo quaisquer
fungoes cujo argumento ¢ Lago de Wilson W[A] = f(IW[A]), ao invés de uma holonomia
qualquer. Desse modo reduzimos nosso espaco de Hilbert ao chamado espaco Ky. Uma
consequéncia importante é que neste espaco s6 teremos um tnico grafo, sem a presenca
de vértices.

A proxima etapa ¢ implementar os difeomorfismos para obter o espaco de Hilbert /gy
Uma vez que mostramos que as transformacoes de difeomorfismos ja estao contidas nas
transformacoes de calibre, temos nesse caso que Ky = Koy, 0 que nao acontece em
dimensdes superiores 8], e esse vinculo deve ser implementado de outra forma.

Para a construcao do espaco de Hilbert Fisico, Hy;,, s6 faltaria implementar os demais
vinculos existentes, incluindo o vinculo da Hamiltoniana. No nosso caso de 1 dimensao
espacial, nao temos mais vinculos e a Hamiltoniana coincide com o vinculo de Gauss,

entao ela estd automaticamente implementada, e Hy;s = K.
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Até agora temos trabalhado com fungoes e integragao, o que pode levar a contas muito
complexas e trabalhosas. Veremos a seguir como definir uma representacao algébrica para

o espaco Hy;,, e construir uma base ortonormal para representar nossos estados.

5.1.5 Redes de Spin

Com o produto escalar bem definido e o teorema de Peter-Weyl [26], descrito no
Apéndice C, temos tudo o que precisamos para construir uma base ortonormal para
nossos funcionais de onda no espago Hy;,, s6 falta a representacao dos nossos funcionais.

Expandindo o funcional na base ortonormal de representacoes de spin j:
F(R) =" D" capRI(h), (5.35)
Jj ap

onde Rffg)(h) sao elementos de uma matriz complexa RY)(h). Para um ntimero arbitrario

de dimensoes, sua representagao algébrica na base |I', j, «, 5) sera:
9) =323 erjaslledia ) € Cyl (5.36)
k j op

Em particular, considerando apenas o subespaco definido por um grafo I'; ou o caso

de 1 dimensao espacial:

W) = Z Z crjaslls J, o, B >€ Cylp (5.37)

J ap

Como os subespacos Cylr sao ortogonais entre si, recuperamos o espaco C'yl como

uma soma direta sobre todos os grafos:
Cyl = P Cylr (5.38)
r

Essa base assim definida é chamada de redes de spin, ou spin networks. Em dimensoes
superiores, ela é muito 1util para implementagao de outros vinculos existentes e de difeo-

morfismos. Pela simplicidade do nosso modelo bidimensional, podemos fazer a seguinte
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expansao no espago H s, omitindo os indices (a, ):

v = Yl

f(Tr(h[A])) = (k) = (h]¥) = Z}ﬂ%mwmﬂ=§:wam> (5.39)

onde ;(h) = (h|j), e ¢; forma uma base ortonormal pelo teorema de Peter-Weyl, pois:

1

[ ARG DR (1) = 5558 (5.40)

5.1.6 Observaveis

Numa teoria de calibre a evolucao classica de nossos campos dependera de fungoes ar-
bitrarias no tempo. As tnicas grandezas fisicamente prediziveis sao fungoes (dos campos)
cujo resultado nao dependerd do calibre escolhido. Na quantizagao, os operadores asso-
ciados a esses observaveis devem comutar com os vinculos para a invariancia de calibre.
Essas funcoes sdo chamadas invariantes de calibre ou observdveis de Dirac [12] [19]. No
nosso modelo BF 2d, podemos encontrar 2 grandezas que satisfazem esse critério:

(i) O lago de Wilson: W = T'r(h.[A]), com ~ sendo um caminho fechado percorrendo
todo o espaco S*;

(ii) A grandeza definida classicamente por:

L=Tr(¢%) = ¢'¢ (5.41)

Sua invariancia é facil de perceber a partir das propriedades do traco e das transfor-
magoes no grupo de calibre em (2.54). Essas duas grandezas sao os possiveis observaveis

classicos da nossa teoria.

Quantizacao dos Observaveis

Para cada observéavel classico, associamos um operador:

W W, LoL (5.42)
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Consideramos os funcionais de onda t(h) do espaco fisico Hy;s definido em (5.39). A

atuacao do operador relacionado ao Laco de Wilson é trivial:
Wlh] = Tr(h)i(h) = Wi (h) (5.43)
Em particular, a base |h) é constituida por autoestados de W:
W|h) = Tr(h)|h) (5.44)
Para o observavel L, utilizamos resultado (5.18) e a ciclicidade do trago para obter:

Lip(h) = Tr(¢g:) v (h) = h*Ce(h) (5.45)
Aplicando na fungao da base 1;(h), temos:

Lip(h) = K2C;(h) = h%5(j + 1)¥;(h) (5.46)
L) = R%(j+1)l5) (5.47)

onde j(j + 1) é autovalor do operador de Casimir quadratico C' na representagdo unitaria
do grupo de calibre onde a holonomia esti definida. e temos com isso que o operador Lé
quantizado, e é analogo ao operador de momento angular total L? da mecanica quantica.

Note também que:

(L, W] = R2CW (5.48)

Se utilizamos operadores W; correspondentes aos observaveis classicos W, = v,(h) =

Tr[RY(h)], temos:

(L, W] = h%5(j + D)W (5.49)

Logo,

[LWjllk) = LW;lk) — WiL|k) = B%j(j + D)W;lk)
= LW,|k) — W;R%k(k + 1)|k) = h%j(j + D)W, k) (5.50)
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Multiplicando por (h| temos:
(hILWjIk) = R[k(k + 1) + (G + DIh[W; k) (5.51)

0 que mostra que W;|k) é autoestado de L com autovalor A2[k(k + 1) 4+ j(j + 1). Com
isso temos o resultado:

W;[0) = 1) (5.52)

que nos permite obter qualquer estado |7) a partir do estado fundamental |0).

5.2 BF acoplado com matéria topologica

A dificuldade de se encontrar uma representagao para o grupo de calibre mais geral
possivel do modelo BF acoplado com matéria topoldgica criarda alguns problemas para
a quantizacao de Lacos. No capitulo 3, conseguimos apenas representar grupos para as
transformacoes tipo « ou tipo [, mas nao um "supergrupo'"que engloba ambas, como
feito no capitulo 4. Relembrando, nossas variaveis sao os campos A e B e seus respectivos
momentos ¢ e ¥. Mostramos a seguir uma tentativa de se fazer a quantizacao sem recorrer

4 supersimetria.

5.2.1 As Holonomias

A principio temos um funcional de onda V[A, B]. Da se¢do anterior, ja conhecemos

uma holonomia para o campo A da forma:
h,[A] = Peh ™, (5.53)
com a propriedade de transformacao:
W[A] = g7 ()b [Alg(:) (5.54)

Precisariamos agora definir uma holonomia para o campo B, porém temos um pro-

blema, ja que ele nao é uma conexao para a transformacao tipo «, mas se comporta como
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uma conexao para a transformacao do tipo 5. Para tentar contornar isso, vamos tomar
um funcional de onda W[A,1]. Uma vez que X é um campo escalar, ndo precisamos nos
preocupar com o transporte paralelo. Além disso, o funcional de onda sera invariante sob

transformacoes do tipo 8. Consideremos entao a "holonomia de ponto":
V{(z)] = e¥® = V'@ (5.55)
Sendo a transformacao de ¢ dada por:
V(@) = g (2)v(z)g(@), (5.56)

teremos:

= g ' (@)V(2)g(z) (5.57)

Enquanto as holonomias sao definidas ao longo de curvas, as holonomias de ponto sao

definidas nos vértices entre essas curvas. Temos agora invariantes da forma:
TT(Ul, hlgvghgg...vnhnl) (558)

onde 1,...n representam pontos x1,...r, numa curva fechada, e v, = V(zy).

5.2.2 O Produto Escalar

Temos dois elementos de grupo distintos no grafo I': as holonomias h e os vértices v.

Assim, temos o estado representado em notacao de Dirac:

Ur f[A, ¢] = (A, XL, f) (5.59)
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Definimos o produto escalar, com a medida de Haar dyu, por:

(T, fIT, f') :/du(hl).../du(vl)...f(hl,...,vl,...)f’(hl,...,vl,...) (5.60)

Agora, mesmo em 1 dimensao espacial, teremos grafos distintos, que dependem da
posicao = de cada vértice e do niimero de vértices. Podemos generalizar o produto escalar
para grafos distintos de maneira analoga ao caso da secao anterior, levando em conta a

uniao dos grafos e integrando sobre todos os elementos de cada um.

5.2.3 Redes de Spin

Podemos representar as holonomias h pelas componentes de matriz de representagao
de spin j Rfjﬁ)(h) e as holonomias de ponto v pelas componentes de matriz de representacao

de spin k Rfffg)(v). Conforme o Teorema de Peter-Weyl:

. . , 1
/ dp(h) / dp(v)RI(R)RY), (R) R (v) RUS (v) = maaa,aﬁﬂ,awv,adé, (5.61)

J

onde d; e dj, correspondem respectivamente a dimensao do subespaco da representacao

de spin j e k.

5.2.4 Observaveis

Um candidato a observavel poderia ser o traco definido em (5.58). Comeca a ficar
dificil a definicao dos demais observaveis, uma vez que as transformacoes de calibre dos
campos nao nos permite encontrar invariantes de uma maneira simples. Além disso, a
implementagao dos vinculos na teoria quantica comeca a gerar contas bastante complica-
das. Ao invés de continuar seguindo essa abordagem, vamos atacar o problema utilizando

as propriedades que obtivemos ao se explorar a supersimetria.

5.3 O Modelo BF Supersimétrico

Aplicaremos agora as definicbes e conceitos fundamentais para o modelo BF super-

simétrico, da mesma forma como foi feito para o BF 2d, e seguindo os resultados em
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23],

5.3.1 Superholonomias

Da derivada covariante que depende da superconexao A, podemos definir a superho-

lonomia para o transporte paralelo no superespaco:
JA [ dz Al (x,0)T; J(A+6B)
H,[A] =H,[A, B|=Pe =7Pe = Per (5.62)
Fatorando a holonomia ao longo de varios caminhos infinitesimais:

H,[A+0B] = (1 + Adzy + 0Bdxy)...(1 + Adz. + 0Boz.)...(1 + Adxy + 0Boxn) (5.63)

Considerando intervalos de tamanhos aproximadamente iguais (infinitesimalmente pe-

quenos), e separando os termos em 6:

N
H,[A+0B] = (1+ Asx)V + 0> (1+ Asz) ' B(x.)dz (1 + adz)V " (5.64)

e=1

No limite N — oo, dx — 0:

af
FL[A+0B] = h,[A] + 0 / dhy o[ A1B(2)hys, [ A] (5.65)
Podemos definir o segundo termo como:
y
Bohy[A] = / dchy, o[ A]B(2) s, [A] (5.66)

T

Das propriedades de supersimetria, temos um dubleto:

Qhy[A] = B h,[A], Q(B>h,[A]) =0 (5.67)

23



Dessa maneira, podemos escrever a superholonomia como:
H,[A] = H,[A, B = h,[A] + 6Qh,[A (5.68)
A superholonomia possui a propriedade de composicao de caminhos:
H, oy [A] = Hy, [AJH,, [A] (5.69)
Abrindo nas componentes e separando os termos em 6 deduz-se que:

h'YlO’YQ[A] = h’Yl[A]h’Yz[A] (570)
BohoyonaA] = (B hoy [ADhy [A] + 1y [A)(B > oy [A)) (5.71)

Da mesma forma, a partir da lei de transformacao da superholonomia:
H![A] = G~ (2))H, [4G(x) (5.72)
obtemos as transformacoes das suas componentes:
H[A] = g~ (wp)hy[Alg(2:) (5.73)

(B> hy[A]) = g7 (w ) {Boho[A] = (B> g(2)) g™ (24)he [A] + By [A] (BB g () g™ (i) }g ()
(5.74)
Note que a ultima equacao possui a mesma forma da lei de transformacao da insercao-

em (4.50).

5.3.2 Observaveis Classicos

Como observaveis precisamos encontrar grandezas invariantes de calibre. O superlago

de Wilson é um forte candidato:

W = Tr(HJA]) (5.75)
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Uma vez que ¢é invariante pela propriedade do trago quando x; = xy. Porém, mais
interessante é analisar suas componentes, o que queremos para resolver o problema do

acoplamento com matéria topolégica. Tomemos entao os observaveis:
Wy = Tr(h[A]), Wi =Tr(Bvh[A]) (5.76)

A invaridncia desses observaveis segue das propriedades do traco e das transformacoes

(5.73) e (5.74). Além disso eles formam um dubleto:
QWo =Wy, QW1 =0 (5.77)

Outra grandeza invariante que poderiamos encontrar em analogia com o BF 2d seria
o trago do supercampo ®, porém é nulo devido a paridade impar. As grandezas nao nulas

que podemos encontrar sao:
Lo =Tr(y¢) =4'di, L =Tr(¢?) = ¢'¢y, (5.78)
que também formam um dubleto:
QLo=1Ly, QL1 =0 (5.79)

Para provar, lembremos do dubleto em (4.3).

QLy = Tr(Qu'e; +v'Qd;) =
= Tr(¢'¢p;+0) = L, (5.80)
QL. = Tr(Qd'¢; + ¢'Qe;) =0 (5.81)

5.3.3 O Espaco de Hilbert

Para construir o espago de Hilbert, utilizaremos os funcionais de onda como funcoes

cilindricas, da forma:

U[A] = U[A, B] = f(h[A], B> |A]) (5.82)
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onde as holonomias sdo definidas numa curva v em S!, que omitimos para simplificar a

notacao. Os campos, transformados em operadores, serao representados por:

Ap(2)U[A, B] = A,(x)¥[A, B], $,(2)¥[A, B] = ih;5-V[A, B]

(5.83)
B,(2)U[A, B = B,(x)¥[A, B], u(z)V[A, B] = ihz5-U[A, B]

(5.84)

e seus parénteses de Poisson (4.22) se tornardo (anti)comutadores, conforme a paridade
dos campos:

[AL(@), 65(9)]- = ihdjo(x —y),  [Bi(w),d;(y)]+ = —ihdis(z —y) (5.85)

Os vetores dos estados fisicos, pertencentes ao espago H yis serao obtidos ao se imporem

os vinculos de (4.26). Os funcionais de onda serao invariantes, dados por fun¢oes dos Lagos
de Wilson Wy e W7

W[A, B] = f(Wo[A], Wi[A, B]) = ¢(h[A], B> h[A]), (5.86)

que continua sendo uma funcao das holonomias e suas insercoes-B, sendo assim uma

funcao no supergrupo de calibre G. Aproveitando a paridade impar de W;, podemos

expandir a funcao f em W; para obter sua forma mais geral possivel:

FWolA], WAi[A, B]) = a(Wo[A]) + WA[A, B]b(Wy[A]) (5.87)

onde a e b sao funcoes de Wy. Se b é uma primitiva de b, tal que b = %, e lembrando

do dubleto em (5.76) podemos reescrever a tltima equagao como:

FWo[A], Wi[A, B)) = a(Wo[A]) + QWO[A]%VO&WO[AD = a(Wo[A]) + Qb(Wy[A]) (5.88)

Isso mostra que o espago dos funcionais de onda invariantes de calibre no supergrupo
se separam em representagoes de singleto e dubleto da supersimetria rigida. Os singletos

sao as funcoes constantes. Esse resultado nos da também dois tipos de funcionais de onda,
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devido a sua paridade:

Par: U [A, Bl = [ (Wo[A]) = ¢4 (h[A]) (5.89)
Impar:  W_[A, B] = Qf-(Wo[A]) = Wiy (h[A]) = Tr(B > h[A])y - (h[A]) (5.90)

O Produto escalar

O produto escalar entre dois vetores de estado (5.86) sera definido por uma integral

no supergrupo de calibre G de elementos G:

(W) = /G d(G) T (C)(G) (5.91)

onde a parametrizacao do elemento G € G depende de parametros bosonicos («) e fer-
mionicos B. Nesse caso ¢ possivel construir a medida de integracao du(G) que torna o
produto escalar invariante. Ela é composta basicamente por uma medida de Haar sob os

parametros bosonicos e uma medida de Berezin sobre os parametros fermionicos [23].

5.3.4 Representacao em Redes de Spin
Levando em conta a paridade das funcoes obtidas em (5.90), escrevemos:

V.[A,B] = (A Blj+)=Tr[RY(h[A])]
V_[A,B] = (A, Blj-) = QTr[RY(h[A]) (5.92)

e a partir do Teorema de Peter-Weyl, podemos expandir nosso funcional de onda (5.86)

do espaco fisico Hy;s como:

V[A, Bl = Z{CYTT[R(j)(h[AJ)] +¢; QTr[RY (A[A])]}

V) = Z{Cf|j+>+cj_|j—>} (5.93)

onde R ¢ a matriz de representagao de spin j de g € SU(2), com (j =0,1,1,...). Além

disso, a parte par da expansao acima nao depende de B e corresponde a base do modelo
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BF bidimensional puro, da se¢ao (5.1). O tnico singleto supersimétrico é o estado de spin

nulo |0). Para os dubletos temos:
Qli+) =1i=), Qli=)=0 (5.94)

5.3.5 Quantizacao dos Observaveis

Transformando em operadores os observaveis definidos na se¢ao (5.3.2), temos na

polarizacao utilizada:

WoU[A, B] = WoU[A,B] , Wy U[A, Bl = W, TU[A, B

LoV[A, Bl = Tr($)V[A, B] = —h2Tr(6A5(I) 535(@)\1/[,4,3]
L1U[A, B] = Tr(¢9)V[A, B] = —hQTr(M(S(x) 5A(5(x))\IJ[A,B] (5.95)

Podemos escrever a representacao do gerador de supersimetria () como operador nessa

polarizagao por: ‘ 5
?_L/de(a:)gb(x) = /de(x)éA(x) (5.96)

Q

A partir dessa defini¢ao, obtém-se as relagoes de (anti)comutagao:

QA-=B , [QBl;=0
[QAﬂ/A}]Jr = ¢ ) [Qa gg]* = O (597)
A partir delas, obtemos:
[Lo,Ql+ =L , [L1,Q-=0 (5.98)

Note que o operador L ¢ equivalente ao operador L do modelo BF puro. Com um

calculo analogo ao feito com o BF puro temos:

LiRO([A]) = 1%j(j + 1)RY (h[A]) (5.99)
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Combinando os resultados acima obtemos:

Lolj+) =0 , Lolj—) = h%(j + D)|j+),

Lilj+) = K25 + Dj+) , Lili—) = K + 1)]j—) (5.100)

Além disso, temos:

w10y = |5+)
W2l = [QWi")|-0) =
= Qli+) - W) =
= [i-) (5.101)

Cada dubleto |j+), |j—) ¢ autoestado do observavel bosénico Ly com o mesmo autova-
lor 12§ (j+1). O operador fermionico Ly atuam como operadores escada mudando entre os
subespacos par e impar, mantendo o estado no subespaco de spin j. Os observaveis Wo(j )
e Wl(j) permitem obter estados de spin e paridade genéricos, |j+) e |j—) respectivamente,

a partir do estado fundamental, o singleto |0).
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Capitulo 6

Conclusoes

Fizemos uma revisao do modelo BF bidimensional, desenvolvendo um roteiro para
a quantizacao de Lacos, e expondo os principais conceitos envolvidos. Sendo o modelo
BF uma teoria puramente topolégica, obtivemos vinculos que geram transformagoes de
calibre para os campos. Além disso, a Hamiltoniana é completamente vinculada, de modo
que a evolucao do sistema ¢ dada unicamente por transformacoes de calibre, que contém
também os difeomorfismos. Na quantizacao do modelo, obtivemos 2 observaveis W e L,
sendo o segundo um operador com espectro discreto.

Fizemos uma revisao do formalismo hamiltoniano para o modelo BF acoplado com
matéria topologica, obtendo também uma teoria de calibre com uma hamiltoniana com-
pletamente vinculada, cujos campos sao todos dinamicos, isto é, nao temos background
fixado. Mostramos uma tentativa de se fazer a quantizagao de Lacos do modelo sem a
utilizacao de um grupo de calibre geral, e os obstaculos que surgem em conta disso.

Realizamos a analise canonica do modelo BF bidimensional supersimétrico, mostrando
a equivaléncia com o modelo BF acoplado com matéria topolégica. Com a equivaléncia,
percebemos propriedades através da supersimetria que antes nao conseguiamos enxer-
gar, e que foram fundamentais para definir um supergrupo geral de calibre e realizar a
quantizacao de Lacos do modelo acoplado.

Comparando a realizacao do estudo com e sem supersimetria, percebemos a impor-
tancia da boa definicao de um supergrupo para a quantizacao de uma teoria de calibre, e
facilidade que possuir uma simetria adicional gera para resolver o problema. Conseguimos

com isso realizar uma quantizacao completa do modelo e a construcao dos observaveis.
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Como sugestao para trabalhos futuros sugerimos a quantizacao do modelo BF super-
simétrico em 2+1 dimensoes, que ird possuir difeomorfismos que nao fazem parte das
transformacoes de calibre, verificar se corresponde a algum acoplamento com matéria

topologica, e realizar a quantizacao de Lacos do modelo.
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Apéndice A
Definicoes

Descrevemos a seguir as principais defini¢oes utilizadas ao longo do trabalho. Repare
que as definicoes sao tais a podermos trabalhar com uma acao invariantes de calibre.

Estamos considerando 1 dimensdo de espago (x) e 1 de tempo (¢).

A.1 1Indices

Indices latinos (i, j, k, ...) sdo indices de grupo e assumem valores dependendo do grupo
fixado.

Indices gregos (i, v, p,...) representam as coordenadas, assumindo valores (0,1) =

(t,z)

A.2 A Derivada Covariante de um Campo

A base dos campos é dada pelos base dos geradores T; do grupo, satisfazendo:

[T, T3] = fii*T% (A1)
Assim escrevemos um campo arbitrario como:

X(z) = X"(2)T; (A.2)

Chamamos de derivacao exterior de uma p-forma X = Z%Xmm“pdac“l A ... ANdxte a
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seguinte operacao:

dX = dz" A9, X (A.3)

Note que essa defini¢ao implica pela simetria impar do produto wedge:
d>=dd =0 (A.4)

Mas essa derivada nao obedece a mesma lei de transformacao de X. Isto é, se X se

transforma na representacao adjunta:
X'(z) = g7} (2) X (x)g(2) (A.5)
entao:
(dX) =d(¢7'Xg) =g 'dXg+dg ' Xg+g 'Xdyg (A.6)
Derivando a igualdade gg~! = 1, obtemos as relacoes:

dgg™ +gdg™t =0 (A7)
dg~' = —g~'dgg™" (A8)

Com isso, podemos escrever a transformacao da derivada exterior de um campo que

se transforma na representacao adjunta como:
(dX) =g~ 'dXg+g ' Xdg— g 'dgg™' Xg =g 'dXg+[g7 Xg,9" " dg] (A.9)

Queremos uma derivada que se transforme de forma covariante assim como o campo
nesse espaco, de forma a facilitar o trabalho utilizando objetos covariantes. Isto é, quando
fizermos transformacoes de grupo, queremos utilizar objetos que mantém a mesma forma
apos essas transformagdes. Entdo definimos uma Conexdo A(z) = da# Al (z)T; que se

transforma como:

Alw) = g7 (@) Az)g(x) + g~ (x)dg (=) (A.10)
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Definimos assim a derivada covariante:
DX =dX + [A, X], (A.11)
que também se transforma na representacao adjunta:

(DX) =g 'DXg (A.12)

A.3 Transformacoes Infinitesimais

Escrevemos nosso elemento de grupo na forma:
g=e"=1+a+ 0(a?), (A.13)

onde o = o'T; corresponde a um parametro infinitesimal, elemento da algebra de Lie do

grupo de calibre. Existe a inversa:
gl=e=1-a+0(? (A.14)

Seguem-se entdao a partir dessas expansoes, tomando o termo de primeira ordem em

«, as transformacoes infinitesimais:

§A=A — A= Da (A.15)
§X = X' — X = [X, qa (A.16)

Para calcular o comutador de 2 campos precisamos da base de geradores:
(X,Y] = [XIT;, Y*T,) = XOYMT;, T} = fi' XPYFT, (A.17)

que podemos escrever comao:

(X, Y] = fluXIYh, (A.18)

onde f;; sdo as constantes de estrutura do grupo de calibre.
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A.4 A Curvatura de Yang-Mills

A curvatura de Yang-Mills é a 2-forma:
F=dA+ANA (A.19)
Em componentes:
FITy = 2P Tda A de” = 0,41 Tida A da” + ~ AT, A Thda A da” (A.20)
Z—éwzx I—EMVZZE X 5 j Lax X .

Como dz* Adx” = dxt ® dx¥ — dx* ® dx”, s6 é relevante a parte antissimétrica, entao
segue-se que:

Fp, = 0,4, = 0,4, + [A,, A’ (A.21)

Da lei de transformacao da conexao A, segue-se que, se X se transforma na represen-

tacao adjunta:

F'=g'Fg (A.22)
Pode-se mostrar também que
D*X = [F, X], (A.23)
onde:
1
D? = 5[D,“ D,)dz" A dx¥ (A.24)

Vamos calcular agora a derivada covariante de F':

DF =d(dA+ANA)+[AdA+ANA] = (A.25)
dANA—-—ANdA+ANDA—dANA+ANANA—-—ANANA (A.26)

Assim obtemos uma importante equacao, a identidade de Bianchi:

DF =0 (A.27)

Note que em 2 dimensoes nao existe uma 3-forma. Entao a identidade de Bianchi
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DF=0 é uma trivialidade nesse caso e nao acrescenta nenhuma propriedade ao modelo.
Entretanto é uma propriedade baste 1til em calculos em dimensoes superiores. Além disso,
se a curvatura F' é nula, ela sera invariante sob transformacoes de calibre e difeomorfismos.
Logo, independente de uma escolha de calibre ou de sistema de coordenadas, o espaco

permanecerd plano.
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Apéndice B
Definicoes para Supersimetria

Trabalhamos com a supersimetria N = 1, que possui apenas um gerador. Defini-
mos aqui a coordenada 6 e mostramos suas propriedades, assim como a integracao no

superespaco e os supercampos. Para mais detalhes, ver [27].

B.1 O Numero de Grassmann

Definimos uma coordenada fermionica (com paridade de Grassmann impar) 6 antico-

mutante:

{0,0} =00 + 06 = 0 (B.1)

Essa definicao implica:

0> =0 (B.2)

Dessa maneira, uma funcao de @ sera sempre da forma:

f(0)=fo+0fi (B.3)

Definimos a derivada em 6 como uma operacgao algébrica:
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B.2 A integral de Berezin

A integral de Berezin é definida pelas seguintes propriedades, de maneira a ser invari-

ante sob translagoes 0 — 0 +

/ o =0 (B.5)
/ oo = 1 (B.6)

Vejamos:

/d&f(0+a) _ /de(fo+9f1 Faf) = /def(e) (B.7)

Com isso, podemos definir uma acdo que seja invariante sob translagoes em 6. Note
ainda que a integracao tem as mesmas propriedades da derivada algébrica. Podemos

escrever formalmente:

/ A07(0) = 2 1(0) (B.3)

Uma outra propriedade importante ¢ a do delta de Dirac:
5(0) =146 (B.9)

Vejamos:

/ 166.f(6) = / d60(fo + 0f,) = fo = F(0) (B.10)

Isso também implica uma propriedade impar:
d(—=0)=—-0=-5(0) (B.11)
Generalizemos:

[ a0 =50 = [0 -0+ 0= [a000ss—rso-r0r)  (B12)

Como a coordenada é anti-comutante, entao 70 = —671, de modo que:
[ 030 = )10) = fo +75, = 50 (B.13)
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B.3 Supercampos

Um supercampo ¢(z, ) pode ser escrito como uma soma de campos bosonicos e fer-

mionicos da seguinte forma:

©(x,0) = @o(r) + Op1(z),

(B.14)

onde x = (z#) sao as coordenadas de espago-tempo, e suas componentes () e p1(z) sdo

ditas bosonicas se forem par, ou fermionicas se impar. A paridade de uma componente

deve ser diferente da paridade da outra, de modo que o supercampo ¢(z,#) tenha uma

paridade bem definida.

Os supercampos sao principalmente definidos por suas transformagoes supersimétricas,

que sdo geradas pelo operador nilpotente @ : Q? = 0 que atua como:
0
Qp = 55¢
Em componentes:

0
Qo +0p1) = %(800 + 0¢1)

Qo — 0Qp1 = 1

O que resulta:

Qo = ¢1
Qp1 =0

Dizemos entao que ¢q e p; constituem um dubleto supersimétrico.
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Apéndice C
A definicao do produto escalar

Colocamos aqui os principais teoremas que permitem a definicao do produto escalar
utilizado para as funcoes cilindricas, e representacoes unitarias dos funcionais de onda.

Para mais detalhes, ver [25], [26] e [28].

C.1 A Medida de Haar

Sejam g e h elementos de um grupo G, e f : G — C um funcional. Definimos a média
de f em G por:
1
= C.1
H) = & > 1(9) 1)

geG
onde #G é o namero de elementos do grupo G discreto e finito. E facil ver que essa
média é invariante por multiplicacao pelos elementos do grupo ou inversao do argumento

do funcional:

1(f(9)) = n(flg™h) = u(f(gh)) = u(f(hg)) = u(f(h~'gh)) (C.2)

Uma vez que se para cada elemento de grupo ha uma inversa, entao o nimero de
elementos inversos e igual ao dos elementos; e também pelo fato de produtos de elementos
de grupo ser também elementos de grupo, o nimero total de resultados de produtos de

elementos é igual ao ntimero de elementos do grupo.
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C.2 O Teorema de Haar

Seja g € GG, G um grupo de Lie compacto. Entao existe uma medida de integracao

di(g) em G, denominada "medida de Haar", tal que se a média

u(f(g)) = /G £(9)dulg) (C.3)

é bem definida, tem-se para todo h € G:

1(f(9) = p(flg™") = u(f(gh)) = u(f(hg)) = u(f(h " gh)) (C.4)

Além disso, temos as seguintes propriedades: (i) [, du(g) = 1 (normalizavel)

(ii) Se f(g) > 0 entdo [, f(g)du(g) > 0 (positiva)

(iil) Se f(g) > 0 e [, f(g9)du(g) = 0, entao f(g) = 0 para quase todo g € G, isto ¢,
exceto para um niumero finito de elementos g. (anélogo ao caso de funcoes descontinuas)

Repare que isso ¢ uma generalizacao em termos de grupos do que ja conhecemos
para as funcoes reais ou complexas. O teorema também pode ser estendido para grupos

localmente compactos.

C.3 O Teorema de Peter-Weyl

Seja R* : G — GL(H) uma representacao do grupo G no espago dos operadores
matriciais que atuam sobre algum espaco de Hilbert, tais que R(g) : H — H. {R“},a € A
¢ o conjunto de todas as representacoes unitarias de dimensao finita e nao-equivalentes
entre si de GG, e A o conjunto do indices que rotulam cada representagdo. R;(g) sao seus
elementos de matriz, com 7,5 = 1,...,d,, onde d, é a dimensao da matriz. E seja du(g)
uma medida de Haar de G.

A primeira parte Teorema de Peter-Weyl [26] diz que que:

1

= 6P 8651 (C.5)
d(a)

/G R (9 R2 (9)du(o)

onde d(,) é a dimensao do subespaco de representacao a. A segunda parte do teorema diz

que as fungoes Rf; formam uma base ortogonal completa no espago de Hilbert L2(G, dp).
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Assim, qualquer fungao f € £2(G,du) pode ser escrita na forma:

d(a)
=> Y alR(g (C.6)
acN i,j=1
onde:
a8 = dio /G R (9)f(9)du(g) (C.7)

Note que a expansao em série de Fourier de func¢oes reais ou complexas é um caso
particular do teorema de Peter-Weyl para o grupo U(1). Parametrizando um elemento

g € U(1) por 0 € [—7, 7| temos:

do
d - &
1(9) o
Rn (g) — ez’n@
1 r ) )
i dee—zné’e—zme — 5mn
2

-7

F0) = > fae™

ne”L

fo = %/d@e‘mef(@ (C.8)
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