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Resumo

Nesse trabalho consideramos um conjunto de interagoes entre matéria escura e energia
escura proporcionais ao produto e/ou poténcias das densidades de energia e da energia
total. Demonstramos que, sob determinadas condicoes, o estado final do Universo difere
substancialmente do modelo padrao ACDM. Em particular, a razao entre as densidades
de energia da matéria escura e da energia escura aproximam-se de um valor finito e estavel
ou oscila entorno dele. Solugoes estacionarias desse tipo requerem uma equacao de estado
do tipo fantomica para a energia escura, embora nao leve ao Big Rip. Mostramos que a
solucao analitica de um caso particular é consitente com os dados de supernovas do tipo
Ia (SNIa) da amostra UNION2 e para uma classe de interagoes fizemos a classifica¢ao dos
pontos criticos através da andlise de sistemas dinamicos segundo sua relevancia para o
problema da coincidéncia.



Abstract

We consider a set of non-linear interactions between dark matter and dark energy
which comprises couplings proportional to products of (powers of) the energy densities of
both dark components and of the total energy. We demonstrate that under such conditions
the final state of the Universe may differ substantially from that of the standard ACDM
model. In particular, the ratio of the energy densities of dark matter and dark energy may
approach a stable finite value or oscillate about such a value. Stationary solutions of this
type require a phantom-type “bare”’equation of state of the dark energy which, however,
does not lead to a big-rip singularity. A corresponding analytic solution for a particular
case is shown to be consistent with the supernova type Ia (SNIa) data from the Union2
set. For a broader class of interactions, a dynamical system analysis classifies stationary
points with emphasis on their potential relevance for the coincidence problem.
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1 Introducao

Ciencia vem do latim scientia e diz respeito a qualquer conjunto de praticas e co-
nhecimentos sobre determinado objeto. Em particular, investigamos a Natureza desde
os primordios evolutivos da nossa espécie, porém foi em 1637 que René Descartes lancou
os fundamentos da ciéncia moderna, o Método Cientifico. Hoje o método cientifico e o
nosso instinto primitivo de observar o céu se encontram na Cosmologia para desvendar

uma pergunta pretenciosa: como o Universo funciona?

Trés fatos observacionais dos ultimos 70 anos guiam a busca por um modelo que
descreva o cosmos: a abundancia de elementos leves na Nucleossintese Primordial, a Ra-
diacao Césmica de Fundo e a Expansao Acelerada do Universo. Essas evidéncias apontam
o modelo ACDM e o modelo do Big Bang como uma resposta parcial: o primeiro por nao
explicar as componentes matéria e energia Escura (e os problemas concetuais decorrentes
disso) e o segundo por nao explicar a singularidade inicial. As brechas da teoria e a
liberdade fornecida pelos dados observacionais na estimativa de parametros permite que
inimeros modelos fisicamente motivados ou nao sejam propostos como alternativas aos

modelos anteriores.

Nesse trabalho estamos interessados no comportamento tardio do Universo, onde en-
contramos o conhecido Problema da Coincidéncia Césmica. A saber: porque atualmente
matéria escura e constante cosmoldgica possuem aproximadamente a mesma densidade de
energia se uma diminui com o tempo e a outra é uma constante? Como uma alternativa
ao modelo ACDM propomos que no setor escuro ha troca de energia. Tal comportamento

caracteriza os modelos tratados nesse trabalho como Modelos de Interagao.

Inicialmente proposto por Wetterich em 1988 [1], Modelos de Interacao tém sido
amplamente estudados na literatura ainda sem nenhuma evidéncia observacional que os

descarte. Em geral os modelos acoplam as equacoes de fluido da energia e matérica escura



através de um termo de interacao. Muitos dos modelos estudados na literatura remetem a
termos de interacao lineares nas densidade de energia. Nos, por outro lado, iremos explo-
rar a dinamica do universo frente a uma determinada classe de acoplamentos nao-lineares
seguindo a linha de referéncias como [2-5] e outros. Estudamos qualitativamente essas
interacoes com a intensao de estabelecer vinculos tais que a dinamica final do universo

aliviasse conceitualmente o Problema da Coincidéncia Cdsmica.

A dissertacao é composta de seis capitulos. No Capitulo 2 expomos a base conceitual
da Cosmologia Moderna e especializamos no Capitulo 3 para modelos cosmoldgicos com
interacao. O Capitulo 4 é um resumo da ferramenta matematica utilizada para tratar o
sistema de equagoes de interesse. Finalmente no Capitulo 5 aplicamos essa ferramenta
e extraimos informagoes qualitativas, através dos espacos de fase. Solucoes analiticas sao
obtidas para trés modelos particulares sendo um deles testado observacionalmente com
supernovas do tipo Ia. Além disso discutimos brevemente como seria o cendario para a
existéncia de uma Era da Matéria no universo temprano e quais restrigoes esse vinculo

impoe aos parametros. Concluimos no Capitulop 6 discutindo os resultados.



10

2 (Cosmologia: Aspectos Teoricos

A cosmologia é uma das ciéncias mais antigas, pois se propoe, em sentido metafisico,

a responder as questoes: de onde viemos e para onde vamos.

No que concerne a Cosmologia como ciéncia fisica o foco da investigagao é o Universo,
sua origem e sua evolugao. Com os avancos tecnologicos do séc XX foi possivel & Cosmolo-
gia deixar de ser especulativa para ser observacional. Nesse contexto, muitas teorias sobre
o universo puderam ser confrontadas experimentalmente e descartadas, ou nao. Dentre
essas teorias a que vingou com melhor sucesso sobre os dados ¢ o modelo do Big Bang
complementado pelo modelo de concordancia ACDM, porém as respostas fornecidas por

esses modelos sao incompletas ainda e geram tanto solugoes quanto problemas.

Dois fatos sobre a Cosmologia: primeiro que somos observadores dentro do exper-
imento; segundo, esse experimento é, ao menos para a tecnologia e de um futuro nao
distante, inico e impossivel de ser repetido. Portanto para conhecer a natureza dos feno-
menos cosmoldgicos devemos ser capazes de fazer fisica independente de referenciais e
devemos saber tratar os dados obtidos desse experimento levando em conta nossa in-
capacidade em repeti-lo e nossa posicao nao-privilegiada de observacao. Para que isso
seja possivel nos valemos da Relatividade Geral, a ferramenta tedrica, e da Estatistica
Bayesiana, a ferramenta experimental. Nesse capitulo os aspectos tedricos mais relevantes
da Cosmologia serao apresentados. Inicialmente uma digressao breve sobre a Relatividade
Geral, pois esta rege a interagao relevante nas escalas de distancia do sistema estudado e

depois sua aplicagao na busca por modelos que descrevam o Universo.
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2.1 Introducao a Relatividade Geral

A teoria moderna da gravitagao surgiu no ano de 1916 proposta por Albert Einstein e
é conhecida como Relatividade Geral (RG), pois amplia a teoria de 1905, a Relatividade
Restrita (RR). A RR é uma teoria desenvolvida para acomodar a Teoria Eletromagnética

a fisica newtoniana. A RR ¢é fundamentada sobre os seguintes postulados [6]:

e Principio da Relatividade: A fisica é a mesma para referenciais inerciais.

e Principio da Constancia da Velocidade da Luz: A velocidade da luz, ¢, é a mesma

independente da velocidade relativa entre o observador e a fonte.
Nas palavras de Einstein® :

[...] as tentativas sem sucesso de verificar que a Terra se move em rela¢io ao “meio
luminoso”[éter] levaram a conjectura de que, ndo apenas na mecanica, mas também na
eletrodinamica, nao hd propriedades observdveis associadas a idéia de repouso absoluto,
mas as mesmas leis eletrodinamicas e opticas se aplicam a todos os sistemas de coor-
denadas nos quais sao vdlidas as equagoes da mecanica/...]. Elevaremos essa conjectura
(cujo conteudo serd daqui por diante chamado de “principio da relatividade”) d posi¢do
de um postulado; e, além disso, introduziremos um outro postulado que € aparentemente
inconsistente com o primeiro, a saber, que a luz no espaco vazio sempre se pPropaga com
uma velocidade definida V que é independente do estado de movimento do corpo que a

emate.

Os postulados de Einstein tiveram implicancia direta no conceito de espago e tempo.
Para que fossem validos era necesséario escrever as leis fisicas num formalismo covariante,
ou seja, num formalismo em que pudessem ser entendidas independente do referencial.
Nesse ponto surge a entidade espaco-tempo e os colorarios mais importantes da RR: a

dilatacao do tempo, a contragao do comprimento do espaco e a equivaléncia massa-energia.

A gravitacional newtoniana, foi desenvolvida no séc.XVII. Baseia-se na premissa de
que o espaco é absoluto e portanto é possivel definir referenciais privilegiados nos quais as

leis fisicas sao invariantes sobre as Transformagoes de Galileu. Nesse contexto os corpos

I'EINSTEIN, Albert. Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Annalen der Physik 17: 891-921, 1905.
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que possuem massa interagem atravéz de um campo gravitacional que é pontualmente car-
acterizado por uma forca proporcional as massas e inversamente proporcional ao quadrado

da distancia entre os corpos:

d (2.1)

Apesar de ser uma teoria muito bem estabelecida, a gravitagao newtoniana nao previa,
por exemplo, a precessao do periélio de Mercurio além de possuir problemas conceituais [7].
Se fizermos a massa de um dos corpos que interagem variar com o tempo entao a forga

entre as massas é dada por:

= M(t) —
mM () &

F(t)=G— (2:2)

Dessa forma uma massa m 4 uma distancia d de M(t) sentird instantaneamente a mu-
danca na intensidade da forca gravitacional e isso é incompativel com o fato de ¢ é a maior
velocidade que faz sentido fisico (consequéncia da matematizagao dos postulados) [7]. E
preciso entao reformular a gravitacao para que seja compativel com a RR, partindo do
pressuposto, bastante intuitivo, de que uma teoria que pretenda explicar a natureza deve

ser valida em suas varias escalas, se nao ela é, ao menos, incompleta.

A Relatividade Geral foi formulada para ser a teoria moderna da gravitagao. Ela
é dita geral, pois amplia os casos tratados pela RR para referenciais nao-inerciais. Sua
formulagao iniciou com Albert Einstein guiado por alguns principios filoséficos (alguns
consenso na literatura outros nao): Principio de Mach, Principio da Equivaléncia, Princi-
pio da Covariancia, Principio do Minimo Acoplamento Gravitacional e o Principio da
Correspondéncia [8]. Em geral na literatura apresenta-se o Principo de Mach e o Princi-

pio da Equivaléncia como guias da construcao da RG.

O Principio de Mach afirma que todo movimento é relativo. Ou seja, num universo de
apenas uma particula nao ha movimento, pois nao ha nada com relagao ao que se mover.
Por outro lado num universo de mais de uma particula o movimento é sempre relativo e
influenciado pela inércia gerada pela presenga das outras particulas [8]. Do ponto de vista
de Mach um referencial dito inercial é um referencial em movimento privilegiado com
relacao ao movimento médio dos constituintes do universo. Por exemplo, com relacao a

Terra o fundo de estrelas fixas é esse referencial privilegiado. A formulacao desse principio
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¢ estritamente filoséfica nao havendo portanto uma matematizacao. Por outro lado, uma
aplicacao simplista do Principio de Mach eleva todos os referenciais ao mesmo patamar
entao as leis fisicas devem ser escritas de maneira que qualquer um deles seja capaz de
detecta-las na natureza. Aqui nos aproximamos do Principio Geral de Covariancia o que

nos leva naturalmente a trabalhar no formalismo tensorial para escrever as leis fisicas.

O outro pilar da RG é chamado Principio da Equilavéncia. A representacao usual
desse principio é o “Gedankenexperiment”, onde um individuo dentro de um elevador
nao consegue ver o que se passa no seu exterior e realiza experimentos fisicos. Se o ele-
vador esta parado sobre a superficie da Terra sugeito ao chamado "‘campo gravitacional™
ou se esta longe da agao do campo, porém acelerado, nao ha como distinguir com exper-
imentos de mecanica os dois casos (Principio da Equivaléncia Fraco). Podemos impor o
Principio de Equivaléncia também aos experimentos épticos. Se um feixe de luz é emitido
perpendicularmente a direcao da aceleracao do elevador entao ele se curva ja que nao
atinge a parede oposta num ponto colinear com o emissor. Se isso ocorre num elevador
acelerado, entao isso deve ocorrer num campo gravitacional (Principio Forte de equiv-
aléncia, pois é estendido & toda as leis fisicas) [7]. Portanto pelo Principio de Fermat?,
num elevador acelerado a menor distancia entre dois pontos nao é uma reta, mas sim uma
curva. Do principio de equivaléncia o mesmo se passa num campo gravitacional. Através

dessa argumentagao heuristica massa e geometria se associam para criar a Relatividade

Geral [8].

2.1.1 Geometria Diferencial e Fisica em Espacos Curvos

A Geometria Diferencial é a matematica da RG. Seu formalismo permite escrever as
leis fisicas independente de referenciais além de acomodar melhor a descri¢ao sobre espagos
curvos. Alguns elementos da Geometria Diferencial serao abordados superficialmente a

seguir, deixando o rigor matemético para nossas referéncias [7, 8.

O espaco-tempo concebido como entidade tinica é curvo devido a presenca de mas-
sas, argumento central da RG. Devemos ser capazes de definir entidades matematicas
como vetores e produto escalar sobre o que chamamos de variedade diferencidvel que,

no nosso caso, ¢ o espago-tempo. Uma variedade diferencidvel m-dimensional é um con-

27experimento mental”’

3A luz percorre a menor distancia entre dois pontos
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junto que pode ser mapeado em R™ utilizando uma carta ou varias cartas (atlas). De
maneira simplista: definimos sobre a variedade conceitos mateméticos para escrever as
leis fisicas e quando for preciso calcular com essas leis fazemos uma coordenatizacdo no
espaco dos numeros reais onde sabemos integrar, derivar, etc. Para tanto definimos duas
entidades mateméticas: o vetor tangente a variedade (ou covariante) e as 1-formas (ou
contravariante). Essas entidades sao coordenada independentes e caracterizam um tensor.
Assim um tensor (s p) é s vezes covariante e m vezes contravariante. As propriedades
dos tensores é que carregam a informacao fisica do sistema independente de coordenada.

Representamos o tensor como sendo:

T=T%" ja®. QR0 ®...0 0" (2.3)

onde e, e 0" sao as bases dos vetores e das 1-formas respectivamente.

Para recuperar as estruturas matematicas presentes, por exemplo na gravitagao newto-
niana e na teoria eletromagnética, operacoes como: produto escalar, derivacao, integracao,
etc... devem ser representadas no formalismo tensorial. O produto escalar, por exemplo,
é realizado através do Tensor Métrico, g"”. A métrica é tal que a norma de um vetor

qualquer v é dada por:

v? = Gt = 911(1)1)2 + (g12 + 921)1}1”02 + etec... (2.4)

Em espagos curvos um vetor, quando é transportado paralelo a si mesmo ao longo
de uma curva fechada, nao se assemelha ao original. Porém dentre os espacos tangentes
associados a uma variedade é possivel identificar uma classe de vetores tangentes auto-
paralelos. No caso cartesiano dada uma linha reta, a tangente a essa linha num ponto
¢é paralela a tangente em qualquer dos outros pontos. Em analogia, se um vetor é auto-
paralelo quando transportado sobre uma determinada curva parametrizada C(7) entao
essa curva é uma geodésica. Isso significa que, assim como a linha reta no espaco
euclidiano, C é o caminho mais préoximo entre dois pontos. A curva C deve satisfazer a

equacao da geodésica, onde a derivacao ¢ feita em relagao a parametrizacao ~:

if + 7, i*i* = 0. (2.5)
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A equacao de movimento para a particula livre é p = 0, onde p é o momento linear
da particula. Se utilizamos a o principio de covariancia encontramos a seguinte equacao

de movimento:

2z _, da* dx? 0 (2.6)
dr2 M dr dr '
que é precisamente a equacao da geodésica. Ou seja, num espaco curvo uma particula livre

se comporta como uma particula num campo gravitacional atuando num espaco plano,

como dito no Principio da Equivaléncia.

Se fazemos o transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva fechada entao
podemos caracterizar a curvatura da variedade se comparamos o vetor antes e depois de
transportado. Seja 6V# a variacao da componente 3 do vetor Vquando transportado ao

longo de uma curva fechada qualquer, entao deduzimos que ela vale:

VP = datéa¥ {0,15, — 9,15, + T, 0, -T2, 10 Lve (2.7)

ap yv

Denominamos o Tensor de Curvatura ou Tensor de Riemann, waﬂz

RS, =081, -0, +I1 % —T7 17 (2.8)

avp ap yv avs yu’

ondel® | sao denominados Simbolos de Christoffel. Outras quantidades podem ser
definidas apartir do tensor de Riemann, por exemplo o Tensor de Ricci e o Escalar de

Ricci, respectivamente:

Ru = RS, (2.9)
R = R'=g"Ry,,). (2.10)

Um colorario da definicao do Tensor de Riemann sao as identidades de Bianchi:

R‘ +R' —R

vpo; vpXip

— 0, (2.11)

o
vAp;o

onde o ; é a derivagao absoluta, i.e., a variagao do vetor e a variacao da base ao

longo da variedade.



16
2.1.2 Equacoes de Campo de Einstein

A RG deve possuir a Gravitagao Universal como caso particular para que seja valida.
O limite newtoniano é obtido quando consideramos campos fracos, estacionérios e veloci-
dades baixas, nessa situacao a métrica deve ser apenas um pequeno desvio da métrica
de Minkowski. Impondo essas consideragoes na equagao da geodésica obtemos a seguinte

expressao:

wi 21
' = —cT'y.

Uma observacao interessante é que @' é a aceleracao da particula, mas nesse contexto
quem fornece a aceleracao nao é mais uma forca e sim a curvatura do espaco estd implicita
nos simbolos de Christoffel . Vemos que o principio de equivaléncia surge naturalmente
quando consideramos as geodésicas de um espaco curvo. O simbolo de Christoffel pode

ser escrito em termos da métrica da seguinte forma:

1
Fﬁa - Eg“p (gl/p,o + Gopv — gya,p) (212)

Utilizando essa expressao para uma das componentes da métrica:

goo = — (1 - i—f) : (2.13)

onde ¢ é o potencial gravitacional newtoniano. Entao, como esperado, a distribuigcao
de matéria determina a geometria do espago-tempo. Devemos encontrar uma equagao
para a métrica tal que envolva a distribuicao de matéria. Em analogia com as equagoes
de campo (Laplace e Poisson) devemos obter equagoes que envolvam a segunda derivada
da métrica (considerando a expressao anterior e recordando que a equagao de Poisson
contém V2¢), nesse caso o tensor de Riemann e suas contragoes podem ser usadas. A
parte que envolve a matéria € o tensor momento-energia, 7}, que pode ser construido para
cada sistema de interesse e que no caso do vacuo ¢é identicamente nulo em todas as suas

componente. A primeira hipotese de Einstein era a seguinte expressao:

R, = o7,

pv-

Segundo Lei de Conservagao de Energia de antes da RG temos que 7, = 0 para
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ser valido covariantemente devemos impor a derivagao absoluta tal que T/ , = 0, mas,
manipulando das identidades de Bianchi [7], sabemos que R¥ # 0. Entdo a expressao
acima nao contempla os requesitos necessarios. Ainda manipulando as identidades de

Biachi chegamos a seguinte expressao:

1
R —~g”R) =0.
( 27 )
7p
Definimos a expressao acima como G*, o Tensor de Einstein, tal que

G =0

e a proporcionalidade com T"" é ajustada conforme o limite newntoniano. Obtemos entao

a Equacao de Einstein:

L, 8rG ..,
G" = 2 ", (2.14)
ou mais explicitamte:
1 8rG
R — —g" R = T, 2.15
59 z (2.15)

A Equagao de Einstein é nao-linear uma vez que ela se retroalimenta: curvatura gera
energia e energia gera curvatura. Nao ha solugao geral, mas para o caso do vacuo na vizin-
hanca de uma distribuicao de massa esférica temos a conhecida solu¢ao de Schwarzschild
[7], essas hipéteses se aproximam muito para o caso do nossos Sistema Solar para uma

regiao exterior ao Sol.

Uma vez construida a RG é possivel identificar varios fenomenos associados a cur-
vatura do espago-tempo, por exemplo, o redshift gravitacional, ondas gravitacionais, bu-
racos negros, precessao de periélios e deflexao de feixes luminosos sendo esse tltimo o
experimento considerado como prova da RG. Duas expedicoes uma & Guinea e outra ao
Brasil mediram a deflexao da luz durante o eclipse solar do ano de 1919 e com uma precisao

da ordem de quatro casas decimais mostraram que a RG explicava o fenomeno [7, 8].
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2.2 O Modelo Padrao da Cosmologia

Atualmente o Modelo do Big Bang e o modelo ACDM sao os mais aceitos pela comu-
nidade cientifica, apesar de possuir o maior discrepancia modelo-experimento, conhecido
como Problema da Constante Cosmoldgica. A idéia de cosmos como sinonimo de ordem e
perfeicao associada 4 uma matematica mais tratavel fez com que as primeiras hipoteses so-
bre seu funcionamento recaissem sobre a estaticidade, homogeneidade e isotropia, os dois
primeiros devido & Newton e o terceiro devido 4 uma generalizacao do principio coperni-
cano. As duas ultimas hipdteses evoluiram para o patamar de Principio Cosmoldgico e se
por um lado facilitam a construgao de modelos e sao uma boa aproximagao para os dados

observacionais?, por outro sdo incansavelmente questionados [10].

2.2.1 O Principio Cosmolégico

A Cosmologia Moderna é construida sobre Principio Cosmolégico que possui o respaldo
de duas evidéncias: a Radiacdo Codsmica de Fundo (Cosmic Microwave Background,

CMB), distribuicoes de galdxias e abundancia de elementos leves..

A CMB nos indica que um fundo de radiagao, cujo espectro se assemelha ao de corpo
negro e possui pico na faixa do microondas, chega até ndés mantendo as mesmas pro-
priedades fisicas em qualquer direcao no céu®. Essa radiacao viajou até nés por 14 bilhoes
de anos e portanto conclui-se que, ao menos até essa escala, o Universo é isotrépico, i.e.,

possui as mesmas propriedades fisicas em qualquer direcao.

A homogeneidade do universo é concluida pela distribuicao de galaxias. Uma vez que
nao somos observadores privilegiados, entao conclui-se que qualquer um outro em qualquer

outra parte do universo veria a mesma coisa, e portanto, o universo é homogéneo [11].

Na escala cosmoldgica a interagao relevante é a gravidade descrita pra RG. As Equagoes
de Campo de Einstein, (2.15), sdo nao-lineares, portanto busca-se inicialmente as solugoes
mais simples. No caso de uma fonte de massa esfericamente simétrica temos a solugao

de Schwarschild [7,8]. Outra solugao das equagoes de Einstein foi descoberta inicicial-

40 confronto observacio-modelo no ambito da cosmologia é um tema de ampla discussdo. Até que
ponto utiliziar modelos para interpretar dados e utilizar dados para escolher modelos nao é uma circulo
vicioso que leva sempre aos mesmos resultados [9] ?

5As oscilacoes na temperatura da radiacio sio da ordem de 107 °K
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mente por Friedmann®

e corresponde a unica métrica possivel que acomoda o principio
cosmoldgico, i.e., homogeneidade e isotropia. Quanto escrita para um referencial tipico

em queda livre, ou seja, um referencial comédvel, e em coordenadas esféricas toma a forma:

2

2 2 2

+ erQ] (2.16)

O termo K remete & curvatura espacial, pois um o universo que satisfaca as hipoteses
acima s6 pode ser plano (K = 0), esférico (K = 1) ou hiperbdlico (K = —1). O termo
a(t) é conhecido como fator de escala, a razao com a qual os termos espaciais da métrica
mudam com o tempo. Calculando a distancia prépria da origem até um desses referénciais

comoveis encontramos:

d(r,t) = a(t)R(r), (2.17)

onde R(r) é sen™!(r) quando K = 1; senh™*(r) quando K = —1 e r quando K = 0. Se

derivamos a expressao anterior em relagao ao tempo temos:

. a
d=d-. 2.18
: (218)

Se 2 = (0 temos um universo estatico, ¢ > 0 um universo em expansao e & < (
um universo se contraindo. Devemos observar que as equacoes de campo de Einstein
continuam sendo satisfeitas se acrescentamos um termo constante. Historicamente esse

liberdade foi usado por Einstein para introduzir a Constante Cosmolégica, A:

1 87G
R*™ — "R+ g™\ = —

. A (2.19)

A constante A seria necessdria para contrabalancear a atragao gravitacional, pois
Einstein estava ainda sobre a idéia newtoniana do universo estdtico. Ainda em vida
reconheceu o acréscido da constante cosmologica como um grande equivoco, porém sua
constante foi ressucitada a luz da expansao acelerada do Universo. A solucao da equacao

anterior é a conhecida solucao de de Sitter [7,8,11].

A Lei de Hubble

Em 1910 as primeiras observagoes feitas por Slipher [12] e posteriormente por Wirtz

6Foi independentemente obtiva por Lemaitre, Robertson e Walker [11]
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[13] e Lundmark [14] detectaram que o espectro de algumas nebulosas espirais possuia
um desvio para o vermelho. Para medir esse desvio definimos uma grandeza denomi-
nada redshift. Utilizando um referencial de Robertson-Walker, i.e., com a origem no
laboratério, e, considerando um feixe luminoso dr? = 0 que chega até nés radialmente,
podemos integrar (2.16) e obter o intervalo de tempo que a luz gasta para sair da fonte
até noés. Seja (tg,79,0,0) o evento “emissdo da primeira frente de onda” e (¢1,71,0,0) o
evento “emissao da segunda frente de onda” ; entao o intervalo de tempo 0t para essas

frentes de onda chegarem até laboratério é dado por :

(Stl 5t0
) (2.20)

Se consideramos esses sinais como sendo frente de ondas sucessivas, entao em termos

da frequeéncia de emissao encontramos:

IZ0) . a(tl)
V= ey (2.21)
Definimos :
) (222)

Se a(t) aumenta entdao a frequéncia diminui e observamos um redshift nos espectro
luminosos. Nesses caso z é positivo. Se a(t) diminui entao a frequéncia aumenta e obser-
vamos um blueshift, nesse caso z é negativo. a velocidade radial das fontes luminosas é
dada por v = zc. Essa relacao nao significa que o movimento das galaxias inflinja a RR,

pois para redshifts z > 1 nao ha significado fisico a velocidade radial.

As observagoes de Slipher, Wirtz e Lundmark identificavam desvios, mas as galaxias
observadas possuiam velocidade peculiar influenciado mais pelas interagoes gravitacionais
de galéxias proximas do que por uma possivel expansao ou contracao do espago. Para que
fosse possivel observar qualquer outro tipo de movimento é necessario redshifts da ordem
de 1073. Em 1929 Edwin Hubble anuncia ter encontrado uma relacio aproximadamente
linear entre distancia e redshift [15] utilizando observagoes somente até o algomerado de
Virgem. Somente em 1930 haviam medidas até o aglomerado de Coma com z = 0.02.
Nessa escala foi possivel verificar a relagao linear entre o redshift e a distancia propria .

Essa relacao ficou conhecida como Lei de Hubble ou Lei de Hubble-Humanson”:

"Milton L. Humason participou da construcio e posteriormente operou o telescépio de Monte Palomar.
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v = Hyd. (2.23)
.
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Figura 1: Diagrama publicado por Hubble em seu artigo de 1929 [15].

Em terms do redshift temos que:

s (2.24)
C

Expandindo 2.22 em torno de £, para objetos proximos encontramos que:

(o)
(to)

Lembrando que para a luz temos dr? = 0, entao (t —ty) = % entao comparando (2.24)

e (2.25) (considerando t; o tempo em que foi realizada medida) temos Hy = Zgg;
era de se experar dada a métrica FLRW, onde Hy é chamado parametro de Hubble.
— o)

a(t) *

Q-

z= (t —to). (2.25)

=)

CcOo1mo

Para um tempo qualquer ¢, temos H ()

2.2.2 O Modelo ACDM:

Até o ano de 1998 acreditava-se que o universo era constituido de fotons, barions e

DM e se expandia desaceleradamente devido & atracao gravitacional dos seus constituintes.

Foi colaborador de Hubble na pesquisa sobre galdxias e seu movimento.
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Riess , Pearlmutter e Schmidt publicam nesse ano evidéncias extraida da observacao de
Supernovas do tipo la (SNIa) de que o universo estd na verdade se expandindo acelerada-
mente [16,17]. Para que o Universo se expanda aceleradamente é necessario que a maior
parte da sua energia provenha de um fluido exdtico com equacao de estado negativa. De-
nominamos esse fluido de energia escura (Dark Energy, referida daqui em diante como
DE) interpretada como a energia do vacuo e sendo referida como A em homenagem &
constante cosmoldgica de Einstein (2.19). A introdugao desse novo fluido e sua interpre-
tacao como energia do vacuo, apesar de garantir a expansao acelerada do universo cria
dois problemas: primeiro que a densidade de DE obtida observacionalmente esta de 50 &
120 ordens de magnitude abaixo do estimado pela Teoria Quantica de Campo, chamamos
essa discrepancia de Problema da Constante Cosmoldgica (PCC) [18]; o segundo prob-
lema, conhecido como Problema da Coincidéncia (PC) surge da constatacao de que as
densidades de DM e DE sao da mesma ordem de magnitude. O ultimo consititui moti-

vacao central desse trabalho e serd abordado a parte.

A luz da descoberta da expansao acelerada o modelo que melhor se ajusta aos dados
observacionais disponiveis, SNIa, CMB e BAO?® é o modelos ACDM ou Modelo de Con-
cordancia. Nesse modelo o universo é praticamente plano (K=0 em (2.16)) e possui os
constituintes nao interagentes: barions, radiacao, matéria escura Fria? (CDM) e energia
escura (A). Dado o contetido a composigao do Universo utilizando as equagdes de Einstein

para descrever a dinamica do espaco-tempo.

Equacao de Friedmann

Considerando a métrica de Friedmann (referida usualmente como métrica FLRW)
(2.16) podemos calcular as componentes do tensor de Ricci e o escalar de Ricci (2.9).
Além disso é possivel demonstrar que, para satisfazer as hipoteses de homogeneidade e

isotropia o tensor momento-energia deve ser:

TOD =p T‘io =0 T‘ij = CLQp(Sij, (226)

onde p é a densidade prépria e p a pressao prépria. Além disso adotamos unidades em
que ¢ = 1. Utilizando as quantidades anteriores da equagao de Einstein (2.15) e fazendo

manipulacoes simples encontramos:

80scilacao Actstica de Bérions
9A termonologia “fria” refere-se ao comportamento nao-relativistico
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e
H? = %p + Q. (2.27)

O termo Qf diz respeito & curvatura, maior, menor ou igual a zero. Da equacao de

conservagao da energia 7)), = 0 encontramos:

p+3H(p+p) =0. (2.28)

E necessdrio que se fornega uma equacao de estado (abreviada daqui pra frente como
EoS de “equation of state”) do fluido para que se resolva (2.28) e (2.27). Temos um fluido
com equacdo de estado p = wp encontramos a solucdo p(t) oc a3+, Utilizando a

equacao de Friedmann definimos a densidade critica:

3H? g
- = = 1.878 - 107 #h2 2.29
p StG em3’ (229)

onde h é o parametro de Hubble que hoje possui valor em torno de 0.7 . Se p(t) é maior,
igual ou menor que p.. temos um universo esférico, plano ou hiperbélico. As medidas do
parametro de Hubble atualmente e as estimativas da quantidade de matéria no universo
indicam que estamos muito préximos & densidade critica o que é conhecido como Prob-
lema da Planitude, pois demonstra-se que desde os estagios iniciais o Universo ja possuia
densidade préxima & densidade critica. A alternativa mais simples é portanto de que o

universo ¢ plano, p(0) = p.- [19]. Daqui em diante adotaremos Qg = 0.

Como dito, a equagao (2.28) é valida separadamente para os constituintes do universo
se assume-se a hipotese de que nao hé troca de energia entre eles. Para resumir, as

equagoes propostas pelo modelo ACDM sao:

H? = %,), (2.30)

py+ 3Hp, = 0, (2.31)

pr +4Hp, =0, (2.32)
Pim + 3H pam = 0, (2.33)
pr =0, (2.34)

onde o subescrito “b” refere-se & matéria barionica, com EoS p = 0; “r” 4 radiacao, p = £;
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“dm” 4 matéria escura com EoS! p = 0 e por fim “A” refere-se 4 constante cosmoldgica,

PA = —pPA-

10Dada a interacdo puramente gravitacional e o comportamento nio-relativistico supde-se que a matéria
escura se comporte como uma poeira, assim como poeira
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3 Interacao no Setor Escuro

O Modelo Padrao da Cosmologia, Big Bang-ACDM apesar de ter evidéncias observa-
cionais muito fortes também possui problemas muito graves, como citado na segao 2.2.2,
e portanto atualmente a cosmologia é terreno fértil para um sem-ntmero de teorias que
modelam o Universo, nao s6 pelos hiatos deixados pelo modelo ACDM, mas também pelo
total desconhecimento da natureza da matéria escura e da energia escura. As teorias ex-
istentes se dividem em duas categorias. De um lado temos as modificacoes da RG, como
por exemplo, MOND, modelos DGP, teorias f(R) [20] e de outro estao as especulagoes
sobre o setor escuro, por exemplo, DE como quintesséncia, k-esséncia, holografica, phan-
tom, constante cosmologica; Modelos de Unificacao, por exemplo, Gés de Chaplygin, Gés
de Chaplygin Generalizado; Modelos de Interacao no setor escuro, etc. Podendo esses
modelos serem ou nao levados um no outro dependendo da interpretacao. Para uma visao

geral dos problemas e dos modelos acerca da DE [20] é uma boa referéncia.

No presente trabalho estamos interessados em uma classe particular de Modelos de
Interacao. Em geral, modelos desse tipo fornecem uma dinamica mais rica para DE e
DM. O argumento central é que, uma vez que se desconhece a natureza do setor escuro,
¢ tao vélido supor que seus constituintes conservam-se separadamente, como em (2.33) e

(2.34), quanto se supor que interagem [21].

3.1 O Problema da Coincidéncia Cosmica:

O modelo ACDM ¢ também conhecido como Modelo de Concordancia, pois é moti-
vado por evidéncias observacionais diversas que indicam que o Universo é constituido de
radiacao, barions e um setor escuro como citado na tultima sessao. Podemos apresentar
a equagao de Friedmann (2.27) em termos das contribui¢oes de cada constituinte para a
densidade total, p. Se normalizamos em relagao a p., (2.29), e resolvemos as equagoes de
conservagao (2.31), (2.32), (2.33), (2.34) para saber a dependéncia de cada termo com o

fator de escala encontramos:
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HQ
H}

onde ) = pﬁ para cada componente e os subescritos ja estao definidos na secao 2.2.2.
c

= Qoa® + Qroa™* + Qumoa ™ + O, (3.1)
COnvenciona-se que ag = 1.

A densidade de radiacao é estimada através da CMB. Seu espectro é de radiacao de
corpo negro, entao utilizasse a estatistica de Bose-Einstein numa aproximagao de ordem
zero para relacionar a temperatura da CMB, que é medida com uma incrivel precisao
como sendo 7" = 2.725 + 0.002K (Mather et al 1999) pelo pelo satélite COBE citato

em [19]. Encontra-se:

0,0 =247 x 107° (3.2)

A densidade de matéria pode ser calculada com diferentes experimentos. Destaca-
se dois tipos de experimentos. O primeiro grupo utiliza a interagao radiacao-matéria,
chamaremos de {2y a grandeza medida por eles, pois seguramente abarcam a matéria
barionica. O segundo grupo utiliza fendmenos puramente gravitacionais e portanto de-
pendentes da densidade total de matéria, chamaremos essa densidade de €2,,0. Com
relacao ao primeiro grupo de experimentos uma séries de medidas envolvendo clusters,
abundancia de elementos do Universo primordial e outros (para uma relagdo completa
consultar [22]) indicam 0 = 0.02. Com anisotropias de CMB (Prybe 2001 e Netterfield
2001, [19]):

Qyo = 0.024 (3.3)

A densidade observada corresponde a apenas 2 — 5% da densidade critica. Por outro
lado, experimentos do segundo grupo, que utilizam fenomenos puramente gravitacionais,
como espectro de poténcia e o estudo do Campo de Velocidade Cdsmica nas distribuigoes
de galaxias (Strauss e Willick, 1995) encontram o valor de €, = 0.3 [19]. Anisotropias
de CMB e Raixo-X de Clusterssao sensiveis a4 razao 3—; e concordam com essa estima-
tiva [19]. Portanto, da quantidade total de matéria do tipo poeira e que interage gravita-
cionalmente, Q,,0, apenas 20% é barionica. Aos 80% restantes, como nao interagem com

radiagao, chamamos de matéria escura.
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Ainda sim apenas 30% da densidade critica pode ser medida diretamente. Ao outros
70% chama-se de energia escura e sua existéncia é corroborada por testes com supen-
ovas do Tipo Ia [20] (mais detalhes no apéndice A) realizados por Pearlmutter, Schmidt
e Riess! [16,17]. O primeiro e mais simples candidato 4 DE ¢ a Constante Cosmolégica
(2.19), cuja densidade é referida como 4. A andlise conjunta dos dados DE CMB, BAO
e supernovas exclue com muita precisao um Universo sem uma energia escura, Figuras
2(a) e a0 mesmo tempo permite valores de w em torno de w = —1, dando margem &

muitos candidatos & DE, Figura 2(b).
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Figura 2: Regioes de confiabilidade para testes com supernovas e grafico da evolucao das
densidades de energia dos constituintes do Universo.

Com essas determinagoes de densidades observa-se que os dois elementos desconheci-

!Ganhadores do Prémio Nobel em Fisica 2011 pela constatacio da aceleracio do Universo
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dos possuem a mesma ordem de grandeza nos dias de hoje, Figura 2(c). Dois fluidos que
evoluem de maneira completamente distinta possuem densidades de energia da mesma
ordem de grandeza recentemente na historia do Universo e sé recentemente. Esse fato é
conhecido como Problema da Coincidéncia Césmica (PCC) [18,20,21,23].

“E possivel que, uma vez que se saiba a natureza fundamental da energia escura o
problema da coincidéncia seja automatico e naturalmente explicado. Por outro lado o
contrario também pode ser verdade: compreender a origem da coincidéncia poderia clari-

ficar sobre a natureza da energia escura e sua relagio com o resto do mundo™ [23].

A citacao anterior pontua o espirito dos trabalhos motivados pelo PCC. Na literatura
¢é possivel identificar dois grandes grupos de modelos que aliviam o PCC. Primeiro mod-
elos com “scaling solution” que necessitam de uma DE dinamica que sera chamada daqui
por diante de p,. Solugoes desse tipo sao estaveis e satisfazem r = ‘;—'; = constante
para algum tempo ou para todo o tempo [20,23]. Segundo, modelos que geram um com-
portamento periddico de todo setor escuro [24] ou de uma de suas componentes [25, 26]
(devido a vinculos observacionais, geralmente essa componente periddica é a DE). Uma
outra possibilidade é apresentada por campos fantasmas. E possivel relacionar o tempo
necessario para atingir o ponto de coincidéncia e o tempo de vida do Universo (que é
finito no contexto do Big Rip). Se a razao entre esses tempo nao é pequena, entao o que
é observado sobre as densidades de energia nao é uma coincidéncia, e sim uma situagao

comum na histéria do Universo [27].

3.2 Modelos de Interacao: Relacoes Gerais

Das hipéteses do modelos ACDM em geral mantém-se a homogeneidade, a isotropia
e a planeza do Universo. Considerando genericamente dois fluidos perfeitos como consti-
tuintes do setor escuro com parametro da EoS?® w,,, w,, reescrevemos entao as equacoes

do modelo ACDM (lembrando que estamos usando unidades em que c¢=1):

2Do Inglés: “It is possible that once we know the fundamental nature of dark energy the problem of
coincidence will be automatically and naturally explained. On the other hand, the reverse could be true
as well: understanding the origin of the coincidence could shed light on the nature of dark energy and its
relation to the rest of the world.” [23]

’p=wp
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G

H? = 5 P (3.4)

Py +3Hp, =0, (3.5)

pr+4Hp, =0, (3.6)

pm + 3H (1 + wi ) prm = @, (3.7)
pr+ 3H(L+w;)p, = —Q. (3.8)

As contribuicoes de matéria barionica e radiacao sao pequenas como visto anterior-
mente, portanto reescrevemos a equacao de Friedmann assumindo que o comportamento
de H sera predominantemente influenciado pela evolucao das densidades de energia do

setor escuro:

8rG
H? = —3 (Pmtpa). (3.9)

Vamos escolher de anti-mao a EoS das componentes que estao interagindo. Para
uma abordagem de modelos de interacao lineares e nao-lineares para um setor escuro
genérico consultar referéncia [3]. Nesse trabalho em particular escolhemos DM como
poeira, w,, = 0, por causa dos fortes vinculos observacionais (Sec¢ao 3.1) e DE com EoS

p = wp, dessa forma o sistema de equagoes que a ser estudado é:

G

o+ 3Hpy = O, (3.11)
pr +3H(1+w)p, = —Q, (3.12)

Abaixo temos algumas escolhas comuns para Q encontrados na literatura. As refer-
éncias foram escolhidas a titulo de exemplo e relevancia e nao cobrem a totalidade dos

acoplamentos sugeridos nem a totalidade dos autores que publicaram sobre cada um deles:

o Q) =cip. + c2pm [18,28]
o () =3H(c1ps + c2pm) [2,3,5,29-31]
o Q= cp.2pnlp’ [24,32]

® Q =3Hcp,"pn”p’ 3]
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Q = Q(F(r), pm) [34]

Q= Q(f(n), f(n)) [3,35]
Q= Q(p,p) [3].

Acima ¢;, a, B 0 sdo constantes (escolhidas em cada referéncia citada para gerar um
del ticul = Ina®, ¢ é referent 1 int d-
modelo em particular), n = lna”, ¢ é referente ao campo escalar que interage nesses mo

elos especificos e f e F sao fungoes arbitrarias.

Além da liberdade de escolher o acoplamento Q, as entidades interagentes também
variam: quintesséncia com CDM [4,23,31,36,37], campo fantasma com CDM [27,29, 33],
w—CDM com interagao [24,28,35,38], energia escura hologréfica (que satisfaz o Principio
Hologréfico) com CDM 2,30, 32|, gds de chapligyn e gas de chapligyn generalizado com
CDM [5]. Novamente aqui vale a ressalva de que as referéncias ndo se esgotam nesse

assunto.

Modelos de Unificagao do setor escuro podem ser reproduzidos por alguma interacgao
entre as duas componentes [38]. Além disso em [28] argumenta-se que alguns acoplamen-
tos sao, em ultima instancia, modificacoes da RG. Portanto modelos de interagao nao
s6 sao uma alternativa para abordar o PCC como também indicam quando pode haver
“degenerescéncia”’” de modelos frente os dados observacionais, principalmente no que diz
respeito 4 dindmica de fundo [28,38]. Para eleger entre um ou outro modelo de interacao
é possivel fazer testes com, por exemplo, formacao de estruturas (para um certa classe de

modelos de interagao lineares essa abordagem ¢ feita em [28]).

Do ponto de vista do comportamento de fundo a grandeza relevante é a densidade

total de energia p e, no contexto do PCC, a razao entre as densidades de energia, r =
p_m

T

seguintes relacoes sao validas:

. Buscamos dinamicas diferente de ACMD onde r vai para zero no limite futuro. As

.
= 3.13
P 1+ rp ( )
€
1
o = p (3.14)
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Definimos:

Q = —3HTI (3.15)
e
d d
— =3H—. 1
da k d(Ina?) (3.16)

Essas relagoes levam o sistema (3.11) e (3.12) em :

P+ pm = —II, (3.17)
o+ (1+w)p, = IL (3.18)

O acoplamento é dado portanto pela funcao Il que também pode ser entendido como
um termo de pressao efetiva nas equacoes de fluido anteriores. Essas equacoes em termos

de r e p sao:

d=—0+ w)p (3.19)

(3.20)

A interacao é escolhida de maneira a gerar solugdes nas quais r — 1., constante
para um Universo futuro. Estudaremos essas equagoes em termos de uma determinada
interagao nao-linear no Capitulo 5. No préximo faremos uma introducao a ferramenta
matematica para Sistemas Dinamicos utilizada para se estudar qualitativamente o sistema
acima. Uma vez que para alguns modelos nao é possivel encontrar solugoes analitica o

comportamento qualitativo tem ganhado destaque na literatura [5,18,24].
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4 Sistemas Dinamaicos: FEstudo
Qualitativo

Para os cientistas pds-Galileu o sucesso de uma teoria era explicar fenomenos e ser
consistente com os dados experimentais. No caso da ciéncia fisica a modelagem de um
fenomeno através de equagoes matematicas e suas solugoes sao os objetivos finais de um
estudo, pois nos permitem criar tecnologia. Porém modelar a natureza via de regra nos
coloca frente as chamadas equagoes nao-lineares que nao podem ser resolvidas analiti-
camente. Por outro lado, mesmo quando as equagoes sao integraveis esbarramos num
segundo empecilho, muitos fenomenos da natureza sao aparentemente irreprodutiveis, no
sentido de que nao possuem comportamento peridédico (a priori). Essas duas limitagoes
da ciéncia pareciam nao se relacionar até a década de 60 quando Edward Lorenz desco-
bre a Sensibilidade a Condicoes iniciais. Desde entao a Teoria do Caos e dos Sistemas
Dinamicos tem tomado destaque cada vez maior no meio cientifico em conjunto com su-
percomputadores modelando e explicando fenomenos intrataveis sob a otica da ciéncia

nao-caoticista.

Nos interessa nesse trabalho o estudo qualitativo das equagoes nao-lineares quando
nao for possivel resolve-las, pois no contexto de uma interagao entre dois fluidos essa

analise nos auxilia a identificar dinamicas que aliviam o PCC.

Um sistema dinamico n dimensional consiste em um fluxo continuo de n varidveis
num espaco de fase n-dimensional caracterizado por um sistema de equacoes diferenciais

relacionando essas variaveis.

Analiticamente somos capazes de resolver um nimero limitado de sistemas de equacoes.
Se nao possuimos solucoes analiticas extraimos da estrutura das equagoes nao-lineares as

informacoes qualitativas sobre as solugoes possiveis que diferem & menos de condi¢oes
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iniciais. Para conhecer o comportamento global das solugoes do sistema nao-linear estu-
damos comportamento do sistema linear em torno do ponto critico. Esse método sera

brevemente discutindo nesse capitulo.

4.1 Sistema de EDQO’s Lineares Autonomas:

Um sistema de equagoes diferenciais ordindrias (EDO) lineares é escrito na forma

matricial como sendo:

x = F(x) (4.1)

Onde x = (71,22,...,2,)7. O representa a derivada em relagio 4 um parametro
comum, por exemplo o tempo t, e F(x) = (Fi(x), ..., F,,(x))T é tal que F; ndo depende
explicitamente do parametro t caracterizando assim o sistema como autonomo. O sistema

é linear se F; é uma combinacao linear das variaveis x;.

Define-se como ponto critico de um sistema de EDO’s o conjunto (z'., 2%, ...) tal
que:
Fi(zte, 2%,..) =0

onde F* representa aqui cada EDO que constitui o sistema [39].

4.1.1 Sistemas Planares:

Sistemas Planares sao sistemas bi-dimensionais para os quais o conjunto de equagoes

(4.1) se reduz &:

= Ax + By
y = Cz + Dy. (4.2)

Sao interessantes, pois sao simples de se resolver utilizando métodos tradicionais
de resolucao de EDO’s [40] através da equagdo caracteristica. O estudo dos autoval-

ores da matriz dos coeficientes nos fornece condicoes simples para caracterizar o sistema
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em torno do ponto critico como veremos a seguir. O ponto critico do sistema acima é
_ 1
(xcvyc) - (070) .

Sistemas desse tipo possuem solugao em termos de exponenciais:

x(t) = G1eM* + (e, (4.3)
onde x(t) = ((t),y(t))", A2 e (1.2 sa0 solugao da equagao de autovalor que surge quando
substitumos (4.3) em (4.2). Chamemos, T a matriz dos coeficientes. Entao a equacao
caracteristica é:

Mo = Tr(T)A o+ Det(T) = 0. (4.4)

Os autovetores sao solucoes da equacao matricial:

TCr2 = Ai2C12 (4.5)

Estudando a solugao (4.3) podemos caracterizar o comportamento do ponto critico,
ou seja, se ele atrai as solugoes, se repele ou se em torno dele ha solugoes periddicas. Para

autovalores nao-degenerados? surgem os seguintes casos:

4.1.1.1 Atrator:

Se os autovalores sao Reais, A\jo < 0 e \; # Ay ent@o (4.3) pode ser escrito (con-

siderando que || < |A1] sem restricdo de generalidade):

x(t) = e Pl (¢ em(Mal=Pabi o ¢y (4.6)

Para t — oo observamos que x(t) — 0, ou seja, independente das condigoes iniciais
o sistema tende ao ponto critico. Podemos observar também por (4.6) que as solugoes
tendem para origem por um dos autovetores Figura 3, no caso da escolha |A\y| < |A\;], por

(2 como mostrado abaixo.

'Uma transformacao de coordenadas  — & — x. € y — y — y. coloca o ponto critico na origem
2Para os casos onde os autovalores sao degenerado, ndo hd um tnico método de andlise e podem
apresentar qualquer um dos comportamentos descritos
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Figura 3: Retrato de fase para o atrator.
4.1.1.2 Instavel:

Se os autovalores sao Reais, A\jo > 0 e A\; # Ay ent@o (4.3) pode ser escrito (con-
siderando novamente que Ay < Ap):
x(t) = M (G + Goe Ml (4.7)

Para t — oo observamos que x(t) — 00, ou seja, independente das condigoes o sistema
se afasta do ponto critico. Podemos observar também por (4.7) que as solugoes tendem

ao infinito por um dos autovetores em destaque na Figura 4, no caso da escolha Ay < Ay,

por (7.

4.1.1.3 Ponto de Sela:

Se os autovalores sao Reais, \; > 0 e Ay < 0 entdo (4.3) pode ser escrito:

X(t) = G+ Ge P! (43

Para t — oo observamos que x(t) — oo, porém diferente dos outros casos as solugoes
se aproximam do ponto critico pelo autovetor (3 e depois vao para infinito pelo autovetor

(1 em destaque na Figura 5.
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Figura 4: Retrato de Fase para o ponto critico instavel.
4.1.1.4 Foco Estavel:

Se os autovalores sao Complexos entao A\; 2 = a£i3. O foco estavel ocorre quando

a < 0, entao (4.3) é escrito:

x(t) = e_‘o‘lt(gle’ﬂt + Cpe™ ) (4.9)

Aqui os autovetores sao imaginario. A dinamica do foco estavel corresponde & dinamica
do Oscilador Harmonico Super Amortecido, Figura 6, ou seja, as exponenciais com ex-
poentes imaginario geram oscilagdes no espago de fase que sao amortecidas pelo termo
el Esse termo é responséavel por fazer com que, para t — 0o o sistema atinja o ponto

critico.

4.1.1.5 Foco Instavel:

Em contraposicao ao caso anterior o foco instavel possui @ > 0 e portanto noa
amortece as oscilagbes e para t — oo as solugoes se afastam cada vez mais do ponto

critico.

x(t) = e*(C1e”" + (e (4.10)
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Figura 5: Retrato de fase para o ponto de sela.
4.1.1.6 Centro:

E o caso para o = 0:

x(t) = (e + (pe™ " (4.11)

Os sitema nunca atinge o ponto critico, pois as solugoes, dada uma condicao inicial,

permanecem numa trajetoria ciclica no espaco de fase, Figura8.

Outra dinamica interessante além das citadas acima é a dos espacos de fase que
apresentam Ciclos Limites que sao trajetorias fechadas no espago de fase que repelem ou
atratem outras solugoes. O estudo de ciclos limites abarca uma quantidade muito grande
de sistemas dinamicos. De acordo com o Teorema de Poincaré-Bendixon num espaco de
fase em N2 s6 h4 trés possiveis dinamicas: atratoras, repulsoras ou ciclos limites, com isso

excluimos a possibilidade de caos nos sistemas tratador nesse trabalho [39,41].

4.2 Sistema de EDQO’s Nao-Lineares Autonomas:

Consideremos agora que no sistema (4.1) as fungdes F; sejam nao-lineares nas var-
iaveis, porém permanecam nao dependendo explicitamente de t. Para estudar o compor-
tamento desse sistema linearizamos expandindo F; em série de Taylor em torno dos pontos

criticos até a primeia ordem. Vamos considerar um sistema nao-linear bi-dimensional para
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Figura 6: Retrato de fase para o foco estavel.

utilizar as informacoes extraidas no sistema planar da secao 4.1.1. Em geral sistemas nao-
lineares podem possuir mais de um ponto critico, ou até infinitos, cada um possuindo
um tipo distinto de comportamento. Para cada ponto critico havera portanto um sis-
tema linear de equagoes como (4.2) onde a matriz dos coeficientes, 7' é agora a Jacobiana

calculada sobre ele:

(4.12)

OF(zy) OFi(z,y) ]

o ox 0
J(x, y) = [ OFy(xy) OFs (Ziﬂl/)
ox 0y

Como dito anteriormente, uma simples transformacao de coordendas coloca o ponto
critico na origem e assim as informagoes obtidas sobre o comportamento do sistema linear
poderao ser utilizadas para se estudar o sistema nao-linear sob algumas condigoes como

demonstrado por Hartmann [39]:

Teorema de Hartman

Seja o ponto critico um ponto hiperbolico, entao ha uma vizinhanca em torno
desse ponto em que o espaco de fase do sistema nao-linear se assemelha qual-

itativamente ao comportamento desse sistema, porém linearizado.

Um ponto critico hiperbélico ¢ aquele tal que \; 2, do sistema linearizado em torno
dele, possui parte real diferente de zero. Nao é dificil observar que essa correspondéncia

nao é vélida para o caso dos centros, onde os autovalores sao do tipo A\; 2 = £i/3, ou seja,
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Figura 7: Retrato de fase para o foco instavel.

um ponto nao-hiperbdlico. Para esses casos, se o sistema de equagoes que estamos tra-
balhando for analitica, entao uma extensao do Teorema de Poincaré-Lyapunov realizada

em [42] garante a equivaléncia dos espagos de fase.

Uma aplicacao direta da abordagem descrita anteriormente serd feita no préximo
capitulo para o sistema de equagoes (3.19) e (3.20) para uma generalizagao de modelos de
interacao nao-lineares. Essa abordagem tem sido utilizada em Cosmologia para o estudo

qualitativo de solugdes, por exemplo, em [5,18, 24| para citar alguns.
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5 Modelos de Interacao
Nao-Lineares

Nesse capitulo vamos aplicar o formalismo descrito no Cap.4 para estudar qualitati-
vamente uma classe de modelos nao-lineares. Em geral esse tipo de modelo nao possui
solugao analitica e portanto conhecer o comportamento e a estabilidade das solugoes é o
melhor que se pode fazer sem partir para solu¢gbes numéricas. Se por um lado a ferra-
menta matematica utilizada nao fornece pistas de qual modelo é melhor, por outro exclui,
por construcao, os modelos que nao aleviam o PCC e nesse sentido ¢ possivel fazer uma

classificacao bastante geral dos possiveis modelos de interacao.

Modelos em que termo  de acoplamento é uma combinacao linear das densidades de
energia das componentes do setor escuro foram intensamente explorado e sao capazes de
gerar dinamicas que aliviam o PCC | pois resultam em solucoes em termos de poténcias
do fator de escala, as scaling solutions [3] . Por outro lado, modelos nao-lineares também
parecem cumprir esse papel [3,24,32], ora fornecendo scalingsolutions, ora fornecendo
solugoes periodicas. Na literatura, como apresentado na secao 3.2, um tipo comum de

acoplamento nao-linear ¢ :

Q = 3Hpjpl. (5.1)

Fenomenologicamente é motivado por outros sistemas interagentes como predador-
presa a reagoes quimicas [5] onde a auséncia de um dos constituintes anula a interagao
e o excesso de um deles aumenta a taxa e interacao. Essa interpretacao sé é valida se
por hipotese assumimos dois fluidos com EoS definida de ante-mao, no presente trabalho,
CDM e DE com parametro da EoS w. Aplicando (3.13) e (3.14) em (5.1) encontramos,

em termos de p e 1:
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Q = 8HAp" Py (1 + 7)™+, (5.2)

3(m—1)

onde v é um parametro constante, cuja é gem , € que ajusta a intensidade da inter-

acao. A expressao anterior é um caso particular, quando m = s de [43]:

Q =3H~p"r"(1+4r)?, (5.3)

onde m, n e s sao expoentes constantes e a serem determinados tendo em vista o que
se espera das solugoes. Em termos desses parametros vamos buscar por interacoes que
amenizem o PCC. Recordando a redefinicao () = —3HII, o acoplamento que vamos tra-
balhar daqui em diante serd referido como II. Estudaremos o efeito desse acoplamento

nas solugdes do sistema dinamico (3.19) e (3.20):
II=—ypmr"(1 4 r)°. (5.4)

5.1 Estudo Qualitativo de uma Classe de Modelos

5.1.1 Pontos Criticos:

Com relagao ao sistema dinamico (3.19) e (3.20) os pontos criticos, como definido na

secao 4.1, sao:

Te Pc

—1 0

0 0
e

Como o objetivo é abordar o PCC através da interacao o primeiro e o segundo ponto
critico nao sao convenientes. O primeiro porque implica que uma das densidades de ener-
gia é negativo. O segundo porque a razao entre elas é zero e que reproduz, com relacao &
r, 0 mesmo cenario de ACDM se for um ponto estavel. Nossa andlise vai se restringir por-
tanto ao terceiro ponto critico que possibilita uma dinamica que resulte num r constante

no futuro.

“ll) nos fornece a priori trés infor-
—1-w

O ponto critico de interesse (7., p.) = (—1 — w,

macoes muito importantes. Primeiro, para que p. e p,, satistafacam as Condicoes Fracas
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de Energia (WEC), i.e., para que sejam sejam positivo, entdo necessariamente w < —1,
pois r deve ser positivo. Se w < —1 entao, novamente para satisfazer a WEC II., que
¢ a interacao calculada sobre o ponto critico, deve ser negativo: Il < 0. utilizando essa
abordagem aconclusao vale para qualquer interacgao II o que significa que, para um acopla-
mento QQ que pretenda levar o Universo & um estagio final com r. > 0 o fluxo de energia
deve ser da DE para DM. Outra conclusao importante a nivel principalmente de testes
observacionais é que, dada (5.4) a constante do acoplamento deve ser necessariamente

positiva, v > 0. Resumindo:

o w< —1.
e II. <O

e Se II esta definido por 5.4 entao v > 0.

Substituindo (5.4) e r. em p. encontramos que a densidade de energia total no ponto

fixo é:

_1

pe = [ylw]" (jw] = )" (5.5)

Aplicando as transformagoes (3.13) e (3.14) nos pontos criticos encontramos:

1

pme = [ylw["" (Jw] — )" (5.6)

1

poe = [YIw|T (Jw] = )" (5.7)

5.1.2 Comportamento do Sistema em torno do Ponto Critico:

Como o sistema tratado é nao-linear vamos aplicar o procedimento de linearizacao
descrito na se¢ao 4.2. As raizes da equagao caracteristica da Jacobiana (4.12) do sistema

(3.19) e (3.20) sao:

Ay = <a + \/M) : (5.8)

N | —
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onde,
a = w(l—l—w)%g—l:—(Zqu) (5.9)
b = 1+w+wg—13. (5.10)

Para a interagao 3 os autovalores, em termos dos parametros livres sao:

a = 24+s+(1+n+s)w, (5.11)
b = (m—1)(14+w). (5.12)

No intuito de utilizar o Teorema de Hartmann devemos garantir que as raizes nao sao

degeneradas, i.e:

b0 (5.13)

Portanto nossa andlise s6 é vélida para m # 1. Além disso para que o caso dos
centros satisfaca as condigoes apresentadas no Capitulo 4 devemos garantir que nao haja
singularidades no sistema de equacgoes, o que impoe n > 1 para 0s casos do centro.. Dada
essas restrigoes para todos os outros casos somos capazes de estudar as expressoes para
A4+ e assim determinar, em relacao a intervalos do espaco de parametros m, n, s e w,
como se comporta o ponto critico, i.e, se é atrator, instavel, foco, centro, ou ponto de sela.
Utilizando as condigoes sobre os autovalores descritas ao longo da se¢ao 4.1.1 encontramos
as seguintes relagoes entre os parametros tal que o ponto critico seja [43]:

o ATRATOR: w < —1 em > 1 e +s < —2tutnw _ g, /lom

INSTAVEL: w < —1 em >l e —s < 42Hutmw _ o /lom

CELA: w< —1em<1

CENTRO: w < —lem >1en= =2=85-0=sw o pp > |

w

FOCO ESTAVEL: w < —lem >1len < —Aoe—wosw

FOCO INSTAVEL: w < —1 e m > 1 e p > =2=s—w=sw

Se observarmos os espacos de fase para cada caso acima, Figuras 3, 4, 5, 6, 7, 8 identifi-

camos os casos onde o ponto critico é atrator ou foco estavel como preferiveis no sentido



45

de amenizar o PCC, pois nesses casos, independente das condigoes iniciais (descartando
assim qualquer ajuste fino) a evolugao do sistema leva a razao entre as densidades a um
valor constante. Também os casos em que o ponto critico é um centro sao interessantes,
pois, como argumentado anteriormente, o PCC nao surge devido ao comportamento os-
cilatério da densidade total de energia. No caso do centro, inclusive, é possivel identificar
uma época dominada pela matéria e outra pela energia escura. E importante frizar que
o sistema dinamico escrito em termos de (r, p) possui o mesmo comportamento em torno
do ponto critico que o sistema escrito para as densidades de energia. Para a interacao
Q =3H pgr(l +7)72 que satisfaz as critérios para o centro, a titulo de exemplo, temos

o retrato de fase em termos de p,, e p,, Figura 9. Os parametros foram arbitrariamente

escolhidos como sendo w = —1.5 ey = 1.
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Figura 9: Retrato de fase para a interagao @) = 3Hp%7“(1 +7)72 em termos de p,, € p.

5.1.2.1 Atrator

No caso do atrator, a solugao em torno do ponto critico é dada por (4.6) e em termos

das variaveis (r, p) encontramos:
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r(a) =r.+ a3|A2‘(r1a_3("\1|_"\2|) +79) (5.14)
pla) = pe + a3|/\2\(p1a—3(|)\1\—\)\2\) + pa), (5.15)

onde 719 e p12 sao para condigoes iniciais e A3 sao os autovalores da Jacobiana.
Usamos também o fato de que o sistema é resolvido em termos de Ina®, que daqui para
frente iremos nos referir como n:

n = Ina®.

Aparecem r. e p. somados na solucao acima, pois na analise desenvolvida na subsecao
4.1.1 haviamos colocado o ponto critico na origem por uma transformacao de coordenadas.
A solugao acima mostra que, para os casos em que o modelo gera um atrator temos scaling
solutions, como obtido também para modelos lineares como em [3]. Uma infinidade de
modelos nao-lineares pertencentes a classe de interagoes tratadas aqui podem ser geradas

modificando os parametros livre m,n,s e w:

| Il Q] w |
1 —p¥2 (1 + r)*l 3HY\/pps —15<w< -1

=3 | e 2 (14 1) 7 | 3Hy/pmpe | —1125 <w < —1
1| =22 (1 +7)"" | 3Hy/ppapm | —1.101 < w < —1
=31 =P+ [ 3Hype/pom | —1.0625 <w < —1

ol == O S
V)

[NY I ST S 3

Tabela 1: Exemplos de interagoes que geram atratores.

Uma outra maneira de visualizar o comportamento é perturbando o sistema em torno
do ponto critico, porém a andlise s6 pode ser feita escolhendo uma interacao que seja
“tratdvel” desse ponto e vista. Faremos essa andlise para o atrator (m,n,s) = (2,0, —2),

ou seja:

=y (147)7°. (5.16)

A equacao (3.20) fica nesse caso:

r=rw+yp . (5.18)
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Considerando f e g pequenas perturbacoes em torno do ponto critico, temos:

p=p.+f e r=r.+g. (5.19)

Numa aproximagao de primeira ordem o sistema (3.19) e (3.20) se torna:

g =gw+f, (5.20)

r= I (lw| = 1). .
fr= ,y(|| 1) (5.21)

Derivando a primeira equacao e substituindo f’ da segunda encontramos:

9"+ wlg' + (Jw[ 1) g =0 (5.22)

A solucao da equagao anterior é dada em termos de exponencias. A equacao carac-

teristica é:

N 4w\ + (Jw| — 1) =0, (5.23)

e possui os seguintes autovalores:

Ai:—Mi\/g—(m—n. (5.24)

As raizes sao negativas como era de se esperar da analise mais geral utilizando (4.6)

. Podemos expressar simplesmente a solu¢ao como sendo:

g = goexp [M\], (5.25)

portanto, a solu¢ao do sistema (3.19) e (3.20) em torno do ponto critico, para essa

interacao em particular, é:

r=re+ goa M (5.26)

lw[+ A a3

p=pet TQO (5.27)

onde substituimos a definicao de n para que as solugoes estejam em funcao do fator de
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escala. Como era de se esperar, dada a analise geral feita anteriormente, temos scaling

solutions perto do ponto critico.

Com relagao a dinamica de fundo, a equagao de estado efetiva wey = 77 vale —1 no

ponto critico e se fazemos uma aproximacao de primeira ordem em g :

9
ef = —1+—. 0.28
We f + |w)| ( )
Substituindo (5.26):
3\
Joa@
=14 P 2

Portanto, no pronto critico o fluido efetivo se comporta como uma constante cos-

molégica. Com relagao ao parametro de desaceleracao, g = —1— %, podemos reescreve-lo
utilizando (3.19):
H 1 w
—_1- = = ==-(1+3 ) 5.30
4 H? 173 ( T 7’) (5.30)
Numa aproximagao de primeira ordem em g, encontramos:
39
=—14+-—. 5.31
q 2] (5.31)

Dada a solugao (5.25) o parametro de desaceleracao aproxima-se entao de -1 quando

o sistema atinge o regime do ponto critico.

5.1.2.2 Foco Estavel

O comportamento final das solugoes no foco estavel é igual ao caso do atrator, pois
dado um tempo muito longo ambos atingem o ponto critico (7, p.) e nesse sentindo
0 que encontramos para w.y € ¢ ¢ o mesmo que anteriormente. Porém r e p oscilam
amortecidamente em torno do ponto critico como vislumbrado na Figura 6. Fazendo a
identificacgao:

o=

a ip= %\/oz2 — 4b,

utilizando as defini¢oes de 712 € p1 2 dadas acima para o atrator e recordando o detalhe

DO | —

de que as solugoes na secao 4.1.1 estao transformadas para que o ponto critico esteja na



49

origem, escrevemos a solugao (4.9) em termos de 7:

r="T.+ €_|a‘"(rlew" + 19e~PM) (5.32)

p=pe+ e M(p1eP 4 pye”), (5.33)

Das equacoes anteriores é facil observar que o fator de amortecimento é

6—%(2+8+(1+n+s)w)77

e a frequéncia de oscilagao em termos de 1 é dado por:

1
g Vla® —4b]. (5.34)

Por exemplo, para a interacao gerada pela escolha (m,n,s) = (2,1 1), ie, Q =

239
3(1+w/2)/2

3
3Hp,*\/ppm encontra-se um amortecimendo dado po a~ e uma frequencia de

%\/2 (jw| —1) = (1+ %)2 Novamente, é possivel, dada as condigoes para foco estével

apresentada anteriormente, listar uma série de acoplamentos:

(] s | I Q] w |
% 0] -1 —yp?2 (1 + r)_l 3H\/ppas w< —1.5
(1 o | b2 (14 0) 3H7\/% —6.83 < w < —1.17
3L 3 32 2 (14 7) 7 | 3HA/prps w < —1.125
% % -1 _7p3/27=1/2 (1+ r)_l SHY\/ppmp- | —2 < w < —1.101

Tabela 2: Exemplo de interagoes que geram focos estaveis.

5.1.2.3 Centro

Nesse caso, a = 0 e portanto o sistema é periédico em termos de 7. Realizando as

mesmas transformacoes feitas anteriormente para o atrator e o foco estavel encontramos,

de (4.11):

r(a) = re+ rie® + roe” (5.35)

p = pe+ pre’ + poe= . (5.36)



50

Aqui nao se atinge o ponto critico e hé a alternancia entre eras de dominancia da
matéria e de DE, Figura 9. Por definicao a frequéncia é dada por (5.34). No caso

particular de uma interacdo da classe (m,n,s) = (m,1,2), i.e:

Q = 3HYp" " pmpa

Realizando as perturbagoes (5.19) no sistema (3.19) e (3.20) com a interagao acima

encontramos, numa aproximacgao de primeira ordem:

/=== (D7 (5.37)
f= % ('%') . . (5.38)

Derivando a segunda equagao e substituindo a primeira chegamos em uma equagao

de segundo grau em f:

= (m—1)(1+w)f=0. (5.39)

Para m > 1 essa equacao descreve oscilagoes com precisamente a frequéncia angular
(5.34). Com efeito encontramos uma solugao idéntica para g. Portanto as perturbagoes

Sao0:

f:focos(\/(l “m) (1 + w) 77) (5.40)

g = gosin <\/(1 —m) (14 w) 77). (5.41)

De (5.28) vemos que wes oscila em torno de —1 e também por (5.31) vemos que o
parametro de desaceleracao também gira em torno —1. Algumas interacoes que geram

centro sao citadas abaixo, em particular, o segundo corresponde a interacao estudada
em [24].



mln [ s | Il | © w
T,
303 | S0 21y 7,)—% SH,ypmeszd - — —9
11 | =2 =¥ (1t r) SHW% w< —1
21 1 | =2 —ypr(1+71)"7° 3HYpmpa w< —1
313/2| =5 | —yp¥2r3/2(1 4+ 1r)5 | 3Hryy/Lmipe? |y = —1.2
2 P

Tabela 3: Exemplo de interagoes que geram centro.

5.2 Solucgoes Analiticas
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As analise de sistemas dinamicos nao contemplou casos onde m = 1, pois os auto-

valores sao degenerados. Felizmente é possivel identificar trés casos com m = 1 que sao

integraveis. Uma vez tendo a solucao analitica é possivel estudar a dinamica do sistema.

5.2.1 Q = 73H%:

Essa interagao corresponde a (m,n,s) = (1,1,—2), i.e. II = —ypr(1 + r)~2 Substi-

tuindo esse acoplamento em (3.20) e (3.19) encontra-se:

= rw )
w
Integrando diretamente (5.42):
r=roa>@t),
Substituindo (5.44) em (5.43):
w
pr=—p(l+

Para p(a = 1) = py Eq.(5.45) se torna:

-3
= [ Zhes—Y  |da.
n(po) / a |: + 1+7aoa3(w+'y) a

1+ rgad@+n

w

J/

-~

I

(5.44)

(5.45)

(5.46)
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]<a) —In |:a—3(w+1)(a3(w+7)7«0 + 1)#] . (547)

Tomando I(a)-I(1) e substituindo em (5.46):

1+ roadw+n) ] w4
— —3(w+1) 0— 5.48
p = prarste) | L) (5.48)
entao em termos de r e p as solugoes sao:
o= rea®®@t), (5.49)
1 + roadwtn ] o

= pea PtV | T2 b 5.50
p = paterh [LE (5.50)
Esse modelo também é obtido através do ansatz r = r9a® proposto em [44] para
amenizar o problema da coincidéncia. As constantes possuem a rela¢do v = —(w + %) e
reproduzem ACDM para v =0 e w = —1. O limite para altos e baixos red-shifts nao é

substancialmente diferente do modelos ACDM:

3(1+w)

r—0 e pxa para a >>1

3

T =T e pxa para a << 1.

Em termos das densidades de energia, lembrando que pm, = 75p € pp = ﬁp temos:

it}
3 w+ w
o = —1OPO_ =3(1-) {1 + roa™ 7)} -

N 1+ To 1+ To
——
Pmg
© -
Dy = Lo —3(1+w) 1+ roa®@+n 7wt ‘
1+ To 1+ To
——

Pzq

Finalmente:



53

i
a1 1 + roag(w+7) wy
P = Pl 3(1-7) { P 7 (5.51)
=
B w 1 —+ /roa/’?’(w""’Y) w+y
o = papa 20 {Tro : (5.52)

5.2.2 Q = y3H’x:

A interacao é IT = —ypr?(1+7r)~2 e corresponde 4 (m,n, s) = (1,2, —2). Substituindo
IT em (3.20) encontramos

/
T :rw+7r2

cuja solucao é:

wry
= . 5.53
r (yro + w)a=3w — yry ( )

Substituindo em (3.19) encontramos:

(1—1:)7_7,\/ a’_gw(w + ’YTO) B T()(w B 7) T—W (5 54)
w(l+rg) ' '

p=poa”’

Os limites para baixos e altos red-shifts sao:

3(1+w)

r—a’d e poxa para a>>1

_wy

e pox o 30-35%5) para a << 1.

[l

, T—
-

5.2.3 Q = y3H":

Em termos da pressao efetiva o acoplamento é dado por IT = —yp(1 + r)~2, ou seja,
(m,n,s) =(1,0,—2). As equagoes (3.19) e (3.20) ficam:

/7 3w Fy
- Tygow - 2 5.55
r=(ro+ w)a ” ( )

sty (0¥ (row +9) +w— )"
w(1+T0)

p = poa” (5.56)
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Em termos de p,, e p, temos:

[0t a5 ] et [0 ow +9) 4w — 5]
Pm Po (TO =+ %)afiw + 1 — % w(l +7”0)
’y>—1 [a3w(wro +9)+w— ’Y} w7 a73(1+1§’—i)‘

VN 3w
r = 1 - -
P Po ( + (TO + U))a w w(l I TO)

Os limites de alto e baixo red-shifts podem ser vistos na Figura 10. Abaixo o com-

portamento para o modelo ACDM, substancialmente diferente do obtivo com a interagao.

0.115¢

1.00f
0.110¢
0.105
0.5}
0.100 _
0.095} G
0.00}
0.000+
0.085
0080L v v 0.85[ ‘ | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 0 50 100 150 200
a a

Figura 10: Dinamica das variaveis r e {)r para a interacao ) = v3H % com a escolha
arbitraria: w = —1.1 e v =0.1.

20} 1 15/
15} -
— 1 }—1.0
1.0t -
05" ! 0.5¢
0.0 — 0.0t
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
a a

Figura 11: Dinamica das varidveis r e {p para o modelo ACDM.

Para a << 1 temos r < a 2"l e p ox a3

e para a >> 1 encontra-se r — ﬁ e
|w?

pxXa . Esse ultimo limite nos leva apensar o caso particular:

A densidade total de energia nesse caso tenderia & uma constante. Se a condigao
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acima € valida entao as constantes relacionam-se da seguinte maneira:

v = [w|(jw] = 1) (5.57)

Essa relacao implica que o limite para altos redshifts seja:

1

jw| *
o = — . 5.59
o= | T (5.59

Como era de se esperar, uma vez que p = po, ¢ uma constante no futuro entao p. = 0.
Utilizando (3.19) a solucao, ja encontrada no calculo dos ponto criticos, é 1 = —w — 1
e estad de acordo com o fato apontado anteriormente que, um acoplamento que gera um
comportamento p = p. # 0, para que r satistafaca as WEC (CONFIRMAR!!), deve pos-

suir uma componentee de DE com equacao de estado do tipo fantasma, w < —1.

Uma andlise perturbativa simples em torno da solucao para r nos mostra que a solugao
atratora é estavel. Supondo uma pequena perturbagao em torno do ponto critico § tal

que 7 = o + J. Para uma aproximagao de primeira ordem (3.20) fica:

§ =52, (5.60)

Te

. ~ =37 . _ 0 ’
cuja solugao é 6 = a - , ou seja, 6 = a 3'“", portanto o ponto critico é um atrator. Por

apresentar uma dinamica com r — 7. esse caso ¢ interessante do ponto de vista do PCC.
Além disso, proporciona uma solucao anélitica para p e é possivel realizar diretamente
testes observacionais com SNla utilizando o método descrito no Apéndice A. A grandeza
relevante ¢ a distancia luminosa, dj, que ¢ calculada utilizando-se H(z). O teste foi feito

com a solugao (5.56) que fornece, utilizando a equagao de Friedmann:

1 _w
H oyt (o a® () ) e
HO w<1+7’0)

(5.61)

Os parametros livres para a estimativa x? sao w, v, h, Qo através da relacao

Qmo

g As estimativas de h giram em torno de h = 0.72 4+ 0.08 e nao sao rele-

To =

vantes nesse trabalho. Na estimativa de 2. utilizamos o método de marginalizagao em
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h descrito em [45] e também brevemente no Apéndice A.

Utilizando a compilagao UNION?2 os valores que melhor ajustam os dados sao (77, w, Qmos X2min) =

(0.3679-52, —1.2019-3%,0.39109% 540.863). Os intervalos de confiabilidade no espaco de

parametros encontra-se na Figura 12 [43].

Q=3Hypdp? L Q=3Hypx?p!
-10r 0.40f
-1.17 ’ 0.35-
-1.2¢ - ° 0.30¢
s 1
—1.3f B é 0.25¢
14l 0.20}
0.15R
-15¢
0.10t_. . .
0.0 0.2 0.4 0.6 -05 0.0 0.5 1.0 15
Y Y
(a) (b)
Q=3Hypp™*

0.60 [my T T T

0.55¢

0.50

g 0.45

0.40}

0.35¢

0.30L

-18-16-14-12-10-08-0.6
w

()

Figura 12: Regides de confiabilidade no espago de parametro (w,~,{,0) para um caso

particular da interagao () = v3H %. Os contornos de 1o, 20 e 30 sao dados em vermelho
azul e preto respectivamente.

Podemos observar que o melhor ajuste para vy, quando substituimos na rela¢ao (5.57),
fornece |w| = 1.28 que é, com uma precisao razoavel, o melhor ajuste encontrado para w

. . , . ’ . . ~ 2
indicando que & principo os dados “preferem” o caso especial da interagao ) = v3H %.

5.3 Algumas consideracoes sobre o Universo temprano:

Estivemos o tempo todo interessados em descrever o Universo tardio sem nos preocu-
parmos se a classe de modelos que estudamos gera um cenério de dominancia de matéria

no Universo temprano. A andlise dindmica nao nos fornece esse tipo de informagao, porém
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se considerarmos solucoes atratoras tais que r > r. e p > p. podemos lancar luz breve-

mente nos vinculos que uma era de dominancia de matéria implicaria.

Uma breve inspe¢ao na Figura 3 mostra que solugoes com r > r. e p > p. existem.

Nesse caso 1’ < 0 e p/ < 0 e portanto, das equagoes (3.19) e (3.20) encontramos:
Pr<0 = r>w-1=r (5.62)

r' <0 & p" < Jwlrt T (1 )T (5.63)

Se avaliamos as desigualdades acima no momento atual entao temos 9 > |w| — 1
e yogt < |w|rg ™ (1 + 7o) " esse dltimo termo ¢ da ordem da unidade e py & pe
cujo valor é puo = 1.88h%107%%gem™3 e portanto v deve ser menor ou da ordem de
102 'em®™ ™', Nos casos analiticos m = 1, portanto v deveria ser da ordem de um.
Nao por acaso para a interagao Q = v3H % o valor de melhor ajuste desse parametro

satisfaz o limite encontrado.

Essas condigoes reescritas em termos de p. nos fornece a seguinte desigualdade:

—(s41) 1 1-n

Ou seja,

1
w] =1 < (Juo]"ypp=) ™ (5.65)

Portando desvio de |w| em torno de um aparentam estar relacionados com a inten-
sidade da interagao dada por . Os dados observacionais corroboram com essa interpre-

tacao.

Podemos reescrever as equacoes de fluido para DM e DE substituindo a classe de

interagoes (3):
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P+ pm [1 =70 (14 7)"]
P+ pe [L+w+yp™ ™ (1 +7)"]

0
0 (5.67)

Como v satisfaz a condigao acima entao a interagao é apenas uma pequena corregao
na dinamica dos fluidos como era de se esperar se impomos uma era de dominancia de

matéria.
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6 Conclusao

Modelos de interacao no setor escuro sao amplamente estudados como uma alterna-
tiva para abordar o Problema da Coincidéncia Césmica. Nesse trabalho investigamos a
interacao entre dois fluidos, por hipétese, como sendo a DE com EoS p = wp e DM com
p = 0. Acoplamos as equagoes (3.19) e (3.20) através de um termo de pressao efetiva
IT. O sistema de equagoes que descreve o comportamento das grandezas relevantes r e p
foi estudado qualitativamente e trés casos se destacam por conceitualmente aliviarem o

PCC: atrator, foco estavel e centro.

Com relacao a uma interacao arbitraria II conclui-se que, se é nao nula, as densidades
de energia do setor escurop satisfacam as Condigoes Fracas de Energia entao sob o ponto

critico a pressao efetiva deve satisfazer:

I, < 0. (6.1)

Indicando que, se a dinamica do universo ¢ do tipo atrator, entao no regime esta-
cionédrio o fluxo de energia ¢ da DE para a DM. Objetivamente escolhemos um tipo
particular de interagoes ndo-lineares 3. Para 7 definido constante a condicao (6.1) resulta
que ele deve ser positivo. Outro parametro de interesse do modelo é w. As Condic¢oes
Fracas de Energia implicam que devemos ter necessariamente w < —1. Isso significa que
para o sistema possuir simultaneamante scaling solution e p — p. entao DE deve ter
uma equacao do tipo fantomica. As tabelas 1 e 2 exemplificam a quantidade de mode-

los que possuem esse comportamento, os com solugoes do tipo atrator ou com foco estavel.

No contexto de modelos do tipo w-CDM, uma EoS fantomica para um tipo especifico
de universo indica um Big Rip. No modelo em questao isso nao ocorre, pois com relagao
a dinamica de fundo o comportamento é determinado pela Equacao de Estado Efetiva,

cuja expressao €:
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w
Wef = . 6.2
ST 14 (6.2)
No ponto critico temos w.y = —1. A interacao entre dois fluidos estaria reproduzindo

uma Constante Cosmoldgica no futuro. O triunfo dessa construcao é que, ao contrario do

Modelo de Concordancia, conceitualmente nao temos o PCC, pois r — r,

Além de solugdes do tipo atratoras apontamos também, assim como [24,26], solugoes
peridédicas que correspondem aos centros. Como demonstrado para o caso particular
(m,0,0), temos w, oscilando em torno de de w.y = —1 indicando que o universo cruza o
limite fantasma periodicamente. A solucao da equacao (5.40) nos dé a expressdao para o

periodo como sendo :

27

3\/(1 —m)(1+w)

Por exemplo, para modelos onde a interagdo é dada pelo parametros (m,n,s) =

(6.3)

ap:exp[

(2,0,0) o periodo dessa oscilagao é ap = 752.243. A tabela 3 mostra algumas interagoes

nao-lineares compativeis com esse comportamento.

Além de restringir o espaco de parametro em w e v vinculamos também os outros
parametros do modelos, a saber, m, n e s utilizando a caracterizagao de pontos criticos

citada no Capitulo 4. Encontramos as seguintes condigoes:

. 24+w+nw 1-m
ATRATOR: w < —~1em > 1 e +s < — 25w _ g, [lm

INSTAVEL: w< —lem>1le —s < +—2+1“:;"w -9 111_’5

o CELA:w< —-1lem<1
° CENTRO:w<—1em>len:Wen>l

FOCO ESTAVEL: w < —lem > 1 e n < =2=s—w—sw

w

FOCO INSTAVEL: w < —l em > 1 e p > —2=s-w=sw

w

Esperamos que essa classificacao em termos do ponto critico para cada combinacgao

dos parametros (w,m,n, s) seja ttil futuramente ao prever o comportamento de modelos
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com motivagoes fisicas mais fortes e que possam ser escitos em termos da classe de in-
teragoes (3). No Anexo II disponibilizamos uma lista de interagoes e a caracteristica do

espaco de fase.

Apesar da anélise de sistema dinamicos contemplar muitos casos ela ainda possui sérias
limitacoes, por exemplo, nao fornece uma solugao analitica e nao fornece informacoes
sobre interagoes com o parametro m = 1. Observando o sistema de equagoes (3.19) e
(3.20) trés casos particulares emergem com m = 1 e que podem ser integrados s@o eles:
(m,n,s) =(1,1,-2), (m,n,s) = (1,0,—2) e (m,n,s) = (1,2, —2). A dinamica em cada

caso ¢ estudada apartir da solucao analitica nas secoes 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3.

Dentre os casos analiticos o terceiro caso é o mais interessante. Diz respeito a interacao
Q = v3H %2” e possui a solugao (5.56). Essa solugao nos leva a pensar o caso particular
onde os parametros w e vy satisfazem (5.57) que é capaz de reproduzir um fluido efetivo
que se comporta como matéria no universo temprano e atinge um estado estacionario

como vemos em (5.58) e (5.59).

O teste com Supernova do Tipo Ia utilizando a amostra UNION2 indica que os da-
dos preferem o caso particular dado pela relagao (5.57). Utilizamos a solucao (5.56)
para calcular a distancia luminosa e a resposta dos dados a minimizacao do x? como de-
scrito no apéndice I nos indica a seguinte combinacao de parametros como melhor ajuste:
(Y, W, Loy X2 nin) = (0361952 —1.207039,0.3970 9% 540.863). As regides de confiabilidade
estao mostradas na Figura 12 O modelos apresentado nos parece muito interessante e
merece futuramente uma inverstigacao mais detalhada e mais confrontamentos observa-
cionais. Quanto a dinamica de fundo modelos de interacao respondem como um fluido
efetivo, porém é apontado em [28] que testes com formacao de estutura sao sensiveis aos

detalhes da interacao.

No que diz respeito a dificudade de obtermos uma solugao analitica para a maior parte
dos modelos nao-lineares realizamos tentativas bem sucedidas de encontrar as solugoes
numéricas que precisam de uma investigacao maior num proximo momento. Por outro
lado a abordagem atual carece de uma motivacao fisica concreta para a interacao II. Es-
teticamente buscar essa motivagao antes de realizar testes observacionais parece ser um

caminho e, na literatura, poucos sao os esforcos nesse sentido.
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O estudo dos espacos de fase foi muito prolifico ao classificar os modelos de interacao
de acordo com as solugoes que ele gera, um outro caminho, portanto, seria fazer algum
tipo de analise dinamica com outras classes de modelos nao-lineares, por exemplo, inter-

acoes dependentes do tempo, etc.
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APENDICE A - Estatistica Bayesiana e

Supernovas do Tipo la:

A.1 Teorema de Bayes:

A ferramente estatistica utilizada nos testes observacionais cosmoldgicos é a Estatistica
Bayesiana, uma alternativa a4 Estatistica Frequentista, onde, por defini¢ao, a probabilidade
¢ a razao entre o nimero de sucessos de ocorrer determinado evento sobre o niimero total
repeticoes. Intimeras sao as criticas &4 Estatistica Frequentista que justificam a abordagem

Bayesiana, para maiores detalhes [46] é a referéncia principal desse apéndice.

Defini¢ao de Probabilidade Bayesiana:
p(A|B) é a medida do grau de veracidade de A dado as informagoes conhecidas do

sistema, representadas por B.

A definicao bayesiana é a grande responsavel pelo seu triunfo na Cosmologia, pois nao
necessita conceitualmente de infinitas repetigoes para se definir a probabilidade. Matem-
aticamente a definigdo é dada pelo Teorema de Bayes, seja p(H;| D, I) a probabilidade de

serem verdadeiras as hipoteses H;, entao:

p(H;|I)p(D|1, H;)
p(D|I) ’

onde D s@o so dados e I possiveis vinculos no espago de parametro. O termo p(H;|I)

p(Hi|D, I) =

(A1)

carrega a informacao a priori, ou seja, como esperamos que seja a veracidade de H;
frente os vinculos do sistema. Por exemplo, se os H;t’s sao equiprovaveis, ou nao. No
jargao cientifico esse termo é chamado de “prior”. O termo p(D|I, H;) é conhecinho
como verossimilhanca! e diz respeito & plausibilidade dos dados frente as hipéteses e ds

informacoes a priori. Por exemplo, a verossimilhanca deve ser maxima quando H; e I sao

ITraducéo de likelyhood.
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os valores que melhor ajustam o modelo aos dados. A func@o que fornece a likelyhood é
escolhida frente & natureza dos dados. Por fim o denominador da defin¢ao acima funciona

como uma normalizacao e é chamado de "prior predictivet’t’:
p(D|I) =Y p(H,|I)p(D|I, H;) (A.2)

A.2 Aplicacao a SNla

Supernovas do Tipo Ia sao as velas padroes do Universo. Sao o resultado da explosao
termonuclear de uma ana branca. O processo fisico responsavel por essa explosao é con-
hecido e portanto pode-se relacionar o espectro luminoso dessa explosao, e seu consequente
desvio para o vermelho, com a distancia que essas supernovas estao de nds, observadores.
Inferindo a distancia através do red-shift é possivel estimar parametros relacionados a

expansao do Universo.

O Teorema do Limite Central de Gauss justifica a seguinte construgao:

i=1 o2

Onde p é agrandeza a ser estimada teorica e observacionalmente e o é a dispersao
das medidas. A técnica de minimizar o x? é utilizada para determinar os parametros,
representados por #, que melhor ajustam os dados. Construimos a funcao da likelyhood
se tomamos como informacao a priori, I, que os eventos observacionais sao equiprovaveis,
entao nosso prior é constante e a probabilidade é propocional & verossimilhanca, p(D|0, I),

construida como sendo:

p(D|0, 1) o exp (‘TXQ) (A.4)

Portando minimizar o x? é maximizar a probabilidade, i.e., quanto melhor um con-
junto de parametros 6 ajusta um modelos aos dados, mais plausivel, ou mais confidvel é
a estimativa desses parametros. No caso das SNIa a grandeza de interesse p é a distancia
luminosa. Pacotes como UNION2 sao um compéndio de 512 supernovas, seus redshift, z;,

e sua distancia luminosa, p,;. Teoricamente essa distancia é dada pela expressao:
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p=>5logDr, — po, (A.5)

onde Dy, é chamada distancia luminosidade (para maiores detalhes sobre a parte conceitual
acerta do célculo de distancias cosmoldgica, consultar [11]). Finalmente o modelo entra

no célculo de Dy, atravéz do parametro de Hubble, H(z). Para um Universo plano temos:

Dp=(1+ z)/zo H}(I;)dz’. (A.6)

Em (A.5) o parametro de Hubble aparece dentro da expressao para pg que pode ser
estimado junto com os parametros do modelo. Como estamos interessados principalmente
no que diz respeito aos parametros 7 e w realizamos o procedimento descrito em [25] de
marginalizacao em i, ou seja, uma expanssao do 2 em termos de jo = 0. Minimizar >

é minimizar x3,4pc que é dado por:

BQ
Xgnarg =A- E’ (A7)
onde A, B e C sao:

N (i = plz:]0p0 = 0))?
DY A9

N (pi = p(zil0po = 0

N 1
C =) : (A.10)

i=1 (71-2

Para realizar o teste observacional do Capitulo 5 utilizamos a amostra UNION2. Da

equacao de Friedmann para o modelo analitico da segao 5.2.3 o H(z) utilizado foi:

[w]

11)2 —o|w lw
H:HW%OﬂHJPwHN+OMm—ﬂa“'2“
[w (1 + 7o)

, (A.11)

que corresponde a solugao (5.56).

As estimativas de parametros utilizando Supernovas é amplamente utilizado na lit-
eratur especializada. Inclusive defini-se indices através dos quais é possivel comparar
modelos. Em [25] alguns modelos de diferentes H(z) sao comparados, alguns podem ser

gerados através de modelos de interacao, apesar de esse nao ser o objetivo do artigo citado.
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Uma andélise e comparacao de modelos de interacao do ponto de vista observacional é um

desafio e um projeto futuro.
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