UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO TECNOLOGICO
DEPARTAMENTO DE POS-GRADUACAO
ENGENHARIA MECANICA

LORENZO ZAMPROGNO DE SOUZA

UTILIZACAO DE FUNCOES DE BASE RADIAL DE SUPORTE
COMPACTO NA MODELAGEM DIRETA DE INTEGRAIS DE
DOMINIO COM O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

VITORIA
2013



LORENZO ZAMPROGNO DE SOUZA

UTILIZACAO DE FUNCOES DE BASE RADIAL DE SUPORTE
COMPACTO NA MODELAGEM DIRETA DE INTEGRAIS DE DOMINIO
COM O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Dissertacdo apresentada a Universidade
Federal do Espirito Santo, como parte das
exigéncias do Programa de Pés
Graduacdo em Engenharia Mecanica,
Universidade Federal do Espirito Santo,
para obtencdo do titulo de Mestre em

Engenharia Mecanica.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Friedrich

Loeffler Neto

VITORIA
2013



Dados Internacionais de Catalogagéo-na-publicagéo (CIP)

(Biblioteca Central da Universidade Federal do Espirito Santo, ES, Brasil)

S729u

Souza, Lorenzo Zamprogno de, 1988-

Utilizacdo de funcdes de base radial de suporte compacto na
modelagem direta de integrais de dominio com o método dos
elementos de contorno / Lorenzo Zamprogno de Souza. — 2013.

244 f. 1 il.

Orientador: Carlos Friedrich Loeffler Neto.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Mecéanica) -
Universidade Federal do Espirito Santo, Centro Tecnolégico.

1. Interpolacdo. 2. FuncBes de base radial. 3. Métodos de
elementos de contorno. 4. Equacdes diferenciais parciais. |.
Loeffler Neto, Carlos Friedrich. Il. Universidade Federal do
Espirito Santo. Centro Tecnologico. Ill. Titulo.

CDU: 621




UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
_ CENTRO TECNOLOGICO A
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENGENHARIA MECANICA

“Utilizacao de fungoes de base radial de suporte compacto na
modelagem direta de integrais de dominio com o método dos
elementos de contorno”

Lorenzo Zamprogno de Souza

COMISSAO EXAMINADORA

T ——

Prof. Dr. Carlos Friedrich Loeffler Neto — Orientador

Wral do Espirito Santo — UFES

) )
e

/A V4R
Prof. Dr. Julio Toma76.q i) acaltana — Examinador interno

Universidade Federal do Espirito Santo — UFES

N
!

weclp Meare. Mewie—durc

Prof. Dr. Fernando César Meira Menandro - Examinador interno
Universidade Federal do Espirito Santo — UFES

Dr. André Bulcdo - Examinador externo
Centro de Pesquisas da Petrobras - CENPES

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds-Graduagao
em Engenharia Mecanica da Universidade Federal do
Espirito Santo como parte dos requisitos necessarios a
obtencéo do titulo de Mestre em Engenharia Mecanica

Vitéria (ES), 25 de margo de 2013.



Aos meus Pais, Lucinea e Hélio, que tanto amo.

Aos meus Irmaos, Karina e Nirlan, que tanto admiro.



RESUMO

O propésito da pesquisa aqui elaborada é mostrar a viabilidade da aplicacdo de
Funcdes de Base Radial de Suporte Compacto (FBRSC) no processo de
aproximacdo direta do nucleo da acdo de dominio através de integracdo de
contorno. Essa formulacdo utilizada no tratamento da integral de dominio é
denominada como (Método dos Elementos de Contorno com Integracédo Direta de
Contorno) MECIC. Com o intuito de se avaliar a efetividade das FBRSC como
funcdes de interpolacédo, serdo realizados diversos testes numéricos, onde se deseja
calcular o volume de superficies. Entdo, seréo realizados testes bidimensionais de
aproximacdo, variando-se o suporte das FBRSCs, a fim de analisar o
comportamento dessas funcdes. Depois de verificar a efetividade e a precisao das
FBRSCs no processo de interpolacéo, desenvolvem-se programas, no ambiente do
Método dos Elementos de Contorno (MEC), para a solucdo de problemas
governados pela Equacdo de Poisson com a Formulacdo MECIC associada ao

conceito de interpolacdo com FBRSC com suporte devidamente otimizados.

A afericdo das solu¢des numéricas obtidas se da a partir da comparacdo com as
suas respectivas solugbes analiticas, facilmente encontradas na literatura
especializada. Assim, possibilita-se estimar o erro relativo e entdo a eficacia da
Formulacdo MECIC com FBRSC. Uma vez comprovado a sua eficacia, a
Formulacdo MECIC com FBRSC é testada também com o esquema de interpolacéo
com ajuste de pontos. Durante todo o desenvolvimento, atenta-se para a importancia
do custo computacional da formulacdo, a partir da geracéo de tabelas com o tempo
de processamento dos programas implementados no MEC. Dessa forma, avalia-se
qualitativamente o desempenho das FBRSC na Formulacdo MECIC, visando futuras

aplicacdes na area de propagacao de ondas sismicas.

Palavras-chave: Interpolacdo, Funcdes de Base Radial, Métodos de Elementos de

Contorno, Equacbes Diferenciais Parciais.



ABSTRACT

The purpose of this research is to show the viability of application of Compactly
Supported Radial Basis Function (CSRBF) in the process of direct approximation of
the core of the domain action through boundary integration. This formulation is
termed as (Boundary Elements Method with Directs Boundary Integration) MECIC,
and is used in the treatment of the domain integration. By evaluating the
effectiveness of CSRBF as interpolation functions, it performed several numerical
tests to calculate the volume of surfaces. Also; by varying the support of CSRBFs, it
performed two-dimensional approximation tests to examine the behavior of these
functions. After verifying the effectiveness and accuracy of CSRBFs in the
interpolation process, it developed computational programs to solve physical
problems using the MECIC formulation, which is governed by Poisson’s Equation.
That formulation is associated with the concept of CSRBF in which the support is

properly optimized.

The calibration of the numerical solutions is given by the confrontation with their
respective analytical solutions, easily found in the specialized literature. In this way, it
is possible to estimate the relative error and the effectiveness of the MECIC
formulation in association with the CSRBF concept. It is tested also with the curve
fitting interpolation scheme. Owing the importance of the computational cost of that
formulation, it is generated several time tables showing the processing time of those
Boundary Elements Method computational programs. Therefore; aiming future
applications in the seismic propagation wave area, it was finally evaluated the
qualitative performance of the CSRBF in MECIC’s formulation.

Keywords: Interpolation, Radial Basis Functions, Boundary Elements Method,

Partials Differentials Equations.
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1 INTRODUCAO

1.1 COMENTARIOS PRELIMINARES

A incessante busca pela autossuficiéncia energética ampliou os investimentos em
todas as etapas da producédo de petroleo e seus derivados. Desde a prospeccéo até
0 Seu processamento, o petréleo atualmente € visto como um recurso nao renovavel
de grande valor no mercado mundial. A descoberta de novos reservatérios de
petroleo nas camadas do pré-sal, no territorio brasileiro, trouxe grandes expectativas
em relacdo ao alcance da autonomia energética de petrdleo e gas ao pais.
Juntamente com essas expectativas, vém a necessidade de se aprimorar as
tecnologias existentes para vencer novos desafios, através do aperfeicoamento de
todas as etapas do processo de producdo do petréleo, desde a Prospeccdo até o

seu o0 Processamento.

Referente a etapa de Prospeccao, necessita-se de aprimoramento metodoldgico que
garanta eficiéncia computacional com custos reduzidos. Essa importante etapa da
cadeia produtiva do petréleo utiliza principalmente o Método Sismico de Reflexao
(MATOS, 2004), visto que, em termos de modelagem matematica, € eficiente e de

baixo custo comparado a outras tecnologias.

O objetivo primordial da prospeccao de petréleo é a visualizacdo mais precisa do
perfil geoldgico do subsolo, a fim de identificar com mais clareza os locais mais
propicios a presenca de reservatorios de hidrocarbonetos. Neste contexto, a
Mecanica Computacional fornece as ferramentas numéricas necessarias a
modelagem matematica do Método Sismico de Reflexdo, de maneira a possibilitar a
previsao tedrica da resposta sismica de um meio heterogéneo, tal como o subsolo
maritimo. Para tanto, torna-se necessario ainda conhecer o0s varios parametros
fisicos associados as camadas geoldgicas e, em particular, a velocidade de

propagacédo de ondas e a resistividade do meio.

Ao mesmo tempo em que se busca aprimorar a precisdo dessas ferramentas

computacionais para a prospecc¢ao de petréleo, intenta-se igualmente a reducdo do



40

custo computacional despendido nessa fase, seja no armazenamento de dados
sismicos, quanto no proprio processamento para obtencdo da resposta sismica.

Ressalta-se que a reducdo do custo computacional representa uma reducéo
significativa do custo monetario do processamento dos dados de campo e
construcdo das imagens geoldgicas, visto que usualmente envolve grande

quantidade de variaveis e informacdes.

E de grande importancia citar que o presente trabalho faz parte da mesma linha de
pesquisa que os trabalhos de: Marcos Neves Bertolani, intitulado de: “Fungdes de
Base Radial de Suporte Global e Compacto na Aproximag¢ao de Superficies”
(BERTOLANI, 2010); e Atila Lupim Cruz, intitulado de: “Modelagem Direta de
Integrais de Dominio Usando Funcdes de Base Radial no Contexto do Método dos
Elementos de Contorno” (CRUZ, 2012).

1.2 MOTIVACAO

Conforme foi exposto, no que se refere a prospeccdo de petrdleo, os Métodos
Sismicos de Reflexdo estdo entre as principais ferramentas capazes de tracar um
perfil das camadas do subsolo, e determinar as regifes mais propensas a existéncia
de petroleo. Assim sendo, € importante investir em tecnologias computacionais
voltadas a prospeccédo, o que significa desenvolver e aperfeicoar os modelos
matematicos referentes aos diversos métodos numeéricos capazes de serem
aplicados na Sismica de Prospeccdo. Dentre estes, pode-se incluir o Método dos
Elementos de Contorno (MEC), especialmente se forem geradas formulacdes que
aumentem sua eficiéncia computacional diante das caracteristicas apresentadas

pelos modelos geofisicos.

Comprova-se que o MEC tem excelente desempenho nas aplicagcdes onde o campo
de variaveis é escalar e estacionario, casos estes nos quais 0s operadores que
caracterizam matematicamente a equacao de governo séo auto-adjuntos (BREBBIA,
1978; BREBBIA et al, 1984; BREBBIA; DOMINGUEZ, 1992) ; pois, com essa
condigdo, torna-se bastante acessivel a obtencdo de uma forma integral inversa,

tipica do método.
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No entanto, muitos problemas de interesse pratico ndo se expressam em termos de
equacOes diferenciais cujos operadores possuem tal propriedade; ou, entédo, a forma
integral inversa associada é demasiadamente complicada (WROBEL; ALIABADI,
2002).

A partir de 1990, um significativo esfor¢co de pesquisa no contexto do MEC visou sua
flexibilizacdo matematica, através da geracéo de formulagBes alternativas baseadas
na ideia de funcbes auxiliares e interpolacdes adicionais aquelas usualmente
estabelecidas entre as variaveis nodais. Isto trouxe significativos avancos na
consolidacdo e difusdo do MEC em muitas areas de interesse em engenharia,

especialmente na area de dinamica e meios heterogéneos.

A primeira grande contribuicdo, neste sentido, veio com o surgimento da formulacéo
com Dupla Reciprocidade (FDR), criada por Nardini e Brebbia (1982). Além de
possuir 0 mesmo grau elevado de precisdo e consisténcia mateméatica das
formulacdes tradicionais (BREBBIA; WALKER, 1980; WROBEL; DE FIGUEIREDO,
1991); permitiu também a simulacédo, com grande facilidade, de casos transientes,
dindmicos (autovalor e resposta dinamica) e aqueles caracterizados por fontes ou
acbes de dominio, anteriormente resolvidos de modo custoso e relativamente
complexo. Isto foi conseguido gracas ao emprego de algumas estratégias
interessantes, entre as quais esta a introducdo de uma sequéncia de funcdes de
interpolagdo em substituicdo a uma variavel primal do modelo. Os trabalhos de
Bulcdo (1999) e; Loeffler e Mansur (1987) sintetizam algumas das iniciativas bem
sucedidas de simular problemas matematicamente ndo homogéneos através da
FDR.

N&o obstante os resultados satisfatorios para diversas aplicagbes mostradas nas
referéncias citadas, a utilizacdo da FDR e do proprio MEC esbarra na enorme
dimenséo das matrizes, da ordem de bilhdes de graus de liberdade, exigidas nas
simulacdes de problemas relacionados a Sismica de Prospecc¢édo. Sabe-se que as
matrizes tipicas do MEC ndo sao simétricas, e também ndo apresentam
caracteristicas de bandeamento. Ndo obstante o desempenho cada vez melhor das
maquinas de processamento computacional, é preciso desenvolver formulagdes que
reduzam o custo computacional dos modelos do MEC; a fim de que possa ser

aplicado, de modo mais eficaz, em problemas de grande porte.
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1.3 OBJETIVO

O presente trabalho dé continuidade ao desenvolvimento de uma nova formulagéo —
denominada Método dos Elementos de Contorno com Integracao Direta de Contorno
(MECIC) - cujo objetivo é exatamente gerar resultados precisos com possibilidade de
reducdo do tempo de processamento computacional. Para alcancar este intento,
utilizam-se Funcdes de Base Radial de Suporte Compacto (FBRSC) para gerar
matrizes de propriedades relacionadas aos termos ndo homogéneos das equacoes
diferenciais parciais, no contexto do MEC, em problemas bidimensionais de campo

escalar.

Dando prosseguimento ao trabalho de Cruz (2012), que testou a Formulacdo MECIC
usando funcdes simples de base radial plena, esta dissertacdo aborda problemas
governados pela Equacao de Poisson, e nestes se procuram avaliar o desempenho
de diversas FBRSC.

Entretanto, devido as caracteristicas especificas das FBRSC, uma série de testes
preliminares precisam ser feitos, de maneira a avaliar a consisténcia do
procedimento matematico adotado; que elege uma funcdo primitiva, e permite a
integragao exclusiva ao longo do contorno do suporte. Estes testes envolveram o
calculo do volume de superficies geradas por diversas funcoes.

7

Posteriormente, o esquema € implementado no ambiente do MEC, resolvendo
problemas governados pela Equacao de Poisson. Entdo, para a analise da preciséo
e da convergéncia do método, os resultados obtidos sdo comparados com as

respostas analiticas de problemas classicos encontrados na literatura especializada.

1.4 METAS DECORRENTES

Ressalta-se que, em conformidade com o0 exposto previamente, o0 interesse na
implementacdo da Formulacdo MECIC prende-se a simulacdo de problemas
referentes a sismica de prospeccdo, ou seja, problemas dinamicos. Mas é

importante, por questdbes de avaliacdo de precisdo e funcionalidade, que a
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Formulacdo MECIC seja detalhadamente testada em problemas mais simples,

governados pela Equacgao de Poisson.

Pode-se adiantar, entretanto, que o uso de FBRSC na Formulagcdo MECIC permitir4
construir uma matriz de massa, de mesmo modo como permite aproximar o termo
referente a acdo de dominio no caso do problema de Poisson. No caso de ser
gerada uma resposta dinamica, pode haver redugdo do custo computacional da
solucdo incremental requerida, caso as FBRSC se apresentem viaveis sob o prisma
da preciséo. Isto porque a matriz de massa terd uma banda relacionada ao tamanho
do suporte da FBRSC, que propicia o uso de esquemas de solucdo de sistemas
matriciais mais rapidos. O fato de se integrar apenas no contorno fard com que esta

operacao se restrinja apenas a fronteira estabelecida pelo suporte da FBRSC.



44

2 INTERPOLACAO BIDIMENSIONAL

2.1 COMENTARIOS PRELIMINARES

Denomina-se interpolacdo o método que permite construir um novo conjunto de
dados a partir de um conjunto discreto de informagdes, previamente conhecidos.
Comumente, os dados discretos séo obtidos a partir de uma amostragem ou de um
experimento. Através da interpolacdo, pode-se construir uma funcdo que representa
aproximadamente os valores em todos os pontos do dominio, recuperando

exatamente os valores iniciais (originais) nos pontos onde a informacéao foi fornecida.

Por definicdo, os pontos base sdo pontos pertencentes ao dominio QQ, nos quais se
localizam os centros das Fungdes de Base Radial de Suporte Compacto (FBRSC's),
e onde sdo definidos os coeficientes de interpolacdo (a'). JA4 os pontos de
informacgédo sdo pontos onde sdo conhecidos os valores das informacdes; que, no
contexto do presente trabalho, sdo as magnitudes de uma carga ou acdo de

dominio, devidamente representadas pelo campo escalar Z(x, y) (CRUZ, 2012).

Uma exemplificacdo fisica de Z(x, y) € a representacdo do potencial magnético
sobre a superficie terrestre, medidas de temperatura numa determinada area ou

ainda a profundidade da lamina de agua oceanica.

Desse modo, a partir dos pontos de informacdo previamente escolhidos em um
dominio Q € R?, onde s&o fixados os pontos base y!, interpola-se uma superficie S(x,

{1t
|

y) definida em Q. O indice “i” se refere & quantidade de pontos base y!, que varia de

1 até k.

Em se tratando da func&o interpoladora ou aproximante, procedimentos mais
tradicionais podem ser aplicados, tais como: as aproximac¢des polinomiais ou o
método das diferencas finitas; mas a dificuldade operacional € bem significativa nos
casos bi e tridimensionais, pois os modelos analiticos e os algoritmos resultantes
sdao muito mais complicados (BERTOLANI et al, 2010 ). Por esta razdo, as
aproximacdes numeéricas através do uso de Funcbes de Base Radial (FBR) —

fungbes que usam a distancia euclidiana entre dois pontos - tém sido utilizadas, de


http://pt.wikipedia.org/wiki/Amostragem
http://pt.wikipedia.org/wiki/Experimento
http://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o
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modo crescente, tanto na interpolagcdo quanto na solucdo de equacodes diferenciais,
que representam potenciais pertinentes as mais diversas areas da ciéncia e

engenharia, tais como: meteorologia, topografia, sismologia, entre outras areas.

2.2 FUNCOES DE BASE RADIAL DE SUPORTE COMPACTO

Por conta da enorme proporgéo de dados requeridos nas modernas aplicacbes dos
meétodos aproximados, o emprego de FBRSC (FASSHAUER, 2007) tem se ampliado
consideravelmente. A FBRSC também € definida a partir da distancia euclidiana
entre um ponto base e um ponto campo; mas, como principal distingdo das funcdes
radiais comuns, seus valores sdo nao nulos apenas para valores de r delimitados
por uma distancia menor do que um certo parametro previamente arbitrado - o

suporte — denominado §.

O emprego dessas funcdes fornece matrizes de interpolacdo com muitos elementos
nulos, os quais, adequadamente ignorados, resultam em baixo custo computacional,
ao mesmo tempo em que reduz o risco de mau condicionamento do problema, pela
tendéncia em produzir uma diagonal dominante nas matrizes de interpolacéo. Além
disso, ha a tendéncia de se aumentar a precisdo dos resultados pela melhor
simulacdo de regifes distorcidas ou descontinuas que possam estar presentes no

dominio considerado.

Assim, entra-se no merito da zona de influéncia, que é definida pela propria

superficie interpolada, por meio de coeficientes e pela estrutura adotada da FBRSC.

Do mesmo modo que se faz com as FBR’s comuns, a interpolacdo de superficies
com FBRSC’s utilizam pontos de informacdo, que também sao pontos base,
previamente escolhidos dentro do dominio de interpolacdo. Em muitas aplicacbes é
importante proceder-se a reorganizagcdo desses pontos de acordo com algum
critério, concentrando-os em regifes cuja informacdo apresente valores distorcidos
e, de modo coerente, evitando adensa-los em regibes com valores suaves. E em se
tratando de aproximar heterogeneidades, descontinuidades e efeitos localizados, a
aproximacéo usando as FBRSC’s apresentam-se bem superiores aos FBR’s comuns
de suporte pleno. Isto porque evitam, de modo bem mais efetivo, o espalhamento ou
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compartilhamento global de efeitos ou propriedades que s&o circunscritos a uma
regido especifica. Dito de outro modo, na aproximac¢do com as FBR’s comuns de
suporte pleno, todos os pontos interagem entre si, trocando informacéo diretamente.
O controle ou atenuacédo desta interacao global pode ser feito apenas através de
funcdes radiais que possuam argumento com elevado decaimento, como, por
exemplo, as fungdes gaussianas (BERTOLANI, 2010). Mas o controle adequado do
decaimento envolve uma espécie de parametro de calibragdo, normalmente

adequado a uma geometria especifica.

2.3 FORMACAO DA MATRIZ DE INTERPOLACAO RADIAL

Naturalmente, a aproximacdo de Z(x, y) através da combinacdo linear finita de

FBRSC'’s ¢(§) se processa da mesma forma que para as fungdes de base radial de

suporte pleno ou global (Cruz, 2012). Estas func¢des sdo definidas em termos da
distancia euclidiana r = [|x —x;,y —y;ll entre um ponto arbitrario, em principio,
denominado de ponto campo P(x,y) € um ponto basey!, previamente localizados
nos pontos de informacdo em Q € R?. O suporte d é definido como um raio de
abrangéncia da Funcao de Base Radial em relacdo aos pontos base situados dentro
do dominio Q € R2. Alguns exemplos de FBRSC’s sdo as Funcbes de Wendland e

as Funcdes de Wu, que serédo devidamente definidas e caracterizadas mais adiante.

Para uma breve fundamentagdo tedrica da interpolacdo de superficies com as
FBRSC’s, segue um desenvolvimento analitico similar aquele apresentado por
Wong, Hon e Golberg (2002).

Sabe-se que o0 uso de FBRSC’s tem como objetivo primordial a reproducédo de

campos escalares desconhecidos Z(x, y).

Com base neste principio, seja f(x,y)-:R— R uma funcéo real e x;ey;e RY,i=
1,2,..,k . Seja, também, ¢(x —x;,y —yi) = ¢(|x —x;,y —y; ||) uma FBRSC definida

como positiva para que o problema tenha solu¢do Unica. Onde o termo r'=

J(x—x)2+ (y—yi)2 corresponde a distancia Euclidiana entre o ponto

base y! (x;,yi) € 0 ponto campo P(x,y) pertencente ao dominio Q.



47

A superficie interpolada S(x, y) para uma funcao Z(x, y) sera:

k

S(xy) = ) oif) (%)

i=1
1)

Onde a'séo os coeficientes de interpolacg&o.

A superficie S(x, y) definida pela equacao (1) também pode ser escrita da seguinte

maneira:

S(x,y) = a'F (x — X1,y —y1) + 0?F2(X — X5,y — y2) + @3F3 (X — X3,y — y3) + -
+ oKFR(x — X3, ¥ — y10)

2)
Os coeficientes de interpolagéo a' serdo determinados se impondo:
S(v) = Z(v)
3)
A interpolacao se procede da forma descrita a seguir.

Primeiramente, calculam-se as distancias euclidianas entre todos os pontos base e
as substitui na FBRSC (¢) pré-definida. Armazenam-se essas informacdes em uma
matriz quadrada (matriz de interpolacéo) cuja ordem € definida pela quantidade de

pontos base (k).

(4)

ApoOs o término dessa etapa, armazenam-se em uma matriz coluna de ordem k os
valores medidos da propriedade que se deseja interpolar, isto €, os valores medidos

de Z(x, y) em cada ponto base.
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(5)

Tendo em mé&os a matriz de interpolagéo G e a matriz coluna Z, resolve-se o sistema
linear abaixo através do Método da Eliminacdo de Gauss, para obtencdo dos

coeficientes de interpolagéo (al):

(6)

(7)

onde [Glxxk = [0"(ra)] € a matriz quadrada simétrica chamada matriz de
interpolacgdo, [alyx1 = [a!] e [Z] xx1 = [Z(Y')] s&o matrizes colunas. Uma soluc&o
Unica existira se e somente se a matriz [G]y x x for ndo singular. No entanto, para que
a matriz de interpolacédo tenha esta caracteristica, a funcédo ¢ devera ser Positiva

Definida (conceito que sera detalhado mais adiante).

2.4 DEFINICOES BASICAS DA FBRSC

De acordo com Wong, Hon e Golberg (2002), as FBRSC’s foram primeiramente
introduzidas por Wu e mais tarde por Wendland nos anos 90’s. De maneira geral, a

FBRSC é expressa pela equagéo (8):

b1y (g) = (1 - %)1 p (g) ,parau > 1

+

(8)
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A Funcao de Poténcia Truncada utilizada na expressao acima possui as condi¢coes,

a sequir:

(1—5)1 - (1—§) ,  para0<r<$
0 , parar > §

9)
Verifica-se, facilmente, que a FBRSC é trucada a zero para valores de r maiores que

1
0 suporte compacto (8), gracas a Funcao de Poténcia Truncada (1 - g) .
+

O termo p(g) da FBRSC é um polindbmio prescrito. Ressalva-se que “r’ é a distancia

euclidiana entre P(x,y)ey'(x,y))eR2. Os indices e “U” representam,
respectivamente, a dimensao espacial e a suavidade da fungdo (smoothness) (“2u”-

para a Funcao de Wendland).

Conforme foi apresentado anteriormente, para garantir a unicidade da interpolacéo
de S(x, y) na equacéao (1) é suficiente que ¢ seja Positiva Definida. Segue abaixo a

definicdo de uma Funcéo Positiva Definida:

Defini¢cdo 2.1. Uma funcéo continua ¢: R4 - R ¢ dita positiva definida (PD) em R ¢,
se para todos os pontos base y' e R9 e todos os vetores ale R ¢, onde i=1, 2,3..k, a

forma quadratica dada por:

k k

Z Z ahagd)(xh —Xg¥n — Vg )

h=1g=1
(10)

seja maior ou igual a zero. A funcdo ¢ sera estritamente positiva definida em R ¢

(¢ € PDy) se equacéao (10) adquirir valor zero somente paraa =0

Em adicional, uma funcdo par univariavel ¢: R4 - R é dita positiva definida em R ¢,
descrita como ¢ € PDy, se a funcao
¢(Xh; Xg) Yhs yg) = ¢||Xh — Xg,Yh — Vg ||,xh, Xg, Yh Yg € R 9 é positiva definida (WONG;
HON; GOLBERG, 2002).
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Conforme foi citado na se¢do anterior, o procedimento de interpolagcdo atingir4 seu
objetivo; isto €, solugdo Unica para resolucdo do sistema linear da equacédo (6);

somente se as funcdes de interpolacdo forem Positivas Definidas (PD).

2.3 O SUPORTE DA FBRSC

As Funcdes de Base Radial de Suporte Compacto (FBRSC’s) ¢, (g) apresentam

um suporte compacto § definido em [0, 8g1opat], PAra Sg1opa1 > 0. LOgo, a funcdo de

interpolacdo da equacao (1) é modificada para:

k k

Seoy) = ) () - Sxy) = ) a' (g—)

i=1 i=1
(11)

O suporte global 844p, € usualmente estabelecido como a maior distancia entre dois

pontos base quaisquer pertencentes a Q (LEBLANC; MALESYS; LAVIE, 2011).

O suporte compacto &'; i=1, 2,3..k; pode ser constante ou variavel para diferentes
pontos base da malha de interpolacdo, dependendo da natureza do problema. No
presente trabalho o valor do suporte 6§ sera mantido constante para diferentes pontos

base durante o processo de interpolacdo e integragcéo no contorno.

Durante o processo de interpolacdo, o suporte compacto da FBRSC interfere no
preenchimento da matriz de interpolacdo, de modo que o percentual de elementos
nulos da matriz aumenta, quanto menor o valor do suporte compacto &', reduzindo o
custo computacional no que diz respeito a interpolacdo de superficies. Entretanto,
isso também implica numa queda razoavel na precisdo dos resultados, visto que
essa reducdo do valor do suporte compacto torna a funcéo radial mais restrita, e
menos pontos base sdo acessiveis ao centro da funcédo radial (WONG; HON;
GOLBERG, 2002).
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Para melhor ajustar as FBRSC’'s as diversas dimensdes do dominio, cujas
distribuicbes sdo aproximadas, € interessante adimensionalizar o seu suporte, de

modo que tenha um suporte compacto em [0, g10ba1]- Para isto, € suficiente que se

substitua r por %-

Para exemplificar a utilizacdo do suporte compacto adimensional em Fung¢bes de
Base Radial, veja a Fungdo de Wendland ¢, (estritamente definida positiva em R®)

sem adimensionalizac&o, ou seja, com suporte variando entre [0,1]:

3, (1) = (1 —1)§(35r% + 18r + 3)
(12)

A equacéao (12) assume a seguinte forma com suporte compacto adimensional:

ds2 (5)=[1- %]i ks (g)2 +185+3|
(13)

A sequir, deduzem-se as FBRSC do tipo Funcdes de Wendland de Suporte

Compacto e Funcdes de Wu de Suporte Compacto.

2.4 FUNCAO DE WENDLAND DE SUPORTE COMPACTO

Wendland construiu uma familia de FBRSC’s a partir da Funcdo de Poténcia
1

Truncada, descrita como (1 - g) . As Func¢des de Wendland de Suporte Compacto
+

sdo produzidas aplicando repetidamente o operador de integragdo T nessas

Funcgdes de Poténcia Truncada.

O operador de integracdo T é definido como:
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(14)

As Funcdes de Wendland de Suporte Compacto séo definidas a seguir.

e~ r r 1 .
Definicdo 2.2. Com ¢, (g) = (1 - g) , define-se:
+
r r
dru (g) =T'[dy (g)]

(15)

Onde 1=|d/2] +u+ 1. A equacdo acima representa a aplicacdo do operador de

integracdo T “u” vezes na funcao ¢, (g) (WONG; HON; GOLBERG, 2002).

Teorema 2.1. Para qualquer dimensédo espacial d e qualquer u € N, existem uma

fungéo positiva definida ¢, (5) estabelecida em RY na forma de ¢, (g)z

8
r 1 r - A . . ., r P

(1 ——) p(—), de modo que o grau desse polinbmio univariavel ¢, , (—) e igual a
8§/, \6s U \s

¢ = |d/2] +3u+1e ¢, € PDgnC?" (Wong, Hon e Golberg , 2002).

Para melhor compreensdo da definicho das Funcbes de Wendland de Suporte

Compacto, faz-se a seguir ¢ ( ) isto €, u=0 e d=3.
b30 (g) = ¢[3/2J+0+1
bp) =0 §)=(1-7), e erminc

Paraq)31() istoé,u=1ed=3:

31 (g) =1 [¢[3/2J+1+1]

051 (5) = 105 (5 =5 [ 595 (5



0s1(5) =5/, 5(1-5),
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Sabe-se que ¢4 € igual a zero para r maior que 6, isto €, o suporte compacto de ¢4

reduz a integral imprépria a uma integral definida de r a 6.

18 3
21(5)=5] 50-5),

o ()= [ [-3) +3)'- G

4

b3 (g) =[1 —£]+ 1 +4g] ;s € PD; N C2

g

O simbolo (=) significa que a equacao apresenta igualdade se for multiplicada por

uma constante positiva.

Na Tabela 1 seguem as Funcdes de Wendland de Suporte Compacto (¢,) para

u=0,1,2e 3, ed=3.

Tabela 1- FUNCOES DE WENDLAND DE SUPORTE COMPACTO @, PARAU=0,1,2,3ED = 3.

Funcdo de Wendland de Suporte Compacto:

2

ds0 (5)=[1-3)

4

s (g) =T (g) =[1- g]i [1+ 4%]

6 2

00 (5) =) =1, [s53) 105+

4e

8 3

s (5) =01 5) = 13

+

[32 (g) + 25(%)2 + 8§+ 1]

C° N PD;

C2NPD;

C*N PD;

C®N PD,
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2.5 FUNCAO DE WU DE SUPORTE COMPACTO

Da mesma maneira que as Funcdes de Wendland de Suporte Compacto, as
Funcdes de Wu de Suporte Compacto sao classificadas como Positivas Definidas, e
compdem uma familia inserida dentro da classe de FBRSC’s. Para a formulagao

dessa funcédo, Wu lancou méao da seguinte funcao:

b (g):[l_(g)z]:; leN
(16)

A funcdo a partir da qual Wu iniciou a formulagdo das Func¢des de Wu de Suporte
Compacto nao é positiva definida, de modo que se faz necessario um procedimento

gue as tornem positivas definidas: aplica-se entdo uma convolucdo, assim se obtém

uma funcdo de base radial estritamente positiva em RY, ou seja: &, = (b * d) (2 %)

o =3[ 1G] [r- 5] e

(17)

Da mesma forma como foi feito para as Funcdes de Wendland de Suporte
Compacto, as integrais improprias foram substituidas por integrais definidas, devido
2
r

1
ao fato de ¢ (g) = [1 - (E) ] apresentam valores ndo nulos somente para =6 <r <
+

8.

$, = % 2:: [1 _ (%)2]1 [1 _ (Zr g W, I N

+

(18)

Fazendo uso do operador derivativo, Wu definiu sua fungdo como sendo ¢, =
D"[¢;]. As Funcbes de Wu de Suporte Compacto ¢,, sdo de base radial

estritamente positiva definida em RY para d<2u+1, e sdo diferenciaveis
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continuamente (2l — 2u) vezes. Dessa forma, ¢,; € PDy,4q N C?-2u, vale apena
mencionar que ¢,; € um polinémio de grau d¢ = 41 — 2u + 1 (BERTOLANI, 2010).

A Tabela 2 tras alguns exemplos de Funcdes de Wu de Suporte Compacto para u=1

até 3, e 1=3.

Tabela 2- FUNCOES DE WU DE SUPORTE COMPACTO &, PARA DIFERENTES VALORES DE u

El=3.

Funcédo de Wu de Suporte Compacto:

. r\17 r r\2 r\3 r\4 r\° r\®
oz (1) = [1- (E)L [5 +35(5) +101(5) +147(5) +101(3) +35(3) +5(5) ] Co N PD,
t®=[1- ) [6 +36(5) +o2(5) +72(5) +30(5) +5 (g)s] ¢t nPDs

. r\15 r r\2 r\3 r\4
450 =[1- )] [s+40(5) +48(5) +25(5) +5(3) | ¢2 n pD
4530 = [1- )] 16429 (5) + 20(5) +5(7)] ¢* n D,

2.6 A FORMULACAO DO AJUSTE DE FUNCOES NA INTERPOLACAO

BIDIMENSIONAL

O ajuste de funcgdes consiste na obtencdo de uma funcdo que aproxime de forma
eficiente um campo escalar continuo Z(x, y), sem efetivamente passar pelos pontos
discretos que geraram as informacdes sobre o mesmo. A ideia € oferecer uma
aproximacéo global do campo que gerou as informagdes, eliminando distorcdes da

amostragem.

O ajuste se faz necessario porque muitas vezes os valores (discretos) dos pontos de
informagdo medidos em campo nao sdo muito precisos quando utilizados para
representar um conjunto continuo de possibilidades. Assim, se faz um tratamento

dos dados colhidos em campo, como tentativa de minimizacdo dos erros existentes
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na composicdo geral desses, para entdo se determinar outra funcdo mais

simplificada que melhor represente a tendéncia geral do campo aproximado.

No caso do seguinte espaco amostral:

{&LYy1Z1); (X2,Y2,22); (X3,Y3,23); (X4, Y4 Z4); s (Xio Vi Zic) }

(19)
Onde:

o O subscrito “k” representa a quantidade de pontos de informacao

Dessa forma, ndo necessariamente todos os pontos de informacéao, onde o valor da
fungédo Z(x, y) sdo conhecidos, serdo utilizados para alocar pontos base de ajuste

durante o processo de ajuste da funcéo Z.

No caso do trabalho aqui desenvolvido, ndo serdo utilizados os pontos de
informacéo localizados no interior do dominio Q para alocar os pontos base de
ajuste. Além dos objetivos intrinsecos ao esquema de ajuste, o objetivo desta
técnica no presente trabalho € reduzir a dimensdo do sistema matricial final,

particularmente eliminando pontos de informac&o internos.

Logo, a funcéo Z(X, y) ajustada sera gerada a partir da combinacéo linear de FBRSC

com seus respectivos coeficientes de interpolacio (o), porém em menor quantidade.

A interpolagcdo da superficie S'(x, y) para a fungdo Z(x, y) ajustada, ocorre de
maneira idéntica ao procedimento de interpolacdo sem ajuste de pontos

anteriormente desenvolvido.

Z(X,Y) ajustada = S'(X,y)
= a'F'(x =%,y —y1) + CPF?(X = X5,y —y2) + @®F3(x — X3,y —y3) + -
+ a¥'F¥ (X — Xy — yk')
(20)

Isto é:
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K .
i fr!
Z(x, Y)Ajustada = S'(x, Y) = 2 ald)l (E)
i=1
(21)
Onde:

o K’ serd igual a quantidade de pontos de informa¢&o no contorno do dominio,

visto que agora sdo pontos base de ajuste.

Para interpolagao bidimensional com ajuste de funcdo Z com retirada exclusiva de
pontos de informacéo internos do dominio Q, o calculo do coeficiente de interpolacao

a' se verifica de maneira distinta a da equac&o (7) (STARK, 1970).

Seja [G'] w'xx @ Matriz de varredura, similar a matriz de interpolagéo ( [G] xxk), Mas

nao € quadrada, e possui a seguinte ordem: K’ x K.

A matriz de varredura ( [G'] y'xk) € oObtida apés a realizagdo de uma varredura de
todos os pontos de informacdo conhecidos da fungdo Z com os pontos base de

ajuste, localizados no contorno.

') - ¢
1 k,XkZI k (Tk'1 Kk Erkk |
o () - ()
(22)
Seja também ([G'] wx1) T @ matriz transposta de [G'] 'y k-
TORRACS
([GTwx)" = r ) ;kk
1('1 k y
o (5) - ()
(23)

Dando continuidade, a matriz de ajuste ([MA Jx xx') € obtida multiplicando a matriz

de varredura ( [G'] ¢ k) Pela sua transposta ( [G'] k/xk) ©-
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[MA Jxk = [G'] wxk ([G']xi) "

(24)
Por fim, o vetor de termos independentes ([f]./y4), que armazena os valores da

funcdo Z conhecidos nos pontos de informagdo de interesse, € calculado
multiplicando a matriz de varredura ([G'] x'xx) Pelo vetor de valores da fungéo Z

([Z] kx1)-
Portanto, o calculo dos coeficientes ([a], /4 1) da equagéo de ajuste sera igual a:
[MA Jx xx [@lirx1 = [G'lixklZlkx1 = [flirxa

[a]yrx1 = ([MA]K’XK’)_l[f]k’X1

(25)
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3 O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 DISCUSSOES PRELIMINARES

Comparado com os mais populares métodos numeéricos, tais como o Método dos
Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferencas Finitas (MDF), os quais sdo
classificados como métodos de dominio; o Método dos Elementos de Contorno
(MEC) se distingue por ser um método de contorno, de modo que a discretizacao
numeérica ocorre num ambiente de dimensdes espaciais reduzidas. Por exemplo, em
problemas tridimensionais, a discretizacdo se da apenas na superficie de contorno.
Reduzida a dimenséo do problema, trabalha-se com sistemas lineares menores e
mais eficientes, em termos computacionais. Esse efeito da reducéo dimensional do
problema é mais visivel quando o dominio é aberto. Em métodos de dominio (MEF e
MDF), os dominios do tipo abertos precisam ser truncados e aproximados,
diferentemente do que ocorre no método de contorno (MEC).

Além do mais, o MEC ainda apresenta outras vantagens em relacdo aos MEF e
MDF: a melhor representacdo de concentracdo de acBes de dominio e o calculo

simultdneo da variavel basica e sua derivada normal.

O MEC consiste de uma ferramenta de simulacdo numeérica eficiente. Numerosas
simulag@es ja confirmaram a aplicabilidade do método e sua hegemonia em diversos
tipos de problemas, tais como: problemas de concentragbes de tenséo, de fratura e
de contato entre superficies; com meios infinitos e semi-infinitos; de disperséo

acustica; de elasticidade; e de conducao de calor.

Como tentativa de se obter um custo computacional cada vez menor, apresenta-se,
mais adiante, uma formulagéo alternativa para o tratamento de integrais de dominio,
denominada de MECIC, que usa as FBRSC'’s dentro do contexto do MEC.
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3.2 FORMULACAO DO MEC

3.2.1 Equacionamento Basico

Seguindo o raciocinio ilustrado por Cruz (2012), para a resolucao de problemas com
0 MEC, necessita-se do conhecimento das condicbes de contorno desses
problemas. Elas podem ser prescritas no problema de trés modos distintos: as
condicBes essenciais (que envolvem a variavel basica do problema ou potencial);
condi¢cBes naturais (derivada normal da variavel basica); e condigcdes mistas (néo
serdo abordadas no trabalho). Normalmente, adotam-se as seguintes simbologias
para diferenciar as por¢cdes do contorno em que essas condicdes de contorno sao
prescritas: para as condicdes de contorno essenciais, por¢do do contorno
referenciada como ["u; e para as condi¢des de contorno naturais, por¢cédo do contorno

referenciada como 'q. Veja Figura 1.

Tu
X

Figura 1 - Dominio bidimensional Q delimitado pelo lNu+ I'q.
Fonte: Cruz (2012).

A Figura 1 mostra a configuracdo geométrica de um dominio Q, que pode
representar um corpo, um sistema ou um volume de controle de um dado problema

fisico.

Seja a Equacdo de Poisson, apresentada a seguir, a equacdo diferencial
modeladora de um problema fisico no qual exista uma acdo de dominio distribuida

no interior do dominio Q:
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0°u  0%u

axz Fayr T IV

(26)

O termo Z(x, y) pode ser interpretado fisicamente como uma fonte, um sorvedouro

ou uma acao do corpo ou de dominio, como um campo magnético ou gravitacional.

Para uma melhor compreensdo do equacionamento do MEC, sera utilizada a

notacgéao indicial simplificada. Deste modo, a equacao (26) pode ser escrita como:
Ui = —Z

(27)

3.2.2 A Solugéo Fundamental

Para estabelecer o MEC, escreve-se a equacédo (27) em uma forma integral, que
inicialmente € chamada Forma Integral Forte, com o auxilio de funcbes auxiliares
especiais, denominada de solu¢cdes fundamentais. Em seguida, esta equacdo é
tratada com a metodologia de integracdo por partes e aplicagdo do Teorema da
Divergéncia. O objetivo é transforma-la na chamada Forma Integral Inversa, para
entdo fixar condicdes em que o modelo dependa apenas das condi¢cdes de contorno

para sua solucgao.

A funcdo auxiliar u* (§; X) € rotulada de solucdo fundamental, pois provém da
solugdo de um problema similar ao do problema de Poisson aqui trabalhado, mas

com o dominio infinito e uma fonte singular unitaria expressa por um Delta de Dirac.
uy = —AE X)

(28)

Onde funcéo Delta de Dirac é definida pelas seguintes propriedades:
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A(EX)=0; X#§

Propriedades {A(E' X) = 00X = £

(29)
O ponto representado pelo simbolo (§) € chamado de ponto fonte, através do qual €
feita a varredura do contorno; o vetor (X)=(X,Y) representa um ponto qualquer de

coordenadas (x,y) no dominio Q.
Para os casos de dominio bidimensional, a expresséo da fungéo auxiliar u* (§; X),
bem como sua derivada normal q* (§; X), sédo mostradas abaixo (CRUZ, 2012):

1
ut = —%ln r(& X)

(30)

ou”* 1 or

9= %n = " 2mron

(31)
3.2.3 Equacao Integral do MEC

A Forma Integral Forte associada a equacao diferencial para o problema de Poisson

€ dada por:

f u,iiu*dﬂ=f —Zu*dQ
Q Q

(32)
ApoOs tratamento matematico adequado (BREBBIA, 1978) demonstra-se que a

equacao (32) pode ser transformada na forma Integral Inversa:

| awr@ndr- | war@xdr - coue = - [ Exdo
r r Q

(33)
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O termo C(&) € uma constante que depende da localizacdo do ponto fonte (&) em
relacdo ao dominio Q. Para os casos onde o ponto fonte (&) esta situado totalmente
dentro do dominio Q, demonstra-se que seu valor numérico é de 1 e, quando esti

situado totalmente fora do dominio, seu valor é nulo.

Ja quando o ponto fonte (&) estd localizado sobre o contorno, procedimentos

matematicos elaborados detalham o calculo deste coeficiente. Quando o mesmo é
. , . 1 ~
suave, C possui o valor numérico de > Nos casos onde o contorno é anguloso, a

constante C possui valor de acordo com a seguinte igualdade:

cn =

(34)

Onde B é o angulo interno entre duas normais adjacentes ao ponto anguloso, no

contorno nao suave.

3.2.4 Discretizacao do Contorno

Apés a obtencdo da Forma Integral Inversa, a equacgéo devera ser discretizada para
que seja possivel a sua solugdo por Métodos Numeéricos, tal como o MEC. A
discretizagdo, para o MEC, ocorre através da determinacdo de um conjunto de
pontos discretos pertencentes ao contorno [, também denominados de nos
geometricos, que sao capazes de representar os infinitos pontos do dominio Q, isto

€, um meio continuo.

Considera-se neste trabalho, um contorno I' constituido por elementos lineares sobre
0S quais sao aproximadas as variaveis u(x, y) e q(x, y) através de funcdes de forma,
que s&o linearmente independentes (LI) e sdo expressas em coordenadas
adimensionais (n). Estas func¢fes interpolam linearmente o campo de variaveis a
partir dos valores dados em pontos especificos denominado de nés funcionais, que
coincidem com 0s nds geomeétricos desse elemento, conforme as Figura 2 e Figura
3.



64

13 12

&
Pontos Fonte Ed

18
19
20

21

Figura 2 — Discretizag&o do contorno.

Verifica-se, com base na Figura 2, a insercéo de pontos localizados no centro dos

elementos de contorno. Estes pontos sdo os pontos base y!, pertinentes a estratégia

de Formulacdo da MECIC (apresentada logo a seguir). Os pontos base se localizam

nesta posicdo com o objetivo de se evitar singularidades durante o calculo da

integral de dominio do termo ndo homogéneo da Equacdo de Poisson pela

Formulacdo MECIC.

Em relacdo aos elementos lineares, as funcbes de forma adimensionais que o

descrevem sao: @0, = %(1 -neo, = %(1 +1n),onde -1 <n<1.

Portanto, o equacionamento da geometria do elemento linear e das variaveis u (X, y)

e q(x, y) podem ser escritos em termos da coordenada adimensional (n), a seguir:

Geometria

{X(T]) = 0:1x; + 0,x,
y() = B1y;1 + D,y

u(m) = G,u; + Bu,

Variaveis do Problema {
q(m) = 019, + 0,49,

(35)

Para melhor entendimento do equacionamento do elemento linear, veja Figura 3.
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Figura 3 — Representagéo do elemento linear.

Para a geragdo de um sistema matricial de dimens6es (t x t), o ponto fonte (§3) é
posicionado em cada um dos nos funcionais, e, em seguida, é feita uma varredura
de todos os elementos lineares do contorno discreto para o lado esquerdo da

equacéo (33). Veja a Figura 4.

13 12

Pontos Fonte

Figura 4— Varredura dos nds do contorno.

Deste modo, o lado esquerdo da equagéo da Forma Integral Inversa da Equacgéo de

Poisson pode ser representado na forma discreta a seguir:
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t t
>5[ dawEndr— Y us [ 0ga"e0dr - c(E)u(s) = - [ 2o
e=1 Te e=1 Te Q
(36)
Onde o simbolo “t” € o nimero de elementos discretos do contorno, e o simbolo “d”

se refere a localizagéo do no funcional no elemento linear (d=1, para n6 localizado

no inicio do elemento linear; e d=2, para no localizado no final do elemento linear).

Resta agora resolver numericamente as integrais de contorno a esquerda da
igualdade, presentes na equacao (36), a partir da aplicacdo do uso das funcdes de

forma, do conceito de Jacobiano e do Método da Quadratura de Gauss (MQG).

Da aplicacéo destes procedimentos matematicos no termo a esquerda da equacgao

(36), obtém-se a equacéo (37):

t +1 t +1
Z Q4 f Ba(mPIu” (€5 1P)J (P)dn — Z Ug f Ba(mP)q" (€5 P (mP)dn — C(&;)u(ES)
e=1 -1 e=1 -1

= —J Zu* (& X)dQ
)

t NPG t NPG

D05 D 0aP)ur G IR WEP) = D U§ D Ba(iP)a’ () (). WEnP)
p=1 =1

e=1 e=1 p

— C(&)u(e) = - fg Zu (5 X)d0

(37)

Onde:

[{Pg 1)

. n” € uma coordenada adimensional, cuja dire¢do é paralela ao elemento
discreto do contorno I,, € seu valor varia de n=-1, no inicio do elemento

discreto, a n =+1, no final do elemento discreto;

o “t” € a quantidade de elementos discretos do contorno T;
. “I*(m)” é o jacobiano do elemento discreto em coordenada adimensional n;
o “nP” sdo os pontos de Gauss em relagao a coordenada adimensional n para

uma dimensao;

o “W(nP)” sdo os pesos de Gauss para uma dimensao;
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o “‘NPG” é o numero de pontos de Gauss considerados.

O tratamento da parcela ndo homogénea da Equacéo de Poisson, — fQ Zu* (& X)dQ,

sera abordado na secdo a seguir, que diz respeito a Modelagem Direta da Integral

de Dominio.

3.3 FUNCOES RADIAIS NO CONTEXTO DO MEC

Devido as caracteristicas da solucao fundamental, que usa como argumento o
maodulo do raio vetor entre dois pontos — o ponto fonte e o ponto campo — de certo
modo matematicamente o MEC esta mais relacionado as funcdes de base radial do
gue outros métodos similares. Mas este vinculo ndo se restringe apenas a estrutura
matematica das funcdes auxiliares que compdem a forma integral do MEC.
Conforme exposto na introducdo, Nardini e Brebbia (1982), ao criarem a FDR,
usaram funcBes de base radial de suporte pleno como funcdes auxiliares de
interpolacdo com propdésito de eliminar integrais de dominio. As aplicacdes da FDR
foram muito bem sucedidas em varios problemas, ressaltando-se os problemas

governados pela Equacgéo de Poisson.

O destaque dado ao MEC no estudo das funcbes de base radial € pertinente néo
apenas pelo pioneirismo na aplicacéo pratica dessa classe de fun¢des; centenas de
trabalhos cientificos foram gerados por conta dessa tematica. Para constar,
ressaltam-se Yamada et al (1994), que mostraram conclusées matematicamente
bem fundamentadas a respeito da convergéncia dos resultados obtidos com as
funcbes de base radial de suporte pleno no contexto da FDR; Karur e
Ramachandran (1994), que apresentaram resultados de um estudo em que
examinaram numericamente as propriedades de convergéncia das funcbes de
interpolacdo usualmente empregadas na FDR, obtendo resultados satisfatorios para
as funcbes radiais de placa fina e radial simples; o trabalho de Golberg e Chen
(1994) mostrou uma maneira efetiva de construir uma expressao geral de

interpolacdo empregando funcbes globais e locais, atualmente adotada nos
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modernos livros sobre o tema; e Partridge (2000) sintetizou conclusdes de muitas

experiéncias computacionais interessantes.

No entanto, foi gracas ao Método dos Elementos Finitos que o estudo das fungbes
radiais ganhou enorme impulso. Houve a necessidade de se estabelecer uma
estrutura de discretizacdo mais adequada a readaptacdo da malha, particularmente
em problemas tridimensionais, substituindo a ideia original das células ou elementos.
Uma das maneiras mais eficientes tanto para se gerar os pontos de discretizagcao
quanto para correlacionar os dominios de influéncia consiste no emprego das
funcdes de base radial. Assim, discretiza-se o dominio de interesse através de um
conjunto de nds (pontos base), e se gerencia o posicionamento e a conectividade
dos graus de liberdade definidos pela discretizacdo (pontos de informacao), sem que

exista explicitamente uma malha estruturada de elementos.

Poderiam ser empregadas as funcdes de base radial simples para essa finalidade,
mas o uso das FBRSC’s oferece uma gama de vantagens, conforme ja exposto,
conservando as peculiaridades do MEF. Assim, ndo necessariamente se utilizam
todos os pontos de informacdo com seus respectivos pontos base, apenas aquele
contido no dominio do suporte para se realizar o processo de aproximacdo. Da
auséncia da malha tradicional com seu esquema de conectividade, nasceu 0 home
“Meshless” ou “Meshfree” (CHEN et al, 2002).

Ressalta-se, portanto, que as técnicas Meshless sédo particularmente voltadas para
casos tridimensionais complexos, cuja discretizacdo do contorno € uma tarefa muito
dificil (CHEN et al, 2002), pois nédo se trata mais de simples interpolacdo do campo.
As técnicas para resolver as equacgOes diferenciais parciais envolvem uma série de
problemas, especialmente a obediéncia as condi¢cdes de contorno, obtencédo de

derivadas das fungdes radiais e tratamento de contornos irregulares.

No contexto deste trabalho, o uso dessas fun¢gdes ocorre na aproximacéo da integral
de dominio que caracteriza o problema de Poisson. E que também ocorrerd em
futuras aplicacdes do MEC na dinamica das analises sismicas, onde o termo de
inércia podera ser tratado através das formulacbes com dupla reciprocidade e
quase-dupla reciprocidade (LOEFFLER; MANSUR, 1987), que empregam
procedimentos interpolativos; e também na presente formulagdo, denominada
MECIC.
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3.4 MODELAGEM DA INTEGRAL DO DOMINIO VIA FDR

O calculo da integral de dominio referente a ndo homogeneidade da Equacao de
Poisson pode ser efetuado por diversos meios. O primeiro deles é a subdivisdo do
dominio Q em subdominios retangulares, isto é, em pequenas regides retangulares
e, assim, trata-los com procedimento de integracdo numeérica. Dessa forma, obtém-
se o valor numérico da integral de dominio a partir da soma dos valores em cada
particdo. Um exemplo de técnicas de integracdo numérica é a Regra de 1/9 de
Simpson para Integracéo Dupla (CRUZ, 2012).

Entretanto, essa técnica conflita com o interesse do MEC, que tem como objetivo a
solucdo numérica de problemas de acdo de dominio com exclusivamente
discretizacdo do contorno e ndo do dominio. O mesmo acontece com a técnica da
divisdo do dominio em células (BREBBIA; WALKER, 1980), um procedimento bem

similar ao usado com o Método dos Elementos Finitos.

Outra formulacdo para o calculo da integral de dominio referente a néao
homogeneidade da Equacdo de Poisson € a Formulacdo da Dupla Reciprocidade
(FDR), desenvolvida por Nardini e Brebbia (1982) em problemas de vibracao livre no
ambiente do MEC. A Dupla Reciprocidade € bastante eficiente e relativamente
versatil; entretanto, exigem das func¢des auxiliares certas caracteristicas que limitam
sua aplicacao a problemas muito complexos, como placas e cascas. Particularmente

em razéo do enfoque aqui proposto, a FDR apresenta limitagées ao uso de FBRSC.

Vale apena destacar que, apesar de as FBRSC’s serem empregadas no Método dos
Elementos Finitos, através do conceito de Meshfree; a FDR foi uma das primeiras

formulagBes a emprega-las no MEC.

De acordo com a FDR, o termo ndo homogéneo da Equacgéo de Poisson (Z(x, y)) é

substituido por uma série finita composta de FBRSC.
K
200 ~ 500 = ) “aFQS X)
i=1

(38)

Onde:
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w,  i»

o Y"” sdo os pontos base de interpolagéo;
o “X” sdo pontos de informac&o devidamente posicionados no dominio Q, onde

se deseja conhecer o valor da acdo de dominio (2);

o ¢ gcxi ” s8o os coeficientes de interpolacao.

Dando continuidade & FDR, determina-se uma Funcdo Primitiva () da FBRSC, de

modo que a interpolacéo de Z(X) seja escrita em termos de um laplaciano.
FI(Ys X) = ¢} (v5X)

(39)

Assim, tem-se que:
K
E i.1.1 i
200 = S00 = > fa ;%)
i=1

(40)

Fazendo a substituicdo da equacéao (40) na equacéo (37), tem-se que:

t NPG t NPG

D05 D 0aP)ur G IR WEP) = D U§ D Ba(iP)a’ ()G WEnP)
e=1 p=1 e=1 p=1

k

— C(&)u(E) = - fﬂ Z "aiyy Jude

(41)

Para concluir a FDR, o termo ndo homogéneo da equacéo (41) ainda é tratado pela
técnica de integracdo por partes, pelo Teorema da Divergéncia e pelo processo de
discretizagéo do contorno I', a fim de ser obter sua forma final com somente integrais

no contorno, conforme mostrado a seguir:
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t NPG t NPG
Z Qa Z Da(mPIu” (P (MP). W(HnP) — Z Ug Z Ba(mP)q" G P (MP). W(nP)
e=1 p=1 e=1 p=1

= C(5)u(&)
t NPG

Z 2 Z W18 (MPYu (55 171 (). W(nP)

e=1p=
NPG

= D7D WBa eI’ &I W) — C(E)W (&)

e=1p=

=

(42)
Assim é gerado um sistema linear, que pode ser escrito matricialmente da seguinte
forma (PATRIDGE et al, 1992):

[H][u] - [G][q] = [«]([H] [P] — [G][K])

(43)
Onde [a] € uma matriz quadrada que armazena os valores do coeficiente de
interpolacdo  (a); [G][m] € a matriz que armazena o0s valores

de X5y XpEF Wi m@a(mP)u* (E;mP)Je(mP). W(nP);  [H] armazena os valores de
L XN Ba (PG (EG P (MP). W(P);  [G] armazena os  valores  de
=1 2pet BaMPU GG PP WmP), e  [H][W] os  valores  de
=1 Zpet W Ba(P)q" (B P (P). W(nP).

As matrizes [H] e [G] sdo as matrizes tipicas do MEC, geradas pela aplicacdo do

método ao operador Laplaciano. Pela utilizacdo da FDR, estas mesmas matrizes
aparecem no lado direito da equacéo final.

3.5 MODELAGEM ANALITICA DA INTEGRAL DO DOMINIO VIA FORMULACAO

MECIC

A fim de reduzir o custo computacional do MEC, formulou-se um novo modo de

aproximar o termo ndo homogéneo da Equacdo de Poisson denominada MECIC
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(CRUZ, 2012). Diferentemente da FDR, todo o ndcleo da integracdo de dominio do
termo ndo homogéneo serd interpolado com FBRSC e, entdo, expresso em termos
de um laplaciano, através de uma Funcdo Primitiva calculada. Repare que a nova

formulacdo segue o padrao da FDR.

k
200w (§X) = SO0 = ) o X)

(44)
Logo, a equacgao (37) passa a adquirir o seguinte formato:
t NP t NPG
Z Z By (P (55 1P WD) — ) Ug 2 B4 ()" (55 171G W(nP)
e=1 p=1 e=1  p=
- o) =~ | Z a0 do
(45)

Aplicando-se o Teorema de Divergéncia no termo ndo homogéneo da equacéao (45),

tem-se que:

t NPG t NPG

D05 D 0a P G IR WEP) = D U§ D Ba(iP)a’ (P (). WEnP)
e=1 p=1 e=1 =1

k
~C@E)u@E) =~ [ D o mar
i=1

(46)

Diferentemente da formulacdo anterior, a nova Formulagdo MECIC néao aplicou a
técnica de integracdo por partes. Mas, com o uso da funcéo auxiliar, o termo néo
homogéneo da Equacdo de Poisson, que estava em termos do dominio, também

passou a ser escrito apenas em termos do contorno.
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3.6 MODELAGEM NUMERICA DA INTEGRAL DE CONTORNO VIA FORMULACAO

MECIC

No que diz respeito a Formulacdo MECIC com FBRSC, o desenvolvimento da
integracdo numeérica ao longo do contorno I' do dominio Q (equacédo (46)) sofre
algumas alteracdes, visto que a integracdo numeérica ocorrerd em uma parcela do
contorno I' delimitada pelo suporte compacto &, isto €, ndo mais abrangera a

totalidade do contorno .

O contorno integravel podera incluir a parcela do contorno I' do dominio Q acrescido
do contorno T, originado da porcdo contida no dominio Q, mas definida pela
circunferéncia de raio igual ao suporte compacto § centrado no ponto base, a partir

do qual se realiza a varredura de todos os pontos base da malha de interpolacéo.

Para melhor clareza, alguns casos possiveis para um ponto base contido na malha
de interpolacdo sdo mostrados na Figura 5, na Figura 6 e na Figura 7. Observa-se
gue os demais pontos base internos foram omitidos para facilitar a compreenséao da
figura.

Na Figura 5, o contorno de integracdo é definido pelo dominio do suporte, que esta
totalmente interno. A integracdo é feita analiticamente, através de coordenadas

polares, com raio igual ao suporte e angulo igual a 2.

(1,0) (1,1)

s 0 ¢ T
b Ponto Base 4

1—1::irc

Ie
---A----
e

X

(0,0) (0,1) ’

—— Contorno Integravel

Figura 5 — Visualizacdo do contorno integravel composto somente pelo contorno I, definido pela
circunferéncia centrada no ponto base, cujo raio é igual ao suporte compacto §.
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Na Figura 6, o contorno de integragcdo combina integracdes referentes ao contorno
circular do suporte com outras integracées que obedecem a delimitagdo dada pelo

dominio fisico do problema.

(1.0) (1.1)

(0,0) (0,1) "x

—— Contorno Integravel

Figura 6 - Visualizacdo do contorno integravel composto por uma parcela do contorno I' do dominio
do problema acrescido do contorno T, que é definido pelo arco de circunferéncia inscrito em Q e
centrado no ponto base, cujo raio é igual ao suporte compacto 6.

Numa outra situagcéo, dada pela Figura 7, a posicado do ponto base faz com que o
contorno de integracao inclua apenas o contorno delimitado pelo dominio fisico do

problema.

Ponto Base

T

X

(0,0)

= Contorno Integravel

Figura 7 - Visualizagao do contorno integravel composto pela totalidade do contorno I' do dominio do
problema.
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Para a Formulacdo MECIC com FBRSC, faz-se a seguinte alteracdo na equacgao
(46), de modo a destacar os contornos fisicos dos contornos circulares definidos

pelo suporte:

t NPG t NPG
D05 ) Ba(PIu (€ PGP W) = > US> Bg(1P)ar (85 101 GIP). WEnP)
e=1  p=1 e=1 p=1

= C(5)u(z)

tr k k
=— Zf Z EO(illl,ii-nidre +Zf EO‘i‘|’,ij(5)-nidrcirc
e=1"Te i=1 i=1 T

(47)

Onde “ t' ” representa a quantidade de elementos discretos do contornoT' do

problema delimitado pelo suporte compacto §.

Assim, tem-se que a primeira integracdo de contorno do lado direito da equacéo (47)
€ resolvida numericamente com a aplicacdo do conceito de Jacobiano
(transformacdo de coordenadas usando fun¢Bes adimensionais) e do Método da
Quadratura de Gauss (MQG).

tr k
—Z f Z ‘il njdr,
e=1"Te 131

tr 1 k
- _Zf Z EO(itll,ii(yi;n)-n,-le(n)cln =
e=1"1i=:1

tr NPG Kk

B Z Z Z E“i“’.ii 5P (P) W(nP)
e=1p=1 i=1

(48)

Ja a segunda integracdo de contorno do lado direito da equacédo (47) € resolvida

analiticamente.
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k k b o
i=1 “Teirc i=1 h=1"0
kK b
= _zZeh Ec>(1(5l|1‘](6) n;
i=1 h=1

(49)
Onde 0, vale de 0 até 2m, e representa o angulo do arco de circunferéncia I;..

O “b” representa a quantidade de arcos de circunferéncia que estao inscritos no
dominio quadrado Q. Esses arcos sdo obtidos a partir de uma dada circunferéncia,

cujo centro é um ponto base, de raio igual ao suporte compacto 6. Veja Figura 8.

(0,0) (0.1) "

= Contorno Integravel
Figura 8 — Visualizag&do dos angulos 6,, definidos para cada arco de circunferéncia inscrito em Q.

3.7 GERACAO DO SISTEMA MATRICIAL FINAL DA FORMULACAO MECIC

Para a construgdo do sistema linear matricial, coloca-se o ponto fonte (), sobre
cada no funcional de cada elemento linear, o que possibilita o calculo de maneira

numeérica de todas as integracdes realizadas na equacao (47).

Assim, tem-se que:
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t NPG t NPG
Y05 D Py GG PR W) = ) US Y 0a(?)a (65 1P P). W(nP)
e=1 p=1 e=1 p=1
— CEDu(Ey)
t NPG k
= — Z z z Syt (v mP). myJe (P) W(nP)
e=1p=1 i=1
k b
+ Z 0, "W (5) . g
i=1 h=1

(50)

Nota-se que o ponto fonte é o ponto através do qual se é feita a varredura de todos
0s pontos base ou pontos campo ou ainda pontos de informacdo da malha

empregada para a solucédo do problema numérico.

O sistema linear matricial pode ser representado da seguinte maneira:

(51)
Onde [a] ¢ uma matriz quadrada que armazena os valores do coeficiente de

interpolagdo  (a); [u] € a matriz que armazena o0s valores
de — X¢os ZpZt T, Wi ) gl () W) — 2, fi W(8). mjdTire;[H] armazena
os valores de — gzlzgif Ba(MP)q" GG P MP) W(nP); e [G] armazena os valores
de Xe=1 ZpET Ba(mPIu B 1P (mP) WHP).

3.8 CALCULO DA FUNCAO PRIMITIVA DA FBRSC

Em relagéo ao célculo da Funcéo Primitiva (') para as FBRSC's, onde § € 0 seu

suporte compacto, tem-se o0 seguinte procedimento:
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Seja entdo Fi(y}; X) = ¢! (%') e V(v X) = ¢! (%l) onde ¢' representa uma Funcao de

Wendland ou Fung¢ao de Wu de Suporte Compacto 6.

Resolve-se a equacio (52), em coordenadas polares, para obtencéo de !

dr? +r dr ' 12 59%

dZLpi 1dl.|Jl 1 azwi B q)i ri
¢
(52)

Lembre-se que somente r', proveniente da distancia euclidiana entre o ponto base e
0 ponto campo, sera dividido por 8. O r, proveniente das coordenadas polares da
Equacdo de Laplace para o calculo da Funcdo Primitiva, ndo sofre alteracéo

nenhuma. Apés a divisdo de r' pelo suporte compacto 8, r e r! serdo equivalentes.

Visto que a Funcdo de Base Radial de Suporte Compacto ¢! (%) Nao possui

variavel em 0, a equacéo (52) é simplificada para equacéo (53):

2.1,1 i i
Tt —o(5)

dr? " r dr 8
(53)
A solucéo analitica da equacéao (53) é desenvolvida a seguir:
. dyf x :
Seja e B, entao tem-se que:
dB N 1 - ri
dr r ¢ 0
dB + B rd! r!
P TBEPS
(54)

Do conceito da Regra da Cadeia, tem-se que na equacéao (54):

d(rB) | r_1
a e <5>
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(55)
Resolvendo-a, tem-se que:
B= [rot(T)d
r —frd) 3 r
B—1 f (- d
= ro 5 r
dy' 1 (T
ar —;f“" (5)‘”
(56)

A partir da equacéo diferencial simplificada acima, obtém-se a Fungdo Primitiva !
para a FBRSC.

Apbs o calculo de ' deriva-o em relagdo a r para o calculo da integragéo de S(X)

em relacao ao contorno discreto Te:

Ez:l fpe Z¥=1 Glll’,lj ' njdl—‘e + 2?:1 fpcirc Glll’,lj(é‘)- njdl—‘circ-

. dy' r!
¥j.ny = — - (ST,
(57)
Onde:
¥j.n; = %dd—q: (rgl)ri- n
(58)

De modo que 1j € o vetor unitario na direcdo r e n; € o vetor unitario normal ao

elemento discreto I', do contorno de Q.

Substituindo a equacao (56) na equacéao (58), tem-se que:

Pl n =ifrq)i <r—l>drr- n;
i | r2 S | M



. r ~
Sejar’ = 5 entéo:

2.7 !
l|1.i’]-(r’).n,-={(8 ,)2f8 r'¢'(@)dr'r’yn;, 0<r' <1

0 , r'>1
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(59)

(60)

(61)
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DOS TESTES COMPUTACIONAIS

4.1 COMENTARIOS PRELIMINARES

A Metodologia Cientifica utilizada nesta dissertacdo € a modelagem matematica,
com amparo em solu¢cbes analiticas e simulagfes computacionais para afericdo de
desempenho. Sempre que possivel, é feita a comparacao entre as solucdes obtidas

com solucdes de referéncia encontradas na literatura especializada.

A apresentacao dos resultados se faz com o auxilio de tabelas e graficos ilustrativos
de desempenho, que consideram medidas de erros relativos, e mostram valores
tipicos da variavel basica e sua derivada direcional, de acordo com as condi¢des

prescritas no problema.

Como meta inicial da pesquisa; implementa-se um programa em Fortran 77 de
interpolacdo com FBRSC’s de um campo escalar predefinido Z(x, y), obtendo-se
entdo superficies S(x,y), para calculo de volume sob o molde da Formulagdo MECIC.
Em seguida, fazem-se simulacdes introdutérias com FBRSC’s usando o suporte
global, e, entdo, posteriormente, sdo usados 0s suportes compactos. Finalmente,

elegem-se as melhores FBRSC’s com seus respectivos suportes otimizados.

Em relacédo a etapa de sele¢do das melhores FBRSC’s em termos de desempenho,
o programa desenvolvido para interpolacdo de superficies possui como entrada de
dados a funcéo Z(x, y), a quantidades de pontos base da malha de interpolagao, a
FBRSC e o seu suporte ().

A saida de dados é efetuada através da geracdo de um arquivo em TXT, no qual se
visualiza o valor calculado do volume situado abaixo da superficie interpolada e o
seu respectivo erro relativo, para cada malha de interpolagcao utilizada no programa

de teste hidimensional com volume.
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4.2 TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME

Os testes bidimensionais com volume sé&o realizados com o objetivo de se verificar a
efetividade da aplicagdo das FBRSC no processo de interpolacdo e de ajuste de
funcdes bidimensionais, visto que esse procedimento é constantemente utilizado na
nova formulacdo proposta para o tratamento do termo ndo homogéneo da Equacéo
de Poisson denominada de Método dos Elementos de Contorno com Integracéo
Direta de Contorno (MECIC).

Os testes com volume baseiam-se no fato de a integracdo da superficie aproximada
S(X, y) em relacdo ao dominio , também representar o célculo do volume

delimitado por esse dominio sob a referida superficie.

Para afericdo dos erros inerentes a aplicacdo das FBRSC’s no processo de
interpolacdo e de ajuste de funcdes bidimensionais Z(X) para a formulacdo proposta
MECIC, comparam-se os resultados da integracdo numérica em relacdo ao contorno
discreto I, da superficie aproximada S(X) e ao contorno I Sob o0 molde da
Formulacdo MECIC; com o volume calculado analiticamente a partir da integracéo

de seu respectivo campo Z(X) em relacédo a Q (equacéo (62)).

Volume Analitico = f Z(X)da

Q
(62)
Volume Numérico = f S(X)da
Q
1 NPG k k b
= Z Edilljli]- (v';nP).n;J¢(nP) W(nP) + Z Z 0y, E(:1i6l|1,i]-(5) .
e=1p=1 i=1 i=1 h=1
(63)

Os erros sao avaliados a partir do calculo do erro relativo, estabelecido pela

equacao (64).

|Vnumérico_vana1itico

Erro Relativo =

yanalitico

(64)
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4.2.1 Malhas Utilizadas na Aproximacao dos Volumes

Para os testes bidimensionais com volume das FBRSC com suporte global, as
malhas de interpolacdo selecionadas para o programa de geracdo de superficies
foram produzidas a partir da subdivisdo, de forma uniforme, do dominio Q € R? em

relacdo as coordenadas cartesianas x e y, de modo que Q, = {[x;, Xj11 1}, Q, =

{lyi,vi+11}\ ;. Dessa forma, os pontos basey(x;y;) foram alocados de modo a
manter um espacamento uniforme, no contorno; e no dominio foram uniformemente
distribuidos seguindo a légica apresentada na Figura 9. A Figura 10 mostra uma

malha sem pontos base no interior do dominio.

A malha de interpolagdo da Figura 10 foi aplicada somente as trés melhores
FBRSC’s no que diz respeito a magnitude dos erros relativos durante o processo de
interpolacdo e do comportamento grafico do erro relativo Vs. a quantidade de pontos

base da malha de interpolacéo.

O principal objetivo desse teste adicional € verificar o comportamento das FBRSC’s
escolhidas em casos extremos, isto €, em malhas com pontos base no contorno
somente, visto que a malha necessariamente devera conter alguns pontos base no

interior do dominio para que o processo de interpolacao seja bem sucedido.

O dominio estabelecido no trabalho é de carater bidimensional com formato

quadrado, cujas dimensdes sdo: O = {x,yeR?/0<x<1; 0<y <1}

Para o dado dominio Q, com pontos base distribuidos conforme a malha

apresentada na Figura 9, o valor do suporte global 64,541 €quivale a diagonal desse

quadrado; e vale V2.

Segue, entdo, a Figura 9 um exemplo de malha de interpolacdo utilizada no

programa de geracdo de superficie com FBRSC, para N=10.
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(0 - ; ———o 22— —» (1,0

Figura 9- Visualizagdo da malha utilizada nos testes com volume: Para N=10.

Segue a Figura 10 um exemplo de malha de interpolacdo com somente pontos base

no contorno, também para N=10.

0,1 (L1

[ ]
]

4

;
L ]
L ]
L ]
L ]
]

11 s A T

Figura 10— Visualizagdo da malha utilizada nos testes com volume. Malha com N=10 e somente
pontos no contorno.

No que diz respeito aos testes bidimensionais com volume com variagdo do suporte
da FBRSC, utilizou-se uma malha de interpolagéo regularmente preenchida com os
pontos base. Veja a Figura 11.
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Figura 11 — Visualizagdo da malha regularmente preenchida utilizada nos testes com volume para
variacdo do suporte da FBRSC.

Nos testes bidimensionais com volume com variacdo do suporte das FBRSC, ainda
foram feitos testes bidimensionais com volume levando em conta o processo de
ajuste de pontos interpolantes. Assim, possibilita-se formular um comparativo entre
os dois resultados (com e sem ajuste de pontos), de modo a obter uma visao geral

do desempenho das FBRSC com suporte variavel.

4.2.2 Campos Escalares Z(x, y) Simulados na Aproximagao dos Volumes

Em relagdo as fungbes Z(x, y), foram selecionados os seguintes campos para 0s

testes bidimensionais com volume da FBRSC com suporte global:
o Z(xy) =1,
o Z(xy)=(x-05)+(y—05)?%;

° Z(X,y) =015+ 0_756—0.25(9x—2)2—0.25(9y—2)2 +0_75e—(9x—2)2/49—(9y—2)2/10 +

0_56—0.25(9x—7)2—0.25(9y—3)2 _ O_Ze—(9x—4)2—(9y—7)2 _

Em seguida, durantes os teste bidimensionais com volume das FBRSC’s com

variacdo do suporte, foram aproveitadas duas das anteriormente empregadas mais
duas novas funcgdes Z(x, y):
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. Z(x,y) =1;
o Z(x,y) = (x—0.5)%2+ (y—0.5)2 + 0,25 ;
) Z(x,y) = e3%73e3Y73 1+ (,25;

° Z(X,y) = 0.15 + O_75e—0.25(9x—2)2—0.25(9y—2)2 +0_75e—(9x—2)2/49—(9y—2)2/10 +

0_56—0.25(9x—7)2—0.25(9y—3)2 _ O_ze—(9x—4)2—(9y—7)2 _

Esta dltima funcéo é a Funcédo de Franke (FRANKE, 1982), mostrada na Figura 12.

Figura 12— Funcao de Franke.
Fonte: BERTOLANI (2010).

4.2.3 As FBRSC Utilizadas na Aproximacao dos Volumes

Na Tabela 3 a seguir, encontram-se uma lista de FBRSCs, as quais foram

empregadas nos testes de interpolacao.

Tabela 3- LISTA DE FUNGOES RADIAIS DE SUPORTE COMPACTO @, ; UTILIZADAS NOS
TESTES DE INTERPOLACAO.

Funcédo de Wendland de Suporte Compacto:

$10 () = [1 - %] C°NPD,

4L
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2

ds0 = (1-5) C° 1 PD,
P50 (1) = [1 - g]j C% N PDg
#1215 [1+3
31 (1) = [1- g]i [1+ 4%] C2 N PD,
b1z (1) =1 _g]j :1+ 5§+8(§)2] C* N PD,
b3z (1) = [1- %]i 35 (g)2 o 18% x 3] C*NPD,
b33 (1) = [1- g]i :32 (g)3 +25 (g)2 + 8% + 1] C5 N PD,

Funcdo de Wu de Suporte Compacto:

¢33 (r) = [1 - %]4 16 + 29% +20 (g)2 +5 (§)3] c° N PD,
+
ri3 | r r\2 r\3 r\4
bys (1) =1 - 5]+ 8 + 40 (g) +48 (g) +25 (g) +5 (g) ] C? N PDs
by () =[1- g]i 6+ 36% +82 (g)z +72 (2)3 +30 (g)4 +5 (g)s] C* N PD,
) ri7 [ r r\2 r\3 r\4
dos () = [1 - gL 5+ 355 +101 (g) + 147 (g) +101 (g) S

+3s(5) +5 (%))

4.3 PROCEDIMENTO DE TESTES COM A FORMULACAO MECIC

Apéds a conclusdo da etapa dos testes bidimensionais com volume, desenvolve-se,
entdo, um programa para solucao de problemas de Poisson no ambiente do Método
dos Elementos de Contorno. Escolhem-se as melhores FBRSC’s , e procura-se

avaliar os limites minimos do suporte que podem ser utilizados.
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Em relagdo aos problemas de Poisson no ambiente do MEC, seleciona-se o
problema da barra de secdo transversal constante engastada no topo, sendo
submetida a trés tipos de acdo de dominio: acdo constante, linear e senoidal. Veja

Figura 13 na qual é apresentada a geometria do problema examinado.

LLLL y
J Paso
X

Figura 13 — Barra de sec¢dao transversal constante em gastada no topo, sendo submetida ao préprio
peso.
Fonte: Cruz (2012), modificado.

Ao término da etapa da simulacdo com a barra engastada com 0 programa
desenvolvido com MEC, finalmente se implementa um recurso nesse programa, que
permita o ajuste dos pontos interpolantes. Nestes testes, seguindo o modelo
adotado por Cruz (2012), todos os pontos internos de informacgao séo retirados, de

modo a restarem apenas pontos base de contorno no sistema final de equacgdes.

Sao examinados com o esquema de ajuste com FBRSC’s os mesmos problemas

anteriormente descritos, ou seja, a barra submetida a trés tipos de acédo de dominio.

Como produto final, serdo gerados codigos em linguagem Fortran 77 a serem
compilados, e entdo executados, no programa Force 3.0. Consequentemente, ter-
se-80 maiores conhecimentos acerca das particularidades metodoldgicas dos
algoritmos e das técnicas empregados, bem como maior dominio dos aspectos

fisicos inerentes aos problemas de analise sismica.
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4.4 RESULTADOS DOS TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME PARA

FUNCOES DE BASE RADIAL COM SUPORTE GLOBAL

Em relacdo a esta etapa da pesquisa, foram feitos testes bidimensionais, sob o
molde da Formulacdo MECIC, nos quais se calcularam o volume, e se avaliaram o
comportamento das FBRSC’s, a medida que se refinou a malha de interpolacdo com

a insercdo de novos pontos base. Durante os testes preliminares, os suportes das

FBRSC's foram fixados em +/2 (suporte global ou pleno).

Para a determinacdo do erro relativo, houve necessidade do conhecimento do

volume analitico de cada campo escalar interpolado, dado na Tabela 4 a seguir.

Tabela 4— VOLUMES ANALITICOS PARA OS CAMPOS Z(X, Y) ESCOLHIDOS.

Volume
Z(x,y) Analitico [u.v]:
1 1,000000
_ 2 _ 2

(x—0.5)2 4+ (y—0.5) 0.166667
0.15 + 0.75e"02509x-2)2-025(9y-2)% 4 () 75~ (9x-2)?/49-(9y-2)%/10

0,614228
0. 5e—0.25(9x—7)2—0.25(9y—3)2 —o0. 2e—(9x—4)2—(9y—7)2
Z(x,y) = e 3e¥73 1 0,25 0,350322
(x—0.5)% + (y— 0.5)% + 0,25 0,416667

O célculo da Funcéao Primitiva (Y/(r)) para as FBRSC'’s é essencial para a integracao
da superficie S(x, y) em relacdo ao contorno discreto do dominio Q (I.) e ao
contorno circular do suporte compacto (I';;..)- Veja a seguir a Tabela 5, que contém

as Funcdes Primitivas (J(r)) para cada FBRSC testada no trabalho:
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Tabela 5 - LISTA DE FBRSC @, ; UTILIZADAS COMO FUNGOES DE INTERPOLAGCAO COM SUAS
RESPECTIVAS FUNCOES PRIMITIVAS ({).

Funcdo de Wendland: Funcé&o Primitiva (W(r)):
10 @ = [1-1] B LA
0 8l 9\5) "4
. ri2 1"\ 2/r¥\ 1,
50 () = [1-5] R(s‘z) ‘5(3) e
) r3 1 (15 3 (r*
Pso (1) = [1 _EL —g<5—3> _E<_2

¢11(r)-[1——] [1+3] _%<g_j)+% -

;1r414r 4 (r7 5r5_|_4r5 5r4+12
31 @ = _EL[ +45] 29\55) "12\5%) T5\57) “B\ez) "
();[1 r]5 1_|_5r_|_8(r)2 8 (r° +35 r8 8/r’ +35 ré 7 (r* +1 5
b1z (=15 5 °\& 81\57) T6a\se) " 7\55) "36\5%) " 16\52) T 4"
7 (rt° 64 (r° +105 r8 64 (r7 +35 i 7 (r*
20\ &8 27\ 87 16 \§&° 7 \ &85 6 \ 6% 4\ 82
¢z, (r) = [1 —5]6 [35 (5)2 it 185+3]
32 sl 5 5 +§ 7
r
4
) = 1 32 25 2 32 (3 77 (112 +64 rit 231 (r10 +352 r°
b3 (1) = __] E ) Teo\s1) “a8\5v0) 11\ ) " 20 \58 ) T 27 \&
231 (r8 11 (r® 11 (r* 1
+8—+1] it el ISl Nl [t (i) DT
5 32 (56)+ 6 (54) 16<82>+4r
Funcao de Wu: Funcao Primitiva (Y (r)):

b33 (1) = [1- %]i [16 x 29% +20 (%)2

5] ;—1(;)_;(;_;)+g<2_§)_395(8>+4r

8

bz3 (1) = [1- %]i [8 + 40% +48 (g)z

, . 5 (rit +1 r’\ 9/r’ +21 r’\ 9/r*
+25(§) +5(§)] 121\8° ) "3\s7) T7\85) "5 \57) " 2\52
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2

b3 (1) = [1- g]i [6 + 36% +82 (g)

N 5 <r13> 3 (rll +11<r9> 33<r7)+11<r6>
3 4 TZals1t1] 74\ oo Sl 5\ > |z
+72(§) +30(£) 169\6811) 11\8%) 9\&87) 71\8) 2 \&*

8

11 (r* 3
o )

oz (1) = [1- §]7 [5 +355 + 101 (5)2

Y 8 1 (rts N 3 (ri3 13 /r1? +143 r? 429 (r8
3 - 45\83 ) "13\811) 11\ 8% ) T 27 \87) 64 \5°
+147(=) +101(=
(8) (8) +143 r’\ 39/r* +5 5
+35(£)5+5(£)6] 36 \55) 16\82) " 4"
3 s

Os resultados obtidos foram organizados em tabelas, cujo contedudo abrange a
magnitude dos erros relativos, referentes ao célculo do volume analitico e numérico,
a quantidade total de pontos base, a quantidade de pontos base no interior do

dominio, a quantidade de pontos base no contorno e o volume numérico resultante.

Os graficos obtidos a partir das informacdes contida nas tabelas relacionam os erros
relativos com a quantidade de pontos base total da malha (Figura 9). A quantidade

de pontos base da malha de interpolacao variou de 9 a 921 pontos.

Foram selecionadas as trés melhores FBRSC's, para cada campo Z(x, y). A selecéo
ocorreu por meio da andlise dos graficos obtidos a partir dos relatérios do programa
de geracdo de superficies de Z(x, y). Os critérios para a selecdo dessas funcodes
foram: o comportamento grafico das FBRSC’s em termos de monotonicidade e a

magnitude reduzida dos erros relativos.

Como resultados preliminares, seguem os graficos e relatorios gerados pelos testes

das trés FBRSC's escolhidas, para cada campo predefinido Z(x, y).
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4.4.1 Parao Campo Z(x,y) =1

Para tal campo, as FBRSC’s que apresentaram comportamento mondtono

decrescente estdo listadas na Tabela 6:

Tabela 6- LISTA DE FBRSC @;, QUE APRESENTARAM GRAFICOS COM MONOTONICIDADE
DECRESCENTE.

Funcado de Wendland:

b1 (r) = [1 = §]+

b3 (r) = [1 - %]i

B30 0 =[1-3

b1 (1) =[1- g]i [1+ 3%]
. ri* r

b3 () = [1 = EL [1 + 45]

b1z (1) = [1- g]i [1 + sg +8 (g)z]

Funcao de Wu:

b33 (1) = [1- g]i [16 L 29% +20 (g)2 +5 (§)3]

430 = [1-5] s a0g a8 () +25(5) +5(5)]

Dentre as fun¢bes dos dois grupos, as trés FBRSC’s que apresentaram menores
magnitudes de erros relativos, para uma faixa de quantidade de pontos base, foram

listadas na Tabela 7.
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Tabela 7- LISTA CONTENDO AS TRES MELHORES FBRSC’S EM TERMOS DE MAGNITUDE DOS
ERROS RELATIVOS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéo Familia de FBRSC: FBRSC:
o 3 E 3
1 Funcéo de Wendland: ey (60) = [1 _ g]
-
2° Func&o de Wu: 2

b3 (1) = [1- g]j [16 + 29% +20r (g)

+s(3)]

o 5 . 2
3 Funcéo de Wendland: 3o (0) = [1 _ gL

As duas funcbBes listadas a seguir, na Tabela 8, apresentaram o0s piores
comportamentos graficos, visto que ndo sdo monoétonos, devido a presenca de
variacdes bruscas na magnitude dos erros relativos, a medida que se refinava a

malha.

Tabela 8- LISTA CONTENDO AS DUAS PIORES FBRSC’'S EM TERMOS DE MAGNITUDE DOS
ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéo Familia de FBRSC: FBRSC:

2

o (1) = [1- g]i [5 + 35% +101 (%) +147 (g)

3

1° Funcéo de Wu:
5

+101(5) +35(3) +5(5)]

2° Funcéo de Wendland: By () = [1 ~ g]i [35 (g)z s 18% s 3]

Nota-se que as FBRSC’s de grau mais elevado apresentaram um comportamento
instavel, durante os testes bidimensionais com volume. Portanto, verificou-se um
importante vinculo do comportamento grafico monotono com o grau da FBRSC, isto €;
a medida que o grau se elevava, aumentou-se também a instabilidade dos resultados
dos erros relativos da FBRSC, afastando-a gradativamente do comportamento grafico

monaotono decrescente desejado.
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Para as funcdes listadas na Tabela 7, também foram desenvolvidos testes
envolvendo uma malha de interpolagéo, a qual possui pontos somente no contorno
(Figura 10), com o objetivo de investigar o comportamento delas para tal tipo de

malha.

Os resultados dos testes, para o campo Z(x, y) =1, das func¢des listadas na Tabela 7
para a malha exemplificada na Figura 10 foram aceitaveis. Apesar de n&o
apresentarem comportamento grafico monétono decrescente, 0os erros relativos
mantiveram-se em patamares razoaveis, na medida em que se refinava a malha de
interpolacdo em questéo. Os erros relativos dos testes das FBRSC'’s escolhidas para

a malha em questéo (Figura 10) com 144 pontos base estao listados na Tabela 9:

Tabela 9— ERRO RELATIVO DAS FBRSC’S ESCOLHIDAS PARA CAMPO Z(X, Y) =1, EM UMA
MALHA (FIGURA 5) COM 144 PONTOS BASE.

Funcéo de Wendland: Erro Relativo:
r,2
b3 (1) = [1 -4 0,0564 ou 5,64%
) 8 +
r13
s (1) = [1 -4 0,044 ou 4,4%
y 8 +

Funcao de Wu:

¢33 () = [1 - gr [16 + 29% +20 (g)2 +5 (§)3] 0,0178 ou 1,78%
+

Para maiores esclarecimentos, serdo expostos os graficos e tabelas a seguir,
obtidos durante a execucdo do programa de teste das melhores FBRSC’s contidas
na Tabela 7 para interpolacéo, envolvendo o campo constante, referentes as malhas
gue obedecem a estrutura da malha da Figura 9, e as malhas que obedecem a
estrutura dada na Figura 10, respectivamente. Na Figura 14 é mostrada a curva de
desempenho para a Funcao de Wendland ¢5, com pontos internos e de contorno;
na Figura 15, a curva com malha sem pontos internos. Na Figura 16 e na Figura 17
estdo os graficos similares para a Funcdo de Wu ¢33, para malhas com pontos

internos e de contorno e sem pontos internos, respectivamente; na Figura 18 e na
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Figura 19 estéo os graficos similares para a Funcéo de Wendland ¢s, para malhas

com pontos internos e de contorno e sem pontos internos, respectivamente.

Percebem-se os bons resultados alcancados pelas fungcbes apresentadas, com erros
menores do que 0,5%. Cabe ressaltar que nestas experiéncias néo se trata apenas
de simples interpolagdo, mas do uso de um esquema de integracdo que, para o
suporte global, resultou da integracdo exclusiva dos valores de dominio, com
enorme economia computacional. Destaca-se ainda que, considerando
exclusivamente pontos base no contorno, ndo é possivel representar a superficie
adequada internamente, mesmo usando as melhores fungdes radiais. As curvas de
erro percentual ndo convergem para valores minimos de erro, conforme se pode

perceber nas figuras.

0.20 7 RELATORTO:
0.1g 4 Fungao de Wendland radial Compacta: Funcao de Wendland:(1-r/8)43
017 ] . r]3 ;:x;:zzwiwIxzzwWWWmWWmwWWWWWWWWWWWW
0.14 val: ERRO:
o 0137 0.831600368 0.16839963200
= 0124 0.937542498 0.06245750190
B 1 0.962517381 0.03748261930
T 0.972549319 0.02745068070
& 0.10 4 0.978063345 0.02193665500
2 0.00 0.981623471 0.01837652920
& g os 4 0.984144986 0.01585501430
e 0.986037195 0.01396280530
0.07 + 0.987517059 0.01248294120
0.06 0.988707781 0.01129221920
0.05 0.989687681 0.01031231880
et 0.990511119 0.0094E888063
0.04 4 0.991210580 0.00878942013
003 0.991814017 0.0081E598270
.02 0.992340684 0.00765931606
- 0.992802739 0.00719726086
0.01 4 0.993211506 0.00678819418§
0 +—t+—F—F—F—1——F—1—t—+—F—1—1—+—11F 757 144 613 36 0.993576527 0.00642347336
0 50100 200 300 400 500 600 700 800 oQp 837 152 G685 38 0.993903458 0.00609654188
921 160 761 40 0.994199991 0.00580000877

Quantidade de Pontos Base

Figura 14 — Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo
de Interpolac@o Constante e Fung&o de Wendland ¢s,, com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:

FB PB.CoONt PBE.INT Nz vol: ERRO:
8 0 2 0.802608490 0.197391510000
16 16 0 4 0.927724838 0.072275161700
24 24 0 <] 0.960384190 0.039615809900
32 32 0 g 0.974959195 0.025040805300
40 40 0 10 0.983113170 0.016886830300
48 48 0 12 0.988293529 0.011706471400
56 56 0 14 0.991866231 0.008133769040
64 64 0 16 0.994474053 0.005525946620
7 7 0 18 0.996460080 0.0032539919850
80 80 0 20 0.998021483 0.001978516580
88 B8 0 22 0.999280989 0.000719010830
a6 96 0 24 1.000317690 0.000317692757
104 104 0 26 1.001186370 0.001186370850
112 112 0 28 1.001923800 0.001923799510
120 120 0 30 1.002558470 0.00255846977
128 128 0 32 1.003110290 0.003110289570
136 1386 0 34 1.003594040 0.002594040870
144 144 0 36 1.004021290 0.004021286960
0 38 1.004402040 0.004402041440
160 160 0 40 1.004742740 0.004742741580

Figura 15 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacdo Constante e Funcéo de Wendland ¢s, com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui somente pontos no contorno.
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RELATORIO:

rRadial Compacta: Funcao de wWu:[1-r/a]A4[16+29(r/8)+20(r/8)A2
+5(r/a)n3]

PB PE.CONtT PE.INT N: vol: ERRO:
9 8 1 2 0.859758556 0.14024144400
21 16 5 4 0.942352414 0.05764758590
7 24 13 ] 0.963702023 0.03629797700
7 32 25 & 0.972837269 0.02716273070
81 40 41 10 0.978079736 0.02192026380
109 48 Gl 12 0.981550992 0.01844900850
141 56 &5 14 0.984045506 0.01595449450
77 64 113 16 0.985934377 0.01406562330
217 7 145 18 0.987417996 0.01258200410
261 80 181 20 0.988614500 0.01138550040
309 B8 221 22 0.989603817 0.01039618250
361 96 265 24 0.990432978 0.00956702232
417 104 313 26 0.991140842 0.00885915756
77 112 365 28 0.991748571 0.00825142860
541 120 421 30 0.992281854 0.00771814585
609 128 481 32 0.992748082 0.00725191832
681 136 545 34 0.993160725 0.00683927536
757 144 613 36 0.993529558 0.00647044182
837 152 685 38 0.993861139 0.00613B886118
921 160 761 40 0.994159579 0.00584042072

Figura 16 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Constante e Fungéo de Wu ¢35, com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui

pontos internos e no contorno.
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ERRO:

. 15708881600
. (05218887330
.02329343560
.01003348830
.00248539448
. 00236892700
. 00574755669
.00823128223
.01013362410
. 01163649560
. 01285290720
. 01385843750
. 01470291610
. 01542139050
.01604211330
.01658153530
.01705610750
.01747596260
. 01785016060

0.20 RELATORIO:
019_ HRARAAANARA AR RER
~ i : [1- A - A
0.154 Fungéo de W Radizlcompacta; Funcao de w1 (/)M OIEI200 /)t 130/
0.17 4 4 r Supaorte = 1.42
0.16 4 ry= [1 __] [16 +29-—+ e o o e o e o e o o
o] Ol O | Samee.Intereolade:.camee.zinndil
0.14 1 T2 3 PB: PB.Cont PB.INt  N: vol:
o 013+ 20(5) +5(5) ] 8 8 0 2 0.842911184
R 16 16 0 4 0.947811127
T 24 24 0 6 0.976706564
3 Ul 32 32 0 8 0.989966512
& 0.10 40 40 0 10 0.997514606
e ;e 48 48 0 12 1.002368930
g 56 56 0 14 1.005747560
0.08 64 64 0 16 1.008231280
0.07 4 7 7 0 18 1.010133620
0.06 80 80 0 20 1.011636500
N 88 88 0 22 1.012852910
0.05 96 96 0 24 1.013858440
0.04 - 104 104 0 26 1.014702920
0.03 - 112 112 0 28 1.015421390
002 120 120 0 30 1.016042110
024 128 128 0 32 1.016581540
0.01 - 136 136 0 34 1.017056110
S AL A P P PO N BT - 0 3% Ilo17esole0
20 3 5 7 2 -ULs
0 1020 30 40 50 60 70 80 90100 120 140 160 125 122 o i I oletaesc0

Quantidade de Pontos Base
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. 01818525790

Figura 17 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacéo Constante e Fungéo de Wu ¢35 , com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui

somente pontos no contorno.

020 ~ RELATORIO:
019_ - A N R R R N R R R R R T R W R R W W S e
0.1 Fungao de Wendland | | ‘gagial compacta: Funcao de wendland:(i-r/&)s2
2 R R R R 6 B 5 ¢ R
0.17 + $, (r)= [1 ——} Suporte = 1.42
0.15- campo Interpolado: campo z(x,y)=1
0.14 4 PB: PB.CONt PB.INT  N: vol: ERRO:
o 0131 g 8 1 2 0. 881875992 0.11812400800
£ ol 21 16 5 4 0. 948628664 0.05137132600
= 7 24 13 6 0.965057194 0. 03494280580
< 014 7 32 25 8 0.973092079 0. 02690792080
2 010 81 40 11 10 0.978022933 0.02197706700
© .00 109 48 61 12 0.981398284 0. 01860171560
5 141 56 85 14 0. 983866632 0. 01613336800
0.08 77 64 113 16 0.985753357 0. 01424664260
0.07 - 217 7 145 18 0.987245917 0.01275408270
0.06 4 261 80 181 20 0.988456011 0.01154398920
. 309 88 221 22 0. 989454508 0.01054549220
0.05 7 361 96 265 24 0.990295112 0. 00970488787
0.04 - 417 104 313 26 0.991012335 0. 00898766518
0.03 77 112 265 28 0.991628528 0.00837147236
0.02 ] 541 120 121 30 0.992170930 0. 00782907009
- 609 128 481 32 0.992642760 0.00735723972
0.01 - 681 136 545 34 0.993062735 0.00693726540
e e B & GmtEe e
5 7 ] 5 T { . ff . i
0 50100 200 300 200 300 600 700 800 9005, g 761 10 0.994079411 0.00592058897

Quantidade de Pontos Base

Figura 18 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacdo Constante e Fungdo de Wendland ¢3,, com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Figura 19 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Constante e Fung&o de Wendland ¢5,, com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui somente pontos no contorno.

4.4.2 Para o Campo: Funcéao de Franke

Para este campo escalar, as FBRSC’s que apresentaram comportamento monétono

decrescente estdo listadas na Tabela 10:

Tabela 10 - LISTA DE FBRSC ¢, QUE APRESENTARAM GRAFICOS COM MONOTONICIDADE
DECRESCENTE.

Funcao de Wu:

Funcao de Wendland:

b3 (1) = [1- %]i [16 + 29% +20 (%)

2

+5 (%)3]

dr0 @ = 1

¢3,o ) = [1 - g]

ds0 () = [1 -]

+
2
+

3
4L

Dentre as FBRSC’s escolhidas, as trés funcdes que apresentaram menores

magnitudes de erros relativos, para uma faixa de valores de quantidades de pontos

base, foram listadas na Tabela 11.
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Tabela 11 - LISTA CONTENDO AS TRES MELHORES FBRSC’'S EM TERMOS DE MAGNITUDE
DOS ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéao Familia de FBRSC: FBRSC:

1° Funcéo de Wu: By (1) = [1 B %]i [16 N 29§+ 20 (g)z

+5 @3]

2° Funcdo de Wendland: . r3
¢ bs,0 (r) = [1 - S]Jr

3° Funcéo de Wendland:

2
+

b3 (1) = [1 - g]

Pode-se verificar que sdo as mesmas funcdes eleitas anteriormente nos testes para

simulag&o do volume da fungéo constante.

As duas funcOes listadas a seguir na Tabela 12 apresentaram o0s piores
comportamentos graficos, visto que ndo foram monoétonos, devido a presenca de
variacbes bruscas na magnitude dos erros relativos, a medida que se refinava a

malha.

Tabela 12 - LISTA CONTENDO AS DUAS PIORES FBRSC’S EM TERMOS DE MAGNITUDE DOS
ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéo Familia de FBRSC: FBRSC:

1° Func&o de Wu: g

o (1) = [1 - g]i [5 + 35§+ 101 (g)2 +147 (%)

+101(5) +35(5) +5(5) |

5

2° Fungéo de Wendland: By (1) = [1 B g]i [32 (%)3 s (g)z . 8% N 1]

Nota-se que as FBRSC’'s de grau mais elevado novamente apresentaram um
comportamento instavel, durante os testes da etapa inicial da pesquisa. Portanto,

também se verificou, para esse caso, um importante vinculo do comportamento
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grafico mondétono da FBRSC com o grau dessas fungdes, isto €é; a medida que se
aumentou o grau da FBRSC, aumentou-se também a instabilidade dos resultados dos
erros relativos, afastando-a gradativamente do comportamento grafico mondétono

decrescente.

Os resultados dos testes para o campo regido pela Funcéao de Franke com as funcfes
listadas na Tabela 11 para a malha exemplificada na Figura 10 foram ruins, pois 0s
erros relativos mantiveram-se em patamares muito elevados, apesar de apresentarem

comportamento grafico monétono decrescente com o refinamento da malha.

Os erros relativos dos testes das FBRSCs escolhidas como as de melhor
desempenho, para a malha em questdo (Figura 10) com 144 pontos base, estdo

listados na Tabela 13:

Tabela 13 - ERRO RELATIVO DAS FBRSC’S ESCOLHIDAS PARA CAMPO Z(X, Y) =1, EM UMA
MALHA (FIGURA 5) COM 144 PONTOS BASE.

Funcéo de Wendland: Erro Relativo:
r\2
b30 (1) = (1-3) 0,1826 ou 18,26%
) 8 +
r13
s (1) = [1 -] 0,2278 ou 22,78%
y 8 +

Funcao de Wu:

$33 (r) = 1—£4 16+29£+20 Ll 2+5 . ’ 0,2060 ou 20,60%
81, 8 8 8

Para maiores esclarecimentos, serdo expostos os graficos e tabelas a seguir, obtidos
durante a compilacédo do programa de teste das FBRSCs contidas na Tabela 11 para
interpolacdo envolvendo o campo Funcdo de Franke, referentes as malhas que
obedecem a estrutura da Figura 9 e a malha que obedecem a estrutura da Figura 10,
respectivamente. Do mesmo modo que para a fungdo constante, na Figura 20 é
mostrada a curva de desempenho para a Fungdo de Wendland ¢5, com pontos
internos e de contorno; na Figura 21, a curva com malha sem pontos internos. Nas

Figura 22 e na Figura 23 est&o os graficos similares para a Fun¢éo de Wu ¢33, para
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malhas com pontos internos e de contorno e sem pontos internos, respectivamente;

na Figura 24 e na Figura 25 estdo os graficos similares para a Fungcédo de Wendland

¢d30 para malhas com pontos internos e de contorno e sem pontos internos,

ERRO:
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Figura 20 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Fungéo de Franke e Fungao de Wendland ¢, , com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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Figura 21 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Funcéo de Franke e Fungéo de Wendland ¢5,, com seu respectivo relatorio. Malha

aplicada possui somente pontos no contorno.
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Figura 22 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacéo Fungéo de Franke e Funcéo de Wu ¢; 3 com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Figura 23- Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Funcéo de Franke e Fungéo de Wu ¢35, com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui somente pontos no contorno.
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Figura 24- Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacéo Funcéo de Franke e Fungéo de Wendland ¢5,, com seu respectivo relatorio. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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Figura 25 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacéo Funcéo de Franke e Fungéo de Wendland ¢ ,, com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui somente pontos no contorno.

O nivel de erro relativo ainda mais baixo produzido pelas melhores FBRSCs no

calculo do volume demonstra o bom desempenho do esquema de integragdo no

contorno proposto.

Vale ressaltar que, embora n&o tenham sido mostrados seis graficos de

desempenho,

as piores funcbes apresentaram uma

instabilidade no seu

comportamento numérico ainda mais forte do que no teste anterior (Ver APENDICE
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C -). Experiéncias com a auséncia de polos internos também apresentam um
comportamento diferente em comparacdo com a funcdo anterior. Agora, 0S erros
diminuiram monotonicamente (Figura 21, Figura 23 e Figura 25) até chegar a um
valor estacionario; no entanto, estes erros sdo muito mais elevados do que os

valores obtidos incluindo pontos internos.

4.4.3 Para o Campo Paraboloide

Para o campo paraboloide: Z(x,y) = (x—0,5)%2+ (y—0,5)2%, a FBRSC que

apresentou comportamento monétono decrescente esta listada na Tabela 14:

Tabela 14 - LISTA DE FBRSC ¢, QUE APRESENTARAM GRAFICOS COM MONOTONICIDADE
DECRESCENTE.

Funcado de Wendland:

b1 (0) = [1- g]i [1+ 3%]

Apesar de as demais FBRSC’s escolhidas pelos seus menores erros relativos nao
apresentarem comportamento monotono (todas tiveram uma espécie de minimo
relativo para a malha com 50 pontos base), a magnitude dos erros relativos,
verificados nos gréaficos, mantiveram-se estabilizados num patamar muito pequeno.
Entéo, é aceitavel a escolha dessas FBRSC’s em detrimento as demais fungoes, a fim
de que seja possivel a selegcdo de um unico grupo de FBRSC’s, para os trés campos
apresentados no trabalho, que contenham as trés melhores FBRSC’s em termos de

comportamento grafico e magnitude dos erros relativos. Veja Tabela 15.
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Tabela 15 - LISTA CONTENDO AS TRES MELHORES FBRSC’S EM TERMOS DE MAGNITUDE
DOS ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéo Familia de FBRSC: FBRSC:

ie Funcdo de Wendland: ) r3
¢ Pso (1) = [1 = g]
+

2° Funcéo de Wu: 2

Pz (1) = [1 - g]i [16 + 29% +20 (g)

5 (2)3]

3° Funcao de Wendland: ) ry2
¢ ¢3,0 r) = [1 - EL

Mais uma vez, foram eleitas como melhores neste teste as mesmas funcdes
escolhidas nos testes anteriores. As duas FBRSC's listadas a seguir na Tabela 16
apresentaram o0s piores comportamentos graficos, visto que ndo foram mondétonos,
devido a presenca de variacdes bruscas na magnitude dos erros relativos, a medida

gue se refinava a malha.

Tabela 16 - LISTA CONTENDO AS DUAS PIORES FBRSC’S EM TERMOS DE MAGNITUDE DOS
ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacgéo Familia de FBRSC: FBRSC.:

10 Func&o de Wu: dos () =1 - g]i [5 + 35% +101 (%)2 +147 (2)3

+101(5) +35(3) +5(5)]

90 Funcéo de Wendland: By () = [1 ~ g]i (35 (%)2 . 18% s 3)

Nota-se que as FBRSC’'s de grau mais elevado também apresentaram um
comportamento instavel para esse campo, durante os testes da etapa inicial da
pesquisa. Portanto, verificou-se um importante vinculo do comportamento grafico
monotono da FBRSC com o grau dessa funcéo, isto €; a medida que se aumentou o

grau da FBRSC, aumentou-se também a instabilidade dos resultados dos erros
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relativos, afastando-a gradativamente do comportamento grafico monotono

decrescente desejado.

Para as FBRSC'’s listadas na Tabela 15, também foram desenvolvidos testes
envolvendo malhas de interpolacdo que possuem pontos somente no contorno, com o
objetivo de investigar o comportamento dessas func¢des para tais tipos de malha. Os
resultados desses testes para o campo paraboloide, mesmo com as melhores
FBRSC’s (listadas na Tabela 15) foram ruins, pois os erros relativos mantiveram-se
em patamares elevadissimos, além de apresentar comportamento grafico monétono

crescente, a medida que se refinava a malha de interpolacdo em questéao.

Para maiores esclarecimentos, serdo expostos os gréaficos e tabelas a seguir, obtidos
durante a compilacdo do programa de teste das FBRSC’s contidas na Tabela 15 para
interpolagdo envolvendo o campo paraboloide, referentes as estruturas de malha
dadas na Figura 9 e as dadas na malha da Figura 10, respectivamente.
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Figura 26 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo paraboloide e Fungéo de Wendland ¢s, , com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Figura 27 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacéo Paraboloide e Fungdo de Wendland ¢s, , com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui somente pontos no contorno.
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Figura 28 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolacéo Paraboloide e Funcéo de Wu ¢ 3 , com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui

pontosinternos € no contorno.
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Figura 29 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo paraboloide e Fungéo de Wu ¢33, com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui
somente pontos no contorno.
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Figura 30 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolac&o Paraboloide e Fungédo de Wendland ¢34, com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Figura 31 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Paraboloide e Fungdo de Wendland ¢5, , com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui somente pontos no contorno.

Vale ressaltar que os erros minimos encontrados na simulacao do paraboloide foram
da ordem de um pouco menos de 1% nas malhas mais ricas, excluindo o valor
minimo relativo encontrado para 50 pontos base nas malhas com pontos internos e

de contorno.

Para as trés FBRSC’s aproximadas pela interpolagdo com a técnica de contorno
proposta, as mesmas FBRSC’s tiveram o melhor desempenho, entre as diversas
testadas. A faixa de erro minimo alcancada com o refinamento foi bastante

satisfatoria, ratificando a consisténcia do procedimento proposto.

4.5 RESULTADOS DOS TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME PARA FBRSC

COM VARIACAO DO SUPORTE E SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES

Os testes a seguir visam avaliar o comportamento numérico do procedimento de
integracdo do contorno considerando a variagdo do suporte. H4 uma expectativa de
se encontrar um limite minimo do suporte, tal como se observa nos casos de

interpolacao tradicional, em que n&o se usa 0 esquema de integragdo no contorno.
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Naturalmente, este valor minimo deve ser maior, devido as aproximacoes
introduzidas pelo uso de fungdes primitivas auxiliares. Foram escolhidas as mesmas
FBRSC’s que tiveram melhor desempenho com suporte pleno. Para avaliacdo do
comportamento de cada FBRSC, agora foram empregadas trés novas malhas de
interpolacdo com seus pontos regularmente distribuidos no dominio D,: Malhas com
121, 441 e 961 pontos base. As malhas aplicadas aos testes seguem o padréo das

duas malhas presentes na Figura 32.
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Figura 32 — Malhas de interpolacéo regular contendo, respectivamente da esquerda para a dﬁeita,
441 pontos e 961 pontos.

Foram feitos teste bidimensionais com volume, sob o molde da Formulacdo MECIC,
com e sem ajuste de pontos interpolantes para aquelas FBRSC’s pré-selecionadas
com quatro campos escalares distintos: o campo constante Z(X,Y) = 1; o campo
paraboloide Z(X,Y) = (x—0.5) 2+ (y — 0.5) 2 + 0,25; o campo exponencial Z(X,Y) =

e3%x~3e3Y3 4+ 0,25 e 0 campo Funcao de Franke.

Em relacdo a viabilidade da aplicacdo desses tipos de testes para avaliacdo do
desempenho das FBRSC’s no processo de interpolagéo simples, veja no APENDICE

G -as superficies analiticas (real) e interpoladas dos referidos campos.

Observa-se uma modificacdo no campo paraboloide desta secdo, em relacdo ao
Campo Paraboloide dos testes bidimensionais com volumes para selecdo das
FBRSC'’s na secao anterior. A fungéo que rege o Campo Paraboloide foi transladada
para cima somando-se uma constante de 0.25, propositalmente introduzida para que

ela ndo apresentasse o valor nulo (Z(x,y) =0), algo que se verificou causar algum
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transtorno ao calcular o volume. Desse modo também nao ocorrerdao valores

negativos produzidos por oscila¢des da curva interpolada.

Para os testes bidimensionais com volume, modifica-se a abrangéncia de cada
FBRSC com a variacdo do seu suporte. Define-se “d;” como o comprimento do
elemento linear utilizado na discretizacdo do contorno do dominio Dy. Isto é, “d;”
representa a menor distancia entre dos pontos base na malha de interpolacdo. Ja o
simbolo “®”, contido na Figura 33, é definido com sendo o Suporte Global, ou
comumente chamado de pleno das FBRSC para cada malha de interpolacéo, e

possui o valor de 1.4142.

Para a Malha 1 com 121 pontos base, d; € igual a 0.100; para a Malha 2 com 441
pontos base, d, € igual a 0.050; e para a Malha 3 com 961 pontos base, ds € igual a
0.033.

Variou-se o suporte da funcdo de: d; até §, para a Malha 1 com 121 pontos base; d,
até o, para a Malha 2 com 441 pontos base; e d; até §, para a Malha 3 com 961
pontos base. Além do mais, o intervalo entre cada suporte compacto € de d; d, e ds,

respectivamente.

Devido aos valores elevados dos erros relativos, os graficos de erro relativo vs.
suporte compacto ndo contemplam valores de suporte compactos muito pequenos.
Dessa forma, é possivel manter a escala do grafico num patamar que néo

prejudique a sua interpretacgdo, isto €, limitou-se o eixo dos erros relativos em 90%.

Apés uma andlise gréfica dos resultados obtidos com as FBRSC'’s, para todos os
campos escalares analisados durantes os testes bidimensionais com volume com
suporte variavel, verificou-se que os valores dos erros relativos percentuais, a partir
dos quais esses erros aumentavam abruptamente, esta em torno de 3,5%. Se fosse
tracado uma reta paralela ao eixo das abscissas para esse valor de erro relativo,
haveria ocasidbes em que interceptaria o grafico dos resultados na regido de
crescimento suave desses erros. Dessa forma, obter-se-ia, em alguns casos, um
suporte otimizado préximo do valor do suporte pleno, mas nédo significaria que o
desenho da FBRSC em questdo é ruim. Assim, inevitavelmente, algumas funcdes
FBRSC’s seriam beneficiadas em detrimento das demais avaliadas.
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A fim de comparar o desempenho das FBRSC’s entre si durantes os testes
bidimensionais com volume, selecionou-se um patamar de erro relativo percentual
(7,0%) que englobasse toda a porcdo da curva de erro relativo Vs. quantidade de
pontos base com um crescimento suave dos erros relativos e, inclusive, a porcao

dessa curva onde se verificou o inicio do crescimento abrupto desses erros.

Veja o caso do teste bidimensional com volume sem ajuste de pontos interpolantes
da Fungéo de Wendland ¢, para o Campo Funcdo de Franke com uma malha
regular de 961 pontos base (Figura 33), a fim de compreender melhor como foram
obtidos os valores dos suportes otimizados, contidos na Tabela 17.

Campo Funcédo de Franke

0.80 1
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0.80 2
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0.70 - *
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023+
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Figura 33 — Obtencéo do valor do suporte otimizado da Fung¢éo de Wendland ¢5, para o Campo
Funcédo de Franke com uma malha regular de 961 pontos base, a partir do teste bidimensional com
volume sem ajuste de pontos interpolantes.

Para sintetizar as informacgfes fornecidas nos graficos a seguir, apresenta-se a
Tabela 17, na qual se buscou destacar um valor de erro minimo comum a todas as
experiéncias com os campos escalares, de modo a permitir uma melhor qualificacao

do comportamento do método em todas as situagoes.
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Tabela 17 - RELAGAO DE SUPORTES OTIMIZADOS OBTIDOS A PARTIR DO TESTE BIDIMENSIONAL COM
VOLUME SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES, PARA CADA MALHA DE INTERPOLACAO
CONSIDERADA E PARA CADA FBRSC ESCOLHIDA NA ETAPA ANTERIOR.

Tabela de Suportes Otimizados - Testes com Volume sem Ajuste de Pontos

Suporte Porcentagem do Suporte Porcentagem do Suporte Porcentagem do
FBRSC Compacto Suporte Global Compacto Suporte Global Compacto Suporte Global
Malha 1 Malha 2 Malha 3
Campo de Interpolagio Constante
- r 2
G50 (X)) = [1 —g] 0,9800 69,30% de & 0,9300 65,76% de & 0,8500 60,81% de &
+
- - =
Bas (1-):[1—;{] [151—295”0@ +5 @’] 0,8600 60,81% de & 0,9300 65,76% de & 0,8500 60,11% de &
L,
r2
Pz @)= [1 —5] 0,8700 61,52% de & 0,9600 67.88% de & 0,8700 61,52% de &
+
Campo de Interpolagio Exponencial
- r o
P (0= [1 _3]», 0,2800 62,23% de & 0,5300 65,76% de & 0,8800 62,23% de &
) . - 2
[ (r}:[1—§]+ [1s+29§+zu(;—') +5[:§})] 0,8700 61,52% de & 1,0500 74,25% de & 0,8800 62,23% de &
r Z
Pao (T = [1 —3] 0,9000 63,64% de & 0,9700 68,59% de & 0,9000 63,64% de &
+
Campo de Interpolagio Fungdo de Franke
=
Pso (r}i[1—3+ 0,8000 63,64% de & 0,8000 56,57% de & 0,8300 58,69% de &
= - =
=T (r):[:L—g] [16+29§+20(§) +5 (g)’] 0,9000 63,64% de & 0,8700 61,52% de & 0,8100 57,28% de &
=
r{2
Pz @)= [1 —5] 0,9400 66,45% de & 1,0600 74,95% de & 0,8100 58,69% de &
+
Campeo de Interpolagio Paraboloide
r3
P50 r) = [1 —3] 0,3000 63,64% de & 1,1200 79,20% de & 0,5100 64,35% de &
+
- - =
#a=[1-7] [15+39§+zn{§) +5 @’] 0,9000 63,64% de & 1,1200 79,20% de & 0,9000 63,64% de &
5
rq2
Sz (r]i[l _E] 1,1900 84,15% de & 1,1500 81,32% de & 1,1000 77.78% de &
+

Seguem entdo os gréaficos obtidos a partir das simulacdes com as FBRSC para

campos escalares selecionados.

4.5.1 Resultados para o Campo Constante

Nos gréaficos da Figura 34 sdo apresentadas as curvas de erro relativo para o calculo

do volume para o campo constante, usando as trés funcdes selecionadas, para as

trés malhas com diferentes graus de refinamento. O valor do suporte foi reduzido

gradativamente a partir do valor global. Percebe-se a melhor definicdo da curva de

erro com o refinamento. Destaca-se que na malha mais rica fica bem nitida a

identificacdo de um valor a partir do qual os erros crescem significativamente.
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A Figura 34, a Figura 35 e a Figura 36 ilustram o comportamento da curva de erro

relativo.

Campo

Constante Z(XY)=1

0.80
085

0.80

0.75

070

Fungdo de Wendland

b0 @ =[5

Funcdo de Wendland |

Fungdo de Wendland |

0, @215 |

¢5,0 ()= [1 - g]i

0.65
0.60

0.55

0.50

045

040

Erro Relativo

033

0.30

025

0204 q

015

21 Pontos

441

Pontos

| 961 Pontos

0.10

0.05

—

e e ——

i

Suporte Compacto

Suporte Compacto

]
0 01020304050607080% 1 111213140 01020304050607080% 1 111213140 010203040506070809% 1 11121314

Suporte Compacto

Figura 34 — Gréfico da variacao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Fungéo de Wendland ¢5, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo
Constante.
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Figura 35 — Gréfico da variacao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Fungéo de Wu ¢33 para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo
Constante.
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Figura 36 — Grafico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Funcéo de Wendland ¢3, para trés malhas distintas, em relagdo ao Campo

Constante.

O resultado foi muito semelhante para todas as FBRSCs, particularmente na

definicdo do patamar de suporte minimo mais eficiente.

4.5.2 Resultados para o Campo Funcéo de Franke

A seguir sdo apresentados testes analogos aos anteriores no calculo do volume da

superficie gerada pela Funcao de Franke, com variacdo do suporte. A Figura 37, a

Figura 38 e a Figura 39 ilustram o comportamento da curva de erro relativo.

090 1
0.85
0.80 1

0.70 1
0.65 4
0.60

Erro Relativo

050 1
0454
040
0.35
030 4
025 1
0.20 4
015
0.10
0.05 4

Funcdo de Wendland

0oy 0= [1—3]

121 Pontos

Campo Fungéo de Franke

Fungdo de Wendland

3

¢5Ju ()= [1 _SL

+— 961 Pontos

Funcdo de Wendland

ri3

4}5,9 (r)= [1 _6]+

Suporte Compacto

Suporte Compacto

o LI S B B B N S LI T T T T T T T T T T T T T LR B S S e B — T T T
0 010203040506070809 1 111213140 010203040506070808 1 111213140 010203040506070809 1 11121314

Suporte Compacto

Figura 37 — Gréfico da variacao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Fungéo de Wendland ¢5, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo

Funcéo de Franke.
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Figura 38 -— Gréfico da variagdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Fungdo de Wu ¢33 para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo Fungéao
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Figura 39 - Gréfico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Func¢éo de Wendland ¢3, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo

Funcéo de Franke.

Com excegdo do comportamento da Fungédo de Wendland ¢3, para a malha com

441 pontos interpolantes, todas as demais FBRSCs apresentaram comportamento

similar, com curvas de erro que apresentam um patamar bem definido. Entéo, a

partir de certo valor do suporte, os valores de erro decrescem de modo mais suave.
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4.5.3 Resultados para o Campo Paraboloide

A seguir sdo apresentados testes no célculo do volume da superficie gerada pelo
paraboloide. Os graficos da Figura 40, da Figura 41 e da Figura 42 seguem o

mesmo padréo anterior, no qual se varia 0 suporte para cada malha resolvida.
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Figura 40 - Grafico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Func¢do de Wendland ¢5, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo

Paraboloide.
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Figura 41 - Gréfico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Funcédo de Wu ¢3; para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo
Paraboloide.
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Figura 42 - Gréfico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Funcéo de Wendland ¢3, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo
Paraboloide.

Para o Campo Paraboloide, o padrdo das curvas distinguiu-se dos demais. O
patamar a partir do qual os erros declinam relativamente menos com o aumento do
valor do suporte existe, mas ndo mais é tdo suave como foi para o Campo Func¢éo

de Franke e para o Campo Constante. Isto para todas as FBRSC’s agora testadas.

Curiosamente, os valores obtidos com a malha intermediaria (441 pontos) foram
relativamente piores do que a menos refinada, sem uma razdo definida. Nos testes
anteriores ja tinha sido percebido que a simulacdo do Campo Paraboloide era
numericamente mais imprecisa do que a simulacéo do Campo Funcéo de Franke e a

do Campo Constante. Nestes testes, este comportamento ficou mais evidente.

Para dirimir davidas quanto a capacidade do método em simular superficies que
sejam mais complexas, é calculado o volume para um Campo Exponencial nos
testes a seguir, visto que é sabidamente mais complexa de se interpolar por conta

da presenca de valores mais dispares no dominio.

4.5.4 Resultados para o Campo Exponencial

Seguindo o0 mesmo modelo dos testes precedentes, a Figura 43, a Figura 44 e a

Figura 45 ilustram o comportamento da curva de erro relativo.
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FiQUra 44— Gréfico da variagdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
sem ajuste de pontos da Fungéo de Wu ¢; ; para trés malhas distintas, em relagdo ao Campo
Exponencial.
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Figura 45— Gréfico da variagdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
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Tal como no paraboloide, o patamar a partir do qual os erros declinam relativamente
ndo mais é tdo suave quanto para o Campo Funcdo de Franke e para o Campo
Constante. Mas ainda € definido, como se pode observar nas curvas de erro relativo.
Embora similares as curvas do paraboloide, percebe-se que as curvas de erro
relativo para o Campo Exponencial, nas malhas menos refinados, comportaram-se

de modo mais regular.

4.5.5 Discussédo dos Resultados dos Testes Bidimensionais com Volume para

FBRSC com Variacdo do Suporte e sem Ajuste de Pontos Interpolantes

De modo geral, os resultados dos testes bidimensionais com volume com variacao
do suporte sem ajuste de pontos interpolantes foram satisfatérios. O melhor
desempenho das FBRSC’s ocorreu na simulacdo do Campo de Funcao de Franke,
no qual as Fungdes de Wendland (¢s, -, p39) € a Fungdo de Wu ¢ 3 produziram
reducdo média de 41,78% do suporte global, sem aumento significativo do erro
relativo. Este valor foi obtido a partir do calculo da média dos valores da reducéo do

suporte global das trés FBRSCs citadas, com a malha mais rica.

A partir da andlise grafica dos resultados, verificou-se uma forte influéncia da
variagao do suporte na magnitude do erro relativo em todos os testes realizados, e
também foi possivel visualizar uma expressiva tendéncia grafica de comportamento
mondtono decrescente. Na maioria dos casos testados, a reducdo do suporte da
FBRSC para valores até a faixa de 0,85 e 1,00 gerou um crescimento suave dos
erros relativos percentuais de até 7,0%, dependendo do caso analisado. Em
reducdes do suporte para valores menores que a faixa de 0,85 a 1,00 o erro relativo

aumenta abruptamente e de forma significativa em todos os casos analisados.

Durantes o0s testes bidimensionais com variagdo do suporte das FBRSC’s
selecionadas, variou-se a quantidade de pontos base da malha de interpolacéo,
aumentando-os gradativamente. Embora possa ser notado uma maior regularidade

e precisdo dos resultados com a malha mais refinada, ndo foi observada uma
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influéncia tdo destacada desse aumento de pontos base quanto era esperado. Vé-se

que os gréficos sao razoavelmente semelhantes, para cada caso analisado.

Em relacdo aos campos escalares utilizados nos testes, o Campo de Interpolacéo
Constante e o Campo de Interpolacdo Funcdo de Franke foram os que
apresentaram os melhores resultados. Para tais campos escalares, os resultados
para os testes realizados com as trés FBRSC’s foram uma reducdo meédia do
suporte global em 39,19% e 41,78%, respectivamente, sem aumento significativo do
erro relativo, levando em consideracédo os testes realizados com a malha de 961

pontos base.

Ja os Campos de Interpolacdo Paraboloide e Exponencial apresentaram resultados
também muito bons, mas ndo tdo bons quanto os campos citados no paragrafo
acima. Os resultados para os testes realizados com as trés FBRSC'’s foram uma
reducdo média do suporte global em 31,41% e 37,30%, respectivamente, sem
aumento significativo do erro relativo, levando em consideracao os testes realizados
com a malha de 961 pontos base. Ressalva-se que a Fungéo de Wendland ¢3, (1)
apresentou resultados abaixo da reducdo média do suporte global para essa FBRSC
nos dois campos citados neste paragrafo: reducdo do suporte global em apenas
22,22%, para o Campo Paraboloide; e reducdo do suporte global em apenas 34,34
%, para o Campo Exponencial, também levando em consideragdo os testes com a

malha de 961 pontos base. Vejam a Figura 42 e a Figura 45.

Para se ter uma visdo geral da efetividade das FBRSC'’s durante a reducdo do
suporte, calcula-se a reducédo média do suporte global de cada FBRSC, em relacao
a todos os campos para a malha mais rica (961 pontos base), com base nos dados
da:Tabela 17, tem-se:

o Para a Fungdo de Wendland ¢s,: Redugdo média do suporte global igual a
38,48%;
o Para a Funcéo de Wu ¢; 3: Redugédo media do suporte global igual a 39,19%;

o Para a Funcédo de Wendland ¢3 o: Redugéo média do suporte igual a 34,59%.

Pode-se concluir, a partir dos resultados obtidos, que a Fungdo de Wu ¢;3

demonstrou-se mais eficaz em todos os testes realizados nesta sec¢ao, e apresentou
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a melhor reducdo média do suporte global, mas vale ressaltar que as trés FBRSCs
avaliadas apresentaram valores parecidos para reducdo analisada.

4.6 RESULTADOS DOS TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUMES PARA
FBRSC COM VARIACAO DO SUPORTE E COM AJUSTE DE PONTOS

INTERPOLANTES

Em relacdo ao ajuste, séo utilizados todos os mesmos pontos base ja declarados na
malha de interpolacdo, com a diferenca que o0s pontos internos ndo Ssao
considerados como pontos base apds o ajuste, pois sdo tomados apenas como

pontos de informacéo.

Dessa forma, séo aproveitados para o calculo dos coeficientes (a) apenas 0s pontos
de contorno, que convenientemente sdo adotados como sendo os pontos base da
interpolagdo e, futuramente, como sendo os nés funcionais do problema de

Elementos de Contorno.

Conforme feito para as simulagcdes sem ajuste de pontos, sintetizaram-se as
informacBes fornecidas nos graficos a seguir, através da Tabela 18, na qual se
buscou destacar um valor de erro minimo comum a todas as experiéncias com 0s
campos escalares, de modo a permitir uma melhor qualificagdo do comportamento

do método em todas as situacgoes.
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Tabela 18 - RELAGAO DE SUPORTES OTIMIZADOS OBTIDOS A PARTIR DO TESTE BIDIMENSIONAL COM
VOLUME COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES, PARA CADA MALHA DE INTERPOLACAO
CONSIDERADA E PARA CADA FBRSC ESCOLHIDA NA ETAPA ANTERIOR.

Tabela de Suportes Otimizados - Testes com Volume com Ajuste de Pontos

Suporte Porcentagem do Suporte Porcentagem do Suparie Porcentagem do
FBRSC Compacto Suporte Global Compacto Suporte Global Compacto Suporte Global

Malha 1 Malha 2 Malha 3

Campo de Interpolagdo Constante

r{2
dso =t _E] 0,3000 63,64% de & 0,9500 70,00% de & 0,7500 53,03% de &
+
T3 r T
&2 (r}i[l—ﬂ [15+29E+zu@ +5 @’] 0,6500 46,67% de & 1,0500 74,25% de & 0,7400 52,33% de &
L
r 2
=[L_ % 0,8600 1,0100 0,8800
dap@ =1 5]+ ! 60,81% de & ! 71.42% de & ] 62.23% de &
Campo de Interpolagio Exponencial
3
dspM =1 _g] 0,3000 56,57% de & 1,0100 7142% de & 0,3200 57,98% de &
+
B (,)ill_g‘ [15”931'”9@‘” E}‘] 0,9000 63,64% de & 1,0500 74,25% de & 10,3400 59,40% de &
2
daom=[1 —g] 1,0600 74,95% de & 1,1500 81,32% de & 1,0000 70,71% de &
+

Campo de Interpolagdo Fungdo de Franke

3
$s0® =1 _g] 1,1600 £2,03% de & 1,000 78,25% de § 0,6000 42,43% de &
+
) 4 r T
$2a (1-)=[1—§]+ [16+295+zn(§) +5(§)’] 1,0500 74,25% de & 0,6100 43,18% de & 0,5900 41.72% de &
: ri
B3 (M) = [1 —5] 0,7600 53,74% de & 0,7800 55,16% de & 0,8000 56,57% de &
+

Campo de Interpolagdo Paraboloide

r 3
050 =[1 -] 0,9100 64,35% de & 1,0100 71,42% de § 0,9000 63,64% de §
+
. 4 r T
$2s (1-)=[1—§]+ [16+z93+20(;—') +5 (g))] 1,1000 77,78% de & 1,0300 72,83% de 0,9000 63,64% de 5
r 2z
Bag () = [1 —3] 1,2000 84,85% de & 1,0100 71,42% de & 0,9500 67,18% de &
+

4.6.1 Resultados para o Campo Constante

Os testes seguem o0 mesmo padrdo anterior, fazendo-se a simulacdo com trés
malhas, e usando as trés FBRSCs escolhidas anteriormente. Vejam a Figura 46, a

Figura 47 e a Figura 48.
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Figura 46 — Grafico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Fung&o de Wendland ¢, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo

Constante.
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Figura 47— Gréfico da variagcao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Func¢éo de Wu ¢ ; para trés malhas distintas, em relagédo ao Campo
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Figura 48— Gréfico da variagdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Func¢éo de Wendland ¢3, para trés malhas distintas, em relagdo ao Campo

Constante.
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Diferentemente dos resultados sem ajuste, o padréo das curvas de erro relativo em
funcdo do nivel de refinamento da malha se altera bastante. Ndo ha mais a
regularidade apresentada anteriormente. Percebe-se que as curvas de erro relativo
declinam significativamente a partir do alcance de um dado valor de suporte, mas o
patamar suave ndo € tao nitido como o anteriormente observado, nas experiéncias

sem ajuste.

4.6.2 Resultados para o Campo Func¢éo de Franke

Mais uma vez, fazem-se simula¢cdes com trés malhas, e usando as trés FBRSC’s

escolhidas anteriormente. Veja a Figura 49, a Figura 50 e a Figura 51.
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Figura 49— Grafico da variagcao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Func¢éo de Wendland ¢s, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo
Funcéo de Franke.
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Figura 50— Gréfico da variacao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Fungéo de Wu ¢ ; para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo Fungéo
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Figura 51- Gréfico da variac@o do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Func¢éo de Wendland ¢3, para trés malhas distintas, em relagéo ao Campo

Funcéo de Franke.

Nota-se que, novamente, ndo houve semelhanca entre os perfis das curvas para as

trés FBRSCs aqui testadas. O patamar mais suave na curva de erro relativo parece

mais nitido na Fungdo de Wendland ¢3,, muito embora os erros relativos sejam

menores para a Funcéo de Wu.



4.6.3 Resultados para o Campo Paraboloide
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Dando continuidade as simulagdes, segue abaixo, na Figura 52, na Figura 53 e na

Figura 54, os testes bidimensionais com volume para as FBRSCs selecionadas, e

com as mesmas malhas aplicadas aos campos anteriores.
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Figura 52— Grafico da variacdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Funcéo de Wendland ¢5, para trés malhas distintas, em relagéo ao campo
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Figura 53— Grafico da variagcao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Func¢éo de Wu ¢ ;3 para trés malhas distintas, em relagdo ao Campo

Paraboloide.
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Figura 54- Gréfico da variac@o do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Fungéo de Wendland ¢5, para trés malhas distintas, em relagcéo ao Campo
Paraboloide.

Embora o perfil das diferentes curvas seja mais semelhante do que no teste com o
Campo Funcao de Franke, os perfis diferem bastante do obtido nos testes sem
ajuste. O desempenho final para a malha mais refinada, entretanto, € levemente

superior aos obtidos sem ajuste da curva.

4.6.4 Resultados para o Campo Exponencial

Segue abaixo, na Figura 55, na Figura 56 e na Figura 57, os testes bidimensionais
com volume para as FBRSCs selecionadas, e com as mesmas malhas aplicadas

aos campos ante riores.
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Figura 55— Gréfico da variagcao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Fungéo de Wendland ¢5, para trés malhas distintas, em relagcéo ao Campo
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Fidura 56— Grafico da variagcao do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Fungdo de Wu ¢35 para trés malhas distintas, em relagdo ao Campo

Erro Relativo

090
085
0.80
075
070
0.65

035
0.50
045
040
035
030
0125
020
0.15
010
0.05

Exponencial.

Campo Exponecial Z(XY)= e %2 +0,25

Fungdo de dland | Fungdode Wendland || Fungio de Wendland | |

2 | T z | |

b, m=(1-%) - N o =(1-5y +—

3.0 ( §)+ by, (1) = (1 - 6)+ )] (1 5)+ Ll
121 Pontos 441 Pontos A 961 Pontos

—

Suporte Compacto

Suporte Compacto

Suporte Compacto

0
0 010203040506070808 1 111213140 010203040506070809 1 111213140 0102035040506070809 1 11121314

Figura 57— Gréfico da variagdo do suporte vs. relativo gerado pelo teste bidimensional com volume
com ajuste de pontos da Funcéo de Wendland ¢3, para trés malhas distintas, em relagdo ao Campo

Exponencial.
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4.6.5 Discussédo dos Resultados dos Testes Bidimensionais com Volume para

FBRSC com Variacéo do Suporte e com Ajuste de Pontos Interpolantes

Os resultados dos testes bidimensionais com volume para FBRSC com variacao do
suporte e com ajuste de pontos interpolantes também foram bons, e,
comparativamente, foram melhores que os resultados apresentados para testes sem
ajuste de pontos interpolantes. O tratamento de ajuste de pontos dado aos testes
bidimensionais foi suficiente para melhorar ainda mais os resultados obtidos, visto
que suavizou a superficie gerada por dados discretos colhidos em campo, durante a

etapa de interpolacao.

A importancia do uso de ajuste de pontos em resolugcdo de problemas fisicos com
subsidio do MEC gira em torno do fato de possibilitar a reducéo do sistema matricial,
através do bandeamento da matriz de massa, de modo que 0s pontos internos sao
considerados apenas como pontos de informacéo, e néo participam diretamente da

geracao dos coeficientes de ajuste (a).

E importante comentar que houve reducéo expressiva dos erros relativos referentes
a faixa de valores de suportes compactos menores que 0,9; obtidos durante todos os
testes com o esquema de ajuste de pontos e variacdo do suporte, uma vez
comparados com os resultados dos testes com variagdo do suporte e sem esquema
de ajuste de pontos. Veja o caso da simulacdo com Campo Funcéo de Franke e a

Funcéo de Wendland ¢5, , comparando entéo a Figura 37 com a Figura 49.

No caso mais promissor, que também esta relacionado as FBRSCs do tipo Funcéo
de Wendland (¢s , ¢30) € do tipo Fungéo de Wu ¢5; . Para o Campo Funcéo de
Franke, houve reducdo meédia de 53,09% do suporte global, sem aumento
significativo do erro relativo. Reducdo essa, notavelmente maior que aquela obtida
para mesmo caso sem ajuste de pontos. Vejam a Figura 37, a Figura 38 e a Figura
39.

A partir da andlise grafica dos resultados com ajuste de pontos interpolantes,
verificou-se também uma forte influéncia da variacdo do suporte na magnitude do
erro relativo em todos os testes realizados, e uma notavel tendéncia grafica para o

comportamento monoétono decrescente. Na maioria dos casos testados, a reducao
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do suporte da FBRSC para valores até a faixa de 0,60 e 0,95; gerou um crescimento
suave dos erros relativos percentuais de até 7%, bem similar aquele apresentado
para os testes sem ajuste de pontos. Vale mencionar que, para essa faixa de valores
de suporte compacto, os erros relativos pouco divergiram com aqueles apresentados
para os casos sem ajuste de pontos. Em reducbes do suporte para valores menores
que a faixa de 0,60 a 0,95; o erro relativo aumenta abruptamente e de forma
significativa em todos os casos analisados, comportamento muito similar aos

gréaficos dos testes sem ajuste de pontos interpolantes.

Observou-se na realizacdo dos testes com ajuste de pontos uma influéncia
significativa do aumento gradativo da quantidade de pontos base na malha de
interpolagdo no comportamento gréfico dos resultados, visto os gréficos dos erros
relativos Vs. quantidades de pontos base na malha de interpolacéo sao distintos,

para cada caso analisado.

Em relacdo aos campos escalares utilizados nos testes com ajuste de pontos, o
Campo de Interpolacdo Constante e o Campo de Interpolacdo Funcdo de Franke
também apresentaram 0s melhores resultados. Para tais campos escalares, 0s
resultados para os testes realizados com as trés FBRSC'’s foram uma redu¢do média
do suporte global em 44,14% e 53,09%, respectivamente, sem aumento significativo
do erro relativo, levando em consideracao os testes realizados com a malha de 961

pontos base.

Ja os Campos de Interpolagdo Paraboloide e Exponencial também apresentaram
resultados favoraveis. Os resultados para os testes com ajuste de pontos realizados
com as trés FBRSC’s foram uma reducdo média do suporte global em 35,18% e
37,30%, respectivamente, sem aumento significativo do erro relativo, levando em
consideracao os testes realizados com a malha de 961 pontos base. Ressalva-se
que a Funcdo de Wendland ¢3, apresentou resultados néo tdo favoraveis para
esses dois campos, se comparada com as demais FBRSC'’s: reducdo do suporte
global em 32,82%, para o Campo Paraboloide; e reducdo do suporte global em
29,29%, para o Campo Exponencial, também levando em consideracdo os testes

com a malha de 961 pontos base. Vejam a Figura 54 e a Figura 57.

Para se ter uma visdo geral da efetividade das FBRSC’s durante a reducdo do
suporte para os teste com ajuste de pontos, calcula-se a redu¢do média do suporte
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global de cada FBRSC, em relagéo a todos os campos para a malha mais rica (961
pontos base), com base nos dados da Tabela 18:

o Para a Funcédo de Wendland ¢, : Redugéo média do suporte igual a 45,73%;
o Para a Funcéo de Wu ¢33 : Redugéo média do suporte igual a 45,73%;

o Para a Funcéo de Wendland ¢3, : Redugéo média do suporte igual a 35,83%.

Pode-se concluir, a partir dos resultados obtidos, que a Fungéo de Wendland ¢5, e
a Funcéo de Wu ¢33 demonstraram-se eficaz em todos os testes com ajuste de

pontos realizados nesta secdo e apresentaram as melhores redugdes médias do
suporte global.
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5 RESULTADOS DA SIMULACAO DOS PROBLEMAS FISICOS NO AMBIENTE

DO MEC, UTILIZANDO A FORMULACAO MECIC COM FBRSC’S

5.1 DETALHAMENTO DO TESTE

A proposta dos testes que sucedem € o levantamento do erro relativo da solucao
numeérica de problemas bidimensionais de campo escalar governados pela Equacéo
de Poisson, aplicando-se a Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno, que
faz a aproximagdo do termo de dominio através da interpolagdo direta com
Integragdo de Contorno - a Formulagdo MECIC. Essa formulagao foi testada com e
sem ajuste de pontos. Neste Ultimo caso, fazendo a retirada de todos os pontos

internos da malha.

Observa-se que, vizando-se apresentar resultados claros e objetivos, os erros
relativos de cada no6 funcional serdo omitidos. Entretanto, serdo mostrados os erros
relativos médios de todos os nés funcionais da malha do problema simulado em

forma percentual. Portanto, os erros serdo chamados de erros médios percentuais.

O problema aqui simulado se refere a uma barra engastada no topo, de secao
transversal constante, sendo submetida apenas ao proprio peso, conforme é
mostrado na Figura 13. Durante as simulacdes, sao feitas as seguintes
consideragdes: a densidade da barra € tomada constante; a densidade da barra
varia linearmente com o eixo x; e por fim a densidade da barra varia senoidalmente

COMm O eixo X.

Os problemas séo dados pela equacgdo (65). Salienta-se que a solucdo analitica
para o problema de barra de secdo constante para as trés consideracdes
anteriormente expostas sdo apresentadas no APENDICE D -. Ressalta-se que
embora fisicamente sejam unidimensionais, as malhas usadas sdo bidimensionais. A
capacidade das funcbes radiais aproximarem satisfatoriamente uma acgao
unidimensional a partir da degeneracdo de um caso modelado em duas dimensdes

faz parte dos atributos desejados.
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(65)
Por conveniéncia, serdo adotados os seguintes valores para as constantes fisicas

presentes na equacgao (65):

o Aceleracao da Gravidade (g): 1m/sz;
o Modulo de Elasticidade (E): 1 Pa;
o Densidade do Material da Barra (p): 1 kg/ms;

o Arestas da Barra (a): 1m.

Todos os testes desta secao foram realizados com 4 distribuicbes diferentes de
pontos no contorno e com 8 distribuicdes diferentes de pontos internos, totalizado 32
malhas distintas. Assim, possibilita-se verificar a influéncia do enriqguecimento das
malhas no erro médio percentual dos resultados da solu¢cdo numérica dos problemas

avaliados nesta sec¢éo. As malhas est&o localizadas no APENDICE E -.

As simula¢des foram feitas com as trés FBRSC's selecionadas através dos testes
bidimensionais com volume: a Funcdo de Wendland ¢5,, a Funcéo de Wu ¢35 e a

Funcéo de Wendland ¢ .

Para o0 célculo dos erros médios percentuais, considera-se somente 0s
deslocamentos obtidos na Aresta 2 e em metade da Aresta 3, visualizados na Figura
58 ; visto que os deslocamentos da Aresta 1 sé@o prescritos e a barra possui simetria

longitudinal.

Aresta 1
u=0

Aresta 3
gk—” =0 —  Gontorno Gomputado

—  Contorno Néo Computado

X
Figura 58 - Contorno considerado para o calculo dos erros da barra de se¢éo constante.

Fonte: Cruz (2012).
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Em relacdo ao suporte das FBRSC’s, algumas simulagdes foram feitas com o intuito
de se averiguar a magnitude do erro médio percentual, a medida em que se reduz o
suporte da FBRSC.

A seguir, tem-se os erros meédios percentuais obtidos nas simulacbes para as trés

consideracdes aplicadas ao problema em questao.

Objetivando-se realizar uma analise qualitativa e quantitativa do custo de
processamento da formulacdo proposta, denominada MECIC, associada as FBRSC,
gerou-se também tabelas de tempo de processamento de todos os testes nhumeéricos
desta secéo, localizadas no APENDICE F -. Devido a complexidade relacionada ao
procedimento de medicdo do custo computacional (exigéncia de programadores
experientes, entre outros) faz-se entdo apenas a avaliacdo qualitativa desses

resultados.

5.2 INFORMACOES ADICIONAIS ACERCA DA DISCRETIZACAO DO CONTORNO

DO DOMINIO

Pelo fato do contorno dos problemas aqui simulados possuirem angulos, néo
suaves, isto é, por apresentarem quinas, foi adotada a técnica dos nés duplos
(BREBBIA et al, 1984) como forma de tratamento dos possiveis problemas de

singularidade.

A técnica do no duplo é empregada para melhor representar um nés funcional de um
elemento discreto do contorno, que possui duas normais distintas em relagédo ao
contorno, referente aos elementos discretos consecutivos, para as mesmas
coordenadas geométricas. Logo, existem duas condi¢cdes de contorno para a mesma

coordenada geomeétrica.

O MEC é susceptivel a problemas provenientes de singularidade, que podem estar
presentes no contexto deste trabalho devido a dois fatores: durante ao processo de
interpolacdo da acdo de dominio (Z(X, y)); e durante o célculo do valor da solugéo
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fundamental na integral de dominio quando o ponto base coincidir com o ponto
fonte.

A singularidade no processo de interpolacdo seria a existéncia de linhas iguais na
matriz de interpolacéo, constituidas a partir das FBRSC’s e das coordenadas dos
pontos base. Considerando nés duplos, o sistema linear obtido no processo de
interpolacdo apresentaria equacdes iguais (linearmente dependentes), e ndo seria
solucionavel. A FDR é afetada por esse tipo de singularidade e, para resolver isto, é
preciso deslocar os pontos fonte dos nés duplos.

Na Formulacdo MECIC, além deste problema, haveria também o fato de que o valor
da solucédo fundamental quando r=0 nado existe. Isto ocorre quando ha coincidéncia
de coordenadas dos pontos base de interpolacdo com as coordenadas dos pontos
fontes. Para eliminar este dois problemas, foi preciso distinguir os pontos base de
interpolacéo (y) dos nos funcionais (€), que servem de pontos fonte. Como nos
pontos base sdo dados os valores da acdo de dominio, estes podem ser

posicionados no meio dos elementos, evitando a singularidade.

5.3 SIMULACAO COM DENSIDADE CONSTANTE SEM AJUSTE DE PONTOS

5.3.1 Simulagdo com FBRSC de Suporte Global

Nestes testes as FBRSCs sdo usadas com seu suporte pleno, abarcando
completamente o dominio. Assim, com estas simulacfes pode-se ter uma ideia da
eficiéncia destas fungbes em comparacdo com as funcgbes radiais tradicionais,
utilizadas no trabalho de Cruz (2012).

Os pontos internos das malhas utilizadas nos testes com a barra engastada seguem
0 mesmo posicionamento adotado por Cruz (2012). Pode-se perceber, entdo, que

todas as FBRSC's testadas com suporte pleno tiveram melhor desempenho do que



137

as radiais simples e cubicas testas no trabalho citado. Veja a Tabela 19 e a Tabela

20 para as funges radiais: simples e cubica:

Tabela 19 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNQAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO RADIAL SIMPLES. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno fero 3 9 16 25 49 65 81
32 8,34% 2,79% 2,36% 1,85% 1,87% 1,15% 0,96% 0,97%
80 7.03% 1,66% 1,16% 0,84% 0,83% 0,48% 0,38% 0,39%
120 7.15% 1,61% 1,03% 0,69% 0,68% 0,34% 0,27% 0,27%
160 7.24% 1,62% 1,00% 0,66% 0,64% 0,29% 0,23% 0,22%

Fonte: Cruz (2012).

Tabela 20 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO RADIAL CUBICA. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 0 3 9 16 25 49 65 81
32 15,46% 1,20% 1,26% 1,02% 1,02% 0,85% 0,77% 0,77%
80 16,23% 1,67% 1,41% 0,86% 0,86% 0,35% 0,24% 0,24%
120 17,81% 2,00% 1,79% 1,01% 1,02% 0,35% 0,21% 0,21%
160 19,46% 2,28% 2,15% 1,21% 1,24% 0,37% 0,22% 0,23%

Fonte: Cruz (2012).

Os resultados dos erros médios percentuais para a simulacdo da barra engastada
com as Funcdes de Wendland (¢s, € ¢3,) € a Fungéo de Wu ¢33 se encontram na

Tabela 21, na Tabela 22 e na Tabela 23, respectivamente.

Tabela 21 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢y5,, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 a5 65 81
32 2,56% 1,01% 0,85% 0,90% 0,85% 0,85% 0,78% 0,80%
80 4,09% 1,09% 0,81% 0,46% 0,50% 0,09% 0,10% 0,09%
120 4,65% 1,32% 1,10% 0,69% 0,75% 0,20% 0,13% 0,12%
160 4,93% 1,47% 1,25% 0,82% 0,88% 0,27% 0,17% 0,17%
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Para melhor visualizacdo das curvas de erro percentual, a seguir sdo mostrados
graficos de convergéncia, conforme ilustram a Figura 59, a Figura 60 e a Figura 61.
Com excecdo da malha mais pobre, em todas as malhas o efeito da introducédo de

pontos internos resultou em melhoria no desempenho numeérico.

Influéncia da Variagao da Quantidade Pontos Base no Erro
Médio Percentual

10,00%
9,00% == =32 Pontos no Contorno

8,00% === 80 Pontos no Contorno

7,00% eeseee 120 Pontos no Contorno

6,00% 160 Pontos no Contorno

5,00%
4,00%
3,00%
2,00%
1,00%
0,00%

Erro Médio Percentual

0 5 9 16 25 49 65 81
Quantidade de Pontos Internos

Figura 59 — Influéncia da variagao da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para
Funcéo de Wendland ¢5, em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de sec¢éo
constante e densidade constante.

Tabela 22 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU ¢ ; COM SUPORTE GLOBAL.

) MALHA VARIAVEL.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 3 9 16 25 49 65 81
32 4,30% 0,84% 0,69% 0,82% 0,80% 0,82% 0,75% 0,77%
80 B6,36% 1,36% 0,92% 0,50% 0,51% 0,10% 0,11% 0,10%
120 7,56% 1,60% 1,20% 0,73% 0,76% 0,19% 0,13% 0,12%
160 7.88% 1,74% 1,35% 0,85% 0,88% 0,26% 0,17% 0,16%
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Influéncia da Variagao da Quantidade de Pontos Base no
Erro Médio Percentual
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Figura 60- Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para
Funcéo de Wu ¢ ; em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo constante e
densidade constante.

Tabela 23 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢3, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
32 4,69% 0,738% 0,58% 0,738% 0,84% 0,82% 0,74% 0,77%
80 8,43% 1,71% 1,03% 0,55% 0,51% 0,11% 0,11% 0,11%
120 9,22% 2,02% 1,33% 0,78% 0,75% 0,20% 0,14% 0,12%
160 9,62% 2,18% 1,48% 0,90% 0,87% 0,27% 0,18% 0,17%
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Influéncia da Variagao da Quantidade de Pontos Base no
Erro Médio Percentual
10,00%
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Figura 61 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para
Fungéo de Wendland ¢, em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo
constante e densidade constante.

5.3.2 Simulacdo com FBRSC de Suporte Variavel

As mesmas FBRSCs agora séo testadas variando o suporte. Apenas a malha mais
rica é utilizada por esta finalidade. Os resultados estdo sintetizados na Tabela 24,

sendo 0s mesmos bastante satisfatérios.
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Tabela 24 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGAO DO SUPORTE DAS
TRES FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Secdo
Transversal Constante com Densidade Constante (Malha
Rica - 241 Pontos Base-160/81 )
Fungtes de Base Radial de Supaorte
Compacto
m
—
LA
® + SR L= o+
T | + £ |6
| T, .
| =} —
ral - T
] E & | M@
i g+
8 - 3
& ]| ¢
+
L =]
[l
Suporte Compacto Erro Médio Percentual
0,6 37,5975% | 38,5340% | 41,3714%
0,65 27,9912% | 28,6560% |31,0052%
0,7 21,0948% | 21,5068% | 23,2415%
0,75 10,8830% | 10,9446% | 14,6405%
0,8 10,7828% | 10,929% | 12,4558%
0,85 7,1556% 7,2652% 8,5309%
0,9 4,41419% | 4,6558% | 5,6811%
0,35 2,2304% | 2,4467% | 3,0001%
11 1,1635% 1,2548% 1,7435%
1,15 1,4035% 1,6134% 2,3495%
1,2 1,0157% | 1,1594% | 1,7470%
1,25 0,8933% | 1,1013% | 1,7485%
1,3 0,7512% | 0,9911% | 1,5936%
1,35 0,5926% 0,8326% 1,3477%
Suporte Pleno 0,1700% 0,1600% 0,1600%
Suporte Otimizado
: 0,8529 0,8551 0,8769
(até 7,0%)
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Otimizac¢ao do Suporte-Resultados para a Barra de Se¢ao Transversal
Constante com Densidade Constante (Malha Rica - 241 Pontos Base-
160/81)
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Figura 62 — Influéncia da redugéo do suporte da FBRSC no erro médio percentual em simulacdes
sem ajuste de pontos interpolantes com barra de densidade constante e secéo transversal constante.
Visualiza-se, neste gréafico, o comportamento das trés FBRSC analisadas no trabalho: a Fungéo de
Wendland ¢5 4, a Fungéo de Wu ¢;; e a Fungéo de Wendland ¢ .

As Funcbes 1, 2 e 3 da legenda da Figura 62 representam respectivamente a

Funcéo de Wendland ¢s o, a Fungdo de Wu ¢33 e a Funcédo de Wendland ¢ .

5.3.3 Discusséo dos Resultados para a Densidade Constante sem Ajuste de

Pontos

Apés uma breve analise da Tabela 21, da Tabela 22, e da Tabela 23, vé-se
claramente que o erro meédio percentual dos resultados dos testes decai
significativamente com a insergdo de pontos internos na Formulagdao MECIC. Isto
ocorre para as trés Fungbes de Base Radial de Suporte Global testadas. Dai se
verifica a forte dependéncia da existéncia de pontos de informacéo internos na
malha de interpolacdo para se executar uma boa aproximacédo da acdo de dominio

no interior do dominio do problema. Percebe-se, por inspecado gréafica dos resultados
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numéricos (CRUZ, 2009), que na auséncia de pontos internos, a aproximacao da
acdo de dominio apresenta fortes curvaturas em direcdo ao seu interior, o que leva
ao desenvolvimento de erros consideraveis. Tais resultados para as Funcdes de
Base Radial de Suporte Global, também foram verificados em outro trabalho de Cruz

(2012) com a mesma Formulagéo MECIC para Fungdes Radiais Simples.

Os resultados dos testes com a Formulagdo MECIC sem ajuste de pontos
interpolantes com as trés Funcdes de Base Radial de Suporte Global convergiram
adequadamente a valores de erros médios percentuais minimos, a medida que se
inseria pontos internos a malha de interpolacdo, mantendo-se a quantidade de
pontos no contorno e a sua localizacdo fixas. Vejam a Figura 59, a Figura 60 e a

Figura 61.

Em alguns desses casos, 0s erros medios percentuais apresentaram pequenas
oscilagdes, cuja responsabilidade foi atribuida & modificacdo da posi¢cdo dos pontos
internos ja existentes na malha de interpolacdo para a insercdo de novos pontos
internos. Dependendo da quantidade de pontos no contorno, as oscilacbes se
mostraram mais acentuadas, que € o caso dos testes realizados com 32 pontos no

contorno.

Essa dependéncia do erro médio percentual com a localizacdo dos pontos base da
malha de interpolacao foi devidamente estudada por Bertolani (2010), ao se realizar
testes bidimensionais com volume de malhas (regulares e aleatérias) com mesma
guantidade de pontos, em que se verificaram erros distintos para os dois tipos de
malha testados. As malhas utlizadas nos testes acima estdo devidamente
representadas no APENDICE E -.

Em relac&o aos testes com a Formulacdo MECIC para Funcdes de Base Radial de
Suporte Global, os melhores resultados foram obtidos com a Fun¢do de Wendland
dso com erro medio percentual de 0,0900%, para a malha intermediaria: 80 x 81,
seguido da Funcéo de Wu ¢33 com erro médio percentual de 0,1000%, para a
malha intermediaria: 80 x 81; e, em ultimo lugar, a Funcdo de Wendland ¢3, com
erro meédio percentual de 0,1100%, para a malha intermediaria: 80 x 81. Pode-se
afirmar que as trés funcdes séo viaveis para aplicacdes futuras, visto que os erros

médios percentuais variaram muito pouco.
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De acordo com os testes com a Formulacdo MECIC para FBRSC sem ajuste de
pontos interpolantes, os graficos da Fungdo de Wendland ¢s,, da Funcéo de Wu
$33 € da Funcédo de Wendland ¢3,; apresentaram comportamento mondtono
decrescente, e convergiram para valores de erros medios percentuais minimos, a
medida que se aumentava o0 suporte compacto até chegar ao valor do suporte global
(Figura 62). Conseguiu-se nos testes reduzir o suporte das trés FBRSCs sem perda
de precisdo dos resultados, mantendo-se o erro médio percentual na faixa de até
7,0%. Os suportes otimizados da Fungéo de Wendland ¢s o, da Funcéo de Wu ¢35 €
da Funcdo de Wendland ¢3;, foram expostos na Tabela 24 e valem
respectivamente: 0,8529 (60,31% do suporte global); 0,8551 (60,47% do suporte
global) e 0,8769 (62,00% do suporte global).

5.4 SIMULACAO COM DENSIDADE LINEAR SEM AJUSTE DE PONTOS

5.4.1 Simulacdo com FBRSC de Suporte Global

Nestes testes as FBRSC’s sdo usadas com seu suporte pleno, encobrindo
totalmente o dominio. Os pontos internos das malhas utilizadas nos testes seguem o

posicionamento adotado na simulagao da barra com densidade constante.

Pode-se observar que os erros medios percentuais cresceram com relagcdo aos
testes anteriores, mas estdo em o6timo patamar. Observa-se que apenas a malha
mais pobre apresenta um comportamento ndo convergente, que € comumente
encontrado em processos de interpolagdo com malhas que possuem poucos pontos
no contorno e excessivo numero deles no interior. Veja a Figura 63, a Figura 64 e a

Figura 65.

A seguir sdo mostradas a Tabela 25 e a Tabela 26 que trazem os valores de erros
meédios percentuais para a simulacdo da barra engastada com as funcdes radiais

simples e cubica, respectivamente. Nota-se que essas fun¢des obtiveram um melhor



145

desempenho que as func¢des radiais aqui testadas para simulacdo com densidade
linear. Entretanto, os resultados dos erros médios percentuais da simulagdo com a
malha (80 X 81) pontos base e com as FBRSC’s foram superiores as fung¢des radiais

tradicionais (simples e cubica).

Tabela 25 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO RADIAL SIMPLES COM SUPORTE GLOBAL.

MALHA VARIAVEL.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 0 3 9 16 25 49 65 81
32 6,64% 1,47% 1,47% 1,37% 1,46% 1,07% 0,93% 0,96%
80 8,85% 1,61% 0,78% 0,46% 0,47% 0,35% 0,30% 0,32%
120 9,27% 1,76% 0,91% 0,49% 0,45% 0,20% 0,18% 0,19%
160 9,46% 1,83% 0,99% 0,55% 0,49% 0,16% 0,15% 0,15%

Fonte: Cruz (2012).

Tabela 26 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO RADIAL CUBICA COM SUPORTE GLOBAL.

MALHA VARIAVEL.
Pontos de CQuantidade de Pontos Internos
Contorno 0 5 9 16 25 49 65 81
32 19,57% 1,62% 1,68% 1,37% 1.37% 1,00% 0,89% 0,89%
80 17,78% 1,57% 1,11% 0,75% 0,75% 0,38% 0,30% 0,30%
120 16,31% 1,57% 1,13% 0,83% 0,63% 0,29% 0,20% 0,20%
160 15,10% 1,57% 1,21% 0,63% 0,64% 0,23% 0,17% 0,17%

Fonte: Cruz (2012).

Os resultados dos erros médios percentuais para a simulacdo da barra engastada
com as Funcdes de Wendland (¢p5o € d30) € a Fungdo de Wu ¢33 se encontram na
Tabela 27, na Tabela 28 e na Tabela 29.
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Tabela 27 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 a5 65 81
32 10,54% 1,70% 0,91% 0,17% 0,14% 0,58% 0,64% 0,68%
80 12,50% 3,13% 2,25% 1,33% 1,33% 0,31% 0,16% 0,14%
120 12,91% | 3,40% | 251% | 156% | 156% | 048% | 0,30% | 0,28%
160 13,13% 3,54% 2,63% 1,87% 1,67% 0,55% 0,37% 0,35%

Influéncia da Variagao da Quantidade de
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Figura 63 - Influéncia da variacéo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wendland ¢s, em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo
constante e densidade variando linearmente.

Tabela 28 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA

INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU ¢35 COM SUPORTE GLOBAL.

MALHA VARIAVEL.

Pontos de

Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 5 9 16 25 a5 65 81
32 11,52% | 1,42% 0,76% 0,12% | 0,11% 0,60% | 0,65% | 0,69%
80 13,50% 2,74% 1,99% 1,15% 1,17% 0,24% 0,12% 0,10%
120 14,02% 3,03% 2,25% 1,37% 1,40% 0,40% 0,25% 0,23%
160 14,30% 3,17% 1,49% 2,39% 1,51% 0,48% 0,31% 0,29%
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Influéncia da Variagao da Quantidade de Pontos Base no
Erro Médio Percentual
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Figura 64 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wu ¢ ; em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo constante e
densidade variando linearmente.

Tabela 29 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 b5 81
32 16,43% 2,35% 1,00% 0,19% 0,12% 0,59% 0,62% 0,68%
80 18,09% 3,65% 2,23% 1,25% 1,14% 0,24% 0,14% 0,10%
120 18,48% 3,91% 2,49% 1,47% 1,37% 0,40% 0,26% 0,23%
160 18,69% | 4,06% | 2,63% | 159% | 1,49% | 048% | 0,33% | 0,29%
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Influéncia da Variagao da Quantidade de Pontos Base no
Erro Médio Percentual
i
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Figura 65 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Fungéo de Wendland ¢, em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo
constante e densidade variando linearmente.

5.4.2 Simulacdo com FBRSC de Suporte Variavel

As mesmas funcdes agora séo testadas variando o suporte. Apenas a malha mais

rica € utilizada por esta finalidade. Os resultados estéo sintetizados na Tabela 30.

O grafico mostrado na Figura 66 ilustra o comportamento apresentado em detalhe
na citada Tabela. Pode-se observar o comportamento monétono, com ligeiras
oscilacdes, que se devem a pequenos erros no modelo de cOmputo dos contornos

gerados pelas FBRSC's.
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Tabela 30 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGCAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segio
Transversal Constante com Densidade Linear(Malha Rica -
241 Pontos Base-160/81 )
Fungfies de Base Radial de Supaorte
Compacto
3]
L
AL
n'_|+ = ||ICI u-: &1 +
b 11O - £ (e
| b |
K=l A w9 P
|| E ﬁ Al
& -d? + £ 1
3 a0 | &
- = &
+
=]
—
Suporte Compacto Erro Médio Percentual
0.6 41,5346% | 42,7623% | 46,2961%
0,865 31,8058% | 32,7158% | 35,0224%
0,7 24,4655% | 25,0503% ([ 27,0635%
0,75 15,9066% | 15,6406% ([ 23,6637%
0,8 13,4125% | 13,5686% | 15,5553%
0,85 9,2788% 9,3529% | 11,1136%
0.9 6,1842% 6,4170% 8,0298%
0,95 3,4511% 3,7240% 4,7344%
1,1 1,6889% 1,9626% 3,0829%
1,15 1,9984% 2,3698% 3,7297%
1,2 1,7164% 2,0886% 3,3461%
1,25 1,3505% 1,7192% 2,7949%
1,3 0,9206% 1,2710% 2,0938%
1,35 0,4071% 0,6529% 1,1416%
Suporte Pleno 0,3500% 0,2900% 0,2900%
Suporte Otimizado
; 0.8868 0,8900 0,9156
(até 7,0%)
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Otimizac¢ao do Suporte-Resultados para a Barra de Se¢ao Transversal
Constante com Densidade Linear (Malha Rica - 241 Pontos Base-
160/81)
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Figura 66 - Influéncia da reducéo do suporte da FBRSC no erro médio percentual em simulagdes sem
ajuste de pontos interpolantes com barra de densidade variando linearmente e secéo transversal
constante. Visualiza-se, neste grafico, o comportamento das trés FBRSC analisadas no trabalho: a
Funcéo de Wendland ¢5,, a Fungéo de Wu ¢; 3, € a Fungéo de Wendland ¢ .

5.4.3 Discussao dos Resultados para a Densidade Linear sem Ajuste de Pontos

Durante a analise dos resultados da simulacdo, com a Formulacdo MECIC para
barra prismatica, com densidade linear, submetida ao proprio peso e engastada no
topo (Tabela 27, Tabela 28 e Tabela 29), percebe-se que as Func¢des de Base
Radial de Suporte Global ndo apresentaram convergéncia dos erros médios
percentuais com o acréscimo de pontos internos na malha de 32 pontos no
contorno. Para os resultados obtidos a partir de malhas com mais pontos no
contorno, houve convergéncia dos erros médios percentuais, apesar de haver
pequenas oscilagbes a medida que se acrescentava pontos internos a malha de
interpolacdo. Este problema pode ser corrigido a medida que o enriquecimento da
malha de pontos internos seja feito sem alterar o posicionamento dos pontos ja

existentes.
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Da mesma forma que no caso anterior, mantendo-se a quantidade de pontos no
contorno, houve aumento do erro médio percentual com o acréscimo de pontos

internos a malha de interpolacao.

Comenta-se aqui brevemente que os resultados também ndo foram satisfatorios
para as malhas de interpolacdo sem pontos internos. A explicacdo € idéntica ao
caso anteriormente estudado com densidade constante, e ja observado por Cruz em
sua dissertagdo de Mestrado. A Formulagdo MECIC, mais do que a FDR, requer a
presenca de pontos internos, pois que faz diretamente a interpolacdo do nucleo da

integral da acdo de dominio, sem utilizacdo de outras estratégias auxiliares.

Os melhores resultados da simulacdo com a Formulacdo MECIC para densidade
linearmente variavel e com FBRSC’s de suporte global foram obtidos com a Funcao
de Wu ¢33 com erro médio percentual de 0,100%, para a malha: 80 x 81; seguido
da Fungéo de Wendland ¢3, com erro medio percentual de 0,100 %, para a malha
mais rica: 80 x 81; e, em ultimo lugar, a Fungdo de Wendland ¢s, com erro médio
percentual de 0,140%, para a malha mais rica: 80 x 81. Faz-se uma ressalva que
esses resultados de erros médios percentuais, para simulacdo com a malha (80 x
81), foram superiores aos mesmos resultados obtidos com as func¢bes radiais
tradicionais (simples e cubica) ilustrados na Tabela 25 e na Tabela 26.

De acordo com os testes com a Formulacdo MECIC para Funcdes de Base Radial
de Suporte Compacto sem ajuste de pontos interpolantes, os graficos da Funcéo de
Wendland ¢5,, da Funcéo de Wu ¢33 e da Fungdo de Wendland ¢34 ; também
apresentaram comportamento monotono decrescente (Figura 66). Dessa maneira,
foi possivel nos testes reduzir o suporte das trés FBRSC’s sem perda de preciséao
dos resultados, mantendo-se o erro médio percentual na faixa de até 7,0%. Os
suportes otimizados da Fungdo de Wendland ¢5,, da Fungdo de Wu ¢33 e da
Funcdo de Wendland ¢3, foram expostos na Figura 66 e valem respectivamente:
0,887 (valor igual a 62,72% do suporte global); 0,890 (valor igual a 62,93% do
suporte global) e 0,916 (valor igual 64,77% do suporte global).
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5.5 SIMULACAO COM DENSIDADE SENOIDAL SEM AJUSTE DE PONTOS

5.5.1 Simulacdo com FBRSC de Suporte Global

Tal como nos testes precedentes, as FBRSC's sdo usadas com seu suporte pleno,
encobrindo totalmente o dominio. Igualmente, os pontos internos nas malhas
utilizadas seguem o posicionamento adotado na simulacdo da barra com densidade

linear.

Para fins de comparacdo dos resultados dos erros, sdo mostradas a Tabela 31 e a
Tabela 32 que trazem os valores de erros médios percentuais para a simulacdo da
barra engastada com as funcdes radiais simples e cubica, respectivamente. Nota-se
que essas funcdes obtiveram um melhor desempenho que as func¢des radiais aqui
testadas para simulacdo com densidade senoidal. Entretanto, em alguns casos com
a malha (80 X 81) e a malha (160 x 81), os resultados dos erros médios percentuais
da simulacdo com as FBRSC’s foram superiores as fungdes radiais tradicionais

(simples e cubica).

Tabela 31 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO RADIAL SIMPLES. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 0 5 9 16 25 49 65 81
32 18,75% 1,53% 1,62% 1,31% 1,31% 0,97% 0,87% 0,87%
80 17,01% | 1,51% 1,06% 0,72% 0,73% 0,37% 0,29% 0,29%
120 16,24% 1,52% 1,09% 0,61% 0,61% 0,28% 0,19% 0,19%
160 14,96% 1,52% 1,16% 0,60% 0,61% 0,22% 0,16% 0,16%

Fonte: Cruz (2012).
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Tabela 32 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FU!\IC}AO RADIAL TESTADA E A FUNCAO RADIAL CUBICA. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 0 3 9 16 25 49 65 81
32 5,91% 1,61% 1,66% 1,47% 1,55% 1,09% 0,94% 0,97%
20 7.72% 1,47% 0,74% 0,49% 0,53% 0,38% 0,32% 0,33%
120 8,09% 1,58% 0,82% 0,46% 0,44% 0,23% 0,19% 0,20%
160 8,24% 1,685% 0,88% 0,50% 0,46% 0,17% 0,15% 0,15%

Fonte: Cruz (2012).

Os resultados dos erros médios percentuais para a simulacdo da barra engastada
com as Funcdes de Wendland (¢p5, € d30) € a Fungdo de Wu ¢33 se encontram na

Tabela 34, na Tabela 35, e na Tabela 36.

Embora tenha sido simulada uma funcao senoidal, observa-se que os erros médios
percentuais foram menores do que no teste anterior, na simulacdo da densidade
linear. Do mesmo modo que no exemplo anterior, apenas a malha mais pobre
apresenta um comportamento ndo convergente, que é comumente encontrado em
aproximacdes que usam malhas que possuem poucos pontos no contorno e

excessivo numero de pontos internos.

A auséncia de monotonicidade suave é devida ao remanejamento na posicdo dos

Novos pontos internos.

Tabela 33 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGCAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 25 45 65 81
32 7.95% 1,14% 0,52% 0,13% 0,16% 0,63% 0,67% 0,11%
80 10,10% 2,59% 1,92% 1,13% 1,15% 0,25% 0,12% 0,10%
120 10,61% 2,88% 2,18% 1,36% 1,38% 0,41% 0,25% 0,24%
160 10,88% 3,03% 2,31% 1,47% 1,49% 0,49% 0,32% 0,31%
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Influéncia da Varia¢ao da Quantidade de Pontos Base no Erro
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Figura 67 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wendland ¢s, em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo
constante e densidade variando senoidalmente.

Tabela 34 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO PARA BARRA PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E
ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE SENOIDAL. A FUNGCAO RADIAL TESTADAE A
FUNCAO DE WU ¢3; COM SUPORTE GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 25 49 757 81
32 9,28% 1,00% 0,48% 0,14% 0,16% 0,64% 0,67% 0,71%
80 11,66% 2,39% 1,74% 0,99% 1,02% 0,19% 0,09% 0,08%
120 12,27% 2,68% 2,02% 1,23% 1,26% 0,35% 0,21% 0,20%
160 12,50% 2,82% 2,15% 1,34% 1,37% 0,43% 0,28% 0,26%
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Influéncia da Varia¢ao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual
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Figura 68 - Influéncia da variacéo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wu ¢ ; em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo constante e
densidade variando senoidalmente.

Tabela 35 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢3, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno fero 5 9 16 25 49 (i 81
32 13,86% 1,84% 0,69% 0,11% 0,17% 0,63% 0,65% 0,70%

15,76% | 3,18% [ 1,95% | 108% | 0,99% | 144% | o11% | 0,79%

80
120 16,19% 3,47% 2,23% 1,31% 1,24% 0,35% 2,29% 1,99%
160 16,50% 4,68% 2,36% 1,43% 1,35% 0,43% 0,29% 0,26%
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Influéncia da Variagao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual
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Figura 69 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Fungéo de Wendland ¢, em testes sem ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo
constante e densidade variando senoidalmente.

5.5.2 Simulacdo com FBRSC de Suporte Variavel

Agora sdo apresentados os testes variando o suporte. Apenas a malha mais rica é

utilizada por esta finalidade. Os resultados estao sintetizados na Tabela 36.

O grafico mostrado na Figura 70 ilustra o comportamento apresentado na citada
tabela. Pode-se observar o comportamento monétono, com ligeiras oscilagdes que
se devem a pequenos erros no modelo de computo dos contornos gerados pelas
FBRSC's.
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Tabela 36 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIACAO DO SUPORTE DAS TRES

FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagio do Suporte-Resultados para a Barra de Secdo
Transversal Constante com Densidade Senoidal{Malha Rica
241 Pontos Base-160/81 )
Fungbes de Base Radial de Suporte
Compacto
m
—
LA
o + [P =] 1
o I+ n__f
| ] | =]
—_— |
al g R o,
4| ~ [=1 i
=) ™~
W o -
E g =] 3
= E F=Y
==
o
.
Suporte Compacto Erro Médio Percentual
0,6 40,6755% | 41,8442% | 45,2292%
0,65 30,9663% | 31,8286% | 34,6135%
0,7 23,7171% | 24,2699% | 26,2152%
0,75 15,0314% | 14,8838% | 22,3207%
0,8 12,8188% | 12,9742% | 14,8445%
0,85 8,7953% 8,8760% 10,5120%
0,9 5,7874% 6,0128% 7,4840%
0,95 3,1767% 3,4347% 4,3402%
1,1 1,5681% 1,8040% 2,7782%
1,15 1,8235% 2,1435% 3,3111%
1,2 1,5484% 1,8658% 2,9325%
1,25 1,2026% 1,5144% 2,4226%
1,3 0,8258% 1,1258% 1,8276%
1,35 0,3824% 0,6034% 1,0321%
Suporte Pleno 0,3100% 0,2600% 0,2600%
Suporte Otimizado
, 0,8798 0,8828 0,9077
(até 7,0%)
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Otimizac¢ao do Suporte-Resultados para a Barra de Se¢ao Transversal
Constante com Densidade Senoidal (Malha Rica - 241 Pontos Base-
160/81)
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Figura 70 - Influéncia da reducéo do suporte da FBRSC no erro médio percentual em simulagdes sem
ajuste de pontos interpolantes com barra de densidade variando senoidalmente e secéo transversal
constante. Visualiza-se, neste grafico, o comportamento das trés FBRSC analisadas no trabalho: a

Fungéo de Wendland ¢, a Fungéo de Wu ¢ ; e a Funcéo de Wendland ¢ .

5.5.3 Discussdo dos Resultados para a Densidade Senoidal sem Ajuste de

Pontos

Durante a andlise dos resultados da simulagcdo com a Formulacdo MECIC sem
ajuste de pontos para barra prismatica com densidade senoidal, submetida ao
proprio peso e engastada no topo (Tabela 33, Tabela 34 e Tabela 35); as Func¢bes
de Base Radial de Suporte Global ndo apresentaram convergéncia dos erros médios
percentuais com o acréscimo de pontos internos na malha de 32 pontos no
contorno. Provavelmente, trata-se do efeito ja observado anteriormente em
problemas de interpolacdo, em que ha excessivo numero de pontos internos em
malhas pobres no contorno. Para os resultados obtidos a partir de malhas com mais
pontos no contorno, houve convergéncia dos erros médios percentuais, apesar de
haver oscilagdes, a medida que se acrescentavam pontos internos na malha de

interpolacao.
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Comenta-se aqui brevemente que os resultados também néo foram satisfatérios
para as malhas de interpolagdo sem pontos internos. A explicagéo é idéntica a dos

casos anteriormente estudados com densidade constante e linear.

Os melhores resultados da simulacdo com a Formulacdo MECIC para densidade
senoidal e com FBRSC’s de suporte global foram obtidos com a Funcdo de Wu
¢33 com erro médio percentual de 0,080%, para a malha de 80 x 81; seguida da a
Funcéo de Wendland ¢5, com erro médio percentual de 0,010%, para a malha: 80 x
81; e, em ultimo lugar, a Fungéo de Wendland ¢3, com erro médio percentual de
0,260%, para a malha: 160 x 81. Faz-se uma ressalva que esses resultados de erros
médios percentuais, foram superiores aos resultados, obtidos sob as mesmas
condicles, das funcdes radiais tradicionais (simples e cubica) ilustrados na Tabela
31 e na Tabela 32.

Portanto, assim como nos casos anteriores a este, pode-se afirmar que as trés
funcbes sao viaveis para aplicages futuras em simula¢cdes no ambiente do Método
dos Elementos de contorno, visto que os erros médios percentuais se mantiveram

em patamares pequenos.

De acordo com os testes com a Formulacdo MECIC para FBRSC sem ajuste de
pontos interpolantes, os graficos da Fungdo de Wendland ¢, da Fungéo de Wu
¢33 € da Funcdo de Wendland ¢3,; também apresentaram comportamento
monotono decrescente (Figura 70). Foi possivel, nos testes, reduzir o suporte das
trés FBRSC sem perda de precisdo dos resultados, mantendo-se o erro médio
percentual na faixa de até 7,0%. Os suportes otimizados da Funcdo de Wendland
dso, da Funcdo de Wu ¢33 e da Funcdo de Wendland ¢;, foram expostos na
Tabela 36 e valem respectivamente: 0,880 (valor igual a 62,23% do suporte global);
0,883 (valor igual a 62,44% do suporte global) e 0,908 (valor igual 64,21% do

suporte global).
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5.6 SIMULACAO COM DENSIDADE CONSTANTE COM AJUSTE DE PONTOS

Nos testes que se seguem, emprega-se 0 esquema de ajuste na aproximacao,
visando reduzir a dimensédo final do sistema de equacgbes, mas preservando a
qualidade dos resultados. Com vistas a futuras aplicacdes em dinamica, nas quais
haja exclusivamente pontos nodais de contorno no sistema final de equacdes do
MEC, os pontos internos sao considerados exclusivamente como pontos de

informacao, sendo excluidos do sistema final.

5.6.1 Simulacdo com FBRSC de Suporte Global com Ajuste de Pontos

As trés FBRSCs testadas anteriormente séo testadas com as malhas empregadas
nos testes feitos por Cruz (2012) com funcdes radiais simples e cubicas. Os
resultados estdo sintetizados na Tabela 37, na Tabela 38 e na Tabela 39. Os
graficos da Figura 71, da Figura 72 e da Figura 73 ilustram graficamente o exposto

nas Tabelas.

Tabela 37 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5,, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno L] 5 9 16 25 45 B3 81
32 2,57% 1,96% 1,51% 1,28% 0,90% 0,99% 0,98% | 0,88%
80 3,72% 3,19% 2,79% 2,37% 1,86% 1,35% 1,21% 0,91%
120 4,18% 3.76% 3,44% 3,05% 2,57% 2,00% 1,81% 1,48%
160 4,40% 4,05% 3,78% 3,44% 3,01% 2,43% 2,23% 1,89%
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Figura 71 — Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para
Fungéo de Wendland ¢s, em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo

constante e densidade constante.

Tabela 38 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO DE WU ¢ ; COM SUPORTE GLOBAL.
MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 0 2 9 16 23 49 B35 81
32 4,16% 2,59% 1,75% | 1,24% 0,61% 0,71% 0,70% | 0,76%
80 6,21% 5,07% 4,26% 3,50% 2,53% 1,83% 1,64% 1,17%
120 6,79% 5,36% 5,18% 4,46% 3,49% 2,69% 2,43% 1,90%
160 7.05% 6,27% 5,68% 5,03% 4,13% 3,29% 2,99% 2,44%
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Figura 72- Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para
Funcéo de Wu ¢ ; em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo constante e
densidade constante.

Tabela 39 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA

INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA

PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢3, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 1] 2 9 16 25 45 B3 81
32 4,34% 2,64% 1,74% 1,14% 0,47% 0,45% 0,42% 0,70%
a0 7,68% 6,27% 5,30% 4,35% 3,07% 2,26% 2,03% 1,42%
120 8,37% 7,25% 643% | 5,56% | 4,33% 3,37% 3,05% 2,36%
160 8,73% 7.78% 7,07% 6,28% 5,13% 4,13% 3,77% 3,05%
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Influéncia da Variagao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual (Com Ajuste de Pontos)
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Figura 73 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para
Funcéo de Wendland ¢, em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo
constante e densidade constante.

De modo bem distinto ao observado anteriormente, agora os resultados se mostram
melhores para as malhas mais pobres. Quanto maior o refinamento, piores sdo o0s
resultados. Ja a introducao de pontos internos melhora efetivamente o desempenho

de todas as malhas.

De certo modo, o fato de malhas mais pobres terem produzido melhores resultados
ja havia sido observado no trabalho de Cruz (2012), mas néo de forma tdo definida.
Dois fatores podem ser considerados na elucidacdo deste fen6meno.
Primeiramente, devem-se levar em conta as caracteristicas do esquema da
Formulacdo MECIC, que € bastante sensivel a auséncia de pontos internos. Em
segundo lugar, € preciso observar as préprias caracteristicas das funcdes radiais
diante do procedimento de ajuste. E possivel que as FBRSC’s selecionadas sejam
menos eficazes no esquema de ajuste, da forma como foi proposto, do que na
interpolacdo simples; visto que os resultados foram muito melhores na interpolacéo

simples.

Outro efeito também precisa ser avaliado. A carga constante é um carregamento
simples, e pode ser que as malhas de contorno menos refinadas ja fornecam
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condi¢bes suficientes para a boa aproximacédo, de modo que as malhas mais ricas

introduzam excessivas informacdes que apenas perturbem os resultados.

5.6.2 Simulagcdo com FBRSC de Suporte Variavel com Ajuste de Pontos

Nestas experiéncias, a malha mais rica € tomada para implementacdo do esquema

de ajuste. Veja a Tabela 40.

Tabela 40 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGCAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGAO DO SUPORTE DAS
TRES FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizacdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segio
Transversal Constante com Densidade Constante (Malha
Rica - 241 Pontos Base-160/81 )
Funcbes de Base Radial de Suporte
Compacto
L)
L
LA
—_ " I|D s Nt
FAT) - £
| — =, |
=D A RS k=D
Al E 8 o
- L 1
b -é‘ L= B
2 = 5
- ) -4
+
L-]
L
Suporte Compacto Erro Médio Percentual
0,45 2,5206% 3,9873% | 25,9077%
0,5 1,2953% 2,6708% |23,4918%
0,55 0,6563% 1,2485% | 20,5827%
0,6 1,7166% 0,6035% |17,5653%
0,65 3,1335% | 1,8871% |14,5108%
0,7 4,2699% 3,0867% |11,9224%
0,75 5,1770% 4,0027% 9,6147%
0,8 5,8305% 4,6136% 7,5201%
0,85 6,3129% | 5,0183% | 5,5789%
0,9 6,6405% 5,2616% 3,7167%
0,95 6,8904% 5,4753% 2,1259%
11 5,0499% 3,8394% 2,3734%
115 4,0341% | 3,1373% | 3,0339%
1,2 2,6771% 2,4229% 2,7480%
1,25 2,1636% 2,3866% 2,9857%
1.3 1,9622% 2,4222% 3,1572%
1,35 1,9311% 2,4086% 3,1425%
Suporte Pleno 1,8900% | 2,4400% | 3,0500%
Suporte Otimizado
a <0,45 <0,45 0,813
(até 7,0%)
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Otimizac¢ao do Suporte-Resultados para a Barra de Se¢ao Transversal
Constante com Densidade Constante (Malha Rica - 241 Pontos Base-
160/81)
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Figura 74 — Influéncia da redugéo do suporte da FBRSC no erro médio percentual em simulagdes
com ajuste de pontos interpolantes com barra de densidade constante e sec¢do transversal constante.
Visualiza-se, neste gréafico, o comportamento das trés FBRSC analisadas no trabalho: a Fungéo de
Wendland ¢5, , a Fungéo de Wu ¢33 e a Funcdo de Wendland ¢s .

As Funcbes 1, 2 e 3 da legenda da Figura 74 representam respectivamente a

Funcao de Wendland ¢s, , a Fungéo de Wu ¢33 e a Fungdo de Wendland ¢ .

5.6.3 Discusséo dos Resultados para a Densidade Constante com Ajuste de

Pontos

Ressalta-se que, embora ndo tenham sido mostrados os resultados de malhas
menos refinadas, segue-se a mesma tendéncia mostrada nas simulacbes sem
ajuste de pontos, apresentadas na Tabela 37, na Tabela 38 e na Tabela 39. Agora
apenas o suporte foi alterado, de modo de que erro percentual dos resultados de
testes com a Formulacdo MECIC com ajuste de pontos sem pontos internos séo
piores que os resultados dos testes com pontos internos, para as trés Funcdes de

Base Radial de Suporte Global aqui testadas.
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Também vale nestas experiéncias de variacdo do suporte a conclusdo de que ha
forte dependéncia da existéncia de pontos de informacgéo internos na malha de
interpolacdo para se executar uma boa aproximacao por ajuste da acdo de dominio

no interior do dominio do problema.

Assim, também foi observado que os valores dos erros médios percentuais minimos

cresceram guanto maior foi a quantidade de pontos no contorno.

As malhas utilizadas nos testes acima também estdo devidamente representadas no
APENDICE E -.

Em relac&o aos testes com a Formulagcdo MECIC para Func¢des de Base Radial de
Suporte Global, os melhores resultados foram obtidos com a Fungao de Wendland
d30 com erro médio percentual de 0,700%, para a malha: 32 x 81; seguido da
Funcéo de Wu ¢33 com erro medio percentual de 0,760%, para a malha: 32 x 81; e,
em Ultimo lugar, a Funcéo de Wendland ¢s, com erro médio percentual de 0,880%,

para a malha: 32 x 81.

Assim, de acordo com os testes com a Formulacdo MECIC para FBRSC com ajuste
de pontos interpolantes, os graficos da Func¢édo de Wendland ¢, da Funcéo de Wu
¢$33 € da Funcédo de Wendland ¢3, . Considerando que o comportamento néo foi
monotono decrescente (Figura 74), foi possivel reduzir o suporte das trés FBRSCs
sem perda de precisdo dos resultados, mantendo-se o erro médio percentual na
faixa de até 7,0%. Os suportes otimizados da Funcédo de Wendland ¢, , da Fungéo
de Wu ¢33 e da Fungédo de Wendland ¢3, foram expostos na Tabela 40, e valem
respectivamente: valor menor que 0,45 (valor menor que 31,82% do suporte global);
valor menor que 0,45 (valor menor que 31,82% do suporte global) e 0,813 (valor
igual 57,49% do suporte global).

5.7 SIMULACAO COM DENSIDADE LINEAR COM AJUSTE DE PONTOS

O mesmo esquema de teste anterior é aplicado agora para a densidade linear.

Emprega-se 0 esquema de ajuste na aproximacao, visando reduzir a dimensao final
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do sistema de equacdes, mas preservando a qualidade dos resultados. Sao

preservados no sistema matricial final apenas os pontos de contorno.

5.7.1 Simulacdo com FBRSC de Suporte Global com Ajuste de Pontos

Tabela 41 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 0 2 9 16 23 49 B85 81
32 12,12% 8,36% 6,25% 4,36% 2,18% 1,19% 0,98% 0,17%
80 13,93% | 11,92% | 10,53% 8,96% 8,97% 5,17% 4,59% 3,48%
120 14,31% | 12,84% | 11,76% | 10,45% 8.72% 6,89% 8,23% 5,08%
160 14,52% | 13,34% | 12,44% | 11,33% 9,78% 8,03% 7,36% 6,22%

Influéncia da Varia¢ao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual (Com Ajuste de Pontos)
18,00%
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E N DY Sre. Peo N~
S 6,00% ~ < e,
t \ \--~ ®e
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0 5 9 16 25 49 65 81
Quantidade de Pontos Internos

Figura 75 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wendland ¢5, em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo
constante e densidade variando linearmente.
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Tabela 42 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA

INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU ¢3; COM SUPORTE GLOBAL.

) MALHA VARIAVEL.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno ] 5 9 16 25 49 B5 81
32 12,83% | 8,12% | 5,77% | 3,85% 1,74% 0,87% 0,66% | 0,16%
80 14,69% | 11,98% | 10,20% 8,40% 6,16% 4,47% 3,94% 2,86%
120 15,21% | 13,13% | 11.86% | 10,07% 7.97% 8,13% 5,50% 4,32%
160 15,51% | 13,79% | 12,52% | 11,10% 9,13% 7,29% 6,61% 5,40%

Influéncia da Varia¢ao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual (Com Ajuste de Pontos)
18,00%
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Figura 76 - Influéncia da variacéo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wu ¢ ; em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo constante e
densidade variando linearmente.

Tabela 43 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno li] 5 9 16 25 49 65 81
32 17,97% 11,47% 7.95% 5,32% 1,93% 1,22% 1,09% 0,14%
a0 19,43% 15,38% 13,42% 11,05% T.77% 5,81% 5,22% 3,66%
120 19,79% 17,12% 15,15% 13,09% 10,11% 7.93% 7.21% 5,55%
160 19,98% 17,79% 16,13% 14,32% 11,60% 9,39% 8,01% 6,93%




169

Influéncia da Variagao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual ( Com Ajuste de Pontos)
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Figura 77 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wendland ¢3, em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo
constante e densidade variando linearmente.

Pode-se perceber pela comparacdo dos resultados expresso na Tabela 41, na
Tabela 42, e na Tabela 43, que para todas as FBRSCs o erro médio percentual
referente a malha mais pobre melhorou na simulacdo do problema com densidade
linear, enquanto os valores das malhas mais ricas pioraram. Para demonstrar isto,
na Tabela 44 foram inseridos os valores referentes a simulacdo do Campo
Constante e do Campo Linear com a Fungdo de Wendland ¢5, com suporte global,

para as malhas mais rica e mais pobre.

Tabela 44 — TABELA COMPARATIVA DOS RESULTADOS DOS ERROS MEDIOS PERCENTUAIS
PARA SIMULACAO COM DENSIDADE CONSTANTE E LINEAR, COM RESPECTIVAMENTE 32 E
160 PONTOS NO CONTORNO. A FUNGAO TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND &g .

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 1] 5 9 16 25 45 65 81
COMST - 32 2,57% 1,96% 1,51% 1,28% 0,90% 0,99% 0,98% 0,88%
LIMEAR - 32 12,12% 8,36% 0,25% 4,36% 2,18% 1,19% 0,98% 0,17%
COMNST - 160 4,40% 4,05% 3,78% 3,44% 3,01% 2,43% 2,23% 1,89%
LINEAR - 160 14,52% 13,34% 12,44% 11,33% 9,78% 8,03% 7,36% 6,22%
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Vé-se que, embora o erro médio percentual seja bem mais alto na auséncia de
pontos internos, com a insercao destes o erro diminuiu bastante na simulacdo do
campo linear. JA 0 mesmo nao pode ser observado na simulagcdo com a malha mais
rica. Os erros médios percentuais que eram grandes na auséncia de pontos internos

ficaram maiores; mas a insercao de pontos internos nao pode melhorar o resultado.

5.7.2 Simulacdo com FBRSC de Suporte Variavel com Ajuste de Pontos

Tabela 45 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIACAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81

Otimizacdo do Suporte-Resultados para a Barra de Secio
Transversal Constante com Densidade Linear{Malha Rica -
241 Pontos Base-160/81 )
Fungdes de Base Radial de Suporte
Compacto
o
—
AL
o+ L =lTY o+
| —
BUN TP e
L
il ) kI .-
Al o2 Al
-}
3 W - T
e & o =
< 2 &
-+
w0
—
Suporte Compacto Erro Médio Percentual
0,45 17,9429% | 19,5967% |43,1829%
0,5 15,9574% | 17,4935% | 39,6374%
0,55 13,6589% | 15,1230% | 35,4088%
0,6 11,4144% | 12,8101% | 21,1201%
0,65 9,2285% | 10,4590% | 26,9059%
0,7 7,3662% 8,4266% | 23,2348%
0,75 5,7929% | 6,7383% | 19,9500%
0,8 4,5310% 5,3322% | 16,8056%
0,85 3,5072% | 4,1594% | 13,6785%
0,9 2,6454% | 3,1859% | 10,5840%
0,95 1,9553% 2,3587% 7,4297%
1,1 2,1491% | 2,4231% | 3,1313%
1,15 2,6109% | 2,8801% | 3,4960%
174 3,1731% 3,2010% 3,2806%
1,25 3,8096% | 3,5841% | 3,5574%
1,3 4,4575% 3,9197% 3,9541%
1,35 5,0685% | 4,1892% | 4,3912%
Suporte Pleno 6,2200% | 5,4000% | 6,9300%
Suporte Otimizado
) 0,712 0,742 0,965
(até 7,0%)
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Otimizac¢ao do Suporte-Resultados para a Barra de Se¢ao Transversal
Constante com Densidade Linear (Malha Rica - 241 Pontos Base-
160/81)
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Figura 78 - Influéncia da reducéo do suporte da FBRSC no erro médio percentual em simulagdes com
ajuste de pontos interpolantes com barra de densidade variando linearmente e se¢éo transversal
constante. Visualiza-se, neste grafico, o comportamento das trés FBRSC analisadas no trabalho: a
Funcéo de Wendland ¢ ,, a Fungédo de Wu ¢; ;3 e a Fungéo de Wendland ¢3 .

As Funcbes 1, 2 e 3 da legenda da Figura 78 representam respectivamente a

Funcédo de Wendland ¢s, (r), a Fungdo de Wu ¢33 (r) e a Fungéo de Wendland
b30 ().

5.7.3 Discussdo dos Resultados para a Densidade Linear com Ajuste de

Pontos

Durante a analise dos resultados da simulacdo, com a Formulacdo MECIC com
ajuste de pontos para barra prismatica, com densidade linear, submetida ao préprio
peso e engastada no topo (Tabela 41, Tabela 42 e Tabela 43); as Fun¢Ges de Base
Radial de Suporte Global apresentaram convergéncia dos erros médios percentuais

com o acréscimo de pontos internos em todas as malhas utilizadas nos testes.
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Da mesma forma que no caso anterior, mantendo-se a quantidade de pontos no
contorno, houve reducdo do erro médio percentual com o acréscimo de pontos

internos a malha de interpolacao.

Comenta-se aqui brevemente que os resultados também ndo foram satisfatorios
para as malhas de interpolacdo sem pontos internos. A explicacdo é idéntica ao

caso anteriormente estudado com densidade constante.

Os melhores resultados da simulacdo da Funcédo de Base Radial de Suporte Global
com a Formulacdo MECIC para densidade linearmente varidvel foram obtidos com a
Funcéo de Wendland ¢3, com erro médio percentual de 0,140%, para a malha: 32 x
81; seguido da Fungédo de Wu ¢33 com erro médio percentual de 0,160%, para a
malha: 32 x 81; e, em ultimo lugar, a Fungédo de Wendland ¢s5, com erro médio

percentual de 0,170%, para a malha: 32 x 81.

Assim como no caso anterior, 0s valores dos erros médios percentuais minimos
deveriam ser menores, quanto maior a quantidade de pontos no contorno, para as
malhas com 81 pontos internos, o que nao foi verificado nos testes. A justificativa
para esse comportamento também an6malo € a mesma que do caso anterior, para

densidade constante.

De acordo com os testes com a Formulacdo MECIC para FBRSC com ajuste de
pontos interpolantes, os graficos da Fungdo de Wendland ¢5,, da Fungdo de Wu
¢$33 € da Funcdo de Wendland ¢3,; também ndo apresentaram comportamento

mondtono decrescente (Figura 78).

No grafico mostrado na Figura 78 apresentou-se apenas o resultado para a malha
mais refinada, e se pode perceber que a curva de erro médio percentual parece
passar por um ponto de minimo e para depois crescer. Este minimo pode estar
relacionado a suficiéncia de um dado valor de suporte para representar a funcao a

ser aproximada.

Mesmo assim, foi possivel nos testes reduzir o suporte das trés FBRSC sem perda
de precisdo dos resultados, mantendo-se o erro médio percentual na faixa de até
7,0%. Os suportes otimizados da Funcdo de Wendland ¢s, -, da Fungéo de Wu

¢$33€ da Funcdo de Wendland ¢3, foram expostos na Tabela 45 e valem
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respectivamente: 0,712 (valor igual a 50,35% do suporte global); 0,742 (valor igual a
52,47% do suporte global) e 0,965 (valor igual 68,24% do suporte global).

5.8 SIMULACAO COM DENSIDADE SENOIDAL COM AJUSTE DE PONTOS

5.8.1 Simulagdo com FBRSC de Suporte Global com Ajuste de Pontos

Tabela 46 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGCAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRAGCAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno 0 5 9 16 25 45 65 81
32 9,12% 6,22% 4,62% 3,17% 1,52% 0,73% 0,57% 0,16%
80 11,12% 9,51% 8,42% 7,16% 5,62% 4,13% 3,64% 2,77%
120 11,62% 10,43% 9,57% 8,51% 7.12% 5,61% 5,06% 4,13%
160 11,89% 10,93% 10,21% 9,30% 8,07% f,60% 6,03% 5,11%

Influéncia da Variagao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual ( Com Ajuste de Pontos)
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Figura 79 - Influéncia da variacéo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wendland ¢5, em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo
constante e densidade variando senoidalmente.
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Tabela 47 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA

INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA

PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGCAO RADIAL TESTADA E A FUNGCAO DE WU ¢3; COM SUPORTE GLOBAL.

_ MALHA VARIAVEL.
Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno 0 ] 9 16 25 49 B85 81
32 10,15% B,35% 4,47% 2,92% 1,24% 0,54% 0,49% 0,28%
80 12,46% 10,16% 8,66% 7,13% 5,24% 3,79% 3,33% 2,42%
120 13,00% 11,30% | 10,04% 8,68% 6,87% 5,28% 4,73% 3,73%
160 13,32% 11,84% | 10,77% 9,55% 7,88% 6,27% 5,68% 4,65%
Influéncia da Variagao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual (Com Ajuste de Pontos)
N
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Figura 80 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a
Funcéo de Wu ¢ ; em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de segéo constante e

densidade variando senoidalmente.
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Tabela 48 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE

SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢;, COM SUPORTE

GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos
Contorno Zero 3 9 16 25 45 B35 81

32 9,12% 6,22% 4,62% 3,17% 1,52% 0,73% 0,57% 0,16%

80 11,12% 9,51% 8,42% 7,16% 5,62% 4,13% 3,04% 2,77%

120 11,62% 10,43% 9,57% 8,51% 7.12% 5,61% 5,06% 4,13%

160 11,89% 10,93% 10,21% 9,30% 10,10% 8,17% 7,48% 6,03%

Influéncia da Variagao de Pontos Base no Erro Médio
Percentual (Com Ajuste de Pontos)
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Figura 81 - Influéncia da variacdo da quantidade de pontos base no erro médio percentual, para a

Funcéo de Wendland ¢3, em testes com ajuste de pontos interpolantes com barra de se¢éo

constante e densidade variando senoidalmente.

Apesar de pequenas diferencas, pode-se perceber que de modo geral

(0]

comportamento das FBRSC’s na aproximacdo do campo senoidal foi similar ao

apresentado para simulagéo do campo linear.
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5.8.2 Simulacdo com FBRSC de Suporte Variavel com Ajuste de Pontos

Tabela 49 - ERROS MEDIOS PERCENTUAIS PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIACAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segdo
Transversal Constante com Densidade Senoidal{Malha Rica
241 Pontos Base-160/81 )
Fungoes de Base Radial de Suporte
Compacto
m
Lt
-’I—|+ "-‘:—I-K/j
o+ L =T
o Ao+ NS
| _— |
Ml I wle =L
Il z 8 il
8 ﬂ? + D
=}
3 o &
= ™~ &
-+
b=
—_
Suporte Compacto Erro Médio Percentual
0,45 14,5611% | 16,1792% | 39,4291%
0,5 12,7437% | 14,2542% | 36,1390%
0,55 10,6133% | 12,0580% | 32,2029%
0,6 8,5402% 9,9300% 28,1921%
0,65 6,5268% | 7,7706% | 24,2305%
0,7 4,9586% | 5,9300% | 20,7931%
0,75 3,7343% | 4,5215% | 17,7227%
0,8 2,8606% 3,4163% 14,7998%
0,85 2,1311% | 2,5888% | 11,9124%
0,9 1,6207% 2,0039% 9,0787%
0,95 1,5425% | 1,6385% 6,2166%
1,1 1,8515% | 2,0998% 2,8067%
1,15 2,0951% | 2,4536% 3,2006%
1,2 2,5068% 2,7414% 3,0610%
1,25 3,0494% | 3,1192% 3,3162%
1,3 3,6315% | 3,4416% 3,6415%
1,35 4,1600% 3,8505% 3,9581%
Suporte Pleno 5,1100% | 4,6500% 6,0300%
Suporte Otimizado
) 0,638 0,671 0,936
(até 7,0%)
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Otimizac¢ao do Suporte-Resultados para a Barra de Se¢ao Transversal
Constante com Densidade Senoidal (Malha Rica - 241 Pontos Base-
160/81)

45,00%
40,00% + = «Fung¢do 1l
35,00% tay === Funcio 2
30,00% . <
55 00% . eeseee Fungao 3
20,00% ey
15,00% R e
10,00% N=g tes
9 =N~
(5)188; e~ L 'o"“w.-n—--—-—-a‘_
) (]

Erro Médio Percentual

Suporte Compacto

Suporte Pleno

Figura 82 - Influéncia da reducdo do suporte da FBRSC no erro médio percentual em simulagdes com
ajuste de pontos interpolantes com barra de densidade variando senoidalmente e secéo transversal
constante. Visualiza-se, neste grafico, o comportamento das trés FBRSC analisadas no trabalho: a

Fungéo de Wendland ¢s, , a Fungédo de Wu ¢35 e a Funcéo de Wendland &3 .

As Funcbes 1, 2 e 3 da legenda da Figura 82 representam respectivamente a

Funcao de Wendland ¢s, , a Fungéo de Wu ¢33 e a Fungdo de Wendland ¢ .

5.8.3 Discussdo dos Resultados para a Densidade Senoidal com Ajuste de

Pontos

Durante a analise dos resultados da simulacdo, com a Formulagdo MECIC com
ajuste de pontos para barra prismatica, com densidade senoidal, submetida ao
préprio peso e engastada no topo (Tabela 46, Tabela 47 e Tabela 48), as Funcbes
de Base Radial de Suporte Global apresentaram convergéncia dos erros médios
percentuais com o acréscimo de pontos internos em todas as malhas utilizadas nos

testes.
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Da mesma forma que no caso anterior, mantendo-se a quantidade de pontos no
contorno, houve reducdo do erro médio percentual com o acréscimo de pontos

internos a malha de interpolacao.

Faz-se uma ressalva que, para o caso simulado com Funcao de Wendland ¢3, para
a malha com 160 pontos no contorno, houve pequena oscilagdo do erro médio

percentual.

Comenta-se aqui brevemente que os resultados também néo foram satisfatérios
para as malhas de interpolacdo sem pontos internos. A explicacéo € idéntica aos de

mais casos anteriormente estudados com densidade constante e linear.

Os melhores resultados da simulacdo com FuncBes de Base Radial de Suporte
Global com a Formulagdo MECIC para densidade senoidal foram obtidos com as
Funcdes de Wendland ¢34, € ¢5, com erros medios percentuais de 0,160%, para a
malha: 32 x 81; seguido da Fungdo de Wu ¢33 com erro médio percentual de
0,280%, para a malha: 32 x 81. A principio, assim como no caso anterior a este,
pode-se afirmar que as trés funcgdes sdo viaveis para aplicacbes futuras em
simula¢cdes no ambiente do Método dos Elementos de contorno, visto que 0s erros
médios percentuais variaram muito pouco e se mantiveram em patamares
pequenos. Todavia, os valores dos erros medios percentuais minimos deveriam ser
menores, quanto maior a quantidade de pontos no contorno, para as malhas com 81
pontos internos, o que ndo foi verificado nos testes. A justificativa para esse
comportamento também andmalo é a mesma que do caso anterior, para densidade

linear e constante.

De acordo com os testes com a Formulacdo MECIC para FBRSC com ajuste de
pontos interpolantes, os graficos da Fungdo de Wendland ¢s,, da Funcéo de Wu
¢$33 € da Funcdo de Wendland ¢3,; também ndo apresentaram comportamento

monotono decrescente (Figura 82).

No grafico mostrado na Figura 82 também apresentou apenas o resultado para a
malha mais refinada, e nela pode-se perceber que a curva de erro médio percentual
também parece passar por um ponto de minimo para depois crescer. Assim como na
secao anterior, este minimo pode estar relacionado a suficiéncia de um dado valor

de suporte para representar a funcao a ser aproximada.
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Mesmo assim, foi possivel nos testes reduzir o suporte das trés FBRSC sem perda
de precisdo dos resultados, mantendo-se o erro médio percentual na faixa de até
7,0%. Os suportes otimizados da Fungéo de Wendland ¢, , da Fungéo de Wu ¢35
e da Fungdo de Wendland ¢z, foram expostos na Tabela 49 e valem
respectivamente: 0,638 (valor igual a 45,11% do suporte global); 0,671 (valor igual a
47,45% do suporte global) e 0,936 (valor igual 66,19% do suporte global).
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6 CONCLUSAO

Durante a etapa inicial da pesquisa, foram realizados testes bidimensionais com
volume para cinco campos escalares Z(x, y) distintos, sob o molde da Formulagéo
MECIC, com o intuito de identificar quais sdo as FBRSC’s que apresentam o0s

melhores e os piores resultados.

De maneira geral, o desempenho das funcdes radiais para a malha com pontos base
internos (Figura 9) foi muito bom, embora algumas funcdes apresentassem erros
relativos mais significativos e comportamento ndo monétonos; que poderiam
decorrer de problemas de truncamento numérico, oscilagdes da funcao radial, alta

ordem dos polinémios, mau condicionamento numérico, entre outros fatores.

As FBRSC'’s listadas na Tabela 50 sdo aquelas que, apresentaram resultados
excelentes em todos 0s casos, isto €, para o Campo Constante, para os Campos

Paraboloides e para campo regido pela Funcdo de Franke.

Essas FBRSC’s apresentaram comportamento grafico monétono decrescente, no
que diz respeito aos graficos de erro relativo do teste vs. quantidade de pontos base

da malha de interpolacéo.

Vale apena salientar que as Funcdes de Wendland (¢s 4, € ¢3,) € a Funcdo de Wu
¢33 Ndo apresentaram comportamento grafico monoétono decrescente para o Campo

Paraboloide, mas os erros relativos se mantiveram estabilizados num patamar
minimo, a medida que se aumentava a quantidade de pontos base da malha de

interpolacao.

Tabela 50 - LISTA CONTENDO AS TRES MELHORES FBRSC'S EM TERMOS DE MAGNITUDE
DOS ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéo Familia de FBRSC: FBRSC:

1° Funcdo de Wendland: ) r3
: dso () = [1 -
+
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2° Funcéo de Wu: 2

$ys (D) = [1 - g]j [16 + 29g+ 20 (g)
3
+5 (g) ]

3° Funcdo de Wendland: . r?
¢ b3 r) = [1 - g]+

Em relacdo as FBRSC’s que apresentaram os piores resultados, chegou-se a um
consenso de que as funcdes listadas na Tabela 51, no que diz respeito a sua
aplicacdo no procedimento de interpolacdo dos campos escolhidos para realizacéo
dos testes, ndo satisfizeram a condicdo de comportamento grafico mondétono
decrescente, e ndo mantiveram 0s erros relativos em patamares aceitaveis, a medida

gue se refinou a malha de interpolacdo com o aumento de pontos base.

Tabela 51- LISTA CONTENDO AS TRES PIORES FBRSC'S EM TERMOS DE MAGNITUDE DOS
ERROS E COMPORTAMENTO GRAFICO.

Colocacéo Familia de FBRSC: FBRSC:

1° Funcéo de Wu: S

bos (1) = [1- g]i [5 + 35§+ 101 (g)2 +147 (%)

; 101(2)“ + 35(2)5 + s(g)e]

2° Func&o de Wendland: . r® ry? r
by, (1) = [1 - g]+ [35 (g) +185+ 3]

3° Funcéo de Wendland: By () = [1 B %]i [32 (g)s s (g)z N 8% . 1]

Salienta-se também que o comportamento grafico monotono decrescente se mostrou
vinculado ao grau da FBRSC, de modo que se verificou uma maior instabilidade dos
resultados dos erros relativos com o refino da malha de interpolacéo para aquelas que

possuem maior grau.

E importante lembrar que as FuncBes de Wu mostraram-se mais suscetiveis a essa

instabilidade dos resultados dos erros relativos que as Fung¢des de Wendland.
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Observou-se também que os resultados dos testes com a malha sem pontos base
internos (Figura 10) ndo foram satisfatorios. A pesar da ocorréncia do comportamento
grafico monotono decrescente em alguns casos simulados, os valores dos erros
relativos se mantiveram em patamares elevados. Portanto, afirma-se que
necessariamente deverado existir pontos de informagéo, que também séo pontos base,
no interior do dominio de interpolagéo para que a aproximacgao da superficie seja bem

sucedida.

Finalmente, o objetivo inicial da primeira etapa da pesquisa foi atingido com sucesso,
a partir da identificacdo das FBRSC’s com melhores resultados nos testes

bidimensionais com volume, sob 0 molde da Formulacdo MECIC.

No que se refere as experiéncias no ambiente do MEC, em que se emprega a
formulagdo para modelagem direta da integral de dominio referente ao termo de n&o
homogeneidade da Equacdo de Poisson — denominada MECIC, varias outras

conclusdes podem ser feitas.

Primeiramente, o esquema funcionou satisfatoriamente, conforme os testes
preliminares no calculo do volume prenunciaram. A singularidade presente na solucéo
fundamental foi devidamente resolvida com o deslocamento dos pontos base para o
centro dos elementos lineares de contorno, sem qualquer prejuizo na precisdo dos

resultados.

As FBRSC'’s funcionaram muito bem superando as fun¢des radiais tradicionais
(simples e cubica) em varios casos aqui testados. Conforme observado nas
simulacées com o problema da barra engastada, a Formulacdo MECIC depende
sobremaneira de pontos base internos para uma boa aproximacdo. Na auséncia
deles, os resultados sdo bastante sofriveis. Entretanto, a convergéncia dos resultados
com a introducdo destes pontos é mais rapida do que com a FDR, alcancando

resultados com melhor precisdo, conforme mostraram trabalhos precedentes.

O tempo computacional é reduzido, comparado a FDR. Nao existem multiplicacbes

intermediarias com as matrizes [H] e [G], que consomem tempo, e a geracado dos

coeficientes de influéncia ( E0() € bastante simples.
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Com a Formulacdo MECIC, o uso das FBRSC'’s € imediato, o que ndo acontece com
a FDR, visto que ndo se pode aproveitar a reducao de coeficientes do suporte na

formacéo do sistema matricial.

A Formulacdo MECIC possibilita, além da reducédo de coeficientes com as FBRSC's,
reduzir também a quantidade de pontos internos que podem dificultar a formacédo de

uma banda na matriz de inércia em futuras aplicagdes em dinamica.

Entretanto, a adocdo da reducdo total dos pontos internos como pontos base no
ajuste, tal como foi realizado no trabalho, apresentou dificuldades numéricas na
aproximacgéao da integral de dominio dos problemas aqui abordados.

No ajuste com completa eliminagdo dos pontos internos como pontos base, o
refinamento da malha ndo produziu reducdo nos valores dos erros médios
percentuais. Estes erros deveriam ser menores, quanto maior a quantidade de pontos
no contorno, o que néo foi verificado nos testes. Todavia, 0os resultados melhoram

com a insercao de pontos internos, para todas as malhas utilizadas.

E possivel conceber uma explicacdo — mesmo que preliminar -para este melhor
desempenho considerando a estrutura algébrica destas FBRSC’s em contraste com a
estrutura das fungdes radiais simples e cubica. Enquanto estas dltimas constroem
uma matriz de interpolacéo que possui diagonal nula (possibilidade de se adotar uma
constante arbitraria), e deste modo seus valores tendem a crescer em dire¢cdo aos
valores mais distantes, o que favorece o mau condicionamento das matrizes
envolvidas no processo de ajuste e interpolagcéo de curvas, dificultando a solugcéo do
sistema linear para obtencao dos coeficientes de ajuste e de interpolacéo. De fato, as
FBRSC’s atuam exatamente do modo oposto. A partir da unidade, reduzem-se, e
podem ser facilmente normalizadas com relacdo as dimensdes do dominio. Dessa
forma, a medida que os demais pontos estdo mais afastados do ponto base, menores

séo seus coeficientes de interagéo.

Por outro lado, esta mesma estrutura das FBRSC’s pode explicar o mau desempenho
da técnica no caso do ajuste das funcdes sem considerar pontos internos como
pontos base. Na auséncia de informacdo interna, os valores dos coeficientes de
interacdo entre o ponto base e os demais se reduzem com a distancia. Nao havendo

pontos internos, o sistema matricial se ressente deles para uma melhor aproximacao.
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Quanto mais numerosos estes ficam, menor ficam estes coeficientes gerados pelas
FBRSC's.

De modo geral, os resultados foram satisfatorios para diversas aplicacdes mostradas,
e a Formulacdo MECIC d& um passo na superacdo das limitacbes do MEC em
aplicacbes que envolvem sistemas de grande dimensdo, exigidas em problemas

relacionados a Sismica de Prospeccao.

Assim, o presente trabalho deu continuidade de uma nova formulacéo cujo objetivo é
exatamente gerar resultados precisos com a possibilidade de reducdo do tempo de

processamento computacional.

6.1 SUGESTAO DE NOVOS TRABALHOS

Conforme exposto no tépico de metas decorrentes, a Formulacdo MECIC permitira
construir uma matriz de massa de modo similar ao utilizado para aproximar o termo
referente a acdo de dominio no caso do problema de Poisson. Assim, uma préxima
etapa de interesse € resolver o problema de autovalor, precedendo a andlise de
problemas dinamica. Isto para que se possa fazer uma afericdo detalhado do
método nestas novas condicdes, em que uma matriz de massa precisa ser

construida.

Um exame detalhado das potencialidades da Formulacdo MECIC nos problemas de
autovalor podera dar uma ideia mais precisa da possibilidade de haver reducédo do
custo computacional da solucéo incremental requerida nos casos de resposta. E
preciso verificar se 0 modelo se apresenta viavel e efetivo sob o prisma da precisdo
na construcdo da matriz de massa, comparando seus resultados com os obtidos

com outros métodos e com alguns problemas que dispdem de solucéo analitica.

Havendo sucesso nesta etapa, a matriz de massa podera ter uma banda relacionada
ao tamanho do suporte, que propicia 0 uso de esquemas de solugéo de sistemas
matriciais mais rapidos. O fato de se integrar apenas no contorno fara com que esta

operacao se restrinja apenas a fronteira estabelecida pelo suporte das funcdes.
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APENDICE A - Célculo das Funcdes Primitivas das FBRSCs

APA.1 CALCULO DAS FUNCOES PRIMITIVAS PARA AS FUNCOES DE
WENDLAND DE SUPORTE COMPACTO

(@ Para¢,,(r)= (1 - §)+:

r
M1-= ,0<r<é
¢1'0 (r) = {( 6)+
0 ,r>06
- 20 diferencial ¥ 4 14¥ — pi (. .
Solucionado a equacéao diferencial oz + - = F (5)’ tem-se que;
el _ 10 i(m
dr - rfrd) (S)dr
. 1 (1!

lIJl=j ;jrq)lgdr dr
Logo,

1/r3 1,
lp(r)=—§ E +ZI' +C11n(r)+ C2
Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

1(r3 1
W) = =3 () +3r°
Portanto;

1(r3 N 1, 0<r<5
w) ={"9\s) 72" o=t

0 ,r>68

Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dy 1(r*\ 1
E—‘§<€>+zr

oo dw dyrn [ 1/r?\ 1 | 1/rt\ 1
""i(r)‘E“i‘E?‘[?(E v 73\5) )"

Redutivel para a forma:



(b)

(€)

Para ¢, (r) = (1 — g)i

2

(1-3) 0<r<s
05 (1) = 5/, U
0 ,r>06

- 0 diferencial ¥ 4 1%¥ — F1 (T} tem-se que:
Solucionado a equacéo diferencial =’ + - = F (5)’ tem-se que,
dqﬂ

Lrgt(5)dr

[0 (5)e)o
Logo,

W) =— ( > < >+—r 4+ Clin(r) + C2

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

wo-{5)-4)4

Portanto;

1 [r* 2(r3 1, 0<r<s
wr) ={16\5z) “9\s /T PU=r=

0 ,r>68
Tem-se entdo que para 0 <r < &:

d 1/(r3 2 (r? 1
dr 4\8? 3\6 2

oo dy o dyrn [1/r%) 2/(r? 1 I
""im—aﬂ—a?—[z@ -3(5) et (G

Para s (1) = (1 —~ g)j

3

¢5’0(r)i (1_§)+ ,0<r<$é

r 1
3+

2
N&o é redutivel a forma: [A - (g)]s [p +q (g) +g (g) ] para s inteiro.
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(d)

1dy

. ~ . d? i
Solucionado a equacao diferencial d—rsz +-—=F (g) tem-se que;

r dr

e (D

-

())
)

L +1 24+ Clin(r) + C2
3 5 41‘ n\r

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

w0--3(5)-36)-4)-

Portanto;

1 (r® 3 /r*\ 1/r +12 0<r<s
w) =1 25\8%) 16\62) 3\8) a" T

0 , >0
Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dg  1/r*\ 3/r r? N
dr = 5\8) 4\82 8
d

w(r)-——(

N| =

Redutivel para a forma:
1,1\3 3,r\2 1
-56) 36 -G)*3]

= [1,60583 - (g)] [0,20000 (g)2

Para ¢, () = [1- (5)] [1+3(3)]

3

0, (0= [1‘(§)]+[1+3(§)] 0<r<3$
0 , >0

—0,42883 (g) + 0,31137]
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(€)

. - - . dPy  1dy i(r ]
Solucionado a equacao diferencial ) + o F (g), tem-se que;
d i

W lirgt(S)dr
o[ ro(5)e)e
Logo,
rt\ 1
qJ()———< > < ) <§>+Zr2+C1ln(r)+ C2

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

PETERTER

Portanto;

1 [r® 8 (r°\ 3/r* 1, 0<r<8
o ={"12\s*) T25\&) "8lez) T PSS

0 , >0
Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dy 1/r°\ 8/r*\ 3/r®\ 1
5*5(34)*3(@‘5(32)*5“
o=t [ 4). (¢
1 4 8 3 1
- [56) 456 36 3]

Redutivel para:

-36) +5G) -36) +3

= 1485639059 - (5)] 0.5 (%)3 - 08571804700 (5)

+ 02265392125 (g) + 0,3365555024]

Para by, 00 = [1= ()], [1+5(5) +8(3) ]

2
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5 2
¢,, (M= [1‘(§)]+[1+5(§)+8(§)] ,0<r<3$
0 ,r>96

1dy
r dr

. ~ . d? i
Solucionado a equacao diferencial d—rsz + = F! (g) tem-se que;

W= frgf(5)ar

HRIAnE

Logo,

o) = 8 [r° +35 r8 8/r’ +35 ré 7 (r* +12+C11()
) =—57l57) tea\se) "7\55) T36\57) “16\52) " nr

+ C2

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

o) = 8 [r° +35 ré 8 /r’ +35 ré 7 [(r* +12
b =—51\57) tea\se) "7\55) T36\57) "16\52) "

Portanto;

8 [r? +35 r8 8/r’ +35 ré 7 [r* +120< <s
wr) =4"81\57) Tea\s5) " 7\55) T36\5%) “16\sz) T2" V=TS
0 ,r>0

Tem-se entdo que para0 <r < é:

dg  8/(r® +35 r’ 8r6 +35 r’\ 7/(rd +11
ar . 9\s7) " g \&6 55) "6 \52) alszr) 2T

dr 0= dr r

8/rd +35 r’ g ré +35 r° 7 (r3 +1 15
9\s7) "8 \56 55) "6 \s%) a\sz) T2 T

6 2

SRR O,

‘l’l] (r) =

Redutivel para:
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8 r\7  35/T\° 5 35/\* 7,2 1
30 20 - TG -6
= |1,480138667 — (g)] [0,8888888889 (g) ré — 3,059321185 (g)s
4 r\3 I 2

+3,471780420 (g) — 0,6946168916 (8) —1,028129319 (8)

r
+0,2282260409 (g) n 0,3378061876]

(f)  Parads, (1) =[1- (g)]i [1+4(3)]:

4

¢;, (1) = [1_(§)]+[1+4(§)] 0<r<$§
0 ,r>6
Solucionado a equacao diferencial ZZTLZP + %Z_‘f — Fi (g) tem-se que;

el (G)ar
wiz.f(%frq)i(%i)dr)dr

Logo,

()—4 LN L e o) o5 +12+c11()+cz
v =55 ) 12\ ) tsls) Tsle) Tat mr
Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

_ 4 r’ 5 (r® +4r5 5 (r* +12
v =15\ ) "12\5%) T5\s) TsleE) Tt
Portanto;

4 (r7 5 (r® +4 rs 5 /r* +120< <s
() ={29\55)  12\8%) T5\53) “8l\sz) T =TS
0 , >0

Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dyp  4(r®) 5(r 4 rY\ 5/rd +1 L
ar ~7\85) " 2\&* 53] 2\82) 2"
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. dy dg r; [4/r®\ 5/(r° r*\ 5(r3\ 1]r
L = v =——=|-— | ——=—| — ) — = — —| =
Wi = E N T T [7(55 2\5t) P H&) T2\&) ot
5 r rnd 5,2 1
- O -36) 4@ 56+
S 2
5] [p+q(§)+g(§) +---],parasinteiro.

Para ;. (r) = [1- (g)]i [35 (g)z +18(3) + 3]:

6 2
a0 <[ GLE u@ ] osres
| 0 ,r>08
Solucionado a equacao dlferenc:|a| w + %Z—f = F! (g) tem-se que;
WLt (D) dr
) 1 o
o= [ (o (5)er)e
Logo,

7 rto 64 (r° 105 /8 64 (r’ 35 (r® 7 (r* 3,
YO =50\5) 27\ T e \s) "7 \s) Te \st) T2lg) Tat

+ ClIn(r) + C2

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;
o) = 7 (% 64 /r° +105 r8 64 (17 +35 ré 7 (r* +3 X
YO =20\ ) " 27\57) T e \5¢) 7 \ss) T e\ Talgz) Tt
Portanto;
W(r)

7 (110 64 (r° +105 r8 64 (r’ +35 ré 7 (r?* +3 2 g<r<s
=120\s%) 27\57) T 16 \5¢) " 7 \s5) T 6 \5*) " a\g2) st TS

0 ,r>6

Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dp  7(r% 64(r® +105 r’ 64 ré e r° ; r3 +3 L
dr2\g%) 315"/ 2 \g° s st 8) 2



(h)
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-7 -5E) TG -GG -

2

RO RS O RLORE O

N&o € redutivel a forma: [A — (g)]s [p +q (g) +g (g)z + - ],para s inteiro.

Para ¢ 5 () = [1 - (g)]i [32 (§)3 +25 (g)2 +8 (g) + 1];

. ] 32( T 25 )2+8(£)+1 0<r<3$
b, (1) = 5
,r>0
_‘l’ 1dy _ (T i .
Solucionado a equacao diferencial = + - = F (5)’ tem-se que;

= (par
. 1 (1!
L|J‘=f<;frq)‘<g)dr)dr
Logo,
32 (r13\ 77 (r'?\ 64 /r'Y\ 231 /r% 352/(/r° 231 (r®
v :ﬁ<@)_ﬁ<ﬁ)+ﬁ<§)_W<§>+7(§> _3_2<§>

e I L Far2+cll (r) + C2
6 \5¢) 16\52) 4" nr

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;
32 [r13 77 (r1? 64 (rit 231 (r10 352 /r° 231 /18
VD ===t =) = =)t s ==
169 \ 611 48\ §10 111\ &8° 20 \ &8 27 \ &7 32 \ 8%
11/re\ 11 1,
tole)16le) T
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Portanto;
W(r)
32 (r13 77 (112 64 (r! 231 (r10 352 (r°
f @<@>_E<W>+H<§>_%<§>+7<§>
=4 231 (r® 11 [r® 11 [r* 1 )
I_3_2<5_6>+?<§>_E<5_2>+Zr O=r=?o
0 ,r>08

Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dy  32(r'?\ 77 (r" + 64 ri® 231/r° +352 r8 231 (r?
dr  13\811) 4 \§&1° 9 2 \88 3 \&7 4 \8¢

6
11 r° 11 (r3 +1 )
54) 4 \sz) " 2"
1 - —r. = — —
i) = ar T dr T

_[32 rt? 77 (r11 rto 231 (r° 352 (r®
- E(aﬁ)‘T(ﬁ)*“(?)‘?(@)*?(ﬁ)
231 (17 r’\ 11(r®\ 1 g
_T<5_6>+11<§>_T<5_2>+5rl?
32 177 10 o 231 8 352 7
- BO) - TR e ) - B0 26
231 6 4 11 2 1
‘T@ +11(§) +‘T(§) +5]ri

N&o € redutivel a forma: [A - (g)]s [p +q (E) +g (5)2 + - ] ,para s inteiro.

AP1.2  CALCULO DAS FUNCOES PRIMITIVAS PARA AS FUNCOES DE WU DE
SUPORTE COMPACTO
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Para Poa (1) = [1- (g)]i [5 +35(D) +101(5) + 147 () +101(5)" +

35r65+5r66:

7 2 3 4 5 6
b, () [1 - (g)L [5 +35 (g) +101 (%) + 147 (g) +101 (g) +35 (g) +5 (g) ]
0 ,r>0

. ~ 1 . d? 1d
Solucionado a equacéao diferencial d—rlf +- - d‘f = F!

= e (G)ar
Lpiz.f(%frd)i(%i)dr)dr

Logo,
1 ris 3 (r13 13 (rit 143 (r° 429 (r8 143 (17
Y(r) = — +— =] -—==|+—=|=]|-——(=]+—(=
513 13\ 611 11\ &° 27 \ &7 64 \ &6 36 \ &85

39 r* 5
— +—r + ClIn(r) + C2

( ) tem-se que;

82

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;
o) = 1 (r1° 3 ri3 13 /r1? +143 r° 429 (8 +143 r’
b = s ) T13\et) 11\ ) T 27 \57) " ea (56 ) T 36 (50
39 5
tel(g) i
Portanto;
( 1 [r1 N 3 /ri3 13 /ril +143 r?
45 813 13 811 11\ &° 27 \ &7
W) =4 429 (r8 L1437\ 39/t 5, 1, 0<r<s
64 \56) " 36 \85) 16\52) T2t T4" p=Ts

0 ,r>8

Tem-se entdo que para0 <r < é:

dgp  1/r* L3 riz 13 rl0 +143 429 +143 ré
dr  3\8&13 811 89 3 \87) 8 56 6 \&8°

39 /13 +51
4 \52) 2"



(b)
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1/rt# rt2 rto 143 (18 429 (r’
=l‘i(s?)”(ﬁ)‘13%)*7(5)‘?(8—6)
143 [r® 39 (13 5 .1
+T<6_5>_T<§)+Erl?
1,113 9 143 ;1\7 429 ;1\
= [56) +36) 8@ +56 -5 6
143 ;r\* 39,12 5
+T(§) —z(é) +§]ri
Redutivel  a: [1,437772 - (g)] [—4,131519726 (g)3 — 5,940182799 (g)2 +

1,209372413r6—30,66847356r86+9,530732116r565+13,70301818r64—3,3226
00695r89+8,222858296r88+11,82259421r67+0,333333333333333r612+0,47
92572820r811-2,310937375r510+1,738801609

Para ¢, 5 (r) = [1 - (g)]i [6 +36 (g) +82 (g)2 +72 (g)3 + 30 (g)4 +5 (g)s]

0,5, (0= [1- (g)]j [6 +36 (%) +82 (%)2 +72 (%)3 +30 (%)4 +5 (g)s] 0<r<s
0 ,r>0
Solucionado a equacao diferencial % + %% = F! (g) tem-se que;

W= frgl(5)ar

. 1 (1!

QJ‘:](;frd)‘(g)dr)dr

Logo,

RS i Y T R g PRI LTS
169\61t) 11\ &° 9 \&7 7 \8° 2 \&8* 4 \6%2) 2

+ ClIn(r) + C2

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;
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=+ 5 (ri3 3 (rit +11 r? 33 /r’ +11 ré 11 /r* +3 5
bir 169\511) " 11\8°) "o \s7) " 7 \s5) T2 \5%) "2 \52) T2

Portanto;
W(r)
N 5 (ri3 3 (rit +11 r° 33 /(r’ +11 ré 11 (r* +3 2 <<
={"Teo\s11) 11\ ) T o \s7) T 7 \s5) T2 \sr) T \sz) T2" M=
0 ,r>68

Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dl.lJ 5 r12 I.10 I.8 I.6 r5 3
—_ = —_— — — _ 1
I +13<811> 3(89>+11<87> 33(85>+33<84> 11<82)+3r

‘l’l](r) = (;_lfr,i = ((ij_lf %
5 [(ri2 rlo0 ré ré re r’
=[+E<67> 3(59>*“(w)‘“(&s)*33<64>‘“<8_2>
I
+ 3r l .
5 11 9 7 5 * 2
[0 3@ 1) -8 86 -1 E)
+ 3] I

N&o € redutivel a forma: [A - (g)]s [p +q (g) +g (g)z + - ],para s inteiro.

(© Parag,, ()= [1 - (g)]i [8 + 40 (g) +48 (g)2 +25 (g)3 +5 (2)4]

5 ) s .
b =1L pro0@)r ) +25G) +5G)] osres
| 0 ,r>0
Solucionado a equacéo diferencial T‘l’ + i% — Fi ( ) temos que:

= () ar
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¢i=f(%fr¢i(%)dr)dr

Logo,

o) 5 (r11 1 9 r’ +21 r° 9 r* £ 202 4 CLInG)

b =7\ 387 55) "5 \53 5z) el mr
+ C2

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

5 (r'\ 1/r°\ 9/r”\ 21/r>\ 9/(/r*
‘“)"E(?)*i(?)‘7(@)*?(@‘5(5—2)““
Portanto;

5 (r'Y\ 1/r°\ 9/r”\ 21/r%\ 9/(/r*
tu(r)={‘E(?)W(?)‘?(?)+?<5_3>_E<5_2>+2r2 O<r<b

0 ,r>68
Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dy 5 (ri® ré ré r# r3 .
=1l ) 3l5) -9 g ) 215 ) 185 )+ 4

i _dl.'J _dll) I
vim == T

S ) w s () mo (B ) w2t (B =18 (L ) 4 4 |5
“Ta\e) e 0\s) T s TP \eE) T T
9 7 5 3 2

_ [—%@ +3(g) —9(%) +21(§) —18(%) +4lri

N&o € redutivel a forma: [A - (g)]s [p +q (g) +g (g)z + - ],para s inteiro.

(d) Parag,, (r) = [1 - (g)]i [16 +29 (g) +20 (g)2 +5 (g)g]
2+5(§)3l 0<r<$
0 ,r>96

b, () {[1 - (g)r [16 +29 (g) +20 (g)

Solucionado a equacéao diferencial rw + ii‘f = F!

Wi (D) dr

oS afo()e

( ) temos que;
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Logo,

()—5r9 3 (= +7 C)_ 35 +4r® + ClIn(r) + C2
Y =g1\7)"7\&) Ts\s) "o \E) T d

Para C1 e C2 arbitrariamente nulos;

5%\ 3(r7\ 7(r*\ 35(r 42
"’(”—8—1<§>‘7<a—s>+§<5—3>‘6<§>+ "

Portanto;

5 /r° 3/r’ 7 (13 35 /13 X
w)=1{81\57) " 7\&5) t5\5) "ol )TN 0Sr=o

0 ,r>06
Tem-se entdo que para 0 <r < &:

dyy 5(r® 3r6 7r4 35 (r? -
E‘§<5_7>_ (5—5>+ (5)‘?(3)* '

i _dy  dgrn [5(r® ré r*\ 35 /r? I
'i(”—arri—a?—[5(5)‘3<5—s>+7<§ —3\F) T
5,1\’ r\° r\3 35,r\!
= [5(5) -3(5) +7(3) -3 ) +Slfi

N&o € redutivel a forma: [A - (g)]s [p +q (E) +g (5)2 + .- ],para s inteiro.
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APENDICE B - Célculo do Volume Analitico dos Campos Utilizados nos

Testes Bidimensionais com Volumes.

(@) Para o campo constante igual a Z(x,y) = 1:

V= J:J:(l)dy dx

V= fo []bdy = jo "Dy

V=[yl§ = luv.

(b)  Para o campo paraboloide igual a Z(x,y) = (x — 0.5)? + (y — 0.5)%:

11 0.5 0.5
V= f f((x —0.5)2+ (y—0.5)?) dxdy = f f ((w)? — (v)®»dudv
00 -0.5 -0.5
0.5 r,,3195 0.5 2
0.5
V= j lu?l + [uv?]%5 cdv = f <T + 172) dv
-0.5 -0.5 —05
V=I' l +[—l = —-u.v.
3 -0.5 3 -0.5 6
(c) Para o] campo Funcéo de Franke igual a
Z(x,y) =

0.15 + 0_75e—o.z5(9x—2)2—0.25(9y—2)2 + 0.75e—(9x—2)2/49—(9y—2)2/10 + 0_5e—0.25(9x—7)2—0.25(9y—3)2 _

PO

11
V= jj(o_ls_l_ 0_75e—0.25(9x—2)2—0.25(9y—2)2 _|_0_75e—(9x—2)2/49—(9y—2)2/1o
00

+ 0_56—0.25(9)(—7)2—0.25(9y—3)2 _ O'Ze—(9x—4)2—(9y—7)2) dxdy
= 0.614228126 u.v.
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(d)  Para o campo paraboloide igual a Z(x,y) = (x — 0.5)% + (y — 0.5)% + 0,25 :

11 0.5 0.5
V= f f((x _05)% + (y — 0.5)2 + 0,25) dxdy = f j (W? + (v)? + 0,25)dudv
00 -0.5 -0.5
0.5 [4,31°%° " (0.52
V= f ?l + [uv?]%3s + [u 0,25]%3 sdv = J (T +v? + 0,2517) dv
-0.5 -0.5 -0.5
0.52,1%5  [p31°5 c
V= +|=| +1[025v]%5: = —u.v.
3 3 12
-05 ~0.5

(e)  Para o campo exponencial igual Z(x,y) = e3*73e3Y73 + 0,25:

11
V= f f(e3x"3e3y‘3 + 0,25) dxdy = 0,350323 u.v.
00
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APENDICE C - Resultados dos Testes Bidimensionais com Volumes para

APC.1

0.20
0.1%
0.18
0.17
0.16
0.15
0.14
0.13
0.12
0.11
0.10 +
0.0%
0.08 1
0.07 -
0.06 -
0.05
0.04 1
0.03
0.02 -
0.01

]

Erro Relativo

os Trés Campos Escalares Z(x, y) das FBRSC néo Selecionadas.

PARA O CAMPO CONSTANTE

Fungao de Wendland

Pyp (1) = [1 _E]

81,

Quantidade de Pontos Base

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 50100 200 300 400 300 600 700 800 900

RELATORIO:

PB: PB.Cont PB. INT N: vol: ERRO:
9 8 1 2 0.917412341 0.08258765940
21 16 5 4 0.955553889 0.04444611070
7 24 13 6 0.966981113 0.03301888700
7 32 25 8 0.973742306 0.02625769380
81 40 41 10 0.978245020 0.0217549B8010
109 48 61 1z 0.981452107 0.01854789260
141 56 85 14 0.983848453 0.01615154740
77 64 113 16 0.985704005 0.01429599520
217 7 145 18 0.987181306 0.01281869410
261 80 181 20 0.988387644 0.01161235570
309 B8 221 22 0.989383161 0.01061683890
36l 96 265 24 0.990223944 0.00977605581
417 104 313 26 0.990948498 0.00905150175
77 112 365 28 0.991566837 0.00843316317
541 120 421 30 0.992110491 0.00788950920
609 128 481 32 0.992592514 0.00740748644
681 136 545 34 0.993010283 0.00698971748
757 144 613 36 0.993385613 0.00661438704
837 152 685 38 0.993726194 0.00627380610
921 160 761 40 0.994033396 0.00596660376

Figura 83 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o Campo de
Interpolagéo Constante e Fungdo de Wendland ¢, , com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.

0.20
0.1%
0.18
0.17 4
0.16
0.15
0.14
0.13
0.12
0.11
0.10
0.09
0.08
0.07 4
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02 4
0.01

Erro Relativo

Fungio de Wendland

0, M =[1-7] [1+3

3
+

0

3

]

Quantidade de Pontos Base

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 50100 200 300 400 500 600 700 BOO0 9

00

RELATORIO:

PE: PB.Cont FE.INT N: vol: ERRO:
9 8 1 2 0.897212446 0.10278755400
21 16 5 4 0.941948295 0.05805170540
7 24 13 6 0.960285783 0.03971421720
7 32 25 8 0.969923496 0.03007650380
81 40 41 10 0.975837111 0.02416288850
109 48 6l 12 0.979817986 0.02018201350
141 56 85 14 0.982683957 0.01731604340
77 64 113 16 0.984836102 0.01516389850
217 7 145 18 0.986520708 0.01347929240
26l  BO 181 20 0.987864256 0.01213574410
309 B8 221 22 0.988969743 0.01103025670
361 96 265 24 0.989881814 0.01011818650
417 104 313 26 0.990673006 0.00932699442
77 112 363 28 0.991328895 0.00867110491
541 120 421 30 0.99189B8596 0.00810140371
609 128 481 32 0.992403448 0.00759655237
681 136 545 34 0.992863655 0.00713634491
757 144 613 36 0.993243098 0.00675690174
837 152 685 38 0.993622541 0.00637745857
921 160 76l 40 0.993929803 0. 00607019663

Figura 84 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo constante e Fun¢édo de Wendland ¢, ; com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.



0.20
0.19
0.18
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RELATORIO:

PE: PB.Cont FE.INT N: vol: ERRO:
9 8 1 2 0.912205653 0.08769434690
21 16 5 4 0.941766024 0.05823397640
7 24 13 ] 0.958374262 0.04162573810
7 32 25 & 0.967571974 0.03242802620
81 40 41 10 0.973273635 0.02672636510
109 48 al 12 0.977113426 0.02288657430
141 56 85 14 0.979867160 0.02013283970
77 64 113 16 0.981941700 0.01805830000
217 7 145 18 0.983551025 0.01644897460
261 8O 181 20 0.984825253 0.01517474650
309 &8 221 22 0.985892892 0.01410710810
361 96 265 24 0.986776590 0.01322340970
417 104 313 26 0.987578392 0.01242160800
77112 363 28 0.988153219 0.01184678080
541 120 421 30 0.989501953 0.01049804690
609 128 481 32 0.989513397 0.01048660280
681l 136 545 34 0.989776611 0.0102233B8870
757 144 613 36 0.990159988 0.00984001160
837 152 685 38 0.991724014 0.00827598572
921 160 76l 40 0.990793228 0.00920677185

Figura 85 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo constante e Fungéo de Wendlandd, , com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:

radial compacta: Funcao de wu:[1-(r/8)]A7[5+35(r/a)+
101 (r/8)A2+. .+5(r/8)AE]

PE: PB.CONTC PE.INT N: vol: ERRO:
g 8 1 2 0.925770521 0.074220947880
21 16 5 4 0.941858530 0.05814147000
7 24 13 <] 0.959947467 0.04005253310
7 32 25 8 0.969817698 0.03018230200
81 40 41 10 0.975824594 0.02417540550
109 48 6l 12 0.979859710 0.02014029030
141 356 85 14 0.982082228 0.01731777190
77 64 113 16 0.984375954 0.01562404630
217 7 145 18 0.9856567 38 0.01434326170
261 B0 181 20 0.987784386 0.01221561430
309 B8 221 22 0.987754822 0.01224517820
361 96 265 24 0.998291016 0.00170898438
417 104 313 26 0.991996765 0.00800323486
77112 365 28 0.991761208 0.00823879242
541 120 421 30 0.991973877 0.00802612305
609 128 481 32 0.992867470 0.00713253021
681l 136 545 34 0.993543148 0.00645685196
757 144 613 36 0.992330551 0.00766944885
837 152 685 38 0.962890625 0.03710937500
921 1a&0 761 40 0.993652344 0.00634765625

Figura 86 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolag&o constante e Fungéo de Wendland ¢, ; com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.



0.20
0.19
0.18
0.17 4
0.16
0.15
0.14
0.13
0.12 4
0.11
0.10
0.0%
0.08
0.07
0.06 -
0.03
0.04
0.03
0.02
0.01 4

Erro Relativo

Funcdo de Wu

0, =1 -7

+

[pra0@)+s0() +25(5) ()]

1]

T T T T T T T T
0 50100 200 300 400

T T T T T T T T T T
300 600 700 300 900
Quantidade de Pontos Base

207

RELATORIO:

radial compacta: Funcao de wu:[1-(r/8)]1A5[8+40(r/a)+
48(r/a)A2+. . +5(r/B)nd]

PE: PB.CONt PE.INT N: vol: ERRO:
9 & 1 2 0.910390854 0.08960914610
21 16 5 4 0.944895804 0.05510419610
7 24 13 6 0.961559892 0.03844010830
7 32 25 & 0.970574021 0.02942597870
81 40 41 10 0.976225376 0.02377462390
109 48 6l 12 0.980080485 0.01991951470
141 586 85 14 0.982875109 0.01712489130
77 64 1132 16 0.9840983921 0.01501607890
217 7 145 18 0.986637533 0.01336246730
261 8O 181 20 0.987962365 0.01203763480
309 &8 221 22 0.989047408 0.01095259190
361 96 265 24 0. 989960074 0.01003992560
417 104 313 26 0.99072B8855 0.00927114487
77112 365 28 0.991376698 0.00862330198
541 120 421 30 0.991963744 0.00803625584
609 128 481 32 0.992451191 0.007 54880905
681 136 545 34 0.992900312 0. 00709968805
757 144 613 36 0.993286610 0.00671339035
837 152 685 38 0.993638813 0.006326118650
921 160 761 40 0.993956029 0.00604397058

Figura 87 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagédo constante e Fungéo de Wu ¢, 3 com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui
pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:

radial compacta: Funcao de wu:[1-(r/8)]r6[6+36(r/a)+
B2(r/B)A2+..+5(r/8)A5]

PE: PB.CONT PE. INT N: vol: ERRO:
g 8 1 2 0.918373227 0.08162677290
21 16 5 4 0.943158746 0.05684125420
7 24 13 <] 0.960239708 0.03976029160
7 32 25 8 0.969817817 0.03018218280
81 40 41 10 0.975761652 0.02423834800
109 48 6l 12 0.979767323 0.02023267750
141 56 85 14 0.982649148 0.01735085250
77 64 113 16 0.984B0B505 0.01519149540
217 7 145 18 0.986492038 0.01350796220
261 BO 181 20 0.987854242 0.0121457577
309 B8 221 22 0.98B8E81469 0.01111853120
361 96 265 24 0.9589884853 0.01011514660
417 104 313 26 0.9907 56989 0.00924301147
77112 365 28 0.991706848 0.00829315186
541 120 421 30 0.991653442 0.00834655762
609 128 481 32 0.992400706 0.00759029388
681l 136 545 34 0.982803345 0.01719665530
757 144 613 36 0.993526459 0.00647354126
837 152 685 38 0.993005753 0.00699424744
921 1a&0 76l 40 0.991413116 0.00858688354

Figura 88 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolag&o constante e Fungéo de Wu ¢, 3 com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui
pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:

PB: PB.Cont PB. INT Nz vol: ERRO:
9 8 1 2 0.907860577 0.09213942290
21 16 5 4 0.945087373 0.05491262670
7 24 13 6 0.961684942 0.03831505780
7 32 25 8 0.970649064 0.02935093640
81 40 41 10 0.976275086 0.02372491360
109 48 61 1z 0.980115891 0.019E88410950
141 56 85 14 0.982900977 0.01709902290
77 64 113 16 0.985008836 0.01499116420
217 7 145 18 0.986656129 0.01334387060
261 80 181 20 0.987973332 0.01202666760
309 B8 221 22 0.989060760 0.01093924050
361 96 265 24 0.989969671 0.01003032920
417 104 313 26 0.990730524 0.00926947 594
77 112 365 28 0.991394103 0.00860589743
541 120 421 30 0.991975069 0.00802493095
609 128 481 32 0.992467880 0.00753211975
681 136 545 34 0.992914557 0.00708544254
757 144 613 36 0.993300676 0.00669932365
T 837 152 685 38 0.993654966 0.00634503365
0 g1 160 76l 40 0.993977904 0.00602209568

Figura 89 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo constante e Fungéo de Wendland ¢5; com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:
radial compacta: Funcao de wendland:[1-(r/8)]A6[3+18(r /)
+35(r/8)a2]
Suporte = 1.42
Campo Interpolado: Campo z(x,y)=1
PB: PB.CoONt PE.INT  N: vol: ERRO:
9 g 1 2 0.922759056 0.07724094390
21 16 5 4 0.945739567 0.05426043270
7 24 13 & 0.961221695 0.03877830510
7 32 25 g 0.970301390 0.02969861030
81 40 41 10 0.976052761 0.02394723890
109 48 61 12 0.979973972 0.02002602820
141 56 &5 14 0.982802093 0.01719790700
77 64 113 16 0.984936476 0.01506352420
217 7 145 18 0.986584604 0.01341539620
261 80 181 20 0.987944424 0.01205557580
309 BB 221 22 0.989030480 0.01096951960
361 96 265 24 0.989946544 0.01005345580
417 104 313 26 0.990763664 0.00923633575
77 112 365 28 0.991437912 0.00856208E01
541 120 421 30 0.992227256 0.00777274370
609 128 481 32 0.992459059 0.00754004124
681 136 545 34 0.992126465 0.00787353516
757 144 613 36 0.99370288E 0.00629711151
8§37 152 685 38 0.993505478 0.00649452209
921 180 761 40 0.966064453 0.03393554690

Figura 90 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagdo constante e Funcéo de Wendland ¢;, com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:

rRadial Compacta:Funcao de Wendland:[1-(r/8d)]A8[1+8(r/a)+
25(r/8)A2+432(r/a)»3]

Suporte = 1.42

Campo Interpolado: Campo z(x,y)=1

PBE: PB.CONt PB. INt N: vol: ERRO:

9 g 1 2 0.931419432 0.06858056780
21 16 5 4 0.946872592 0.05312740800
7 24 13 (5} 0.961291075 0.03870892520
7 32 25 g 0.970305741 0.02969425920
81 40 41 10 0.976078808 0.02392119170
109 48 61 12 0.980013549 0.01998645070
141 56 85 14 0.982802510 0.01719748970
77 64 113 16 0.984989524 0.01501047610
217 7 145 18 0.986622095 0.01337790490
261 BO 181 20 0.986377537 0.01362246270
309 88 221 22 0.991287231 0.00871276855
361 96 265 24 0.989575386 0.01042461400
417 104 313 26 0.990753174 0.00924682617
77 112 365 28 0.991718292 0.0082817077
541 120 421 30 0.991600037 0.00839096338
609 128 481 32 0.992180467 0.00781953335
681 136 545 34 0.991607666 0.00839233398
757 144 613 36 0.993038177 0.00696182251
837 152 685 38 0.993180275 0.00681972504
921 160 78l 40 0.993896484 0.00610351563

Figura 91 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo constante e Funcéo de Wendland ¢; ; com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.

AP2.2 PARA O CAMPO FUNCAO DE FRANKE
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RELATORIO:

PE: PB.CONTC PE.INT N: vol: ERRO:
9 8 1 2 0.355313122 0.4215290550
21 16 5 4 0.543150187 0.1157191250
7 24 13 <] 0.556370139 0.0941962525
7 32 25 8 0.575465024 0.0631086454
81 40 41 10 0.585332811 0.0470433012
109 48 6l 12 0.591144800 0.0375810340
141 356 85 14 0.594974935 0.0313453488
77 64 113 16 0.597690344 0.0269245002
217 7 145 18 0.599722803 0.0236155372
261 BO 181 20 0.601296186 0.0210539736
309 B8 221 22 0.602564573 0.0189889651
361 96 265 24 0.603596091 0.0173095912
417 104 313 26 0.604464769 0.0158953313
77112 365 28 0.605195105 0.0147063015
541 120 421 30 0.605823159 0.0136837922
609 128 481 32 0.606359601 0.0128104333
681l 136 545 34 0.606844127 0.0120215956
757 144 613 36 0.607271135 0.0113264015
837 152 685 38 0.607641637 0.0107232016
921 1a&0 761 40 0.607987940 0.0101593994

Figura 92 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo Funcéo de Franke e Fungio de Wendland ¢, , com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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0.450 7 RELATORIO:
0.400 4 Funcdo de Wendland radial compacta: Funcao de wendland:(1-(r/8))A3(A+3(r/8))
0 s . S e e S e e e o 8 e e e S e e o o e o e e o e o o e o e S e e e e
03754 = lq__ Z suporte = 1.42
3 Campo Interpolado: Funcao de Frank
0.300 4 PE: PB.COnNt PB.INT  N: vol: ERRO:
: g 8 1 2 0.394537985 0.35766863800
€ 0275 21 16 5 4 0.637361050 0.03766177220
£ 02504 7 24 13 6 0.611358523 0.00467188982
- 732 25 g 0.610315800 0.00626950601
o 1225 81 40 41 10 0.609786391 0.00723141432
2 02004 109 48 61 12 0.610199571 0.00655873253
s 141 56 85 14 0.610546708 0.00599357346
0.175 4 77 64 113 16 0.610920191 0.00538552133
0.150 4 217 7 145 18 0.611228704 0.00488324277
_ 261 80 181 20 0.611477017 0.00447897427
0.125 4 309 88 221 22 0.611699343 0.00411701528
0100 4 361 96 265 24 0.611870170 0.00383889908
- 417 104 313 26 0.612059355 0.00353089441
0.075 4 77 112 365 28 0.612199426 0.00330285053
0.050 541 120 421 30 0.61229777 0.00314273476
- 600 128 481 32 0.612424850 0.00293584564
0.025 4 \L\ 681 136 545 34 0.612515211 0.00278873299
0 1 757 144 613 36 0.612595558 0.00265792315
0 100 200 300 400 500 600 700 800 oop 837 152 685 38 0.612675190 0.00252827792
921 160 761 40 0.612741113 0.00242095185

Quantidade de Pontos Base

Figura 93 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo Funcéo de Franke e Fungdo de Wendland ¢, ; com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.

Erro Relativo

0.450 RELATORIO:

35 N R A R N R N R N R A N A A R N A A A A R A T R R A T A R A R A AR A R R R R R R R R W
0425 Funcdo de Wendland RadialCompacta: Funcao de wendland:[1-(r/8)]1AS[1+5(r/0)+
0.400 8(r/8)n2]
03'-'5- d} (j ) [1 r]s 1 5r 8 I 2 W e e e e N A A A A A N e R e R R R R e e W

Jrl=(1—% = = =
0.325 4 Campo Interpolado: Funcao de Frank
0.300 PE: PB.COnt PB.INT  N: vol: ERRO:
0.275 4 9 8 0.407373190 0.33677217400
0.250 - 21 16 5 4 0.629378319 0.02466541160

= 7 24 13 6 0.598243237 0.02602435830
0.225 7R 25 g 0.594269753 0.03249342740
0.200 4 81 40 41 10 0.594406128 0.03227140010
- 109 48 61 12 0.598155260 0.026167 58830
0.175 141 56 85 14 0.600033283 0.02311005630
0.150 - 77 64 113 16 0.601728439 0.02035024020
: 217 7 145 18 0.602882385 0.01847154830
0.125 261 &0 181 20 0.603781223 0.01700818540
0.100 4 309 &8 221 22 0.604767561 0.01540236920
- 361 96 265 24 0.605204344 0.01469126060
0.075 4 417 104 313 26 0.606439590 0.01268020550
0.050 4 77112 365 28 0.606226265 0.01302751150

- 541 120 421 30 0.599609375 0.02380020360
0.025 4 609 128 481 32 0.607378006 0.01115240900

Ot T 681 136 545 34 0.607061386 0.011667 88490

200 3 < 5 757 144 613 36 0.608039856 0.01007487810
0 100 200 300 400 300 600 700 800 900 g37 355 685 38 0.609130859 0.00829865970
Quantidade de Pontos Base 921 180 761 40 0.611270905 0.00481453817

Figura 94 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo Funcéo de Franke e Fungio de Wendland ¢, , com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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0.450 - RELATORIO:
o N 2 i Radialcompacta: Funcao de wu:[1-(r/8)]A7[5+35(/B)+..+5(r/a)n6]
04004 o r r Iy = E N R R A A R R
I [1—ﬂ [5+ ss=+101(3) + 14?(6)
0375+ + § & ~| suporte = 1.42
0.350 1 +101(Ej4+35(5j5+5(5‘]6] campo Interpolado: Funcao de Frank
03254 &/ &/ &/ EEEREAAARERAREENREE
X PE: PB.Cont PB.INt N vol: ERRO:
0.300 - 9 2 0.414347410 0.32541772700
2 931754 21 16 5 4 0.628981113 0.02401873660
£ 0250 7 24 13 6 0.587131023 0.04411570360
= 10 732 25 8 0.569290161 0.07316169140
& 52254 81 40 41 10 0.572269440 0.06531124420
€ 12004 109 48 &1 12 0.592008028 0.03456386920
50 141 56 85 14 0. 580696106 0.05459213260
0.175 77 &4 113 16 0.575317383 0.06334901600
0.150 4 217 7 145 18 0.699218750 0.13836979900
: 261 &0 181 20 0.618164063 0.00640793378
0.125 300 8§ 221 22 0.601684570 0.02042166140
0.100 - 361 96 265 24 0.525390625 0.14463275700
: 417 104 313 26 0.625366211 0.01813346150
0.075 77 112 365 28 0.614501953 0.00044580136
0.050 4 541 120 421 30 0.611450195 0.00452264212
- 609 128 481 32 0.391113281 0.36324426500
0025+ 681 136 545 34 0.641479492 0. 04436684400
s et 8] @ pman s
0 100 200 300 400 300 600 700 800 800g5; 7gq 761 10 0.551269531 0.10250034900

Quantidade de Pontos Base

Figura 95 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de

interpolagéo Fungédo de Franke e Fungéo de Wu ¢, ; com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.

Erro Relativo

0.450 RELATORIO:
0.425 Fungdo de Wu radialcompacta: Funcao de wu:[1-(r/8)]1A5[8+40(r /B)+...+
0.400 - r5 5(r/o)r]
0.375 ¢2:3 () [1 5]+ Suporte = 1.42
0325 4 r Campo Interpolado: Funcao de Frank
0.300 & B PE: PE.CONt PB.INT  N: vol: ERRO:
0275 4 9 8 1 2 0.405420721 0.33995091900
. ry3 ry¢ 21 16 5 4 0.616557240 0.00379193178
0.250 1 +25{5) +5(5] 37 24 13 6 0.597769439 0.02679572810
0225 4 57 32 25 8 0.601159811 0.02127600090
81 40 41 10 0.602781475 0.01863583550
0.200 4 109 48 61 12 0.604419649 0.01596879030
0.175 4 141 56 85 14 0.605616391 0.01402042340
0150 77 64 113 16 0. 606600404 0.01241839210
. 217 7 145 18 0.607379079 0.01115066280
0.125 261 80 181 20 0.608014703 0.01011582840
0100 309 88 221 22 0.608548999 0.00924596284
: 361 96 265 24 0.608995676 0.00851874612
0.075 417 104 313 26 0.609375834 0.00789982546
0.050 77 112 365 28 0.609710097 0.00735562528
: 541 120 421 30 0.609992743 0.00689546205
0.025 M 609 128 481 32 0.610247970 0.00647993712
e e B R b S Sl ¥ 813 36 0.c10853032  0.00573388456
0 100 200 300 400 300 600 700 800 800 g3 753 685 38 0. 610864878 0.00547557417
Quantidade de Pontos Base 921 160 761 10 0.611012697 0.00523491530

Figura 96 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagdo Fungéo de Franke e Funcéo de Wu ¢,; com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Figura 97 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo Fungédo de Franke e Fungdo de Wu ¢, ; com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
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Figura 98 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo Fungéo de Franke e Fungdo de Wendland ¢, com seu respectivo relatorio. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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Figura 99 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo Funcéo de Franke e Fungéo de Wendland ¢5, com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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Figura 100 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagdo Fungdo de Franke e Fungéo de Wendland ¢5; com seu respectivo relatério. Malha
aplicada possui pontos internos e no contorno.
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Figura 101 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolacéo paraboloide e Func¢éo de Wendland ¢, , com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Figura 102 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolacéo paraboloide e Fungéo de Wendland ¢, ; com seu respectivo relatério. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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RELATORIO:
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+8(r/8)a2]
Suporte = 1.42
Campo Interpolado: Campo Paraboloide
PB: PB.Cont PB.INT  N: wvol: ERRO:
9 g 1 2 0.190212071 0.1412723960
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7 24 13 <] 0.158317268 0.0500964224
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77 64 113 16 0.160577893 0.0365326703
217 7 145 18 0.160790920 0.0352545083
261 80 181 20 0.160948038 0.0343118012
309 &8 221 22 0.161128044 0.0332317650
361 96 265 24 0.161273956 0.0323562920
417 104 313 26 0.161264420 0.0324135125
77 112 365 28 0.161427021 0.0314379036
541 120 421 30 0.1704101586 0.0224609077
609 128 481 32 0.162462234 0.0252266228
681 1386 545 34 0.161560059 0.0306396782
757 144 613 36 0.16184B8068 0.0289116204
8§37 152 685 38 0.164699554 0.0118027031
921 160 761 40 0.160793304 0.0352402031

Figura 103 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolacéo paraboloide e Fungéo de Wendland ¢, , com seu respectivo relatorio. Malha aplicada
possui pontos internos e no contorno.
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Suporte = 1.42
Campo Interpolado: Campo Paraboloide
PBE: PB.CONt  PB.INC  N: vol: ERRO:
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109 48 a6l 12 0.162862301 0.02282622460
141 56 &5 14 0.163126945 0.02123835680
77 64 113 16 0.162918091 0.02249148490
217 7 145 18 0.162811279 0.02313235400
261 B0 181 20 0.164052963 0.01568225030
309 8§ 221 22 0.162891388 0.02265170220
36l 96 265 24 0.172119141 0.03271481390
417 104 313 26 0.165588379 0.00646975636
77112 365 28 0.165412903 0.00752261281
541 120 421 30 0.164936066 0.01038363580
609 128 481 32 0.165733337 0.00560000539
681 136 545 34 0.166366577 0.00180056691
757 144 6l3 36 0.163917542 0.0164947B8080
837 152 G685 38 0.125976563 0.24414065500
921 16a0 7al 40 0.1647338E7 0.01159670950

Figura 104 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolacéo paraboloide e Fungéo de Wu ¢,; com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui
pontos internos e no contorno.
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Figura 105 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagédo paraboloide e Funcéo de Wu ¢, ; com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui
pontos internos e no contorno.
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Figura 106 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolag&o paraboloide e Func¢éo de Wu ¢, ; com seu respectivo relatério. Malha aplicada possui
pontos internos e no contorno.
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Figura 107 - Gréfico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo paraboloide e Funcéo de Wendland ¢5, com seu respectivo relatério. Malha aplicada

possui pontos internos e no contorno.
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Figura 108 - Grafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolacéo paraboloide e Fungéo de Wendland ¢, com seu respectivo relatorio. Malha aplicada

pOSSUi pontos internos e no contorno.
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0.34 Suporte = 1.42
D 27 . iy g8 R R R R R R R R R R R R R R R R T R R R R R R TR R R R R R R W R R R R R W
D.fEr ¢*3,3 (r)= [1 _S] Campo Interpolado: Campo Paraboloide
SU T + R R N R R R R R R TR R R R R W R R R W
028 3 ry2 r PE: PB.CONt PE.INT N: vol: ERRO:
0.36 - [32 (—) + 25 (—) +8-+ 1] 9 8 1 2 0.210168719 0.26101228600
g 4] 0 4] 21 16 5 4 0.163414806 0.01951119300
e 0244 7 24 13 6 0.160738468 0.03556922080
% 0.22 7 32 25 8 0.1613724232 0.03176549080
& 204 81 40 41 10 0.162166804 0.02699920540
o . 109 48 61 12 0.162805200 0.02316883210
= 0184 141 56 85 14 0.163250208 0.02049878240
0.16 77 64 113 16 0.163690090 0.01785948870
0.14 4 217 7 145 18 0.163952827 0.01628306510
012 261 B8O 181 20 0.162292838 0.02624300120
== 309 88 221 22 0.167068481 0.00241085887
0.10 4 361 96 265 24 0.164176941 0.01493838430
0.08 - 417 104 313 26 0.164764404 0.01141360400
77112 365 28 0.165058136 0.00965121388
0.06 7 541 120 121 30 0.164682388 0.01190570000
0.04 609 128 481 32 0.163570404 0.01857780550
0.02 4 681 136 545 34 0.163215637 0.02070620660
0 757 144 613 36 0.164489746 0.01306155320
JLUNPL . L A S L L S B - &= ¥ I ¥ 685 I8 0.165058136 0.00965121388
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Figura 109 - Gréafico representativo do erro relativo VS. quantidade de pontos base para o campo de
interpolagéo paraboloide e Fungéo de Wendland ¢5; com seu respectivo relatorio. Malha aplicada

possui pontos internos e no contorno.
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APENDICE D - Solug&o Analitica dos Problemas Fisicos Abordados no
Trabalho

APD.1 SOLUCAO ANALITICA DA BARRA DE SECAO TRANSVERSAL
CONSTANTE SUBMETIDA AO PROPRIO PESO

Com a finalidade de se avaliar o desempenho das FBRSC em solu¢gdo numérica
problemas fisicos no ambiente do MEC, bem como a efetividade de sua aplicacao
com a Formulacdo MECIC, estuda-se uma barra de secdo transversal constante

engastada no topo e submetida ao préprio peso. Veja Figura 110.

Figura 110 — Barra de secao transversal constante, engastada no topo e submetida ao peso proprio.
Fonte: Cruz (2012), modificado.

A partir da identificagdo do contorno do dominio do problema, é definido, na Figura
111, o sistema de coordenadas adotado e também as condi¢cbes de contorno natural

e essencial do problema.
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Aresta 1

Y

_...'Ir’

L| Aresta2 Aresta 4

Aresta 3
du _
o =0

Figura 111 - Identificac&o do contorno do problema da barra de secéo transversal constante.
Fonte: Cruz (2012), modificado.

Sepdo A

As condi¢des de contorno natural e essencial do problema sao respectivamente:

Para a Aresta 3, x=L:

(66)
E

Para a Aresta 1, x=0:

(67)
Para determinar as equacOes analiticas que regem o deslocamento da barra,
avaliam-se as forgcas atuantes na secao infinitesimal hachurada da Figura 111

através de um diagrama de equilibrio nessa secéo. Veja Figura 112.

(o+da).A

1
dx : F lp.g.A.dx

oA

Figura 112 — Diagrama de equilibrio das forgas atuantes na secao A.
Fonte: Cruz (2012), modificado.
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Do diagrama de equilibro do elemento infinitesimal estatico, da Figura 112, tem-se:

Y-

—(o+do)A+ ocA+pgAdx =0
—o0—do+o+pgdx=0
—do + pgdx =0
do = +pgdx

d0_+
Ix pPg

(68)
A partir do conceito de Mecéanica dos Sélidos definido como Lei de Hooke, onde as
tensdes (o) sdo proporcionais as deformacdes (€), por meio de uma propriedade do
material definida como Mddulo de Elasticidade (E). A Lei é valida para solicitacdes

mecanicas do material dentro do regime elastico. Veja a equacéao (69).

e E du
O = LE= dx
(69)
Derivando a equacao (69) em relagéo a x, tem-se:
do _d%u
dx = dx?
(70)

Inserindo a equacéo (69) na equagao (70), tem-se que:

d?u
T
dfu_ _ pe
dx2 E

(71)
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A equacao diferencial modeladora do problema fisico proposto neste Apéndice
apresenta o formato da Equacao de Poisson. Portanto, encaixa-se perfeitamente na
solucdo numérica encontrada na literatura especializada de Equacdes de Poisson
com MEC.

A equacéao diferencial acima descreve o deslocamento de qualquer ponto da barra

submetido a uma agéo de corpo, que € 0 seu préprio peso.

Nos topicos APD.2, APD.3 e APD.4 serdo desenvolvidos solucdes analiticas deste
problema para as seguintes consideracdes: a densidade é constante em relacéo ao
eixo X, a densidade varia linearmente em relacdo a x, e a densidade varia

senoidalmente em relacao a x.

APD.2 SOLUCAO ANALITICA PARA A DENSIDADE CONSTANTE

Solucionando a ED da equacéo (71) para densidade constante, tem-se:

p = cte
(72)
Assim, tem-se:
d*u_ _ pe
dx?2 E
du pgx
x TETG
pgx?
u=-+ E +cix+ ¢,
(73)

Para se determinar a equacao de u(x), faz-se necessario o calculo das constantes a

partir das condi¢cdes de contorno do problema. Veja a equacédo (66) e equacao (67).
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R
17E
(74)
E
pgo0?
u(0) =+ F +c,0+c,
CZ = 0
(75)
Portanto, u(x) sera:
2
_, pgx”  pgL
u=-+ R + E X
(76)
APD.3 SOLU(;AO ANALITICA PARA A DENSIDADE LINEAR
Solucionando a ED da equacéo (71) para densidade constante, tem-se:
p=X
(77)
Assim, tem-se:
d?u g
- TE”
du g ,
& =+ EX +cq
X3
u=+ E +cix+ ¢y
(78)

Para se determinar a equacao de u(x), faz-se necessario o calculo das constantes a
partir das condi¢des de contorno do problema. Veja a equacéo (66) e equacao (67).
du(L) g

— 0= 4 512
I =0 +2EL+C1
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= =12
‘17 ZE
(79)
E
go?
u(O) =+ E+C10+C2
CZ = 0
(80)
Portanto, u(x) sera:
3
& L8
u=+ GE + °E Lex
(81)
APD.4 SOLUQAO ANALITICA PARA A DENSIDADE SENOIDAL
Solucionando a ED da equacéo (71) para densidade constante, tem-se:
p = sen(x)
(82)
Assim, tem-se:
@ . gsen(x)
dx? E
du g. cos (x)
w-t g ta
. Sen(x
u=+ gT() +cix+ ¢,
(83)

Para se determinar a equacao de u(x), faz-se necessario o calculo das constantes a

partir das condi¢cdes de contorno do problema. Veja a equacéo (66) e equacao (67).

du(L) ~ g.cos(L)
T _O_+T+C1




Portanto, u(x) sera:

g.cos (L)
C1 == —E

g.sen(0)

u(0)=+ +C10+C2=0

C2:0

_, 8sen(x)  g.cos(L)
u=+ E + E X
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(84)

(85)

(86)
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APENDICE E - Malhas Utilizadas na Simulag&o de Problemas Fisicos no
Ambiente do MEC

A seguir, mostram-se as malhas aplicadas aos programas implementados no
ambiente de MEC para solu¢cdo numérica de problemas fisicos, tal como a barra
engastada no topo de secao transversal constantes com densidade constante, com
densidade linear e com densidade senoidal. A distribuicdo de pontos no contorno e
no interior da malha foi combinada para obtencdo de novas malhas. Veja a Figura
113, a Figura 114 e a Figura 115.

1 1
0.9 094
0.8 0.8

- - - L] -
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 4 - 0.5 - - -
0.4 0.4
0.5 0.5
- - - - -

0.2 0.2
0.1 0.1

0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T

] 01 02 03 04 035 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
3 Pontos Internos 9 Pontos Internos

1 1
0.9 0.9
0.84 L] . - L] 0.8 - [ » -
0.7 4 0.7 4 . L] -
0.6+ - . L . 0.6+ - . . -
D M D =4 [ 3 - a
044 [ ) - [ L ] 0.4 . ] » -
0.5 .34 L] - -
0.2+ L] - - . 0.2 L] [ L] L]
0.1 0.1

] T T T T T T T T T ] T T T T T T T T T

] 01 02 03 04 035 06 07 08 09 1 (] 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
16 Pontos Internos 23 Pontos Internos

Figura 113 — Visualizacdo da distribuicdo de pontos internos da malha. De 5 a 25 pontos.
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1
L] . - .
- - » - - - - 081 - - » - L] - -
0.8
- - » - L - - - - » - L] - -
0.7 1 L] L » L]
- - = - - - - - - " - a - -
0.6
- - = - - - - 0.5+ - - [ ] - - - -
- - = - - - - 0.4 - - = - ] - -
0.3 ] - L] 1]
- - = - - - - - - " - a - -
0.2
- - = - - - - - - " - a - -
0.1 4 . . . .
T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
61 02 03 04 05 06 07 08 09 1 ] 01 02 03 04 05 06 07 08 009 1
49 Pontos Internos 65 Pontos Internos

T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

&1 Pontos Internos

Figura 114 — Visualizag&o da distribuicdo de pontos internos da malha. De 49 a 81 pontos.
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044 J 04
0.3 0.3
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0.9 4 0.9 4
F A
0.5 4 0.8 4
A
0.7 4 0.7 4
A
0.6 4 0.6 4
0.5 L 0.5 L
A
044 044
-
0.5 4 0.5 4
A
0.2 0.24
014 0.1 4 1
-
0 * * " - * " " + * 0 + + ¥ - bl bl * - *
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 035 06 07 08 09 1

120 Pontos no Contorno

160 Pontos no Contorno

Figura 115 — Visualizacdo da distribuicdo de pontos no contorno da malha. De 32 a 160 pontos.
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APENDICE F - Tabelas de Tempo de Processamento para a Solucéo de
Problemas Fisicos no Ambiente no MEC com Formulacdo MECIC e

Ajuste de Pontos Interpolantes

APF.1 SIMULACAO DO PROBLEMA DA BARRA DE SECAO TRANSVERSAL
CONSTANTE SEM AJUSTES DE PONTOS.

APF.1.1 Simulagdo com Densidade Constante sem Ajuste de Pontos

Interpolantes

Tabela 52 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 65 81
32 0,066s | 0,078 | 0,090s | 0,113s | 0,141s | 0,245s | 0,338s | 0,457s
80 0,571s 0,044s 0,697s 0,817s 0,930s 1,437s 1,841s 2,333s
120 1,851s | 2,278s | 2,236s | 2,388s | 2,710s | 3,856s | 4,758s | 5,829s
160 4,6995 44,8465 52,2795 52,8155 06,5605 28,7695 10,5255 | 12,6725

Tabela 53 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO DE WU ¢; ; COM SUPORTE GLOBAL.
MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 65 81
32 0,071s 0,0845 0,096s 0,117s 0,149s 0,257s 0,3555 0,476s
80 0,601s 0,669s 0,721s 0,844z 0,978s 1,483s 1,877s 2,417s
120 1,987s 2,118s 2,161s 2,453z 2,797s 3,984s 4,848% 5,954s%
160 4,738s 5,024s 5,332s 5,952s 6,074s 8,918s | 10,975s | 12,7555
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Tabela 54 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGCAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL.MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 65 81
32 0,062s 0,075s 0,084s 0,105s 0,134s 0,2365 0,3255 0,487s
80 0,5465 0,042s 0,663s 0,759s 0,900s 1,3955 1,7865 2,323s
120 1,8445 1,998s 2,072s 2,297s 2,650s 3,774s 4,7655 52,7585
160 4,4995 4,8325 53,1295 52,7005 06,2765 2,083s 10,4135 | 12,531s

APF.1.1.1 Simulacdo com Variacdo do Suporte sem Ajuste de Pontos

Interpolantes
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Tabela 55 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGAO DO SUPORTE DAS
TRES FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizacdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segio
Transversal Constante com Densidade Constante (Malha
Rica - 241 Pontos Base-160/81 )
Fungoes de Base Radial de Suporte
Compacto
m
L
%
N|—|+ - ||K] : H'_|+
LR =] — P ]
| — |
=N (L EL )
Al E ﬁ |
iE é_g + o
(I=]
= Yo 3
i © &
=+
L=]
—
Suporte Compacto Tempo de Processamento
0,6 16,3485 13,3135 15,1335
0,65 14,2455 15,7915 14,6395
0,7 16,6465 18,1405 15,3805
0,75 12,9865 18,2555 16,1415
0,8 13,038s 14,8955 24,5525
0,85 13,1535 17,0045 16,4115
0,9 13.731s 14,1335 35,4075
0,95 13.753s 17,1765 40,6985
1,1 14.089s 15,0095 14,7965
1,15 13.5535 14,9825 30,9425
1,2 13.804s 13,8765 15,2335
1,25 13.768s 13,7435 36,1915
1,3 13.4065 19,5045 34,5365
1,35 13.2955 15,3375 31,3015
Suporte Pleno 13.357s 17,797s 14,9655
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APF.1.2 Simulagcao com Densidade Linear sem Ajuste de Pontos Interpolantes

Tabela 56 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGCAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 25 49 65 81
32 0,0625 0,078s 0,093s 0,109s 0,140s 0,234s 0,358s 0,452s
80 0,577s 0,624s 0,687s 0,780s 0,921s 1,404s 1,810s 2,324s
120 1,794s 1,950s 2,1225 2,371s 2,668s 3,807s 4,758s 5,850s
160 4,4465 4,758s 5,039s 5,538s 6,3495 8,518s | 10,2655 | 12,372s

Tabela 57 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRAGCAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGCAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU ¢3; COM SUPORTE GLOBAL.
MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
32 0,063s 0,078s 0,093 0,109s 0,140s 0,265s 0,343s 0,468s
80 0,059s 0,067s 0,072s 0,827s 0,967s 1,466 1,903s 2,387s
120 1,872s 3,012s 2,137s 24185 2,761s 3,900s 4,821% 52,9285
160 4,5405 4,8825 53,1485 5,715 6,3655 8,027s 10,390s | 12,7295

Tabela 58 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢;, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 65 81
32 0,063s 0,078s 0,078s 0,109s 0,140s 0,234s 0,312s 0,470s
80 0,5465 0,608s 0,670s 0,749s 0,889s 1,373s 1,778s 2,293s
120 1,732s 1,935s 2,0125 2,309s 2,007s 3,728s 4,6495 52,7415
160 4,368s 4, 6645 4,9455 5,4295 0,178s 8,408s 10,078s | 12,3565




233

APF.1.2.1
Interpolantes

Simulacdo com Variagdo do Suporte sem Ajuste de pontos

Tabela 59 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segdo
Transversal Constante com Densidade Linear{Malha Rica -
241 Pontos Base-160/81 )
Fungoes de Base Radial de Suporte
Compacto
L]
L
l’l—;‘ [-‘:—“f’]
= T
e+ | + o+
=] ™ [
| el ‘:—l.‘;‘] |
i -
N = = R
G
S -é‘ [P =] Lt
e =3 &
i3 L] &
- +
k=]
i
Suporte Compacto Tempo de Processamento
0,6 13,5485 16,0065 12,7155
0,65 15,5795 13,6345 13,6505
0,7 20,4525 17,0825 15,8025
0,75 23,6635 15,1945 17,6595
0.8 24,7375 14,7135 23,4625
0,85 18,2145 14,7745 21,9185
0.9 22,8745 15,5085 20,077s
0,95 17,7545 14,5555 38,033s
11 15,9725 14,6645 26,9415
1,15 14,7395 15,5415 15,8195
1,2 14,2995 14,8065 40,9815
1,25 14,3065 15,5695 37,5965
1.3 14,1175 16,318s 17,7065
1,35 16,248s 17,1455 19,4545
Suporte Pleno 15,9865 14,8995 22,574s
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APF.1.3 Simulagcdo com Densidade Senoidal sem Ajustes de pontos

Interpolantes

Tabela 60 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 25 49 65 81
32 0,0625 0,078s 0,094s 0,109s 0,140s 0,234s 0,359s 0,453s
80 0,562 0,6245 0,686s 0,780s 0,920s 1,435% 1,841¢ 2,34z
120 1,825s 1,997s 2,0590s 2,324s 2,699s 3,853s 44,7425 5,850s
160 4,5095 4,821s 5,070s 5,538s 6,302s 8,549s 10,2815 | 12,4965

Tabela 61 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO DE WU ¢33 COM SUPORTE GLOBAL.
MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 25 49 65 81
32 0,078s 0,094s 0,094s 0,109s 0,1565 0,250s 0,358s 0,483s
80 0,593s 0,670s 0,733s 0,811s 0,999s 1,482 1,872s 2,387s
120 1,872s 2,028s 2,153s 2,418s 2,762 3,900s 4, 868s &6,0065
160 4,617s 4,9455 5,163s 5,7565 6,443s 8,674s | 10,3505 | 12,5585

Tabela 62 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢ ,COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

-

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 25 49 65 81
32 0,063s 0,078s 0,078s 0,110s 0,1255 0,234s 0,328s 0,437s
80 0,5465 0,608s 0,6555 0,7655 0,936s 1,4355 1,794s 2,278s
120 1,747s 1,903s 2,028s 2,293s 2,6055 3,760s 4,664s 5,772s
160 4,3845s 4,680 4,9765 52,4605 06,1465 8,393s 10,109s | 12,402s
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APF.1.3.1
Interpolantes

Simulacdo com Variacdo do Suporte sem Ajuste de Pontos

Tabela 63 — TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO SEM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIACAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizaco do Suporte-Resultados para a Barra de Segdo
Transversal Constante com Densidade Senoidal(Malha Rica
241 Pontos Base-160/81)

Fungdes de Base Radial de Suporte
Compacto
m
—
L
=D 1my
NI—|+ | N'_|+
[P =] N + PR =]
| b — |
- °ll "4_“9 =
[S— — = ,
| Lo FL
— ) =+ B |
] e
3 - :
- o =
L=]
—

Suporte Compacto Tempo de Processamento
0,6 13,4015 13,8845 17,8775
0,65 21,9355 17,4265 14,8205
0,7 15,5065 18,611s 12,6225
0,75 35,8035 16,7085 23,2915
0,8 18,3455 14,9305 22,3865
0,85 21,6855 26,5365 24,5095
0,9 32,8575 41,7625 18,5495
0,95 21,3125 23,7905 16,0695
1,1 33,2305 28,6125 13,6975
1,15 29,0665 30,7805 23,5275
1,2 20,0325 15,9605 16,3355
1,25 13,3255 33,853s 21,1105
1,3 14,3375 29,9525 13,2445
1,35 15,1165 15,537s 13,8535

Suporte Pleno 14,5875 13,603s 13,728s
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APF.2 SIMULACAO DO PROBLEMA DA BARRA DE SECAO TRANSVERSAL
CONSTANTE COM AJUSTES DE PONTOS.

APF.2.1 Simulagdo com Densidade Constante com Ajuste de Pontos

Interpolantes

Tabela 64 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO DE WENDLAND ¢s50 COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
32 0,072s 0,122< 0,116s 0,1255 0,127s 0,130s 0,081s 0,086s
80 0,4425 0,432s5 0,472s 0,440s 0,434s 0,515s 0,457s 0,470s
120 0,990s 1,021s 1,038s 1,003s 1,125s 1,041s 1,041s 1,108s
160 1,876s 1,868s 1,958s 1,905s 1,915s 1,960s 1,987s 2,260s

Tabela 65 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGCAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU ¢;; COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 65 81
32 0,117s 0,077 0,077s 0,130s 0,133s 0,100s 0,1265 0,136s
80 0,5265 0,487s 0,5265 0,512s 0,523s 0,503s 0,493s 0,499s
120 1,088s 1,061s 1,086s 1,077s 1,2145 1,2955 1,142s 1,181s
160 2,257s 2,093s 2,1265 2,111s 2,064s 2,061s 2,0825 2,168s

Tabela 66 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRACAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL.MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno fero 3 9 16 25 49 65 81
32 0,068s 0,117s 0,0865 0,078s 0,070s 0,074s 0,076s 0,128s
80 0,467s 0,429 0,4045 0,453s 0,429 0,4455 0,4455 0,440s
120 0,933s 0,939s 0,9655 0,970s 0,992s 1,0425 1,047s 1,009s
160 1,789s 1,810s 1,758s 1,843s 1,786s 1,823s 1,900s 2,030s
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APF.2.1.1 Simulacdo com Variacdo do Suporte com Ajuste de Pontos

Interpolantes

Tabela 67 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
CONSTANTE. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGAO DO SUPORTE DAS
TRES FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segdo
Transversal Constante com Densidade Constante (Malha
Rica - 241 Pontos Base-160/81 )
Fungtes de Base Radial de Suporte
Compacto
m m m
c c c
= | = | = |
uy uy uy
an an an
o o o
= kI w
Suporte Compacto Tempo de Processamento
0,45 1,633s 1,689s 1,634s
0,5 1,643s 1,673s 1,617s
0,535 1,653s 1,681s 1,623s
0,6 1,674s 1,712s 1,648s
0,65 1,727s 1,778s 1,673s
0,7 1,697s 1,750s 1,672s
0,75 1,714s 1,818s 1,692s
0,8 1,748s 1,799s 1,706s
0,85 1,761s 1,817s 1,685s
0,9 1,769s 1,848s 1,726s
0,95 1,781s 1,867s 1,740s
11 1,925s 2,028s 1,815s
1,15 1,978s 2,044s 1,827s
1,2 1,540s 2,079s 1,838s
1,25 1,950s 2,072s 1,873s
1,3 1,939s 2,073s 1,859s
1,35 1,968s 2,085s 1,844s
Supaorte Pleno 2,005s 2,076s 1,850s
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APF.2.2 Simulac&o com Densidade Linear com Ajuste de Pontos Interpolantes

Tabela 68 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGCAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de CQuantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
32 0,119s 0,117s 0,089s 0,102s 0,095s 0,090s 0,120s 0,139s
20 0,421s 0,466s 0,485s 0,431s 0,473s 0,465 0,506s 0,485s
120 0,958s 1,028s 1,041s 1,034s 0,981s 1,090s 1,073s 1,068s
160 1,859s 1,878s 1,909s 1,899s 1,913s 1,967s 1,965s 1,977s

Tabela 69 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGCAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU ¢3; COM SUPORTE GLOBAL.
MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 81
32 0,077s 0,141s 0,131s 0,132s 0,135 0,135 0,119s 0,114s
80 0,477s 0,472s 0,4555 0,518s 0,518s 0,5565 0,540s 0,5265
120 1,089s 1,042% 1,101s 1,084% 1,065s 1,142s 1,219s 1,143s
160 1,999s 1,9955 2,0265 2,008s 2,030s 2,002s 2,060s 2,103s

Tabela 70 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO DE WENDLAND ¢$30 COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

3

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 [i%] 81
32 0,070s 0,069s 0,070s 0,092s 0,0735 0,0735 0,133s 0,138s
80 0,412s 0,451s 0,471s 0,407s 0,409s 0,4255 0,5255 0,4655
120 0,961s 0,911s 0,936s 0,948s 0,949s 0,970s 1,018s 1,000s
160 1,743s 1,792s 1,753s 1,764z 1,791s 1,833s 1,822% 1,936s



239

APF.2.2.1 Simulacdo com Variacdo do Suporte com Ajuste de pontos
Interpolantes

Tabela 71 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
LINEAR. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIAGAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segao
Transversal Constante com Densidade Linear(Malha Rica -
241 Pontos Base-160/81 )
Fungbes de Base Radial de Suporte
Compacto
&
Ca!
-1'_|+l:_|_"9
T N L =T
L1 Lo =
| ol I |
al Ao RS L
s R | L
= L L
=Y -éa WD 3
o o
- ™~ L=
+
{=]
.
Suporte Compacto Tempo de Processamento
0,45 1,853s 1,6895 1,607s
0,5 1,732s 1,654s 1,607s
0,55 1,686s 1,669s 1,591s
0,6 1,701s 1,732s 1,685s
0,65 1,763s 1,762s 1,638s
0,7 1,763s 1,748s 1,654s
0,75 1,747s 1,794s 1,653s
0,8 1,780s 1,8255 1,701s
0,85 1,747s 1,841s 1,701s
0,9 1,778s 1,841s 1,685s
0,95 1,810s 1,857s 1,716s
11 1,903s 1,996s 1,810s
1,15 1,903s 2,028s 1,825s
1,2 1,997s 2,028s 1,857s
1,25 1,950s 2,075s 1,857s
1,3 1,965s 2,075s 1,810s
1,35 1,919s 2,1065 1,841s
Suporte Pleno 1,935s 2,122s 1,856s
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APF.2.3 Simulacdo com Densidade Senoidal com Ajustes de pontos

Interpolantes

Tabela 72 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WENDLAND ¢5, COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 3 9 16 23 49 (1] 81
32 0,072s 0,076s 0,076s 0,075s 0,081s 0,078s 0,081s 0,086s
80 0,4325 0,460s 0,448s 0,4655 0,453s 0,469s 0,464s 0,4865
120 1,053s 0,9995 1,064s 1,021s 1,020s 1,093s 1,059s 1,0965
160 1,9945 1,921s 1,958s 1,957s 1,976s 1,969s 2,109s 2,091s

Tabela 73 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULAGCAO COM A FORMULAGAO DA
INTEGRAGCAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE

SENOIDAL. A FUNGAO RADIAL TESTADA E A FUNGAO DE WU &, ; COM SUPORTE GLOBAL.
MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 49 65 g1
32 0,078s 0,081s 0,079s 0,080s 0,081s 0,0865 0,089s 0,088s
80 0,457s 0,467s 0,4755 0,4805 0,4905 0,531s 0,5245 0,532s
120 1,1525 1,138s 1,198s 1,176s 1,332s 1,121s 1,134s 1,197s
160 1,9965 2,077s 1,972s 2,060s 2,251s 2,0525 2,0665 2,162s

Tabela 74 - TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULACAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. A FUNCAO RADIAL TESTADA E A FUNCAO DE WENDLAND $30COM SUPORTE
GLOBAL. MALHA VARIAVEL.

Pontos de Quantidade de Pontos Internos

Contorno Zero 5 9 16 25 45 B5 81
32 0,073s 0,073s 0,077s 0,075s 0,086s 0,079s 0,086s 0,082s
80 0,450s 0,461s 0,436s 0,452s 0,439s 0,484s 0,477s 0,536s
120 1,017s 0,999s 0,979s 0,976s 0,993s 1,066s 1,031s 1,061s
160 1,859s 1,857s 1,895s 1,953s 1,797s 1,849s 1,872s 1,926s
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APF.2.3.1 Simulacdo com Variacdo do Suporte com Ajuste de Pontos

Interpolantes

Tabela 75 — TEMPO DE PROCESSAMENTO PARA SIMULACAO COM A FORMULAGCAO DA
INTEGRAGAO DE CONTORNO COM AJUSTE DE PONTOS INTERPOLANTES PARA BARRA
PRISMATICA SUBMETIDA AO PROPRIO PESO E ENGASTADA NO TOPO, COM DENSIDADE
SENOIDAL. TESTES BIDIMENSIONAIS COM VOLUME COM VARIACAO DO SUPORTE DAS TRES
FBRSC, PARA MALHA 160/81.

Otimizagdo do Suporte-Resultados para a Barra de Segdo
Transversal Constante com Densidade Sencidal(Malha Rica
241 Pontos Base-160/81)
Fungoes de Base Radial de Suporte
Compacto
£
—
9.—.“@
[ =T
G [— —
P - e [
| — |
- o [ ol
| E = Y
=~ A |
) -; (=] 3
e -
& (2] -
+
U=
el
Suporte Compacto Tempo de Processamento
0,45 1,638s 1,701s 1,575s
0,5 1,716s 1,716s 1,622s
0,55 1,685s 1,748s 1,591s
0,6 1,701s 1,732s 1,591s
0,65 1,653s 1,810s 1,685s
0,7 1,700s 1,826s 1,638s
0,75 1,731s 1,8255 1,638s
0,8 1,779s 1,8255 1,653s
0,85 1,747s 1,794s 1,700s
0,9 1,763s 1,810s 1,685s
0,95 1,794s 1,841s 1,762s
11 1,903s 1,965s 1,810s
1,15 1,981s 2,028s 1,809s
1,2 1,934s 2,028s 1,810s
1,25 1,951s 2,028s 1,825s
1,3 1,981s 2,059s 1,840s
1,35 1,997s 2,106s 1,919s
Suporte Pleno 1,965 2,106s 1,856s
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APENDICE G - Visualizacdo das Superficies Geradas pelo Processo de

Interpolagao Simples com FBRSC’s

Neste apéndice é possivel visualizar as superficies analiticas e também as obtidas
a partir do processo de interpolagao simples, sem ajuste de pontos, com trés malhas
distintas (121 pontos, 441 pontos e 961 pontos regularmente distribuidos no dominio
Q - Figura 32) dos campos utilizados nos testes bidimensionais com volumes da

Funcéo de Wendland ¢3, com suporte compacto igual a 1.1.

Nota-se que h& variacBes entre as superficies analiticas e interpoladas dos Campos
em questdo. Entretanto, ndo se verifica uma compensacéo de erros no calculo do
volume abaixo dessas superficies analisadas, de modo que possa gerar um falso
entendimento acerca da eficacia do processo de interpolacdo com FBRSC’s. As
variacOes experimentadas pelas funcdes aproximantes sao curvas suaves que unem
0s pontos de informacdo e (observem-se especialmente os graficos da figura 116).

Veja entdo que o teste bidimensional com volume é adequado para aferir o

desempenho das FBRSC’s no processo de interpolagao simples.

Comenta-se ainda que as maiores variagcbes da superficie interpolada, se
comparada com a superficie real, encontram-se na regido da superficie interpolada

vinculada ao contorno do dominio Q.

Vejam a Figura 116, a Figura 117, a Figura 118 e a Figura 119.
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Campo Constante
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Figura 116 — Visualizacdo dos gréficos analitico (real) e interpolado do Campo Constante.

Campo Exponencdial

Z(x,y) = 3 3e¥ 2 4 0,25

Gratico Analitico do Campo Exponencial
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Figura 117 - Visualizacéo dos graficos analitico (real) e interpolado do Campo Exponencial.
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Campo Fungio de Franke
Z(x,y) = 0.15 + 0.75e 025(3x-2)"-025(55-2)%
+ 0.750" (9% 27 /49-(3y-2)"/10
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Grifico Analitico do Campo Funcio de Franke
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Figura 118 - Visualizac¢éo dos graficos analitico (real) e interpolado do Campo Func¢éo de Franke.

Campo Paraboloide

Z(xy) = (x— 05)%+ (y—0.5)* + 0,25
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Figura 119 - Visualizacéo dos graficos analitico (real) e interpolado do Campo Paraboloide.



