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Resumo

Investigamos a consisténcia causal e termodinamica de modelos cos-
molégicos em Gravitagao Cibica Quase-Topolégica (GQT), tal como
suas consequéncias fenomenoldgicas. Para superpotenciais apropria-
dos de um inflaton auto-interagente, derivamos uma forma analitica
do fator de escala que reproduz caracteristicas importantes da evolugao
do Universo. Calculamos a entropia dos horizontes aparentes e de-
monstramos que as condi¢oes para que esta entropia seja uma funcao
crescente e positiva levam a restricoes sobre os valores maximos da
densidade de energia. Os valores fisicamente permitidos dos dois
novos acoplamentos gravitacionais da GQT sao entao determinados.
De modo similar ao que acontece no caso da gravitacao de Einstein-
Hilbert (EH), as equagoes de Friedmann generalizadas da GQT sao
deduzidas a partir da Primeira Lei Generalizada da Termodinamica.
Estuda-se em detalhes um modelo cosmolégico cuja equagao de es-
tado na gravitacao EH é linear. Uma importante consequéncia das
correcoes da GQT se comparadas com a gravitagao EH ¢ a presenga
de um novo periodo de aceleracao do Universo jovem. Calculamos
as corregoes dos diamantes causais de Bousso, e demonstramos que
seu Principio Entrépico Causal, no contexto da GQT, continua for-
necendo o valor observado — extremamente pequeno — da constante
cosmoldgica.



Abstract

We investigate the thermodynamical and causal consistency of cos-
mological models in cubic Quasi-Topological Gravity (QTG) in four
dimensions, as well as their phenomenological consequences. For ap-
propriately chosen forms of the inflaton superpotential, we derive the
explicit analytic form of the scale factor that reproduces important
features of the Universe evolution. We have calculated the entropy
for the apparent horizon and further demonstrated that the conditi-
ons that it be a nonnegative, nondecreasing function lead to specific
restrictions on the maximal values of the matter densities. The al-
lowed range of the values of the two new QTG gravitational couplings
is then established. Similarly to the case of Einstein-Hilbert Gravity
(EH), the generalized QTG Friedmann equations are shown to be ea-
sily derived from the Generalized First Law of thermodynamics. The
QTG counterparts of the EH model of linear equations of state are
studied in details. An important new feature of these QTG equations
of state is that they add a new early-time acceleration period to the
evolution of the Universe. The correction to the volume of Bousso’s
causal diamond are calculated. We have also demonstrated that the
Causal Entropic Principle, when applied to this QTG -Quintessence
model, still allows one to derive the actual — very small — value of
the cosmological constant.
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“Enquanto nao alcancares a verdade,
nao a poderas corrigir. Porém, se
a nao corrigires, nao a alcangaras.

Entretanto, nao te resignes.”

J. Saramago, Do Livro dos Conselhos.



Capitulo 1

Introducao

A observagao feita por Penzias e Wilson (1965) de um banho de radia¢ao térmica
a nossa volta, com temperatura de corpo negro de aproximadamente 3K — a
chamada Radiagao Césmica de Fundo (CMB na sigla em inglés) —, marcou a
compreensao moderna do Universo em dois pontos fundamentais. Em primeiro
lugar, confirmou-se que vivemos em um espago-tempo com um grau notavel de
isotropia ao redor do nosso planeta; associado a experiéncia Copernicana de que
a Terra nao deve ocupar um ponto privilegiado no espago, isto sugere fortemente
que as secoes espaciais do Universo sejam, em larga escala, homogéneas. Outras
observagoes indicam que estas secoes possuam curvatura nula, ou seja: a parte
espacial do Universo tem a topologia do espaco Euclidiano.! Em segundo lugar,
a explicacao mais coerente para a presenca desta radiacao partindo, simultanea
e homogeneamente, de todos os pontos do espaco em um passado remoto, é que
naquela época o conteudo material do Universo se encontrava em um estado muito
quente e denso; assim, a CMB forneceu uma convincente indicagao observacional
para o modelo cosmoldgico conhecido como ‘big-bang’.

A caracteristica principal da teoria do big-bang é o fato de que o Universo
“nasceu” de uma singularidade — onde densidade e energia do conteiido mate-
rial eram infinitamente grandes — ha um tempo finito no passado. Ele possui,
portanto, uma idade finita que, como hoje revela o conjunto de observagoes as-
tronomicas, é de aproximadamente 13.7 bilhoes de anos.?

Desde o seu surgimento até os dias atuais, a expansao do espago-tempo pro-
vocou um gradativo resfriamento da matéria presente no Universo, que que pas-
sou de uma fase de energias extremamente altas até a fase recente com energias
muito baixas. Em seu estagio inicial, com energia da ordem da energia de Planck,
Ep; ~ 10%®eV, a matéria se encontrava em um estado do tipo plasma de quark-
gluons, de natureza exclusivamente quantica. Hoje (mais precisamente, desde a

Wer, e.g., Weinberg (2008).
2Ver, e.g., Weinberg (2008).



época da dominagao da radiagao), sua baixa densidade de energia torna possivel
(e apropriada) a descri¢ao como um conjunto de fluidos barotrépicos cléssicos.

Um dos maiores enigmas da fisica atual diz respeito a natureza destes fluidos
classicos. Apenas cerca de 5% da matéria observada, responsavel pela formacao
de estrelas, planetas, etc, é matéria barionica conhecida dos laboratorios terres-
teres. Uma quantidade muito maior, cerca de 23% do contetido total de matéria,
¢ composta por um tipo exdtico de particulas que interage exclusivamente de
forma gravitacional — e é portanto invisivel por outros meios que nao detecgao
indireta, por exemplo através de curvas de rotacao de galdxias. A esta matéria
desconhecida e transparente a luz se batizou ‘matéria escura’. Mais alarmante
ainda é que, fora este contetido ja parcialmente desconhecido, os restantes 72%
do total de matéria presente no universo se encontra na forma de uma “energia
escura”: algo que atualmente provoca uma expansao acelerada do Universo, ao
contrario do que seria a principio esperado de um sistema cuja tnica forma de
interacao é exclusivamente atrativa.

A atual fase acelerada do Universo nao é, todavia, a primeira. A existéncia de
alguns problemas no modelo cosmoldgico padrao — eficaz descricao da evolucao
da histéria do Universo desde fragoes de segundo apds o big-bang até os dias
atuais! — levaram & indicacao de que o primeiro estagio da “vida” do Universo
tenha sido uma expansao acelerada quase-exponencial, conhecida como ‘era in-
flaciondria’.? Durante a inflacao, flutuacoes quanticas de um campo escalar,
chamado de ‘inflaton’, deram origens a pequenas inomogeneidades espalhadas
pela radiacao cosmica de fundo, que se acredita terem sido as sementes das gran-
des estruturas hoje observadas no Universo, tais como galaxias, aglomerados, e
os filamentos de matéria escura.

1.1 Gravitacao de alta curvatura

A presenga da singularidade no inicio da histéria do Universo torna inevitavel uma
formulacao quantica da gravitacao, ao forcar uma intersecao entre os dominios
de validade de ambas as teorias. Nao ha atualmente um consenso sobre qual
abordagem fundamental deve levar a uma descricao quantica da gravidade; porém
existe, a nivel semi-classico, uma descrigao robusta do comportamento de campos
quanticos em espacos curvos,® que corrige a acao de Einstein-Hilbert com a adicao
de termos quadraticos do tensor de Riemann,

a Ryanp R*? + BR,, R" + R (1.1)

'Um magistral relato desta histéria pode ser encontrado em Weinberg (1988).
2Ver, por exemplo, Linde (1990, 2008), Lyth (2000).
3Ver, por exemplo, Davies (1982).



onde o, 3, 7, sdo coeficientes constantes, proporcionais a A2. Em conjunto
com a renormalizacao da constante cosmoldgica, A, e da constante de Newton,
»* = 167 G, a presenca destes contra-termos garante a renormalizacao da teoria
quantica campos no espago curvo considerada; sua presenca na Lagrangeana gra-
vitacional é portanto necessdria para que haja consisténcia “quantica” em uma
teoria cosmoldgica que proponha descrever a matéria no estado super-denso do
Universo muito jovem.

Isto motiva a investigacao das chamadas extensoes de alta curvatura da agao
de Finstein-Hilbert, teorias gravitacionais com ac¢ao do tipo

1
S=— /d4x V=g {R+2A+ flg", RE5) + 7 Lot} (1.2)

22
onde f(g", RZ;) ¢ uma combinacao de poténcias do tensor de curvatura, tais
€como

R (RuwBR™)™ ; (RuasR™®)"™ ; (RLRRLH™ ; etc

onde n; sao numeros inteiros positivos. As extensoes de gravitagao incluindo
este tipo de termos também aparecem nos limites de baixas energias de teorias
de cordas fechadas, cf. Polchinski (2005). Um principio fisico para a escolha
dos coeficientes relativos das poténcias de curvaturas (os a, 3, v em (1.1)) pode
ser tomado como a imposicao de causalidade das equacoes de campo, que devem
possuir derivadas de no maximo segunda ordem da métrica. No caso das poténcias
quadréticas (1.1), a tnica combinagao possivel que obedece esta condigao para
uma métrica arbitraria é o conhecido ‘termo de Gauss-Bonnet’:

R? — 4R, R*" + Ropu R

Nesta dissertacao, vamos considerar, além destas quadraticas, contribuicoes de
poténcias cubicas do tensor de Riemann, com uma combinacao especifica de coefi-
cientes, mostrada na Eq.(1.4), de maneira a obedecer este principo de causalidade,
chamada Gravitacao Quase-Topolégica (Myers (2010), Ray (2010)).

1.2 Termodinamica e a lei da gravidade

Uma das maiores descobertas na area do conhecimento representando a fron-
teira entre a gravitacao, as teorias de campos quanticos, e a termodinamica e a
mecanica estatistica foi a observacao das propriedades “hologréficas” dos hori-
zontes que escondem a singularidade no interior de um buraco negro.!

Wer, por exemplo, Penrose (1996), Wald (1984).



Para que a segunda lei da termodinamica seja valida na presenca de um
horizonte de eventos, este deve possuir entropia igual a um quarto de sua area,
em unidades geometrizadas.! Em conjunto com o fato de que os horizontes, no
limite semi-classico, emitem radiacao térmica com temperatura proporcional a sua
gravidade superficial (Hawking (1975)), isto estabelece uma relagao de Clausius

5Q =T3S, (1.3)

entre variagdo da massa do buraco negro (dM = §Q)), sua gravidade superficial
T = k/27) e a variacao de sua &rea (dA/4 = §5), que é sempre crescente (Haw-
king (1971)). Esta relacao entre entropia e area, proposta por Bekenstein (1973),
e a emissao de radiagao com temperatura proporcional a gravidade superficial
¢ também vélida para o horizonte cosmoldgico do espago de deSitter (Hawking
(1977)).

A relacao profunda entre termodinamica e gravitacao se fez mais sélida com
a derivagao, por Jacobson (1995), das equagoes de Einstein a partir da relacao
de Clausius sobre um horizonte de Rindler. Mais tarde, utilizando o formalismo
Noetheresco de Wald (1993, 1994) para associar uma entropia a horizontes de
Killing em teorias de gravitacao modificada, foi descoberto que a validade da
relacao de Clausius é na verdade mais geral que a validade da equagoes de Eins-
tein, isto é: Em uma grande gama de exemplos de teorias, as equagoes de Einstein
modificadas podem ser obtidas a partir da relagdo termodinamica (1.3), com a
entropia adequada (Padmanabhan (2006, 2010), Kofman (2003), Hadad (2009),
Sarkar (2009)).

Em espagos cosmoldgicos, ndo estaciondrios, nos quais (a excessao do caso
deSitter) nao existe um vetor de Killing temporal, ndo existe a carga de Noether
que se associa a entropia do horizonte. Em casos de simetria esférica, entretanto, é
possivel construir uma termodinamica associada ao horizonte aparente (Hayward
(1998)) utilizando o chamado vetor de Kodama, que faz papel semelhante ao de
um vetor de Killing, e se reduz a um vetor de Killing de fato no caso estacionario.
Esta termodinamica dos horizontes aparentes foi usada por Cai (2007, 2005) para
deduzir as equagoes de Friedmann modificadas.

1.3 Cosmologia Cibica Quase-Topolégica

O cenario descrito acima serve como motivagao dos trés principais pontos de
pesquisa a que se dedica esta dissertacgao.

Wer, por exemplo, Bousso (2002).



Acao Quase-Topologica.
Esta dissertacao visa obter uma extensao de alta curvatura para a acao de
Einstein-Hilbert, sob a condicao de causalidade das equagoes de movimento, isto
é: desejamos equacoes de movimento que possuam derivadas da métrica de grau
menor ou igual a dois. Para uma métrica arbitraria, isto s6 é possivel no caso
das chamadas Lagrangeanas de Lovelock (Lovelock (1971, 1972), Padmanabhan
(2013), Giribet (2008)), em que as combinagoes de altas curvaturas na agao for-
mam invariantes topolégicos, de modo que a tnica Lagrangeana desta classe que
fornece equacoes de movimento nao-triviais em quatro dimensoes ¢ a prépria
Lagrangeana de Einstein-Hilbert.

Como mostrado por Ray (2010), é todavia possivel escrever uma agao cibica
tal que as equagoes de movimento sejam nao de sexta ordem (como ocorre em
geral), mas sim de quarta ordem:

/—adt
Somn = [ YR - AL [ = 4RaRY 4 Ry RO] +
4

L4
o (R SRR R g — 0RO 5, R, —
—36R*"" R, Rgs + 8R*" Rg, R, ] —
—VL4 [Waﬂlw Wuuvp vaaﬂ] + Lmat}- (1.4)

Abandonando a requisicao de causalidade para métricas arbitrarias, nos con-
centramos no ansatz de Friedmann-Robertson-Walker:

ds® = —dt? + eA®dz; da’ | (1.5)

e ajustamos os coeficientes na expansao em poténcias quadraticas e cubicas do
tensor de Riemann, de modo a obter equagoes de segunda ordem para esta métrica
especifica. A Lagrangeana assim obtida é do tipo (1.4). Teorias de gravitacao
como esta, em que a Lagrangeana é uma série de poténcias do tensor de curvatura
do tipo Lovelock, porém sem ser um invariante topolégico, sao chamadas de
Gravitacao Quase-Topolégica (Myers (2010), Sinha (2011)).

Sendo os espacos FRW conformemente planos, seu tensor de Weyl, W,,q3,
¢ identicamente nulo. As equacoes de Friedmann modificadas obtidas da acao
(1.4) nao dependem portanto do acoplamento v. Além disso, o termo quadrético
é simplesmente o invariante topolégico de Gauss-Bonnet, e assim as equagoes de
movimento na verdade possuem uma corre¢ao parametrizada apenas por p. Ape-
sar disso, A possui um papel fundamental na definicao da entropia dos horizontes
aparentes.



Termodinamica de horizontes e restricoes entrdpicas.

Usando o formalismo de Wald (1993, 1994), Myers (1994), encontramos uma
expressao para a entropia, s(t), dos horizontes aparentes na gravitacao cubica
quase-topoldgica e, em uma generalizacao dos métodos de Jacobson (1995) e Cai
(2007, 2005), utilizamos esta entropia para derivar as equagoes de Friedmann
modificadas sob o prisma da rela¢ao de Clausius (1.3).

Para certos valores dos acoplamentos p e A, a funcao entropia nao é sempre
positiva e/ou crescente — o tltimo caso significando que a condic¢ao fraca de
energia nao é satisfeita. Isto impoe, como consequéncia das correcoes quanticas a
acao de Einstein-Hilbert, certas restricoes entrdpicas sobre as escalas maximas de
energia. Um dos objetivos principais desta dissertacao ¢ discutir as consequéncias
destas restricoes sobre os modelos cosmolégicos seguintes.

O universo inflacionario.
Por construcao, teorias do tipo (1.2) diferem de forma significativa dos resul-
tados da gravitacao de Einstein em regioes do espaco-tempo onde a curvatura
¢é grande. Portanto a primeira utilidade da Cosmologia Quase-Topoldgica que
desenvolvemos reside na andlise de modelos do Universo muito jovem.
Utilizando o método do superpotencial (dS; G.M. Sotkov (2012, 2010)), de-
senvolvemos um método de obtencao de uma classe de solucoes analiticas das
equagoes de campo. Este método nos fornece uma ferramenta poderosa para a
criagao de modelos cosmoldgicos que simulem as principais caracteristicas feno-
menoldgicas do universo observado, como o numero de periodos de aceleracao.
Em particular, desenvolvemos em detalhes modelos que apresentam periodos in-
flaciondrios em regime de arrasto (‘slow-roll’). Partindo de um tnico potencial
(ou superpotencial) de matéria, obtemos uma cadeia de solugoes ligando vécuos
deSitter consecutivos, e descrevendo universos nao-singulares, de natureza similar
aos propostos por Starobinsky (1980) e Brandenberger (1992). Nos propomos a
obter um tal modelo que seja nao singular e ainda assim seja qualitativamente
compativel com as evidéncias de uma fase inicial quente e densa do universo ob-
servado, o que fornece uma indicacao de como correcoes de altas curvaturas na
acao gravitacional pode contornar o problema da singularidade inicial.

O universo tardio e a constante cosmoldgica.

A maneira mais usual de se obter solugdes cosmoldgicas para as equagoes de
Einstein é através da especificacao de uma equacao de estado relacionando as
componentes do tensor de energia-momento. Um modelo cosmolégico muito bem
sucedido em descrever a evolugao do universo desde a época do desacoplamento
da CMB até o estagio acelerado atual tem como base uma equacao de estado
politrépica linear, muito conhecida na literatura (Chavanis (2012), Eroshenko
(2005), Linde (1999)). Em particular, este modelo foi usado por Bousso (2007)



para a elaboragao de uma versao do principio antropico — chamada de “Principio
Entrépico Causal” — capaz de predizer corretamente a ordem de grandeza da
constante cosmolégica, cujo pequeno valor é um dos problemas mais profundos
da fisica atual.

A questao abordada nesta dissertacao diz respeito a consisténcia deste modelo
de universo tardio em uma gravitacao com correcoes quanticas quase-topoléogicas.
Desenvolvemos em detalhes as modificagbes que surgem na equacao de estado
linear, e dedicamos especial atencao para as consequéncias destas corregoes nos
resultados do Principio Entrépico Causal.



Capitulo 2

O Universo Observado

2.1 Os principios da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral' trata a gravitacao como a curvatura do espago-
tempo, que é descrito por uma variedade diferenciavel . munida de uma métrica
Lorentziana® g, formando o par (./,g). Ao longo desta dissertagao, vamos con-
siderar .# como sendo quadridimensional.

Observadores em queda-livre se movem sobre geodésicas de .#: corpos mas-
sivos se movem sobre geodésicas tipo-tempo, cujo vetor tangente possui norma
negativa; fétons se movem sobre geodésicas nulas, cuja norma do vetor tangente
¢ zero. No espaggplano de Minkowski, i.e. na auséncia de gravitacao, geodésicas
paralelas nunca se cruzam — as secoes espaciais do espaco de Minkowski possuem
de fato a geometria intuitiva, Euclidiana. A manifestacao da gravidade como cur-
vatura pode ser vista ao se analisar um feixe de geodésicas em um espago curvo:
corpos em queda-livre inicialmente paralelos tendem a convergir.

2.1.1 O desvio da luz

Considere uma familia de geodésicas nulas vizinhas, parametrizadas por um
parametro (afim) A, e formando um feixe de drea seccional A(A). Em um espago
com (tensor de) curvatura R, as geodésicas obedecem a equacao de Raychaudhuri:
de 1,
o —59 — "oy +ww,, — R, KM EY (2.1)
Wer, e.g., Hawking (1973a), Wald (1984), Weinberg (1972), Landau (1975).
2Usamos assinatura — + ++, denotamos as componentes tipo-tempo e tipo-espaco de ten-

sores por indices gregos, na ordem 0123; utilizamos a convencao de sinal para o Tensor de
Riemann de Hawking (1973a) e Landau (1975).




cf. Apeéndice B. Aqui, k" é o vetor tangente as geodésicas, " é um tensor
simétrico e de trago nulo conhecido como ‘cisalhamento’, w*” é um tensor anti-
simétrico conhecido como ‘tor¢ao’, e  é uma funcao escalar conhecida como ‘ex-
pansao’. Esta tltima fornece a variacao da area seccional A do feixe de geodésicas:

1 dA
=——. 2.2
A dA (22)
Suponha que o feixe de raios de luz forme, inicialmente (em A = 0), um

cilindro “reto”, i.e. que nao possua tor¢ao nem cisalhamento, e com area seccional
constante: w"”(0) = o (0) = 0, e §(0) = 0. A Eq.(2.1) mostra entao que se
EFEY R, # 0, a expansao nao pode continuar sempre nula, e portanto em algum
ponto mais a frente teremos A(\) # A(0). Portanto, a curvatura do espago-
tempo desvia os raios de luz. Um teorema! facilmente demonstrdvel assegura
que, de fato, desde que algumas condicoes fisicamente razoaveis sobre a matéria
seja imposta, as geodésicas de fato convergem para um ponto.

O limite maximo, ¢, sobre a velocidade de todos os observadores confina to-
das as curvas tipo-tempo ao interior de “cones” formados, em cada ponto, pelas
geodésicas nulas. A estrutura formada pelo conjunto destes ‘cones de luz’ cha-
mamos ‘estrutura causal’; ela determina quais pontos do espago-tempo podem
trocar entre si informagoes por meio de sinais que se movam com velocidade no
maximo igual a da luz. A deformacao de um feixe de geodésicas nulas sugere
portanto a deformacao de geodésicas tipo-tempo, e de fato estas obedecem uma
equagao analoga a Eq.(2.1). Chega-se entdo a conclusdo de que observadores
inerciais percebem uma aceleracao relativa quando em um espago-tempo curvo.
Tal aceleracao é determinada pela curvatura do espago-tempo apenas: particulas
teste (i.e. que nao modifiquem esta curvatura) seguem as mesmas geodésicas,
quaisquer que sejam suas massas. Esta foi precisamente a observacao de Galilei
(1914): corpos com massas diferentes caem com a mesma acelera¢ao no campo
gravitacional terrestre.

2.1.2 A Lagrangeana de Einstein-Hilbert

Assim como para todas as outras interagoes conhecidas, deve também ser possivel
descrever a gravidade a partir de uma agao apropriada. A (densidade) Lagrange-
ana correspondente deve ser uma funcao da variavel dinamica correspondente ao
campo gravitacional. Este papel é interpretado pela métrica g, que determina a
curvatura do espago-tempo (#,g).

Vamos fazer a requisi¢ao de que as equagoes de campo possuam, no maximo,
derivadas de segunda ordem dos campos. Uma vez que as equacgoes de Euler-

LConhecido como Teorema da Convergéncia’ (“focussing theorem”); ver, e.g. Hawking
(1973a).



2. Cosmologia

Lagrange apresentam uma derivada da Lagrangeana, esta fica restrita, em principio,
a ser funcao de g, € gu:o — mas ¢ impossivel formar uma fungao escalar com
apenas estes ingredientes. Outra opcao é que a Lagrangeana seja uma funcao
linear da segunda derivada da métrica, de maneira que esta possa ser transfor-
mada, por meio de uma integracao por partes, em uma funcao que ainda dé
equacoes de movimento de segunda ordem. E notével que a fungao mais simples
que apresenta estas caracteristicas, a propria curvatura escalar do espago-tempo
dada pelo escalar de Ricci, R = ¢ ¢*? R0, forneca as equagoes de campo
corretas.
Defina a ‘acao de Einstein-Hilbert!

SEH = /d4$\/ _QLEH 3 LEH = R/%2 (23)

como a agao representando o campo gravitacional dado pelo tensor métrico g, e
acoplado com um conteido material composto por uma colecao de campos que
denotaremos por W, e descrito pela acao

Smat - /dx4\/ _g'cmat(\l/7guv) .

Ao variarmos a acao total S = Sgg + Smat cOm respeito a métrica, mantendo os
limites de integracao fixos? obtemos as equacoes de campo, as famosas ‘Equacoes
de Einstein’,

Ry — %ng - %72 Ty (2.4)
que descrevem o fenomeno da gravitacao em excelente acordo com exaustivos tes-
tes observacionais. O tensor 7T}, obtido a partir da variacao de Shat, ¢ conhecido
como ‘tensor de energia-momento’, e o tensor G, = R, — %R guv € conhecido
como ‘tensor de Einstein’; a relacao entre ambos expressa de forma elegante a
idéia por tras da relatividade geral: a presenga de matéria muda a geometria do
espago-tempo.

2.2 A geometria do universo

Das interacoes fundamentais conhecidas, a gravitacao é a mais fraca, porém a
unica que possui, simultaneamente, alcance infinito e natureza exclusivamente

YAqui 22 =2 x Ipp = 2 x \/Gh/c3 = V/167G. No que segue, vamos escrever o elemento de
volume curvo explicitamente, fazendo da Lagrangeana uma densidade escalar.

2Em espacos assintoticamente planos, é usual tomar como limite de integracdo o préprio
infinito espacial, assumindo que todos os campos tendam a zero neste limite.
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2. Cosmologia

atrativa — assim, sendo os corpos macroscépicos em geral eletricamente neutros,
¢ a gravidade a unica forca a reger o Universo em larga escala, e qualquer te-
oria moderna a respeito do Universo deve ser consequentemente uma teoria de
gravitacao.

Por outro lado, afirmar que o Universo pode ser descrito pelo mesmo conjunto
de leis fisicas que observamos na Terra pode parecer uma extrapolacao perigosa.
Mas, a menos que surjam efeitos decorrentes das largas escalas em si mesmas,
nao ha motivos para crer que a fisica local seja diferente daquela em qualquer
outro lugar. A experiéncia da Histéria nos aponta, efetivamente, o seguinte

PRrINCIPIO COPERNICANO DE HUMILDADE:
O homem nao se encontra em um ponto privilegiado no Universo.

Assumindo que a fisica seja entao ditada pela Relatividade Geral, a pergunta fun-
damental da Cosmologia pode-se formular como: Qual a geometria do Universo?

Observagoes do céu noturno revelam uma consideravel isotropia ao nosso re-
dor, em distancias maiores que o tamanho dos aglomerados de galaxias, cerca de
1Mpc.! O Principio de Humildade sugere entao que o Universo seja isotrépico
ao redor de qualquer outro ponto, tendo por consequéncia que qualquer ponto
pode ser mapeado em qualquer outro através de uma rotagao, e portanto todos
os pontos sao equivalentes. Em outras palavras, o Universo é espacialmente ho-
mogéneo;? assim podemos reformular o Principio de Humildade com um fraseado
mais usual:

PrinciPio COSMOLOGICO:
O universo €, espacialmente, completamente homogéneo.

Ou seja: O espago-tempo pode ser folheado em hipersuperficies tridimensi-
onais a tempo constante, com curvatura constante, nas quais o fluido césmico
formado pelas galdxias, aglomerados de galdxias, etc. se encontram (em média)
em repouso. Este fluido define uma velocidade comével U e um ‘tempo cdsmico’,
t, de observadores que se véem em repouso em relagao a este fluido. Matemati-
camente, o cenario é descrito pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

A métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

De acordo com o principio cosmoldgico, as se¢oes espaciais a tempo constante do
universo devem ser espacos 3-dimensionais de simetria maxima. Sendo assim, da
Eq.(A.9) tiramos que o tensor de Riemann das segoes espaciais é escrito como

Rcabd =K (gad Gvbe — Gab gcd) ) (25)

Ver Weinberg (1988).
2Repare que a tinica coisa que podemos de fato observar é a isotropia ao redor do planeta
ao qual estamos presos. A nocdo de homogeneidade é uma suposi¢ao bem fundamentada.
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2. Cosmologia

onde os indices latinos valem 1, 2 ou 3, e K = R/6 é serd chamada de “constante
de curvatura”. Vale lembrar que este espaco possui assinatura euclidiana.

A hipdtese de isotropia em qualquer ponto da (sub)variedade significa que
pode-se escrever a métrica como

do? = XM dr? 4 r2(dv? + sen’d dp?) . (2.6)

Calculando o tensor Ricci para este ansatz, e usando o fato de que Ry, = 2K ¢y,
chegamos a conclusao de que:

et =1—-Kr?,

e temos que as geometrias de simetria maxima para um espaco euclidiano tridi-
mensional sao dadas por

B dr?
11— Kr2?

O valor | K| pode ser absorvido por meio de uma redefini¢ao da coordenada radial,
logo o que importa é somente se K ¢ positivo, negativo ou nulo. Respectivamente,
estes casos dao origem as geometrias de uma 3-esfera, um 3-hiperboléide e R3,
que sao as possiveis geometrias das se¢oes espaciais do universo.

O espago-tempo 4-dimensional, apresentando um subespago 3-dimensional
com uma métrica de simetria maxima do tipo (2.7), é portanto invariante sob
as transformacoes

do?

+ 72(d9? + sen®d dp?) . (2.7)

2% — 2% = 1%+ eCY(z™ 1),
¥ — 2% =20,

para 6 vetores de Killing — que sao o maximo possivel para o subespaco tridi-
mensional, mas nao o maximo possivel para o espago-tempo. Sendo assim, temos
as isometrias £:gag = 0, onde ¢* = (0, (?):

9ap,n "+ gnpC" o+ gan ("5 =0 (2.8)

As componentes a = a, § = b desta equacao sao nada mais que as equacoes de
Killing no subespaco 3-dimensional de simetria maxima que é por isso satisfeita
por 6 vetores. As componentes a =0, 8 =b e a = 8 =0 dao, respectivamente,

g (" 0=10,

Goo,n ¢ =0,
onde a bara denota uma mudanca de varidveis no subespaco 3-dimensional: z¢ =
z(z™, 2°), 2° = 2, escolhida de forma que go, = (9™ /0z") [(02"/OZ°) Grmn + Gimo)
se anule, i.e. (02™/0T°)Gmn = —Gmo- Se Jap Na0 é singular, vemos que

¢"o=0 e goo,n=0,

12



2. Cosmologia

isto é, podemos fazer uma transformacao de coordenadas de forma que a métrica
assuma a forma

" ="z e Goo = gool(x”) . (2.9)
Assim, a equagao de Killing (2.8) fornece a evolugao temporal da métrica a partir
de um “tempo inicial” fixo 2°(0):

gan(2"™,2%) = f(2") g (2™, 2°(0)) -

Mostramos, entao, que a métrica do espago-tempo do universo pode ser escrita
como

ds? = goo(2°)(d2®)? + f(2°) do?,

com do? dado por (2.7). Redefinindo z° por dz’ = dt\/(—ge), € chamando
f(2°) = a*(t), ficamos finalmente com a métrica conhecida como métrica de

Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

dr?

2 2 2

+ r?(d9? + sen®V dgpz)} : (2.10)
No que segue, sera usual abreviar o elemento de linha sobre a esfera S,, por
do? = dv¥? + sen?9dp?. Chamaremos a coordenada tipo-tempo t de ‘tempo
césmico’; a fungdo a(t) é conhecida como ‘fator de escala’.

O espaco de deSitter.

Espacos FRW possuem, em geral, simetria maxima apenas nas segoes espaciais,
que formam os trés espagos Riemannianos de curvatura constante: a esfera, de
curvatura positiva; o hiperbolédide, de curvatura negativa; e o plano, de curvatura
nula. Um caso especial é aquele em que toda a variedade quadridimensional é
completamente homogénea. Vale neste caso a Eq.(2.5) para o tensor de Riemann
do espacgo-tempo completo, e o sinal da constante de curvatura define os espagos
Lorentzianos de curvatura constante: O espaco-tempo de deSitter, de curvatura
positiva; o espaco-tempo Anti-deSitter, de curvatura negativa; e o espago-tempo
de Minkowski, de curvatura nula.! O espaco-tempo de deSitter pode ser imagi-
nado como um hiperboléide de uma folha imerso no espaco de Minkowski com
uma dimensdo a mais, com coordenadas {X4}, A = 0,---,4, e definido pela
equacao:

— X+ X; X' =4/H*, i=1---4.
onde H é uma constante, que se relaciona com o escalar de Ricci como

R=-3H>=—4A.
Wer, e.g., Hawking (1973a), Moschella (2005).
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2. Cosmologia

Aqui, A é uma outra constante, positiva, conhecida como ‘constante cosmologica’,
que terd papel importante, mais tarde, nesta dissertacao.

Dependendo do sistema de coordenadas e da folheacao que se faz sobre o
hiperboldide, pode-se obter um espaco-tempo fechado, ou aberto. As coordenadas
que nos serao uteis sao chamadas de ‘coordenadas de Poincaré’, nas quais a
métrica de deSitter se escreve

ds* = —dt* + " (dr® + r* do?) | (2.11)
descrevendo um universo FRW plano, com fator de escala exponencial.

Folheagoes esféricas.
Seja (# ,g) um espago-tempo quadridimensonal passivel de ser folheado em su-
perficies espaciais esfericamente simétricas:

ds® = hgpd2®da® +72do® ; a, b=0,1, (2.12)

onde h é uma métrica Lorentziana induzida no espago-tempo bidimensional (&, h),
coberto pelas coordenadas {z®}; podemos escrever explicitamente a métrica 4 no
espago quociente (., ) formado pelas superficies de simetria esférica,

vijdr' da? = d¥* + sen®d dp? = do® . (2.13)
A funcao 7(z°, x') parametriza o raio de esferas de drea
A(x") = 477 (2%) . (2.14)
A métrica FRW (2.10) é do tipo (2.12), com {2z} = {¢t,r}, 7(t,r) = a(t)r, e
-1 0
h= ( . az(t)) . (2.15)

1-Kr

Aqui, estamos escolhendo, em cada ponto p € &, a base do espago tangente como
sendo formada por um vetor tipo-tempo e um tipo-espaco, viz. d; e 0,; podemos
mudar a base para uma formada por dois vetores nulos, correspondendo as duas
geodésicas nulas normais as superficies de simetria esférica: uma geodésica v_,
dirigida para interior, com vetor tangente ¢~ paralelo ao vetor 0; — 0,, e uma
geodésica 7., dirigida para o exterior, com vetor tangente ¢t paralelo a d; + 0,.

Espagos do tipo (2.12) — as vezes chamados de ‘espagos retorcidos’ (‘warped
spaces’; ver Abreu (2010), da Costa (1993)) — possuem uma estrutura simples
do tensor de curvatura. De fato, um calculo direto mostra que as conexoes nao
nulas sao

G = %had(hbdvc + hea,p — hve, a); Fé‘k = %Vﬂ(%g‘,k + Vik,j — Vik,1); (2.16a)
Ly =7710;0.7; Tf =~ b 07 (2.16Db)
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2. Cosmologia

de onde se tira sem muito esfor¢co que as componentes do tensor de Riemann se
separam da seguinte maneira:

Racba = Racbd ; (2.17a)
Reaiv; = =7 (Vo VoT) vij (2.17Db)
Ripjy = 7 [jaikjl — VoIV (Yij Vit — Va ’ij)] ; (2.17c)

aqui, Repeq € iijkl sao os tensores de Riemann das subvariedades (&, h) e (%, ),
respectivamente. Os indices latinos do inicio do alfabeto assumem os valores
0, 1, e os do meio do alfabeto assumem os valores 3, 4. Esta separagao é geral,
resultado direto da separagao de g, independente de ser 7;; a métrica de S? e de
serem O e . espagos bidimensionais. Enfatizamos o seguinte fato importante:
Seja D, a derivada covariante no espaco (€, h); uma vez que I\, = T, = 0,
temos que D, = V,, onde V* sao as componentes 0, 1 da derivada covariante
sobre o espago-tempo completo (.#,g).

No nosso caso de interesse, ser (&, h) bidimensional implica que seu tensor de
Riemann pode ser escrito em termos apenas do escalar de Ricci R = h® hR4epa
e da métrica:

Racbd =5 (hab hcd - had hbc) . (218)

1
2

l}lém disso, sendo efetivamente (., ) uma esfera de raio unitario, a Eq.(2.5) da
fRikjl = Yij Ykl — Vjk Vi, € portanto

Ripji = s (1 =V, 7V7) ('Yij Vet — Vil 'ij) . (2.19)
Dali, é trivial o cédlculo do tensor de Ricci, cujas iinicas compnentes nao nulas sao:

Rab = :Rhab - Qf_lvavbf ) (220&)
Rij = (1 = ViV — 7 V, V) v ; (2.20b)

o escalar de Ricci do espago completo (., g) fica assim
R=R—3V, V% + Z(1 = V,iV7), (2.21)
e por fim, podemos escrever as componentes nao nulas do tensor de Einstein:

Gap = =27 'V Vi + 27V VT — 7721 = ViVr) hey  (2.22a)
Gij = — (3R — FV,FVIF) ;5 . (2.22b)
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2. Cosmologia

2.3 Cosmologia de Friedmann

De acordo com a Eq.(2.4), o conteido material do Universo deve ser descrito
por um tensor de energia-momento 7}, compativel com a métrica FRW (2.10).
Isto implica' que T}, tem a forma do tensor de energia-momento de um fluido
perfeito, com densidade de energia o, pressao p, e velocidade tipica U:

™ =(p+oUrU"+pg™. (2.23)

Esta descricao fluidodinamica, podemos encara-la como dizendo que em larga
escala, sendo distribuidos homogeneamente, os aglomerados de galaxias formam
como que as “moléculas” de um fluido césmico que preenche o espaco-tempo. A
quadri-velocidade U* = ¢} é a velocidade tipica destas galdxias “em queda livre”.
Nesta descricao do Universo atual, preenchido por matéria fria nao-relativistica,
a pressao p ¢ nula. Entretanto no passado, e.g. quando a densidade era alta
o suficiente para conferir uma natureza relativistica a matéria, tinhamos p # 0,
como veremos mais abaixo.

As equacoes de Friedmann.
Substituindo o tensor (2.23) nas Equacgoes de Einstein (2.4), obtemos as equagoes
de campo para um universo FRW:

H? = %QQ — K/a?, (2.24a)
H=-%(p+0)+ K/a?, (2.24b)

conhecidas como ‘equacoes de Friedmann’. Aqui, a funcao
H(t) = a(t)/a(t) (2.25)

é conhecida como ‘func¢ao de Hubble’. A cada instante da historia do Universo,
ela fornece uma constante de proporcionalidade entre a velocidade de recessao
e a distancia de galaxias distantes, que se afastam de nés movidas apenas pela
expansao do espago-tempo.

Derivando (2.24a) com respeito a t: 2H H = %@ + 2K H/a?; e multiplicando
(2.24b) por duas vezes a funcdo de Hubble: 2H H = —4(0+3p) —2H?, obtemos

1 H 1 H
30+ 2K Hja® = —-(0+3p) = 2H" , ou 20 =——(o+3p) - 2H(H* + K/a’)
mas o ultimo termo em parénteses é nada mais que %Q, por (2.24a). Logo, temos
a ‘equacao de continuidade’:

0=-3H(o+p). (2.26)

Este conjunto de equacoes pode ser integrado para a obtencao de solugoes
analiticas em alguns casos especificos. Os mais comuns sao descritos abaixo.

Wer Weinberg (1972).
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2.3.1 Equacoes de estado

Considere modelos cosmolégicos nos quais a densidade de energia e a pressao do
fluido perfeito (2.23) sao relacionadas por uma equagao de estado barotrépica:

p/o=w(o) . (2.27)

Periodos de aceleracgao.

O valor do parametro da equagao de estado,' w(p), estd diretamente ligado ao
sinal da aceleracao da expansao do Universo, a. E imediato que, sendo a =
H + H?, temos

Q>0 — H+H?>0. (2.28)
Usando as equagoes de Friedmann (2.24) e a equagao de estado (2.27), temos
H+H=—%(p+0)+%0=—%0(1+3w(0) ,
e por isso a relagao (2.28) pode ser reescrita como
a>0 — w(p) < —1/3. (2.29)

ou seja: a expansao do universo é acelerada (desacelerada) se w é menor (maior)
que —1/3, e ‘estacionaria’ se w = —1/3. Repare que este resultado independe
da forma da equagao de estado, e independe da maneira com que a solugao das
equagoes de Friedmann evoluem com o tempo: o estado da aceleracao do Universo
depende apenas do valor de p.

Equacoes de estado constantes.
Suponha que se tenha

w = constante .

A equacao da continuidade implica em %ﬁg = —3(w+ 1), ou seja:
0= (a,a)73CHD (2.30)

Aqui, a, é uma constante de integracao. Supomos que w > —1, caso contrario
ocorre a situagdo nao fisica em que a medida que a(t) aumenta (i.e. o universo
se expande) a densidade de energia o(t) também aumenta, implicando criagao de
matéria. Para w = —1, temos a solugdo é o espago-tempo de deSitter, (2.11).

INo restante deste texto vamos as vezes nos referir ao pardmetro da equacio de estado, w,
utilizando somente o termo “equagao de estado”, em um inevitavel abuso de linguagem.
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Daqui em diante, assumimos que o espago ¢ plano, e tomamos K = 0 em
(2.24a). Temos entao que

Hof=Vi= (o, o = gatd, Q)
com v = 3(1 +w)/2, de onde vem

ﬁt =a] [a"*da=Jala. (2.32)
Podemos normalizar o fator de escala para que no tempo de Planck ¢ = 1 seja
a(l) = 1. A equagao acima entdo determina a) = /4/3. Por consequéncia, da
Eq.(2.30) fica determinado o valor da densidade de energia no instante de Planck,

opr=o(t=1)=4/31+w).

Finalmente, com a normalizacao escolhida, escrevemos a dependéncia temporal
do fator de escala e da densidade:

a(t) = t2/30+w) (2.33)
o(t) = omt™* . (2.34)

A maior importancia das esquagoes de estado com w = constante reside no
fato de que um fluido ultra-relativistico, que descreve por exemplo um gas de
fétons (ou simplesmente ‘radia¢do’), e um fluido nao relativistico descrevendo
matéria fria (também chamada de ‘poeira’), ambos sdo exemplos de tais equagoes
de estado. O ultimo caso é trivial, quando a matéria possui pressao nula, e
portanto w = 0. J& para radiagao, a teoria cinética nos da a seguinte relacao
entre pressao, densidade e temperatura:!

p=nT, o=3nT, p=0/3.

Conclui-se entao da Eq.(2.33) que o fator de escala, em cada caso, evolui com o
tempo de acordo com:

a =t*3  para um universo dominado por matéria, e (2.35)

a =4/t para um universo dominado por radiagao. 2.36)

4 3

Como para radiacao o ~ a~* e para poeira ¢ ~ a~°, a radiacao domina em
épocas onde o fator de escala é menor. No universo em expansao do big-bang isto
significa que a radiagao é mais relevante no inicio da historia, enquanto a poeira
domina em épocas mais tardias.

Wer, e.g., Weinberg (1972).
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Repare que se deve considerar em separado o caso em que w = —1/3, quando
v=1eakEq(2.31)da

alt) =t (2.37)
o(t) = opit™2. (2.38)

A velocidade do som.
A velocidade do som em um fluido com pressao p(p) é dada pela relagao

vl =dp/de; (2-39)

para uma equacao de estado constante, ¢ = w. A condigdao de que o som nao
viaje mais rapido que a luz entao restringe o valor de w a ser menor que a unidade.
Universos acelerados (e de forma geral qualquer universo com w < 0) possuem
velocidade do som imaginaria. Isto nao constitui um problema por si s, a menos
que se tenha w < —1. De fato, suponha w < —1, constante; temos v < 0 na
Eq.(2.32), de forma que

e —t= ﬁal a=h,

sendo t, uma constante de integragao. O fator de escala a(t) é sempre crescente
(como se pode facilmente verificar, @ > 0), e efetivamente a(t) — oo & medida
que t — to. Ou seja: estes espagos apresentam uma singularidade em um instante
finito no futuro, no qual a expansao de a(t) é tao grande que desmantela todas as
coisas.! Espacos deste tipo sao chamados de ‘fantasmas’, e nao serao considerados
no que segue.

Em suma, podemos escrever comoo dominio de validade para o paramtero da
equagcao de estado o intervalo

—1<w<1. (2.40)

2.3.2 Singularidades

Em todos os casos de equacao de estado descritos acima, e em geral para todo tipo
de matéria cuja equacao de estado nao permita pressao ou densidade negativas
(i.e. sempre que w > 0), o fator de escala se anula quando t = 0. Assim, o
intervalo de tempo (césmico) no qual o universo vive é limitado inferiormente —
o tempo de evolugao do universo s6 “preenche” metade da reta real. Isto nao
seria necessariamente um problema, ja que a singularidade no fator de escala nao
implica por si s6 uma singularidade fisica, podendo ser simplesmente um efeito

Wer Weinberg (2008).
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do sistema de coordenadas. Todavia, calculando-se o escalar de Ricci para a
métrica FRW vemos que, de fato, ha em ¢ = 0 uma singularidade da curvatura,
nao permitindo a continuagao do espago-tempo para tempos negativos.

De fato, o escalar de curvatura se escreve (enfatizamos que K = 0) como

R(t) = -6 [(%) + %] . (2.41)

Usando a Eq.(2.33), encontramos

a(t) = ﬁfuwm/zz(lw) Cdt) = _%% $—2(243w)/3(1+w) (2.42)

Escrevendo explicitamente o parametro de Hubble, e o chamado raio de Hubble
comovel:

2 _ 1 3(14+w)
H(t) = — = ¢ 1. — t 3(14w)/(14+3w) 2.43
(®) 31+w) 7 a(t)H(t) 2 ’ (243)
e utilizando o resultado (2.29), vemos que o escalar de Ricci (2.41) fica
R(t) = S 172, (2.44)

deixando evidente que se —1 < w a curvatura diverge em ¢ — 0, onde a solucao é
portanto singular. Deve-se prestar atencao ao caso de um universo dominado por
radiacao, em que w = 1/3 e o escalar de Ricci se anula, dando talvez a impressao
de que o espaco-tempo seria plano. Porém este caso também é singular, como se
pode ver do calculo de outro invariante de curvatura:

v o a2 i 2] 16[(143w)(243w)+1] ,—
Ry, R*Y =9 (E) +3 [E +2 (5) ] - 27(14w)?t .

Para w = —1/3 as férmulas acima nao se aplicam, porém ¢é imediato verificar,
usando as Eqs.(2.37) e (2.41) que R ~ ¢t~ também diverge em ¢ = 0, assim como
nos outros casos.

Estas singularidades presentes em passado finito sao a principal caracteristica
dos chamados ‘modelos cosmologicos de big-bang’.

2.3.3 Horizonte de particulas

A fronteira do passado causal de um observador no instante ¢ define o chamado
‘horizonte de particulas’,' uma esfera centrada em r = 0 e com raio comdvel

r(t) = /O ac(lz). (2.45)

I Muito utilizado, em particular, na andlise de problemas observacionais da cosmologia
padrao, que levaram ao desenvolvimento da cosmologia inflacionéria. Cf. §2.5.1.
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Isto é nada mais que a distancia comével percorrida por um féton emitido na
origem do sistema de coordendas, desde o inicio da histéria do universo até o
instante ¢. Repare que aqui usamos o fato de que a descricao do espaco-tempo
de fato termina em t = 0 por causa da singularidade, tornando as geodésicas
inextensiveis a t < 0. Se um segundo observador se encontra a uma distancia
comével maior que r,(t), é impossivel que qualquer sinal emitido por ele tenha
influenciado o primeiro. Podemos escrever, com os resultados do §2.3.1,

t
rp(t) = / 72304 4t = 3 ( Lw ) gt/ [ (2.46)
0

1+ 3w 0

Esta integral converge se w > —1/3, e o tamanho fisico do horizonte de particulas,
L,(t) = a(t) ry(t) é finito:

lp(t):3<1+w> t, (2.47)

14+ 3w

ou seja, existe um horizonte de particulas para universos desacelerados. Para
universos acelerados, i.e. —1 < w < —1/3, a integral diverge, e ndo existe tal
horizonte. No caso “estacionério”, w = —1/3, a integral é logaritmica:
t /
rp(t) = i—f =logt
0
e também diverge no limite inferior.
Pode-se redefinir o conceito de horizonte de particulas como sendo o cone de
luz partindo nao da singularidade em ¢t = 0, mas do instante de Planck ¢ = 1:
rp(t) = flt dt/a (como feito e.g. por Linde (1999)). Neste caso, se w # —1/3,

t

. (2.48)

1+w
t)=3 3/t 2.49
00 =3 (1) | | (2.49
e a integral nao diverge mais para universos acelerados, que passam a ter hori-
zontes de particula. Para w = —1/3, r,(t) = logt.

2.4 Cosmologia a partir de um campo escalar

A importancia do estudo de um universo preenchido por um campo escalar se mos-
tra principalmente em sua utilizacao no paradigma inflacionario, a ser discutido
em detalhes mais adiante. Neste cenario, apds de causar a expansao exponencial
do universo, um campo escalar decai na matéria presente no universo atual. Além
deste motivo que se justifica por si s6, um campo escalar surge ainda em outros
ramos da gravitagao, em particular em algumas descri¢oes do universo tardio,
conhecidas como “modelos de quintesséncia”’, em que simulam uma constante
cosmologica.
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2.4.1 Fluido perfeito e um campo escalar

Considere um campo escalar ¢ auto-interagente com potencial V' (o), cuja La-
grangeana geral é

Lmat = - (% g'uy auO' 81/0' — V(O’)) . (250)

Em um universo homogéneo e isotrépico, o campo nao pode depender senao do
tempo, 0 = o(t), o que simplifica o termo cinético da Lagrangeana acima. Neste
caso, as equacoes de Einstein podem ser escritas como

Vo) =—(G+3Ho) ; %6>=6H>—3V(o); (2.51)
#2602 = —4H | (2.52)

onde H = a/a é a fungao de Hubble. Vale notar que estas trés equagoes nao sao
independentes; pode-se deduzir a primeira com a ajuda da conservagao do tensor
de matéria obtido de L.

Existe uma correspondéncia entre a dinamica deste sistema fisico e a de um
fluido perfeito com pressao p e densidade de energia o. De fato, é imediato ver
que a identificacao

0= %&2 +V(o); p= %&2 — V(o) (2.53)

transforma as duas ultimas equacoes para o campo escalar nas equacoes de Fri-
edmann (2.24):

xPo=6H% P(o+p)=—4H, (2.54)

a partir das quais deduzimos a equacao da continuidade (que por outro lado
também é consequéncia da conservagao do tensor de energia-momento).

Esta correspondéncia torna possivel o uso de alguns métodos, desenvolvidos
acima para encontrar solucoes analiticas para algumas classes de fluidos perfeitos,
para analisar a dinamica do campo escalar. Mas também torna possivel o caminho
inverso: se soubermos a solugao das Eqgs.(2.51), (2.52), temos em maos a dinamica
do fluido perfeito correspondente.

2.4.2 O método do superpotencial

Em geral, a solugdo analitica das Eqs.(2.51), (2.52) para um potencial V(o)
arbitrario é complicada ou impossivel. Existe todavia uma classe de solucoes
que podem ser obtidas através do chamado ‘método do superpotencial’ (Cvetic
(1997)), como segue.
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Suponha que a funcao de Hubble dependa do tempo apenas através do campo
escalar; i.e. suponha a existéncia de uma funcao W (o), que chamaremos de
‘superpotencial’, tal que as equagoes de campo sejam reescritas sob a forma de
um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem para o:!

c=2W'0); H(o)=—-%2W(o). (2.55)
Para que as Eqs.(2.51), (2.52) sejam consistentes com esta hipétese, é facil verifi-
car que o potencial de matéria deve entao ser dado em termos do superpotencial
por:

V()= -2 [W (o) +2W?o). (2.56)

A eficacia do método do superpotencial reside no fato de que, se conhecermos
a fungdo W(o), o sistema de primeira ordem (2.55) é prontamente resolvido.
Entretanto, para determinar W (o) a partir do conhecimento do potencial de
matéria V(o) devemos resolver uma equgao diferencial contendo o quadrado de
uma derivada, a Eq.(2.56), o que em geral apresenta dificuldades sérias, e muitas
vezes nao € sequer possivel. Assim, adotamos o procedimento inverso: escolhemos
uma fungdo W (o) que produza um potencial de matéria com as caracteristicas
desejadas — por exemplo, se quisermos para V(o) um polinémio de grau 2n,
devemos escolher W (o) como um polinomio de grau n —, e partir dai resolvemos
a dindmica de o(t) e H(t). Apesar de parecer talvez um tanto quanto restritiva,
esta abordagem produz resultados bastante ricos, como veremos a seguir.

2.4.3 Equacao de estado determinada pelo superpotencial

Vimos no §2.3.1 que a integracao das equacoes de Friedmann para um fluido per-
feito dependem da relagao entre as componentes do tensor de energia-momento,
que caracterizam o fluido através da equagao de estado p = w(p)o. Fixar esta
relagao funcional entre densidade de energia e pressao é nada mais que determinar
as propriedades da Lagrangeana de matéria. No caso de um campo escalar, isto
é feito ao se escolher o potencial V(o). Por isso, ao fazermos a correspondéncia
(2.53), a equagao de estado para o fluido assim obtido ja se encontra especificada.

Quando V(o) é dado por um superpotencial, a relagdo entre p e ¢ é obtida
facilmente da combinagao das Eqgs.(2.54) e (2.55):

I YN _ 1.8
0=35W0); ple= 1+3%2{

W/(U)] : (2.57)

W(o)

'Denotamos diferenciagao com respeito ao tempo por um ponto, e diferenciagao com respeito
a o por uma linha, viz. f =df/dt, e f' = df/do para uma fungéo f qualquer.
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Se existir uma fungao g(o) tal que [W'(0)]*> = g(W?(0)), entdo o lado direito
da segunda das equacgoes acima ¢ uma funcao da densidade de energia apenas,
podemos interpretd-la como uma equacao de estado barotropica, e escrevemos

8 [W'(0)]?
=—-14-— . 2.
w(o) + 5,7 [W(a)} (2.58)
E importante mencionar a seguinte relacio obtida da Eq.(2.56):
V(o) = Z (w(o) — 1) W2(o) . (2.59)

Vé-se que o potencial de matéria é sempre positivo, a menos que w > 1. Levando
em conta a restri¢ao (2.40), conclui-se que o potencial de matéria deve ser sempre
positivo para que nao se viole a causalidade.

Temos assim duas motivacoes para a escolha do superpotencial. Uma é a
reprodugao, através da Eq.(2.56), de um potencial de matéria V(o) realistico,
que seja compativel com previsoes da teoria de cordas ou da teoria quantica de
campos, por exemplo. Outra motivagdo é a reproducado, através da Eq.(2.58),
de uma equagao de estado com caracteristicas desejaveis, como por exemplo um
numero definido de periodos de aceleracao. No paragrafo seguinte vamos dar um
exemplo do uso do método para a segunda opg¢ao, mas no Capitulo 5, veremos
que, felizmente, ambas as coisas podem ser obtidas com a escolha de um tipo
muito simples de fun¢ao: polinomios.

2.4.4 O superpotencial para equacoes de estado constan-
tes

Modelos cosmolégicos com p/p = w = constante sdo um dos exemplos mais
simples de solugao analitica da equacoes de Einstein. Utilizamos o método usual
das equacoes de Friedmann para resolve-los no §2.3; agora desejamos utiliza-los
como um exemplo do método do superpotencial.

Para tanto, precisamos de uma fungdo W (o) que dé w = constante através da
Eq.(2.58). Logo, é necessério que W (o) satisfaca a equacao diferencial

W(o) = %@ VIToW(o),

cuja solucao é trivial:

W(o) =Wyexplao] , a= %\/g V1+uw, (2.60)
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onde Wy é constante e supomos w > —1. Como mencionamos mais acima, geral-
mente consideramos dada a func¢ao W (o), e desejamos encontrar o fator de escala,
a(o) e, se possivel, o(t) e a(t). A maneira mais facil de proceder é tomando a
razao das Eqgs.(2.55):

2

. 7 %
! g A F = ——— / = ——
A(o) /o 1 wW/w o
onde A= H, ie. a(oc) =e*?). Assim,
a(o) = agexp (—ﬁa) . (2.61)

Podemos encontrar o(t) diretamente da primeira das Eqs.(2.55):
o = —Wpa explao],
”

ou seja:

o(t) = —Llog |- 202 (t — to)| ; a(t) = ao(t — )", (2.62)

T«

com dag constante, concordando com a Eq.(2.34). Por fim, o superpotencial em
funcgao do tempo pode ser encontrado diretamente usando o resultado para o(t),
ou alternativamente resolvendo a equagao diferencial

W=Wgso=2W)?=3%1+w)W?,
que da

W(t) =Wy — o t71.

3x(14w)

O potencial de matéria, é determinado pelo superpotencial a partir da Eq.(2.56);
trata-se de uma funcao exponencial com outra amplitude:

V(o) =3 (w—1)W2 exp[ao] .

i

2.5 O universo inflacionario

2.5.1 Problemas do modelo cosmolégico padrao

O Problema da planaridade.
Suponhamos que, em vez de preenchido por apenas um fluido perfeito, o universo
seja preenchido por um conjunto destes, cada um com densidade g, e equacao de
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estado pg/or = wy. E de fato esperada a existéncia de no minimo dois fluidos,
ja que matéria e radiacao coexistem. Nas equacoes de Friedmann, deve-se entao
trocar g por Y o € p por Y pi. Avaliando (2.24a) nos dias de hoje, temos

Ocrit = Z Ok — 3K/6L2 s Ocrit = 3H2 ) (263)
Z Qk —1= (HIZ)Q ; Qk: = Qk/gcm‘t . (264)

Agora, usando (2.30) na Eq. (2.63), e multiplicando tudo por a?, temos que

1
(aH)? = 3 Z I

e se wy > —1/3 vemos o lado direito diminuir com o passar do tempo (e com o
aumento de a), enquanto (aH)™2, por consequéncia, aumenta. Desta forma, o
lado direito de (2.64) aumenta com o passar do tempo. A nao ser que o valor de
> Q. fosse muito préximo de 1 no inicio do universo — o que significa |K| < 1
ou, em outras palavras, um universo muitissimo plano —, hoje ele deveria estar
razoavelmente diferente de 1. Mas as medicoes atuais demonstram que na verdade
> Q. estd muito prdzimo de 1, e de tal forma que na era de Planck era necessério
se ter uma diferenca | Y Q) — 1| da ordem de 1075!. Este ajuste extremamente
fino das condigoes iniciais conspirando a favor de planaridade do universo ¢ uma
coincidéncia incomoda demais.

Os muitos horizontes dentro da CMB.
Considere o raio fisico do horizonte de particulas atual,

o qt
l:ca/ . 2.65
S ATy 2%

A integral acima diverge no seu limite inferior, quando a(t) — 0 e o intergrando
¢é singular, mas sabendo que as equagoes de Einstein nao devem ser validas arbi-
trariamente perto da singularidade, vamos assumir que a expansao do universo
se inicie a um tempo finito, digamos o tempo de Planck tp.

Utilizando tp; como limite inferior na integral, obtemos um niimero finito. Um
limite inferior para este niimero é obtido ao substituirmos o integrando pelo seu
menor valor ao longo do intervalo de integragao [tp, to]. Uma vez que o fator de
escala nunca diminui, este menor valor é justamente o fator de escala do universo
atual, ag. Assim, podemos garantir que a regiao dentro do horizonte causal do
universo hoje é pelo menos tao grande quanto

lin = ¢ (to — tp1) ~ 10%® cm. (2.66)

Observagoes da radiacao césmica de fundo revelam que na época da recombinacao
todo este dominio se encontrava homogeneizado com alta precisao.
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Uma distancia fisica [(t), correspondente a uma distancia comével (e por isso
independente do tempo) r, tem seu valor a cada instante dado por I(t) = a(t)r.
Assim, se no instante ¢t um objeto tem o tamanho fisico dado por I(t) = a(t)r,
podemos escrever r = [(t)/a(t), e comparar com o tamanho fisico do mesmo
objeto em um outro instante t': I(t') = a(t')r = [a(t')/a(t)]I(t).

A regiao do universo de raio [,,,;, que vemos hoje muito homogeénea, no instante
t; tinha portanto um tamanho [; = ctpa;/ag, e podemos assegurar que naquela
época um pedago do universo de raio pelo menos tao grande quanto este estava
homogeneizado em alto grau.

Ocorre que podemos repetir o mesmo argumento dado para encontrar I,
para o instante ¢;, e concluir que, naquela época, a regiao causal tinha um raio
da ordem de [. ~ ct;, e podemos comparar este comprimento com I;:

I/l ~ (to/t;) (ai/ao) .

Para obter uma estimativa do nimero acima, fazemos o seguinte: sabemos que
para matéria ultra-relativistica a dependéncia do fator de escala com a tempera-
tura é dada por a ~ T~ (ver Weinberg (2008)). Assim, considerando que em ¢; a
matéria fosse de fato ultra-relativistica, e uma vez que a temperatura da radiagao
césmica de fundo hoje é Ty ~ 3 K, temos a;/ag ~ T;/Ty = Ty /Ty = 10%2. Como
t; =ty = 107% sec, e ty ~ 10'7 sec, temos por fim

li/l. ~ 10%

Uma regiao causal é uma regiao tridimensional, logo o que vemos hoje é um con-
junto de aproximadamente (10%)% = 1084 regides causais a principio desconexas
que por algum motivo estao absolutamente homogeneizadas.

Tamanho angular de cada horizonte primordial.
Na época em que a CMB se desacopla da matéria, o universo ja estd dominado
por matéria, e portanto a equacgao de estado era dada por w = 0. Com isso,

¢ da 1 ¢ da 2
_ _t[fde 2 2.67
"h /O 2H  HyJy a  H va (2.67)

Assim,
T~ 2H N a ~ 3 (2.68)
I~ 2Hy %% = 2H;  ad/? (%) 7% = 2Hy N (14 2)73/2; (2.69)
onde ap/a(t) = 1+ z(t). Podemos comparar isto com a distancia diametral

angular d4 = ra(t), onde r é a distancia entre o observador (nés) e o objeto

observado (a CMB):
_/to dt’ _/“0 da
T coalt) Sy a?H'
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2. Cosmologia

onde t é on instante do desacoplamento. Como 1/a?H = H; 'a®*~1/2 vemos que
o integrando diminui para um universo dominado por matéria—o que é o caso

entre o desacoplamento e hoje—, e podemos dizer que r < aQ;IO faao da ~ ﬁ,
0
a distancia angular fica [usando ag/a(t) =1+ z(t)]
dy Salt)yr = Hy'(1+2)7t. (2.70)

Desta forma, o horizonte de eventos da época da recombinacao, dado por
(2.69), hoje ocupa um angulo de visdo no céu da ordem de I, /dy ~ (1 + 2)~V/2,
onde z é o desvio para o vermelho da CMB, medido como z ~ 1100. Isso da
In/da ~ 0.03 radianos, ou 1.7 graus, o que é muito pouco para uma radia¢ao
homogénea em larga escala.

2.5.2 O paradigma da inflagao

Os problemas acima sao resolvidos simultaneamente por um cenario conhecido
como ‘inflacao’. Suponha que durante um ‘periodo inflacionério’, entre os instan-
tes t, e t;, o fator de escala aumente exponencialmente:

a(ty) = Na(t,) , (2.71)

para algum ntmero N suficientemente grande,

N:log( ) :/:H(t) at | (2.72)

que chamaremos de ‘nimero de desdobramentos exponenciais’ (‘e-foldings’).

O lado esquerdo da Eq.(2.64) fica entdo muito préximo de zero, mesmo que K
nao seja nulo. O quao proximo de zero pode ser ajustado determinando-se quanto
deve diminuir o raio comdvel de Hubble. Digamos que |K/(aH)?| fosse da ordem
de 1 antes do inicio da inflagao, e que o raio comével de Hubble diminua de tal
forma que no fim da inflacao tenhamos (a;H;)™! ~ &V, e |K/(a;Hy) 72| ~ eV,
Podemos dizer que |K| ~ (a;H;)?e™?, e hoje em dia a medicao do lado direito

de (2.64) seria
K| (wHY "
(agHo)? aoHy '

A condigao para que isto seja muito pequeno é, portanto, que

a(tr)
a(t,)

e > — . (2.73)

Além disso, olhando para a ultima igualdade em (2.46), vemos que o periodo em
que (aH)™! é muito pequeno domina facilmente a integral, aumentando muito o
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2. Cosmologia

horizonte de eventos de um observador na época do desacoplamento, englobando
dentro deste horizonte todos os dominios que presumiamos serem causalmente
desconectos.

Se a funcao de Hubble durante a inflacdo permanece aproximadamente cons-
tante e igual a um certo valor H;, este periodo domina a integral do horizonte de
particulas:

h(t) = a(t)a; ettt fti e Hitdt ~ a(t)a; tetlts ftt: e~ Hitdt = —ai(;)[ (efrtti=ts) 1)
e N = H(t; — t.). Assim,

In(t) ~ 20 (N 1) ~ AN

arHy arHy
onde supomos N > 1. Para resolver o problema do horizonte, devemos ter
In/da > 1. Sabemos que d4 ~ a(t)/aoHo, € a equagdo acima da

aoHo N
nfda~ Gmre”

ou seja:

(2.74)

o que é a mesma condicao do problema da planaridade. A estimativa do nimero

a

#Z(’) é feita sob algumas hipdteses arriscadas, e se encontra hoje em por volta de

70.

2.5.3 Condicoes de arrasto

Um maneira de implementar o paradigma da inflacao é através da utilizacao
de um campo escalar. Suponha que o universo se encontre homogeneamente
preenchido por um campo escalar ¢(t), submetido a um potencial de interacao
V (o), e cuja dinamica é dada pela Lagrangeana (2.50). O campo obedece a
primeira das Eqs.(2.51):

—V'(6) =6 +3Hs, (2.75)

que é analoga a equagao de uma particula movendo-se em um fluido viscoso,
com uma forca de arrasto proporcional a velocidade 6. Suponha que o termo
de arrasto domine o termo cinético, ¢, fazendo com que o campo “se arraste

lentamente” ! i.e. suponha que

6/(Ho)| <1, (2.76)

1 Vale lembrar que a analogia de uma particula a mover-se em um fluido ndo passa de uma
comparagao entre as equagoes de movimento. O valor de o(t) representa de fato as oscilagoes
do campo escalar, que ocorrem mais rapido ou mais devagar.
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2. Cosmologia

e que, além disso,
z V'(0)/H?| < 1. (2.77)

Estas condigoes, que chamaremos de ‘condigoes de arrasto’ (‘condigdes de slow-
roll’), implicam em um grande nimero de desdobramentos exponenciais. De fato,
se vale (2.76), a Eq.(2.75) pode ser reescrita como

&~ —V'(o)/(3H). (2.78)

Assim, o nimero de desdobramentos exponenciais (2.72) fica

tr U]H U]V/(O_)
N = H(t)dt = —do ~ do .
/t* " /ad"/a—BH”

* *

Se 0. < o7 e V(ox) > V(or) — isto é, se o potencial de matéria for decrescente
durante o periodo inflacionario —, o integrando acima é positivo e, de acordo
com (2.77),

N> x(or —o0.) . (2.79)

Portanto se (2.76) e (2.77) forem validas por um intervalo suficientemente longo,
podemos obter o nimero de desdobramentos exponenciais necessario para resolver
os problemas listados no §2.5.1.

O tempo caracteristico de expansao do universo ¢ dado pelo inverso da func¢ao
de Hubble, 1/H, também conhecido como ‘tempo de Hubble’. A Eq.(2.78),
consequéncia da condigdo (2.76), em conjunto com a condigao (2.77) e com a
Eq.(2.52), implicam que durante um tempo de Hubble a fun¢ao H(t) permanece
quase constante, i.e.

(H/H) x (1/H)| = £6%/H> ~ £ (V'(0) /3H?)" < 1. (2.80)
Em outras palavras, durante a inflacdo o universo se expande quase exponen-
cialmente. Podemos reformular as condig¢oes de arrasto em termos de carac-
teristicas da forma do potencial de matéria. A segunda das Eqs.(2.51) d4 2V /6 =
L H?/6% —1 > 3, ou seja 62 < V(o). Retornando a segunda das Eqs.(2.51),

temos entao H? ~ %QV(O'). Assim, com (2.80),
L (V') V) <1. (2.81)
Além disso, derivando (2.78) e usando (2.76) obtemos

= V(o) /V(e)| < 1. (2.82)

30



2. Cosmologia

Assim, o potencial deve possuir um “planalto” sobre o qual o campo escalar “se
arrasta lentamente”, fazendo com que o universo infle.

Tao importante quanto as condigoes de arrasto (2.76) e (2.77) (ou (2.81) e
(2.82)), é também a condicao de que estas desigualdades deizem de ser vdlidas
em algum determinado instante £;. Afinal, o universo que observamos passou
a maior parte de sua historia em expansao desacelerada, o que possibilitou a
formacao das estruturas que hoje observamos. E necessério portanto formular
um mecanismo que transforme o universo inflacionario no universo do tipo big-
bang que vemos hoje. Exemplos deste tipo de mecanismo, chamado de “saida
graciosa” da fase inflaciondria (Mukhanov (2005)) envolvem em geral um periodo
chamado de ‘reheating’, em que o campo escalar decai nos componentes — ra-
diagao, matéria barionica, etc. — usuais de cosmologias do tipo descrito no §2.3.
Mais adiante, no Capitulo 5, descreveremos modelos de universo que possuem
tanto o periodo inflacionario quanto um tipo de “saida graciosa”.
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Capitulo 3

Gravitacao e Termodinamica

3.1 Horizontes

3.1.1 Horizontes de eventos

Considere espacos descritos pela uma métrica

ds® = —f(r)dt* + dr?/ f(r) + r’do? , (3.1)

em que f(r) é uma fungao suave, com um tnico zero simples r;, (ver Padmanabhan
(2010)). A caracteristica principal da métrica (3.1) é a estrutura peculiar nas
componentes gog = —1/g11, que se tornam singulares quando f(r) se anula ou
diverge.

Tais espacos sao estaticos, isto é: existe um vetor de Killing € = 0;, correspon-
dendo a isometria sob translacoes da coordenada temporal ¢. Nas coordenadas
(t,r) acima,

£* =dq (3.2)
e é facil ver que & de fato obedece a condigao de Killing:

VHEY = gh10, ¢v + g;wr’yyaga — g;wF’VYO _ % T(0F 0f — Ok oY) = Vrer . (3.3)

Também ¢é imediato calcular a norma de &,

§ul = —f(r), (3.4)

que se mostra tipo-tempo ou tipo-espago nas regides em que f(r) > 0 ou f(r) < 0,
respectivamente. A hipersuperficie 7 que separa estas duas regides, definida
pela equacao f(r) = 0, é uma hipersuperficie nula. Isto pode ser verificado ao
se notar que seu vetor normal n® = 0*f = f(r)f'(r)d} possui norma n,n# =
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F)[f' (M)l = 0. (Aqui, denotamos f’(r) = df/dr.) Portanto # é um
horizonte de Killing de £; cf. Apéndice D.

Nas coordenadas (7, ), que cobrem apenas parte da variedade, a métrica (3.1)
é singular sobre o horizonte de Killing. Esta singularidade se deve, porém, ape-
nas ao sistema de coordenadas escolhido: nenhum dos invariantes formados pelo
tensor de Riemann diverge, e pode-se obter sistemas de coordenadas apropriados
nos quais a métrica é regular em ry,. Definimos novas coordenadas (X, T),

kX = eXch(kt) ; KT = ™) sh(kt) (3.5a)
K=l 3 x=[dr/f(r), (3.5b)

mantendo intactas as coordenadas angulares da parte da métrica com simetria
esférica. Como se pode facilmente verificar, agora temos

ds® = f(r(X,T)) exp[—2k x(X,T)] (=dT? +dX?) 4+ r*(X,T)do* .  (3.6)

E possivel mostrar que se f (r) é uma funcdo analitica com um unico zero simples
em 74, entao o produto fe~2X ¢é finito no horizonte de Killing, que fica mapeado
em X?—T? =0, ouseja: # = {X =T}U{X = —T}. Com a extensao analitica,
podemos analisar as componentes do vetor de Killing (3.2) sobre .#; nas novas
coordenadas, &% = (0x™/x¥)E¥ se escreve

&€ =Tox + Xor, (3.7)

e portanto a 2-esfera B = {X = T = 0} é uma esfera de bifurcacdo, onde
ambas as componentes de & se anulam. Em suma, ¢ ¢ um horizonte de Killing
bifurcado, sobre o qual a gravidade superficial é constante, e dada por k definida
em (3.5b), como mostra o resultado (3.3) em conjunto com a Eq.(D.4).

O buraco negro de Schwarzschild.

A solugao mais simples das equacoes de Einstein (2.4), obtida por Karl Schwarzs-
child em 1915, descreve um espaco-tempo vazio a ndo ser por um corpo esferica-
mente simétrico, de massa m, situado na origem do sistema de coordenadas. A
métrica de Schwarzschild é dada pela Eq.(3.1), com

f(ry=1-=2m/r, (3.8)

parametrizada apenas pela massa m do corpo que atua como fonte do campo
gravitacional central. Esta métrica possui uma singularidade fisica em r = 0,
onde o tensor de curvatura diverge, e um horizonte de eventos em r, = 2m, que é

1Cf., e.g., Chandrasekhar (1992).
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uma singularidade das coordenadas e pode ser resolvida com a troca (3.5). Neste
caso, fe X = e7T/2m [r e

k=1/4m (3.9)
X2 —T? = Le™ = 16m? e"/*™(r — 2m) . (3.10)

Apesar de a primeira igualdade sé6 valer na regiao exterior ao buraco negro, r >
2m, a ultima expressao é vélida para todo r — as coordenadas (X,T') sdo uma
‘extensao analitica’ das coordenadas de Schwarzschild.

Considere geodésicas nulas radiais nas coordenadas (X, T). A condigao ds* =
0 aplicada sobre (3.6) da

X = £T + constante . (3.11)

e portanto os cones de luz sao retas a +45° no plano X-7T. O sinal positivo
corresponde as geodésicas que se afastam do horizonte, e o negativo as geodésicas
que dele se aproximam; a coordenada temporal T cresce na dire¢ao do futuro
(dT'/dt = e"*ch(kt) > 0). Fica claro que cada geodésica nula cruza o horizonte
X = 4T apenas uma vez, em direcao ao interior de .7#; assim, nenhum sinal
luminoso pode sair do interior do horizonte de eventos, que fica causalmente
desconexo da regiao exterior — A gravidade nesta regiao é forte o suficiente
para curvar tanto os raios de luz enviados em direcao ao exterior da esfera que
eles voltam outra vez para dentro, de encontro a singularidade em » = 0. Um
observador em r > r,,, por conta da auséncia de raios de luz provindos de 14,
observa a regiao r < r,, como uma esfera escura no céu — um ‘buraco negro’.

O horizonte cosmolégico do espago de Sitter.

Apesar de sua aparéncia dinamica em (2.11), o espago de Sitter é na verdade
um hiperboldide fixo, que pode ser folheado de diversas maneiras (que cobrem
trechos maiores ou menores do hiperboldide completo). Em particular, é possivel
escrever sua métrica na forma (3.1) com’

flr)=1—H**, (3.12)

e o horizonte de eventos f(r) = 0 é uma hipersuperficie folheada por 2-esferas tipo
espago com raio 1, = 1/H, lembrando que H é uma constante, que assumimos
positiva. Aqui, ao contrario do que ocorre no buraco negro de Schwarzschild
(3.8), o vetor de Killing (3.2) é tipo-tempo no interior do horizonte, em r < ry;
isto caracteriza um ‘horizonte cosmoldogico’, por ser tipico dos horizontes que
ocorrem em espacos FRW acelerados (cf. §3.1.2), dos quais o espago de Sitter é

L Cf., e.g., Davies (1982).
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um exemplo particular. No interior do horizonte, quando r/r;, < 1, a troca de
coordendas (3.5) dd fe X = (1 + Hr)?, e

k=H, (3.13)
X2 T2 = (1— Hr)/H*(1+ Hr) . (3.14)

A mesma analise feita para as geodésicas nulas de Schwarzschild vale aqui, com
o detalhe de que agora as geodésicas dirigidas para o futuro tendem a sair do
horizonte em 75, e nao retornar para o seu interior; enquanto no espaco-tempo
de Schwarzchild um observador posicionado na regiao com campo gravitacional
mais fraco vé os objetos serem puxados para dentro de uma esfera de raio r,, um
observador no universo de deSitter percebe as coisas serem impelidas para fora
de uma esfera que o rodeia.

Também ao contrario do que ocorre em Schwarzschild, atras do horizonte de
eventos de deSitter nao hd singularidade alguma, como se pode ver facilmente
calculando o escalar de curvatura que é, efetivamente (e por defini¢ao), cons-
tante: R = H/2. A bem da verdade, sendo o espaco de deSitter completamente
homogéneo, todas os pontos sao equivalentes e portanto dois observadores em
locais diferentes perceberao, cada um, o horizonte de eventos como uma esfera
de raio 7, ao redor de si. Em particular, se uma observadora se encontra a uma
distancia r;, de um observador na origem do sistema de coordenadas, ela estara
exatamente sobre o horizonte de eventos dele e vice-versa, o mesmo sendo valido
para quaisquer dois pares de pontos.

Esta completa homogeneidade pode ser usada para se obter o raio do horizonte
de eventos de uma outra maneira. Voltemos as coordenadas (2.11), e calculemos
a distancia maxima que uma geodésica nula radial partindo da origem do sistema
de coordenadas pode alcangar. A equivaléncia entre os pontos inicial (r = 0) e
final da geodésica implica que esta é também a distancia a partir da qual nenhum
observador pode se comunicar causalmente com a origem. A distancia desejada
se obtém da condicao ds? = 0:

I =a(t) [ = ellt [l qt = 1/H, (3.15)

a(t")

coincidindo com o que encontramos acima. (Nao se deve confundir as coordenadas
“r” presentes nas métricas (2.11) e (3.12). Na primeira, r é uma coordenada
comoovel, que determina uma distancia fisica apenas quando multiplicada pelo
fator de escala para formar o raio das esferas com elemento de linha do?; na
segunda, r ja é, ele préprio, este raio fisico.)

3.1.2 Horizontes de eventos dinamicos

A integral (3.15) pode ser usada para definir um horizonte de eventos em espagos-
tempo FRW genéricos (2.10). Tais espagos, por ndo serem estéticos, ndo possuem
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um vetor de Killing associado ao tempo, e portanto nao possuem horizontes de
Killing como o espago de deSitter, mas quando a integral

rn(t) = /t h aczi) (3.16)

converge, podemos definir um horizonte cosmoldgico de raio fisico I (t) = a(t)r, (%)
com propriedades idénticas ao horizonte de deSitter, no que diz respeito a causa-
lidade; isto é: a cada instante, a regiao em que r > () se encontra causalmente
inacessivel a um observador na origem. E de se esperar que em universos acele-
rados, quando a(t) cresce rapido o suficiente, existam horizontes de eventos. Isto
pode ser facilmente verificado em universos de Friedmann com equacao de estado
constante e —1 < w < —1/3. Usando a Eq.(2.33), temos

oo w41 —(w— w 00
/, dt//a(t/):_i__t/;t (=1/3)/ 1) %

e portanto

i (t) ~ t—(W=1/3)/(w+1)

Y

em universos acelerados. Por outro lado, fica claro que em universos desacelera-
dos, quando w > —1/3, nao existe horizonte de eventos, ja que a integral diverge
(pode-se interpretar esta divergéncia como um “horizonte de eventos de raio in-
finito”). Uma andlise detalhada da geometria destes espagos e seus horizontes é
dada no Apéndice E.

3.1.3 O horizonte aparente

A andlise dos diagramas de Penrose no Apéndice E mostra que horizontes de
eventos sao objetos globais, no sentido de que é impossivel detectar, localmente,
sua posicao. Isto fica particularmente claro ao se observar o limite superior da
integral (3.16); é necessério esperar até o fim do universo para calculd-la. Portanto
se torna complicado utilizar o conceito de horizonte de eventos em descri¢oes
locais do espaco-tempo. Existe entretanto um conceito local que possui natureza
similar & de um horizonte de eventos, conhecido como ‘horizonte aparente’ e
definido como segue.

Suponha que . seja a superficie de uma 2-esfera de drea A com as paredes
revestidas, por dentro e por fora, de lampadas que piscam uma vez, simulta-
neamente. Em um espacgo-tempo plano, as geodésicas nulas provenientes das
lampadas exteriores teriam expansao positiva, e as provenientes das lampadas
interiores, expansao negativa, como na figura ao lado. Assim, de acordo com a
Eq.(2.2), pouco apés a emissao as frentes de onda dos raios luminosos emitidos
do lado de fora formariam uma esfera de area A, > A, enquanto pelo lado de
dentro as frentes de onda formariam uma nova esfera de area A_ < A.
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Mas considere um espaco-tempo curvo onde sobre
& a expansao das geodésicas internas se anula, §_| 5 =
0. Entao as frentes de onda no interior da esfera nao
convergem, e portanto em um instante muito proximo
da emissao temos A_ = A. Mais ainda, quando 6_ >
0 as geodésicas interiores divergem, e frentes de onda 0-<0 S
emitidas no interior da esfera tém area A_ > A —
consequéncia de uma expansao muito rapida do espaco
— e nao chegam ao centro da esfera, que fica assim
isolado causalmente.

Horizonte aparente e superficies de armadilha.

Seja (4 ,g) um espago-tempo quadridimensonal passivel de ser folheado em su-
perficies espaciais esféricas, (.,7), como em (2.12). Sejam 0y as expansoes
das geodésicas 4 (\), parametrizadas por um parametro afim \. Inspirados
pela discussao que levou & Eq.(3.17), diremos! que uma superficie esférica .7

bidimensional é ‘normal’ se 0_|» < 0 e 0|y > 0; ‘marginal’ se 0, 0_|» = 0; e
‘capturada’ (“trapped”) se 0, 0_|5 > 0.
Uma superficie marginal 77 sobre a qual
A (9_’%:0 ; 9+‘=9f>0, (317)
é dita um ‘horizonte aparente’ (Hayward (1994), ver
)2 Vs também Faraoni (2011)). Os raios de luz que partem de

¢ em direcao ao seu interior sao a principo paralelos.
Se a derivada de Lie na direcao tangente a geodésica

¥ nula exterior (abreviamos £.+f = £if) é positiva,
£_0_|» > 0, entdao ao se caminhar sobre 7., se afastando de J, as superficies
esféricas exteriores e “imediatamente proximas” ao horizonte aparente possuem
expansao positiva das geodésicas internas, ¢_ > 0, que sao, portanto, divergentes.
Mais especificamente, considere uma hipersuperficie tridimensional .7 folheada
por esferas marginais com

0_l7=0 e 0.7 >0; (3.18a)
se £i0_|7 >0, (3.18b)

dizemos que seu fecho 7 é um ‘horizonte cosmoldgico de armadilha’ (“anti-
trapping horizon”).> Horizontes de armadilha possuem uma natureza muito si-

L As defini¢oes aqui apresentadas sao as de Hayward (1994), porém com as mudancas
apropriadas — e ja discutidas — que distinguem os horizontes de buracos negros de horizontes
cosmoldgicos.

2 Em contraste com os “trapping horizons” que possuem natureza oposta — isto é a 4rea
das esferas exteriores diminui ao longo das geodésicas nulas — e surgem no contexto de buracos
negros.
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milar a de horizontes de eventos. Se o espago-tempo for dividido pelo horizonte
de armadilha em duas partes desconexas, pode-se mostrar (Hayward) que as
equacgoes de Einstein em conjunto com a condicao nula de energia asseguram que
observadores exteriores ao horizonte de armadilha cosmolégico nao retornam ao
interior (e que observadores no interior de um horizonte de armadilha de um
buraco negro nao retornem ao exterior).

As definigoes acima sao baseadas apenas em quantidades locais, como a ex-
pansao de geodésicas, ou quase-locais, como a derivada de Lie dessas expansoes.
Portanto, um horizonte aparente nao possui a natureza teleolégica inconveniente
dos horizontes de eventos.

Espacos homogéneos e isotrépicos.
Calculemos a posi¢ao do horizonte aparente em espagos com métrica (2.10), que
reescrevemos como

ds® = a*(t) (—dn? + dp* + f*(p)do?®) , (3.19)

onde n(t) = ft dt/a(t) e f(p) = shp, senp, p, para K = —1, +1, 0, respecti-
vamente (o que pode ser visto a partir de uma integragao elementar). A nova
coordenada n é chamada de ‘tempo conforme’.

Uma esfera ., de raio p, possui drea A = 4w a®(t)f?*(p). Seguindo Bousso
(2002), podemos utilizar a Eq.(2.2) para calcular entao a expansao das geodésicas
v—(A) e v+ (A). A expressao mais simples para a equacao de uma geodésica
nula no sistema de coordenadas (3.19) ¢ dada por (dp/dn)? = 1. Neste caso as
geodésicas sao parametrizadas por 7, que nao é um parametro afim, condicao
necessaria para que utilizemos a férmula (2.2). Pode-se, entretanto, fazer n ser,
localmente, idéntico a um parametro afim A. De fato, A s6 é definido a menos de
um reescalonamento e de uma constante aditiva, i.e. se A é uma parametro afim,
s(A) = a X+ b também o é. Se . se encontra em A = \g, temos

() = 1(%0) + gt (A = Xo),

e portanto fazendo a = S—Z\,\O eb = n(X)— Ao S—Z\,\O, podemos fazer de n um
parametro afim, localmente, em .&.
Neste caso, tomando A\ =7, e escrevendo ' = df/dp, temos

dAJdA = drd(af ?/dn = Smaf (f da/dn + adf/dy) = 24 (a+ (f'/)dp/dn),
e a Eq.(3.19) d4, para geodésicas nulas, dp/dn = £1; logo, usando a Eq.(2.2),
0. =2a(HLf'/(af)), (3.20)

onde H = a/a. O sinal do segundo termo de cada equagao vem do fato de p
aumentar ou diminuir quando a geodésica se dirige para o exterior ou para o
interior de ..
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De acordo com (3.17), o horizonte aparente se localiza em 6_ = 0, i.e. quando
f'(p)/f(p) = a H. Portanto, fica evidente que se K = 0, f'/f = 1/r e o raio
fisico do horizonte aparente é dado por l,, = 1/H. Quando K # 0 é facil ver que
podemos escrever

1
lap =~ . (3.21)

VH? + K/a?

Repare que f'(p)/p > 0, e portanto desde que H > 0 ambas as condigdes (3.17)
sao satisfeitas. Em universos com curvatura nula, o raio do horizonte aparente é
igual ao raio de Hubble, 1/H, e em particular no universo de deSitter os horizontes
aparente e de eventos coincidem.

Vale notar que nem sempre o horizonte aparente é um horizonte cosmolégico
de armadilha. A derivada de Lie da expansao das geodésicas internas, £,60_ =
df_/d\, pode ser facilmente calculada a partir da Eq.(3.20):

df_/dn = Ld?a/dn* — (da/dn)* — (f"/ )L + (f'/ )" L
Na diregio exterior a 7, dp/dn = +1; é facil ver que (f")? — ff" = (f")?/f>
para qualquer K, e como

d%a/dn? = ad (ada/dt) = aa+ a* i = d® (H + 2H2> :

temos, sobre o horizonte, onde 7 é localmente igual ao parametro afim A,

a0 Jax=a? [+ B+ (F/af)] .

e usando a expressao (3.21), temos finalmente (Faraoni (2011))
£.0_|p = a? (H YOH? 4 K/a2> . (3.22)

Esta expressao ¢ puramente geométrica, nao dependendo das equagoes de Einstein
ou do conteido material do universo. O horizonte aparente serd um horizonte de
armadilha, de acordo com (3.18b), se a expressao em parénteses for positiva. No
caso de um universo governado pelas equacoes de Einstein e preenchido por um
fluido perfeito com pressao p, densidade de energia g e equacao de estado p = wp,
as equagoes de Friedmann (2.24a) determinam o termo em parénteses como

—%o(w—1/3). (3.23)

Portanto, conclui-se que neste caso o horizonte aparente é um horizonte cos-
moldgico de armadilha somente se w < 1/3.
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3.2 Termodinamica de horizontes

Horizonte de eventos.
E muito conhecido® o fato de que para preservar a segunda lei da termodinamica,
é necessario se atribuir uma entropia a um horizonte de eventos.

A 4rea do horizonte de eventos de um buraco negro nunca decresce (Hawking
(1971)), indicando que seja ela a possuir natureza entrépica, como sugerido por
Bekenstein e posto de forma clara quando Bardeen et al. (Hawking (1973b); ver
também Wald (1984)) mostraram que uma pequena variagdo da massa M de um
buraco negro (sem rotacao) é dada por

SM = LrsA,

sendo A a area de seu horizonte de eventos. Sabemos que a gravidade superficial
k sobre o horizonte de eventos é constante, e se interpretarmos M como a energia
do buraco negro, temos uma relacao muito proxima a relagao de Clausius, entre
entropia S, energia interna F e temperatura 7' de um sistema termodinamico em
equilibrio:

SE =T3S . (3.24)

estabelecendo uma analogia entre entropia/drea e temperatura/gravidade super-
ficial. Mais tarde, descobriu-se que tanto buracos negros (Hawking (1975)) como
o horizonte cosmoldgico de deSitter (Hawking (1977)) de fato irradiam com uma
temperatura de corpo negro igual a /27, e ficou assim estabelecida uma relacao
fisica, real, entre termodinamica e geometria de horizontes de eventos:

T=kr/2r ; S=A/4. (3.25)

Horizonte aparente.

O exemplo dos buracos negros e do espaco-tempo de deSitter aponta uma conexao
profunda entre gravitagao e termodinamica, resumida na Eq.(3.25). Tem ali um
papel crucial a atribuicao de uma temperatura, constante, ao horizonte de even-
tos, que pode ser entao considerado um sistema termodinamico em equilibiro. Em
espacos cosmolégicos, entretanto, nao existe um vetor de Killing temporal nem
tampouco horizontes de Killing (mesmo quando existe um horizonte de eventos),
e por isso nao vale a construcao do Apéndice D. E necessario, entao, uma nova
definicao de temperatura sobre outro tipo horizonte — o horizonte aparente. Este
problema ¢ resolvido pelo chamado “milagre de Kodama” (Abreu (2010)).

! Ver Bekenstein (1973), Hawking (1973b), Penrose (1996).
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3.2.1 O vetor de Kodama

Existe em espagos com simetria esférica folheados como em (2.12) um vetor que
desempenha papel andlogo ao do vetor de Killing em espacos estaticos — fato a
que Abreu (2010) se refere como “o milagre de Kodama” —. Trata-se do chamado
‘vetor de Kodama’:

k* = e®Vyi, a,b=0,1, (3.26)

onde €% é a 2-forma que define um volume no espaco-tempo bidimensional (&, h);
para u = 2, 3, k* = 0. Esta expressao ¢ covariante, e vale em qualquer sistema
de coordenadas, mas repare que, sendo € definido em (&, h), ela depende da
folheacao especifica (2.12). O vetor de Kodama apresenta varias propriedades
notaveis, que passamos a discutir.

(i) O wvetor de Kodama caracteriza um horizonte aparente, seu interior e seu
exterior. Como visto no §3.1.1, a regiao em que o vetor de Killing é tipo-tempo
determina qual o exterior (interior) do horizonte de eventos de deSitter (de um
buraco negro); assim também a natureza causal do vetor de Kodama caracteriza
regides separadas por um horizonte aparente. Usando a identidade €® ¢y =
— (09 6% — &509), temos €%e,. = —88, e

ko k' = —V 7 VO . (3.27)

Sejam ¢* os vetores tangentes as geodésicas nulas 4 ()\), externas e internas a
superficie esférica determinada por 7(x*), parametrizadas por um parametro afim
A, como no §3.1.2. A Eq.(2.2) com A = 477% da

0 = 20,7, (3.28)

onde dx = ¢* -V denota a derivada direcional ao longo de v+(A). Vimos no
§3.1.2 que se pode definir uma base ortornormal em (&, h) usando estes vetores
nulos tangentes a v4:

0= e D+ D,) )
a funcéo positiva e~?(®**) garantindo a parametrizacdo afim. Neste caso,
ViV = (0,7) — (0,7)% = —(O4F + 0,7)(04F — 0,7) = —e® 0,7 O_T .
Ou seja, juntando (3.27) e (3.28)

kukt = 17%e™0 0, 6_ (3.29)
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Portanto, o sinal da norma do vetor de Kodama sobre a superficie .# definida
por 7 = constante é determinado pelas mesmas condigoes que definem se . é
uma superficie normal, capturada, ou um horizonte aparente:

7w =0;
k* é tipo-tempo sobre uma superficie normal, onde 8, §_ < 0 ;

k* é nulo sobre um horizonte aparente, onde 6, 6_

k* ¢é tipo-espago sobre uma superficie capturada, onde 6, 6_ > 0 .

(i1) Gravidade superficial sobre o horizonte aparente. A gravidade superficial
sobre o horizonte de Killing é definida pela Eq.(D.5). Na esperanca de definir
uma gravidade superficial sobre o horizonte aparente, calculemos k*V,k,). As
componentes nao nulas sao

kPVyk, = €%€0qgV 7 Vi Va7 = (82 85 — 6¢ 685V .7 Vi V47 = V7 V, V7 — V7 D*F |
e k'V ky = eV iV, Vi = V7 V,V'F, de maneira que
VIS — D%V, 7.

Aqui, usamos quando necessario o fato de que V, e, = 0.

Uma propriedade evidente do vetor de Kodama é que k*V ;7 = €V 7 V7 =
0, pela antisimetria de €. Portanto V#7# é ortogonal a k*. Sobre um horizonte
aparente, onde o vetor de Kodama ¢ nulo, isto implica que V7 é paralelo a k.
Porém a Eq.(3.27) mostra que k,k*/V,7 Vi = —1, e portanto sobre o horizonte
de eventos temos V7 = —k. Logo,

k“V[ﬂk,,} = 2K kl, s (3.30&)
k= 1D% ; (3.30b)

k pode ser escrita apenas em termos do vetor de Kodama:
k= 3e"V,ky (3.31)

como se verifica imediatamente: €V k, = €€, . V°V, 7 = —V,VoF.

As Eqgs.(3.30a) e (3.31) definem a gravidade superficial do horizonte aparente.’
Repare a semelhanga clara entre a Eq.(3.30a) e a defini¢ao da gravidade superficial
em um horizonte de Killing, Eq.(D.5) — o fator 2 pode ser introduzido na equagao
(D.5) ao se antisimetrizar os ultimos indices, & maneira da Eq.(3.30a). De forma
mais simples que no caso do horizonte de Killing, aqui é consequéncia trivial que
K seja constante sobre o horizonte aparente; efetivamente, o vetor de Kodama e

LA definigao de gravidade superficial que adotamos é aquela de Hayward (1998). Ela nao é
unica, entretanto: ver por exemplo Abreu (2010).
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o elemento de volume €, claro, nao dependem das coordenadas angulares sobre
(7, 7)-

(111) O vetor de Kodama se conserva. Ou seja:
V=0 (3.32)

Para demonstrar este fato, seguimos Abreu (2010). Considere o tensor anti-
simétrico
Eab

e=| 0
0

o O O

0
0
0

Usando a conhecida identidade para a divergéncia de um tensor de grau 2, temos

1
V(@ )F%) = —=0, (V=g & /i),
1% ( ) \/__g 12 ( )
onde g = Det g. Uma vez que g é a composi¢ao (um ‘warped product’) de h com
7, onde 7, 4, j = 2,3 é a métrica do espago R? em coordenadas esféricas,
temos

Det g = Det h x Det (724) = (7%)?Deth x Dety = 7#* Deth .

Na segunda igualdade, usamos o fato de « ser uma matriz 2 x 2. Logo, \/—g =
72v/—h, denotando h = Deth, e
1
W, (@7 = g, (V).
H( / ) 77_2 \/—_h M
As tnicas componentes nao nulas deste vetor correspondem as componentes nao
nulas de €, a saber

1 / ab 1 ab
m@a< —he ) = ﬁDQE s
sendo D, a derivada covariante correspondendo a métrica bidimensional no espago
(0,h). Mas isto é nada mais que a derivada covariante do elemento de volume
deste espaco que, por construcao, se anula. Portanto, para todas as componentes
temos

T, (/7%) = & [, — 19,7] =0
ou seja:!

k= L1rv, e (3.33)

1 Muito embora V% = Ve = D e = 0, V, " # 0. De fato, V,é» = 81,€“”—|—Fﬁ#€”"+
Iy et =Tv e #0.

v
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Agora, V, k" = £ (V7 V,é" +7V,V,é"). A antisimetria de é faz com que
V.V, =V, V, " = —e"" R’ 5, — € R';,,,; 0 tensor de Riemann ¢ simétrico
em ou e ov, no primeiro e segundo termos, respectivamente, logo V,V, e =
0. Por outro lado, lembrando que para uma fun¢ao escalar V[ V,7 = 0, ao
derivarmos (3.26), temos V k# = V7 V, " = =V 7 V,é" = -2V k", ou seja:
V. k* =0, como querfamos demonstrar.
(iv) O fluro de energia-momento na direcio do vetor de Kodama se conserva.
Ou seja, o vetor j# se conserva:

§¢ =Tk, (3.34)

V.t =0. (3.35)
Escrevemos apenas as componentes a = 0,1 de j*, pois as outras sao nulas, por
construcao. Nossa demonstragao mais uma vez segue Abreu (2010). Usando as
equacoes de Einstein, j# = %G“”kl,. O tensor de Einstein ¢é simétrico, e as tinicas

componentes nao nulas de k* sao p = a = 0, 1, portanto s6 nos interessa calcular
G%ky,. Usando a Eq.(2.22a), temos

Gy = =27 'k VO VPF 4 [2F 'V VF — 7 2(1 = VAV k. (3.36)
No primeiro termo do lado direito, aparece k, V2V = ¢,V V*VPF, pela
definigao (3.26). Porém, em um espago bidimensional a antisimetrizagao de
trés fndices é sempre nula e por isso, em particular, V% e = 0, ou seja:
Voree = —(Vere® 4+ VPree). Usando também o fato de que Vé® = 0, a
expressao analisada se reescreve como
6. VT VOV = V, Ve Vi = Vi (V7)) Vit = =V (V7 €? + VP57 ) V.7,
Atentando para a ordem dos indices do ultimo termo dentro dos parénteses, e
reescrevendo V.7V, VT = %Vb(VC'F Ver), temos por fim

ky VOV = —1 eV (V7 VF) + V. VT k|

de forma que o lado direito de (3.36) fica Gk, = %[rFe®V,(V.F VTF) — (1 —
V. rVer)k®]. Mas é facil ver que os dois termos entre colchetes podem ser agru-
pados como uma unica derivada de uma funcao escalar: G%k, = —f%e“beE,
sendo

E(z%) = 57 (1 — ha V7 V7). (3.37)

2

Uma vez que E(z%) é restrita a &, podemos finalmente escrever, sobre todo o
espago-tempo,

=T EV VL E . (3.38)

J& demonstramos que V(7 2¢é*) = 0; para uma fungao escalar V|V, E = 0,
levando a lei de conservagao (3.35).
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3.2.2 Cargas conservadas

Seja v um campo vetorial em uma variedade d-dimensional (.4, g) com borda
d-/ . Vale o teorema de Gauss:'

/ Vuv”:/ V' €y s (3.39)
N oN

onde € = €,,..,, € d-forma de volume natural em .4, induzida pela métrica g.

Considere A4~ C .# como uma subvariedade da variedade .#, ambas d-
dimensionais, sendo 0.4 = ¥ U .% U .¥3 composta por duas hipersuperficies
tipo-espago (d — 1)-dimensionais, .} e .%%, cujos vetores normais, n; », sdo ori-
entados para o interior de 4. A superficie “lateral” .#5 é tipo-tempo, e também
possui seu vetor normal, nz, apontando para o exterior de .4#". Quando v possui
divergéncia nula, o lado esquerdo de (3.39) se anula, e temos

/V-n1d01+/V-n2d02:—/v-n3d03.
j’l 47)2 ,7’3

Se as hipersuperficies tipo-espacgo forem a mesma hi-
persuperficie que “evolui” na diregao de algum vetor
tipo-tempo — portanto n; = —ny —, pode-se encarar
a igualdade acima como dizendo “a variagao da com-
ponente v - n; integrada sobre a superficie . (t) é dada
somente pelo fluxo v - n3 que entra na superficie através
de sua borda (d — 2)-dimensional”. Ou seja, existe uma
lei de conservagao para a grandeza

QU—/ny, (3.40)

sendo . uma hipersuperficie espacial qualquer.

A carga associada ao vetor de Kodama.

Consideremos o vetor de Kodama, e calculemos Q)

usando como hipersuperficie espacial o volume contido
na 2-esfera . de raio 7. Vamos usar coordenadas FRW, nas quais vale (2.15). O
vetor tipo-tempo unitdario normal a ¥ e apontando para o seu interior é simples-
mente t* = —d. A contragao de k com o elemento de volume de .4 pode ser
reescrita como k - € = kn, a, onde o, ¢ 0 elemento de volume em #. Agora,
de (3.26), temos

k =1 (0y7 01 — 017 0y)

—h

n

Wer, por exemplo, Hawking (1973a

—

, Wald (1984), Choquet-Bruhat (1977), Novikov (1979).
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e portanto n, k" = ﬁ@r 7(r,t). Assim,

Qr —/ ol )8 L7 (r, )/ —odV

onde dV é o elemento de volume usual em coordenadas esféricas (coméveis), e o
¢ o determinante da métrica induzida por g em ¥ que, com g diagonal, vemos
facilmente ser o = arsen?y. Assim,

_ 200\,29 Ay _ S 4r 3
Qk—47r/a(t)r@rrdr—élﬂ/rardr 47r/7“ dr = 7.
Ou seja: A carga conservada é o volume espacial das esferas de raio 7.

A carga associada ao fluxo de Kodama.
Para j, definido pela Eq.(3.34), usando a férmula (3.38) temos

j= 572 (Ed —AEd) /V—h,

onde E(r,t) é a fungdo definida em (3.37). Calculando ); com integral mais
uma vez sobre a hipersuperficie 7" formada pelas esferas de raio 7, temos entao

n,j" = 57 20,FE/a(t), e

Q=% xdn [CRO.Edr =19 [9,Edr =175

3.2.3 A Primeira Lei da Termodinamica, generalizada

Energia em espacgos esfericamente simétricos.

A carga associada ao fluxo do vetor de Kodama, a fungao (3.37), é conhecida como
‘energia de Misner-Sharp’, e foi analisada em detalhes por Hayward (1996). Ape-
sar das dificuldades associadas & definigao de energia na relatividade geral, E(r,t)
possui uma interpretacao notavelmente simples e fisica. De fato, em coordenadas
FRW, onde 7 = a(t) r, temos'

E=1iH*/, (3.41a)
e usando as equacoes de Friedmann (com K =0),

E = X 4—”7”3 3.41b
0.

1671'

LA titulo de referéncia, listamos os resultados VoV = G, V1ViF = —af, e

V% = —(a/a+ H*)F = —(H + 2H?)a(t) r
V. 7 VeF = hv0,7 Oy = —(ar)? + 1.
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Ou seja: a energia de Misner-Sharp E(r,t) é simplesmente a energia total de
matéria — definida por ¢ — contida na esfera de raio fisico 7.

Uma expressao para E sobre o horizonte aparente pode ser obtida de (3.41a),
com 7 = f,, = 1/H, ou usando a definicao (3.37) e o fato de que sobre o horizonte
vale V,7V#7 =0 (cf. Eq.(3.27)):

E|»y = %f . (3.42)
A primeira Lei da Termodinamica.
Seja T, o tensor de energia-momento atuando como fonte do campo gravita-

cional. No espago ortogonal as superficies esféricas (€, h) pode-se formar dois
invariantes:

w = —1 haT; (3.43a)
Yr =TV, 7 + wVHF (3.43b)

Ao primeiro, um escalar, chamaremos ‘densidade de trabalho’; o segundo, um
vetor em ¢, chamaremos de ‘vetor fluxo de energia’. Usando o tensor de Einstein
(2.22a), que pode ser escrito como fungao da energia de Misner-Sharp,

Gup = =27 'V, Vi + 271 (V. VF — 72 E) ha, (3.44)
obtemos muito facilmente a densidade de trabalho:
w = % (2E/r® — D*F/r) | (3.45)
e o fluxo de energia:

Y = — 27 (2V,7 VPVOF — D% VOF) (3.46)

Ve

Notando que V*E = 71 E V% — #V,7 V*V, como se pode ver derivando dire-
tamente a Eq.(3.37), é entao imediato escrever

1}?—5 VFE = AY* + wVHV. (3.47)
Aqui, A(z®) = 477 é a édrea das esferas de simetria, que possuem volume
V = %m*?’. Esta equagao é conhecida como ‘primeira Lei da Termodinamica

unificada’ (Hayward (1998), Ashwort (1999)). Ficam agora claros os motivos
para a nomenclatura de w e ¥*. Vimos que E é nada mais que a energia material
contida no volume V', e a primeira lei unificada pode ser interpretada assim: a
variagao da energia interna F contida dentro das esferas de raio 7 é dada por
um termo de trabalho, w VV, que atua para aumentar o volume da esfera, mais
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uma contribuicao de energia que flui para dentro da esfera, em um fluxo Ay
proporcional a area de sua superficie.

A ligagao entre a Eq.(3.47) e férmula usual (3.25) valida para horizontes de
eventos também fica clara ao se escrever o vetor fluxo de energia (3.46), com o
auxilio de (3.30b) e de V4(E/7) = —V,7 VPV, como

Ay = 57V (E[F) + %5 kVeA . (3.48)

Sobre o horizonte aparente, por causa de (3.42), o termo em parénteses é constante
e sua derivada, nula. Assim, a primeira lei unificada (3.47) se escreve em unidades
geometrizadas (nas quais »* = 167)

VHE| = & kV* (A [4) + WV V. (3.49)

O 1ltimo termo pode ser interpretado como um trabalho feito ao se aumentar
o horizonte aparente. Em um processo “estatico”, em que V = constante, resta
apenas o primeiro termo no lado direito, que podemos interpretar como T'VH*S ,»,
onde temperatura e entropia sao dadas pela Eq.(3.25) — mas usando o horizonte
aparente e sua gravidade superficial.

3.2.4 As equacoes de Friedmann como relacoes termo-
dinamicas

Até aqui, discutimos a maneira como é possivel se formular as equacoes da relati-

vidade geral de maneira termodinamica na presenga de horizontes. E interessante

perceber que se pode realizar o caminho inverso: partindo das relagoes termo-

dinamicas, obter-se as equacoes de campo da relatividade geral.!

Considere o horizonte aparente como um sistema em equilibrio termodinamico,
com volume V' e drea superficial A, preenchido por um fluido perfeito com tensor
de energia-momento 7},, = (¢ + p)U, U, + p g,,. Vamos assumir que a variacao
de sua energia interna F é determinada pela equagao termodinamica (3.47).

Em um processo que muda a energia interna F sem realizar trabalho sobre as
paredes do sistema, a energia interna é modificada pela perda de uma quantidade
de calor d@Q = —dF, que cruza o horizonte (de dentro para fora). A variacao dE

em um intervalo de tempo infinitesimal dt¢ é dada pela componente temporal do
vetor fluxo de energia (3.43b), através de (3.47):

dE = 0yE dt + (OE/0F) dF = (OoF + (0r/0F) E7) dt = (A + (7/a)Azh) dt,
em unidades geometrizadas, nas quais »* = 167. Uma vez que w = (0 — p)/2 e

Yo = Tood"F + wdoi = —5(p+ 0)H T,
'(ﬁl = Tnﬁlf + w@lf = %(p + Q)CL ,

'Neste paragrafo, seguimos o método apresentado por Cai (2005); ver também Cai (2007).
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temos
—dE =477 (p+ 0)H dt. (3.50)

Vamos assumir que a entropia e temperatura do horizonte aparente sejam
dadas pela Eq. (3.25). Vamos considerar K = 0 por simplicidade, mas para
universos curvos o raciocinio é idéntico. A gravidade superficial (3.30b) em coor-
denadas FRW se escreve

k= 5= 0n (V=h0F) = =3 (H + 2H? + K/a?) = =i} (1 — Fap /2HTy) |

a ultima igualdade sendo vélida sobre o horizonte aparente, cujo raio é dado
pela Eq.(3.21), 7ap = 1/4/H? + K/a?. Agora, estamos considerando um processo
em que nao se realiza trabalho sobre as paredes do sistema termodinamico, cujo
volume permanece constante; i.e. o raio do horizonte aparente deve ser tomado
como constante — ou, por um outro ponto de vista, o aumento infinitesimal
de energia nao altera a temperatura do sistema, que permanece em equilibrio
termodinamico. Assim, tomamos f‘ap = 0 e ficamos com

T = o-|k| =1/(2n7ap) = 5= H . (3.51)
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Note que esta é a mesma féormula valida para o horizonte de deSitter, que ¢ efeti-
vamente um horizonte aparente estatico. Com a férmula de Bekenstein-Hawking
para a entropia S = A/4 = m/H?, temos entao sobre o horizonte aparente

TdS = —-Hdt/H?*. (3.52)
A relagao de Clausius d@) = T'dS implica portanto, igualando (3.50) e (3.52),
H =47 (p+0) + K/d®, (3.53)

que é simplesmente uma das equagbes de Friedmann, a Eq.(2.24b). A segunda
equacao de Friedmann pode ser obtida ao se impor a conservacao do tensor de
energia-momento, V, 7" = 0, mais especificamente

VI = ¢+3H(o+p) =0,

que € simplesmente a equagao da continuidade (2.26). Combinando isto com
(3.53), temos H = o/H + K /a® ou, integrando com respeito ao tempo,

JHHdt =% [odt + K [(H/a?)dt .

As duas primeiras integrais sao imediatas, e quanto a tltima, [(a/a®)dt = [da/a® =
—1/2a*. Ou seja: obtemos a Eq.(2.24a),

H?=%9— K/a> + A/3,
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adicionada de uma constante de integragdo A/3 — a constante cosmoldgica.

O vetor fluxo de energia, o raio e a area do horizonte aparente, e a gravidade
superficial sao objetos independentes das equacoes dinamicas da gravitacao; uns
puramente geométricos, e outros determinados apenas pela escolha do conteido
material na forma do tensor de energia-momento. Pode entao parecer espantoso
que a imposicao de uma relagao termodinamica entre estas grandezas resulte
nas equagoes de Einstein. O espanto se desfaz ao lembramos que para obter a
Eq.(3.50) utilizamos a primeira lei unificada (3.47) e que esta, por sua vez, é
obtida das equacoes de Einstein. De qualquer forma, fica muito claro que as
equacoes de Einstein podem ser interpretadas de forma consistente como uma
relacao termodinamica do tipo d@Q) = T'dS sobre o horizonte aparente, que possui
uma entropia de Bekenstein-Hawking. Por outro lado, esta relagao seja talvez
valida apenas aproximadamente, tendo em vista a aproximagao feita em k.

A grande questao que paira é a seguinte: Sabemos que a termodinamica usual
¢é o resultado estatistico, macroscopico, de uma fisica microspopica. Existira tal
fisica subjacente a termodinamica dos horizontes da Relatividade Geral?

A resposta ainda estd em aberto.
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Capitulo 4

Cosmologia Quase-Topoldgica

4.1 Gravitacao de Lovelock

Apesar da concordancia entre as predigoes da gravitagao de Einstein-Hilbert (EH)
e testes empiricos, é curioso que uma das solucoes mais simples, senao a mais sim-
ples, das equagoes de Einstein (2.4) apresente caracteristicas singulares: a solucao
estatica e esfericamente simétrica, no vacuo, chamada de solu¢ao de Schwarzs-
child, apresenta (além do horizonte de eventos mencionado mais acima) um ponto
em que as equacoes sao mal definidas e a curvatura, divergente. Coisa similar
ocorre em espagos-tempo homogéneos e isotrépicos (2.10) descrevendo modelos
cosmologicos, e efetivamente teoremas devidos a Hawking e Penrose mostram
que tais singularidades sao uma caracteristica intrinseca da gravitacao de Eins-
tein (Hawking (1973a)).

Sugestivamente, as singularidades de Schwarzschild e cosmolégica ocorrem em
regioes do espaco-tempo onde a densidade de energia é muito alta, implicando que
se deve assim levar em conta efeitos quanticos. A gravitacao de Einstein é uma
teoria classica, para a qual ainda nao foi encontrada uma formulagdo quantica
definitiva, e se acredita largamente que esta, quando finalmente descoberta, de
alguma forma “dissolva’ as singularidades. Apesar do insucesso na formulacao
da gravidade quantica, ha diversas indicacoes de que corregoes de altas energias
introduzem na agao gravitacional termos com maiores poténcias da curvatura
como, por exemplo, R?, R3, etc. Correcoes deste tipo aparecem em alguns li-
mites de teorias de cordas (ver Giribet (2008) e referéncias) e uma corre¢do em
particular, conhecida como gravitagao de Gauss-Bonnet, aparece naturalmente ao
se considerar campos quanticos evoluindo sobre um espago-tempo classico (Davies
(1982)).

A escolha de R, e nao suas poténcias mais altas, para compor a Lagrangeana
(2.3) se deveu a linearidade do escalar de Ricci em derivadas segundas da métrica,
resultando em equagoes de campo de segunda ordem — e nao terceira. Esta
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linearidade é evidentemente perdida em qualquer contragao do produto de mais
de um tensor de Riemann que por isso, em geral, fornecem equagoes de campo
com derivadas superiores da métrica. Isto entretanto pode ser evitado ao se
formar certas combingoes especificas destas contracoes.

Um teorema devido a Lovelock assegura que em um espaco-tempo de d di-
mensoes a Unica combinacao desta natureza que produz equagoes de segunda
ordem para métricas arbitrarias é dada pela Lagrangeana

d/2

1 1 n

_ n . n o__ 1% n SVn ay B

A—;Zanﬂ% DR = ot 5oty TR P s (41)
n=0 =1

onde a, sao coeficientes constantes com dimensao de [comprimento] ™. Aqui e no
que segue supomos d par, caso contrario o limite superior do somatoério deve ser
substituido por (d—1)/2. Estas ‘Lagraneanas de Lovelock’ sao uma generalizacao
natural daquela introduzida por Einstein e Hilbert, que corresponde a

R' = 5 (6104 — 0564) R*P., = R.

Inspegao da estrutura dos termos R™ da Eq.(4.1) revela que em um espago-
tempo (#,g) d-dimensional vale, identicamente, R" = 0 para todo n > d/2,
como consequéncia da total antisimetria nos n indices do produto de simbolos de
Kronecker (é impossivel preencher 2n posi¢oes com apenas d < 2n objetos sem
repetir objeto algum). O 1tltimo termo nao nulo, R¢, é na verdade um objeto
topoldgico, a ‘densidade de Euler’ que quando integrado sobre uma variedade
compacta . , da um nimero caracteristico conhecido como o ‘invariante de Euler’
de .# (ver Choquet-Bruhat (1977)). Em outras palavras, R¢ é independente de
variagoes locais da métrica, e portanto nao contribui para as equacoes de Euler-
Lagrange.

Em quatro dimensoes, a densidade de Euler é conhecida como ‘termo de
Gauss-Bonnet’ (GB):

R? = Ryavs R*? — 4R, R" + R?. (4.2)

Uma vez que ele nao contribui para as equacoes de movimento, a dinamica da
gravitacao de Lovelock é neste caso idéntica a dinamica dada pela acao EH,
quando adicionada da constante R°, que pode ser incorporada & Lagrangeana
de matéria. Esta constante, introduzida por Einstein em um contexto muito
diferente, é chamada de ‘constante cosmoldgica’.

! Também conhecidas como Lagrangeanas de Lanczos-Lovelock.
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Equacgoes de campo para gravitagao de altas derivadas.
Considere uma teoria de gravitagao que, a exemplo da teoria de Lovelock, possui
Lagrangeana gravitacional

L (9", R) (4.3)

dependente da métrica e do tensor de Riemann. As equacoes de campo obtidas

ao se variar a agao construida a partir de (4.3) sdo facilmente encontradas (ver
Apéndice C):

9 = lTuV 5 (44)
onde §G,, ¢ uma generaliza¢ao do tensor de Einstein:

G = 0L/0g" — %IJ G — 2VVPPos (4.5)

Poows = OLJORIVE

Como esperado, G, possui um termo de altas derivadas da métrica: AVAAVL Povs;
em geral, portanto, as equacoes de movimento advindas de uma Lagrangeana do
tipo (4.3) possuem derivadas de até quarta ordem.

Sabendo a expressao explicita das equagoes de campo, podemos demonstrar
que de fato teorias de Lovelock possuem equacoes de sequnda ordem, como segue.
Para obter o tensor P,,s,, derivamos cada termo de (4.1),

v v, 0 - o
aiRn/aRWSJT = on 5u0111551 ’ 5“"5 " 8R 5 H R kﬁkﬂk v

Cada um dos n termos resultantes da derivada do produto de tensores de Riemann
sao identicos, e podem ser organizados de forma que em todos eles o resultado

OR™ P, JORY 5, = 62k §5* 67 67

HE ~ Vi

esteja posicionado com todos os n — 1 tensores R%i%% v, Testantes a esquerda.
Com isso

n—1
1
n é 1 SV n—1 SVn—1 é ay B
OR [ORY e = oo 8,05 D410 100 | [ BP0 -

Agora, a completa antisimetria dos indices covariantes nesta expressao faz com
que a divergéncia VYOR"/OR™,, seja uma soma de termos do tipo RQB[WW],
que sao identicamente nulos por conta das identidades de Bianchi. Uma vez
que FPyp.:y ¢ uma soma de termos do tipo discutido acima, concluimos que sua
divergéncia também se anula. Assim, para Lagrangeanas de Lovelock o termo de
altas derivadas presente em (4.4) é identicamente nulo e restam apenas derivadas
de segunda ordem nas equagoes de campo.
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4.2 Acao para a Gravitacao Quase-Topoldgica

Existem oito invariantes escalares distintos formados de combinacoes ciibicas do
tensor de Riemann (ver e.g. Ray (2010)):
Ly = R¥% Ryps RN, Ly = R* R, 7,

Ls = R Rygn R, Ly = RR"" Rypypo,
Ls = R"*R,,R,,, Lg=R"R,,R°,, L; = RR"R,,, Ls = R®.  (4.6)

De acordo com o §4.1 a unica combinacao linear destes invariantes a permitir
equagoes de segunda ordem para uma métrica arbitrdria é dada por (4.1), que
nao apresenta contribuicoes diferentes da gravitacao EH em d = 4. Porém para
uma métrica especifica é sim possivel combinar os invariantes de forma a que a) os
efeitos em quatro dimensoes nao sejam triviais e b) as equagoes de campo sejam
ainda de segunda ordem.

A métrica especifica em que estamos interessados é a de espacgos-tempo cos-
moldgicos, com segoes espaciais completamente homogéneas e de curvatura zero.
Tais espacos sao conformemente planos, i.e. existe uma fung¢ao nao nula Q?(z*)
tal que seu elemento de linha pode ser escrito como (cf. Eq.(E.1))

ds® = Q*(z") n,,dat da” |
onde 7, ¢ a métrica do espago de Minkowski. Neste caso o tensor de Weyl

Copur = Rapuw + Galv Ryis + i Ruja + 3R ol 91

se anula identicamente, e com isso o tensor de Riemann fica dado como uma
combinacao do tensor de Ricci e da métrica. Os invariantes linearmente indepen-
dentes (4.6) sao assim reduzidos a apenas quatro: Lo, Lg, L7 e Lg. Juntando-os
aos dois tnicos invariantes quadraticos formados com o tensor de Ricci, viz. R?
e IR, R", escrevemos a agao genérica

1
S=— d'z /=g |R+ L*X (R"R,, — vR*) +

7 L*u (R + aRR"™R R*RYR? 4.7

+% HJ( ta NV—{_/BVpM) ) ()

e temos agora que determinar as constantes «, [, v sob a condicao de que as
equagoes de campo sejam de segunda ordem. Repare que esta condi¢ao nao fixa os
coeficientes A e u; porque se pode encarar cada um dos termos na a¢ao acima como
uma Lagrangeana independente, separadamente sujeitas a fornecer equagoes com
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as caracteristicas desejadas, o que independe dos coeficientes “globais” \ e p.
Repare também que separamos uma constante com dimensao de comprimento,
L, de modo que A e u sejam adimensionais.

Apesar de as Eqgs.(4.4) fornecerem as equagoes de movimento para a métrica
(3.19), é mais prético e instrutivo deriva-las desde o comeco utilizando um outro
método conhecido como ‘método da Lagrangeana efetiva’,! como segue. Consi-
dere a métrica FRW plana

dS2 — _f2 (t) €6A(t) dtz + 62A(t) 5” dxz dxj , (48)

mantendo arbitraria a fungao ‘lapso’, f(t). A estratégia consiste em substituir
esta métrica diretamente na agao (4.7), obtendo uma Lagrangeana efetiva cujas
coordenadas generalizadas sao as fungoes f e A.

A partir das conexdes nao nulas

Loy = A8 TY=pde ™4y Fgo=§+3A7

e seguindo um calculo tedioso mas absolutamente trivial, calculamos todas as
componentes do tensor de curvatura e suas contracoes. Para o termo quadratico,
obtemos

VR By =20 = e (1= 30) [ 42+ (Af1 1) = 2f i | +

+36(1 — ) fre 94 A% 4 36(1 — 27) e 0 [—A A2+ f A3 f} . (4.9)
Como foi héa pouco mencionado, este termo equivale a uma Lagrangeana inde-
pendente, que deve fornecer equacoes de Euler-Lagrange contendo no maximo
derivadas segundas de t. Assim, a expressao acima s6 pode conter termos linea-
res em derivadas segundas, pois estes podem ser redefinidos como uma derivada
total; é o caso do tultimo termo em colchetes:

Le 04 [ AA2 4 f A3 f] =14 (e—ﬁAAS/ f3> — 275U/ 3 (4.10)

Ja os termos nao lineares, como ¢é o caso do primeiro termo em colchetes, contri-
buem com altas derivadas nas equagoes de movimento, forcando-nos a ajustar -y
de maneira que seu coeficiente se anule:

v=1/3. (4.11)

LCf. Townsend (2006, 2007), dS; G.M. Sotkov (2012).
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O termo ctbico da acao (4.7), por sua vez, fica escrito

v—9 (R*+ aRR"R,, + BRIRIR,) =
—#6_1%{6(36 +12a + 56) {—Aiﬂ + (f'A/f) Y 3fAA2/f -3 (fA/f)2 A} +
+18(36 + 16a + 95) {A? A% 4 (f'A?/f)2 - 2f'A3A'/f} +
+216(1 + o + B)AS — 108(6 + 4a + 35) [A4A' - f'A5/f} } .

Aqui também o dltimo termo em colchetes, por ser linear em A, pode ser redefi-
nido como uma derivada total:

%6—12,4 [A4A _ f'A5/f} =14 ( —12AA5/f5> 120-12446/f5  (412)

enquanto os outros termos em colchetes devem ser eliminados ao se anularem seus
coeficientes:

36+ 120+ 58 =0,
36 + 160+ 98 =0,

um sistema linear trivial cuja solucao determina as constantes que faltavam,
a=-36/T=—p. (4.13)
Basta agora o escalar de Ricci,
V=gR=—6A2/f + 64 (A/f) , (4.14)
para que escrevamos finalmente a agao (4.7), com os coeficientes ajustados:
S = /d4$c\/—_g Lo + Sz , (4.15)
onde a Lagrangeana efetiva é dada por

%2 \% _gLeFf(Av f7 Av f) = _6A2/f + ILLL4 gf_5€_12AA6 ) (416)

e Sy é um termo de borda proveniente das derivadas totais (4.10), (4.12) e (4.14):

6—1“/14)} - (4.17)

2 1 . 31
S,=— [d3 dt— — 1 — 212\ —e 0442 L 14,2
” / v { ( 37 P TR
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A auséncia de contribuicao dos termos quadraticos na Lagrangeana efetiva (que
nao depende de \) se explica: com v = 1/3 o termo quadratico na agao é simples-
mente o invariante de Gauss-Bonnet (4.2), escrito para um espago conformemente
plano. Sendo um invariante topoldgico, este termo nao contribui para as equagoes
de movimento, como explicitado no §4.1.

Sobre a escala introduzida em gravitagoes de alta curvatura.

A necessidade de se ter acoplamentos gravitacionais com dimensao é uma carac-
teristica de toda teoria de alta curvatura, consequéncia simples do fato de que
o tensor de Riemann possui dimensido [comprimento]™2. Portanto, cada termo
de n-ésima poténcia da curvatura que se adiciona agao de Einstein-Hilbert deve
ser multiplicado por um niimero com dimensao [comprimento]?”~2 para possuir
a mesma dimensao de [comprimento| 2 do escalar de Ricci.

Nos fatoramos esta dimensionalidade dos acoplamentos quadratico e ctibico
em uma unica escala, que denotamos L. A escolha de L define uma escala fun-
damental, a aparecer explicitamente na acao gravitacional. Uma escolha natural
seria, portanto, identificad-la com a constante cosmoldgica, A:

L=+/3/A. (4.18)

Em teorias que oferecem vérios vacuos com constantes cosmolégicas diferentes,’
todavia, a escolha acima nao é bem definida, sendo necessario critérios comple-
mentares para que se escolha qual das multiplas constantes cosmoldgicas definira
a escala fundamental L.

Um outro ponto de vista vem da interpretacao das correcoes de alta curvatura
como efeitos quanticos sobre a acao de Einstein-Hilbert. Neste viés, pode-se
argumentar que a escolha mais natural para L é a escala de Planck:

L=lp. (4.19)

’

E interessante ressaltar a diferenca entre as escolhas (4.18) e (4.19) é bastante
consideravel de 61 ordens de grandeza caso se associe a constante cosmoldgico o
valor observado, A ~ 107122[2.

Os efeitos dos termos de alta curvatura sao controlados pelos valores de seus
acoplamentos. Se um certo efeito do termo ciibico, digamos, é esperado apenas em
escalas de energia altas, e nao pode ocorrer em escalas de energia correspondendo
ao Universo atual, isto poe uma restricao sobre o valor de puL*. Desta forma,
a diferenca entre as escolhas de L tem consequéncias fenomenoldgicas; ao se
aumentar seu valor, os efeitos dos termos de alta curvatura se fazem sentir em
escalas de comprimento maiores — ou em menores escalas de energia. Mas uma

LComo ocorre, por exemplo, nas cosmologias obtidas de um superpotencial polinomial no
Capitulo 5.
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vez que sao as combinacoes AL? e uL* que controlam estes efeitos, a diferenca de
escolha de L pode ser absorvida nos fatores adimensionais A e p.

Assim, as restrigoes fenomenoldgicas que mais adiante vamos impor sobre \ e
1 vao depender da escolha especifica que fizermos para L. — e podem, entretanto,
ser facilmente “traduzidas” para qualquer outra escolha, digamos L:

M<A<X <= (L/L)*\, < X< (L/L)*), (4.20a)
p1 < p < fig = (L/L) s < < (L/L)*ps . (4.20Db)

4.3 As equacoes de campo da GQT

A partir da Lagrangeana efetiva, podemos determinar as equagoes de campo para
a Gravitagao Quase-Topoldgica acoplada com uma dada Lagrangeana de matéria.
Suponha que a Lagrangena de matéria que se acopla a L. seja da forma

[’mat(Aa f7 wk;Aafawk) ) (421)

onde 9 (t) é uma colegdo de campos escalares. A agao (4.15) pode ser encarada
como um sistema cldssico com coordenadas generalizadas A(t) e f(t), que sdo,
efetivamente, os graus de liberdade da métrica (4.8) que tomamos como ansatz.
O procedimento geral de se variar a agao com repeito a dg,,, que leva as equagoes
gerais (4.4), é aqui equivalente a variar L.g com respeito as estas coordenadas, o
que leva as equagoes de Euler-Lagrange para a Lagrangeana total Leg + Lmat:

d o 0
. A~ - 'E’e 'Cma = 5 - Le 'C‘ma
dtaq[v g (Legr + 0] aq[v g (Lot + 0]
sendo q(t) = A(t), f(t), ¥x(t). Apds obtermos as k + 2 equagdes de movimento,
fixamos a func@o ‘lapso’ no calibre usual do tempo césmico, que deixa (4.8) na
forma (2.10), viz.

f(t) =740

Ressaltamos a importancia de se fazer esta escolha somente apds a obtengao de
todas as equacoes do movimento, assegurando que todos os graus de liberdade da
métrica sejam levados em conta.

Vamos nos interessar, no que segue, em dois tipos de matéria: um campo
escalar auto-interagente e um fluido perfeito.

4.3.1 O campo escalar

Em primeiro lugar, consideramos um campo escalar com Lagrangeana dada por
(2.50). Para a métrica (4.8), temos

V=9 Lmar = 567 (8)/ (t) = f(1) 4OV () | (4.22)
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e as trés equagdes de movimento, ap6s fixado f(t), ficam dadas por
V(o) = —(5+3A6) ; Z6?=6A2 (1 - ,uL4A4) ~2V(0);  (4.23)
226% = —44 (1 - 3ML4A4> . (4.24)

No limite em que g = 0, recuperamos as Eqs.(2.51) e (2.52), como era de se
esperar. Repare que a primeira das equagoes corresponde a coordenada o(t), que

s6 aparece em L,,¢; por isso é idéntica a equagao correspondente na gravitagao
EH.

4.3.2 Um fluido perfeito

De posse das equagoes para um campo escalar em GQT, podemos usar os re-
sultados do §2.4.1 para determinar as equacoes de Friedmann modificadas pelos
termos cibicos. Com a mesma transformagao (2.53),

00 =362+V(o); po=3162-V(o), (4.25)

obtemos de (4.23) e (4.24) as equagoes de Friedmann modificadas:
%00 = H? (1 — pL* HY), (4.26a)
2 (0p+ po) = —H (1 — 3uLt HY) . (4.26D)

No limite em que p = 0, recuperamos naturalmente as Eqs.(2.24a), (2.24Db).

Apesar do método um tanto quanto indireto apresentado para a derivagao das
Eqgs.(4.26), elas ainda assim sdo componentes das equagoes de Einstein modifi-
cadas, obtidas ao se variar a agao (4.7) com respeito a métrica. Podemos inter-
preté-las da seguinte forma. Se tratamos os termos provenientes das contribuigoes
cibicas como uma corre¢ao da matéria, deixando o lado esquerdo (geométrico)
das equagoes de Einstein inalterado,

G = 210 + THY)

como consequéncia das identidades de Bianchi, V¥ G, = 0, e da conservagao do

)

- 0 .
tensor de matéria pura, V# T,SV = 0, segue que também se conserva o “tensor de

matéria gravitacional”, i.e. V# T,ESQT) = 0. Ou seja, o tensor efetivo

T =T + T3 (4.27)

se conserva, V#T,,, = 0, e obedece as equacoes de Einstein usuais. Com isso, po-
demos definir uma densidade de energia efetiva, assim como uma pressao efetiva,
componentes do tensor 7},,, que obedecem a equagao da continuidade,

0+3H(p+0) =0, (4.28)
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e cuja evolucao ¢ dada pelas equagoes usuais da gravitacao EH:
i o=6H? Po+p) = —4H . (4.29)

Observagoes cosmolégicas, sendo baseadas em H (t) e utilizando a gravitagao
EH como base, devem enxergar como densidade do “fluido césmico” nao gy —
correspondente a matéria ‘pura’ — mas sim ., Uma vez que € esta que se
relaciona da maneira adequada com a funcao de Hubble. Em todo caso, ambas
as grandezas estao relacionadas pela Eq.(4.26a):

2 =0 (1 — pLi% 02) : (4.30)

4.3.3 Espacgos assintoticamente de Sitter

Espacos assintoticamente de Sitter sao descritos por Lagrangeanas de matéria
que tendem a uma constante cosmoldgica no futuro (ou passado) remoto:

Lomat = 2/ . (4.31)

O campo escalar.

Para a Lagrangeana do campo escalar, isto equivale a dizer que V(o) tende a
uma constante; logo o proprio campo o deve tender a uma constante, digamos
o = o,. Neste caso, as condigoes ¢ = 0 e & = 0 implicam em V'(0,) = 0, a partir
da primeira das Eqgs.(4.23). Portanto, os extremos do potencial de matéria sao
configuracoes de simetria maxima, correspondendo a espagos de de Sitter com
constante cosmoldgica (cf. Egs.(4.31) e (2.50))

2

Vamos nos referir a isto como ‘configuracoes de vacuo’ do campo escalar.

Pelo que discutimos na segao anterior, nao é (4.32) a constante cosmoldgica
observavel, mas sim aquela ligada ao valor H, = A,, constante, que funcao de
Hubble assume no vécuo. A segunda das Eqs.(4.23) nos mostra que esta ‘cons-
tante cosmoldgica efetiva’ A, = 3H? se relaciona com (4.32) — que passaremos
a chamar de ‘constante cosmoldgica nua’ — através de uma equagao ctbica:

Ao = Aut ( Sy Agﬁ) . (4.33)

A primeira vista, isto pode sugerir a possibilidade de se ter uma constante cos-
moldgica nua negativa na acao, o que corresponderia a um espaco anti-de Sitter,
e todavia o espago-tempo observado ser de Sitter, com A.g positiva. Veremos
mais tarde que condigoes de energia nao permitem que isto ocorra.
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Um fluido perfeito.
Para a Lagrangeana do fluido perfeito, isto equivale a dizer que a densidade de
energia relativa ao tensor de matéria pura, gg, se torna constante:

Assim como ocorre para o campo escalar, sendo g.g a densidade de energia de fato
observavel, a constante cosmoldgica observavel é Agg = %2@6&, que se relaciona
com (4.34) pela mesma relagao dada na Eq.(4.33), como se pode ver da Eq.(4.30).

4.4 Entropia na Gravitacao Quase-Topoldégica

Em teorias de gravitagdo com Lagrangeanas gerais do tipo (4.3), também é
possivel formular uma termodindmica para os horizontes. Entretanto, nao vale
mais a férmula de Bekenstein-Hawking (3.25). Um método devido a Wald (1993,
1994) permite identificar a entropia do horizonte como uma carga de Noether.
Apresantamos uma versao menos rigorosa deste método (cf. Padmanabhan (2010)).

4.4.1 A Formula de Wald

Considere uma teoria de gravitagao cuja Lagrangeana é da forma (4.3). Para ser
compativel com a Relatividade Geral, é necessario que £(g*?, Rfjf ) seja invariante
sob difeomorfismos z* — x* + £#, de forma que

Sghv = VHEY + Ve (4.35)
0(v/=gL) = —/=g Vu(£"L) . (4.36)

Por outro lado, segundo a Eq.(C.16), quando usamos (4.35), lembrando que G*
é simétrico,

5(v/=g L) = 28, VIE" +V,, 60" , (4.37)

onde dv* é dado por (C.14). Assim, subtraindo (4.37) e (4.36), e usando a iden-
tidade de Bianchi V,5*” = 0, obtemos uma quantidade conservada,

V=9V, =0, (4.38a)
JB =G & 4 LEH 4 fuk =0 . (4.38b)

Com alguma manipulagao algébrica (cf. Eqgs.(C.24), (C.25)), podemos escrever

JH = =2V, (PHvB 4 priveyy (o 4+ 2PRVPN (N, €5 — 465V YV, PPP (4.39a)

61



4. Cosmologia

e definir o tensor antisimétrico J* tal que J# =V, J*:
JH = 2PHeBNy 5 — 465V PP (4.39b)

O vetor de divergéncia nula (4.39a) é chamado de ‘corrente de Noether’, enquanto
o tensor antisimétrico (4.39b) é chamado de ‘potencial de Noether’.

Chamamos atengao para o fato de que estamos desconsiderando a contribuigao
de matéria, que é de fato nula nas solugoes, in vacuo, de buracos negros. Mas
em espacos cosmologicos, por exemplo, isto nao é mais verdade. Nestes casos em
que matéria esta presente, o resultado da variacao da acao completa inclui T*,
que pode ser incorporado na corrente de Noether, uma vez que este se conserva:
V, T = 0. Isto equivale a substituir §#*, em (4.38b) por

e = G — I (4.40)
Deve-se reparar que as férmulas (4.39) nao sdo mais vélidas neste caso.

A carga de Noether.
A divergéncia nula da corrente de Noether implica na conservagao da ‘carga de
Noether-Wald’

QNW—/ J“dap—]{ J‘ul/dO'w,7 (441)
N B

onde .4 é uma hipersuperficie espacial com borda 0.4 = %, como descrito no
§3.2.2. A existéncia do potencial J*” entao permite que se utilize o teorema de
Gauss mais uma vez para se obter a integral sobre # apresentada na segunda
igualdade acima. Aqui, do, trata-se do elemento de intergagao do espago tridi-
mensional .4, enquanto do, é o elemento de area binormal a 2-superficie espacial

B.

Horizontes de Killing e a Entropia de Wald.

Quando & é um vetor de Killing, podemos tomar % como a 2-esfera de bifurcacao
de seu horizonte. Como discutido no Apéndice B (cf. Eq.(B.3)), o espago bidi-
mensional ortogonal ao horizonte tem como base o vetor (nulo) de Killing e um
segundo vetor nulo [* tal que §,/* = —1. Assim, o elemento de volume em
A, é induzido pelo elemento de volume €,3,, em (#,g) por €,, = %lafﬁewaﬁ;
portanto

do,, = 11,8 7 4%, (4.42)

onde v ¢ o determinante da métrica (Riemanniana) sobre a esfera %4, coberta por
coordenadas {x'}, i = 2,3. Por ser & uma esfera de bifurcacao, &z = 0 e na
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Eq.(4.39b) resta apenas o primeiro termo. A férmula de Wald (4.41) entao se
simplifica

oL
Ovw = ¢ =—— Vo lpéy v dPx (4.43)
2OR 08

Para a Lagrangeana de Einstein-Hilbert vale a Eq.(C.20), e portanto (em
unidades geometrizadas)

1
Qnw = ]{EP MV s L VA P = oo f%v%vl b V7

Agora, &, VI = 41,6, VrEY = —41,6,VVEF = —4k1,E" = 2k Portanto,
sendo k constante sobre o horizonte de eventos,

Onw = L /{j{ VydPr =k A/87 . (4.44)
& B

Ou seja, fazendo as identificagoes (3.25), a entropia de Bekenstein-Hawking do
horizonte de eventos é dada pela férmula de Wald, com

S = QWQNw/K, . (445)

Como k é constante sobre o horizonte de Killing, a variagao da carga de Noether-
Wald é simplesmente 7dS. Mas além de ser valida no caso EH, a férmula (4.43)
pode ser evidentemente aplicada para qualquer teoria cuja Lagrangeana é do tipo
(4.3) — em particular as teorias de Lovelock, com Lagrangeanas do tipo (4.1) —
e, como demonstrado por Wald (1993, 1994), ela de fato recupera o lado direito
da relagao termodinamica (3.24).

Entropia de Wald e o vetor de Kodama.

Consideremos agora que os difeomorfismos £* sejam dados pelo vetor de Kodama,
E*. A férmula (4.43) foi obtida utilizando o fato de que o segundo termo do lado
direito da Eq.(4.39b) se anula sobre o horizonte (bifurcado) de Killing em qualquer
teoria de gravitagao. Apesar de o vetor de Kodama nao se anular sobre o horizonte
aparente, em teorias de Lovelock o mesmo termo se anula porque V#P’“’aﬁ =0,
como mostrado no §4.1. Na gravitacao de Einstein-Hilbert podemos entao utilizar
mais uma vez a Eq.(4.43), com o potencial de Noether dado por

Jw = Lyl (4.46)

167

O vetor normal ao horizonte aparente é o préprio vetor de Kodama, que é um
vetor nulo. Assim, vale mais uma vez a constru¢ao do Apéndice B, e o elemento
de integragao é outra vez dado por (4.42):

doyy = 3 Uk 7 &,
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onde [* é um vetor nulo tal que [,k* = —1. A carga de Noether (4.41) é entao
1
=—— ¢ VA ke
QNW 397 %v [y ﬁ T

O integrando se avalia com a ajuda da Eq.(3.30a):
VIR k) = 20,0k, VIR = 41,k, VPR = —4k1"E, = 45 .

Como discutido no §3.2.1, a gravidade superficial x, dada pela Eq.(3.31), é cons-
tante sobre o horizonte aparente, de forma que a integral acima se reduz a

1
QNW = —K% ﬁdZLC = KJA/87T y (447)
& 7

onde A é a drea do horizonte aparente. Conclui-se que vale a mesma prescri¢ao
(3.25), com a entropia de Bekenstein-Hawking sendo associada a area do horizonte
aparente, que possui gravidade superficial x dada pela Eq.(3.30b). Este resultado
foi obtido por Hayward (1999).

4.4.2 Entropia de Wald para universos FRW

Desejamos determinar a entropia do horizonte aparente na Gravitacao Quase-
Topolégica. Uma expressdo explicita para P**# pode ser obtida diretamente
da agado (4.7) com os coeficientes determinados no §4.2, e depois se pode utilizar
as férmulas (4.41) para encontrar Qnw utilizando-se o vetor de Kodama como
gerador dos difeomorfismos.

Vamos adotar um atalho, analizando o caso do espaco de deSitter, em que
os difeomorfismos sao isometrias (i.e. o vetor de Kodama coincide com o vetor
de Killing). Da Eq.(C.14) se vé entdao que dv* = 0, simplificando a corrente de
Noether (4.38b):

JH = 28M £, + L P, (4.48)

Repare que estamos incluindo na corrente de Noether o tensor de energia mo-
mento, e utilizando portanto a Eq.(4.40).

Escolhemos a fronteira da regiao .4 como uma hipersuperficie ortogonal a
&, mas ligeiramente afastada do horizonte, de modo que £ nao seja ali um vetor
nulo, e o elemento de integracao em (4.41) fica

do, = £ &,dV,

onde dV é o elemento de volume (tridimensional) em .4". Integrando a corrente
de Noether, obtemos

Qnw = / Jtdo, = / [2¢72 eme.8, + L] dv.
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Quando se faz valer as equagoes de movimento, o primeiro termo dentro de col-
chetes se anula, e o que resta do lado direito é simplesmente a acao:!

S = /d%L = /dtQNW. (4.49)

Por continuidade, podemos estender esta relagao até sobre o horizonte.

A acao Quase-Topolégica como uma derivada total.

A Lagrangeana efetiva total — com a contribuicao de (4.22) e (4.16), fixado
f() = e341 e quando se assumem vélidas as equacoes de movimento (4.23) e
(4.24), forma uma derivada total:

VG Lot + L) = [<6H (1= ALt HY) + 36% = V(o))
= —4e [3H2(1 —iurt g + H(1 - 3uL? H4)} ,
ou seja:
3= (Lt + Lmar) = § [—4* H (1= FuLt HY)] . (4.50)

Assim, a agao (4.15) se torna, ela toda, também uma derivada total ao se incluir
a contribui¢@o do termo de borda (4.17):

1 d A
s= L e e onemesrny . am

Uma férmula para a entropia do horizonte aparente.
Com as Eqgs.(4.49) e (4.51), podemos obter facilmente uma férmula para a entro-
pia do horizonte aparente em um universo de deSitter. Temos

1 d
Quw = — / Az o [2¢*AH (1 — 2\L* H? + 3uL* H*)] .

O integrando nao depende das coordenadas espaciais, e por isso a integracao
resulta apenas em um fator multiplicativo igual ao volume da regiao sobre a qual
se integra. A fornteira desta regiao serd tomada como o horizonte do espaco de
deSitter, uma esfera de raio fisico 1/H. Uma vez que H =0, o resultado final é

Qxw = Sa(t)V H? (1 — 2A\L* H? + 3uL* H*) .
onde V = 377r% ¢ o volume comével do horizonte, logo a(t)V = 37/H? ¢

Onw = 52 H~1 (1 — 2AL* H? + 3uL* H*) . (4.52)

'De maneira um tanto quanto infeliz, utilizamos a mesma notacdo para a entropia e para a
acao. Esperamos que a distingao entre ambas fique clara pelo contexto.
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A interpretagao termodinamica da carga de Noether-Wald, Eq.(4.45), determina
entao a entropia do horizonte aparente na GQT:

s =107 L (1 —2\L? H? + 3ul* H*) | (4.53)
onde usamos a gravidade superficial do horizonte de deSitter dada pela Eq.(3.13).

Vai nos interessar no restante desta dissertacao o caso de espacos que nao sao
exatamente deSitter, mas sim assintoticamente deSitter. Isto é, espacos FRW
para os quais o fator de escala a(t) se comporta exponencialmente no limite
t — oo — e, em certos casos, também para t — —oo. Tais espagos surgem
como uma classe de solucoes analiticas das equacoes de Friedmann modificadas
(cf. Capitulo 5), e incluem o nosso Universo observado, cuja expansao tardia se
encontra dominada pela constante cosmolégica (cf. Capitulo 6).

Em geral, Universos deste tipo nao possuem horizontes de eventos, como
discutido no §3.1.2, mas sempre possuem um horizonte aparente com raio igual a
escala de Hubble (cf. §3.1.3), ao qual vamos associar um cardter termodinamico.

Fora do espaco de deSitter, nao podemos garantir que o termo 6v* na Eq.(4.38b)
se anule sobre o horizonte aparente; a corrente de Noether nao fica entao sim-
plificada como em (4.48), e deve-se considerar a possivel existéncia de um termo
aditivo na carga de Noether-Wald, i.e.

s(t) =122 L1 (1 — 20L2 H? + 3ul* H*) +<(t)} . (4.54)
Repare que agora s(t) é uma func¢ao do tempo, que muda a medida que o horizonte
aparente evolui junto com a fun¢ao de Hubble H(t). Vamos a seguir mostrar que
em espagos assintoticamente deSitter a funcao ¢(¢) deve ser constante e nula para
que s(t) possua uma interpretacdo consistente como a entropia do horizonte.

4.4.3 As equacgoes de Friedmann modificadas como relacgoes
termodinamicas

Assim como as equacgoes de Friedmann da gravitagao EH foram derivadas no
§3.2.4 usando a relacdo termodinamica d) = T'ds, também se pode fazer o
mesmo com relagao as equagoes de Friedmann modifcadas (4.26).

Considerando o universo preenchido por um fluido perfeito, vamos mais uma
vez tomar o interior do horizonte aparente como um sistema termodinamico em
equilibrio, cujo balango de energia é dado pela primeira lei unificada (3.47). A
variacao da energia interna dE = —d() depende exclusivamente do tensor de
energia-momento, e é dada pela Eq.(3.50). A temperatura do horizonte aparente
¢ um objeto puramente geométrico, dado pela Eq.(3.51). Porém a entropia nao
¢ mais dada pela férmula de Bekenstein-Hawking, mas sim modificada de acordo
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com a Eq.(4.53). Em unidades geometrizadas,
s(t) = m (Fap — 2AL* + 3uL* 7)) + m(t) (4.55)

e portanto ds = 27 (1 — 3puL* 7}) Fap Fap dt + w¢dt. Ou seja, com (3.51), e
Tap = 1/H,

Tds = {—(1 _3uLr HYH/H? + Hg'/Z} dt ; (4.56)
juntando a Eq.(4.56) a Eq.(3.50) na rela¢do termodinamica d@) = T'ds, temos
dm(p+0) = —H(1 — 3uLl* HY) + H3¢/2 . (4.57)

Obtemos assim a equacao de Friedmann modificada (4.26b), desde que ¢ =0, o
que somos entao levados a impor. Com isto, fixamos ¢ = constante. Como no
limite em que ¢ — 0o, em um espago de deSitter, a funcao s(t) deve se igualar a
expressao em (4.53), segue que ¢ = 0. Portanto, conclui-se:

E a funcio s(t) dada pela Eq.(4.53), com H = H(t), quem possui interpreta¢ao
de entropia dos horizontes aparente nos espacos assintoticamente deSitter.

Utilizando a equagao da conservacao da energia V, 70 = 0 para substituir
p+ 0= —0/3H na Eq.(4.57), temos

i [odt= [H(1—3uLl* HY)H Hdt

que d4 a equagao (4.26a), acrescida de uma constante de integracao que é sim-
plesmente a constante cosmoldgica:

80+ A/3=H*(1—puL*H*) .

O fato de se obter as equacoes de campo da QTG desta maneira nos ensina
duas coisas. A primeira é que (4.53) é de fato a férmula correta para a entropia do
horizonte aparente na cosmologia modificada. Devemos comentar que a imposicao
de que se tenha ¢ = 0 para a deducao das equagoes de Friedmann pode parecer
um tanto quanto forgcada; porém o que permite a associagao do nome ‘entropia’
a carga de Noether-Wald em espagos estaticos é a existéncia de uma relagao de
Clausius entre objetos geométricos, ou “grandezas gravitacionais”. Nos espacos
dinamicos que descrevemos, a recuperacao da relacao de Clausius utilizando a
fungao s(t) — com ¢ = 0 — nos permite fazer a mesma identificacao entre esta
funcao e a ‘entropia’ do horizonte aparente.

A segunda ligao, mais sutil, é a seguinte: a equagao (3.50) é uma consequéncia
das equacoes de Einstein usuais, da gravitagao de Einstein-Hilbert; e é somente
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através deste fato que se introduz dinamica na deducao que acabamos de fazer.
Portanto, sob esta ética, podemos encarar a gravitacao quase-topoldgica como
sendo uma correcao nao das equacoes de Einstein em si, mas sim da entropia do
horizonte aparente, que deixa de ser dada pela féormula de Bekenstein-Hawking
para ser corrigida como em (4.53).

4.5 Restricoes entroépicas

A principal consequéncia da existéncia da féormula (4.53) para a densidade de
entropia é que os termos de alta curvatura da acao impoem certas restri¢oes
sobre a geometria do espago-tempo.

Condigoes para uma entropia nao descrescente.

A primeira restricao vem do fato de que a entropia nao pode ser uma funcao
decrescente do tempo, i.e. §(t) > 0. Derivando a Eq.(4.53) e usando as equagoes
de Friedmann modificadas (4.26), obtemos

1 H 2 (Qo + po)
$(t)=—== (1-3L*%uH") — = — ———-
(=55 P =56 m
Portanto em um universo em expansao, que tem portanto H > 0, a densidade
de entropia é uma fun¢ao nao-decrescente se o tensor de energia-momento que
compoe a Lagrangeana de matéria satisfizer a condicao fraca de energia:

(4.58)

0=>0; pot+o0=>0. (4.59)

Repare que em termos do campo escalar, a condi¢ao acima significa apenas que
52(t) > 0 (cf. Eq.(4.25)).

Positividade da entropia.

Além de ser nao decrescente, a entropia do horizonte aparente deve ser sempre po-
sitiva (ou zero). Sera vantajoso reescrever (4.53) como uma fungao da densidade
de energia (4.29):

3 1 72 s
= 1= =1r? T 4.
s(0) = 55,3 . ( gL o+ 5Lie ) (4.60)

O lado direito desta equacao ndo é positivo para qualquer valor de p. Supondo
que o > 0 (ver (4.62)), devemos analisar uma desigualdade quadratica:
# 12 w4, 2
— S L Ao+ 5L o >0
O lado direito desta desigualdade é uma parabola com raizes
2 A

D (1 +/1- 3,u//\Q> . (4.61)

0+ =
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Se u < 0, a parabola possui concavidade voltada para baixo, e a desigualdade
¢ valida no intervalo entre as raizes (4.61). Independentemente do sinal de A,
0+ sempre possuem sinais opostos. Uma vez que consideramos apenas valores
positivos da densidade de energia (e além disso, s(p) diverge se o — 0), a entropia
é positiva apenas no intervalo entre zero e a raiz positiva.

Se u > 0, nem sempre as solugoes (4.61) sao reais. Caso elas o sejam, i.e.
0 < 3u/A? < 1, a entropia serd positiva nos intervalos “exteriores” as raizes, e.g.
—c0<p<po_oupy <p<ooseg. <o, Caso3du/A?>1,aentropia é positiva
para qualquer valor de p.

Condigoes de energia para o fluido efetivo.

Uma ultima restricao sobre a geometria do espaco é consequéncia da requisi¢ao de
que, além do fluido de matéria pura, também o fluido efetivo satisfaca a condicao
fraca de energia:

0>0; o0o+p>0. (4.62)
Neste caso, a funcao

Co=(p+0)/(po+ 00),

deve ser sempre positiva. Porém isto nao acontece para todo valor de p; de fato
se pu > 0,

Co=1—-2L*0*=1-3L*uH* (4.63)

s6 ndo é negativa para (assumindo ¢ > 0) 0 < 0 < —#=+/3/p.

Densidades maximas de energia.

O conjunto das restri¢coes acima fornecem o intervalo de possiveis valores para a
densidade efetiva do universo. Note que a condi¢do Cy(g) = 0 é equivalente a
condigao ds(p)/0p = 0. Portanto, quando p > 0, a funcado fica negativa entre as
raizes o4, e apenas o intervalo entre zero e a menor raiz (4.61) satisfaz todas as
condigoes. Em resumo, temos (ver Fig.4.5):

Se —oo < pu < A?/3, entdo 0 < p < pgqr, com
ocar = 7= 1 (A= VA= 3p) . (4.64)

Se i > X\?/3, entao 0 < o < gyop, COM

Qtop = ﬁ \V4 3/,u . (465)

Alguns comentarios sobre dois casos especificos sao validos.
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Gravitagao cibica pura.

Quando A = 0, a entropia é sempre positiva para p > 0, mas Cy(p) se torna
negativa. Ja quando pu < 0, Cy(p) nunca se torna negativa, porém a entropia sim.
Em ambos os casos, a entropia maxima é dada pela férmula de owp: =55 1/3/|4].
Note, entretanto, que devemos tomar o médulo de i no segundo caso.

Gravitacao de Gauss-Bonnet.
Quando p = 0, temos sempre Cy = 1 e, como ja foi observado, a dinamica é
idéntica a da gravitagao EH. Porém a entropia recebe sim uma contribui¢ao do
termo quadratico da acao, que adiciona uma constante a fomula de EH:
- 1L (L1 _ 2

s(t) = 15 (g= — 2AL?) .
Mais ainda, se A > 0, a entropia eventualmente se torna negativa, e impoe uma
densidade méaxima de energia:

3
0 < 0 < 0GB =_° 4.66
< 0ot S 0GB 0GB = 375y (4.66)
s;Cy
____________________________________ P p mp P
pGQT p ...........

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Densidade de entropia s(p) (linha solida) e Cy(p) (linha pontilhada).
(@) u<0;()0<pu<A/3; (c) \2/3 < p.

4.5.1 Sobre a natureza dos cortes entrépicos

Em um universo singular, é inevitavel que as restricoes acima sejam violadas
a medida que a densidade de energia diverge. Se assumirmos a validade da
entropia do horizonte aparente, estas regioes nao podem ser consideradas fisicas.
Ou seja: nesta faixa de energias que violam as restricoes entrépicas, as solugoes
cosmolégicas nao correspondem a uma descricao da natureza.

Pode parecer a primeira vista estranho que “cortemos” desta maneira uma
parte do espaco-tempo. Mas vale lembrar que estes espacos ja sao naturalmente
incompletos, pois lhes “falta” o ponto onde se encontra a singularidade. Além
disso, mesmo na gravitacao EH, existe um limite maximo de energia, dado por gp,
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acima do qual se acredita ser impossivel descrever classicamente o espago-tempo.
As restricoes da gravitacao quase-topoldgica s6 vém a confirmar esta hipdtese.

Por fim, ressaltamos que a correcao de Gauss-Bonnet é efetivamente pre-
vista ao se adicionar campos quanticos ao espaco-tempo classico. O fato de esta
correcao, sozinha, prever uma restricao entrépica, é portanto bastante significa-
tivo.!

Valores fisicos de A e pu.
Devemos todavia cuidar para que as restricoes entrépicas do horizonte aparente
nao ocorram para densidades de energia tao pequenas “censurem” regioes que
sabemos ser fisicas. Digamos que og, com S = GB, GQT, esteja em uma faixa
107™ x op1 < 05 < op1- Isto impoes restrigoes sobre os possiveis valores de A e pi.
De fato, encarando (4.64) como uma relacao entre A e p, supondo gaqr dado
(e dentro da faixa desejada), ficamos com um conjunto de retas no espago do
parametros p-A, cada reta determinada pelo valor da razao opi/ocqr:

3 lP1>2 op1 0GQT ( L )2
A=—|— + — | . 4.67
4 <L 0GQT or1 \Upi (467)
O conjunto de retas se encontra desenhado na Fig.4.2: A reta vermelha corres-
ponde a gaqr = 107™ X gpy, a reta azul a paqr = o1, as linhas pontilhadas cor-

respondem a 10™™ x gp; < ogqr < Op1, € as retas pretas continuas a gaqr > opi.
Repare que para cada valor de pgqr podemos escolher infinitos pares (p, A), cor-

(3/Hx(lp/ L)

\J
=

Figura 4.2: Representacao geométrica no espaco pu-A da Eq.(4.67).

respondendo a uma das retas. O espago em branco da regiao em que p > 0

L Apesar disso, existe um (tinico) caso em que ndo hé restricao alguma — fora, é claro,
a gravitacdo EH —, a saber: Gauss-Bonnet com A < 0. Se acreditarmos que as restrigoes
de entropia ndo sao fisicas, isto implica que dos casos aqui considerados apenas este ultimo é
razoavel. Nao vamos adotar este ponto de vista. Ao contrédrio, vamos levar até onde pudermos
as consequéncias das restrigoes entropicas.
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corresponde aos pares (u, \) para os quais p > A?/3 e a restricio é dada por
(4.65). Neste caso, um dado valor de pgqr fixa univocamente o valor de i, e
deixa arbitrario o valor de A.
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Capitulo 5

Superpotencial e o Universo
Inflacionario

5.1 Superpotencial em Gravitacao Quase-Topoldgica

O método descrito no §2.4.2 pode ser generalizado para GQT, e se torna em
uma ferramenta extremamente util para a determinagao de solugoes analiticas
das equagoes de campo.

5.1.1 Sistema de primeira ordem

Seguindo a mesma filosofia do §2.4.2, e supondo a existéncia do superpotencial,
a Eq.(4.24) fornece o sistema de primeira ordem

. 4 Ve
6= 2W(o) 1= L AWio)] 5 Ho) = —5W(), (1)
com a seguinte formula para o potencial de matéria:
2
V(o) = —Z[W(0)]? [1 — st %4W4(0)} + 2 2(0) [1 — B AW ()] (5.2)
Note que as equagoes acima se reduzem as Eqgs.(2.55) e (2.52) no limite p = 0.

5.1.2 Vacuos

Nosso principal interesse no restante desta dissertacao serda em espagos assin-
toticamente de Sitter, introduzidos no §4.3.3. Quando assumimos o sistema de
primeira ordem, a condicao de vacuo ¢ = 0 implica que o lado direito da primeira
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das Egs.(5.1) deve ser zero, portanto ha duas opgoes:

ou W'(o)=0, (5.3)
35t

ou Co(o) =0, Colo)=1-— EL{M W(o) . (5.4)

Vamos denominar os vacuos do tipo (5.3), extremos do superpotencial, de vacuos
‘fisicos’, e geralmente usaremos uma letra romana para identifica-los, e.g. oy; os
vécuos do tipo (5.4), caracteristicos de GQT, serao ditos ‘topoldgicos’, e serao de-
notados por oy, Fica claro que vacuos topoldgicos sao possiveis apenas quando
1 > 0. Caso contréario, sao compativeis com o sistema de primeira ordem ape-
nas os vacuos fisicos. Vimos no §4.3.3 que vacuos sao extremos do potencial
de matéria, uma consequéncia da primeira das Egs.(4.23) — idéntica em EH e
em GQT, sendo obtida diretamente da Lagrangeana de matéria. Entretanto, se
derivarmos a Eq.(5.2), obtemos como resultado, avaliado sobre um vacuo o,
Vi(e,) = —2W'(0) Co(0) 5(0)|

g

F(o) =2W"(0)Co(0) — 25*W (o) — 6:*Lp [I}/’(U)]ng(a) :

Portanto as solugoes de (5.3) e (5.4) ndo esgotam, em geral, todos os vécuos do
potencial de matéria; restam aqueles para os quais F(o,) = 0. Estes vacuos asso-
ciados a fungao F(o) nao podem ser descritos pelo sistema de primeira ordem, e
hé argumentos de que eles nao sao estéveis (cf. Townsend (1999)). A partir da-
qui, eles serao ignorados, mas antes se faz valido um esclarecimento a respeito de
sua existéncia ou, em outras palavras, do motivo de o sistema de primeira ordem
nao exaurir todos os vacuos possiveis. Ocorre que, ao assumirmos a existéncia do
superpotencial e passarmos da Eq.(4.24) para a primeira das Egs.(5.1), hd uma
equacao intermediaria:

52 =25W'(o) [1— 2Lt %4W4(a)] .

O sistema de primeira ordem é obtido sob a hipdtese de que ¢ # 0, o que permite
a simplificacao da equacao acima. Mas quando ¢ = 0, ou seja, em um vacuo,
esta equagao ¢é valida, independentemente da anulagao do termos (5.3) ou (5.4),
e em particular é valida nos zeros de F(o), que sdao assim “perdidos” apds a
simplificacao que leva a Eq.(5.1).

Constantes cosmoldégicas.
Sabemos que as configuragoes de vacuo descrevem espacos-tempo de Sitter, em
que a funcao de Hubble é constante. Ela, assim como a constante cosmoldgica,
fica determinada pelo valor do superpotencial:

#xW (o) A,

H, =" — /= 5.5
5 3 (5.5)
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Uma vez que desejamos descrever espacos assintoticamente de Sitter, devemos
assumir que W(o,) < 0. Mais ainda, no que segue, nosso interesse serd em
universos que sempre se expandem, e portanto H(¢) > 0 ndo muda nunca de
sinal. Neste caso, o superpotencial é uma fun¢ao sempre negativa, W (o) < 0.

O valor da constante cosmoldgica em um vécuo fisico depende da escolha
do superpotencial e de seus paramteros, isto é: depende da escolha da matéria.

Porém o vacuo topoldgico apresenta uma constante cosmoldgica — ou, alter-
nativamente, uma escala de Hubble — determinada somente pelo acoplamento
gravitacional:

%Wto 1 Ato
Hiop = 1/Liop = — 5 P _ L@ = 1/719 . (5.6)

Comportamento assintético.

O comportamento assintético do fator de escala a medida que se aproxima de

um véacuo! é o esperado de um espaco-tempo assintoticamente de Sitter: quando

H(o) ~ H, = constante, temos A(t) ~ H,t+ Ay, e portanto a(t) = eA® ~ efl+,

Vamos determinar agora o comportamento assintético de W(o) e de o(t).
Definimos a func¢ao

4 W' (o) do
Blo) = T2 Wio) o(0) = 14

(5.7)

A ltima igualdade se obtém da razao entre ambas equacgoes do sistema de pri-
meira ordem (5.1). A primeira derivada de §(o), quando avaliada em um véacuo,
sera chamada de ‘expoente assintotico’, e denotada por v,

Ys = _ﬁ/(a)

Foérmulas para o expoente assintotico podem ser facilmente encontradas, e diferem
para vacuos fisicos o e topoldgico oigp:

(5.8)

ox

4 Wy 42 2
Yk = _?cho(ak> y Ytop = SML ” (Wt/op WtOp) ) (59)
O motivo das defini¢oes acima fica claro. Por construcao, os vacuos sao deter-
minados pelos zeros de (o), que portanto quando expandida em série de Taylor
na vizinhanca de um deles d&a

W'(s)Co(0) = —Z W, y.(0 — 0.) .

L A partir daqui, sempre estaremos nos referindo a vdcuos dos tipos (5.3) ou (5.4), salvo
mengao explicita em contrario.
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Substituindo este resultado em (5.1), concluimos que se o = o,
0 & 0, + constante X exp [—y,H, t] . (5.10)

Isto s6 é valido quando y, # 0. Caso contrario, é preciso levar a expansao da
fungdo fB(o) até ordens mais altas. Por exemplo, se o, é um zero de segunda
ordem, temos

oo+ [ZWICH + L (W) (5.11)

e um procedimento similar pode ser realizado para zeros de ordem n qualquer,
resultando em um comportamento do tipo ¢t~/ (=1,

Por fim, vale notar que os expoentes assintoticos também podem ser usados
para descrever de maneira simples a massa do campo escalar em cada vacuo:

V'(0.) = —ZW2y.(y. — 3) (5.12)
o que pode ser obtido facilmente ao se derivar a Eq.(5.2) e avaliar o resultado

sobre o, com (o,) = 0.

5.1.3 Equacao de estado e o superpotencial em GQT

Seguindo um raciocinio analogo ao do §2.4.3, mas utilizando as equagoes de Fri-
edmann modificadas (4.26), obtemos facilmente a generalizagao da equagao de
estado a partir do superpotencial:

0= ng(a) ; plo=—1+ % {MM/,/((Z))

r Colo), (5.13)

que para p = 0 se reduz a Eq.(2.57). Mais uma vez, sé6 podemos interpretar p/o
como uma equacao de estado barotrépica desde que exista uma funcao g tal que
W' = g(W?). Neste caso, escrevemos

w(o) =—-1+ % g—ég) Colo) 5 Colo) =1— HuL*s*0*. (5.14)

Vale notar que em um vacuo fisico ou topoldgico temos w = —1, o que era de
se esperar de universos de Sitter. Repare também que se W (o) é um polindmio
devemos impor que, além de negativo, ele seja nao nulo. Caso contrario, no ponto
em que W = 0 terfamos w — oo, i.e. a velocidade efetiva do som seria infinita,
violando a causalidade. Além disso, a condi¢ao de se ter Cy(o) > 0 equivale a
o+p > 0, o que nao é mais que a condicao fraca de energia sobre o fluido efetivo.
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5.1.4 Sobre a escolha do superpotencial

De agora em diante, pelos motivos ja apresentados no §2.4.2, vamos sempre es-
colher o superpotencial, e a partir dele derivar todas as grandezas relevantes,
incluindo o potencial de matéria, a partir da Eq.(5.2).! Esta abordagem torna
possivel a integracao do fator de escala e a determinagao da dinamica, e nos pro-
porcionara uma poderosa ferramenta na construcao de modelos cosmoldgicos com
propriedades desejaveis.

A escolha de W (o) pode ser motivada de diferentes maneiras. Poderiamos
pensar em potenciais do tipo Coleman-E. Weinberg, em potenciais hiperbdlicos
inspirados em teorias de cordas, potenciais periédicos vindos de teorias de inflagao
natural, etc. Todos eles, entretanto, podem ser em algum grau aproximados por
uma série de Taylor usando potenciais de um tipo mais simples: polinomiais.
Escolhendo um polinémio de ordem suficientemente alta, podemos descrever com
bastante detalhe o comportamento qualitativo da maioria das fungoes. Veremos
que ajustando os parametros de um superpotencial polinomial, temos um exce-
lente controle sobre propriedades-chave de modelos cosmoldgicos. Além disso, a
integracao das equacoes de campo € simple, e a quantidade e estrutura dos vacuos
do superpotencial sao facilmente descritas. No que segue, portanto, vamos con-
siderar apenas W (o) — e junto com ele V(o) — como sendo um polinémio.

5.2 Cadeias de historias

Por sua proépria construcao, espagos-tempo que podem ser descritos pelo método
do superpotencial tém, a cada instante, as grandezas dinamicas (fator de escala,
fungao de Hubble, etc.) completamente determinadas pelo valor do campo escalar
apenas. Isto sugere a possibilidade de se descrever a evolucao destes universos
usando o campo escalar como coordenada “temporal”.

Uma tal mundagca de coordenadas serd possivel se a funcao o(t) for invertivel,
i.e. se existe uma funcao t(o), ambas bem definidas nos intervalos apropriados.
A primeira das Eqs.(5.1) garante que entre dois vacuos consecutivos, digamos no
intervalo? (o, 0541), a derivada do/dt nao se anula e tende a zero nas proximi-
dades dos vacuos; logo o(t) é uma funcao monétona e pode, sim ser invertida.
Pelo mesmo motivo a fungao inversa, t(o), dada pela integral (cf. Eqgs.(5.1))

do

t(O’) = g/am y o € (O'k-,o'kJrl), (515)

IEste ponto de vista é de fato adotado em outros lugares na literatura, como por exemplo
por Lyth (2000).
2 Aqui, o} pode muito bem ser um vécuo topolégico.
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é também uma funcao monoétona, mas cuja derivada diverge nas proximidades
dos vacuos. Logo, enquanto o campo escalar percorre um intervalo finito, ¢ €
(0k, Ok+1), 0 tempo (césmico) percorre toda a reta real, ¢ € (—oo,00). Para
sermos ilustrativos, as fungoes o(t) e (o) apresentam um comportamento similar
ao das fungoes arctg(t) e tg(o), respectivamente.

Vemos, assim, que em uma colegao de vacuos {0y} de um dado superpotencial,
incluindo o vécuos topoldgicos e ordenada de forma que o < 011, cada intervalo
(0k, ok+1) descreve toda a histéria de um universo eterno. Nao é dificil concluir
que algo similar ocorre nos intervalos do tipo o € (0, £00), tipicos de universos
singulares; neste caso, o tempo fica mapeado em um intervalo semi-infinito do tipo
[to, 00), onde ty corresponde a singularidade. Vamos dar para este conjunto de
intervalos adjacentes o nome de ‘cadeia de histérias’. Cada cadeia serd denotada
da seguinte forma: para um superpotencial com, digamos, trés vacuos o1 < g9 <
Ttop, escreveremos dS[Ay1, y1]/dS[A2, y2]/dS[Atop, Ytop)/sing. Aqui, ‘sing’ significa
‘singularidade’.

A especificagao dos expoentes assintoticos y, é necessaria pelo motivo seguinte.
Na primeira das Eqgs.(5.1) é possivel ver que se nos encontramos a esquerda ou
a direita de um determinado vacuo, i.e. se 0 € (0k_1,0%) ou 0 € (0k,Ok41), O
sinal do lado direito da equagao muda. Assim, ¢(o) é uma funcdo crescente ou
decrescente em cada um dos intervalos, e portanto o, estara no futuro ou no
passado de ambas as histérias consecutivas. O que determina “a natureza futura
ou um passada”’ de um dado vacuo o, € o sinal de y,. Uma vez que consideramos
universos em expansao, para os quais H, > 0, a Eq.(5.10) mostra que

se y, < 0,0 — o, quando t - —c0 , € (5.16)
se Y, >0, 0 — o0, quando t — +o00. (5.17)

Além disso, sabemos que o fator de escala se comporta exponencialmente nas vizi-
nhangas dos vacuos, mostrando que & medida que o percorre o intervalo (o, oj41),
com y; < 0 e yrr1 > 0, 0 espaco-tempo evolui de uma geometria do tipo de Sitter

com raio de curvatura 1/Hy em ¢ = —oo, no passado distante, até um outro
espaco de Sitter no futuro distante, em ¢ — oo, com um novo raio de curvatura
1/Hj 1.

Apesar de existir, a fungao inversa de o(t) ndo pode ser descrita por meio
de fungoes simples, em geral. Uma vez que o sistema de primeira ordem (5.1)
fornece funcoes cujo argumento é o, encontrar sua evolucao com o tempo césmico,
em geral, ndo é possivel, portanto.! Por isso, no restante deste capitulo, vamos
sempre usar o campo escalar como coordenada.

1 Apesar disso, em alguns casos simples podemos sim determinar todas as grandezas como
fungoes de t. Um exemplo ja foi dado, inclusive, no §2.4.4, para gravitagao EH. Um exemplo
GQT é dado pelo superpotencial W (o) = —Bo?.
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5.2.1 Um exemplo representativo

Para ilustrar os conceitos do paragrafo acima, consideremos um poténcial quartico
do tipo Higgs,

W(o)=—-B[(c®—0})?+D]; B,D>0. (5.18)

Por causa da simetria Z,, este é o polinomio de mais facil integragao a apresentar
mais de um vacuo fisico. Escolhemos os sinais de B e D de maneira que o
superpotencial seja sempre negativo.
Nos dois vacuos fisicos, 0, = 0 e oy, 0 su-
w perpotencial assume os valores

- = o W,=—-B(o;+D) e W;=-BD,
respectivamente. E evidente que |W,| > [Wy|;
mais que isso, |Wy| é o menor valor possivel de
|W ()|, para qualquer o.

Substituindo o valor dado na Eq.(5.6) para

Figura 5.1: Superpotencial do o superpotencial, temos que os vdcuos to-

tipo Higgs. poldgicos ocorrem em

020 =02 £ /D [(Wiop/Wy) — 1] . (5.19)

top 7

Para valores negativos de p, Wi, € imagindrio e a expressao acima ¢ complexa,
refletindo a auséncia de vacuos topoldgicos. O potencial de matéria estd, neste
caso, desenhado na Fig.5.2(a), e é qualitativamente o mesmo da gravitacao EH.
Vemos que os extremos de W (o) sdo de fato extremos de V(o), mas existem
extremos de V(o) que nao sao ligados ao superpotencial, como previsto no §5.1.2.

Para p > 0 existem vacuos topoldgicos, sobre os quais o valor do superpo-
tencial é fixo pela Eq.(5.6). Podemos imaginar W;,, como uma linha horizontal
na Fig.5.2.1; se p ¢ suficientemente pequeno, esta linha horizontal ¢ suficien-
temente baixa, e s6 corta o grifico de W(o) em dois pontos, simétricos em
relacao ao eixo vertical. Aumentando-se o valor de pu, a linha sobe e, quando
(Wil < [Wiop| < [W,|, ela passa a cortar o grafico do superpotencial em primeiro
trés (o, se trona um vacuo topoldgico), depois quatro e por fim dois pontos (+o7
se tornam vacuos topoldgicos). Aumentando ainda mais o valor de pu, temos
|Whop| < |Wy|, e todo o grafico do superpotencial fica abaixo da linha horizontal.
Em cada um destes casos, o nimero de vezes que a linha horizontal corta W (o)
é a representagao geométrica do nimero de raizes reais em (5.19), e da portanto
o numero e a posicao dos vacuos topoldgicos. A descricao geométrica acima estd
representados nas Figs.5.2(b)-5.2(d), onde substituimos a linha horizontal mar-
cando Wy, pelo grafico da fungao Cy(0), que se anula em cada véacuo topoldgico.
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W, V, C, W, V, C,

Figura 5.2: Existéncia de vacuos topoldgicos. As linhas sélidas continuas re-
presentam V' (o), as linhas tracejadas representam W (o), e as linhas finas re-
presentam Cy(o). (a) p < 0; (b) p < 0, [Wy| < [W,| < |[Whep| ; (¢) p < 0,
(Wil < [Wiap| < [Wpl ;5 (d) p <0, [Wigp| < [Wy.

Também representamos o potencial de matéria V' (o), que ganha ou perde novos
extremos a medida que se aumenta ou diminui o nimero de raizes reais em (5.19).

Em cada um dos casos representados na Fig.5.2.1, temos cadeias distintas
de histdrias, todas simétricas em relagao o, = 0. Considerando apenas a parte
relativa a ¢ > 0, e escrevendo apenas o sinal dos expoentes criticos, cada figura
apresenta a seguinte cadeia de historias:

(a) dS[A,, +] / dS[Af, —] / sing.

(b) dS[Ap, +] / dS[A7, ] / AS[Aups+] / sing

(€) dS[Ay, ] / AS[Aveps ] / dS[Az, —] / dS[Asops +] / sing;
(d) dS[A,, —] / dS[Ay, +] / sing.

o
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e os expoentes assintéticos sao dados explicitamente por

16 Bo? 32Bo?
Yp = _—%2|W£| (1 — Wp/Wtop) y Yr = %2\WJ{\ (1 - Wf/I/Vtop) ; (520)
64B2% o4
ytOP = _Tf O—top(athp O—J%) . (521)

5.2.2 A integral do fator de escala

A principal vantagem do sistema de primeira ordem (5.1) é fornecer uma férmula
analitica para o fator de escala a(c) = e4(®). A partir da Eq.(5.7), temos que
A(o) = %—i—constante, e quando W (o) é um polinémio, a solucao das equagoes
de campo se resume a uma integracao de uma fungao racional. Uma férmula geral
para integrais deste tipo é apresentada no Apéndice G:

exp [A(o H o — oy H o — o V¥ (5.22)

onde os expoentes y,. sdo dados pelas Eqs.(5.9). Aqui, o indice k corre sobre
as solugoes (possivelmente complexas) de W’ (o,) = 0, enquanto j corre sobre
todas as solugbes (possivelmente complexas) de Co(atf)i)) = 0. Quando um dos
o, € complexo, o expoente y, correspondente também o €, de forma que a funcao
acima ¢é sempre real. Para o superpotencial do tipo Higgs do §5.2.1, por exemplo,

&)
Al0) = A g2 — 012)|71/2yp lo? — 0-J20|*1/yf lo? — 02|~ 1/ve H 0% — Utop]\ 1/ytip’

e
com o indice j indicando todas as raizes dadas pela Eq.(5.19), reais e complexas,
e com os expoentes assintéticos dados nas Egs.(5.20), (5.21).

Quando um dos y, se anula, a férmula geral para o fator de escala muda,
sendo dada por

C A= s — oV — o |V

exp[A(0) - As] = exp [X* — } oo Tl o5,
(5.23)

onde x(o) = 8"(0) e ¢ = 2 Zl = U), o somatdério percorrendo todos os zeros

o, # o, de (o).

Notemos que apesar de estas férmulas serem bastante gerais, na pratica a
determinagao dos valores de oy, é muito complicada quando W (o) é um polindémio
de alta ordem — por exemplo, tratando-se de um polinomio de ordem maior
que seis (cuja derivada é um polinémio de ordem cinco), as raizes sé podem ser
encontradas numericamente.

A férmula (5.22) deixa explicito o fato de que uma cadeia de histérias é um
objeto unificado, isto é: nao se pode alterar as caracteristicas de uma historia sem
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mudar a evolugao de todas as outras, pois o fator de escala de todas elas é dado
pela mesma formula, em termos do campo escalar. Este fato sera de particular
importancia no §5.3.

5.3 Inflacao a partir do superpotencial

Uma das aplicagoes mais interessantes do método do superpotencial sera a sua
utilizacao na construcao de universo inflacionérios.

5.3.1 Os parametros de arrasto

Vimos no §2.5.3 que a inflacdo ocorre sob certas condicoes conhecidas como
‘condigoes de arrasto’. Podemos formular estas condi¢oes em termos do superpo-
tencial definindo os ‘parametros de arrasto’

16 [W'Cy]? 25
= — : = — .24
€SR 22 l W } ;TSR W (5.24)
e impondo que
esr <1 |7ISR| <1. (525)

A segunda destas desigualdades é simplesmente a mesma condigao (2.76), rees-
crita em termos do superpotencial. Por sua vez, a primeira desigualdade equivale
a condicao (2.77), pois usando as equagoes de movimento vemos que

$V'\? (6 +3H)\® (25" am 2
siz) T\ 3E? “\m) " \xE) T
H& uma interpretacao direta das condigoes de arrasto (5.25) em termos da
fungao B(o) definida pela Eq.(5.7); é facil ver que

_ds
do

A primeira igualdade é de fato evidente, e a segunda vale pois

esr(0) = 32 (o), nsr(o) = (5.26)

Cdlogs 1 d% B 4B
~dloga ¢dtdd ¢ do’

nsr(0)

Ficam evidentes, das Eqs.(5.26), alguns casos especificos em que as condigoes
de arrasto sao satisfeitas de forma trivial. Um exemplo é a singularidade que

I Na gravitacdo EH, quando Cy = 1, esta definicio é idéntica & apresentada por Liddle
(1994).
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ocorre no limite ¢ — oo para um superpotencial polinomial em gravitacao EH.
Sendo, entao, tanto B(c) quanto sua derivada razoes de polindémios em que o
denominador possui o maior grau, o limite em questao implica egg, nsg — 0.

Considere agora um vécuo o, qualquer. Temos esg(o.) = B%(0,) = 0, e
portanto a primeira desigualdade (5.25) é evidentemente satisfeita. Se o vacuo
for degenerado, i.e. se possuir expoente assintético nulo, a segunda desigualdade
¢ também satisfeita de forma trivial, pois a Eq.(5.26) da nsr(o.) = y. = 0.
Portanto, nas vizinhancas de vdcuos degenerados o universo entra em uma fase
inflaciondria.

Em ambos os exemplos, o periodo de arrasto fica restrito ao inicio (ou ao
final) das histérias, em escalas de energia ou divergentes ou determinadas por um
dos vacuos. No que segue, apresentaremos um método que permite “construir”
periodos inflacionarios em escalas de energia arbitraria.

5.3.2 Construgao de periodos inflacionarios

Neste paragrafo, vamos considerar apenas a gravitacao EH. A contribuigoes de
GQT serao analizadas nos exemplos desenvolvidos na se¢ao seguinte.

De forma geral, as Eqgs.(5.26) e (5.25) garantem que um periodo de arrasto
ocorre quando ambas as desigualdes

Flo)<1 5 |Fo)] <1 (5.27)

sao satisfeitas. A segunda desigualdade é valida sempre em um ponto osg na
vizinhanga de um extremo de (o). Uma vez que

B(0) = — 2 W (0) W"(0) — W2(0)] | (5.28)
a identificacao destes extremos é possivel somente através de métodos numéricos,
em geral: por exemplo, se W (o) é um polinomio quértico, a equacao f'(c) =0
equivale a uma equacao polinomial do sexto grau para o.

Considere, entretanto, um ponto osg tal que W”(osg) = 0. A Eq.(5.28) nos
mostra que entao que

nsr| = § €sr (5.29)

e portanto ambas as condigoes (5.27) sao satisfeitas simultaneamente se o super-
potencial for suficientemente plano:

W (osg) =0, (LW (osr)/W(osr))* < 1. (5.30)

Um vacuo degenerado corresponde ao caso especial em que W'(ogg) = 0.
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Um polinémio de grau n + 1 > 3 com as caracteristicas (5.30) nao possui o
termo quadratico, e pode ser escrito, em geral, como

W (o) = Wsg + ap(o — osr) + S ptg i (0 — osr)* . (5.31)

Variando o parametro ag = |W’(osr)| podemos obter uma “transi¢ao de histérias”,
criando um periodo de arrasto da maneira que descreveremos a seguir, e que se
encontra representada na Fig.5.3 para os casos em que W (o) é um polinomio (a)
ctbico, (b) qudrtico e (c¢) quintico.

As n raizes da equagdo W'(o) = 0 dao o conjunto dos vécuos fisicos, {o;},
e uma historia de universo se passa inteira entre duas raizes consecutivas. Se
osg ¢ um minimo de W'(o), entao para oy < 0 existem duas raizes de W'(o),
0i, 0iy1, que definem uma histéria, e tais que osg € (0;,0:41) (Figs.5.3, linhas
pontilhadas). Se oy = 0, estas raizes se degeneram, fazendo com que ogg se
torne um ponto de inflexdo de W'(0), i.e. W (0sr)|ag=0 = W"(osr) = 0, 0 que
caracteriza um vacuo degenerado onde as condicoes de arrasto, como discutido
acima, sao trivialmente satisfeitas (Figs.5.3, linhas continuas). Mas assim que
0 < ap < 1, o ponto osg deiza de ser uma inflexao, pois apesar de valer ainda
W"(osr) = 0, agora W'(osgr) = ag # 0; assim, oggr nao € mais um vdcuo, mas os
parametros de W (oggr) estao ajustados para que a curva tenha ainda o formato
aproximado de uma inflexao : foi construida uma regiao de arrasto em torno
de osgr (Figs.5.3, linhas tracejadas). Quando osg é um méaximo de W'(o), a
construcao ¢ idéntica, bastando trocar o sinal de «y.

No processo de se diminuir o médulo de ag < 0, a histéria (o, 0;11) tem a sua
duragao (em o) encurtada' gradualmente até se degenerar em um tinico ponto,
osr, quando ag = 0, e 0 que antes era uma histéria inteira se torna um tunico
vacuo degenerado. A medida que o comprimento do intervalo (o;, 0;41) diminui,
as condicoes de arrasto passam a ser satisfeitas ao longo de toda a histéria, que
possui W(o;) ~ W(o;11). O resultado é um universo com geometria sempre
aproximadamente de Sitter que apresenta, no passado e no futuro distantes, raios
de curvatura muito préximos. Por fim, quando «ag > 0, a a cadeia de historias
sofre outra mudanca radical: o vacuo que se formara no ponto osr desaparece,
e as duas historias que o tinham como limite assintotico se fundem em uma so,
que apresenta ali o periodo de arrasto.

A natureza do universo que em que se forma o periodo de arrasto depende da
posigao, dentro da cadeia, da historia que se degenera. Por exemplo, o polindmio
qudrtico tem a principio trés véacuos fisicos (Figs.5.3(b), linha pontilhada), diga-
mos 023, ¢ apresenta uma cadeia de histérias do tipo

Sing. / dS[A1,y1] / dS[As, 3] / dS[A3, ys] / Sing.

1 Repare que, por menor que seja a duracdo “conforme”, em o, de uma histéria, como
funcao do tempo césmico t ela é sempre infinita.
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Figura 5.3: Transicdo de histérias para W (o) (a) cibico, (b) quértico e (c)
quintico. Na primeira linha, graficos de W (o), com suas respectivas derivadas,

W'(o), abaixo.

Quando ap = 0, as duas raizes g, e 03 se tornam um vacuo degenerado: o, =
03 = OsR, € a cadeia se torna

Sing. / dS[A1,y1] / dS[Asr,0] / Sing.

Apo6s a degeneragao, quando ag > 0, resta apenas a raiz oy, e a cadeia de historias
tem a forma

Sing. / dS[Ay,v1] // Sing. (5.32)

com // representando o periodo de arrasto na histéria a direita (Figs.5.3(b), linha
tracejada). Neste caso, a degeneragao pode ser interpretada como o processo de
se mudar o sinal do discriminante da equacgao cibica W’ (o) = 0, fazendo com que
de trés raizes reais distintas, passe a haver uma sé. O polindmio quintico, por
sua vez, tem a principio quatro extremos (Figs.5.3(c), linha pontilhada), raizes
da equagao quértica Wi(o) = 0, que podemos escrever como oy < 09 < 03 < 04.
A mudanca de agy degenera oy e 03, e em seguida as torna complexas, formando
o arrasto entre os dois vacuos dS em o7 e g4. Assim, restam uma histéria Sing.
/ dS[A1, 1], outra histéria dS[Ay,y;] / dS[A4,ys] com arrasto, e uma ultima,
dS[A4,y4] / Sing., sem arrasto (Figs.5.3(c), linha tracejada). Para o polinémio
cibico, apds a degeneragao, nao resta vacuo algum e W (o) muda de sinal, por
isso nao vamos mais discuti-lo. Repare que com um polinomio quadratico, que
possui apenas um extremo, o método nao pode ser utilizado.
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Por fim, chamamos atenc¢ao para o fato de os polinomios desenhados na parte
superior da Fig.5.3 ja possuirem um formato especifico: todos tém o maior niimero
possivel de extremos, o que ja poe algumas restricoes sobre seus coeficientes.
Estes formatos nao sao por acaso: se houvesse menos extremos, por exemplo, no
polinémio quintico, seria impossivel formar o arrasto entre dois vacuos de Sitter,
e se houvese um extremo a menos no polindmio quartico seria impossivel formar
qualquer tipo de arrasto que fosse.

Significado fisico dos coeficientes do superpotencial.
Alguns coeficientes do polinémio geral (5.31) s@o diretamente ligados a carac-
teristicas fundamentais do periodo de arrasto.

(i) A constante de Hubble. Ao longo do periodo inflaciondrio, o universo se
expande exponencialmente e a funcao de Hubble permanece quase constante e
igual a Hsg = —5W (osr) = 5|Wsr|. Logo,

Wer = —2 Hgp . (5.33)

(i1) Os parametros de arrasto. O coeficiente do termo linear, «g, é diretamente
proporcional aos parametros de arrasto que, por sua vez, sao também proporcio-
nais entre si, por construgao — cf. Eq.(5.29). Temos

16 (W(osn) > 2 /172
esr(0sr) = 3 (m) = dag/Hg
e portanto
ap = ;Higesr = Hig |nsrl - (5.34)

(i1i) A duragao do periodo de arrasto. Vimos no §2.5.3 que as condigoes de
arrasto devem ser satisfeitas em um intervalo cujo comprimento seja suficiente
para fornecer o niimero de desdobramentos exponenciais necessério, ver Eq.(2.79).
Nossa construcao é tal que a aproximacao de arrasto é valida em ogg e, por
continuidade, em um intervalo ao seu redor. O tamanho deste intervalo pode ser
ajustado pelo coeficiente do termo cibico de (5.31), ag, como segue.

Sabemos que as condigoes de arrasto ficam determinadas pela fungao (o) e
sua derivada primeira que devem ser ambas, em modulo, muito pequenas. Vamos
considerar que quando termina o periodo de arrasto, seja neceséario expandir 3(o)
até terceira ordem:

B(o) = £+/esr — nsr (0 — osr) + 8" (0sr) (0 — osr)? + - - -

Definindo

Xsr = g 3" (osr) , (5.35)
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temos

B (o) ~ %881% - i\/éTSR nsr (0 — osr) + (ﬁ%R + XSR\/€SR) (0 —osr)? .

Se ao fim do perfodo de arrasto tivermos 5%(o7) ~ 107", com n tal que, digamos,
B%(o7) seja uma ordem de grandeza maior que 3%(osgr), entao podemos estimar
o comprimento do intervalo no qual as condigoes de arrasto sao satisfeitas em
Ao = |2(or — ogr)|, com

Ao ~ |

NSR|
#XSR

{1 - \/1 +4x 107 x (1 —16ysregy )| - (5.36)

e portanto quanto menor o valor de ysgr, maior a duragao do periodo de arrasto.
Uma outra maneira de ver as propriedades do parametro ysg ¢ notando que ele
é, aproximadamente, a (raiz quadrada da) curvatura (de Serret-Frenet) da curva
B(0), dada por (B8"(c))?/(1 + (8'(c))?)3. Assim, quanto menor o valor de xsr,
mais “aberta”’ a curva 8%(o). Ver Fig.5.4.

Um célculo direto d&

as = x> Hgp (3XSR + 1_16838){%2) , (5.37)

logo quanto menor a3, maior a duracao do arrasto.

B2 [Unidades de Planck]

;3 ;1 OsR 1 3
O [Unidades de Planck]

Figura 5.4: Exemplo do efeito de se aumentar o valor do coeficiente ctbico do
superpotencial: Linha cheia, a3 ; Linha tracejada, 2as ; Linha pontilhada, 3as.

Superpotenciais de graus quatro e cinco.

Vimos mais acima que polinomios de graus dois e trés nao sao apropriados para
a construcao do periodo de arrasto. E necessario um polinomio de grau quatro
o maior. No que segue nos interessaremos em descrever o conteido material
do universo como um fluido barotrépico, usando a correspondéncia descritas nos
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§82.4.1 e 5.1.3. Neste caso, deve ser possivel que se escreva W'(o) como fungao
de W (o). Para um polinémio de grau até cinco, é possivel encontrar uma solucao
analitica de o em termos de W, o que garante a existéncia da funcao W' (W)
— por mais complicada que seja. Porém se W (o) é um polinomio de grau seis
ou maior, nao podemos mais assegurar a validade da representacao do campo
escalar como um fluido barotrépico. Felizmente, os polindmios quartico e quintico
sao suficientes para que possamos utilizar os métodos até aqui desenvolvidos na
elaboracao de dois modelos cosmolégicos representativos.

5.4 Dois modelos cosmolégicos inflacionarios

Desejamos obter uma descrig¢ao razoavel do universo observado através da equagao
de estado (5.13). Mais especificamente, queremos descrever um universo que sofre
uma inflagao e apds o periodo de arrasto apresenta um periodo de desaceleracao,
precedendo a fase final, assintoticamente de Sitter. O periodo inflacionario deve
ser longo o suficiente para que o nimero de desdobramentos exponenciais seja
muito maior que a unidade.

O modelo de concordancia revela um universo que evolui de um estado muito
quente um tempo finito no passado. Usualmente, este cendrio é reproduzido em
modelos cosmolégicos que possuem uma singularidade. Um exemplo de modelo
desta natureza sera apresentado no §5.4.1, onde utilizaremos um superpotencial
quartico. No §5.4.2 apresentaremos uma abordagem alternativa, em que um
universo eterno possui uma configuragao do tipo de Sitter altamente energética, e
demora um tempo infinito para chegar as escalas de energia tipicas do big-bang.

5.4.1 Universo singular a partir de um polinémio quartico

Na analise feita no §5.3.2, vimos que é possivel degenerar uma cadeia de historias
de um superpotencial quartico e obter uma cadeia do tipo (5.32), em que a
histéria da direita comeca em uma singularidade e termina em um espaco de
Sitter, passando por um periodo de arrasto. Parte das caracteristicas desejadas
para a equagao de estado ficam entao dadas automaticamente. No restante desta
secao analisaremos com cuidado as caracteristicas restantes.

Consideremos o superpotencial quartico

W(o)=Wsr + ag (0 —osr) + az (o — USR)3 + ay (o — USR)4 . (5.38)

Nao deve haver termo quadratico para que W”(osg) = 0. Os vécuos fisicos sao
as raizes de uma equacao cibica; denotemos cada um por o; < g9 < 03. Quando
ap = 0, duas destas raizes se degeneram. Quais duas depende do sinal de aj3: se
az > 0, o ponto osg é um minimo de W'(ogg), e temos uma configuragdo como

38



5. Cosmologia Inflacionaria Quase-Topoldgica

a da Fig.5.3(b), em que as raizes que se degeneram sao oy — 03. Para a3 <0, a
situagao é oposta: a fungao W’ (o) possui um maximo em ogg, e as raizes que se
degeneram sao o; — 05. Vamos escolher ag > 0, e denotar o vacuo restante, oy,
por oy.

O periodo de arrasto.

O periodo inflacionario ocorre em escalas de energia com ordens de grandeza entre
op1 € 10712 x gp; (Linde (1990, 2008)). Vamos supor o valor do superpotencial
durante a inflacdo como sendo Wsg ~ —107%, de forma que a energia seja dada
por Veg ~ W2 ~ 1072, Na Fig.5.5, damos um exemplo de W (), com o
potencial de matéria correspondente, que satisfazem as condigoes de arrasto. A
parametrizacao é dada por

Wer=—10"% |, oy = —2.6363 x 107 |
as = —29293 x 1072 | oy = —2.1970 x 10714 |

e os parametros de arrasto ficam determinados pelas Eqs.(5.34), com egg ~ 2.78 X
107°. A duragao do periodo de arrasto, estimada pela Eq.(5.36), d4 » Ao ~ 10,
e a Eq.(2.79) entao garante que o numero de desdobramentos exponenciais N <

10 ¢é suficiente para resolver os problemas do modelo cosmolégico padrao. Ver
Fig.5.6(b).

é 1-24 % 10710 g

T T

i i

B

g 1-1076 @

2 sl 11.5x1012
2 2
< ‘ ‘ ‘ ‘ > 18.7x10°%

150 Ot -50 OsrR 50 -150 Oy

O [Unidades de Planck] O [Unidades de Planck]

(a) (b)

Figura 5.5: (a) Superpotencial quértico e (b) potencial de matéria para um uni-
verso com periodo inflacionario ao redor de ogg = 0.

A equacao de estado.

A parametrizacao da Fig.5.5 foi ajustada de forma que a equagao de estado cor-
respondente, obtida da Eq.(5.13), possua as caracteristicas desejadas. Como se
pode ver na Fig.5.6(a), ela apresenta um periodo de desaceleracao apés o arrasto,
no qual temos —1/3 < w < 1/3, simulando uma fase dominada por radiacao.
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Antes do vécuo final em oy ~ —102.84, a equagao de estado cai bruscamente
até w = —1, valor caracteristico de um espaco de Sitter. Para o < oy, o gréafico
descreve a equacao de estado da histéria adjacente, que nao possui periodo infla-
ciondrio.

4/3 5x1074

%

3 1102 107 W
+ _5 .
- 2.78x 1075 .
] 1074 107> 7))}
. . 6 —6L i S

_150 o7 50 O 504-6x10 21075 10 0 10 30
O [Unidades de Planck] O [Unidades de Planck]

(a) (b)

Figura 5.6: (a) Equagao de estado para um universo dado pelos parametros da
Fig.5.5 ; Detalhe: Proximidades do vacuo final. A regiao entre as retas horizon-
tais (Reta tracejada, w = —1/3 ; Reta pontilhada, w = 1/3) indica o periodo de
desaceleragao. (b) Parametros de arrasto: egg, linha sélida ; nsg, linha ponti-
lhada.

A constante cosmoldgica.

A constante cosmoldgica Ay = »*V};/2 observada hoje possui um valor curiosa-
mente pequeno, Ay ~ 107'*2 em unidades de Planck. O potencial de matéria
representado na Fig.5.5 se encontra, portanto, mais de cem ordens de gran-
deza acima do valor observado. Cabe entao a pergunta: serd possivel ajustar os
parametros do superpotencial de forma a escolher o valor a constante cosmoldgica
final?

Na auséncia do termo quadrético, existem quatro parametros livres em (5.38),
estando trés diretamente ligados a fase de arrasto, como descrito no §5.3.2. Po-
demos (e de fato o fizemos) usar o quarto parametro para modelar o periodo de
aceleragao do universo, determinando o maximo da equacao de estado em um
valor —1/3 < w < 1. N&ao nos restam entao parametros ajustaveis para fixar
o valor de Ay. Nao podemos excluir a possibilidade de que alguma combinacao
precisa dos coeficientes do superpotencial proporcionem tanto a fase desacelerada
quanto a constante cosmologica proxima do observado, mas nao possuimos um
método sistematico para encontra-la. O problema da constante cosmoldgica final
sera abordado sob um outro ponto de vista no Capitulo 6; por enquanto vamos
ignorar nosso erro de cem ordens grandezas.

90



5. Cosmologia Inflacionaria Quase-Topoldgica

A passagem do tempo.

Como discutido no §5.2, nao é possivel determinar as grandezas acima expli-
citamente em funcao do tempo coésmico. Entretanto é possivel determinar a
duracao, em anos ou giga-anos, do periodo de desaceleragao, ou do periodo de
arrasto, por meio da integral (5.15). O resultado para os universos representados
nas Figs.5.5 e 5.6 é muito aquém do observado: entre o periodo de arrasto e o
periodo de desaceleracao decorre um intervalo de tempo de, aproximadamente,
1019 x tp; ~ 10733 seg. Ambos os periodos de arrasto e de desaceleracao possuem
uma duracao aproximada de 107 x tp; ~ 10734 seg. Evidentemente, estes valores
estao muito longe daqueles esperados em universo de quase 14 giga-anos de idade.
E, todavia, oportuno ressaltar que a duracao do periodo de desaceleracao pode
ser aumentada com a escolha de outros valores para os coeficientes do superpoten-
cial. Isto é possivel caso se tenha |[W'(0)| < 1 em um intervalo suficientemente
grande ao redor do vacuo final, como se pode ver da integral (5.15). Esta é a
mesma condigao, note-se, necessaria para diminuirmos o valor de |W(oy)|, o que
equivale a diminuir o valor da constante cosmolégica final.

5.4.2 Universo nao singular a partir de um polinémio quintico

Modelos de universos nao singulares aparecem com alguma frequéncia na litera-
tura (e.g. Starobinsky (1980), Brandenberger (1992)). Uma das caracteristicas
mais peculiares de superpotenciais polinomiais é que, em geral, eles formam ca-
deias de histérias contendo diversos universos desse tipo. Como foi dito mais
acima, o modelo de concordancia sugere que 0 1n0sso UNiverso passou por uma
fase muito densa no passado, seguida de um periodo inflacionario que “apagou”
as condigoes iniciais do seu “surgimento”. Nada impede, entretanto, que antes da
inflacao tenha se passado um tempo infinito em que a energia do universo fosse
da ordem da energia de Planck.

Vamos descrever um universo com estas caracteristicas utilizando o superpo-
tencial quintico

W(o) =Wsr + ag (0 — osr) + a3 (0 — osr)? + ay (6 — osr)* + as(0 — osr)”
(5.39)

em conjunto com o método desenvolvido no §5.3.2.

Um exemplo explicito.
Um exemplo de aprametrizagao que fornece as caracteristicas desejadas é

Wer = —107% | oy =1.90054 x 107 |
as = 3.80108 x 1070 | o, = —1.90054 x 10718 .| a5 = —3.80108 x 1072 .
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Figura 5.7: (a) Superpotencial quintico; (b) Potencial de matéria correspondente;
Detalhes: Proximidades do vdcuo final o, & 6.797 x 102.

O superpotencial e o potencial de matéria correspondente se encontram na Fig.5.7.

O vacuo fisico inicial, no passado remoto da histéria do universo, esta situado
em 0, ~ —4 x 10, e o vécuo final, no futuro remoto da histéria do universo, em
o~ 6.797x 10%. O valor inicial do potencial de matéria é V(o,,) ~ 1, e o universo
surge em t — —oo como um espago-tempo de Sitter com raio de curvatura da
ordem do comprimento de Planck. Apdés um tempo infinito, quando o — ogg, a
energia cai para ~ 1072, Em o ~ 677.9, tem inicio um perfodo de desaceleracao,
durante o qual a equagao de estado alcanca o valor maximo w = 1/3 caracteristico
de um universo dominado por radiacao, para depois voltar a decrescer até w = —1
em oy, quando ¢t — co. A evolugao da equacao de estado se encontra na Fig.5.8.

Observe que apesar da grande diferenca de energia entre o, e ogg, a transicao
ocorre de forma suave em V(0), e as condigoes de arrasto sdo de fato satisfeitas
desde o vacuo inicial até pouco antes da época de aceleracao, quando a condigao
esr < 1 é finalmente violada, o que pode ser visto claramente na Fig.5.8(b). Este
periodo de arrasto eterno produz um nuimero de desdobramentos exponenciais
mais que suficiente: N ~ »(osg — 0,) ~ 10°.

O valor final do potencial de matéria, V(o) ~ 10723, é mais uma vez muito
maior que o valor observado. Aqui valem os mesmos argumentos dados no caso do
polinomio quartico: nao ha parametros livres suficientes para se ajustar ambos os
valores de V(o) no vacuo inicial e final. Também devemos declarar que a duracao

da época de desacelaracao é mais uma vez muito pequena, aproximadamente
10732 seg.

Possiveis degeneracgoes.
Como foi observado no §5.3.2, existe a possibilidade de diferentes degeneragoes a
partir de uma mesma cadeia de historias. O exemplo acima possui o periodo de
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Figura 5.8: (a) Equagao de estado para um universo dado pelos parametros da
Fig.5.7 ; Detalhe: Proximidades do vacuo final. A regiao entre as retas horizon-
tais (Reta tracejada, w = —1/3 ; Reta pontilhada, w = 1/3) indica o periodo de
desaceleragao. (b) Parametros de arrasto: egr, linha sélida ; nsg, linha ponti-
lhada.

arrasto entre dois vicuo de Sitter, mas o superpotencial (5.39) oferece também
a possibilidade de se ter uma historia singular com arrasto, similar a que cons-
truimos a partir do superpotencial quartico. Para determinar as condigoes sobre
os coeficientes de (5.39) que dao a degeneracao desejada, procedemos como segue.

No caso mais geral, ha quatro vacuos fisicos distintos, as quatro raizes reais da
equagao quartica W (o) = 0. Os denotaremos por {ox}. Seja {ox}, k=1,2,3, 0
conjunto de extremos da fun¢ao W'(o), determinados pelas solugoes da equacao
ctibica W”(o) = 0. Temos que

01 <01 <09<0y<03<03<0y,
e desejamos fazer o9 — 3. Os pontos {7 }devem ser ordenados como
01 < 09 < 09 =0gr <03 <03 .
Eles ficam determinados pelas raizes da equacao
(10a5 22 + 60y  + 3a3)x = 0,

onde r = 0 — ogg, e incluem 69 = ogr, consequéncia de nao haver termo
quadratico em (5.39). O ordenamento desejado requer que as raizes restantes
sejam uma positiva e outra negativa. Logo, devemos ter x4,

— _ 3aa _ 10azas
re =g (14 /1 %)

3 af
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com sinais opostos. Assumindo a5 < 0, isto equivale a a3 < 0. O resultado se
encontra representado pelas curvas sélidas nas Figs.5.9. Quanto maior |az asl,
maior a distancia entre xy e z_, maior a distancia entre os extremos de W'(o),
e portanto maior a distancia entre os vacuos o; e g4 que formam os limites
assintotitcos da histéria (inflaciondria) resultante.

Note que se oy = 0, entdo 2, = —z_, e W(0) se torna simétrico em torno
de osg — de fato, na auséncia do termo ctibico, W’(o) se torna do tipo Higgs,
logo a duracao da historia antes e depois do arrasto deve ser a mesma. Se 0 <
g g < 1%0‘1217 ambos x4 terdo o mesmo sinal: positivo se ay > 0 (Fig.5.9, linha
pontilhada), e negativo se ay < 0 (Fig.5.9, linha tracejada). Esta é a condicao
para que o arrasto fique posicionado em uma das historias singulares. Por fim, se
az a5 > g, o formato de W (o) ¢ qualitativamente idéntico ao de um polinomio
ctibico, impedindo a criagao do perfodo de arrasto (cf. §5.4.1).

> O

..
V',
(RS
1
1
\
1
1

Figura 5.9: Possiveis degeneracoes de histéria para um polinomio quintico.

5.4.3 Os efeitos de GQT

Quando p # 0, a equacao de estado é modificada pela multiplicagao do fator
Co(p), ndo mais igual & unidade. Entretanto, uma vez que as energias carac-
teristicas do perfodo de arrasto até o vécuo final sdo da ordem de o ~ 1072,
teremos Cy — 1 ~ —L*u x 10724, Logo, para que as contribuicoes de GQT afe-
tem a inflagao, é necessario um valor muito grande do acoplamento gravitacional,
LY p| = 10%. Assim, para valores razodveis de |u|L* < 1, a contribui¢ao dos
termos cubicos se faz apreciavel apenas em faixas de energia muito préximas
da singularidade, em geral maiores que a energia de Planck. Por outro lado,
qualitativamente ocorrem certas mudancas notaveis.

Antes de discuti-las, vamos fixar a escala quase-topologica L. Como dito no
§4.2, uma opcao é escolher L como dada pela constante cosmolégica de um dos
vacuos (cf. Eq.(4.18)). No caso em que existe um vacuo topoldgico, ele fornece
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uma escolha preferencial: sua escala é definida exclusivamente pelo acoplamento
cubico e, para u < 0, é a menor escala possivel a obedecer as restrigoes entropicas
do §4.5. Na auséncia de um vacuo topoldgico, pode-se tomar L como a escala do
vacuo deSitter com maior densidade de energia, ou com a maior densidade dentro
das restrigoes entrépicas. A segunda escolha possivel discutida no §4.2 é dada
pela Eq.(4.19), que deixa explicita a natureza “quéantica” das corregdes quase-
topoldgicas. Esta serd a escolha adotada aqui, diante da ambiguidade oferecida
pela possibilidade de se fazer L = y/3/A. Assim, uma vez que trabalhamos em
unidades de Planck, na discussao a seguir fazemos L = lp; = 1.

Quando p < 0, existe uma certa densidade g, tal que para p > g, a causalidade
da equacao de estado é violada, i.e. w > 1. Mas g, é muito grande quando |u| < 1.
Além disso, como mostrado no §4.5.1, é sempre possivel encontrar \ tal que a
entropia se anule em uma densidade pg < 0., “escondendo” o periodo em que
w > 1. Em um universo singular, esta violagao da causalidade é inevitavel —
ver Fig.5.11(a) —, mas em um universo do tipo dS / dS, ndo. Nestes tultimos,
valores adequados (porém, em geral, muito grandes) de || podem fazer com que
ocorra um novo periodo de desaceleracao antes do arrasto, como podemos ver na
Fig.5.11(b).

1+w
1;|—w

Ot OR TR

(a)

Figura 5.10: Modificagoes da equagao de estado para diversos valores de p < 0.
As linhas continuas em (a) e (b) marcam os graficos de gravitagao EH, Figs.5.6(a)
e 5.8(a), respectivamente. As linhas linhas pontilhadas correspondem as fungoes
em GQT com (a) Superpotencial qudrtico, p variando de —10%> a —10'° ; (b)
Superpotencial quintico, x4 variando de —10* a —1023.

Ja se p > 0, temos w — —oo quando p — oo. Isto significa que, como espe-
rado, surge um novo vacuo (topoldgico), onde w = —1. A histéria subsequente
a este vacuo possui, toda ela, w < —1 (de fato, —1 > w > —o0), ou seja: o
universo nela descrito é do tipo ‘fantasma’. As modificacbes podem ser vistas na
Fig.5.11. Mais uma vez, a nao ser que p seja muito grande, do periodo de arrasto
em diante a equacao de estado é pouco modificada. Em geral, se u < 1, o vacuo
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topoldgico ficard posicionado em energias maiores que a de Planck, e portanto de
fato toda a histéria dS / dS pouco é modificada. Mas, se p é grande o suficiente,
podemos ter oy, > 0,0 a histéria descrita no §5.4.2 passa entao a ter inicio no
vacuo topologico, com uma constante cosmologica — dependente apenas de p, e
nao dos parametros do superpotencial —, distinta da anterior. Mais significativa
é a consequencia de p > 0 sobre uma historia singular, como a descrita no §5.4.1.
Por menor que seja p, € por maior que seja gp, a histéria sempre deiza de ser
singular, e passa a ter inicio em oy,p, Ou seja: passa a ser do tipo dS / dS, com
uma duragao infinita!

4/3

(a) (b)

Figura 5.11: Modificagoes da equagao de estado para diversos valores de p > 0.
As linhas continuas em (a) e (b) marcam os graficos de gravitagao EH, Figs.5.6(a)
e 5.8(a), respectivamente. As linhas linhas pontilhadas correspondem as fungoes
em GQT com (a) Superpotencial quértico, p variando de 101 a 10?* ; (b) Super-
potencial quintico, y variando de 1 a 105,
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Capitulo 6

Equacao de Estado Linear e a
Constante Cosmoldgica

A constante cosmoldgica, A, segundo Susskind (2006) é “a mae de todos os proble-
mas da fisica”. Desde que introduzida por um equivoco de Einstein em 1917,! com
o objetivo de balancear a atragao gravitacional e permitir um universo estatico,
a existéncia e, principalmente, o valor de A sao fontes de controvérsia.

O fato é que a interpretacao mais imediata de constante cosmolégica é como
a energia do vacuo que, do ponto de vista da teoria quantica de campos, deveria
ser infinita ou, pelo menos, muito grande. Apesar disso, as observacoes sugeriam
um valor tao pequeno para A que por muito tempo a crenga era em que ela fosse
de fato nula. Até que se descobriu (S. Perlmutter (1999), A.G. Riess (1998)) que

seu valor nao era zero mas — ainda mais inesperadamente — tinha um valor
finito e extremamente pequeno (usamos aqui o valor dado por Bousso (2007)):
Ao = 3.142 x 107122152 . (6.1)

Com esta descoberta, a histéria (pds-inflaciondria) do universo que obser-
vamos pode ser descrita por um ‘Modelo de Concordancia’> Apds um periodo
inicial muito quente, durante o qual o conteiido material se encontrava em estado
ultra-relativistico, nosso universo se resfriou e passou quase toda a sua histéria
preenchido principalmente pela matéria fria, de pressao nula, que compoe hoje as
galéxias e as estruturas de matéria escura. Pouco tempo antes do estagio atual da
evolucao este cenario comecou a mudar, com a gradual dominacao pela constante
cosmoldgica. Em seguida, A passa a ser a tnica contribuicao relevante para o
conteudo do universo, e o fator de escala entao se comporta como o de um espaco
de deSitter, a(t) ~ exp(t/7). E admirdvel que se possa descrever em linhas ge-
rais a maior parte desta histéria, que se passa depois da dominacao da radiacao,
através de uma tnica equacgao de estado simples, como passamos a discutir.

L Ver, por exemplo, Weinberg (2008) e Susskind (2006).
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6.1 A equacao de estado linear

Uma generalizacao imediata das equagoes de estado usadas nas cosmologias de
Friedmann do §2.3 é a adigao de um termo politrépico (Chavanis (2012)):!

n
Po = W1 0o — W2 O

com w; e wy constantes. Os efeitos do novo termo dependem dos sinais de ws € n.
Para n > 0 o segundo termo domina o primeiro quando a densidade de energia
é muito alta, e vice-versa para n < 0. Ja o sinal de wy determina a natureza
“atrativa ou repulsiva” do termo politrépico, em um sentido que ficara mais claro
abaixo. Equagoes de estado deste tipo podem descrever condensados de Bose-
Einstein (Chavanis (2012)), o que pode ser dado como argumento para a sua
utilizacao na descrigao do universo primordial, onde interacoes quanticas de seu
conteudo material devem ser relevantes. Noés vamos, todavia, nos concentrar no
universo tardio, e usar o termo politropico para criar uma dinamica inicialmente
similar a das cosmologias de Friedmann, mas que mais tarde passa a ser dominada
por uma constante cosmoldgica. Para tanto, consideremos um fluido que obedeca
a equacao de estado linear py = wy(0o) 00, com

woloo) = wy — 2, (6.2)

Qo
wy e wy constantes. Quando wy ~ w;, podemos usar os resultados do §2.3 para
concluir que se w; < —1/3 ou wy; > —1/3, em uma fase muito densa o universo é
acelerado ou desacelerado, respectivamente. Por outro lado, quando a densidade
de energia é pequena, o segundo termo domina, e veremos a seguir que se ws > 0 0
universo entao sofre uma expansao acelerada. Por motivos de causalidade, vamos
restringir o valor de w; ao intervalo (—1,1) (cf. §6.4.2).

A fungao de Hubble H(t) é obtida a partir de integragao direta da Eq.(2.24Db):

3(1+w dH
—<T1)(t—t0) = /}[2—%%2 (6.3)
- 6(1+w1)

Consideremos wy > 0. A integral é entdao da forma [dz/(1 — 2?), com 2? =

HZ/H? = oo/ 0n, sendo

Wo wWao
Hrx = —_— = , 6.4
A ’/6(1+w1) oA 1+ wy (6.4)

1 Ao longo de todo este capitulo usaremos o subscrito “0” para distincdo entre grandezas na
gravitacao usual de EH e as mesmas grandezas na GQT (a ser discutida nas segdes posteriores).
Por exemplo, a(t) denota o fator de escala em GQT, enquanto ag(t) denota o fator de escala
quando p = 0.
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e portanto possui duas solucoes distintas dependendo se x > 1 ou z < 1. Para
que a solucao descreva um universo singular, a densidade de energia deve ser
ilimitada e, portanto, maior que o valor minimo o, i.e. x > 1. Entao [dx/(1—
r?) = arccth(x). Se, ao contrario, considerarmos que a densidade de energia
do universo é sempre finita e menor que o valor mdzximo o, i.e. * < 1, entao
[ dxz/(1 — 2?) = arcth(z). Neste ltimo caso o universo é eterno, nao-singular,
e sua dinamica é do tipo ‘ricochete’: em t — —oo possui uma densidade g, que
diminui gradualmente e se anula, para em seguida aumentar mais uma vez até
retornar a pp em ¢t — 4-00.

Quando we < 0, a discussao é similar, com as funcoes trigonométricas hi-
perbdlicas trocadas por fungoes trigonométricas usuais. O resultado sao universos
que possuem singularidades futuras, nascendo de um big bang e recolapsando em
um intervalo de tempo finito (Linde (1999), Eroshenko (2005)).

Vamos considerar o caso singular, com ws > 0, no restante deste capitulo.
Definindo

8

1
S . — 6.5
T 3(1+ wy)wy (6.5)
a funcao de Hubble se escreve!
t—1
Ho(t) = Hy cth {( = Oq : (6.6)

e a densidade de energia go(t) = % H{(t) fica

t—1t
00(t) = o4 cth® ( - 0) : (6.7)
A confirmacao da existéncia de uma singularidade vem do escalar de Ricci,

Ry (t) = =6 [283(t) + Ho(t)| = =5 [1+ (5t — 1) eth? (52) ]

que diverge junto com a densidade de energia em t = t;,. Marcamos entao o
instante t; = 0 como ‘inicio do tempo’, e vamos nos referir a esta singularidade
inicial como ‘big-bang’.

Escrevendo ag(t) = e4°®), temos Ho(t) = Ay(t) e integracio direta da Eq.(6.6)
dé o fator de escala como funcao do tempo:

ag(t) = af’sh’ (£) | 0= 352 - (6.8)

1O resultado (6.6) vale para wg # 0. Caso contrario, temos uma cosmologia de Friedmann
usual, com equacao de estado constante.
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Fica entao claro que em tempos tardios, ¢ — oo, o fator de escala se comporta
exponencialmente,

ao(t) ~ exp (t/7)
e portanto o universo é assintoticamente de Sitter, com constante cosmolégica
Ao =36%/7% = 52wy /2(1 +wy) . (6.9)

Além disso, para tempos pequenos em relacao ao instante caracterisitco 7, quando
sh(t/7) =~ t/7, o fator de escala se comporta com uma lei de poténcia tipica das
cosmologias de Friedmann,

ao(t) ~ ay) (t/7)° .

Uma vez que secoes do tipo espaco sao completamente homogéneas, ha uma
liberdade de reescalonamento das distancias, o que se reflete em uma certa ar-
bitrariedade de normalizagao do fator de escala. Noés vamos utilizar a seguinte
escolha (Bousso (2007)):

al”) = (7/5)° . (6.10)

Garantimos desta forma que a dinamica do universo jovem seja explicitamente
independente de A, i.e.

ao(t) = (t/8)?, t/T< 1.

A equagao de estado (6.2) nos d&, assim, um modelo cosmolégico cuja histéria
comeca similar a de um universo dominado por um fluido perfeito, mas que even-
tualmente passa a expandir aceleradamente, impelido por uma constante cos-
molégica Ay — precisamente o esperado pelo Modelo de Concordancia. Esta des-
cricao dos periodos inicial e final do universo fixa os dois paramteros da equacao
de estado. Sabemos da Eq.(2.35) que o periodo dominado por matéria é descrito
por 6 = 2/3, o que implica w; = 0. O valor de w, fica entdo determinado por
(6.1). Além disso, fica dado o valor do instante caracteristico 7, Eq.(6.5):

7~ 11.1Gyr . (6.11)

A evolugao do fator de escala com o tempo se encontra na Fig.6.1, onde marca-
mos os instantes descritos acima, além do instante em que o universo comeca a
acelerar, quando gy = wa/(w; +1/3) e wo(go) = —1/3.
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do

TR TECRETY, = L[Gyr]
Inicio da T Hoje
Aceleracéo

Figura 6.1: Evolucao do fator de escala ag(t), em Giga-anos.

6.2 O principio entrépico causal e a pequena
constante cosmolégica

O valor desconcertante da constante cosmoldgica levou Weinberg (1987) a for-
mular o chamado ‘Principio Antrépico’. Nao sendo possivel explicar o motivo
pelo qual o valor de A é tao pequeno, vale a pena saber se, caso A fosse grande,
haveria a possibilidade de formacgao de vida no universo — e, consequentemente,
se haveria cientistas a fazer perguntas.

Note-se que esta condi¢ao antrépica nao oferece, por si s6, uma explicagao para
o problema da constante cosmolégica. Para que faca algum sentido, o argumento
antrépico deve estar associado a uma teoria que a) Prediga a existéncia de uma
colecao de ‘vacuos’, cada um apresentando uma constante cosmoldgica com valor
diferente, e tais que a diferenca entre dois valores consecutivos seja muito menor
do que o valor (6.1); e b) Permita transi¢ao dinamica entre estes vacuos. Weinberg
(1987) e Bousso (2007) citam alguns exemplos de tais teorias, a mais importante
das quais talvez seja, hoje, a Teoria de Cordas. Nestas condigoes, a explicagao
para o valor de A fica dada: Existe uma infinidade de valores possiveis para a
constante cosmologica, que variam de vacuo para vacuo — em particular, e nao
especialmente, o nosso vdcuo onde vale (6.1). Entretanto, em vécuos onde A
¢ maior que um certo valor A.y, nés ndo poderfamos existir (supondo que a
fisica seja igual a nossa, a menos deste detalhe especifico). Como, percebe-se, nés
existimos, devemos observar A < A ..
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Isto resolve o problema se Ay, for da ordem de (6.1), e Ayay depende do
critério utilizado na definicao de “o que é necessario para a existéncia de observa-
dores”. O critério adotado por Weinberg (1987) foi a possibilidade de formacao
de objetos, ligados gravitacionalmente, de tamanho suficientemente grande para
permitir a existéncia de estrelas e de atomos pesados formados por elas, ou seja:
a formacao de galaxias e aglomerados globulares. O resultado obtido para Aj,.x
foi, entretanto, trés ordens de grandeza maior do que o valor observado (6.1):

Amax/No < 550 .

Mais ainda, descobertas posteriores aumentaram o valor de Aa,/Ag obtido pelo
argumento de Weinberg para quatro ordens de grandeza:

Aumax /Ao < 5500

como exposto por Bousso (2007). Em suma: mesmo assumindo o argumento
antropico de Weinberg (1987), a constante cosmolégica (6.1) ainda é inexplica-
velmente pequena.

O Principio Entrépico Causal.

Uma reformulagao do Principio Antrépico dapaz de explicar com mais sucesso
o valor da constante cosmolégica foi dado por Bousso (2007). O argumento se
divide em duas partes, como segue. Por um lado, se um observador obedece as
leis da termodinamica, medi¢oes — i.e. observagoes — aumentam a entropia,
cuja producao pode entao ser tomada como uma medida proporcional ao niimero
de observadores. Por outro lado, baseado na unitariedade de processos quanticos
envolvendo horizontes de eventos, é de se esperar que a medicao da entropia feita
por um observador deve se restringir a regiao que lhe é causalmente acessvel.
Esta regiao é chamada de ‘diamante causal’, e seu volume depende do valor da
constante cosmolodgica, como se vai detalhar mais adiante.

A proposta de Bousso (2007), batizada de ‘Principio Entrdpico Causal’, se
constitui entao no seguinte: H& maior probabilidade de surgimento de vida, ou
melhor: existem mais observadores, em um vacuo onde a constante cosmoldgica é
tal que o volume do diamante causal seja maximo durante a maxima producao de
entropia no seu interior. Esta entropia, seja observado, nao inclui a contribuicao
da entropia de horizontes, que sao um fenéomeno puramente gravitacional, nao
conectado com “observacoes” passiveis de serem chamadas, em qualquer grau, de
antrépicas.

Uma estimativa da taxa de produgao de entropia no nosso universo foi entao
realizada, avaliando-se a contribuicao de diversos processos como, por exemplo,
a explosao de supernovas e a entropia produzida por galaxias com nicleos ativos.
A conclusao a que se chega é de que a contribuicao mais significativa para a
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produgao de entropia é proveniente da luminosidade de estrelas ao ser refletida e
termalizada por poeira césmica.!

A dependeéncia temporal da producao de entropia pode ser entao estimada,
para o nosso universo, através de uma analise fenomenoldgica da taxa de formagao
estelar. O resultado obtido por Bousso (2007) se encontra resumido na Fig.6.2,
que mostra a taxa de produgao de entropia dS/dt por unidade de volume do
diamante causal. O formato da curva é consequéncia da alta taxa de formagao de
estrelas no universo jovem e denso, que tem um pico por volta de 2.5 Gyr, depois
do que comega diminuir exponencialmente. As estrelas vivem, entretanto, por
um periodo de tempo consideravel (umas mais, outras menos) apés sua formagao,
resultando na cauda da curva mostrada.

3 - - - - |

N

dS/dV_dt) [10 yr' Mpc™)]

o
1f
4L

0 5 10 15 20 25
tempo [Gyr]

Figura 6.2: Taxa de produgao de entropia ao longo da histéria do universo.
Gréfico retirado de Bousso (2007).

Sabendo o perfil da dependencia temporal da taxa de producao de entropia
Nno nosso universo, resta saber como e quanto muda esta distribuicao ao se variar
o valor da constante cosmolégica. Ocorre que a dinamica estelar é efetivamente
independente dos efeitos cosmoldgicos de A, que atuam em escala muito maior.
A tnica maneira com que esta pode influenciar aquela é através da supressao da

I'Repare que a ida do leitor & praia é um exemplo de tal processo.
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formagao de halos de matéria — bergarios de estrelas — devido a uma possivel
expansao muito rapida causada por valores grandes de A. Este efeito é muito
ténue, e a conclusao de Bousso (2007) é de que ndo hd mudangas significativas
para uma variacao de A uma ordem de grandeza maior ou menor que o valor em
(6.1). Isto era de se esperar, devido ao proprio resultado de Weinberg (1987).

A influéncia da constante cosmoldgica no principio entrépico causal, conclui-
se, é restrita ao volume do diamante causal e, veremos, ela sera suficiente para pre-
dizer o valor de A. A bem da verdade, como observado por Bousso (2007), a subs-
tituicao da condicao “existéncia de galdxias”, presente no argumento antrépico
original, pela condigao muito menos restritiva de que “observadores obedecem
as leis da temordinamica” s6 é de fato possivel por consequéncia da restricao a
regiao causalmente acessivel, o diamante causal.

6.3 A predicao da Constante Cosmoldgica

Diamantes causais.
Um diamante causal (Bousso (2000)) €'(p, q) gerado pelos pontos p e ¢, com ¢ no
futuro causal de p, é a regiao do espago-tempo composta da intersecao do futuro
causal de p com o passado causal de q.
Em outras palavras, trata-se da regiao de-
limitada pelo cone de luz futuro de p e o cone
de luz passado de ¢. Em um diagrama de q
Penrose, onde geodésicas nulas sao represen-
tadas por linhas retas a +45°, %(p,q) possui

de fato a forma de um “diamante”. Para ob- “Quina
ter o diagrama de Penrose, é necessario re- Q .
alizar a troca de coordenadas passando do : :'
tempo césmico t para o tempo conforme n = »* i

i "dt/a(t); feito isto, a “altura” do diagrama

de €(p,q) fica dada por An = n(q) — n(p).

A cada instante conforme n € [n(p),n(q)],

o diamante causal define uma regiao espa- p

cial de raio r(n) ao redor do observador.

A equagao de r(n) é a equagao das retas no espago -1 do diagrama de Penrose, e
portanto depende se 1 estd “mais proximo” de p ou de q. Ambos os casos podem
ser resumidos em

An A7
r(n) — +1 (6.12)
2 2
A porgao do diamante a meio caminho entre p e ¢, i.e. onde n = An/2 — e

portanto r = An/2 — é chamada de quina do diamante. Lembre que cada ponto
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no diagrama de Penrose descreve uma 2-esfera espacial, e em particular a quina
do diamante é uma 2-esfera espacial de raio r = An/2.
Em espacos completamente homogéneos, como ¢é o caso das
métricas FRW, é irrelevante a posicao espacial dos pontos p e ¢,
q que tomaremos (ambas) como a origem do sistema de coordena-
das. O diagrama causal fica entao determinado pela distancia
temporal entre p e q. No que segue, vamos considerar diaman-
tes causais onde ¢ estd no futuro infinito,' i.e. t — oo. Por
outro lado, p vai ser dado pelo instante em que a entropia se
anula.

O volume do diamante.
p O tempo conforme é dado pela Eq.(I.4) sem a constante de
integracao, i.e.

T 76
nO(t) = Pl [ch(t/7T)]"° oF4 [g, 1%5; 2—;”5; m}(ﬁ.li%)

Posicionando a ponta inferior do diamante em ¢ = 0, temos
An=foc) = n(0) =0~ {358 (3, 159} = S (5, 559
ou seja, usando a normalizacao (6.10) para o fator de escala,
§° 0 1—90
Anp=—7""B(-, — ). 6.14
=578 (55" (6.14)

A cada instante conforme 7, o volume espacial delimitado pelo diamante causal
¢ dado pela formula (6.12). Na “metade superior do diamante”, i.e. para |n| <
An/2, temos r = |n|, logo

T -6
r= i [eh(t/7)] oFy {g, (2) 5 &2, Chz(ltm} . (6.15)

Ja para |n| > An/2, r = An — |n| ou

T — T -0
=S (3,15%) — 7o7 [eh(t/7)] " oF) [37 SRk Ch2(1t/7'):| . (6.16)
ag day

Repare que a metade superior do diamante é delimitada pelo horizonte de eventos
futuro, enquanto a metade inferior é delimitada pelo horizonte de particulas.

'Uma descricio de diamantes causais “pequenos” e “grandes” pode ser encontrada em
Gibbons (2007a,b).
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Para obter resultados numéricos qualitativos, é necessario restaurar as unidades
corretas nas férmulas acima, que se encontram em unidades de Planck.!

Desejamos avaliar o volume espacial do diamante causal em funcao do tempo:

Vilt) = (). (6.17)

onde r(t) é dado pela “colagem” das duas fungoes (6.15) e (6.16) na quina do
diamante. O resultado se encontra na Fig.6.3, onde estao os graficos correspon-
dentes a treés valores distintos da constante cosmolégica. Em destaque, no grafico
(a), encontra-se a evolugao para o valor observado Ay = 3.142 x 107122 x 11312; nos
outros graficos, mostramos o efeito de se ter a constante cosmolégica uma ordem
de grandeza maior (b) ou menor (¢) do que o valor observacional.

A grande informagao que se tira dos graficos na Fig.6.3 é que o volume maximo
do diamante causal no nosso universo ocorre em excelente concordancia com o
pico da taxa de producao de entropia, exposto na Fig.6.2. Mais ainda, os maximos
dos volumes dos diamantes correspondentes a A uma ordem de grandeza maior
ou menor que o valor (6.1) ocorrem em instantes que diferem muito do valor
desejado, fornecendo uma selecao clara a favor de A ~ 107122 x lgﬁ.

25 ]
20[
15[

10}

Volume comével [10*2 x Mpc?]

Tempo [Gyr]

Figura 6.3: Evolucao do volume comoével do diamante causal em gravitacao EH
para diversos valores da constante cosmoldgica: (a) A,y = 3.142 x 10712 x It ;

(b) A =10 x A(a) ) (C) A=0.1x A(a).

1 As dimensdes de cada grandeza sdo obtidas multiplicando-se, quando necessario, por Ipi,
tp), com a conversdo correta. Usaremos como unidade de distancia o Megaparsec [Mpc], e como
unidade de tempo o Giga Ano [Gyr].
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OBSERVACAO: Existe uma certa liberdade de normalizacao do raio comédvel do

diamante causal r(t), e consequentemente do volume comével (6.17), proveniente

da liberdade de normalizagao do fator de escala (que muda a constante 1/ aéo) nas

Eqs.(6.15) e (6.16)).! Esta ambiguidade nao afeta os valores de raio e volume
fisicos, mensurdveis, do diamante causal, uma vez que ao se multiplicar r(¢) pelo
fator de escala a(t), as constantes multiplicativas 1/ a(()o) e a(()o) se cancelam.

Por causa do fator 10" que aparece na normalizagao (6.10) do fator de es-
cala, ao se avaliar V,(t) sem fazer um reescalonamento de r(¢) obtemos um re-
sultado com uma ordem de grandeza 120 vezes menor ((107°)3 = 107'2%) do
que mostrado na Fig.6.3. Este valor é também 120 ordens de grandeza menor
do ?ue os valores fisicos do volume comoével, por conta do cancelamento do fator
1/al”) ~ 10740 que acabamos de discutir.

Para contornar essa discrepancia imensa de ordens de grandeza entre o vo-
lume fisico e o comével, multiplicamos o volume causal V,.(t) pelo fator de escala
avaliado no instante de transi¢ao entre o dominio de poeira e o dominio da ener-
gia escura, ty = 7/dg. Assim, os graficos da Fig.6.3 nao descrevem exatamente a
Eq.(6.17), mas sim

V(t) = [a©(tp)]” x Vi(t) & 4.33 x 1022 x V(1) . (6.18)

Repare que a multiplicacao nao equivale a transformar o volume comovel em
volume fisico, pois nao estamos multiplicando pela funcdo a® (t), mas apenas

por um fator constante (e inobservdvel!) [a® (tA)]g.

6.4 Equacao de estado efetiva

Vamos assumir que as corregoes da agao de EH nao alterem a relacao funcional
entre as componentes do tensor de energia-momento da matéria pura. Ou seja, a
equagao de estado linear (6.2) continua sendo satisfeita por gy e po. Mas sabemos
que na gravitacao quase-topoldgica nao é mais T,Eg) a grandeza observavel, e sim
o tensor efetivo com componentes g € Per = weﬂc(geﬁc) Oeff- A mnova equacao de
estado deve depender explicitamente de i, que entra diretamente na relacao entre
Oeff € 0o- De fato, dividindo as Eqs.(4.26) e (4.29), obtemos

1 — puL*sc* 0% /36
1 — uL*s 025 /12

1 + west (0efr) = (14 wo(oer)) (6.19)

onde wy(ger) denota abreviadamente wg(go(0er)), cf. Eq.(4.30). Note que a
férmula acima é na verdade geral, e vale para qualquer funcao wy(go) (e.g. wo =

'E a mesma liberdade que se tem de reescalonar o raio comével de um horizonte de enventos.
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constante). Quando nos aproximamos de uma singularidade e o diverge, temos

1
weff%—( 0—2)§

3

logo mesmo para wy < 1, o que para pu = 0 implicaria em um universo “o
mais desacelerado possivel”, quando pu # 0 temos wer S —1/3. Repare que isto
independe do valor de i, desde que oo seja grande o suficiente para que o limite
acima seja tomado. Assim, quando hd uma singularidade inicial, a gravitacao
quase-topologica cria um periodo de aceleracao no inicio da vida da universo.

Em particular, para a equacdo de estado (6.2), temos

Wa
Ot (1 — pLA5c 0% /36)

wo(Qeff) = w1

e portanto

—wy + (1 4+ wy) (1 — uL*5¢* 0% /36) oest
Ot (1 — pLAse4 024 /12)

Na Fig.6.4 comparamos a equacao de estado evoluindo na gravitagao EH com a
evolucao na GQT. Fica claro a diferenca entre ambas 4 medida que a densidade
cresce, € podemos Ver para ge — 00 UE Weg passa a ser menor que -1/3, como
previsto.

Weft (Qer) = —1 + (6.20)

Figura 6.4: Parametros da equagao de estado em fun¢ao da densidade de energia.
Linha tracejada: Equacao de estado linear, wy(go), Eq.(6.2) ; Linha continua:
Equacao de estado efetiva, weg(gefr), Eq.(6.20).
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6.4.1 O periodo inicial de aceleragao

Para a equacao de estado (6.20), hé evidentemente dois periodos de aceleragao
na histéria do universo: aquele criado pelos efeitos da GQT, e o um periodo final
de aceleragao induzido pelo termo politrépico da equacao original, (6.2). Para
determinar os valores de p.g onde acabam e onde comecam, respectivamente, tais
periodos, devemos resolver a equagao ctibica

Lt uL* gl — 2 oog + 1wy = 0, (6.21)

obtida da Eq.(6.20), ao se impor weg = —1/3.

No caso EH a tnica raiz desta equacao é aquela que determina o instante do
inicio da aceleracao na Fig.6.1. Quando p # 0, ha trés raizes, pelo menos uma
delas real, que vamos denotar por ;2 3. Os extremos do polinémio ctbico (6.21)
ocorrem nos pontos em que a derivada (em respeito de ge) se anula, i.e. em

_ 12 143w,
Qeft = :i:%2\/ (wi—1)LEn"

Vamos supor p < 0 e wy > —1/3, de forma que a raiz quadrada acima é real,
e temos um extremo em valores positivos de p.g e outro em valores negativosl.
Portanto se ha mais de uma raiz real, ao menos uma delas é positiva e outra,
negativa. Para saber o sinal da terceira raiz (caso todas sejam reais), usamos as
férmulas de Viéta, que dao

919293:_(101—316%<0'

Portanto, se trés raizes forem reais, duas sao positivas; se duas raizes forem reais,
uma € positiva e outra negativa; e se apenas uma raiz for real, ela € negativa.
Para determinar a quanitidade de raizes reais, devemos olhar para o discrimi-
nante da equagao (6.21):
4 [81w3(wy — 1)3¢* Ly — 16(3wy + 1)?]
(wy — 1)3512L12)3 :
O denominador é positivo, e o termo entre chaves no numerador controla o sinal
global. Levando em consideracao a analise dos sinais das raizes reais feita acima,
16(311]1 + 1)3
81(1 — wy)stw3
16(3w; +1)3 . .
by Ll = = A =0 = Apenas 1 raiz positiva
16(3’LU1 + 1)3
81(1 — wy)»*w3

A:

(6.22)

(a) L*p| > = A > 0 = Nenhuma raiz positiva

(c) LYu| < = A < 0 = 2 raizes positivas distintas

1 Solucodes da equacdo cibica para as quais geg < 0 devem evidentemente ser fisicamente
descartadas ao fim da anélise.
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" 16(3w; +1)3 ~
O valor critico Ly = —W representa entao o valor do acoplamento
2

gravitacional para o qual o periodo inicial de aceleracao do universo, devido a
GQT, se estende tanto que termina exatamente no instante em que comeca o
periodo final de aceleracao, devido a constante cosmolégica. Ha entao apenas
um tnico instante em que o universo possui aceleragao nula. Se L*|u| for maior
que este valor critico, a expansao nunca deixa de ser acelerada. Os graficos da
equagao de wer(efr) correspondendo a valores de p para cada um dos casos (a),
(b) e (c) acima estao dados na Fig.6.5. A titulo de referéncia, damos o valor
critico acima para o caso fisico de Bousso (2007):

pLt = _% = —5.01 x 102! x I3,
2

Peff

-1

Figura 6.5: Numero de periodos de aceleracao.

Expressoes exatas para as raizes g; 23 sao dadas pelas férmulas de Cardano.
Interessa-nos apenas o caso em que hé trés raizes reais, digamos: g3 < 0 e 0 <
01 < 09 marcando, respectivamente, os periodos final e inicial de aceleracao.
Neste caso, as formulas de Cardano podem ser escritas na forma trigonométrica:

—Ow %2 w 1/2
0 = arccos |22 Lol (141))12] (6.23)

01 = 2o/ R (LA p]) 2 cos (B (6.24)
02 = o\ [ T (L)) 2 cos (§) (6.25)
03 = %2 11+3ul)ul1< 4‘MD—1/2 coS (9+27r) ( )

O ordenamento acima considera |u| < 1. Note que com estas equagdes, é possivel
calcular os instantes na histéria do universo em que ocorre a mudanca de expansao
acelerada para desacelerada. Para isto, basta usar a Eq.(6.35). Pode-se, inclusive,
calcular a duragao do periodo de desaceleracao, que fica dada por t(g2) — t(01).
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6.4.2 Velocidade do som

Desejamos que o médulo da velocidade do som, dada pela Eq.(2.39), obedeca o
intervalo fisico (2.40). A equagdo de estado linear (6.2) possui a caracteristica
notdvel de que mesmo durante o periodo de expansdo acelerada temos v =
Opo/00o = wi, e a velocidade do som é real se w; > 0. Repare que esta conclusao
é valida tanto em gravitacao EH quando em GQT, uma vez que a relacao funcional
Po = wo(0o) 0o permanece inalterada em ambos os casos. A requisicao de que a
velocidade do som nao ultrapasse a da luz justifica a escolha do intervalo —1 <
wy < 1 dada no §6.1.

De posse da Eq.(6.20) podemos escrever a velocidade efetiva do som, no fluido
efetivo de densidade e € Pressao pe = wWef(Oeft) Oeft:

g2 Wt 7 L pods (1 — wa/gerr) /6 + 3 LPp? (wy — 2) 0 /432
of (1 — pLts02/12)° '

(6.27)

Podemos demonstrar que —1 < v%; < 1, se u < 0 e |w;| < 1. Primeiro olhemos o
lado direito da desigualdade, que se resume a

432(wy — 1) + 725 L 1024 (2 — wa/ 0er) + 5L 1 02 (wy — 5) < 0.

Ocorre que quando |w;| < 1, o primeiro e o tltimo termos do membro esquerdo da
desigualdade sao negativos. O segundo termo também ¢é negativo para p < 0, pois
em um universo singular temos sempre g > wy. Logo, é verdade que v%; < 1.
Agora confirmamos o lado esquerdo da desigualdade. Se v > —1, entao

432(1 + wy) — 725" L paws oo + (1 + w1 ) LBy 0lg > 0.

Quando p < 0, todos os termos sdo claramente positivos se |wy| < 1, e fica
mostrado o que afirmamos.

Entretanto, quando p > 0, as desigualdades deixam de ser verdade. Neste
caso a condigao vZ; < 1 s6 é obedecida se

7256 L 1102 (2 — wa/ 0err) < 432(1 — wn) + 5 L¥ i 0 (5 — wn)
ou
7236 L 1100t (20058 — w2) < 432(1 — wy) + 58 L3 1% 02g (5 — wy)

Nao ¢ trivial determinar os limites de g onde vale a desigualdade acima — para
tal devemos encontrar as solugoes de uma equacao polinomial quartica. Mas nao
é necessério saber exatamente para quais densidades se tem v% = 1 para saber
que para certos valores de e de fato v% > 1. Basta olhar a Eq.(6.27) para ver
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que quando geg — /12/pL*3¢*, i.e. no vacuo topoldgico, o denominador tende
a zero enquanto o numerador tende a

4 w

(1= ' Lol / 1203 — (1 +w1) — —= 2 L*\/ii .

3 V3
Para pequenos valores de pL* (lembremos ainda que wy, igual & densidade final
do universo, tem um valor muito pequeno), a expressio acima é positival para
lwy| < 1, logo

2
Ugg — OO .

Assim, quando ¢ > 0 ha uma regiao com sérios problemas de causalidade perto
do véacuo topoldgico.

6.4.3 Valores fisicos de A\ e 1

Escolha de L.

Ao contrario dos multiplos vacuos do §5.4.3, aqui existe uma escolha evidente
para a constante cosmoldgica a ser usada para definir a escala introduzida pela
GQT através da Eq.(4.18): Podemos utilizar o valor observado (6.1). Neste caso,

L=+/3/Ag~9.77 x 10% x Ip, . (6.28)

Esta é uma escolha puramente gravitacional — de fato a tinica escala gravitacional
a aparecer na a¢ao no limite t — oo. Para que os efeitos das correcoes quase-
topoldgicas sejam validos apenas em escalas de energia comparaveis aquelas do
inicio do Universo, da ordem da energia de Planck, é entao necesséario que

| ~ (Ipy/L*) ~ 1074

No6s vamos adotar no que segue a normalizagao (6.28), em contraste com o que
fora adotado no Capitulo 5. Os valores extremamante pequenos de |A| e |u| que
obteremos na andlise fenomenoldgica seguinte devem ser entao encarados como
uma consequéncia do (curioso) valor da constante cosmolégica no nosso Universo.
Lembramos ainda que sempre podemos redefinir L para, digamos, o comprimento
de Planck através das Eqgs.(4.20).

O periodo de aceleragao.

Desejamos determinar para qual faixa de valores de i1 e A as mudancas da equagao
de estado descritas acima ocorrem com valores fisicamente aceitaveis. Mais preci-
samente: desejamos que o periodo inicial de aceleracao gerado pela GQT ocorra

Vale notar que, seja qual for o sinal do numerador, ele é finito, e portanto de qualquer
maneira v — oo.
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para densidades de energia nao muitas ordens de grandeza menores que a densi-
dade de Planck. Digamos que g2 seja n ordens de grandeza menor que op;, com
n a ser escolhido a partir de diferentes critérios; 107" X op; < 02 < op). Para
estimar o valor de p, usamos a férmula (6.25). Se |u| < 1, cos(6/3) ~ 1, e

» 4 [1+3w .
107" X o S — (L) S omr -
n 1—w;

Lembrando que » = 2[p;, as desigualdades acima se reescrevem

(1"‘3’(1)1) 412 SlM’L4§102nX <1+3U}1> 412 . (629)
1—wy ) I 0% L—wy J Ip op

Linde (2008) estima que valores realisticos para a densidade de energia do
universo durante a inflagcdo (a0 menos no contexto de inflagdo cadtica) sejam
tais que o periodo inflacionario ocorre para densidades de energia na faixa de
ordens de grandeza entre 10712 x op; < 0 < ppy, i.e. n = 12 nas férmulas

acima. Considerando o periodo inicial de aceleracao como uma fase inflacionaria,
deveriamos ter entao

p<—107H8 0 n =12 (6.30)

para que a inflagao terminasse na faixa de energia estimada por Linde. O grafico
correspondente da equacao de estado se encontra na Fig.6.6, onde p.¢ é apresen-

Pett/ PP

1/3
[ a O
% 1-1/3
: _
-1
10—121 10—121
Figura 6.6: Equacao de estado efetiva para g = —10721%, de modo que o periodo

de aceleracao inicial termina para densidades de energia ~ 10712 x gp,.

tada em escala logaritmica, deixando evidente o fato de que durante a grande
parte de sua vida o universo é dominado por matéria fria com w.g = 0 — Vale
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lembrar, entretanto, que o curto intervalo para o qual weg entra no periodo final
de aceleracao, com geg/0p1, S 107121 dura eternamente. Para densidades maiores
que gp;, nao ha muito sentido em descrever o espaco-tempo. Em verdade, nem
em densidades g < op esperamos que GQT seja uma corregao suficiente para
a acao de EH.

Restrigcoes entrépicas.
No mesmo espirito, devemos considerar os resultados do §4.5.1 para nao permitir
que as restrigoes entropicas censurem energias muito baixas.

Uma vez que a equacao de estado nao muda ao se variar A, este pode ser
escolhido de forma que para qualquer valor de ;1 < 0 tenha-se pgqr dentro de
uma faixa desejada. Por exemplo: digamos que se escolha = —1072!% (Fig.6.6),
e desejamos encontrar A tal que paqr = op1. Usando a Eq.(4.67), temos

A= - (ﬁ)Q X 107218 4 3 (Im)? — _9.470 x 107120 |
Da mesma maneira, podemos escolher A de forma a posicionar a densidade de
energia maxima pgqr antes ou depois do periodo de aceleragao inicial. O periodo
de aceleracao inicial da Fig.6.6 termina em gog = 8.66 x 10713 X gp;, e substituindo
este valor para pgqr na Eq.(4.67) com p = —10?'® temos que se A = —2.618 x
107110 a entropia se anula exatamente no fim do primeiro perfodo de aceleragao (e
portanto ele pertence inteiro a fase “nao fisica” da histéria do universo). Podemos
“cortar” uma parte ainda maior do inicio da histéria do universo, escolhendo gogqr
cada vez menor. Assim, para o mesmo valor de pu, se escolhermos por exemplo
ocqr = 107 X gp), ficamos com A = 7.855 x 10772, etc. Estes resultados se
encontram na Fig.6.7. E evidente que um procedimento completamente analogo
¢ valido seja qual for o valor de p < 0.
Vale notar que quando A = 0 a Eq.(4.64) d4

2v/3

212

0GQT = |M|_1/2 .

Por outro lado, para pequenos valores de |u|, vemos da Eq.(6.25) que

4

w2 [2

|72, (6.31)

02 =~

onde fixamos w; = 0. Poranto, no caso QTG “puro” em que A = 0, para |y
pequeno, a entropia se anula muito perto do fim do periodo de aceleracao inicial.
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Peft/ PP
1/3

1-1/3

Weff

(i) (i) (1)

10712 10% 1022107t -

Figura 6.7: Equacao de estado efetiva (linha sélida preta) e entropia do horizonte
aparente (linhas vermelhas), para p = —1072% e (i) A = —1.047 x 107% ; (%)
A= —2.618 x 10710 : (4i5) A = 7.855 x 107%2.

6.5 Gravitacao Quase-Topolégica e o principio
entréopico causal

6.5.1 O tempo como funcao da funcao de Hubble

Usando a equagao de estado (6.2) e combinando ambas as Eqgs.(4.26) de modo a
eliminar gy, temos

(1= 3uLl*HYY H = —3H? (1 — pL*H*) (1 + w)) + Zw, . (6.32)

Esta é a equagao que rege a dinamica do espaco-tempo. Ela fornece uma féormula
para t(H), resultado da integral

3 1 — 3Lt H
=(1 Lt = dH :
S westt = [t an (6.3
onde
p=—1/L*%; q=3*wy/6L*u(l+w) . (6.34)

O método de solugao de (6.33) estéd apresentado no Apéndice H. O resultado final,

2 1 2.2
_ a1 (H—x)*4y .
' 3w I { it avecth (/) + xlog ({55

—2v [arc tg (%) + arctg <%>] - 27TU} , (6.35)
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estd representado na Fig.6.8(a), como a curva sélida, preta, acompanhada, em
tracejado, pela solucao da gravitacao EH. Nés consideramos apenas o “ramo”
direito da curva, em que H > h; > 0; o ramo central, percorrendo um intervalo
limitado de H em um tempo infinito, é simplesmente a solucao do tipo ricochete
mencionada no §6.1. Na Fig.6.8(a) temos ty < 0, mas podemos ajustar livremente
a origem do tempo com uma constante de integragao, o que é feito Fig.6.8(b).

tA

(a) (b)

Figura 6.8: O tempo em funcao da funcao de Hubble.

6.5.2 Aproximacgao de primeira ordem para grandezas dinamicas

A férmula para t(H) dada pela Eq.(6.35) nao pode ser invertida para obtermos
H(t), impedindo a descrigdo exata das grandezas dinamicas como e (t) € a(t).
Todavia é possivel encontrar uma férmula aproximada para H (t) se considerarmos
o acoplamento gravitacional como perturbativo, i.e. |u| < 1, e expandirmos a
Eq.(6.32) em séries de poténcia de pu:

H(t; p) = Ho(t) + pH () + p Ho(t) + - - (6.36)

Por economia de notacao, vamos omitir temporariamente a escala da QTG, L.Até
primeira ordem em g, temos

ou seja, devemos resolver o par de equagoes

Hl = i‘}[‘[@[‘[&1 - %HO (2H1 - H05) (1 —|—’U)1) s
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cuja segunda equacio se simplifica ao eliminarmos Hy a partir da primeira:
) = —3HS [HZ(1 4 wy) — Zws| — 3(1 + wy)Hy H; . (6.38)

A solugao da equagao de ordem zero, Hy(t), é simplesmente a fun¢ao de Hubble
do caso EH, dada pela Eq.(6.6), como era de se esperar. A partir dela, pode-
mos integrar a equacao de primeira ordem em p (6.38), uma equagao diferencial
ordinéaria de primeira ordem, cuja solucao geral é dada por

Hy(t) = exp [ftP(x) dx} {ftQ(z) exp [—["P(z)dz] dz + Constante} :
onde

P(t) = =3(1 4+ w1 )Ho(t —to) ;  Q(t) = —3Hj(t —to) [Hg(t —to)(1 +wy) — %2102] :

Temos

[Pt = e[S et 28] ar = 2 log s (52)]

Analisemos agora a integral [ = [ tQ(z) exp [—["P(z) dz] dz. Podemos escrever

[=— 24};;‘;2 [sh?[(t — to)/7] cth* [(t — to) /7] { cth® [(t — to) /7] — §} dt
— sty {5t = to) = Fish |25 — Sz eth [52] — Fosech? [] cth [0] ]
Portanto, definindo' H; = —s8 w3 7L*/72(1 + w;)? e introduzindo a constante

de integracao arbitraria h, temos

N t—ty 1. [2(t—to)
o (t) = H _gp |2 t) )
1(t) 1{ ht = { T ]

—lcth t—t csech? t—to + > }cs.ech2 t—to 6.39)
3 T T 2 T

A constante de integracao h pode ser fixada como nula sem nenhum prejuizo,
o que equivale a considerar apenas a solucao da equacao diferencial inomogénea
(6.38). Resta a liberdade sobre o tempo inicial, tg, que fixamos de acordo com a
Eq.(H.5) de maneira que a singularidade ocorra em ¢ = 0.

Na Fig.6.9 tragamos, simultaneamente, a funcao de Hubble Hy(t) da gra-
vitagao de EH (linha pontilhada, cinza), a aproximagao de primeira ordem Hy(t)+

! Note que restauramos a unidade correta de Hiy(t), viz. [H1] = [Ho] = L™
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wH;(t) (linha tracejada, preta) e a fungdo de Hubble exata, obtida por inversao
grifica! da féormula exata (6.35). Fica claro que a aproximagao de primeira ordem
¢ boa para tempos muito préximos e posteriores ao ponto ¢, em que Hy(t)+uH;(t)
possui um méaximo. Porém, para t < t,, a aproximagao se comporta de maneira
muito problematica, e nao podemos utiliza-la. O motivo da divergéncia entre
amdas as curvas é que a fungao H;(t) diverge mais rapidamente que o termo de
ordem zero, Hy(t), ao nos aproximarmos da singularidade; assim, quanto menor
o valor de |u|, menor o valor de t,.

A

.

)
I
1
1
1
a4
1
1
1
1
1
!

> 1

Figura 6.9: Fungao de Hubble H(t): Na gravitagdo de EH (linha pontilhada,
cinza) ; Em GQT, exata (linha preta sélida) ; Em GQT, com aproximagao de
primeira ordem em g (linha preta tracejada).

Tendo em maos uma formula aproximada para a funcao de Hubble, fica dada
a evolucao temporal da densidade de energia. Em primeira ordem em g,

0= % (Ho + le)Z ~ %Hg + %MHO H, .

A funcéo de ordem zero é dada pela Eq.(6.7), e podemos escrever, com (6.6) e
(6.39), a funcdo de primeira ordem:

Awd LA [ 4 _
oi(t) = 9(1+3Ul)3{% — gsh [2<tTt0)] -

~Seth [519] (csech? [59] + 3) besech? [50] eth [52] . (6.40)

T T T

Na Fig.6.10 mostramos a comparagdo entre o comportamento de o(f) na gra-
vitagdo EH (linha cinza pontilhada), e em GQT (linhas pretas). A fungao exata

IUsando Mathematica.
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0eff (1), esté representada pela linha sélida, obtida por inversao gréfica da fungao
exata t( oo ), Eq.(6.35), enquanto a corre¢ao em primeira ordem em p é dada pela
linha preta tracejada. O comportamento problematico de Hy(t) 4+ puH;(t) induz
a discrepancia entre a densidade exata e a aproximada.

Jo
A

Figura 6.10: Evolugao da densidade de energia (efetiva) para gravitacao EH (linha
cinza pontilhada) ; Para GQT, exata (linha preta continua) ; Para GQT, em
primeira ordem em g (linha preta tracejada).

Para determinar a corregao de primeira ordem para o fator de escala, escreve-
mos a(t) = eA®, de forma que H(t) = A(t), e usamos as férmulas (6.6) e (6.39).
Em ordem zero, temos o fator de escala de EH, Eq.(6.8), e em primeira ordem,

Ai(t) = [Hydt
=, {cth (o) [5 cth (=) — BM} + csech? (%)} (6.41)
Como
a(t) = exp [Ao(t) + pAr(t) + -] = ao(t) [1 + pAr(1)]
temos
alt) ~ af s (522) {1+
G [oth (552) [oth (52) - 320 +csea® (52)] | (6.42)

Na Fig.6.11, mostramos a evolucao temporal do fator de escala, tanto para a
gravitagao EH (curva cinza pontilhada), i.e. ay(t), quanto a corregdo em primeira
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ordem em p, ie. a(t) = ao(t) + pay(t) (curva sélida). Vemos que ela falha a
medida que se aproxima muito da singularidade. Ao contrério do caso de H(t) (e
de 0e(t), discutido mais adiante), ndo podemos desenhar o gréfico de a(t) exato,
pois precisariamos de uma férmula diferenciavel de H (t) exata, impossibilitando
o método de inversao grafica utilizado nas Figs.6.10 e 6.9.

a
A

Figura 6.11: Evolucao do fator de escala para gravitacdo EH (linha cinza ponti-
lhada) e com corregao de primeira ordem em g (linha sélida).

Correcao para a constante cosmolédgica.
Quando t — o0, 0 espago-tempo se torna de Sitter com constante cosmoldgica
efetiva

Aeg = 3H? ~ 3H + n6Hy H, .

A correcao de primeira ordem pode ser obtida da Eq.(6.39), se tomamos o limite
t — oo:

H, %GwSTI/l

H —»-—t=_""2"
! 4 288(1+ wy)?

Com isso,

[ w s SwdrLA A3 LA
Al = 6H0 H1|oo = 6(1—1—21111) 48(1—!2—101)2 = 09 . (643)

onde usamos a Eq.(6.5). Logo, para |u| < 1, podemos inverter a relagao (4.33),
para obter a constante cosmoldgica observavel a partir da constante cosmologica
nua:

3

A
Aeﬂ‘ ~ A() + L4,u EO . (644)

120



6. Cosmologia Quase-Topoldgica e a Equacao de Estado Linear

Este mesmo resultado, evidentemente, pode ser encontrado ao se resolver a equagao
cibica (4.33), que s6 possui uma raiz real, para Aoz. Repare que como p < 0,
observa-se uma constante cosmologica menor do que a presente na acgao.

6.5.3 Validade da aproximacao

Vimos que as formulas aproximadas para as grandezas fisicas em funcao do tempo,
derivadas, no paragrafo anterior deixam de ser validas nas vizinhancas da singu-
laridade, e é importante analisar mais detalhadamente até onde elas sao de fato
uteis. Mais especificamente, desejamos responder se temos, por exemplo, férmulas
validas das grandezas fisicas como fung¢oes do tempo durante o periodo inicial de
aceleragao.

Vamos considerar que as aproximacoes de primeira ordem sao validas para
t > t,, onde t, é o instante em que a curva gy(t) + pe1(t) possui um maximo. Essa
escolha se justifica porque para t < t, a aproximagcao chega a ser qualitativamente
errada: enquanto a funcao exata é sempre decrescente, antes de t, a aproximagcao
fornece uma funcao crescente. Além disso, como se pode ver das Figs.6.10 e 6.12,
a curva aproximada em t, permanece razoavelmente proxima da curva exata.

Apé6s derivarmos a funcao oo(t) + po1(t) dada pelas Eqs.(6.7) e (6.40), e ex-
pandirmos para pequenos valores de ¢, ao igualar o resultado® a zero — condicao
para se ter um extremo — nos deparamos com uma equacao (bi)quadrética para
t:

[%%%%%§%+7}@—¢@4+5mﬁ@—¢@2+3mﬁzo.
Wy

O termo de menor ordem em |u| obtido das solugoes reais desta equagao nos da
o valor aproximado de t,:

V2

— = L[V, 6.45

te~ (2(1+wi)?® + )

Vemos que de fato t, — 0 a medida que p — 0, e a qualidade da aproximagcao
de primeira ordem pode ser aumentada indefinidamente diminuindo-se o acopla-
mento gravitacional.

Entretanto, sabemos dos §§6.4.1, 6.4.3 que ao diminuirmos |u| fazemos com
que o periodo de aceleragao inicial termine cada vez mais cedo (isto é, em densi-
dades de energia cada vez maiores). Para calcular o instante t,. em que termina
a aceleragao, substituimos a densidade (6.31) na Eq.(6.35), e expandimos para

L O processo é tedioso, mas trivial. Trata-se da derivacdo e expansdo de produtos de funcoes
trigonométricas usuais.
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pequenos valores de |p|. Tomando apenas a menor poténcia de ||, temos®

~ (\/g"‘”)\/§ L|/~L|1/4 ‘

tac & 6.46
3(1+ wy) (6.46)

Assim, quando wy; = 0, temos que t,/t,. = 1.05, ou seja: t,. < t,. Conclui-
se portanto que ndao podemos descrever o periodo de aceleracdao inicial usando a
aprozimagdo de primeira ordem em |u|; esta vale somente a paritr de um instante
(muito ligeiramente) posterior ao fim da aceleragdo.

Uma outra maneira de se visualizar este fato é observando os gréficos de e (t)
aproximados, para diversos valores de i, e comparando a densidade maxima a que
chega a aproximacao com a densidade necessaria para que se esteja no periodo
de aceleragao. KEsta comparacao esta feita na Fig.6.12, para trés valores de p.
Em nenhum dos casos a aproximacao vale na faixa de densidades de energia
suficientemente grandes para que descrevamos a primeira época de aceleracao
— em outras palavras, em nenhum dos casos o valor do extremo da linha preta
tracejada ultrapassa a linha cinza horizontal. E valido conferir que as Eqs.(6.45) e
(6.46) concordam com os graficos de forma admirdvel. Também ¢é vélido notar que
no instante t, a diferenca entre os valores exato e aproximado de p.¢ é pequena
e diminui com |p.

Apesar desta limitacao com respeito ao periodo de aceleragao, é todavia sem-
pre possivel ajustar A sem mudar weg(gesr), de forma a posicionar pgqr em uma
regiao onde a aproximagao é vélida. Por exemplo, no caso da Fig.6.7(i11): para
as densidades permitidas pelas restri¢oes entrépicas, geg < 0cqQr ~ 1073% x op1, a
aproximacao é boa, como se pode ver na Fig.6.12(a).

Além disso, vale ressaltar que o fato de nao conseguirmos usar as formulas
do §6.5.2 para descrever o periodo de aceleracao nao significa de forma alguma
que ha algum problema com a dinamica do periodo em si, nem tampouco que
nao poderiamos descrevé-lo com uma aproximacao, digamos, de segunda ordem
em |p|. E na verdade, como veremos mais adiante, nem mesmo seria grande
vantagem caso a aproximacao descrevesse a aceleragao inicial.

6.5.4 Corregoes quanticas no tamanho do universo ob-
servavel
Talvez a caracteristica mais importante das corregoes da GQT seja a mudanca

que ela induz no raio do universo observavel. Trata-se de um exemplo notavel em
que corregoes quanticas (na agao) modificam a estrutura de maior escala possivel.

! Ver a Eq.(H.10).
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Figura 6.12: Validade da aproximagao de geg(t). As linhas pretas sélidas repre-
sentam a fungao exata geg(t) obtida da inversao gréfica da fungao t(ges) dada
pela Eq.(6.35). A aproximacao de primeira ordem, go(t) + p01(t) é representada
pelas linhas pretas tracejadas; as linhas cinzas pontilhadas dao a funcao de or-
dem zero, go(t) valida na gravitacdo EH; as linhas finas horizontais marcam os
valores de geg para os quais weg = —1/3. (a) p= —10"18 (b) p = —10"21° (¢)
= _107242
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O horizonte de particulas.
O raio comével do horizonte (passado) de eventos,

rp(t) = /0 %, (6.47)

pode ser calculado aproximadamente usando os resultados do §6.5.2:

() A : dt - [ pA@)] _ 0 (D)
A0~ [ T a0 o)

r(t) = / A, , (6.48)

. ao(t)

i (t) = % [y[sh(a/m)] ™ de (6.49)

é o raio do horizonte na gravitacao de EH. Sua solugao é dada pela Eq.(1.4):

() = — o leh(t/T)) 7 oFy [ 3,45 28 s | 4 B (4,557) (6.50)

2772 2 7 ch?(t/7) Qa(()o)

de maneira que o raio fisico, [,(t) = a(t)r,(t), em gravitagdo EH, mede

0 . : -

I(t) = =T th’(t/7) ,F, [g, 150, 250, Chz(lt/f)} + Zshd(t/7) B (2,59) . (6.51)

Se § < 1, quando t = 0, léo) = 0, e quando t — o0, léo) — o00. Na Fig.6.13 se

encontram os gréficos de 3 (t) e I (t), para & = 2/3 e 7 dado pela Eq.(6.11).
O termo de primeira ordem (6.48) ¢ dado pela Eq.(L.8):

1 7,72 _
(1) = — {%[ah(t/r)} VP |5 Bt | ¢

124

bt leh(t/m)] ) By [, 348, 60, ] 8 (1) (/)]

=) } —gO().  (652)

% [eb(t/)] 7 oFy |3, 54551 +

N[>

O limite inferior da integral deve ser posicionado sobre t,, pois antes disso sabemos
que a aproximacao nao ¢ vadia (cf. também a Eq.(1.9)).
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------------------------------------------- rp 9 (c0)
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Figura 6.13: Raio do horizonte de eventos passado em gravitacao EH, com § = 2/3

e 7~ 11.1Gyr. (a) Raio comével ; (b) Raio fisico, em Mpc.
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O horizonte futuro.
O raio comével do horizonte de eventos futuro é dado por

ry(t) = /too%-

Em ordem zero, as integrais calculadas no Apéndice I dao

0 T -4
() = 2o bt/ [3L (5) 5 5 ] (659)
Quando t =0 T(O)(O) = 5B (5, 5%) = T(O)(OO)‘ e quando t — oo, ¥ 5 0
s T @ \20 2 ) T peq , Ty )
O raio fisico do horizonte de eventos futuro,
0 T
1) = $00(/7)oFy [, (40) 5 525 k] (6.54)

tem como assintdticos l;o) — O parat—0e l;o) — 7/6 para t — 0o. Logo existe
um horizonte de eventos futuro em gravitacao de EH, o que era de se esperar, uma
vez que o espago-tempo ¢é assintoticamente de Sitter. As fungoes r}o) () e l;co) (t)
estao representadas na Fig.6.14 para os mesmos valores fisicos dos paramteros da
Fig.6.13.

O termo de primeira ordem em p é dado pelo andlogo da Eq.(6.52):

120"

1 1, 72 -
ri(t) = i {%[ch(t/ﬂ] CoF) |8 554 Bt | +

b leh(t/7)] "4 By |48, 59658, L] — % (¢/7) [sh(t/7)] 0 —

-5
— e (/)]0 oFy [§ 4 4§ } +1(00). (6.55)

Note que 7" (00) (assim como n(®(00)) se anula. De fato, como o argumento das
hipergeométricas todos tendem a 1/ch?(¢t/7) — 0, temos oF[---] — 1. Multipli-
cando cada hipergeométrica ha termos ch™(¢/7) — 0, pois a > 0. O termo sem
hipergeométrica, ~ tsh™°(t/7) também tende a zero, pois o coseno hiperbélico
diverge exponencialmente. Logo, n)(c0) = 0.

Desde que t nao seja muito pequeno, nao é necssario preocupar-se com o
limite da aproximacao, e podemos assim calcular a correcao para o raio atual do
horizonte futuro. Em primeira ordem, temos

15(t) ~ ao(t) () + g [0 (t) V() + (1) (1) (6.56)
e hoje, em t = 13.8Gyr,
Iy ~4.90 x 10* Mpc + L*u x 1.21 x 107" x Mpc ™™ . (6.57)
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Figura 6.14: Raio do horizonte de eventos futuro em gravitagao EH, com § = 2/3
e 7~ 11.1Gyr. (a) Raio comével ; (b) Raio fisico, em Mpc.
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6.5.5 Consequéncias de GQT para o principio entrépico
causal

Neste paragrafo, usamos sempre os valores fisicos de wy 2 determinados no §6.1.

Gravitacao de Gauss-Bonnet

Vamos analisar as consequéncias da gravitagao de Gauss-Bonnet, i.e. com A # 0
e n = 0, para as predi¢oes do principio entréopico causal discutido no §6.3. O
tempo conforme ¢é evidentemente dado pela mesma formula da gravitacao EH,
Eq.(6.13); sera 1til, todavia, reescrevé-la como uma fungdo apenas de gy, 0 que
podemos fazer usando ch™2(t/7) = 1 — th*(¢/7) = 1 — wa/[(1 + w1)00(t)]:

:|5/2

_ T w 0 146. 2494. w
1% (00) = 5D [1 ~ {Fwde 2l [57 5 EN1- (1+w21)90] - (6.58)

Apesar da dinamica idéntica a da gravitacao EH, quando A > 0 a entropia do
horizonte de eventos impoe restri¢oes sobre gy, como visto no §4.5 :
3
22N
Repare que existe um valor maximo de A consistente com o modelo cosmolégico

adotado: como pode ser visto da Eq.(6.7), a densidade de energia estd sempre
limitada inferiormente pela densidade final (6.4), ogp > 0a, portanto

00 < 0GB = (6.59)

2\ < = ) 6.60
— x2L%0, 2 L2ws ( )
Usando a normaliza¢do em que L é o raio do véacuo dS final, i.e. L = /3/Ag =

31 /6(1 + wy) /we, temos que A < 1/2.

O instante tgp em que o(tgp) = ogp é dado pela Eq.(6.7):

3(1 4 w)

6.61
w2 L2\ | (6.61)

tgg = T arccth

a Eq.(6.60) significa apenas que tgp < 0.
Usando de um raciocinio analogo ao apresentado no §6.4.3, nao é fisicamente
razoavel que A seja grande o suficiente para que a entropia do horizonte aparente
seja negativa durante épocas bem fundamentada da evolucao do universo. Va-
mos supor — ja com bastante exagero — que tgp seja menor que o tempo de

recombinacao tye. ~ 4 x 1073 Gyr;! logo
arc cth [ I?Jj(H'—wl)} <3.60x107%, ou A<

1
232 L2\ ~ 2cth?(3.60x10—4) *

1 Ver Weinberg (2008), pg. 124.
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Para L = 1/3/Ag isto dd X < 6.46 x 1078.

Sendo forcados a ignorar a era inicial ¢t < tgp quando a entropia do horizonte
aparente é negativa, a ponta inferior do diamante causal deve ser posicionada
nao mais sobre a singularidade em ¢t = 0, mas sobre o instante tgg. O nimero
n(tes) pode ser avaliado de duas maneiras: usando (6.61) na Eq.(6.13) ou, alter-
nativamente, usando diretamente o valor maximo da densidade de energia (4.66)

na Eq.(6.58):

19 (0cp) = —— [ — wlis

—6/2
0 aé()) 3(1+w1) :|

§ 146, 246. 212\
2F1 [5777 5%1- %’?ﬁwl)} , (6.62)
de forma que o intervalo de tempo conforme decorrido desde tgg até t — oo fica

dado por Aggn® =7 (c0) — n(tgs),

wo 2 L2\

AGB"?(O) fd —n(tGB) = 5;—60) [1 - 3(1+w1)

~5/2
§ (149 . 246 . 2L2\

} 2y [5» (5°) s 51— ??ﬁwl)} :

Usando (6.12) temos entao a evolu¢ao do raio do diamante causal, e podemos

calcular a evolucao de seu volume comével.

~

Volume comével [10%? x Mpc?]

o
a1
=
o
=
&2
N
o
N
o1

Tempo [Gyr]

Figura 6.15: Evolucao do volume comoével do diamante causal em gravitacao
GB para diversos valores do acoplamento \; Em todos os graficos a constante
cosmoldgica tem o valor observado, i.e. A = 3.142 x 107122 x [ Ver tabela
abaixo.

Para que fiquem claros os efeitos do termo de GB na evolugao do volume
comével (6.18), vamos fixar a constante cosmoldgica como tendo o valor ob-
servavel A = 3.142 x 107122 x 52, e realizar os gréficos correspondentes & curva
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6. Cosmologia Quase-Topoldgica e a Equacao de Estado Linear

(a) da Fig.6.3 para diferentes valores de A. O resultado é dado na Fig.6.15: A
curva (1) representa o volume comével do caso EH (Fig.6.3(a)); as curvas subse-
quentes representam os volumes dos diamantes de alturas Aggn, com inicio em
tas, para diferentes valores de A, de acordo com a tabela abaixo.

| [ A tas [Gyr | tmax [Gy] |
(i) 10 0 3.86
3(102 x )" 139 x 10758 *
(i) [107 498 %107 453
(iii) | 1077 48 X101 772
(iv) | 1072 1.58 10.31
(v) 107 5.35 15.82

* Diferenca para EH apenas na 14% casa decimal

Quanto maior o valor de A\, mais tardio o inicio do diamante e portanto me-
nor sua altura e seu volume maximo — situacao representada esquematicamente
na Fig.6.16 — causando o “rebaixamento” dos graficos do volume comédvel na
Fig.6.15. As conclusoes de Bousso et al. se baseiam no fato de que, para o valor
observado de A, o diamante causal possui seu volume maximo no instante em que
h& maior producao de entropia (em ¢y, =~ 3.86 Gyr), e portanto o deslocamento
para tempos mais tardios do instante de volume maximo compromete os resulta-
dos do principio causal entropico. Nossa hipotese aqui é de que o principio causal
entropico € valido, o que leva as conclusoes seguintes.

Em primeiro lugar, uma vez que aumentar o valor de A faz com que o instante
de pico de V,(t) se desloque para a direita, vemos que s6 é possivel manter a ma-
ximizagao simultanea de entropia produzida (pela matéria) e volume do diamante
causal se, ao aumentarmos \, deslocarmos para a esquerda o valor “original” (i.e.
correspondendo a um diamante entre ¢t = 0 e t = 00) do maximo de V,(t). Assim,
de acordo com a Fig.6.3, conclui-se que maiores valores de A\ acarretam em uma
constante cosmoldgica cada vez maior, sequndo o principio entropico causal.

Por outro lado, lembramos que nao podemos aumentar A\ inadvertidamente,
pois nao queremos que a densidade méxima de energia, ogp, seja demasiadamente
pequena. De acordo com a analise feita na Fig.4.2, para que tenhamos um valor
limite de ogp = 107 X gpi, devemos ter A = 2 (10% x %)2 =7.86x 1079 O
grafico do volume causal para um valor tao pequeno de A é virtualmente indis-
tinguivel do gréfico de EH descrito na curva (i) da Fig.6.15 (ver também a tabela
acima) — e dessa forma valem as conclusoes de Bousso et al. Porém o diamante
de fato se inicia em um instante posterior a singularidade:

tap = 1.39 x 107 Gyr = 81.65 X tp, .
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6. Cosmologia Quase-Topoldgica e a Equacao de Estado Linear

Por fim, insistimos que valores negativos de A nao levam a nenhuma restrigao
na densidade de energia e sao, no que diz respeito a entropia de horizontes,
qualitativamente idénticos ao caso EH. Em particular, A < 0 pode ter valores
muito grandes, em modulo.

A<da<d

e

Ancs

L L

Figura 6.16: Diagramas de Penrose de diamantes causais distintos, comecando
em tempos tgp cada vez maiores para maiores valores de A. O raio maximo
(correspondendo as quinas) dos diamantes sdo cada vez menores, assim como
seus volumes maximos.

Diamantes causais em GQT

Além das correcoes devidas ao reposicionamento da ponta inferior do diamante
causal, andlogas ao que foi apresentado acima para a gravitacao de Gauss-Bonnet,
em GQT o tempo sofre uma corre¢ao de primeira ordem em p, dada pela Eq.(1.8):

- —
n(t) ~ =52 [t/ 2P [3 (52) s 25 e -

_M;W{%[Ch(t/Tﬂ ’ 2k |:g’ 3%67 L+ g’ chz(lt/ﬂ')} +
0
+pkgleh(t/m)] -4+ [0, o ot L]

—3(t/7) [h(t/P] 0 = & [en(t/) 7 o [§, 581+ 85 s | } (6.63)

Nao é possivel agora determinar uma férmula andloga a Eq.(6.62), com 7(t) em
funcao apenas da densidade de energia limite pgqr. Para determinar o instante
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6. Cosmologia Quase-Topoldgica e a Equacao de Estado Linear

taqr no qual a entropia do horizonte aparente se anula, devemos substituir a
densidade de energia (4.64) na Eq.(6.35).

Porém antes de irmos adiante, uma breve reflexao se faz necessaria. Qualquer
que seja o valor de tgqr, sabemos que a aproximacao acima s6 pode descrever
o universo posterior ao periodo inicial de aceleragao. Assim, para realizar um
procedimento similar ao do caso de Gauss-Bonnet, e posicionar a ponta inferior do
diamante causal sobre o instante em que a entropia se anula, precisamos escolher
A de forma que se tenha ¢,. < taqr. Mas esta escolha implica em considerar o
periodo inicial de aceleracao desprovido de sentido fisico ao dizer que, durante
todo ele, a entropia do horizonte aparente é negativa.

Se por outro lado decidimos manter a entropia positiva durante o periodo de
aceleragao, escolhendo tgqr < tac, nao nos resta outra escolha que nao posicionar
a ponta inferior do diamante causal sobre o menor instante em que podemos usar
as féormulas acima, viz. t,. A primeira vista, esta parece uma escolha muito
pouco natural, mas gracas ao fato anunciado no §6.5.3, posicionar o diamante
sobre t, é na pratica equivalente a posicionéa-lo sobre t,.. Por sua vez, isto pode
ser interpretado como uma escolha de ignorar o periodo inflacionario, o que é de
fato assumido pelo principio entrépico causal! O término da inflagdo (em teorias
inflaciondrias realisticas), ao final do ‘reheating’, apresenta entropia a mais baixa
possivel. Sé a partir dai comega a se dar a producao de entropia pelo (novo)
conteido material do universo, que é usada como medida de probabilidade da
existéncia de observadores e acarreta na predicao do valor de A. A bem da
verdade o modelo cosmolégico dado pela Eq.(6.2) em gravitacao EH ignora até
mesmo o periodo de dominacao da radiagao. Vamos portanto preservar o carater
fisico do periodo “inflacionério” criado pela GQT.

Na ponta superior do diamante, posicionamos entao t — 0o, e n(c0) ~ 0. Na
ponta inferior colocamos t,, e temos

Acqrn = —n(ts) .

A menor poténcia de |u| em nV(t,) para |u| < 1 pode ser obtida facilmente a
partir da Eq.(1.9): —(3+6)/4 = —11/12 para § = 2/3. Assim, apesar de 7 (¢)
divergir quando ¢ — 0, o produto un(t,) é ainda pequeno:
pn () ~

Logo o termo de corregao é pequeno ao longo de todo o diamante causal, e para
os valores de p muito pequenos estimados no §6.4.3 vemos que a corregao de
GQT nao é grande o suficiente para modificar as conclusoes do §6.3; o principio
entrépico causal, portanto, continua véalido.
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Capitulo 7

Conclusao

A presente dissertacao teve como objetivo um estudo “quase-completo” dos di-
versos efeitos cosmolégicos induzidos pelos termos quadraticos e cibicos no tensor
de curvatura da Agao Quase-Topoldgica (4.7).

7.1 Principais resultados

Partimos no §4.2 da prépria formulacao do problema de se definir uma Lagrange-
ana de gravitacao extendida que fosse causal e apresentasse corregoes de natureza
quantica a agao de Einstein-Hilbert. Tendo encontrado esta Lagrangeana, passa-
mos a analisar sistematicamente as suas consequéncias.

Método do superpotencial para GQT.

De importancia comparavel a obtencao das equacoes de movimento é o conhe-
cimento de suas solugoes, descrevendo de forma analitica o fator de escala da
métrica FRW (1.5), a(t) = eA® assim como os campos de matéria como fungoes
do tempo —i.e. o conhecimento da evolucao da geometria do espaco-tempo. Ape-
sar de serem de segunda ordem, as equagoes de Friedmann modificadas (4.23),
(4.26a), sao nao lineares, apresentando termos do tipo ~ A A%, o que dificulta a
ja nao muito facil tarefa de se obter solugoes analiticas para A(t).

Este problema foi resolvido com o desenvolvimento do método do superpoten-
cial e a dedugao do um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem (5.1),
equivalente as equagoes de campo da GQT para uma classe de solugoes. Este
sistema é de fato uma simples adaptacao dos métodos utilizados em artigo de
co-autoria do dissertante (dS; G.M. Sotkov (2012)), desenvolvidos para solugoes
do tipo paredes de dominio em d dimensoes.

O método do superpotencial nos permite a formulacao de modelos cosmolégicos
com caracteristicas qualitativas que seguem a fenomenologia bésica do Universo
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observado, utilizando-se um campo escalar ¢ (um “inflaton”). Nés determinamos
a forma explicita de superpotenciais W (o; ) e seus parametros ay, assim como
os intervalos dos valores “permitidos” dos acoplamentos gravitacionais A e p, tais
que se reproduza estas caracteristicas fenomenologicas.

Com um 1nico campo escalar, conseguimos assim obter modelos singulares
(utilizando um polinémio quértico como superpotencial) e nao singulares (utili-
zando um polindémio quintico) que contém tanto uma fase inicial de inflagao —
apresentando um periodo de arrasto sobre o qual temos franco controle —, quanto
uma fase de expansao final assintoticamente deSitter, de natureza similar a de
modelos de quintesséncia, interpolando no meio-tempo uma fase de desaceleracao.

Apesar de nao produzirem uma descri¢ao perfeita da histéria do Universo —
por exemplo, o periodo de desaceleracao em um dos casos dura cerca de 10733
segundos —, estes modelos sao exemplo notavel do poder do método do super-
potencial para a determinacgao de solucoes analiticas nao triviais das equacgoes
de campo. Pode-se ver mais claramente o efeito através das equagoes de estado
(5.13), que sao deduzidas a partir do superpotencial. Nos casos abordados, estas
equagoes sao absolutamente complicadas e, a primeira vista, impossiveis de serem
utilizadas como uma ferramenta de solucao das equacgoes de Friedmann.

Modelos com equacao de estado linear e o Principio Entrépico Causal.
Por outro lado, considerando uma dada a equacao de estado linear

p=w 0+ wsy,

na gravitagao EH, mostramos no Capitulo 6 que as corregoes cibicas da GQT
produzem uma equacao efetiva (6.20) — razoavelmente mais elaborada:

—wy + (1 +wy) (1 — pL*>" 02 /36) oet
(1 — pLts 02y /12) ’

Deft = —Oeft T

que além de permitir uma abordagem (até certo ponto) analitica de dinamica da
GQT, revela todas as mudancas em comparacao com o modelo na gravitacao de
Einstein: Surge um novo periodo de aceleracdo inicial, similar a uma inflacao,
muito embora sem um periodo de arrasto; Corrigimos perturbativamente, em or-
dem p, a constante cosmoldgica final A; Calculamos as corregdes para os volumes
dos diamantes causais, e concluimos que o Principio Entréopico Causal de Bousso
permanece valido e capaz de predizer o valor observado de A ~ 10722 x [ A
validade deste modelo notavel nunca tinha sido testada em modelos gravitacionais
de alta curvatura.
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Termodinadmica de horizontes...
Além dos resultados dizendo respeito a dinamica proveniente da Ac¢ao Cubica
Quase-Topoldgica, também investigamos de forma profunda as propriedades “gravito-
termodinamicas” dos diversos tipos de horizontes — partindo dos bem conhecidos
conceitos dos horizontes estacionarios de Killing de buracos negros e dos espagos
de deSitter, e chegando aos horizontes, aparentes e de eventos, nao-estaciondrios,
dos espagos assintoticamente deSitter. Nosso principal interesse se concentrou
na deducao de uma entropia de Wald-Kodama para os horizontes aparentes,
dinamicos, presentes em todos os exemplos de espacos assintoticamente deSit-
ter, que constituem sempre a geometria resultante do acoplamento de um campo
escalar com a GQT.

Como esperado, o resultado (Eq.(4.53)):

1672 1 P 4 7rd

difere consideravelmente daquele conhecido em gravitacao EH, que se recupera
no limite A = 0 = p. Uma propriedade notavel desta “entropia” do horizonte
aparente é a validade da segunda lei da termodinamica: ds/dt > 0, desde que a
matéria nao viole a condigao fraca de energia.

Utilizando esta férmula para a entropia, obtivemos no Capitulo 5 um dos re-
sultados inétidos marcantes deste trabalho: mostramos que as equacgoes de Fried-
mann modificadas dos modelos cosmoldgicos extendidos da GQT sao equivalentes
a primeira lei da termodinamica.

...e restrigcoes entrépicas.

Além dos resultados acima, de natureza conceitual, fizemos uma andlise exaustiva
das consequéncias fenomenologicas da GQT sobre os modelos cosmoldgicos que
consideramos. Em particular, nos ocupamos com o fato de a entropia (4.53) dos
horizontes aparentes definir restrigoes entrépicas “quantitativas” sobre as den-
sidades maximas de energia — ou sobre as escalas minimas de comprimento.
Analizamos estas restricoes em detalhes nos modelos inflacionarios obtidos a par-
tir dos superpotenciais de matéria e no modelo construido a partir da equacao de
estado; pudemos assim estabalecer restrigoes fenomenoldgicas sobre os intervalos
“fisicamente possiveis” dos acoplamentos gravitacionais A e .
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7.2 Problemas em aberto e perspectivas futuras

Apesar dos promissores resultados confirmando a consisténcia termodinamica das
Cosmologias Quase-Topoldgicas e dos exemplos de modelos de GQT cosmolégicos
com relevancia fenomenolégica, devemos mencionar alguns problemas que perma-
necem em aberto.

Espectro das flutuacoes lineares.
A forma explicita das flutuagoes lineares da métrica, h,, (x,t), e do campo escalar

o(x,t):

(X, 1) = g (1) + 52y (%) ;
o(x,t) = oo(t) + > p(x,1) ,

ao redor das solugoes de tipo FRW g,(f)y) (t), oo(t), é ainda desconhecida. Dife-
rente dos casos de dimensao d > 5 — nos quais as equagoes das flutuacoes sao
de segunda ordem (Myers (2010)) — tudo indica que em d = 4, especificamente
para h,,(x,t), elas devam ser de quarta ordem. Este fato nao somente dificulta o
célculo do espectro! e a verificacao das condicoes de estabilidade da “métrica de
fundo” gfboy) (t),? como também torna o problema da normalizagao das auto-fungoes
quase incompreensivel. E bom lembrar que a solucao analitica deste problema
¢é de utilidade prdatica para as eventuais comparagoes com os resultados observa-
cionais conhecidos sobre o espectro da CMB — e seus eventuais desvios “nao-
Gaussianos” — que poderiam confirmar ou descartar o uso fenomenolégico dos
modelos de GQT. Assim como no caso padrao de cosmologias EH (com A > 0), o
estudo das flutuagoes tem um papel fundamental na descrigao das inomogeneida-
des da distribuigao de matéria no Universo (Weinberg (2008), Mukhanov (2005)).
Uma solu¢ao bem mais facil de se realizar é a aproximagao “exploratéria” (“probe
approzimations”) considerando apenas flutuagoes do campo de matéria, ¢(x,1),
sem levar em conta a “reagao” sobre a métrica de fundo g,(f)y) (t) (i.e. tomando
hu(x,t) = 0). Os estudos preliminares das equacoes para o espectro de ¢(x, 1)
— que sao de segunda ordem, do tipo “Schrodinger”, estacionarias e unidimen-
sional com tunica coordenada sendo o tempo conforme — na regiao ao redor da
regiao de arrasto inflaciondrio (“slow-roll”) demonstraria a compatibilidade do

espectro com as observacoes da CMB.

Termodindmica de horizontes dinamicos.
Os casos de horizontes cuja area aumenta com o tempo com uma certa velocidade

T.e., os auto-valores de certo operador de quarta ordem \A7(17), onde 71 é o tempo conforme.
2I.e., a positividade de seus auto-valores.
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nao-constante dificultam a interpretacao adiabatica das mudancas na entropia e
temperatura. Nestes casos de termodinamica fora-do-equilibrio os “fenomenos de
transporte” (i.e. os fluxos de entropia) exigem certas modifica¢oes da primeira
lei da termodinamica (a energia nao é mais conservada) e das origens fisicas
(quanticas) responsaveis pela produgao de entropia (Jacobson (2012, 1995), Wald
(1994)).

Inflacao hibrida na GQT.
Os exemplos das “correcoes quanticas” induzidas pelos termos cibicos da GQT
estudados nesta dissertacao foram baseados em matéria escalar contendo apenas
um campo. Porém a maioria dos modelos inflaciondrios promissores (mesmo no
caso EH) aponta a importancia da inclusado de ao menos dois campos interagentes,
como nos modelos de inflagao hibrida (Linde (1990)).

Além disso, a descricao das equacoes de estado consideradas importantes na
descri¢ao fenomenoldgica do Universo — como por exemplo o Gas de Chapligyn,
com p = —a/p + [ — envolve uma nova espécie de termos cinéticos:

V=9Lcn =vV=9 UX)V1 =7 0"xdux ,

do tipo Born-Infeld, em conjunto com campos “ordindrios” o(x,t) estudados
nesta dissertacao. Esta forma da densidade de energia da matéria com dois ou
mais cmapos e Ly, € também um resultado dos modelos de supercordas em ener-
gias relativamente baixas que a de Planck, com y representando um “condensado
de tdquions” (Polchinski (2005)). A generalizagao dos modelos cosmoldgicos em
GQT acoplados com mais campos de natureza diferente exige antes de tudo o de-
senvolvimento de métodos — como o método do superpotencial — que facilitem
a constugao de solucoes analiticas das equacoes de Friedmann correspondentes.
O estudo deste problema em modelos de GQT do tipo inlagao-hibrida (como
também de equagoes de estado do tipo Chapligyn), com a participagao do disser-
tante, se encontram em estagio avancado (dS; G.M. Sotkov (a)).

Efeitos de curvatura espacial em GQT.

Ainda que as observagoes astronomicas indiquem que a curvatura espacial do
Universo é plana (K = 0), modelos cosmolégico com métrica FRW curvas (2.10)
apresentam propriedades fisicas qualitativamente diferentes e sao considerados
ainda de certa relevancia. E natural buscar generalizagoes dos resultados aqui
obtidos para K = 0 dos efeitos da GQT na cosmologia para os casos curvos. Mais
uma vez, esta investigacao exige o conhecimento da forma analitica das solugoes
nao-lineares e de segunda ordem (a ser provado para métricas nao conformemente
planas (dS; G.M. Sotkov (b))). O método do superpotencial e o uso das equagoes
de primeira ordem para pardes de dominio (e para modelos FRW) curvas foi
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desenvolvido com a participagao do dissertante. Os problemas dos estudos sobre
as restrigoes entropicas neste caso, como também a prépria deducao da densidade
de entropia de Wald-Kodama se encontram em aberto.

Em conclusao, é necessario declarar que os motivos para a escolha em es-
pecifico das Cosmologias Ciibicas Quase-Topoldgicas foram baseados no Principio
da Simplicidade e na experiéncia prépria do autor nesta area. No ultimo ano, fo-
ram introduzidos e estudados modelos de gravitacao extendida envolvendo termos
de quérticos na curvatura (Ghanaatian (2012)), e os ja mencionados modelos de
Born-Infeld (Yi (2012)) — todos com equagoes de segunda ordem para métricas
conformemente planas. Logo, um problema interessante para novas investigagoes
sobre os “efeitos de alta curvatura sobre o Universo” é uma comparagao en-
tre todos estes modelos, com o objetivo de encontrar critérios simples e efetivos
que permitissem a selecao de um deles como mais apropriado para a reproducgao
dos dados observacionais, obedecendo todos as condigoes de consisténcia termo-
dinamica, causal e holografica.
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Apeéendice A

Isometrias

Para encontrarmos geometrias simétricas, devemos dar sentido matematico a tais
simetrias em uma variedade dimensional N-dimensional (.#,g) (o espago-tempo
¢ uma variedade diferencial 4-dimensional, mas desejamos ser tao gerais quanto
possivel). Uma familia de curvas z*(u), parametrizadas por um parametro u € R,
pode ser descrita pelo campo vetorial gerados por seus vetores tangentes

ot _
du

VY.

Reciprocamente, um campo vetorial v”(x) descreve uma familia de curvas z*(u).
Sejam P e () dois pontos sobre uma mesma curva; define-se um mapeamento
Oy M — M,

o que induz, para cada curva, um mapeamento entre os espacos tangentes de P e
Q: ¢:(Tp) — Tq, mapeando assim um tensor “no ponto” P em outro “no ponto”
Q. Define-se entao a derivada de Lie de um tensor T com relacao ao vetor v por

=y [ DT a2

u

Repare que, estando associado ao seu vetor tangente, a derivada de Lie é au-
tomaticamente associada a uma curva. Se o ponto P tem coordenadas z”, um
deslocamento infinitesimal sobre a curva até o ponto Q leva a ¥ = x¥ +uv”. Se
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~ — — .
fizermos entao uma mudanca de coordenadas que leve ¥ — ¥ = ", i.e.
) / /
¥ =" +w” =a",
v v v

¥ =¥ —uw”

um tensor 7}, antes em Q, transforma-se como

, Oz 02
T

Top(x® +uv?) .

Uma vez que dx%/dx" = §%, + uv®,,, entdo, em primeira ordem em u,
Ty = T (@) + w0 oo + 307 po+ Ty 0 |

ou seja, as componentes da derivada de Lie de T se escrevem

LTy =0T ,0 +T,07,, +T,,07,, (A.3)

De sua propria definigao (A.2), vemos que £, T é um tensor de mesma ordem
que T. E imediato verificar que as derivadas parciais na equacgao acima podem
ser trocadas por derivadas covariantes, e assim temos

£3T0 =" Ty + Top 07y + Ty 07,
Em particular, para a métrica (cuja derivada covariante é nula), temos
LoGuw = Vpw + Vuym - (A.4)

Férmula similar se obtém para um tensor covariante de de qualquer ordem. Ja
para um tensor contravariante T, temos

£, T =7 TH o, — TW ok —TH " | (A.5)

e férmula andloga para qualquer ordem. Se T é um campo vetorial w*, entao
também define (a0 menos localmente) uma familia de curvas integrais, assim
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como v*. A féormula acima mostra que £,w* = 0 equivale a
o g
Lywt =v7w! ; — w7, ==L, 0" . (A.6)

Por isso, as vezes chama-se £,w" de ‘comutador’ de v* e w.

Por construcgao, a derivada de Lie fornece a variagao de um tensor sob difeo-
morfismos locais e, portanto, o fato de um determinado tensor possuir derivada
de Lie nula em alguma dire¢ao implica em uma certa invariancia. No caso de o
tensor ser a métrica, esta invariancia traduz-se em uma simetria, dita uma so-
metria, da variedade diferencial com respeito aos difeomorfismos. A um vetor ¢*
tal que £¢g,, = 0, chama-se vetor de Killing, e estes satisfazem, por (A.4), a
equacao de Killing:

Cuz + G = 0. (A.7)

Pode-se demonstrar que, dado um vetor de Killing ¢, e sua derivada primeira
Cu:a, a derivada segunda é dada por

Cu;aﬂ = Ryﬁau Cv s

e assim, iterativamente, as derivadas de todas as ordens podem ser conhecidas em
termos de G, € (.0, de modo que se estes forem dados em um determinado ponto
29, pode-se construir todo o campo de Killing através de uma série de Taylor!:

Cu(z) = Ayu(xv o) G (w0) + Baﬁu(ma 0) Ca; 8(Z0) - (A.8)

Em um espago N-dimensional, o nimero de componentes independentes de um
vetor ¢, em um ponto ¢, no maximo, N. E o nimero de componentes indepen-
dentes de um tensor antisimétrico ¢,.,, em um ponto é, no maximo, (N? — N)/2.
Logo, pela construcao acima, o nimero maximo de vetores de Killing em um
espago NN dimensional é

N+ N(N+1)/2=N(N+1)/2,

que é também, por consequéncia, o nimero maximo possivel de isometrias.
Entretanto, no geral, como era de se esperar, ¢, e (,.,, ndo sao independentes.

'Supondo que tal campo seja analitico em toda a variedade.

141



Eles se relacionam através da seguinte identidade:
[Rﬂaﬁl’;v - RHWV;&] Cu"‘[RMaﬁVgav — R*50 0% + R pay 970 — B vay 97 3] Cuio =0,

e portanto o nimero maximo de isometrias s6 pode ocorrer quando ambos os
coeficientes em colchetes na equacgao acima se anulam. Um exemplo especial é o
espacgo plano de Minkowski 4-dimensional, para o qual a curvatura é nula, e se
encontram 10 isometrias, correspondendo ao grupo de Poincaré.

O anulamento dos colchetes da equagao acima impoe duas restrigoes. A pri-
meira é R*,g,., = R 5,.q; & segunda vem do anulamento da parte antisimétrica
do segundo colchete (a parte simétrica do segundo termo se anula automatica-
mente, pela antisimetria de (,.,), que pode ser reduzida a

R
_ — . A.
N(N B 1) (gowgﬁu gaﬁguu) ( 9)

R;wc,BV =
Usando este resultado na identidade de Bianchi: (R“l, — %R g“y),ﬂ = 0, temos

que
R = constante. (A.10)

Portanto, espagos com simetria maxima sdo espagos com (escalar de) curvatura
constante. Reciprocamente, pode-se demonstrar que espacos com curvatura cons-
tante sao espacos de simetria maxima.
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Apeéendice B

A equacao de Raychaudhuri

Seja (. ,g) um espago-tempo e % C .# uma vizinhanca do ponto p € # .
Chamamos ‘congruéncia’ a uma familia de curvas
v(X; s1), onde cada valor de s, com A = 0,1,2, deter-
k mina uma geodésica com parametro afim A4, e tal que so-
bre cada ponto de % passa apenas uma curva. Vamos
suprimir os indices A, no que segue. Vamos considerar

p 1 uma congruéncia de geodésicas nulas, cada uma com vetor
tangente k* = (0/0\),, com ktk, = 0.

Os vetores 24 = (0/0s%) , descrevem deslocamentos

entre geodésicas vizinhas, e sao supostos linearmente inde-

Y(:;,0) Y(h:8) pendentes. Como cada ponto p € % pertence a apenas

uma geodésica, podemos definir na vizinhanca de p um sis-
tema de coordenadas {), s}, e portanto a derivada de Lie
de k* com 2/ se anula:

Ly 2y =0. (B.1)

Sendo esta uma relagao covariante, a derivada de Lie £,z é sempre zero, seja
qual for o sistema de coordenadas. Portanto,

kY 2., =K', 2 . (B.2)

Em um ponto p € (A;0), sobre uma geodésica arbitraria da congruéncia,
pode-se introduzir uma base ‘pseudo-ortonormal’ do espaco tangente T),, formada
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pelos vetores {E4} = {k,1,£,{}, A =0,1,2,3, sendo k o vetor tangente a y(}; 0),
1 um segundo vetor nulo tal que k,l* = —1, e ¢ e & dois vetores tipo-espaco,
ortonormais entre si e a k e . Apesar da nao ortognalidade de 1 e k, os quatro
vetores sao claramente independentes'. Em um outro ponto ¢ € v(;0) fica entao
definida uma base do espaco tangente T, ao se transportar paralelamente a base
de p. Para isto, devemos impor k" [*,, = 0, k* *,,, etc.

Um vetor de deslocamento para uma geodésica vizinha
v(A; s) deve ser ortogonal a k. Entretanto, uma vez que o
vetor tangente k ¢ nulo, k,k* = 0, o subespaco de H, C T,

formado pelos vetores ortogonais a k contém o préprio k. 1 k
Naturalmente, o que nos interessa ¢ o subespaco S, C H,

formado pela classe de equivaléncia de vetores que diferem éf.
apenas por um vetor proporcional a k*. Em outras pala- P

vras, dois vetores n* e x* sao considerados equivalentes se

n* = x*+akt, com a constante. E evidente que a parte de

7 paralela a k em p permanece constante sobre a geodésica

— pois k ¢é transportado paralelamente — e portanto nao possui dinamica. Uma
maneira simples de definir S, é como o espago dos vetores ortogonais a ambos k
e 1. Fica entao claro que o tensor

hag = go‘g + k® lﬁ + ¢ k?g (B3)

¢ um projetor sobre S,. Note que h,, pode ser interpretado como uma métrica
no espaco bidimensional ortognal as geodésicas, com base {{, £}, e seu trago vale
ht#=4-1-1=2.

Deve-se notar que ter n,k* = 0 em p nao implica que o mesmo valha ao longo
de toda a geodésica. Mas como

KN W (KV,) = kKN Y = 0k, V kY = 0,

a escolha de m ortogonal a k em um ponto efetivamente implica que o mesmo
ocorre em todos os outros pontos de (A, 0). Na equagao acima usamos a equagao
das geodésicas na primeira igualdade, a Eq.(B.1) na segunda, e na tltima o fato
de que V,,(k, k") = 0 ao longo da geodésica.

Da mesma forma, o fato de n pertencer a S, nao significa que n € S, em um

! Uma vez que k é nulo, se fosse proporcional a I terfamos ! uk* = 0. Como isso nao acontece,
vemos que o conjunto de vetores é de fato linearmente independente (e portanto uma base de
T,).
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outro ponto ¢ € y(A;0). Entretanto, se n € S,, como h*,n” = n#, temos

ku??“;u = k" (h“ﬁﬁﬂ) = h’uﬁ k" 77”8;1/ )

sV

onde usamos o fato de que I* e k* sao transportados paralelamente ao longo da
geodésica. Da Eq.(B.2), temos que k#n*., = k*.,n", logo kY n*., = ks kP. 1",
e fica provada a afirmacao. Portanto, sabendo que n* = h*,n" vale ao longo de
toda a geodésica, temos que o tensor

B, =h' ok s h°, (B.4)

mede as mudancas que ocorrem no “formato” de uma seccao do feixe de geodésicas
nulas. Mais precisamente, se B, se anula, os vetores de deslocamento entre as
geodésicas sao transportados paralelamente (e seu “formato” é preservado); caso
contrario,

k'nt., = B',n". (B.5)

Expansao; torgao; cisalhamento.

Uma vez que B,,, pertence ao espaco S, ® S,,, podemos decompo-lo usando o pro-
122 p D>

jetor h,, em uma parte simétrica e sem traco o, que chamaremos ‘cisalhamento’;

uma parte antisimétrica, também naturalmente sem trago, w,,, que chamaremos

‘tor¢ao’ :

O = Biuw) — %Qh/w W = Bl ; (B.6)
By =20 hyy + 0 + Wy - (B.7)

onde denotamos ¢ = B,*; e por fim adicionamos o traco de By, por meio de um
termo % Oh.

Sejam ¢ = f(\) ¢ e € = g()) & dois vetores de deslocamento entre as geodésicas
vizinhas, linearmente independentes, i.e. @g“ = 0 e com norma unitaria. Ao
atuar sobre estes vetores, a parte antisimétrica de B, age como uma rotacao,
fazendo com que a familia de geodésicas “espirale”; dai o nome ‘tor¢ao’. A parte
simétrica de By, faz com que a proporgao relativa dos médulos de & e E mude,
causando uma mudanca no formato do feixe de geodésicas, e.g. uma inclinagao
na direcao de um dos vetores; dai o nome ‘cisalhamento’. Por sua vez, # mede a
mudanca da area seccional do feixe de geodésicas.
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Efetivamente, os vetores & e é definem uma &area por meio de seu produto
vetorial, projetado no espaco ortogonal a 1 e k:

A =B 1, 6. (B.8)
A variagao desta area ao longo da geodésica é dada por
QAJAN = KA., = k1, (K7 G &5+ Ca k6o )

onde usamos o fato de serem ambos k e 1 transportados paralelamente. Usando
agora a FEq.B.2 para ambos os vetores de deslocamento, ficamos com

dA/dN = B, 1, <Ba"§, €5+ Ca Bﬁg) = Bl 1, B,° (5(, E5— Cs §J> ,

onde usamos na ultima igualdade a anti-simetria do tensor de Levi-Civita. Agora,
o tensor B, pode ser escrito, no ponto p, como

Ba,@:agagﬁ+béﬁga+cga5ﬁ+déagﬁa

e portanto B, (5}, 55 — 55 €U> = ¢, 55 —d @g €. Ao ser antisimetrizado pelo

tensor de Levi-Civita, o lado direito desta equagao da C~a gﬁ(c +d) = fa ég Bt =
0o &p. Substiuindo este resultado na equacao para dA/d\, temos entao dA/d\ =
0Pl 1, ¢, &5 = 0 A, e chegamos por fim a Eq.2.2:

,_LdA

=z (B.9)

A equacao de Raychaudhuri.
A equacao de Raychaudhuri se obtém agora facilmente. Basta notar que, pela
definicao do tensor de Riemann, k,.ag — kuga = Ruag” kv Entao

k' Bagyp = K Ko gu + Ruga” K ko,
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e usando o fato de que (k*£".,)., = 0 temos

k#* Bog,y = —B"3Bay + Ryusa” K k.

Tomemos o trago desta equagdo; como k* B%,, = df/d)\, ambos o, e w,,
possuem traco nulo e a contracao de um tensor simétrico com um antisimétrico
¢é nula, entao

BB, = (%0 hHe 4 gt 4 w’“") (%0 Ppo + 0 pa — wm) = 0% 4 gh Opa — W Wy

Lembrando por fim da antisimetria dos indices do tensor de Riemann: R,%,” =
—R*,." = —R,”, chegamos a Eq.(2.1):

d0/dA\ = —L 0% — 0™ 0, + W Wy — Ry KK . (B.10)

Devemos aqui ressaltar o fato de que a bem da verdade o que usualmente se
conhece por ‘equagao de Raychaudhuri’ é uma equagao andloga a (B.10), mas para
geodésicas tipo-tempo. Neste sentido, estamos fazendo aqui uma extrapolacao de
nomenclatura.
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Apéndice C

Equacoes de campo e o principio

variacional

Vamos aqui deduzir as equagoes de campo para uma teoria da Gravitagao que
apresenta como Lagrangeana uma fungao genérica da métrica e do tensor de
Riemann, Eq.(4.3), e cuja agao é portanto

S = /d4x\/—_gL (9*°, R . (C.1)

A variavel dinamica da Relatividade Geral é o tensor métrico g, que descreve o
campo gravitacional. As equagoes de campo provém da requisi¢ao de que a acao
seja estaciondria sob pequena flutuagoes dg,,, arbitrarias, da métrica:

5S:/d4x(5(\/—_gﬁ) =0.

Calculemos primeiro a variacao do “elemento de volume” §/—g. O determi-
nante da métrica se escreve (lembremos que g = Det g,,)

_ 1 _ a1« 4
g= 5" 1ghrba Hk:l orBe
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e portanto dg/ 09, ¢ uma soma de quatro termos que se organizam como
4 corg By 4
69/6gw/ = Igmm agrha b Hk:Z o By -

E evidente que se multiplicarmos o lado direito por g, obtemos outra vez o
determinante, logo ¢,,09/0g,, = 4g, ou seja: g,,09 = 499, Assim, contraindo
ambos os lados e lembrando que g,,g"" = 4, temos

09 =99"" 09 = —9 gudg" . (C.2)
Com a férmula acima é trivial ver que
0=9 = —3vV=9 909" . (C.3)

Repare que se deve atentar para o sinal das expressoes ao se realizar variagoes
com respeito a métrica ou a sua inversa; pois diferenciando a relacao g,,g"" = 4,
temos g, 09" + g""0g,, = 0 e por isso

9udg"" = —g""0gu . (C.4)
Agora, para a variagao da Lagrangeana,
5L(g* RyS) = (0£/0g°7) 6g°” + (0L JOR*P) SRHP (C.5)
notamos primeiro que

0L QR 9g°° oL 9 (g97° Rs*P7)

0L /g™ = = 55 2
/ g ORoaBy 8906 ag,uu ORoeBY 8905 114
e portanto
0L /0g" = Pap, R, (C.6)
onde P = OLJORMP . (C.7)

Quanto ao calculo do segundo termo do lado esquerdo de (C.5), é necessério de-
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terminar § R***?. O tensor de Riemann é composto das conexoes e suas derivadas:

Rua’/ﬁ = FNB,V - Fgu,ﬁ + Fﬁu Fg,@ - Fl;:ﬂ Fél/ : <C8)

«

Vamos utilizar coordenadas geodésicas, em que a métrica é localmente plana e

~ x 3 . o — TH _TH
portanto as conexoes se anulam, mas nao suas derivadas: Rtq,5 =15 , =17, 5.

Escrevendo explicitamente as derivadas das conexoes, sob a condicao g,,.« = 0,
OR,0vp = % (0a0y 0 + 0,08 0gar — 0008 09y — 0,0, 0gap) - (C.9)

Para obter as equacoes de campo, devemos isolar as variagoes da métrica que se
encontram sob derivadas segundas. Para isso, realizamos integracoes por partes
em cada um dos quatro termos presentes em

fd4x\ / —gP“O"’fB(SR#m,g ,

com 0R,q3 dado pela Eq.(C.9). Apds duas integragdes por partes, o primeiro
termo fica

% fd4x\/—gP“a”ﬁ 0.0, 09,38 = % fd4x\/—g 0,0, PHovB 0gus + %Sggl ,(C.10)
onde 84 é uma integral de borda,
Sar = dem/—g [P“O‘”ﬁv,, dgus — Vo prves 59“5] , (C.11)

sobre uma superficie tridimensional . A contribuicao do segundo termo em
(C.9) é andloga:

5 [d*a/=gPrP9,08 690y = 5 [d*x/=g 0,08 P"*F gar + 1821 , (C.12)
833[1 = dem/—g [P‘”‘B”VV 5gu5 — Vl, PV“BQ 5gu5] . (013)

Uma vez que P**¥S possui as mesmas simetrias nos indices que o tensor de Ri-
emann, a contribuicdo dos terceiro e quarto termos de (C.9) sdo iguais as dos
primeiro e segundo termos, respectivamente. FKscrevendo os termos de borda
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como uma divergéncia:

2(81 + 8am) = [d'x\/=gV 00" ;
ov™ =2 [PrvAV, 69,5 — V, PP 6g,5] | (C.14)

ficamos com

Jd*ay/=gP PO R 0 = [d*a/=g (0a0, P "?8g,5 + 0,05 P**Péga,) +
+ [d*a\/=gV 00" .

Usando em ambos os termos da expressao em parénteses as simetrias dos indices
de PP temos por fim

/d4x\/—gP“a”65RWV5 = /d%\/—g 2V VP 5g,, + /d4x\/—gvuév“ .
(C.15)

Repare que escrevemos a formula acima de maneira covariante, valida em qual-

quer sistema de coordenadas.
A variagao da acdo, §(y/—g L) = /—gdL + Ld/—g, é finalmente obtida com
(C.3), (C.5), (C.6), (C.14) e (C.15):1

08 = /d4x\/—g {G,w0g"" + V, 00"} (C.16a)
S = Puapy R, — Y2 L Juv — QVQV'@PW,BV - (C.16b)

Assim, para variacoes arbitrarias da métrica que se anulam na superficie #, temos
as equagoes de movimento (4.4):

9;1,1/ = %T,uy 5 (Cl?)

onde o ‘tensor de energia-momento’ 7, resulta da variacao da Lagrangeana de
matéria, como descrito a seguir.

O tensor de energia-momento.

!Esta expressdo pode ser encontrada, por exemplo, em Padmanabhan (2010).
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A contribuicao da Lagrangeana de matéria Lomat(9uvs Guv,ar Vs V) Para a acao se
dd sob a forma Spa = [d*zy/—g Lmat. Variando Spae com relagio a metrica,
temos

(SSmat _ /d4$ 0(\/ —g Lmat) 591“/ + a(\/ —ngat> Gadg’“”’
agw OgHv

)

Realizando uma integracao por partes no ultimo termo a variagao da agao pode
ser escrita, a menos de um termo de borda, como

0Smat = %/d‘lx V=9 T 09" ; (C.18)
V_gT /2:i(\/_g'£’mt)_i 0 (\/—gﬁmt) . (C]_g)
v dgh 4 Oz | OgH B

o tensor simétrico T*” é chamado de ‘tensor de energia-momento’.

As equacoes de Einstein.
A agado de Einstein-Hilbert é da forma (C.1): Lgy = ﬁ GuvGapRIP | e portanto

Pa,@,uz/ = ﬁ(ga,ugﬁu - gaugﬁ,u)' (CQO)

Sendo nula a derivada covariante da métrica, entao V,P** = 0; este é um
resultado geral de qualquer teoria de Lovelock, como discutido no §4.1. O tensor
de Einstein generalizado (C.16b) se resume entao, como era de se esperar, a

9/;1/ = aLEH/aguV - %LEHgMV = %(Rw/ - %Rg,ul/> = % G,uzx .

A corrente de Noether.
Finalizamos este apéndice com o detalhamento da manipulacao algébrica que leva
as Eqs.(4.39).

Substituindo as expressoes explicitas (C.16b) e (C.14), de G* e dv*, na
férmula (4.38b), temos

JH = 2PP PR, 5,6 — AV N g PP E, 4 2PN 55 G0y, + 20Gap NV, PFP
(C.21)
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Para o caso de variagoes da métrica do tipo (4.35), dg,, = —V (&), cada um dos
termos em (C.21) se pode organizar como segue: Para o ultimo termo,

0GapV, PHv? = V(.4 V, PHP
= —V, (PP 4 privayy &s (C.22)

Usando a definigao do tensor de Riemann no primeiro termo, i.e. R",3,§, =
VsV, &a — V,Vg&,, e renomeando os indices mudos, temos

PHvBRT s, = PPN N g€, — PP7PV V6, (C.23)
Usando a identidade R*[43, = 0 no terceiro termo de (C.21),

. Puauﬁvﬁv(agy) — _(Puavﬁvaagy + P“O‘Vﬁv,ﬁvufa)
_ P““”ﬂvavyég + Puallﬁvyvﬁga — P“O‘VBVQVV&X

e os dois ultimos termos da expressdao acima cancelam (C.23); o conjunto dos
ultimos resultados forma a Eq.(4.39a):

JHt = =2V, (PrevB 4 prireyy (Lo 4 2PRENT (N €5 — 465V oV, PPV (C.24)

Agora, olhando mais uma vez para cada termo separadamente, temos

PrvBy V&5 ) E A VAN

= V,(P"PV &5) — V, PPV &y
Também

EVaV, PrY = €3V, Y, Pre?
= Vu(EVaP™P) =V, 85V PP
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Portanto,
Jh = V,(2P"PN &5 — A€V PP —
—2V, PHPN (g + 4V, E5V o PHP —
—2V, (PHevP 4 priveyy &g
= V,(2P"0V &5 — 465V PH0) +
+2V, PHPY] 5 +
2V, (PP 4 POV (&5 — 2V, PHVOV (g
= V2PV — 46V o P) +
+2V, PHePY 5 +
—2V, PPy &5
ou seja: JH =V, (2P &5 — 465V o PH8) | e podemos definir

JH = 2PHePNy (E5 — ALV, PP (C.25)

tal que J* =V, J"  como especificado na Eq.(4.39b).
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Apeéendice D

Horizontes de Killing

Sejam {z®} coordenadas locais em uma variedade quadridimensional .Z com
métrica g, e seja S : .# — R uma funcao real suave. A equagao

S(z*) = constante (D.1)

define localmente uma ‘hipersuperficie’ . C #, de codimensao' 1. Um vetor
n® é dito ‘normal’ a . se existe uma funcao N(z) tal que n® = N(z)V*S(z).

O teorema de Frobenius.
Em uma variedade .# munida de uma conexao compativel com a métrica, vale
0 seguinte

TEOREMA (de Frébenius): Uma condigao necessaria e suficiente para que um
campo vetorial £€* seja normal a uma hipersuperficie .7 é

g[avufu] =0 (D.Q)

sobre .%.

Uma demonstragao pode ser encontrada em Wald (1984).

Hipersuperficies nulas.
Uma hipersuperficie .4* que possui como normal um vetor nulo [%, [,[* = 0,

1 Se .# é um espaco n-dimensional, dizemos que um subespaco m-dimensional . C .#
possui ‘codimensao’ s quando m =n — s.
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é dita uma ‘hipersuperficie nula’. E caracteristico o fato de que estes vetores
normais a .4~ também lhe sao tangentes, e portanto definem curvas nulas que,
em coordenadas locais, podem ser escritas como z : R — A7, ou % = 2%(\),

com A € R, e l* =dz*(\)/d\.
As curvas () tendo [* como vetor tangente sdo geodésicas. De fato,

V1" =1"V, (N(z)0*S(x)) = (I"0,N)0*S + NI*V ,(0*95) .
Mas o tultimo termo se reescreve como
"V, (0°5) =1"9,0°S — I"T",,0"S = 1"9%0,S — I'T",,0"S = 1"V*0,S ,
e o primeiro termo também pode ser reformulado:
OuN 0*S = (9,N) x1* =19, 1log |N|,
de forma que
PV, = 171" 9, log [N| + NIPV* (1,) = 1*1" 9, log N| + 1"V,

onde na tltima passagem usamos o fato de ser [,I* = 0. Uma vez que sobre .4
temos [,[* = 0, entdo [, V" = V*(1,0*) = 0. Portanto

1MV 1o = h(x)l (D.3)

com h(x) = 1" 0,log|N| uma funcao das coordenadas. Esta é a equagdo de uma
geodésica parametrizada por um parametro arbitrario, que pode ser tomado como
um parametro afim se ajustarmos a fungao h(x) a zero sobre A

Portanto, hipersuperficies nulas sao formadas por geodésicas nulas, 6rbitas do
campo de vetores [“, normais a hipersuperficie; a estas geodésicas designaremos
‘geradores da hipersuperficie’ A .

Horizontes de Killing e gravidade superficial.

Se existe em .#Z um campo de vetores de Killing £* que é nulo sobre a hipersu-
perficies nula A7, i.e. ,£"| » = 0, diz-se que A" é um ‘horizonte de Killing’ de £*.
Uma vez que {* é normal a .4, existe uma funcao h(x) tal que £&* = h(z)[* sobre
A se as geodésicas geradas por [¢ = %fo‘ forem parametrizadas por parametro
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afim, entdo +&" V,, (+€%) = $£°¢"0,(1/h) + 75&"V,£* = 0. Definindo a fungao
k =&V, loglh|, (D.4)

concluimos entao que sobre a hipersuperficie nula .4, horizonte de Killing do
campo £°, vale

fﬂvufa = /ffa . <D5)

A fungado k(x) serd chamada a ‘gravidade superficial’ do horizonte de Killing .A4".
Repare que apesar de se ter {,§" = 0 sobre todo o horizonte, o lado esquerdo da
equagao acima nao se anula, consequéncia do fato de £ nao ser paralelamente
transportado sobre .4 ou, em outras palavras, do fato de que as orbitas de £°,
ao contrario das érbitas de [¢, nao sao parametrizadas por um paramtero afim.
Quando k = 0, diz-se que temos um ‘horizonte de Killing degenerado’; este caso
nao sera considerado neste texto. Usando (D.5), o Teorema de Frobenius (D.2) e
a equacao de Killing, V|,§,; = 0, podemos encontrar uma férmula explicita para
k em termos apenas do vetor de Killing £€%, como segue.
Uma vez que £* é normal a superficie .4, vale a Eq.(D.2):

g[avugl/] = % (gavugu - favufu + fuvuéa - g,uvagu + gl/vagu - fvvuga) =0 )

Usando a equacao de Killing em cada par de termos, a expressao em parénteses
se reescreve como

2€avu§u + 2§uvu§a + 2§Vva§,u = 2§avu€V + 4§[uvu]§a =0,

onde na primeira igualdade utilizamos a equacao de Killing no ultimo termo.
Portanto, .V &, = =2,V ., e podemos escrever

ga(vugyﬂvuél/) - = (guvugyvvga - gyvug/v#&)) - _2§uv#€l/vufa )

onde usamos mais uma vez a equagao de Killing. Mas o iltimo termo é dado em
termos da Eq.(D.5) como &, VHE"V,&, = kE'V,EY = K*EY, e obtemos a férmula
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desejada:
K2 = —L(VHE)(V,6) (D.6)

A férmula acima é 1til para demonstrar uma propriedade chave dos horziontes
de Killing, a saber:

A gravidade superficial k € constante sobre orbitas do vetor £“.

De fato, lembrando que para um vetor de Killing qualquer vale V,V, % =
Ro‘wgfﬁ, temos

5“@1“2 = _<va§6)€uvu(vagﬁ) - _(Vafﬂ)gugl/Rﬁa;w (D7)

e o tultimo termo se anula por conta da antisimetria do tensor de Riemann em
seus dois ultimos indices. Portanto, £#9,x* = 0, e x é constante ao longo das
orbitas de £°.

Esfera de bifurcagao.

Até aqui, sabemos que se .4 é um horizonte de Killing, entdo: a) .4 é uma
hipersuperficie tridimensional gerada por uma familia de geodésicas nulas cujas
tangentes sdo um campo vetorial {* ortogonal a .4". b) Existe um campo de
vetores de Killing £* que é nulo sobre .4, e portanto £%*| 4 ~ [*. ¢) A gravidade
superficial x definida por (D.6) é constante ao longo das 6rbitas de £*.

Se k # 0, as Orbitas de £ sobre A" ndo coincidem com as 6rbitas de [,
apesar de ambos os vetores serem paralelos. De fato, vimos na Eq.(D.5) que as
orbitas de £€* em .4 nao sao parametrizadas por um parametro afim. Seja s o
parametro destas drbitas; para uma fungao f : .# — R, temos &(f) = df/ds =
(dA/ds)df/dX = (dN/ds)I(f). Entao vemos que h = dA\/ds, e a Eq.(D.4) nos d&

d
k= —log|h| = h = "%,
ds

pois sobre uma orbita de £* a gravidade superficial é constante. Note que ajusta-
mos a constante de integracao multiplicativa utilizando a liberdade de se adicionar
uma constante a s. Agora, a relacao entre os parametros das orbitas de £ e [ nos
d&, por fim

A= Fe™. (D.8)
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(tomamos a zero uma constante de integracao.)

Assim, vé-se que as érbitas de £# sobre .4 nao acompanham mais que “me-
tade” das drbitas de [*; pois enquanto s percorre toda a Reta Real (—o0, c0) ao
longo da orbita de Killing completa, vemos que A percorre apenas as semi-retas
A € (0,00) ou (—0o0,0).

O ponto p € 4 sobre a hipersuperficie tri-

dimensional 4" no qual o parametro afim dos

V% geradores se anula, i.e. no qual A = 0, define

uma superficie nula bidimensional & C A,

chamada de ‘esfera de bifurca¢ao’ do horizonte

de Killing, que fica sendo chamado de ‘Hori-

zonte de Killing bifurcado’. Este ponto é um

ponto fixo das orbitas de &, isto é: o vetor

de Killing se anula sobre &, &"|4 = 0. De

:"‘\_E@S deg fato, &* = da*/ds = (dN\/ds)l* = £rAI*, logo

' se A = 0 entao &* = 0. Isto implica que as

6rbitas de Killing nao chegam a tocar %, mas
lhe podem ser arbitrariamente préximas.

Vimos que k é constante ao longo de cada
orbita de £, o nao implica que seu valor seja
o mesmo em todas as orbitas. Porém todas as
orbitas de &* tém como limite o ponto fixo em %, e se k for constante sobre
a esfera de bifurcacao segue que por continuidade todas as orbitas possuem a
mesma gravidade superficial. Assim, considere um vetor (“ tangente a & C A"
Sobre o horizonte de Killing, o mesmo procedimento que levou & Eq.(D.7) da
agora

(Orbitas de I)

CMVMHQ = _(vagﬁ)cugyR,Ba,uV )

mas sobre a esfera de bifurcagao o lado direito se anula, pois £ = 0. Logo
sobre qualquer érbita do vetor (* tangente a esfera A a gravidade superficial se
conserva; segue que k € constante sobre todo o horizonte de Killing N .
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Apeéendice E

Estrutura Conforme de Universos

de Friedmann

Uma analise global da estrutura causal de um espago-tempo pode ser feita por
meio de um método geral, devido a Penrose, que detalharemos aqui para universos
FRW planos.

As geodésicas nulas de um espago-tempo (.#,g), por definicao, obedecem

ds® = g dat dz” = 0.

Portanto, um outro® espaco-tempo (//Z , &) apresenta estrutura causal idéntica se
Gy = 2 g, onde © é uma fungao nao negativa.

Em primeiro lugar, facamos a transformacao para o chamado ‘tempo con-
forme’ n, dado por dn = dt/a(t), que mapeia o espago (2.10) no espago de
Minkowski:

ds* = a*(n) (—dn® + dr® + r’do?) . (E.1)

Em seguida, fazemos uma segunda transformagao que mapeia os dominios “infi-
nitos” das coordenadas do espaco de Minkowski, e.g. € (0, 00), em coordenadas

I'E importante enfatizar que nao se trata de um mesmo espago-tempo coberto com coor-
denadas diferentes, mas sim de espagos distintos, em geral.
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de dominio finito y e 7 definidas por

r=5lte(57) +w ()] s n=3le(yr) -t (550 (B2)
—TrT<Ttyxy<m,

o que da

—dn? + dr? = 1 sec? (XT) sec? (X7) (dx? — dr?) .

Podemos reescrever as relagoes (E.2) como

n= %sec (XTJ”) sec (%) sent; r= %sec (XTJ”) sec (%) seny ,

de forma que a métrica (E.1) fica
ds? = 1 U2(x,7) sec? (X537) sec? (X57) {—dr? 4+ dx? + sen’x do®} , (E.3)

onde ¥(x,7) = a(n(x, 7)). Fica claro pela férmula acima que x é uma coordenada
tipo-espaco, e 7, tipo-tempo.
O espaco-tempo descrito pela métrica

ds® = —d7* + dx* + sen’y do? (E.4)

tem a topologia evidente de um cilindro: R x
S3, e é conhecido como ‘Universo Estatico de
Einstein’. Por estarmos tratando de espacos-
tempo com parte espacial isotropica, podemos
suprimir a parte angular das esferas Sy e dese-
nhar (E.4) como um cilindro usual. A trans-
formacao conforme (E.2) mapeia os univer-
sos (2.10) em dominios compactos sobre a su-
Figura E.1: Universo estatico de perficie do cilindro, cujas fronteiras sao delimi-
tadas pelos ‘infinitos’ r,¢ — oo e pela singula-
ridade em t = 0.

Universos de Friedmann, com equacao de

AN

Einstein.
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estado w = constante, tém fator de escala dado pela Eq.(2.33),

alt) = ao (t/to)""

onde v = 3(1 + w) e w # —1/3. O tempo conforme fica dado por

n= J(5) " a = 5 () () O e (o))
(E.5)

e portanto podemos escrever o fator de escala como fun¢ao do tempo conforme:

)2/(1+3w)

Y

onde & = ag tiZ/ (1+) tem dimensio de comprimento. Pela Eq.(E.3) obtemos a

métrica desejada, com

1 3 i 2/(143w)
U(x,7)=¢& [ﬁ sec (X;—T) sec (X 5 T) senT} ) (E.6)

Hé& dois casos distintos a serem considerados, viz. w < —1/3. Sew > —1/3, temos
um universo ‘acelerado’; i.e. a(t) > 0, e se w < —1/3, o uiverso é ‘desacelerado’,
a(t) < 0. Das Eqs.(E.2) e (E.5), vemos que

1 - 3t 1 ¢ 3(14w)/(143w)
2 2 2 Qo 14 3w to

Consideremos primeiro os universos desacelerados. Em primeiro lugar, o
tempo conforme tem como dominio a semi-reta positiva, n € (0, +00), correspon-
dendo at € (0,00). Assim, tg (X37) > tg (X57), o que implica que x +7 > x — T,
ou seja: 7 > 0. A singularidade em ¢ = 0 é mapeada em Y e 7 tais que
tg (XTH) = tg (%), 0 que ocorre para angulos iguais, ou seja: no ‘circulo’ tipo-
espago do universo de Einstein .# ~, dado por: &~ ={7r =0, —7w < x < 7}. Este
circulo (assim como os outros descritos abaixo) estd desenhado na Fig.E. O ‘futuro
infinito” do espacgo-tempo corresponde ao limite t — +oo, i.e. +tg (XiT) — 00,
o que é vélido em " = {x +7=7n}U{x — 7 = —7}, unido dos dois ‘circulos’

162



{x+7 =nm}e{x —7 = —7} que envolvem o cilindro do universo estético
de Einstein diagonalmente, cruzando-se nos pontos i* = {r = 7w, x = 0} e
i®={r =0, x =47} — o que limita 7: 0 <7 < 7. O ponto i° a principio
corresponde a dois pontos diferentes, dados pelos dois sinais £+, mas que sao na
verdade identificado devido a periodicidade de x. Olhando a Eq.(E.2) vemos que
r = 0 na linha vertical {x =0, 0 < 7 < 7} e que, como 7 > 0, o semicirculo
—m < x < 0 corresponde a r < 0. Os infinitos espaciais, r — +00, correspondem
justamente aos dois pontos que se identificam como °.

Consideremos agora universos acelerados, nos quais —1 < w < —1/3, e o lado

direito da Eq.(E.7) passa a ter ¢ no denominador:

1 . X+T w (X=TY] = 3t [ 1+w ¢\ ~B0Fw)/ 148w
2 "B\ 2 S\T2 )] T T [trse] \% '

Assim, a singularidade em ¢t = 0 passa agora a corresponder ao que, nos uni-
versos desacelerados, correspondia ao futuro temporal (i.e. ¢ — 4o00). An-
tes de mais nada, vé-se de (E.5) que o tempo conforme tem como dominio a
semi-reta negativa: n € (—o00,0), & medida que ¢ percorre a semi-reta positiva
(0,00). Assim, vemos que 7 < 0. A singularidade mapeia-se nos dois ‘circulos’
tipo-luz £~ = {x +7 = =7} U {x — 7 = 7}, que se intersectam nos pontos
itT={x=0,7=-m}ei’={r =0, x = £r}. Novamente, i° corresponde
a identificacao dos dois pontos r — +o0o que dao os infinitos tipo-espaco, e na
verdade toda a estrutura tipo-espaco (viz. r = 0 correspondendo a y = 0,er <0
correspondendo a x < 0) é a mesma. O futuro infinito ¢ — +o00 é agora mapeado
no circulo tipo-espago I = {7 =0, -7 < x < 7}.

Notamos que em ambos os casos, as geodésicas nulas (radiais) sdo dadas pela
relacdo ds? = 0 que implica d7 = #dy, ou seja: 7 = £ + contante. E este o
motivo pelo qual dizemos que as curvas {x =7 = +x} sdo curvas do tipo-luz.
Raciocinio parecido se aplica ao circulo {7 =0 — 7 < x < 7} ao longo do qual
dr =0, e portanto ds? > 0, caracterizando uma hipersuperficie tipo-espaco.

Seguimos por fim para o caso degenerado em que w = —1/3, que representa
um universo com aceleragao nula. O tempo conforme agora é dado por

to [dt 1 t
nN=— - = IOg " )
agp t Qo to

e seu dominio é toda a reta real: n € (—oo0,+00) a medida que ¢ € (0,00). O
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fator de escala, a(t) = aopt/ty, em funcao do tempo conforme se escreve
a(n) = agexp | 2n] | (E8)
e portanto a métrica conforme ao universo de Einstein, Eq.(E.3), tem
U(x,T) = agexp [ﬂ sec (X + T) sec (X — T) senT} )
2, 2 2
A equagao andloga a (E.7) é

)P

Como o lado direito assume valores em toda a reta (—oo,400), o dominio de
T é todo o intervalo (—m, 4+). A singularidade é mapeada nos circulos tipo-luz

{x +7 = —n} e {x —7 = 7}, cuja unido compoe ., e o futuro infinito é
mapeado em outros dois circulos tipo-luz: I+ ={x+7=n}U{x —7=—7}.
Os dois primeiros se intersectam no ponto {y = 0, 7 = —7}; os dois tltimos

no ponto it = {x = 0, 7 = +x}; e todos os quatro se encontram no ponto
i’ = {7 =0, x = £7}, que corresponde como de costume ao infinito tipo-espaco.

Os pedacos do universo de Einstein em que sao mapeados os espacos des-
critos acima podem ser vistos separadamente, ‘desenrolados’ do cilindro sobre o
qual se encontram, numa representacao pictérica (finita) de todo o espago-tempo
(infinto). S&o os conhecidos diagramas de Penrose, Fig.E.2. Fazemos agora a
seguinte definicao:

Um horizonte futuro € a superficie (esférica) bidimensional gerada pelas
geodésicas nulas que descrevem o cone de luz passado do ponto futuro infinito i*.

Uma vez que as geodésicas nulas sao linhas a 4+45°, o horizonte de eventos é
representado nos diagramas de Penrose como a diagonal que passa por i*. De
forma andloga, o horizonte de particulas definido no §2.3.3 corresponde ao cone de
luz futuro do passado infinito (ou, no nosso caso, da singularidade), e é portanto
representado pela diagonal que passa por {r = 0, ¢t = 0}. Por conta disso, ambos
os horizontes cosmolégicos sao as vezes chamados de ‘horizonte futuro’ (horizonte
de eventos) e ‘horizonte pasado’ (horizonte de particulas).

Enfatizamos que o fato de o horizonte de eventos ser um objeto global nao
significa que ele seja um objeto independente do tempo. O raio do horizonte
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T (t=w)

it 10

(a) (b) ()

Figura E.2: Diagramas de Penrose. As linhas pontilhadas indicam trajetérias
tipo-tempo genéricas de particulas deixando a origem r = 0 no instante inicial
t = 0. As linhas tipo-tempo sélidas indicam o horizonte aparente . (ver §3.1.3).
(a) universo acelerado, —1 < w < —1/3, com horizonte de eventos futuro J¢ ;
(b) universo desacelerado —1/3 < w < 1, com horizonte de eventos pasado ¢ ;
(¢) universo estaciondrio w = —1/3.

cosmoldgico é sim uma funcao do tempo césmico; porém uma fungao que, para
ser determinada, exige conhecimento do espago-tempo como um todo.

Natureza causal do horizonte aparente.

Ao contrario do que ocorre com o horizonte de eventos, sempre existe um horizonte
aparente, de raio igual ao raio de Hubble, l,, = 1/H, em todos os casos possiveis
descritos acima. Para determinar se este horizonte é tipo-tempo, tipo-espaco ou
tipo-luz, escrevemos a equacao da superficie . dada por (3.21):

h(r,t)=a(t)r —1/H(t) =0.

O vetor normal n, = ,h(r,t)|» = |(ar + H/H?)S, + ady, B pode ser escrito

em termos de w:
Ny = 2 (H? + H)do + a by, = —20 (1 + 3w) o + adiy

e possui norma
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onde usamos as equacoes de Friedmann. A expressao quadratica em parénteses
se anula para w = —1 ou w = 1/3. Fica entao claro que (Faraoni (2011))

(i) Se —1 < w < 1/3, entdo n, n*|» > 0, e . é uma superficie tipo-tempo;
(i) Se w = —1 ou w = 1/3, entdo n, n*|» = 0, e . é uma superficie tipo-luz;
(ili) Se w < —1 ou w > 1/3, entao n,n"|y < 0, e . é uma superficie
tipo-espago.

Os casos (i) e (ii) estao representados na Fig.E.2. Note que o caso (iii) engloba

universos “fantasmas” ou dominados por matéria com pressao maior que a da
radiacao, o que supostamente nao ocorre no universo observado.
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Apeéndice F

O Polinomio Cubico

Consideremos a equacao cubica
2+ b +er+d=0. (F.1)

A solucao de (F.1), pode ser obtida pelo método de Vieta, como segue. Por
meio de uma translagao x — x + const. apropriada, escolhendo-se a constante,
é sempre possivel eliminar uma das poténcias menores de x. Em particular, a
transformacao

r=y—"b/3 (F.2)

transforma (F.1) em
v Hpy+q=0, (F.3)
p=c—0/3; ¢=Zb —3bc+d. (F.4)

Facamos entao a substituicao de Vieta:

y=z—L2"". (F.5)
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3 2 3 .
Temos y* = 2° — L2738 + B27l —pz e 22 — 279 4+ ¢ = 0, ou seja: temos uma

equacao quadratica para z3:

3

() +¢z* - =0. (F.6)

E a equacao esta resolvida:

1 1 1
2= —54 4/ 192 + 2—71?3 ; (F.7)

A expressao a direita na equacao acima é em geral um nimero complexo, e o
processo de se tomar a raiz cibica deve ser considerado neste ambito. Ao fim,
como é de se esperar, ha somente trés solugoes (reais ou complexas) para o,
variavel da equacao cubica original. H4 um método para se determinar o niimero
de raizes reais distintas da equacao, sem que seja necessario se determinar as
raizes em si. Define-se o discriminante da equagao cibica (F.1) por

1 1
A==-¢+—p F.
24 TP (F.8)

uma generalizagao do discriminante da equagao quadrética. O sinal de A deter-
mina o nimero de raizes reais distintas:

A >0 <= ha uma raiz real; (F.9)
A =0 <= ha duas raizes reais distintas; (F.10)
A < (0 <= ha trés raizes reais distintas. (F.11)
Definindo ainda
1/3 1/3
S=(=3a+va)" s T=(-tg-vA)" (F.12)

as solugoes podem ser escritas como

1y =—3b—3(S+T)—3iV3(S—T); (F.13)
zo=—3b—3(S+T)+35iV3(S—T); (F.14)
r3=—3b+S+T; (F.15)
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conhecidas como formulas de Cardano. Em particular, quando A = 0, as raizes
se escrevem explicitamente em termos dos parametros originais da equagao como

Ty =x0=—1(b+ 10 —¢) , (F.16)
x3 = —% (b+ 30> —2¢) . (F.17)

Apesar de, em geral, S e T serem complexos, e portanto as férmulas acima nao
deixarem claro quais solucoes sao complexas ou nao, fica claro a importancia do
sinal de A. Em particular, é facil ver que se A = 0 entao temos todas as raizes
reais, com o9 = o1; ou duas raizes reais distintas.

Se A < 0, é necesséario que se tenha |%ﬁ| < 1 (cf. Eq. (F.8)), logo
podemos definir o angulo

0 = arc cos [%ﬁ] ) (F.18)

com o qual podemos reescrever as solugoes reais na forma

Ty = —5b+24/—1p cos (L) ; (F.19)
Ty = —1b+24/—1p cos (B ; (F.20)
x3=—2b+2\/—%pcos(§) . (F.21)

Mais adiante serd necessério ajustar os coeficientes de (F.1) para que suas raizes
sejam todas positivas. Para tanto, procedemos como segue: nao ¢ dificil ver
que caso os dois extremos (o méximo e o minimo locais) do polinémio ctbico
estiverem em valores de o > 0, podemos garantir que apenas uma das suas raizes
pode ser negativa. Mas pode-se mostrar (e.g. a partir das solu¢oes de Cardano)

que as raizes da equagao cibica apresentam as simetrias (chamadas “férmulas de
Vieta”)

T1To+ Tox3+ 301 =C; XyTx3=—d; xT1+zy+x3=—-b. (F.22)

Algumas consequéncias sao que, se duas das raizes sao positivas, devemos impor
d < 0 para que a terceira seja também positiva. Se uma das raizes é nula, entao
d =0, etc.

Os extremos do polinomico ctibico se encontram onde sua derivada se anula,
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i.e. quando 302 + 2bo + ¢ = 0, ou

Ty = —% (b + \/M) . (F.23)

Em particular, para que ambos z sejam positivos, devemos ter 8 < 0 e ¢ > 0;
assim uma condigao suficiente para que as trés raizes reais de (F.1), quando
existirem, sejam todas positivas, é que

b<0; ¢>0; d<0. (F.24)

Com essas condicoes satisfeitas, é facil ver que no caso em que A = 0, as duas
solugoes reais distintas se ordenam em: 0 < x1 = x9 < x3.
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Apéndice G

Sobre a integral de uma razao de
polinomios

Um dos resultados mais bem conhecidos da anélise complexa é o seguinte

TEOREMA: Toda funcio f : C — C analitica no anel A = {z :rqg < |z — z| <

Ry } pode ser expandida na série

&)= 3 o

chamada série de Laurent de f(z), que converge em K. O nimero a_q € o
Restduo de f(z) em z.

Seguem entao os seguintes resultados:

COROLARIO I: Se f(z) é analitica em C a menos de um nidmero finito de pdlos

2z, de ordem my, ela pode ser expandida na série

_ ZZ Zfﬂ’zfo F(z), (G.1)

ko j=1
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onde F(z) é analitica em todo C e ayy € o residuo de f(z) em z.

ProvA. Considere o ponto zi, pélo de ordem my, de f(z), e o ponto zpy1 que se
encontra mais proximo de zj que qualquer outro pélo. Seja dy = |z — z41|. Pelo
teorema acima, como f(z) é analitica no anel Ay = {z : rp < |z — 2| < Rg }
com 1, — 0 e Ry < dj, pode ser expandida em A na série

1) =2 2 + B,

onde ajy é o residuo de f(z) em 2, e Fj(z) é analitica em todo C a menos
dos polos z;, | # k. Da mesma forma, Fj(z) pode ser escrita como Fj(z) =
> (ZC_”Z% + Fr11(2), que converge no anel Ay = {z : rp1 < |2 — 2p1] <
Rii1} com rpyp — 0 e Reyy < diyq, onde diyq > dj € a distancia de z;4; para
o segundo pdélo mais préximo (uma vez que o primeiro pélo mais préximo é zj
onde, por construcao, Fi(z) é analitica). Repetindo este argumento pélo a pdlo,
chegamos & Eq.(G.1).

CoRrOLARIO II: Seja f: R — R. Caso exista, a primitiva de f(x) € dada por

= ogllx — z O"“’l—mk Ak x) dx + constante(@G.
/f(x)dx_zkzllg[l Kl *] ;(j—l)(x—zk)j—l +/F()d + constante(G.2)

onde zj sao os pélos (finitos) de ordem my, da fungio f: C — R.
PROVA. A demonstragao consiste simplesmente em se integrar a férmula (G.1).

COROLARIO III: Seja f(z), analitica em C a menos de um nimero finito de
polos zj, de ordem my. Se a integral j; f(2)dz, sobre o circulo v de raio R — oo,

centrado na origem, se anula, entio Y, o1 = 0.

PROVA. Seja R? > 2, onde r? = maxy, |22, A integral ¢ f(z)dz sobre o circulo
. ’ . \ /7 ’y

v de raio R é igual a soma dos residuos de f(z),

f,y f(z)dz =32 ap

Tomando R — o0, e assumindo que a integral tende a zero, estd provada a
afirmacao.
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Sobre funcoes racionais.
Note que se f(z) = P(z)/Q(z) é uma funcao racional, i.e. P(z) e Q(z) sao
polinomios de raizes nao coincidentes e o grau de Q(z) é maior do que o grau de
P(z), entao z; sao zeros de ordem my de Q(z), e F(z) = 0.1 Neste caso, seja
A(z) = [ f(x)dx, temos que

mg

A(z) _ QK . o 1

™) = constante x Hexp L] - zk)j—l] H |z — 2| .
J=2 k

Consideremos f(x) = 1/8(x), e que os pdlos de f(x) — ou zeja: os zeros de 5(x)
— sao todos de ordem um, com excecao de x, que é de ordem dois. Entao

_a*,Q

eA®) = pAo oxp | —22 |z —
(x — x.)

Q1 H |LL’ _ zklak,l )
k

Os numeros oy ; sao os residuos de f(x) em cada solugao zj, (possivelmente com-
plexa) da equagao f(x;) = 0. Como estes sao pélos de primeira ordem, temos

— 1
a1 = Res[f,z;] = lim (x = )

e, B(z) — Bzr)  Blaw)

onde usamos o fato de que S(x)) = 0. O ntimero a, ; é o residuo de f(z) no pélo
de sequnda ordem z,, e pode ser calculado pela férmula conhecida

d — xz,)?
.1 = Res[f,z,] = xlgg - [%] )

Uma vez que B(z,) = f'(z.) = 0, podemos expandir (z) em torno de z, como
Bx) = 18" (x,) (x — 2.)* + " (2.) (z — x.)® + ... Logo, temos que

s = -2 2@
R ACICNIE

1Pois, devido & fatoracdo de um polindmio em mondmios, ao tirar-se o denominador co-
mum das fracoes sob o somatério em (G.1) forma-se no denominador o polinémio Q(x), e no
numerador um polinémio que é necessariamente igual a P(x).
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Vamos calcular a, 2 no caso especifico em que f(x) = VVI[/,/((;E)) C(z), onde W (z)
e C(x) sao polinémios que supomos, por conveniéncia, estarem normalizados.
Supomos também que z, é um zero de segunda ordem de W’(x). Se o grau
de C(x) for maior que o grau de W(x) por no minimo 3, vale o Corolario III.

Notemos que a expansao de 1/5(z),

1 Qs 2 Q1 Q1

)

Blz) (@-z) (-=z) T (v—z)’
pode ser escrita como

L e [ — o) +aan(e — o) [Te(@ —an) + 3y ana e — )" [T 4 — 25)

p(x) (= z.)? T (x — ) ’

e o numerador da fragao acima deve ser igual a W (z). Derivando este denomina-
dor, temos

W (2.) =2 Y (H(az —~ xk)) + o [ [ —2x) =0,

E \j#k k

ou seja:

Oy q
Qyog = — : ) G.3
S AT @9

Suponhamos por fim que W (z) seja um polindmio quértico e C(z) = C(W (z)).
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Temos

Be) = Gy o) = W) g(0V),

B/(x) — W//g + (W/)2 dg

dw >’
d d2
B"(x) = W"g + 3W’ W”ﬁ + () MfZ ,
m — W(4) 3 Wl/ 2 W/ W/// d_g 5 W, QW,, d29 W/ 4 d3g
dg d2g
4 o 5 4 5 )
ﬁ( )<J]) — W( )g +3 [SW//W/N + W’W( )] W +5 [2W’(Wﬂ) + (W/) WW} g 4
d?g dg?
N3 n5
FOW YW (WP

e nao é dificil ver que como W'(z,) = W"(x,) = 0, e W™ (z) = 0 para n > 5,

temos que 3 (z,) = 0 para n > 4. Assim, a série de Taylor de $(x) em torno
de z, se escreve

Blz) = 38"(x:) (w — 2)* + 58" (2) (w — 2.)° .

Para um vécuo zj # x,, digamos x;, como [S(z1) = 0, 8" (z,) = —g(i:(_—“;;)), e
portanto
1 1 1
Oy q

1= B//(w*) (371 o I*) ; Q2 =

) 1y Do (@ — @)t
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Apéendice H

A integral do tempo em funcao

da funcao de Hubble

Para avaliar a integral (6.33),

1—3ul*H?

I —
HS +pH?+q

notamos o denominador do integrando é um polindmio cibico em H?4, e o fato-
ramos em suas tres raizes iy g 3:

f(H?) =H°+pH*+q=(H*—h})(H* — h3)(H> — h3) . (H.1)

Podemos entao fragmentar o integrando em trés fragoes,

(03] (6) Q3
I— / { + + } dH | (H.2)
H? —h?  H?—hi H?>-—h3
onde «; sao constantes em geral complexas facilmente determinadas:

o 1-3ul*hf | a0 — 1-3ul*hy | e — 1—-3uL*hi
L - (hT—h3) 27 (3—h)(h3—h3) 7 3 (3-R)(h-h3) -
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As propriedades analiticas da integral ficam determinadas pela natureza das raizes
h?, em geral complexas, que passamos a investigar. O nimero de rafzes reais é
dado pelo sinal do discriminante da Eq.(H.1),

1 1 4

7 2 2
27 4 362L8,LL2 (9QA - 4Qt0p) )

onde reescrevemos

p=—x"0, /125 q= 3 0on/6L =0, 00/T2

com gy definido em (6.4) e g7, = 12/uL*s*. Note que

9 >0 se pu > 0;
Gop | <0 sep<O.

Se p < 0 temos sempre A > 0 e temos apenas uma raiz real. Se p > 0, consi-

deremos |u| < 1, o primeiro termo domina sobre o segundo ja que p* ~ 1/u? e

¢* ~ 1/pi?. Assim, A~ — 5155 < 0 e temos 3 raizes reais.

H.1 O caso p < 0.

H.1.1 Solucao exata

Quando p < 0, temos uma raiz real, digamos h?, e duas complexas, h3 = h3.
Afirmamos que a raiz real é positiva. De fato, usando uma das férmulas de Viéta
para as simetrias das raizes da equacao ctbica:

W22 = —q > 0.

Uma vez que h3h% = |h3]* > 0, segue o que se afirma. A consequéncia disto é que
a integral (H.2) se escreve como

3
S+l = —%arccth(H/hl) + 7 (H), (H.3)
1
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onde .#(H) é uma funcado real nao singular. Note que assumimos que a relacao
H > h; é sempre vélida, para que seja possivel recuperar o limite da gravitacao
E.H., no qual h; — H, (ver discussao apés a Eq.(6.4)).! Note ainda que h? é
a Unica raiz real da equagao cubica (H.1); mas esta equacdo é nada mais que a
Eq.(4.30) escrita em termos de H através da férmula A = 3H?, logo

h? = Aeg/3 . (H.4)

Para analisarmos o comportamento de . (H ), notamos primeiro que oy = @,
e como h2 = h2 € C, escrevemos hy = = + iy e as/2hs = x + iv. Temos

(6) Qa3 (6] H—hg Q3 H—hg
F(H) = dH = —=1 —
(H) /{Hz—h§+H2—h§} 2, Og[H+h2]+2h3 Og{H—th ’
0 que se pode reescrever como

F(H) = x{log(H —z—iy)+log(H — z +iy) —
—log(H + z +1iy) — log(H +z —iy) } +
+iv{log (H — z — iy) — log(H — x + iy) —
—log(H + x +iy) + log(H + = —iy) } ;
o primeiro termo é real:

x{---} =x[log (H —2)* +y*) —log (H +2)* +¢°))] .

Ja o segundo termo, iv{--- }, pode ser transformado em uma expressao real por
meio da identidade

ilog (1 —iz) —ilog (1 +iz) =2arctgz = —m — 2arctg (1/2)
de onde tiramos

w{--}=—2v {arctg (?) Harctg (H;x)}

! No limite 1 — 0, as partes imaginérias das raizes complexas divergem.
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e, por fim, ignorando por enquanto a constante —27wv, que sera ajustada com a
constante de integracao,

F(H) = xlog (—Eg;gigj) —2v [arc tg (H;x) + arctg <%)} )
Assim, vemos que

se H—oo, Z — yxlog(l)—4varctg(co) =—2mv,
se H—0, ZF — xlog(l)—4varctg(0)=0.

Portanto a tinica divergéncia de t(H) ¢ em h? = A.g/3; ou seja: no futuro distante,
quando t — oo, H — /Aeg/3, e em algum instante finito ¢y no passado a funcao
de Hubble diverge, indicando a existéncia de uma singularidade. Este instante
pode ser fixado como zero ao se subtrair da fungao .# a constante (de integracao)
limite!

4mv

3(1 4 wy)puLt (F.5)

t(]:

A forma final da Eq.(H.3) com a constante de integra¢do acima ajustada pode
enfim ser escrita:

2 1 —x)%4y?
t—tyg= ——— {— ararccth (H/hy) + x log (%) -

3(1+wn) L'u
—2v [arc tg <H;’”> + arctg <%>] } . (H.6)

Aproximagao para |u| < 1.
Como ja foi dito, h , 5 sdo as raizes da Eq.(4.33), e podemos encontré-las usando

L Apesar de j aparecer explicitamente no denominador de ¢y, ele também aparece impli-
citamente em v, de forma que pode-se mostrar que no limite g — 0 temos de fato o mesmo
resultado do que em EH, viz. t; — 0.
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as Eqgs.(F.13)-(F.15). Com S e T definidos na Eq.(??), temos

3 =S+T (H.7a)
3h3 =(S+T)+ LivV3(S—T)=3h3. (H.7Db)

Agora, expandindo para |u| < 1, obtemos

SET~ S5 (L4 (%) + VIl (1F () +

HAEE (1 () — | 5 (1 ()]

1/3

Note qua ha ambiguidade na escolha de (—)'/® que pode ser

—1
(—)"* =< L1 +iv3)
§1-iv3)

As férmulas (H.7) correspondem & primeira escolha (i.e. (—)3 = —1). Caso se
escolha (=) = (1 £4v/3)/2, as férmulas para as raizes continuam as mesmas,
porém a raiz real (no caso, h?) nao serd mais dada por S + T, mas por uma das
outras féormulas. Assim, tomando (—)/3 = —1, temos

S+T A —|a|A3: S—T~~—2 f1Y3A8
+ o — || AG m+\/|ﬂ| ol

e portanto (compare a expressao para h; com a Eq.(4.33))

h o~ B 4 g—é Ly, (H.8)

A3 . AZL?
h%x%+5—gL4u+z(L2\l/m—l— o \/|m) : (H.9)

Note que a parte imagindaria das raizes complexas divergem no limite . — 0.
Serd 1til mais adiante ter em maos uma férmula para t(H) quando |pu| < 1.

Para tanto, precisamos determinar o valor de z, y, etc. na Eq.(H.6). Usando a

Eq.(H.9), podemos obter o valor de z e y. Com (H.9) obtemos para hy = z+iy =
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VX +1Y

r o= ) XEVXCHY? y = —X+VX24Y?
- 2 ) - 2 )

e expandindo em primeira ordem em g, temos

~ 2/V3Ko o RVINTE] H(12HA 4500 H? —4A2)
t =~ (1+w13) arc cth [ ro/ } + L {—(1+3) arc cth |:\/Ao/3:| — 9(1+w1)(30H2—A0)0 }+
V2rA
T30 twn) (1+w1) L{u[V* + 9(1+wf) LA | (H.10)

O caso p > 0.

Quando p > 0 existem trés raizes rais para (H.1) e a integral (H.2) d4 uma soma
de trés arcos tangentes hiperbdlicos ou trigonométricos, dependendo do sinal das
raizes h?. Afirmamos que uma raiz, digamos h%, é negativa; as outras duas sao
positivas.

A demonstragao se faz em duas partes: (i) Os extremos da fungao cubica
(H.1) sdo em H? = +,/p, e portanto ao menos uma rafzes ¢ negativa (diremos
h3) e uma é positiva (digamos h?). (i) Da férmula de Viéta h?h3h% = —q < 0,
vemos que um ntmero impar de raizes devem ser negativas; logo h2 > 0.

Assim, a integral (H.2) tem a forma

I = —farcth (H?/h3) — 7 arcth (H?/h3) + 33 arctg (H?/|h3]) . (H.11)

3l
As raizes podem ser escritas explicitamente usando as formulas de Cardano.
' — V2T q
Definindo 6 = arc cos [ 5 \/(_pg,)], temos

x1 = 2y/—ipcos (HT) @y =2y/—ipcos (H2T) ; x5 =2,/—1pcos(f) .

Aqui, deve-se fazer a correspondéncia adequada entre os x; e os h?. Entre-
tanto, note que os argumentos dos cossenos sao separados por 27/3, e um dos
x; < 0. Logo, o argumento dos cossenos positivos nao podem ser ambos maiores
que (7/2) — (m — 2w/3)/2 = /3, e portanto para algum dos z; > 0, temos

11 1 )

STV — S
T 379 T a3n T e
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O lado direito da Eq.(H.11) diverge quando H? tende ao menor valor positivo de
h? (que é restrito pela desigualdade acima). Logo, passa-se um tempo infinito
antes que H chegue a Hyyp,.
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Apeéndice 1

Integrais para horizontes de

eventos

Neste apéndice, apresentamos as solugoes de integrais dos tipos

L = /Sha(t/T) chb(t/r)dt; I, = /tsh_l_(s(t/T) ch(t/7)dt . (L.1)
O primeiro pode ser resolvido com a troca de variaveis

y=1/ch®(z/7), do= —2;\/% : (L.2)

de onde temos uma funcao Beta de Euler incompleta (I.11):
I, =-cC f(l — y)—1+(a+1)/2 y1-(eth)/2qy — —IB, (_a_+b a_+1)
e portanto pela férmula (1.10) ficamos com

Ty (atb)/2 (a+b) 1—a (a+b)
I]. N7 2F1 - ) y L — AR
2 (a +0)/2 2 2 2
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ou seja:

Ii(a,b;t) = 25 ch @™ (t/r) oF, |- sy — @H)yfeh?(t/r)| . (1.3)

No célculo do raio de horizontes de eventos, um dos limites de integracao
das integrais (I.1) é definido, e devemos determinar uma constante de integracao
na solu¢ao acima. Para tanto podemos avaliar a anti-derivada (I.3) no limite
de integracao desejado. Assim, por exemplo, a integral (6.48), do tipo I; com
a = —0, b= 0, e limite de integragao inferior t = 0, tem como solucao I (—9,0;t)—

I;(—6,0;0), i.e

0 . i B
T](o )(t) = 5w [ch(t/7)]° oFy 5 148, 240, ChQ(lt/T)} + 2@(()0>B (3,52). (L4)

Ao se calcular tempos conformes, apenas a anti-derivada é necesaria, e nao
precisamos nos preocupar com a constante de integracao. Por exemplo, para
calcular a corregao (6.63), devemos integrar dois termos do tipo I;, o primeiro,

I = 3o [sh=0 (t)7) cth? (t/7) dt = 5H§g) [*sh= (t/7) sh™2 (t/7) ch® (t/7) dt

1200

tem a = —2 — § e b = 2. Portanto, usando (1.3),

(A)__5f{17'2 -5 0 3—|—(5 é 2
I = —12a80)5Ch (t/7)2F1 | 5. =551+ 53 1/eb*(t/7)| . (L5)

O segundo termo,

_ 1;1(;) ['sh (t/7) csech? (t/7) dt = 111&3) ‘sh (t/7) sh™* (t/7)dt

possui a = —) —4 e b =0, e portanto
1Y = = s (/7)o [0 2403 4 S/l (t/r)] . (L6)
0

Para resolver o segundo tipo de integral na Eq.(I.1), que também é necessario
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em (6.63), notemos que

i o 1d
sh™7(z) ch(z) = =3 ash %z) .

Portanto, fazendo z = ¢/7, uma integragao por partes fornece

2 2
I, = _r T ish_6($) dx = —%:Esh_é(x) + E/Sh_(s(t/T) dt .

A integral restante é a mesma que a da Eq.(6.49), mas com os limites de integracao
invertidos, e sem o limite de integracao definido. A solugao é, portanto, (menos)
a Eq.(I.4) sem a constante de integracao:

L(t) = —Ztsh™(t/7) + 2 [ch(t/r)] " oF, [é 15, 246, 1 ] .M

52 27 2 0 2 0 ch?(t/T)

Assim, temos por fim que

[ 7.2 _ -
W (t) = —g;—gp{g[ch(t/r)] 2F) [g, HU1+ 5 chz(ltm] t
45 [ch(t/r)] 640, [ﬂ 40, 6, ;] -

—3(t/7) [sh(t/m)] " — & [ch(t/m)] ™" oF, [g, Mo 143, W] } (1.8)

Esta mesma férmula dé a corre¢ao para o raio comével, (6.48), quando adicionada
a constante de integracao correspondente ao limite definido da integral.

Tempo conforme para t/7 < 1. Vamos determinar uma expressao para nM (t)
no limite em que ¢/7 < 1, que serd ttil para calcularmos os valores das alturas
dos diamantes causais em GQT, quando é preciso avaliar n") (¢) em tempos muito
menores que o instante caracteristico 7.

Uma hipergeométrica qualquer possui o seguinte limite assintético:

[(g)T(c=b=a) |, I(c)T(atb—c) c—(a+b).
Femay Tty T — Ty~ (L~ ) (@0 2 — 1,

2F1[a7 b7 (6% fL’] ~
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o que deixa claro a divergéncia de 5Fi[a,b; c; ] perto da singularidade z = 1,
quando (as partes reais de) ¢ < a +b. Agora, para § > 0, temos na férmula (?7):
— A primeira hipergeométrica apresenta

e portanto diverge no limite em que ¢ — 0 (lembrando que o argumento da
hipergeométrica, 1/ch?(t/7), tende a 1 neste limite).
— A segunda hipergeométrica apresenta

c—(a—i—b):3+g_2_g_g_g:_(3g6)<0’

e também diverge.
— A terceira hipergeométrica apresenta

e diverge para § > 1, ou tende a um valor finito para § < 1.
Desta forma, a correcao do tempo conforme diverge para tempos pequenos
como

f[ 2 1+6 1 340
t) ~ — — = — (= t—0. [.9

Aqui, usamos
(1—ch™(t/m)) " = 72/t (t/7)sh™’(t/7) = (t/7)° O(t/7) =0,

e consideramos 0 < 1, de forma que apenas os dois primeiros termos de (?7)
contribuem.

Uma consequeéncia colateral da andlise acima é a confirmacao de que, assim
como as aproximacoes para a funcao de Hubble, para o fator de escala, etc. apre-
sentam comportamento indesejado a medida que se aproxima da singularidade
em t = 0, também a correcao do tempo conforme (e, consequentemente, do raio
do horizonte de eventos passado) falha neste limite.

— Relagao entre a funcao Beta de Euler e a Hipergeométrica.
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A funcao Beta de Euler incompleta e a funcao Hipergeométrica se relacionam
através da férmula

a

B.(asb) = —sFifa, (1—b);(a+1);a] | (L.10)

Demonstracao:
A funcao Beta de Euler incompleta é definida pela integral

B.(p;q) = /Oxzpl (1—2)7"dz. (L.11)

Quando x = 1, temos a funcao Beta de Euler usual, que pode ser escrita em
termos de fungoes Gamma de Euler: By(a;b) =I'(a)'(b)/I'(a + b). Por sua vez,
a funcao hipergeométrica pode ser representada por

oF1[a,b;c;z] = % /100(2 — ) (2 — 1) dy (1.12)

A férmula desejada pode ser obtida reparando que a mudanca de variaveis y =
r/z; dz = —(z/y?) dy, mapeia o intervalo de integracao da fungao Beta incom-
pleta no intervalo de integragao de (I1.12), i.e. z € (0,2) <= y € (o0,1).

Assim,
oo p—1 qg—1
o - [ 650
1 \Y Y Y

2
Z(f“/(y—@“@*ﬁww,
0
e comparando com o integrando da Eq.(I.12), vemos que com a identificagao

a=1-—q; ¢c—b—1=0; p+qg=c—a,
a=1—-q; b=p; c=1+p,
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temos

L)) , o

BAPW%ZP@+1>

(1—q), p; (1+p); a] .

Como I'(1) = 1, I'(p+ 1) = pl(p) e oF 1 [a,b;c;2] = oF 1 [b,a;c;x], fica de-
monstrada a férmula. Note entretanto que a Eq.(1.12) é vélida para ¢ > b > 0
(supomos todos os parametros reais), e que portanto devemos ter p > 0.
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