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Resumo

O problema que estamos interessados em resolver provém de uma area do
conhecimento denominada visualizacao de dados. Nos nossos estudos, grupos
de objetos sao analisados para produzir os dados de entrada do nosso problema,
cada um dos objetos é representado por atributos, temos assim uma lista de
atributos para cada objeto. A ideia é representar, através dessas listas de atri-
butos, os objetos através de pontos em R? para que possamos realizar um estudo
do grupo de objetos.

Como dissemos cada objeto é representado por uma lista de atributos, esta
pode ser interpretada como um ponto de um espago multidimensional. Por
exemplo, se sao considerados m atributos valorados para todos os objetos po-
demos interpretd-los como sendo pontos de um espago de dimensao m, ou m-
dimensional. Mas, queremos produzir uma visualizacao dos dados na tela do
computador através de pontos em R?, realiza-se entdo um processo conhecido
como projecao multidimensional, que é a obtencao de pontos em um espaco de
baixa dimensao que represente pontos de um espago de alta dimensao preser-
vando relagoes de vizinhaga tanto quanto possivel.

Diversos métodos de projecao multidimensional sao encontrados na litera-
tura. Neste trabalho, estudamos e implementamos os métodos NNP, Force,
LSP, PLP e LAMP. Estes métodos abordam o problema de diferentes formas:
geometricamente; sistemas lineares, em particular, sistemas laplacianos; e ma-
peamentos ortogonais afins.

As listas de atributos associadas aos grupos de objetos recebem o nome de
conjuntos de dados. Dois dos conjuntos de dados abordados neste trabalho
apresentam tendéncias de agrupamento conhecidas a priori, portanto foram uti-
lizados para dar credibilidade as nossas implementacoes dos métodos. Outros
dois conjuntos de dados sao estudados e esses nao eram dotados de tal carac-
teristica, os métodos de projecao multidimensional sao entao utilizados para
definir tendéncias de agrupamento para esses dois conjuntos de dados.

Palavras-chave: projecao multidimensional.



Abstract

The problem we are interested in solving comes from a area of knowledge
called data visualization. In our studies, groups of objects are analyzed to
produce the input data of our problem, each object is represented by attributes,
have so a list of attributes for each object. The idea is to represent, through
these lists of attributes, objects through points in R? so that we can conduct a
group of objects.

As we said each object is represented by a list of attributes, this may be
interpreted as a point of a multidimensional space. For example, if they are
considered m valued attributes for all objects can interpret them as points in a
space of dimension m, or m-dimensional. But we want to produce a visualization
of the data on the computer screen through points in R?, it was then performs a
process known as multidimensional projection, that is obtaining points in a low
dimensional space representing points in a high dimensional space preserving
neighborhood relations as much as possible.

Various methods of multidimensional projection are found in the literature.
In this work, study and implement methods NNP, Force, LSP, PLP and LAMP.
These methods deal with the problem in different ways: geometrically; linear
systems, in particular, laplacian systems; and mappings related orthogonal.

The lists of attributes associated with the groups of objects are called da-
taset. Two sets of data in this paper present trends grouping known a priori,
therefore were used to give credibility to our implementations of the methods.
Two other data set are studied and these were not provided with such fea-
ture, the methods of multidimensional projection are then used to define trends
grouping for these two data sets.

Keywords: projection.
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Introducao

Nosso estudo comega com um conjunto de objetos representado por atributos
reais que nos interesse. Cada um desses objetos é entao representado por uma
lista de numeros. Por exemplo se estamos interessados em flores, podemos
descrever cada uma de nossas flores através de uma lista de niimeros contendo
o comprimento e a largura das petdlas e das sépalas das flores. Nao estamos
interessados nessa etapa propriamente dita, estamos interessados em trabalhar
com as listas ja prontas.

Deseja-se saber entao se algum ou alguns dos objetos se assemelham aos
demais devido as semelhangas presentes nas listas de nimeros. Essa seria uma
tarefa sem duvida complicada se o conjunto de objetos fossem descritos por
listas muito grande de nimeros ou até mesmo por uma quantidade de objetos
muito grande. Com o intuito de facilitar essa andlise foram desenvolvidos os
métodos de proje¢ao multidimensional.

Cada método de projecao multidimensional ataca esse problema com uma
abordagem particular, mas todos tem um mesmo objetivo: representar essas
listas de dados na tela do computador. Os objetos sendo representados por m
atributos podem ser interpretados como pontos de um espaco de dimensao m,
para representéd-los na tela do computador é necessario que se faca uma projegao
multidimensional obtendo assim pontos em R2, o que fazemos entdo é represen-
tar pontos m-dimensionais no plano, ou seja, através apenas de duas diemensoes
mantendo tanto quanto possivel as relagoes de vizinhanca, pois queremos justa-
mente observar as relacoes de vizinhanca dos pontos.

Os métodos de projecao multidimensional realizam a redugao dimensional
de diferentes maneiras, alguns deles se baseiam em ideias geométricas, traba-
lhando com intersegoes de circulos bidimensionais, outros utilizam sistemas la-
placianos e um deles até uma familia de mapeamentos ortogonais afins. Dentre
os métodos de projecao dimensional existentes escolhemos trabalhar com 5 de-
les: NNP, Force, LSP, LAMP e PLP. Esses métodos sao definidos no decorrer
deste trabalho. Além das definicbes dos métodos, também fornecemos, apos
a definicao de cada um dos métodos, o algoritmo utilizado para implementar
cada um deles. Com os métodos implementados produzimos algumas projegoes,
as mesmas foram observadas e comparadas com o intuito de conhecermos me-
lhor o comportamento de cada um desses métodos, a partir dessas comparagoes
destacamos algumas vantagens, bem como, desvantagens dos métodos.

Alguns conceitos matematicos sao importantes na formulacao dos métodos.
Os métodos LSP, LAMP e PLP fazem uso de um subconjunto do conjunto de
dados, chamado de conjunto de pontos de controle, esse conjunto deve repre-
sentar o conjunto original da melhor forma possivel. Para obter os pontos de
controle foram aplicadas técnicas de particionamento aos conjuntos de dados.



Nas implementacoes dos métodos, foi utilizada a técnica de particionamento
k-means. O método LAMP faz uso de uma decomposicao em valores singulares
(SVD) para construir uma familia de mapeamentos ortogonais afins, e apartir
dela realiza a projecdo. A projecao desse método se configura naturalmente
através de um somatério, com a utilizagao da norma de Frobenius ele se torna
um problema matricial cuja solucao ja é conhecida. No método LSP criamos
uma nova abordagem para a introducgao de informagoes geometricas através dos
pontos de controle, isto é, definimos outro meio de solugao para o sistema gerado
durante o processo de projecao realizado por esse método, na nossa abordagem
acabamos por trabalhar com matrizes especias que sao contragoes. O método
LSP original e o0 método PLP fazem uso de sistemas laplacianos para realizar
a projecao e a solucao desses sistemas é obtida através do método de minimos
quadrados, nao sendo obtida diretamente.

Um conjunto de dados é constituido por listas de atributos reais. No 1° con-
junto de dados estas listas sao definidas a partir de algumas plantas do tipo iris,
associa-se a cada planta uma lista de atributos, o conjunto de dados assim for-
mado é conhecido como conjunto de dados Iris. Este é bastante conhecido e foi
utilizado por nds para exemplificar cada um dos métodos, através de projecoes
e até mesmo de projegoes parciais, possibilitando uma visualizacao da evolugao
do método.

Assim como o conjunto de dados [ris existem outros conjuntos de dados
construidos de maneira semelhante. Os explorados neste trabalho sdo Wine,
Housing e Abalone, que serao melhores apresentados no decorrer do texto.

Além do conhecimento obtido a cerca dos métodos também possibilitamos
um conhecimento mais profundo dos conjuntos de dados, tanto com informacgoes
provenientes de seus criadores tanto como informacoes qualitativas obtidas a
partir das projecoes.

Em projecao multidimensional, quando estamos interessados em analisar
resultados é complicado dizer quando uma projegao é boa ou ruim, existe uma
tendéncia muito forte entre os pesquisadores que trabalham nessa area que é
a utilizacao de uma medida quantitativa chamada stress e, mais recentemente,
uma medida visual denominada grafico de dispersao. Optamos por seguir essa
tendéncia e utilizamos o stress e o grafico de dirpersao para obtermos medidas
comparativas para os métodos, levamos em conta também a qualidade do layout
produzido utilizando como referéncia nosso conhecimento prévio do conjunto de
dados, esse conhecimento foi obtido a partir de informagoes dadas pelo autor.

A dissertagao esta dividida em quatro capitulos como segue:

Capitulo 1: disponibiliza defini¢Ges e ferramentas que sao de importancia fun-
damental na formulacdo dos métodos e, portanto, na compreensao da me-
todologia.

Capitulo 2: introduz o problema que estamos interessados em resolver. Nosso
objetivo é obter informagoes qualitativas dos conjuntos de dados. Também
apresenta os métodos de projecao multidimensional que escolhemos para
resolver esse problema. Os métodos NNP, Force, LSP, PLP e LAMP sao
definidos e exemplificados utilizando para tal fim o conjunto de dados [ris.

Capitulo 3: apresenta algumas técnicas utilizadas na comparacao de projegoes
de conjuntos de dados. Os resultados das projegoes dos conjuntos de dados



Iris, Wine, Housing e Abalone s@o entao apresentados e analisados para
que possamos apontar vantagens e desvantagens de cada um dos métodos.

Capitulo 4: apresenta as conclusoes obtidas e aponta os trabalhos futuros.



Capitulo 1

Conceitos Basicos

Alguns dos métodos de projecao apresentados neste trabalho fazem uso de um
subconjunto do conjunto de dados para realizar a projecao multidimensional,
existe entao a necessidade de selecionar pontos a partir dos conjuntos de dados
que os representam da melhor forma possivel. Para esse fim, utilizamos alguns
métodos bem conhecidos como o k-means e o k-medoids que pertencem a uma
area conhecida como métodos de particionamento.

Das técnicas de projecao apresentadas uma realiza a redugao dimensional
resolvendo um problema de minimizagdo. Através da norma de Frobenius esse
problema é transformado em um problema de minimizagao matricial restrito
a uma condigdo de ortogonalidade. O problema de minimizagdo matricial ob-
tido é bastante conhecido e tem uma solugao muito simples se consideramos
a decomposicao em valores singulares de uma matriz dada. Para o leitor nao
familiarizado com essa decomposi¢ao e com essa norma as exploramos resumi-
dadmente nesse capitulo.

Outra técnica de projecgao se utiliza de sistemas laplacianos para realizar a
projecao multidimensional, as solugoes desses sistemas nao sao obtidas de uma
forma direta e sim através do método de minimos quadrados [1], uma vez que as
matrizes associadas aos sistemas podem nao ser quadradas ou até mesmo nao
ser invertiveis.

Com intuito de tornar essa técnica baseada em sistemas laplacianos iterativa,
trabalhamos para alterar o sistema laplaciano, de modo que surgisse um sistema
cuja matriz tem a propriedade de ser uma contracao, com isso a solucao do
sistema pode ser dada em funcao de uma série de poténcias de uma matriz
dada. Isso nos permitiu exibir um conjunto de pontos evoluindo para a solugao
do sistema, além disso permitimos a iteracao do usudrio enquanto esses pontos
convergem para a solugdo, para darmos embasamento tedrico a essa construgao
a sec@o matrizes com a propriedade de contracao é fundamental.



1.1 Métodos de particionamento

Os métodos de particionamento tem como objetivo construir k£ parti¢ées de n
objetos com k << n, onde cada partigao representa um novo grupo formado. Os
grupos juntamente com seus objetos devem estar condicionados aos seguintes
principios bésicos:

1. Cada grupo deve conter pelo menos um objeto;
2. Cada objeto deve pertencer a um grupo.

3. Os grupos devem ser dois a dois disjuntos.

Métodos de particionamento agrupam os objetos de tal modo que uma fungao
ou medida de erro seja minimizada, essa medida é calculada a partir dos desvios
dos objetos em relagao aos pontos que definem os centros de seus grupos, esses
desvios podem ser computados por meio de uma medida de similaridade.

Um processo de realocacao iterativo é entao aplicado para obter o partici-
onamento de dados. Considere um conjunto de n objetos e um nimero k de
particoes. Sao selecionados de maneira aleatéria k objetos que definirao k gru-
pos, os objetos restantes sao associados a um desses grupos formados. Em cada
grupo € feita uma busca por um novo ponto que melhor representem o grupo,
isto é, diminua a soma dos desvios dos objetos aos centros de seus respectivos
grupos, realoca-se os objetos nos grupos de acordo com esses novos representan-
tes, é calculada entdo uma medida de erro para o novo agrupamento formado.
Esse processo é repetido até que a medida de erro nao possa mais ser reduzida.

Dada uma ideia geral do comportamento de um método de particionamento
apresentamos a seguir alguns desses métodos.

1.1.1 Meétodo k-means

O método k-means calcula a similaridade entre os objetos através da distancia
no espaco multidimensional definido pelos atributos dos objetos. Vale a pena
destacar também que o ntimero de grupos k é um parametro do método devendo
assim ser informado pelo usuario. Em geral, definir o valor k£ para um conjunto
de objetos é uma tarefa complicada, como esse valor deve ser informado pelo
usudrio nos deparamos com uma dificuldade na utilizagao desse método.

Para um melhor entendimento do que vem a seguir cabe a seguinte

Definigao: O centroide ou centro de massa de um grupo de objetos é dado
pelo valor médio dos objetos pertencentes a esse grupo.

O método k-means assim como os demais métodos de particionamento inicia
seu algoritmo com a escolha aleatéria de k objetos para representar os k grupos,
onde cada um desses objetos é denominado centro do seu respectivo grupo, os
objetos restantes sao entao associados aos grupos mais préximos. Os centréides
dos grupos formados sdo calculados e definidos como novos centros, dai os ob-
jetos sao realocados de acordo com os novos centros. Esse processo é repetido
até que o critério de agrupamento convirja.



Usa-se em geral como critério de convergéncia dos grupos a soma dos erros

quadraticos, dado por
k
E=Y % lp—mil?

i=1 peC;

onde p é o vetor que representa um objeto no espago multidimensional.

Levando em conta esse critério, o método deixa de realocar os objetos quando
encontra um minimo local para o valor de F, ou seja, quando os objetos nao
mudam mais de grupos. Obter um valor minimo para F é equivalente a obter
todos os pontos m; no centro de massa do conjunto C;. De fato minimizar E
significa minimizar

k
DD e —milP =3 Ao —mallP+ Y o —mal® +

i=1 peC; peCy peCsy

como cada g l[p — m4||*> > 0, a expressdo acima tem valor minimo quando
peC;
2 7 s. . 210 ~
cada g [lp — m;]|? é minimo. Derivando esse tiltimo termo em relagao a m; e

peC;
igualando a zero temos

> (mi—p)=0

peC;

! pec;

sendo n; = #C; obtemos

ou seja, m; € o centro de massa do conjunto Cj.

Os centros de massa por sua vez podem nao pertencer ao conjunto de dados,
entao para nao incluir novos objetos ao grupo, é usado o pontos mais préximo
do centroide para representar o grupo. Tal ponto é chamado medoide.

O método k-means apresenta bons resultados quando os grupos sao compac-
tos e bem separados uns dos outros. A Figura 1.1 d4 uma demonstracao dessa
afirmacao aplicando o método a um conjunto bidimensional e bastante simples
(Figura 1.1(a)).

(a) Conjunto de dados (b) k-means (k = 2)

Figura 1.1: Conjunto de dados com grupos compactos e bem separados



Os pontos foram coloridos conforme os grupos fornecidos pelo método, os
pontos de um dos aglomerados receberam a cor azul e os pontos do outro a cor
vermelha. Os pontos verdes representam os centroides dos algomerados, e os
pontos do conjunto de dados mais péximos dos centroides sao os medoides.

Utilizamos um conjunto de dados bidimensional para um melhor entendi-
mento do método k-means. Alguns métodos de projecao multidimensional,
porém, particionam conjuntos de dados para realizar a redugao dimensional,
aplica~se entao os métodos de particionamento a esses conjuntos, que sao em
geral, m-dimensionais, com m consideravelmente grande.

Uma dificuldade enfrentada pelo método ¢é lidar com descoberta de grupos
com formato céncavo ou com grupos de tamanhos diferentes. Ao conjunto de
dados Circulo-circulo, que aparece na Figura 1.2(a), aplicamos o método k-
means com k = 2, a Figura 1.2(b) ilustra o particionado fornecido pelo método,
esperavamos que um grupo fosse constituido por um dos circulos e o outro grupo
pelo outro circulo, no entanto, isso nao ocorre devido a diferenga de tamanho
dos grupos.

)

-05 -0.5
-0.5 0 0.5 1 15 2 -0.5 0 0.5 1 15 2

(a) Conjunto de dados: Circulo-circulo (b) k-means (k = 2)
Figura 1.2: Conjunto de dados com grupos de tamanhos diferentes.

Outra desvantagem desse método é a sensibilidade a valores extremos, pois
estes influenciam de maneira significativa a média. Afetando assim a posigao
dos centrdides e a distribuicao homogénea dos grupos.

Apesar das desvantagens, esse método é relativamente escaldvel e eficiente
para o processamento de grandes conjuntos de dados. Podem ser encontradas
algumas variagoes do método k-means, estas podem diferir na selecao das k
particoes iniciais, na medida de similaridade ou na estratégia do calculo da
média.

1.1.2 Método k-medoids

O principal objetivo do método k-medoids é apresentar uma menor sensibilidade
a valores extremos, uma das desvantagens mais relevantes do método k-means.
Com essa finalidade, esse método escolhe objetos representantes de cada grupo
como sendo objetos presentes no préprio conjunto de dados, chamados de me-
doides.

Ao invés de utilizar a média dos objetos (como o método k-means) o método
k-medoids utiliza esses medoides, em seguida os n—k objetos restantes nos dados



sao associados aos grupos de acordo com a sua similaridade com os medoids.
O restante do processo decorre de maneira semelhante ao k-means, diferindo

apenas no critério de agrupamento que no caso do k-medoids consiste em mi-

nimizar a soma dos erros absolutos e ndo mais quadraticos. A soma dos erros

absolutos é dada por
k
E=3 % llp-oaill
i=1peC;

onde o; é o objeto representativo ou medoide do grupo C; e p é o vetor que
representa um objeto no espago multidimensional.

Os algoritmos PAM, CLARA e CLARANS sao bastante conhecidos na li-
teratura e também sao bons exemplos de métodos que utilizam a abordagem
k-medoids para encontrar k grupos através de objetos representativos (medoi-
des).

Método PAM. O método PAM [4] (Partinioning Around Medoids) utiliza
a abordagem do método k-medoids para definir k grupos. Damos agora uma
descricao do método.

O algoritmo PAM inicia com a escolha aleatéria de k medoides. Os objetos
restantes sao associados aos grupos de acordo com a sua similaridade com os
medoides definidos na etapa anterior. Para todos pares de objetos formados por
um medoide e por um objeto nao-representativo é verificada a troca do medoide
pelo objeto nao-representativo. Cada objeto nao-representativo, denotado por
oy, selecionado de um grupo ¢ é confrontado com o medoide o; de seu grupo, os
valores E, e F; sao calculados (os erros absolutos com o, e 0; como medoides do
grupo i), caso o valor de E,. seja menor que o valor de F;, entao o; deixa de ser
o medoide do grupo i e o, assume seu lugar. Obtemos assim um novo conjunto
de k£ medoides, os objetos nao-representativos sao realocados de acordo com a
sua similaridade entre os novos medoides. O processo descrito acima é repetido
até que nenhum medoide seja alterado.

Todos os passos dados durante a execucao do método PAM podem ser vistos
no Algoritmo 1.

Algorithm 1 Algoritmo PAM
Require: Conjunto de n objetos e nimero de partigoes k.
Escolha aleatdria de k£ medoides: o1, ..., 0k
while os medoids forem alterados do
Definic¢ao dos grupos C; = {o;}
Associar os elementos restantes aos grupos C;
for all grupo C; do
for all par de medoid o; e objeto nao-representativo o, do
Célculo dos erros absolutos E, e E;
Avaliar a troca do medoide pelo objeto nao-representarivos
end for
end for
end while

O PAM funciona muito bem para pequenos conjuntos de dados. Entretanto
quando conjuntos de dados médios e grandes sao levados em conta sua eficiéncia



é baixa. Justamente para suprir essa deficiéncia do método PAM foi criado o
método CLARA que em vez de procurar medoides em todo o conjunto de dados
investiga amostras selecionadas do conjunto de dados, a busca por medoides nas
amostras é feita através do algoritmo PAM. Finalmente, assim como o CLARA
o método CLARANS utiliza a abordagem do método PAM em amostras do
conjunto de dados, entretanto as amostras sao escolhidas dinamicamente a partir
do conjunto de dados durante a execucao desse método, isto é, as amostras
podem ser alteradas durante a execugao do método, o que nao acontece no
método CLARA onde essas amostras sdo definidas a priori.

Os métodos PAM, CLARA e CLARANS apresentam um grande potencial
para a selegao de pontos a partir de um conjunto de dados. No entanto, nao
os utilizamos, optamos pelo método k-means, pois estamos interessados em
comparar os métodos de projegao multidimensional e o método k-means estd
presente na rotina original de um dos métodos.

1.2 Solucoes de sistemas lineares no sentido de
minimos quadrados

E comum que em problemas concretos ocorram “erros de medida” nas entra-
das de uma matriz A e de um vetor b que definem um sistema linear Ax = b,
perturbando-o a ponto de torné-lo inconsistente. FEm tais situagdes procuramos
um valor de x que seja tao “préximo” de uma solugao para o sistema linear
quanto possivel, no sentido que minimize a expressao ||Az — b|| em relagdo ao
produto interno euclidiano. O valor ||[Az — b|| pode ser encarado como uma
medida de “erro” que resulta do fato de considerar x como uma solugao aproxi-
mada para o sistema Ax = b. Se estamos lidando com um sistema consistente
e x é uma solugdo exata, entdo o erro é zero, pois ||Az — b|| = 0. Na verdade,
em boa parte dos casos quanto maior o valor de ||Az — b||, mais a aproximagao
x se distancia de uma solucao do sistema.
Estamos preocupados entao em resolver o seguinte

Problema: Dado um sistema linear Az = b encontrar, se possivel, um vetor
2 que minimize ||Az—b|| em relagao ao produto interno euclidiano. Um tal vetor
é chamado uma solucao de minimos quadrados de Ax = b.

Considerando que o sistema Ax = b é constituido de m equagdes e n variaveis
se torna bem simples entender a origem do termo minimos quadrados. Seja
e = Az — b (o vetor erro), sendo e = (ey, e, ..., €, ) temos que minimizar ||e|| =
(e? + e+ ... +€2)'/? 0 que é equivalente a minimizar

lel> =€} + €5+ ... + e,

dai o termo minimos quadrados.

Para resolver esse problema comeca-se considerando W como sendo o espago
coluna da matriz A. O produto Ax é uma combinacao linear dos vetores coluna
de A, para cada matriz x de tamanho n x 1. Portando a medida que o vetor
x varia no espago R", o vetor Az varia no espaco coluna W. Resolver o nosso
problema nada mais é do que encontrar um vetor x de R™ tal que Ax é o vetor



de W que mais se aproxima de b. Uma ideia geométrica dessa descricao é dada
na Figura 1.3.

=R

N

AX

W = espago-coluna de A

Figura 1.3: Interpretacao geométrica do problema de minimos quadrados

Nos deparamos assim com um problema bastante conhecido, encontrar um
vetor Az em um espago W que mais se aproxima de um vetor dado b, cuja
solugao é a projegao ortogonal de b sobre W, ou seja,

Az = projy, (b)

Sabemos também que b — Ax = b— projy, (b) é ortogonal ao espago W, além
disso como W é o espago coluna de A, temos que b — Ax estd no espago nulo de
AT, Assim z deve satisfazer

AT(b— Az) =0

ou, equivalentemente,

AT Az = ATb

Este sistema é chamado sistema normal associado a Az = b e as equagdes que
o compodem sdo chamadas equagdes normais associadas a Ax = b. O problema
de encontrar uma solugdo aproximada para Ax = b foi reduzido a encontrar
uma solucdo exata do sistema normal associado AT Az = ATb. Note que

1. A matriz AT A é uma matriz quadrada n x n.

2. O sistema normal é consistente, pois é satisfeito por uma solugao de
minimos quadrados de Az = b.

Finalmente, se a matriz AT A é invertivel o sistema linear Az = b terd uma
tnica solugao de minimos quadrados, dada por

z = (ATA)"* AT,

Um resultado que simplifica a tarefa de determinar se AT A é invertivel, é o
Teorema 1.2.1.

Teorema 1.2.1 Se A € uma matriz m X n, entdo as sequintes afirmacdes $Go
equivalentes.

1. Os vetores colunas de A sao linearmente independentes.

2. AT A ¢ invertivel

10



Demonstragao: Vamos mostrar apenas que (a) = (b). Suponha que os vetores
colunas de A sejam linearmente independentes. A matriz AT A é uma matriz
quadrada n X n, podemos assim provar que ela é invertivel mostrando que o
sistema linear AT Az = 0 tem somente a solucio trivial. De fato, seja z uma
solugao qualquer desse sistema, entdo AT (Ax) = 0, logo o vetor Az estd no
espaco nulo de AT, mas por outro lado Az é uma combinacio linear dos vetores
coluna de A, dai pertence ao espaco coluna de A. Estes dois espago por sua vez
sao ortogonais, e contém o vetor Az, portanto necessariamente Ax = 0, sendo
as colunas de A linearmente independentes resulta em x = 0. =

1.3 Decomposicao em Valores Singulares

A decomposi¢ao em valores singulares ou SVD (singular value decomposition)
é uma decomposi¢do de uma matriz real ou complexa A,,x, que tem a forma:

A=UXV",

onde U é uma matriz unitdaria m x m, ¥ é uma matriz retangular m x n com
nimeros reais nao-negativos na diagonal, V' é uma matriz unitarian x n e V*
denota a matriz conjugada transposta de V.

As entradas diagonais 0;; da matriz ¥ = (Uij)an sao chamados valores
singulares de A. As colunas de U sao chamados vetores singulares a esquerda e
as colunas de V vetores singulares & direita de A. Esses apresentam as seguintes
propriedades:

1. Os vetores singulares & direita de A sdo autovetores de AA*.
2. Os vetores singulares a esquerda de A s@o autovetores de A* A.

3. Os valores singulares nao-nulos de A (oy;) sdo as rafzes dos autovalores
nao-nulos (02) das matrizes A*A e AA*.

Muitas aplicagoes na algebra linear involvem a SVD como a determinagao do
posto, imagem e nicleo de uma matriz, cdlculo da pseudoinversa e aproximagao
de matrizes aplicacbes em outras areas também sao comuns como o ajuste de
dados por minimos quadrados.

1.4 Matrizes com a propriedade de contracao

Dedicamos esta secao ao estudo de uma propriedade bastante interessante que
algumas matrizes possuem. Uma matriz é uma contracdo quando satisfaz a
seguinte

Definicao: W é dita ser uma contragdo quando ||W]| < 1.

O Teorema 1.4.1 mostra como podemos calcular (I — W)=t em fungao das
ponténcias de W (I, W, W W2 ..), quando W é uma matriz invertivel.

11



Teorema 1.4.1 Seja W uma matriz n X n invertivel. Se W € uma contra¢ao

entao
o0

(I-w)yt=>w

i=0
Demonstragao:Observe inicialmente que
n .
(I-W)y Wi=1-wrt
i=0

considerando o limite quando n — co, temos

n

. 7 o : n+1
nl;n;o((I—W);W) = lim (I - W)
> =W lim (W) = - lim W .y
=0

Agora sendo W uma contragao a sequencia (W™),cn tende a matriz nula
quando n — oo, ou seja,
lim W™ =0

n—oo

utilizando esse fato na equacao 1.1, obtemos

n—oo

(I —W) lim (i W =1.
1=0

Finalmente,
n

_wn -1 — i i
(I —W) lim ‘_OW ;W

1.5 Matrizes especiais e norma de Frobenius

Matriz unitdria. Dada uma matriz complexa U, x,, dizemos que U é uma
matriz unitaria se satisfaz a seguinte condicao

U'v=0U"=1,

onde I, é a matriz identidade n x n e U* é o conjugado transposto de U.
Note que esta condicao garante que a matriz U é unitaria se, e somente se,
tem uma inversa e essa inversa é igual a seu conjugado transposto, ou seja,

U*l — U*

Matriz unitaria acaba por ser uma generalizacao de matriz ortogonal para
0s numeros complexos, pois se todos os valores de uma matriz unitéria sao
reais ela nada mais é do que uma matriz ortogonal. Além disso, assim como
as matrizes ortogonais, as matrizes unitarias tem a propriedade de preservar o

produto interno,
<Ux, Uy >=<x,y >
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para todos os vetores complexos x e y e onde < .,. > é o produto interno sobre
C’ﬂ

Considerando que U é uma matriz unitaria n X n algumas proprieades sao
conhecidas, as que merecem destaque nesse texto estao presentes na equivaléncia
das seguintes condigoes:

1. U é unitéria
2. U* é unitaria

3. as colunas de U formam uma base ortogonal de C™

Conjugada transposta de uma matriz. Seja A = (a;;) uma matriz com-
plexa m x n, o conjugado transposto de A é a matriz A* de tamanho n x m
obtida de A tomando a transposta e entdo considerando o conjugado complexo
de cada entrada. Formalmente a defini¢ao fica sendo

(A%)ij = a
ondei=1,2,....,n,7 =1,2,...,m e a barra denota o conjugado complexo escalar.

O conjugado transposto também é conhecido como transposto Hermitiano
ou matriz adjunta, que com a definicao acima pode ser escrita como

A = (AT = AT

onde AT denota a transposta de A e A é a matriz obtida de A por conjugar
cada entrada.

A notacdo A também é comum para designar o conjugado transposto da
matriz A, o termo H aparece em funcdo do outro nome que a operacao leva
transposto Hermitiano.

Norma de Frobenius. Uma norma matricial ||.|| é uma fungdo que associa
a cada matriz um numero real nao negativo, satisfazendo as seguintes proprie-

dades
1. |[4]|=0 A=0
2. ||]M ]| = [A|A]], A € R?
3. ||A+ Bl < [|All +|B]|

A norma de Frobenius, também conhecida como norma Euclidiana (podendo
causar confusdio com a norma vetorial L? que as vezes também ¢é chamada de
norma Euclidiana), é uma norma matricial definida como a raiz quadrada da
soma dos quadrados absolutos de seus elementos (veja em [8]).

Seja A = (a;;) uma matriz m x n a norma de Frobenius de A é definida por

m n
2
2.2 %

i=1 j=1

1Al =

A norma de Frobenius de A é também igual a raiz quadrada do trago de
AA*, onde A* é a conjugada transposta de A, isto é,

Allp = /Tr(AA*).

13



Capitulo 2

Métodos de Projecao
Multidimensional

Antes de passarmos para os métodos de projecao multidimensional, damos uma
idea do problema que estamos interessados em resolver, a formulacdo do nosso
problema é bastante simples.

2.1 Formulacao do problema

Hoje em dia é cada vez mais comum lidarmos com fenémenos complexos des-
critos por varias varidveis, um exemplo bem simples é a previsao do tempo
e o entendimento dos dados envolvidos em uma tarefa deste tipo é compli-
cada na maior parte das vezes. Dados, em geral, sao objetos em um espaco
m-~dimensional, onde m é o ntmero de varidveis envolvidas no problema se
m € {1,2}, entdo muitos métodos estao disponiveis para a compreencdo dos
dados, no entanto, quando m ¢ significativamente grande a compreensao do
fenébmeno a partir das inimeras varidveis, que o descrevem, torna-se muito
dificil.

Para enfrentar tal desafio desenvolveu-se uma série de técnicas, denomina-
das projegoes multidimensionais (MP), cujo principal objetivo é representar os
dados m-dimensionais em um espaco de baixa dimensdo (em geral R?) de modo
a preservar tanto quanto possivel a relacao de vizinhanga presente no espago ori-
ginal. Com isso, um pesquisador pode ganhar alguma intuicao sobre os dados,
como por exemplo tendéncias de agrupamento.

Uma questao que surge naturalmente é como definir entao relagoes de vizi-
nhancas entre os dados, os métodos MP provém de uma classe maior de técnicas
chamada escalonamento multidimensional (MDS [2]). Os métodos MDS usam
medidas de distdncias (chamadas também de dissimilaridade) entres os dados
para definir essas tais relagoes e com isso incorporar os dados no espago de baixa
dimensao.

E muito comum que exista apenas coordenadas cartesianas para os conjutos
de dados fornecidos, desse modo pode-se usar a distancia euclidiana para ge-
rar uma medida de distancia entre os dados, conhecida como dissimilaridades,
recurso que utilizamos em todos os conjuntos de dados, contudo vale a pena
ressaltar que existem situacoes onde a distancia euclidiana faz pouco sentido,
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levando em conta o conjunto de dados ao qual o método esta sendo aplicado.
Um bom exemplo desse tipo de conjunto de dados é o conjunto de dados Housing
que é melhor apresentado posteriormente.

Em termos mais numéricos temos a seguinte formulagao: Dado um conjunto
de dados S = {p1,...,pn} em R™, com uma medida de dissimilaridade d(p;, p;)
entre dois dados quaisquer p; e p; do espaco m-dimensional, e seja P um con-
junto de pontos no espago de baixa dimenséo (ou espago visual). Uma técnica
de projecao multidimensional é uma fungao bijetiva f : S — P que procura tor-
nar |§(p;, pj) —d(f(p:), f(p;))| tdo préximo de zero quanto possivel, Vp;,p; € S,
onde d se refere a distancia euclidiana. O ponto f(p;) é chamado de projecao do
ponto p;. As vezes representamos a projec¢ao f(p;) de um ponto p; simplesmente
por p}.

Com o objetivo de tornar a situacao acima mais familiar ao leitor, apresenta-
mos um conjunto de dados bem simples e razoavelmente pequeno, denomidado
Iris. O conjunto de dados Iris é constituido de 150 fris. Iris é um genero de
plantas com flores, muito apreciado por suas diversas espécies, que ostentam
flores de cores muito vivas.

Figura 2.1: Iris

O criador R.A.Fisher fornece uma lista com caracteristicas das 150 plantas,
para cada planta é informado as seguintes medidas da flor, em centimetros

1. Comprimento da sépala

2. Largura da sépala

3. Comprimento da pétala

4. Largura da pétala

Por exemplo a primeira planta é representada pela lista

p1 = 5.1 35 1.4 0.2

ou seja, a sépala da primeira planta tem 5.1 cm de comprimento e 3.5 cm de
largura e sua pétala tem 1.4 cm de comprimento e 0.2 cm de largura.
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Nessas circunstancias, temos o nimero de dados n = 150, a dimensao dos
dados (ou niimero de atributos envolvidas) m = 4. E ainda podemos considerar
a medida de dissimilaridade  como sendo a distancia euclidiana. Isto é, sendo

pp = 4.9 3.0 1.4 0.2

teriamos por exemplo

§(p1,p2) = /(5.1 —4.9)2+ (3.5 — 3.0)2 + (1.4 — 1.4)2 + (0.2 — 0.2)2 = 0.5385.

Uma caracteristica bem conhecida desse conjunto de dados é a presenca de
dados de trés espécies diferentes de plantas do tipo iris (Figura 2.2), sao elas

1. Tris Versicolor
2. Iris Virginica

3. Tris Setosa

Figura 2.2: As trés espécies de plantas do tipo iris presentes no conjunto de
dados Iris. Da esquerda para a direita Iris- versicolor, Iris- virginica e Iris-setosa.

Fisher afirma que uma espécie é linearmente separada das outras 2, e estas
ultimas nao sao separadas linearmente de cada outra. Nos preocupamos entao
em resolver o seguinte

Problema: apartir da lista com as caracteristicas das plantas produzir uma
representacao em R? (layout), que revele os trés grupos com suas tendéncias de
agrupamento.

Com isso o nosso problema fica bem definido, e ilustrado. Passamos agora as
técnicas de projecao multidimensional, que transformam dados m-dimensionais
em pontos do espaco R?, para possibilitar a sua visualizacdo.
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2.2 Método NNP

O método de projegao de vizinhos mais préximos, do inglés Nearest Neighbor
Projection (NNP) [20] tem como objetivo atacar o problema formulado ante-
riormente, realizar a redugao dimensional e possibilitar uma visualizacao dos
dados na tela do computador.

Para determinar a posicao de um novo ponto no espago visual o esquema
NNP usa as posicoes (em R?) dos dois vizinhos mais préximos desse ponto (em
R™) dentre todos os pontos que ja foram projetados nas etapas anteriores. E
necessario uma etapa inicial, que consiste em projetar dois pontos de tal forma
que a distancia entre eles e a distancia entre suas projecoes sejam iguais, isto é,
a distancia entre as projecoes desses dois pontos no espago visual deve ser igual
a distancia entre os mesmos no espago m-dimensional original.

Método NNP: seja S C S o conjunto de pontos em S que ja foram projetados,
ou seja, j4 possuem suas coordenadas em R2. Seja p € S um novo ponto a ser
projetado e g e r os dois pontos em S mais préximos de p, consideramos entao
dois circulos Cy e C, com centros em ¢’ = f(g) e v’ = f(r) e raios iguas a §(p, q)
e 0(p, ), respectivamente.

Os circulos Cy e C; definidos na projegao de cada novo ponto podem ser
tangentes, podem apresentar dois pontos de intersecao, ou até mesmo nao pos-
suirem pontos de intersecao. A posicao da projecao p’ de p no espago visual
depende de qual das trés possibilidades ocorrem:

1°caso: Circulos tangentes (Figura 2.3).

A posigao de p’ = f(p) no espago visual é dada pelo ponto de tangéncia.

Figura 2.3: Os circulos Cy e C). s@o tangentes. Cy e C,. sao circulos com centros
em ¢ e r’ e raios §(p,q) e d(p,r), respectivamente. O ponto p' = f(p) é a
projecao do ponto p.
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2°caso: Os circulos se intersectam em dois pontos (Figura 2.4).

A posigao de p’ = f(p) no espago visual é dada por um dos pontos de
intersec¢ao, escolhido aleatoriamente.

Figura 2.4: Os circulos C,; e C; se intersectam em dois pontos. Cy e C). sao
circulos com centros em ¢’ e v’ e raios §(p, q) e §(p, ), respectivamente. O ponto

p’ = f(p) é a projegdo do ponto p.

3°caso: Nao hé intersecao entre os circulos (Figura 2.5).

A posigao de p’ = f(p) no espaco visual é dada por um ponto intermedidrio
determinado pelos raios dos dois circulos.

(a) Um circulo estd contido no outro (Figura 2.5(a)).
Considera-se o segmento de reta partindo do centro do circulo maior
passando pelo centro do circulo menor e de comprimento igual ao
raio do circulo maior, subtrai-se a partir do centro do circulo maior
a distancia entre os centros e o raio do circulo menor. O ponto p’ é
tomado como sendo o ponto médio do segmento restante.

(b) Nenhum dos circulos contém o outro (Figura 2.5(b)).

Considera-se o segmento de reta ligando os centro, e a partir de cada
um deles subtrai-se, o respectivo raio. O ponto p’ é tomado como
sendo o ponto médio do segmento de reta restante.

(a) Um dos circulos, Cgq ou Cr, (b) Nenhum dos circulos contém o
estd contido no outro. outro.

Figura 2.5: Nao ha intersecdo entre os circulos C, e C,.. C, e C,. sdo circulos com

centros em ¢’ e 1’ e raios d(p, q) e 0(p, ), respectivamente. O ponto p’ = f(p) é
a projecao do ponto p.
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No primeiro caso os circulos C; e C, apresentam somente um ponto de
intersecao, nesse caso a tarefa de definir a projecao p’ de p é bem simples. No
entando, dificilmente observa-se o caso de circulos tangentes durante o processo
de projegao.

J4 no segundo caso os circulos Cy e C; apresentam dois pontos de intersecao,
precisamos entao optar por um deles, a escolha é feita aleatoriamente, isso faz
com que o resultado de uma projecao seja imprevisivel. Na escolha de um ponto
de intersecao para os circulos, dois pontos geometricamente distintos estao dis-
poniveis, entao a projecao pode seguir duas orientagoes espaciais diferentes du-
rante a projecao do dado em questao, de forma que um mesmo conjuto de dados
pode apresentar diferentes projecoes, onde cada uma respeita bem as relagoes de
vizinhanga presentes no espago multidimensional. Este tipo de intersegao entre
o circulos C;; e C;. é o que predomina no processo de projecao. Uma alternativa
diferente para a escolha do ponto de interse¢ao é abordada por Pekalska [18],
conhecido como Triangulagao [13], este método utiliza um terceiro ponto para
decidir qual dos pontos de interse¢ao serd utilizado.

Por fim, no terceiro caso nenhum ponto de intersecao é obtido, o novo ponto
projetado p’ é entao escolhido de forma que sua distancia a ¢’ e ' seja ponderada
pelas distancias d(p, q) e d(p,r), respectivamente. Esse tipo de situagdo ocorre
em geral quando os pontos g e r estao muito préximos no espago visual.

Um bom resumo do esquema de projecao de vizinhos mais préximos (NNP)
é apresentado no Algoritmo 2. Ao rodar o Algoritmo NNP vérias vezes obtemos
projecoes muito distintas uma das outras, isso é devido a aleatoriedade intro-
duzida ao se escolher um dos pontos de intersecao quando os circulos C; e C,
se intersectam em dois pontos.

Algorithm 2 Algoritmo NNP
Projetar os dois primeiros pontos tal que a distancia entre eles no espaco
visual é igual a sua distancia no espago m-dimensional
for all ponto de dados p do
Realizar uma pergunta k vizinhos mais préximos (kNN) no subconjunto
dos pontos projetados S, retornando os dois vizinhos mais préximos ¢ e r
Encontrar os pontos de intersagao dos circulos Cy e C, com centro nos
pontos ¢’ = f(q) er’ = f(r) e raios iguais a d(p, q) e d(p, r), respectivamente
if nao existir ponto de intersecao then
if um circulo contém o outro then
Coloque o ponto de intersegdo como na Figura 2.5(a)
else
Coloque o ponto de interse¢do como na Figura 2.5(b)
end if
end if
if existir um ponto de intersecao then
Coloque o novo ponto projetado como sendo o ponto de intersecao
end if
if existem dois pontos de intersecao then
Escolha aleatoriamente um dos pontos de intersecao e coloque-o como
sendo o novo ponto projetado
end if
end for
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A fim de tornar o funcionamento do método NNP um pouco mais claro,
dedicamos o préoximo tépico a andlise de uma projecao particular do conjunto
de dados Iris.

Exemplificando o método NNP

Comegamos a projecao a partir dos dois primeiros dados presentes no conjunto
de dados. O primeiro ponto p| = f(p1) é colocado na origem, em seguida o
segundo ponto ph = f(p2) é posto sobre o eixo-y, de modo que a distancia entre
P} e ph seja igual & distdncia original (isto é, d(p},p5) = d(p1,p2)). Sabemos
que p; = (5.1,3.5,1.4,0.2) e po = (4.9,3.0,1.4,0.2), logo

5(p1,p2) = V(5.1 —4.9)2 + (3.5 - 3.0)2 4 (1.4 — 1.4)2 + (0.2 — 0.2)2 ~ 0.54.

Como pj = (0,0) e ph = (0,y2), com y2 > 0 temos que

d(p}, ph) = /(0= 0)% + (0 — 52) = ya.

Entao teremos yo = d(p},ph) = d(p1,p2) =~ 0.54, ou seja, py = (0,0.54). A
Figura 2.6 mostra a projegéo dos pontos p; e pa, o ponto p)j conhecidindo com a
origem e o ponto p), = (0,0.54) sobre o eixo-y, note que a primeira coordenada
de p, é nula.

Figura 2.6: Projecao dos pontos p; e ps do conjunto de dados Iris. O ponto p}
é colocado na origem, enquanto que o ponto p} é colocado sobre o eixo-y, com
ordenada 6(p1, p2).

Seguindo a ordem dos dados passamos ao ponto p3 = (4.7,3.2,1.3,0.2), nesse
momento o conjunto dos pontos ji projetados é S = {p1, p2}, daf os dois pontos
em S mais préximos de p3 sao

q=p1er=p2

Agora precisamos encontrar a intersecao dos circulos bidimensionais C;; e C,.
com centro nos pontos pj = ¢’ e pj = r’ e raios iguais a d(ps,p1) e 6(p3,p2),
respectivamente. Efetuando alguns célculos obtemos

0(p3,p1) =~ 0.51 e §(ps3,p2) = 0.3

Sao encontrados dois pontos de interse¢do, um dos dois pontos de intersegao
é escolhido aleatoriamente como sendo o ponto p} (Figura 2.7). Nesse momento,
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Figura 2.7: Projegcao do ponto p3 do conjunto de dados Iris. Os dois pontos
mais préoximos de ps pertencentes ao conjunto S = {p1,p2} s@o trivialmente
determinados, sendo ¢ = p; e r = pa. O ponto pfs é escolhido entre os dois
pontos de intersecao dos cifculos Cy e C.

o outro ponto de intersecao poderia ter sido escolhido, isso resultaria em uma
projegao diferente.

Passamos ao quarto ponto py = {4.6,3.1,1.5,0.2}, o conjunto de pontos
projetados é S = {p1,p2,p3}, precisamos definir nesse caso quais os dois dados
mais proximos a py no espago m-dimensional. Calculamos entao as distancias
desses pontos p1, p2, p3 ao ponto pqg,

6(pa,p1) = 0.65, 5(pa,p2) ~ 0.33 e 0(p4,p3) = 0.2

assim,
q=p2er=ps3

Novamente precisamos encontrar a intersecao dos circulos C;; e ., dessa vez
com centro nos pontos ph = ¢’ e ph = r’ e raios iguais a 6(pg, p2) € §(p4, p3), res-
pectivamente. Entao um dos dois pontos de inter¢ao encontrados sao definidos
aleatoriamente como sendo o ponto p} (Figura 2.8).

Figura 2.8: Projegao do ponto psy do conjunto de dados [ris. Os dois pontos
mais préximos de py pertencentes ao conjunto S = {p1,p2,p3} sdo ¢ = pa2 e
r = p3. O ponto pj é escolhido entre os dois pontos de interse¢ao dos cifculos
CqyeCy.
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Na busca pelos pontos de intercao dos circulos bidimensionais Cj; e C, podem
aparecer também tanto um como nenhum ponto de intersecao. O caso em que
C, e C, sao tangentes é raro e nem aparece nessa projecao. Contudo circulos
disjuntos aparecem ao se projetar alguns pontos, por exemplo o ponto pi2, veja
na Figura 2.9 o instante em que esse ponto é projetado.

Figura 2.9: Projecao do ponto pi2. Os circulos Cj e C). sao disjuntos.

Durante o processo de projecao também encontramos circulos contidos uns
nos outros, com uma frequéncia razodvel (Figura 2.10). Note que os pontos ¢’
e ', representados pela cor verde, estdo préximos possibilitando esse tipo de
situagdo. Os valores (p, q) e 6(p,r) calculados na projecao de cada novo ponto
p sao tipicamente préximos, portanto, essa situagao tende a ocorrer somente
quando os pontos ¢’ e r’ estdo préximos.

Figura 2.10: Projegao do ponto pig2. Um dos circulos, C; ou C;, estd contido
no outro. A imagem da direita é um zoom da imagem da esquerda.

Quando os pontos da primeira classe sao projetados sao comuns raios de va-
lores similares, no entanto ao se projetar o primeiro ponto pertencente a segunda
classe os valores dos raios considerados nessa etapa se tornam consideravelmente
maiores a fim de separar bem essa segunda classe da primeira (Figura 2.11).
Uma andlise do conjunto de dados revela que esses valores de distancia maiores
sao devido a uma mudanca significativa nos valores correspondentes a medida
do comprimento e largura das sépalas nas flores que pertencem a segunda e
terceira classes. Os valores de comprimento da sépala para as flores iris-setosa
sao préximos a 1.5, enquando que o valores para as flores iris-versicolor e iris-
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virginica sdo proximos a 4.5 e 5.5, respectivamente. Além disso os valores de
largura da sépala para as flores iris-setosa sao proximos a 0.2, enquando que
o valores para as flores iris-versicolor e iris-virginica sao proximos a 1.5 e 2.0,
respectivamente.

_o04f * ol
70‘6 70‘4 70‘2 6 0‘2 0‘4 0‘6 0‘5 4" é
(a) Projegao do ponto pss. (b) Projegao do ponto ps1.

Figura 2.11: Projecao dos pontos psg € ps1. Separacao da segunda classe durante
a projegao.

Na Figura 2.11 sao esperados 38 pontos, no entando somente 37 podem ser
observados isso ocorre pois as projecoes dos pontos pss e psg coincidem, isto é,
Ps = Phs-

O método segue com esses procedimentos até que os 150 pontos pertencentes
ao conjunto de dados Iris sejam projetados. Na Figura 2.12 ilustramos algumas
projecoes parciais, com 35, 60, 95, 130 e 150 pontos ja projetados.
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Figura 2.12: Projecao NNP do conjunto de dados Iris. Projecoes parciais.

O criador do conjunto de dados Iris fornece uma separacao para o conjunto
de dados de acordo com a espécie das plantas, sao trés as espécies, uma delas se
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separa linearmente das outras duas e estas, no entanto, nao se separam linear-
mente. Com a projecao do conjunto de dados concluida, demos destaque as trés
classes definidas por ele colorindo os pontos projetados de acordo com as classes
a que pertencem, a Figura 2.13 ilustra esse nosso experimento. Atribuimos a
cor azul a primeira classe constituida dos primeiros 50 pontos (iris-setosa), a cor
vermelha a segunda classe constituida dos pontos 51 ao 100 (iris-versicolor) e a
cor verde a ultima classe composta pelos pontos 101 ao 150 (iris-virginica).
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Figura 2.13: Projecao do conjunto de dados Iris através do método NNP com
destaque das classes.

A projecao realizada pelo método NNP é sensivel a presenca dessas trés
classes como mostra a Figura 2.13, isto é possivel pois a primeira espécie de
planta do tipo iris apresenta caracteristicas da pétala bem distintas das outras
duas espécies separando bem essa classe das outras duas, estas por apresentarem
todos os atributos préximos nao podem ser separadas, mas ainda sim essas duas
classes tem seus pontos projetados bem agrupadas

Essa projecao foi realizada seguindo a ordem do conjunto de dados, isto é,
primeiro projetamos os pontos que representam as flores de ires-setosa, depois
iris-versicolor e por fim iris-virginica. A questdo é: o processo de projecdo nao
seria afetado ao projetarmos os pontos numa ordem diferente? Aplicamos um
algoritmo para reordenar o conjunto de dados Iris e aplicamos novamente o
método NNP a ele e os resultados obtidos foram exatamente como os esperados
(Figura 2.14).
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Figura 2.14: Projecoes do conjunto de dados Iris, apds reordenagao, através do
método NNP. Sao mostradas projecoes parciais imediatamente apds a projegao
dos pontos 6, 20, 35, 90, 150

2.3 Meétodo Force

O método Force [20] é na verdade um esquema de melhoria de projecao, isto
é, uma vez realizada uma projegao, a posicao dos pontos é entao redefinida
de modo a tentar diminuir as perdas naturais de informagoes decorrentes do
processo de projecao.

A ideia é tentar separar pontos que foram projetados muito proximos, e
aproximar pontos que foram projetados muito distantes. O método deixa a
impressao de que pontos estao sendo “atraidos” ou “repelidos” uns dos outros,
por esse motivo é chamado de aproximagao Force.

Esquema de melhoria Force: Considere uma projecao P = {pj, ..., p,, } de um
certo conjunto de dados S = {p1, ..., pn}, para cada instancia p] € P, calcula-se
o vetor vj; = pj — p;, Vpj # pj, entdo aplica-se uma perturbacio ao ponto p’; na
diregao de v7j, que depende da diferenca das distancias d(p;, p;) e d(p}, p}).

A diferenga entre as distancias 6(p;,p;) e d(p;,p}) é denotada por A;j e a
perturbacao utilizada sobre o ponto p} ¢ apenas uma fracdo desse A;;. Esta
fragdo tem bastante influéncia sobre o resultado da projecao, por isso pode
variar entre os conjuntos de dados a fim de melhorar o resultado da projecao.

De modo mais ilustrativo o que fazemos pode ser visto na Figura 2.15. A
Figura 2.15(a) mostra um ponto em destaque no centro que faz o papel do ponto
P, e os vetores v;; que o liga aos pontos p;. # pl, enquanto que a Figura 2.15(b)
retrata a perturbagao experimentada por esses pontos p;». Note que alguns
pontos p; se afastam do ponto p; (A;; > 0) e outros se aproximam (A;; < 0),
além disso a perturbagao aplicada muda de acordo com o ponto p;, o que é de
se esperar uma vez que A;; depende do par de pontos levado em consideragao.
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(a) Disposicao dos pontos antes da (b) Disposigdo dos pontos apds a
aplicagdo do esquema Force. aplicagdo do esquema Force.

Figura 2.15: Perturbacao realizada pelo esquema Force. O ponto central sim-
boliza pj, as setas os vetores vj; e os demais pontos os p); # p;.

Para evitar inconsisténcias no calculo dessas diferengas de distancias multi-
dimensionais e bidimensionais trabalha-se sempre com distancias normalizadas.
O processo de normalizacao é necessario apenas uma vez para as distancias mul-
tidimensionais e, para cada iteragao, aplica-se uma normalizagao as coordenadas
dos dados projetados.

O Algoritmo 3 apresenta o processo realizado em cada iteragao do esquema
de melhoria Force.

Algorithm 3 Esquema de melhoria Force

for all ponto projetado p; do
for all ponto projetado p; # p; do
Célcule v;; como sendo o vetor de p; a p;
Mova p; na direcao de vj; uma fracao de Ay
end for
end for
Normalize as coordenadas de projegdo no intervalo [0,1] em ambas as di-
mensoes

O esquema de melhoria Force pode ser aplicado sobre os resultados de qual-
quer método de projecao multidimensional, contudo Tajeda, Minghim e Nonato
comparam o método NNP com um outro método de projecao multidimensional
bastante conhecido, chamado Fastmap [6], e mostram que melhores resultados
sao obtidos quando o esquema Force tem como projecao inicial o resultado do
método NNP [20]. Além disso o nimero de iteragbes necessirias para estabili-
zar a melhoria da projecao (geralmente custosa) é menor se comparado com o
método Fastmap. Por esse motivo se tornou comum na literatura denominar
o método NNP mais o esquema de melhoria Force, apenas por método Force
(Algoritmo 4).
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Algorithm 4 Algoritmo Force
P = NNP( Conjunto de dados );
Calculo das distancias m-dimensionais
Normalizacao das distancias m-dimensionais
for all i = 1: numlite do
Esquema de melhoria Force( P )
end for

Exemplificando o método Force

Como ja mencionado o método Force nao realiza projecoes, mas quando aplicado
ao resultado de uma projecao tende a melhora-la. Consideremos entao uma
projecao especifica do conjunto de dados Iris obtida através do método NNP
que ¢é apresentada na Figura 2.16.
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Figura 2.16: Projecao do conjunto de dados Iris com destaque das classes

Para cada ponto presente na projecao vamos realizar uma pertubacao nos
demais pontos, movendo-os para mais perto ou mais longe, na direcao do vetor
que liga os pontos.
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Figura 2.17: Projecao do conjunto de dados Iris através dos métodos NNP e
Force com destaque das classes. O esquema de melhoria Force, componente do
método Force, é aplicado sobre a projecao NNP que aparece em (a).
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Apos aplicar o esquema de melhoria Force obtemos a projegao ilustrada
na Figura 2.17. Pode-se constatar, visualmente, uma melhora significativa no
agrupamento dos dados. As classes vermelha e verde sao mais bem distinguiveis
nessa projecao.

Nas projecoes do conjunto de dados Iris ¢ utilizado como fracao de A;; um
centésimo (0.01) de seu valor, para realizar as perturbagoes dos pontos p;».

Os métodos NNP e Force dao 6timos resultados em termos de qualidade
de projegao como veremos na secao 4, no entanto eles sao computacionalmente
caros tornando seu uso em conjuntos de dados muito grandes invidvel.

Passamos agora a uma nova modalidade de métodos, cujo principal objetivo
é lidar com conjuntos de dados significativamente maiores do que os ja apresen-
tados até aqui. Esses métodos fazem uso de um subconjunto dos dados, chamado
conjunto dos pontos de controle, esse subconjunto é interpretado como um novo
conjunto de dados, razoavelmente menor e aplica-se sobre ele um método de
projecao multidimensional (mais geral, um método MDS [2]) bastante preciso,
mas computacionalmente caro para obter um bom layout inicial. Em seguida,
levamos em conta as informagoes fornecidas por esses pontos para realizarmos
a projecao de todo o conjunto de dados.
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2.4 Meétodo LSP

O método LSP [16] (Least Square Projections) é o primeiro método abordado
neste trabalho que faz uso de pontos de controle para realizar a projecao, os pon-
tos de controle sao projetados e sua posi¢ao no espago visual orienta a projegao
de todo o conjunto de dados. Para a projecao dos dados restantes define-se
uma relacdo de vizinhos para cada dado, relagao essa que se baseia em uma
ideia geométrica, em seguida constroi-se alguns sistemas lineares (o ndmero de
sistemas depende da dimensao do espago de projegao), onde a solugdo desses
sistemas sdo as coordenadas dos pontos de S = {p1, ..., p,} no espago visual.

Comegemos com a definigao do subconjunto S, dos pontos de controle para o
conjunto de dados S em questao. Atualmente existem varias técnicas de sele¢ao
dos pontos de controle, obviamente essas técnicas tentam representar da melhor
forma possivel a distribuicao dos dados no espago m-dimensional.

No LSP utilizamos o método k-means para dividir o conjunto de dados
em n. = v/#S aglomerados, entdo escolhemos um ponto de controle em cada
aglomerado como sendo o meddide, isto é, o ponto do conjunto de dados mais
proximo ao centréide do aglomerado. Os pontos de controle poderiam ser es-
colhidos de outras formas, aleatoriamente por exemplo, no entanto escolhemos
essa técnica baseada no k-means pois os aglomerados definidos também sao
usados em uma préxima etapa para definir a relagao de vizinhanca dos pontos.

Com os pontos de controle ja definidos, ainda precisamos defenir uma relagao
de vizinhanga entre os dados para que possamos montar alguns sistemas lineares
necessarios a esse método para realizar a projecao multidimensional. A cada
ponto p; € S é associada uma lista de pontos V; C S, onde esta lista deve
refletir a vizinhanga de p; em R™, isto é, deve indicar como p; se relaciona com
os pontos de S.

Dado o conjunto V' = {V1,V4,...,V,,}, é fundamental que V satizfaca uma
restri¢do, denominada condigdo de sobreposi¢do. O conjunto V serve de base
para gerar um sistema homogéneo. Uma vez que a condicao de sobreposicao
é satisfeita, o sistema gerado tem posto igual a n — 1, como afirma Paulovich
em [16], garantindo assim infinitas solugbes e, consequentemente, uma solugao
nao trivial.

Definicao (Condicao de Sobreposicao): Seja S = {p1,p2,...,Pn} um
conjunto de dados e seja V' o conjunto de relacoes de vizinhanca dos pontos em
S. O conjunto V satisfaz a condicao de sobreposicao se para cada dois pontos p;
e p; existe uma sequéncia de vizinhangas V,”,V,”,.... V¥ de modo que V}” =V}
Vii=V;eVINVi, #0, para k=12, .,q¢-1.

A condicao de sobreposicao também implica que no calculo da projegao de
um ponto todos os pontos de S influenciam (implicitamente). Agora precisamos
esclarecer como a lista V; C S associada a p; é definida:

Métodos de definicao de vizinhancga

Como veremos na segao 4, a forma como se define a vizinhanca de um ponto
influéncia fortemente no resultado da projecdo. Nosso trabalho aborda dois
métodos de definicao de vizinhacga: pelo nimero de grupos e raio de influéncia,
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e pelo niimero de vizinhos.

Pelo nimero de aglomerados e raio de influéncia. Para definir os pontos
de controle associados a um conjunto de dados S, o método k-means divide o
conjunto de dados em vérios aglomerados. A ideia é se utilizar desses aglome-
rados para definir os vizinhos de um ponto p;.

A cada ponto p; vamos associar n, aglomerados, os aglomerados associados
a p; sao: o aglomerado que p; pertence e os n, — 1 aglomerados mais préximos do
aglomerado que contém p;, a ordenagao dos aglomerados é dada pela distancia
dos medoides que os representam. O nimero de aglomerados n, associados a
cada ponto de S é um parametro do método podendo ser ajustado de acordo
com o conjunto de dados em questao.

Os vizinhos de um ponto p; sdo todos os pontos que pertencem aos ng,
aglomerados e que estao dentro de um raio de influéncia. Assim a pesquisa por
vizinhos é realizada apenas no aglomerado que p; pertence e nos aglomerados
mais préximos. O raio de influéncia é definido como a distancia média entre os
pontos pertencentes ao conjunto de dados S.

Pelo nimero de vizinhos. Os vizinhos de um ponto podem ser tomados
sem levar em consideracdo os aglomerados definidos pelo método k-means. A
ideia é associar a cada ponto p; de S um mesmo niimero de vizinhos (n,;,). O
numero de vizinhos é um parametro do método e pode ser escolhido de acordo
com o conjunto de dados.

Os vizinhos de um ponto p; sao os n,;, pontos de S que mais se aproximam
desse ponto. Com essa definicdo de vizinhos cada ponto de S tem um mesmo
ntimero de vizinhos, igual a n.,;,.

A definicao de vizinhos baseado no nimero de vizinhos, define uma quanti-
dade fixa de vizinhos para cada ponto, enquanto que a baseada no niimero de
aglomerados e raio de influéncia permite uma variacao no niimero de vizinhos
associado a cada ponto. Contudo, ambos procuram definir como vizinhos de
um ponto p; aqueles pontos de S que estdo mais proximos de p; em R™.

Com esses dados em mao podemos passar a construcao dos sistemas. Con-
sidere um dado p; e sua vizinhanga V; = {pi,, Piy, .-, Pi, } com k = k(i) pontos
e seja p; sua projegao no espago visual. O método LSP trabalha com uma ideia
fundamental para realizar a projecao, posicionar cada ponto apds projetado no
fecho convexo de seus vizinhos (dos pontos em Vi). Isto é queremos impor a

seguinte condicao a p;:
P D bl =0
j=1,....k

OSOZUSL Zaij:].

Supondo que a equagao anterior é satisfeita por todos os pontos de S, pode-
mos considerar um conjunto de sistemas lineares a partir dos quais se determi-
nam as coordenadas dos pontos p; no espago de projecao, sao eles

LX: =0,LXs=0,..,LXs=0
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onde X1, Xo, ..., X4 sao vetores contendo as coordenadas cartesianas dos pontos

T11 21 Td1

T12 22 Td2
Xlz . 7X2: . 7"'3Xd:

Tin T1in Tdn

dai, o ponto p} é obtido por
p': = (xliaxQ’h "'7xdi)

e L = (I;;) é a matriz n X n cujas entradas sdo dadas por:

1, i=j
lij =4 —ay, p; €V;
0, caso contrario
Quando escolhemos «a;; = 1/k (lembre que k = k(i) se trata do nimero

vizinhos do ponto p;) a soma dos elementos de cada linha da matriz L se torna
igual a zero, a matrizes com essa propriedade déa-se o nome de matrizes laplacia-
nas, consequentemente, os sistemas da forma Lz = b passam a ser denominados
sistemas laplacianos. Daqui em diante mantemos essa escolha a;; = 1/k.

Vejamos as contas que confirmam essas afirmagbes para o caso em que S =
{p1,...,ps} e as relagdes de vizinhanga sao dadas como a seguir:

Vi = {p3pspe}
Vo = {ps pape}
Vs = {p1ps5 pe}
Vi = {p1ps}

Vs = {p3p2pe}
Ve = {p1pap2ps}

Consideramos nesse momento d = 2 apenas para exemplificar. Esse caso é o
que damos maior atengao em todo o trabalho, note contudo que com o mesmo
argumento pode-se tratar o caso geral onde d € {1,2,3}:

Py —1/3p5 —1/3py —1/3ps =0
Py —1/3py — 1/3p5 —1/3pg =0
Py — 1/3p} —1/3p5 — 1/3ps =0
py—1/2p7 —1/2ps =0
ps — 1/3p5 — 1/3p5 —1/3pg =0
Pe — 1/4p} — 1/4py — 1/4p) — 1/4p5 = 0

Escrevendo as esquagoes acima em coordenadas, ficamos com:

(11, 221) — 1/3(x13, 223) — 1/3(214, T24) — 1/3(216,T26) =0
(w12, 22) (714, 224) — 1/3(x15, 225) — 1/3(216, 726) = 0
(w13, w23) — 1/3(x11,221) — 1/3(215, 225) — 1/3(216,T26) = 0
(@14, T24) — 1/2(x11, 221) — 1/2(216, 026) = 0
(w15, 225) — 1/3(x12, w22) — 1/3(213, 723) — 1/3(w16, T26) = 0
(16, 26) — 1/4(x11,021) — 1/4(@12, 22) — 1/4(@14, T24) — 1/4(x15,225) = 0

31



Olhando agora somente para a primeira coordenada, obtemos:

I11 — 1/3!1,‘13 - 1/3{,614 - 1/3(E16 =0
T12 — 1/3.%‘14 — 1/3ZE15 — 1/33716 =0
13 — 1/31‘11 — 1/333‘15 — 1/333‘16 =0
X114 — 1/2I11 - 1/21716 =0
T15 — 1/31’12 — 1/31’13 — 1/3%16 =0
T16 — ]./41}11 — ]./4!1712 - 1/4%14 - 1/4(E15 =0

Finalmente montamos o primeiro sistema:

1 0 -1/3 -1/3 0 -1/3 11 0
0 1 0 -1/3 -1/3 -1/3 Z12 0
-1/3 0 1 0 -1/3 -1/3 ziz3 | | O
-1/3 0 0 1 0 -1/3 xa | | O
0 -1/3 -1/3 0 1 -1/3 15 0
-1/3 -1/3 0 -1/3 -1/3 1 Z16 0
De maneira andloga, montamos o segundo:
1 0 -1/3 -1/3 0 -1/3 o1 0
0 1 0 -1/3 -1/3 -1/3 29 0
-1/3 0 1 0 -1/3 -1/3 z23 | | O
-1/3 0 0 1 0 -1/3 xog | | O
0 -1/3 -1/3 0 1 -1/3 Zo5 0
-1/3 -1/3 0 -1/3 -1/3 1 Zog 0

Obtemos com isso dois sistemas lapacianos (ja que d = 2), no lado esquerdo
de cada equacao acima temos a matriz L seguida de vetores coordenadas, X
na 1%equacao e X2 na 2*equagao.

LX; =0e LXy =0

a matriz laplaciana L como definida acima nao carrega nenhuma informagao
geométrica a cerca do problema, essa matriz apenas guarda as relacoes de vizi-
nhanca de cada ponto, por esse motivo se resolvermos os sistemas LX; = 0 e
LX5 = 0 obteremos solugoes que nao sao atraentes. Para resolver esse prolema
adicionamos algumas informagoes geométricas aos sistemas por meio dos pon-
tos de controle. No tépico a seguir, estao disponiveis trés possiveis formas de se
adicionar ao sistema essas informacoes geométricas.

Métodos de solugao dos sistemas

Neste ponto os sistemas laplacianos ja estao formados, ao resolver esses sistemas
obteremos a projecao dos dados, trés formas para a solugao desses sistemas sao
apresentadas a seguir.

Novas Linhas. A solucao do sistema pelo método Novas Linhas comeca com
a projecao do conjunto Sc de pontos de controle, através de um método MDS,
em seguida os pontos de controle serao adicionados ao sistema laplaciano como
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novas linhas na matriz. Suas coordenadas cartesianas serao adicionadas no lado
direito da equagao, dando origem a um vetor nao nulo.
Experimentamos assim a seguinte mudanca de estrutura dos sistemas:

LX,=0— AX,; = b;, i=1,..,d.

Onde A é uma matriz retangular (n + n.) x n, dada por

A= (L)

a matriz C' = (¢;;) é uma matriz retangular n. X n e a cada linha dessa matriz
associamos um dos pontos de controle, assim ¢;; fica definida como segue:

1, p; é ponto de controle associado a linha, ¢
Cij = -
Y 0, caso contrario

e o vetor b; = (bi1, bi2, .., bi(n4ne))’ ¢ definido por:
b7417 ceey bzn == 0

e, para n < j < n + ne, b;; é i-ésima coordenada do ponto de controle que
corresponde a linha j de A.

Com intuito de tornar esses conceitos mais préximos ao leitor voltamos ao
exemplo, considere a configuragao presente na Figura 2.18, onde os pontos em
negrito representam pontos de controle.

V,={pP3P4Pg} Vy={pypg}
Vo ={p5pPsPg} V5={P3P;Pg}
Va={p1p5Pg} Vg={P1PsPyP5}

G @

Figura 2.18: Exemplo dos 6 pontos. Os pontos em negrito representam pontos
de controle e as listas Vi, ..., Vi as relagoes de vizinhanca de cada ponto.

Nosso objetivo é construir a matriz A e os vetores b; para esse caso. Anteri-
ormente ja haviamos calculado a matriz L que corrresponde a essa configuragao:

1 0o -1/3 —-1/3 0 -1/3
0 1 0 -1/3 —1/3 —1/3
~1/3 0 1 0 -1/3 -1/3
~-1/3 0 0 1 0 -1/3
0 -1/3 -1/3 0 1 -1/3
~1/3 -1/3 0 —1/3 —-1/3 1

Como os pontos p3 e pg sdo os pontos de controle, a matriz C' é dada como
segue:

L =
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Apartir das matrizes L e C' podemos entao construir a matriz A:

0 01 00O
0 00 0 01

)

1 0 -1/3 -1/3 0 -1/3
0 1 0 -1/3 —1/3 —1/3
~1/3 0 1 0 -1/3 —1/3
A | -3 0 0 1 0 -1/3
- 0 -1/3 —1/3 0 1 -1/3
-1/3 -1/3 0 -1/3 -1/3 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

Para a construcao dos vetores by e by precisamos supor que os pontos de con-
trole foram projetados no espago visual, apenas para exemplificar consideramos
ph = (0.5,0.6) e pg = (2,1.1). Daf

0 0
0 0
0 0
0 0
by = 0 , ba = 0
0 0
0.5 0.6
2 1.1

Com isso temos os sistemas AX; = by e AXy = by. Por fim, resolvemos
os sistemas no sentido de minimos quadrados, o que significa que nés devemos
encontrar z e y que minimize ||[AX — by|| e ||AX — bo|, respectivamente, te-
mos entdo que z = (ATA)"1ATh e y = (ATA)~LATby (secdo 1.2). Uma boa
motivacdo para utilizacao desse tipo de solucao é que a matriz A nao é quadrada.

Penalidade. O método de solucao via penalidade difere do método novas
linhas basicamente na forma como as condigoes de contorno sao impostas ao
sistema, o objetivo é impor as condigoes de contorno sem que a dimensao da
matriz L mude, assim poderemos trabalhar com uma matriz que é ainda uma
matriz quadrada.

Nesse caso ao definirmos a matriz A, em vez de introduzirmos novas linhas
na matriz L, alterando sua dimensao, as linhas de L correspondentes aos pontos
de controle tem o elemento pertencente a diagonal somado a um valor bastante
grande, como por exemplo 108. Tal valor recebe o nome de penalidade.

O vetor nulo que aparece no lado direito da equacdo LX; = 0 é substi-
tuido por um vetor b; de tamanho n x 1, onde as entradas de b; nas linhas
correspondentes aos pontos de controle (lembre-se que cada linha da matriz L
e, consequentemente do vetor b;, representa um ponto) sdo dadas pelas i-ésimas
coordenadas dos pontos de controle multiplicadas pela penalidade, as demais
entradas sao nulos. Novamente temos uma mudanga de estrutura do nosso
sistema

sem alterar a dimensao da matriz do sistema.
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V,={p3P4Pg} Vy={pypg}
Vo ={p5pPsPg} V5={P3P;Pg}
Va={pyP5Pg} Vg={P1PsPyP5}

G @

Figura 2.19: Exemplo dos 6 pontos. Os pontos em negrito representam pontos
de controle e as listas V71, ..., Vi as relagoes de vizinhanca de cada ponto.

Trabalhamos novamente com o exemplo dos 6 pontos (Figura 2.19) a fim de
que se torne clara a diferenca entre os dois métodos: Novas Linhas e Penalidade.
Ja vimos que para essa configuragao a matriz L fica sendo

1 0o -1/3 —-1/3 0 -1/3

0 1 0 -1/3 —1/3 -1/3

P B VB 1 0 -1/3 —1/3
| -1/3 0 0 1 0 -—1/3
0 -1/3 —1/3 0 1 -1/3

-1/3 -1/3 0 -1/3 -1/3 1

Como os pontos p3 e pg sdo os pontos de controle, a matriz L é alterada nas
linhas 3 e 6 para obtermos a matriz A, somando ao elemento da diagonal um
valor razoavelmente grande, utilizamos nesse exemplo 108:

1 0 ~1/3  -1/3 0 ~1/3
0 1 0 ~1/3 -1/3 -1/3
A | -w3 o0 14108 00 -3 13
| =13 0 0 1 0o -1/3
0 -1/3 -1/3 0 1 ~1/3
~1/3 -1/3 0 ~1/3 —1/3 1+ 108

Além disso considerando p4 = (0.5,0.6) e pgy = (2,1.1), os vetores by e by sdo
dados como a seguir

0 0
0 0

b — 0.5 % 108 b — 0.6 x 108
1 O 9 2 O
0 0

2x%108 1.1 %108

Formando assim os novos sistemas
AX1 = bl e AX2 = bg,

esses sistemas também sao resolvidos no sentido de minimos quadrados, uma
vez que mais de uma solugao pode ser encontrada para cada um deles.
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Para exemplificar a ideia por trds deste método, considere a multiplicagao
da 3* linha da matriz A pelo vetor X1 = [z1, ..., zg]’

1 1 1
A[3,:][x1, .y w6) = —gan + 029 + (14 10%)z3 + 0X, — §x5 — gl‘ﬁ
1 1 1
= (—§$1 +0xg + 23 + 0X, — 305~ 5336) + 23108

igualar esta expressao com 0.5 * 108 significa na verdade impor que

1 1 1
——x1+0x2+23+0Xy — —25 — 26 =0exz3=0.5
3 3 3
com isso estamos adicionando ao sistema a informagao de que x3 = 0.5 e ainda
mantemos a equagao original dada pelo sistema homogéneo LX; = 0.

Evolugao. O método de solugao evolugao tem como objetivo permitir a in-
teracdo do usudrio de modo que o mesmo possa melhorar a qualidade (visual)
do layout.

Como as coordenadas dos pontos de controle ja sao conhecidas nao as con-
sideramos como varidveis dos sistemas, com isso eliminamos as linhas corres-
pondentes aos pontos de controle e substituimos as variaveis introduzidas pelos
pontos de controle por seus valores conhecidos. Subtraimos esses valores de am-
bos os lados da equacao obtendo um vetor b nao nulo no lado direito da equagao.
Esse procedimento é apenas um processo de substituicao.

Retornemos a configuragao que temos usado como exemplo para esses métodos
de solugoes dos sistemas (Figura 2.20).

Vi={p3pspPg} V4={P1Pg}
Vo={p5PsP5} V5={P3P;Pg}
Va={p;P5Pg} Vg={Pq1PygPsP5}

G @
@®

Figura 2.20: Exemplo dos 6 pontos. Os pontos em negrito representam pontos
de controle e as listas V7, ..., Vg as relagoes de vizinhanca de cada ponto.

Para esse exemplo a matriz L é

1 0o -1/3 —-1/3 0 -1/3

0 1 0 -1/3 —1/3 -1/3

P B VB 1 0 -1/3 —1/3
| 13 o 0 1 0 —1/3

0 -1/3 —1/3 0 1 -1/3
—-1/3 -1/3 0 —-1/3 —-1/3 1

Como os pontos ps e pg sdo pontos de controle digamos com p4 = (0.5, 0.6)
e pg = (2,1.1), entdo teriamos que eliminar as linhas 3 e 6.
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1 0 -1/3 -1/3 0 -1/3
o 0 1 0 -1/3 —1/3 -1/3
| =13 0 0 1 0 -1/3

0 -1/3 —1/3 0 1 —1/3

Agora precisamos introduzir as coordenadas dos pontos de controle que sdo
conhecidas, isto é, z3 = 0.5, z¢ = 2, y3 = 0.6 e yg = 1.1, dai

T Y1
T2 0 Y2 0
;1 0.5 10 ;|1 0.6 _ 0
L o = 0 e L s = 0
5 0 Ys 0
2

Nesse momento apenas subtraimos de ambos os lados os valores conhecidos.
Definindo a matriz A por

1 0o -1/3 0
a_| o 1 -1/3 -1/3
Sl -1/3 0 1 0
0 -1/3 0 1
ficamos com
x1 1/3%0.5+1/3 %2
al =2 | = 0%05+1/3%2
7 0%x05+1/3%2
x5 1/3%0.5+1/3 %2
e
1 1/3%0.6+1/3 1.1
al =2 | 2 0%0.6+1/3%1.1
zy | 0%0.6+1/3x1.1
T5 1/3%0.6+1/3%1.1

Isto é, ficamos com os seguintes sistemas
AX1 = b1 (§ AX2 = b2.

Note como esse método de solugao é vantajoso: introduzimos os pontos de
controle aos sistemas sem que a matriz L deixasse de ser uma matriz quadrada,
além disso obtivemos um vetor nao nulo no lado direito da equacao.

Agora veja que a matriz A pode ser escrita na forma I — W, onde I é a

n—nc

matriz identidade e W = (w;;) é uma matriz com a propriedade E w;; < 1,
Jj=1

para algum i. Isso assegura que W é uma contragao e que

ATt =T -w)Tt =) Wk
k=0
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Dali, as solucoes dos sistemas sao
X1=0)_ Whbye Xo = (> Wby,
k=0 k=0

Assim podemos criar um processo iterativo para obtencao dessas solugoes.
O esquema de iteragao que nos utilizamos é dado por

bt = Wk b,
onde u® =be b € {by,bs}. Note com essa definigao que
u' = Wul+b
= Wb+b
= (W+Db
mais ainda,
u? = Wul+b
= W(W+Db+b
(W2 + W +1)b

conjecturamos entao que

k
ub = (> W
=0

verificamos entdo essa afirmacao por indugao: o caso k = 0 é trivial, suponhamos
a afirmagao verdadeira para k e vamos verificd-la para k + 1:

WP = Wk +b
k
= W(O_ W) +b
=0
k+1
= ) W'b+b
=1

k+1

= O Wi+

k+1

= O W
1=0

0 que comprova nossa afirmacao, isto é,

Finalmente,

k o)
: k _ 15 AV AV
lim u _klggo(ZW)b_(;W)b_X

k—oo 2
=0

onde X representa X7 (caso b =b1) ou X5 (caso b = by).
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Exemplificando o método LSP

Para ilustrar esse método o aplicamos ao conjunto de dados Iris, veja na Figura
2.21 o resultado de uma projecao. Podemos observar uma certa linearidade
nessa projecao em relacao as projecoes obtidas pelos métodos NNP e Force,
isto é os pontos projetados parecem se aproximar de uma curva. Uma forma
encontrada para reduzir esse aspecto linear é aumentar o niimero de pontos de
controle utilizado pelo método.

Figura 2.21: Projecao do conjunto de dados Iris através do método LSP.

O método LSP realiza a projecao apresentada na Figura 2.21 com um ntmero
de pontos de controle n. igual a \/n, lembrando que n é o nimero de dados que
o conjunto de dados contém. O numero de pontos de controle utilizado pelo
método LSP é entao alterado para n. = 0.5%n, isto é, sao utilizados como pontos
de controle a metada dos dados presentes no conjunto de dados, a Figura 2.22
apresenta a projecio do conjunto de dados Iris com n. = \/n (Figura 2.22(a))
e uma outra projecao com a modificacdo do niimero de pontos de controle para
ne = 0.5 % n (Figura 2.22(b)).

Essa alteracao no nimero de pontos de controle causa um aumento no es-
forgo computacional, no entanto o layout produzido pela projecao é de melhor
qualidade.

.
25 y . 3 b oS
. [N KR
N y i
2 . otale e
[ ] o .
.*, 2 ‘e 3l
15 g
e 15 %
1 ° F 3
o 4 .
05 ° L] ° o,
05|+ Regee ’
.4
0 o 0 o’
05 S S S R 05 SO
%5 o0 05 1 15 2 25 3 35 4 %5 o0 05 1 15 2 25 3 35 4
(a) ne = (b) ne =0.5%n

Figura 2.22: Modificacao do niimero de pontos de controle utilizado pelo método
LSP para projetar o conjunto de dados Iris.
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No método LSP cada ponto projetado p; fica no fecho convexo de seus vizi-
nhos pi,, Diy, ---, Pi,, devido as seguintes condicoes

Pim ). aupi, =0
k

j=1,...,

0<a; <L) a=1

com essas condigoes os elementos l;; da matriz L = (lij) sao todos iguais a 1
e, para cada i fixado, a soma de todos os elementos [;;,j # ¢ é igual a -1. Na
projecao do conjunto de dados Iris apresentada na Figura 2.23 modificamos as
condigoes na segunda linha para

Ckij :1;ZO£Z']' =k

com essas novas condigoes os elementos I; devem ser iguas a k = k(i) e para
cada i fixado a soma de todos os elementos l;;,j # i é igual a —k, observe
que com as novas condi¢oes a matriz L continua sendo uma matriz laplaciana.
Note também que essas condi¢oes nao impactam negativamente no resultado da
projecao (Figura 2.23).

*

6f *
* L
il o R, L
*, o
e
o * £ *fﬁ%* 4«*%4«*

Figura 2.23: Projecio do conjunto de dados Iris através do método LSP com
alteragao das condigoes 0 < ao;; < 15> a5 = 1 para oy = 15> a5 = k.
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2.5 Meétodo PLP

O método PLP [15] (Piecewise Laplacian-based Projection), em contraste com
a maioria dos métodos existentes, tem uma natureza local e é constituido por
trés etapas principais:

e amostrageim;
e construcao do grafo de vizinhanga e selegao dos pontos de controle;
e construcao e solugao do sistema.

A amostragem refere-se a selegdo de um subconjunto {s1, ..., s, } do conjunto
de dados S, veremos que esse conjunto tem um papel diferente do conjunto S,
de pontos de controle, definido nos métodos anteriores. Para cada uma dessas
amostras s; é definido um grafo de vizinhanca, utilizado para definir um sistema,
e um conjunto de pontos de controle que tem como fungao restringir o sistema
gerado.

Amostragem. Seja S = {p1,...,pn} 0 conjunto de dados e {s1,...,$n, } um
subconjunto de amostras retirado de S, como nosso objetivo inicial é apenas
projetar o conjunto de dados, essas amostras sao escolhidas utilizando uma
aproximagao de agrupamento (em nossos experimentos utilizamos o método k-
means com k = nyg).

Com intuito de dividir o conjunto de dados usamos as amostras para definir
n, subconjuntos Sy, So, ..., Sy, C S condicionados a

1. Cada conjunto S; compreendem os dados em S mais préximos da amostra
s; que qualquer outra amostra s;, com j # i.

2. stlLJSQU...USna.

Construgao do grafo de vizinhanga e selegao dos pontos de controle.
Cria-se para cada um desses subconjuntos S; um grafo de vizinhanga, denotado
por GG;. Cada né em G; representa um dado em .S;, e dois nds sao conectados por
uma aresta se pelo menos um deles estd entre os vizinhos k-préximos do outro,
por esse motivo G; é conhecido também como grafo de vizinhos k-préximos (k-
NNG). O parametro k é escolhido de forma a obter um bom negécio entre custo
computacional e conexao de gréafico, uma vez que grandes valores de k represen-
tam maior custo para a construcao do grafico e pequenos valores representam
S; fracamente conectado, fornecendo projegoes pobres.

Com o grafo de vizinhanca G; em maos podemos definir um sistema laplaci-
ano para projetar os dados de S; para o R?, a fim de garantir uma tnica solucio
para a projegao, devemos impor restrigoes ao sistema que sao dadas através
das coordenadas cartesianas dos pontos de controle. Esse conjunto de pontos
de controle é definido pela escolha aleatéria de \/m; dados de S;, onde m; é o
ntmero de dados em S;.

Note que com essa construgao cada S; serd projetado independentemente, e
portanto nenhuma garantia pode ser dada de que subconjuntos vizinhos serao
projetados préximos. Uma ideia bem simples para reaver a relagao global exis-
tente é considerar o conjunto C' = C; U Cy U ... U C,,,, onde C; é o conjunto
de pontos de controle correspondente a S;, como um novo conjunto de dados e
projeté-lo através de um método MDS.
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Construcgao e solugao do sistema. Para a construcao do sistema laplaci-
ano associado a S; consideremos p’ um dado qualquer de S; = {p!,p?,...,p™} e
seja V; = {piy s Piys - Piy, } O conjunto de nds conectados a p' em G;. Considere
(w4,y5) como sendo as coordenadas cartesianas dos pontos p;; € V;, assumindo
que cada elemento de um conjunto de dados pode ser escrito como uma com-
binagao convexa de seus vizinhos no espago visual, podemos escrever a projegao
de p* como

k
(Tpis Ypi) = Zam‘ (zj,95) (2.1)

) b P i 2
onde (xpi,ypi) é a projecdo de p* em R*.
Fazendo i variar no conjunto {1, ..., m;}, obtemos m; equagoes vetoriais como
a equacao 2.1, olhando para a primeira e segunda coordenadas de todas as
equagoes elas acabam por dar origem a dois sistemas lineares

LX=0; LY =0

onde X e Y sao vetores contendo as coordenadas = e y dos dados projetados e
L = (l;;) é a matriz dada por

1, i=j
* . . ¥
Lij =< —aij/al, i#jep €V,
0, caso contrario
k
onde af = E ajj. O peso oy pode ser definido como o inverso da distancia
=1
entre os pontos p' e p’, no entanto, escolhemos a;; simplesmente igual a 1,
note que nesse caso «;;/af = 1/k, onde k é o numero de vizinhos de cada

ponto, assim a soma dos elementos de cada linha da matriz L se torna igual a
zero, justificando a nomeclatura laplaciano para os sistemas LX =0e LY =0
conforme explicado no método LSP.

Pode ser mostrado que se o grafo de vizinhanca G; tem apenas uma com-
ponente conectada entdo o posto da matriz L é m; — 1. Entdo assumindo G;
assim conectada, os sistemas lineares admitem uma solugao nao trivial.

Novamente nos deparamos com o problema da falta de informagoes geométricas,
o que produz solugoes pobre, como anteriormente, solucionamos esse problema
através dos pontos de controle. Os pontos de controle fornecem ao sistema
informagoes geométricas por meio de um esquema de penalidade.

Note que o método PLP nada mais é do que n, aplica¢ées do método LSP aos
conjuntos S1,Ss, ..., Sn,, diferindo apenas no modo como os pontos de controle
adicionam suas informagoes geométricas ao sistema. Em outras palavras, PLP
com n, = 1 resulta no LSP.

Apresentamos um esbogo do algoritmo PLP (Algoritmo 5), sem as modi-
ficagOes que visam recuperar as relagoes globais.

Expomos também o algoritmo PLP onde nos preocupamos com a recu-
peragdo das relages globais (Algoritmo 6), existentes no conjunto de dados
original.
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Algorithm 5 Algoritmo PLP (com perda das relagdes globais)

Require: Conjunto de dados S.
Obtenha o conjunto de amostras {s1, s2, ..., $n, } de S
Dividida o conjunto S =51 U S U...U S, a partir das amostras s;’s
for all S; C S do
Defina o grafo de vizinhanca N S; associado a S;
Construa os sistemas laplacianos LX =0e LY =0
Defina o conjunto de pontos de controle C; associado a .S;
Projete o conjunto C; através de um método MDS
Restrinja os sistemas laplacianos através de um método de penalidade
Resolva os sistemas
end for

Algorithm 6 Algoritmo PLP

Require: Conjunto de dados S.
Obtenha o conjunto de amostras {s1, $2, ..., $n, } de S
Dividida o conjunto S =51 U S U...US,, a partir das amostras s;’s
for all S; C S do
Defina o conjunto de pontos de controle C; associado a S;
end for
Defina o conjunto C = C; UCy U ... Uy,
Projete o conjunto C' através de um método MDS
for all S; C S do
Defina o grafo de vizinhanca N S; associado a S;
Construa os sistemas laplacianos LX =0e LY =0
Restrinja os sistemas laplacianos através de um método de penalidade
Resolva os sistemas
end for
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Exemplificando o método PLP

Aplicamos o método PLP ao conjunto de dados Iris para obtermos uma projecao
do mesmo, a Figura 2.24 mostra o resultado dessa projecao. Podemos observar
alguns aglomerados de pontos na projecao, cada um desses aglomerados sao o
resultado da projecao de um dos conjuntos S;’s.

x10

050 o ¢ ..°'.'
AL R
o B, o N

-0.5

Figura 2.24: Projecao do conjunto de dados [ris através do método PLP .

Para eliminar a presenga desses algomerados utiliza-se a mesma ideia que
ajudou a eliminar a linearidade no método LSP. E considerado um aumento no
ntimero de pontos de controle, assim em vez de utilizar \/m; pontos de controle
para restringir o sistema associado a S; utiliza-se 0.5 * m;. A Figura 2.25 nos
mostra uma projegao do conjunto de dados fris, onde o ntmero de pontos de
controle m; associado a cada conjunto S; igual a /m; (Figura 2.25(a)) e 0.5%xm;
(Figura 2.25(b)).

x10° x10°

. . .
o ~ - LA
05 o . 05 . oe .;7'
U . ®e .
. -~ 9
o P o N e 0 7 oot it
- $ o ‘Oo. [y ® e ®
. et Y T RGO
05 . . e o . 05 . : w ®oe
. N
. .
1 1
. . . *
1.5 1.5
0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 1 0 1 2 3 4 5
x10° x10°
(a) /m; (b) 0.5 % m;

Figura 2.25: Modificagdo do ntimero de pontos de controle utilizado para res-
tringir os sistemas associados aos conjuntos S;’s .
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2.6 Método LAMP

O método Local Affine Multidimensional Projection [10], também denominado
LAMP, se baseia em uma férmula matematica derivada da teoria de mapea-
mento ortogonal para construir uma familia de mapeamentos afins ortogonais,
um para cada dado a ser projetado.

Veremos que a formulagdo do método LAMP pode ser ligeiramente modifi-
cada para tornd-lo um método mais rapido. Além disso esse método é muito
robusto com respeito ao nimero de pontos de controle, métodos mais famosos na
literatura possuem uma limitagao no nimero minimo de pontos de controle, na
prética usam n. = /n, enquanto que LAMP apresenta baixa distor¢ao mesmo
quando poucos pontos de controle sao usados. Sendo essa uma vantagem do
método LAMP.

Célculo dos mapeamentos afins. Considere um conjunto de dados S =
{p1,.-,pn} C R™, um conjunto de pontos de controle S. = {a1,as,...,an, } C S,
e a projegao Pc = {af,a),...,a}, } C R? dos pontos de controle.

Seja p € S um dado qualquer, o esquema LAMP visa encontrar a melhor
transformacao afim f,(z) = M + t que minimiza o somatério

> aillfplas) = bil P, (2.2)
i=1

onde a matriz M, «x2 ortogonal e o vetor t1«2 sao parametros a ser determinados
e oy sao pesos escalares definidos por

1

o= ——
Y e = pl*

com essa definicao dos pesos «;’s um ponto de controle distante do ponto de
avaliagao p tem pouca influéncia na projecao desse ponto. De fato, dado um
ponto de controle a; distante de p temos um valor grande de ||la; — p|| o que
implicam em «; pequeno, logo a expressao a;|| fp(a;) — b;||? j& é préxima a zero.
Portanto o método LAMP é de certa forma um método local.

Alguns aspectos da construcio acima merecem destaque, a restricio MT M =
I por exemplo assegura uma certa rigidez as transformagoes afins resultantes,
isto é, os dados sé podem ser rodados e transladados durante o processo de
projecao, caracteristica bastante desejavel quando se quer preservar distancias
tanto quanto possivel, como é o nosso caso. Além disso a restri¢ao de ortogona-
lidade garante que erros introduzidos ao se projetar os pontos de controle nao
sejam drasticamente propagados.

Outro aspecto importante é a dependéncia que os pesos a; = a;(p) tem do
ponto de avaliagao p, com isso uma transformacao afim é obtida para cada dado.

Por fim, o somatdrio na equacao 2.2 percorre todos os pontos de controle,
podemos no entanto restringi-lo para levar em conta apenas os pontos de controle
em uma vizinhanca de p, tornando o processo realmente local.

O problema de minimizacao do somatério possui uma solugao nao tao ime-
diata, o préximo tépico é destinado a apresenta-la.
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Solugao do problema de minimizacao. Utilizando a expressdo para f,
podemos reescrever a equagao 2.2 como

ZaiHaiM—i-t—biHQ, (23)
i

escrevemos entao t = (t1,t), ja que t € R?, em seguida consideramos a derivada
parcial em relagao a t; da expressao

||a¢M—bz- +tH2 =< a;M — b +t,aibei +t >,

onde obtemos
2 < (170)70,2‘M—bi +t>

derivando-se entao o somatério em 2.3 com relagdo a t; e igualando a zero
chegamos a

Zai < (1,0),(17;M—b7;+t >=0
Zai[(aiM)l —(b))1+t]=0
(31 Zai = Zaz‘[(bi)l — (aiM)1],

considerando a = E «; e que as contas sao inteiramente analogas para a se-

i
gunda coordenada, temos:

ta = Zai[(bi)l — (aiM)1]
toaw = Zai[(bi)2 — (aiM)s]
Finalmente,

t = (t1,t2)
= (é Zai(bi)l - ézai(aiM)la é Zai(bi)Z - ézai(aiM)Q)

i

escrevendo @ =

Q0 - ;b
2 0ic eb:ZZa , obtemos:
o o
t=>b—aM

Substituindo essa expressao de ¢t no somatério em 2.3 o problema de mini-
mizagao pode ser escrito na forma

ZaiH(ai —a)M — (b; — b)||? , desde que MTM =1

e logo
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> ailla M — b[|?, desde que MM =1 (2.4)

ondedi:ai—deéi:bi—g.
Considerando as matrizes A e B dadas por

\/041511 \/0111:)1

A \/OéQCALQ ,/Ozzbz

AV anc&nc A /anCBnC

podemos reescrever nosso problema na forma matricial
||[AM — B||p, desde que MTM =1,

onde ||.||F é norma de Frobenius. De fato,

\/OéldlM \/041[:)1
\/OCQCALQM A /Oégbg

1AM — Bl[% 1%

VAR &nc M A /Oénci)nc
= 3> Wai(aM —by),P?

i=1 j=1

Ne

= Z Qg Z((CAHM — Bi)j)Q

=1
Ne

= Y ollaM — b
=1

Assim mostramos que minimizar o somatério em 2.4 é equivalente a mini-
mizar ||[AM — B||%, mas é claro que minimizando ||[AM — B||p minimizamos
também ||AM — B||% e vice e versa. Logo

Ne
minimizar ||AM — B||p < minimizar ZaiH&iM — b2
i=1

O problema de minimizagio ||[AM — B||r restrito a MTM = I ja é bem
conhecido e sua solucao é dada por

M=UYV,

onde UDV é a decomposicao em valores singulares (SVD) da matriz AT B (secio
1.3). Tendo a matriz M em maos podemos calcular p’, a projecao de p, como

p/ = fp(p)
= (p—a)M +b.
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Note que a matriz AT B é uma matriz m x 2 (com apenas duas colunas), pois
a matriz AT é m x n. e a matriz B é n. x 2, lembre-se que os elementos b;, estdo
no espaco visual (bidimensional no nosso caso), consequentemente b; estéd em
R?, 0 que assegura o fato de B ser n. x 2. Por esse motivo a matriz A” B pode ser
decomposto muito rapidamente com pacotes SVD. Os pacotes de decomposigao
em valores singulares utilizados sao rotinas do programa MATLAB.

Apresentamos o método LAMP também em formato de algoritmo (Algo-
ritmo 7). O algoritmo LAMP apresenta uma qualidade muito significativa que
é a faciliade em ser implementado, caracteristica dificilmente encontrada em
outros métodos.

Algorithm 7 Algoritmo LAMP
Require: Conjunto de dados S, pontos de controle Sc, e a projecao Pc de Sc.
for all p € S do
Calcule os pesos «;
Célcule G e b
Construa as matrizes A e B
Célcule a decomposicio em valores singulares UDV para a matriz AT B

Faga M =UV ~
Célcule o mapeamento p' = (p—a)M +bde p
end for

Exemplificando o método LAMP

Mostraremos as principais etapas da projecao do conjunto de dados [ris via
método LAMP. Temos S = conjunto de dados Iris, S¢ = {ay, ..., a12} = {p4, ps,
P34, P19, P10 P74, P87, P94, P95, P102, P106, P13} obtido de S através da técnica k-
means e Pc = {by,...,b12} = {a, ..., a}5} que é uma projecao dos pontos em Sc
através do esquema Force. Assim temos os dados de entrada necessarios para
rodar o algoritmo LAMP.

Considere o ponto p; = (5.1,3.5,1.4,0.2) € S, calculamos os pesos «; que
nesse caso sao dados por

1

= i=1,..,12
lla; — pal[?

Qg
12
levando em conta que o = Z a; = 14.1099, computamos a e b

i=1

~ 21121 Q@
“ = a

= (5.2214,3.3985,1.9627,0.3920)
7 Y2, b

N o

= (0.3604,2.3359)

Assim as matrizes Aj24 e Bi22 sao facilmente definidas. Aplicando uma

48



rotina do Matlab, obtemos a decomposicao em valores singulares da matriz

0.9545  —6.2761
—1.8137  5.0091

4.5163  —20.1135
1.8014  —8.1897

ATB =

que é
—0.2668 —0.5565
U — 0.2227 —0.8289 D_ 23.7339 0 oV — —0.2198 0.9755
| —-0.8686 —0.0198 |’ 0 0.8061 | 09755 0.2198

—0.3533 —0.0534
logo a matriz M dada por UV fica sendo

—0.4843 —0.3826
—0.8576  0.0350
0.1716  —0.8517
0.0255 —0.3564

M =

Finalmente a projecao pj do ponto p; é

Py = (pi—a)M+b
(0.2307,2.9336).

Esse processo € repitido para todos os pontos p;, i = 2, ..., 150, sendo des-
necessario a sua aplicagao aos pontos de controle uma vez que as coordenadas
desses pontos no espago visual ja sao conhecidas.

Na Figura 2.26 exibimos algumas etapas da projecao do conjunto de da-
dos Iris através do método LAMP, monstramos a projecao imediatamente apds
projetarmos os pontos ps, P45, Poo € P150-

No método LAMP podemos restringir o somatério em (2.2) para levar em
conta apenas os pontos de controle em uma vizinhanga de p, com isso o método se
torna verdadeiramente local, pois quanto maior o nimero de pontos de controle
considerados no somatorio menos local é a projecdo de p. A Figura 2.27 nos
mostra uma projecao do conjunto de dados Iris levando em conta 100%, 75%,
50% e 25% dos pontos de controle mais préximos a p. Podemos perceber que
a qualidade da projegao nao se altera drasticamente quando a porcentagem de
pontos mais proximos a p diminui de 100% para 25%, vale a pena destacar que
uma pequena alteragdo comeca a ser observada quando a porcentagem chega
a 25%, um dado pertencente a classe vermelha é projetado consideravelmente
longe da classe vermelha.

49



. o
3 . P 3 . %*f% o
. 2
’ 1
0| J
L )
2 2
5 s
4 T ) T 2 3 4 % T ) T 2 3 7

(a) 8 (b) 45
. .

* £
s T i s BT 1
2 2
) ! .

R £ - B % I
° =3 . ’ *Mﬁ%; £ .
» R 1 #,
(i
) , * ‘&%%g:@ o
J

-3 3
“* T o i 2 3 ) 4 ¥ ) i 2 3 7]

(c) 90 (d) 150

Figura 2.26: Projecao do conjunto de dados Iris através do método LAMP.
Projegoes parciais com 8, 45, 90 e 150 pontos projetados.
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Figura 2.27: Projecao do conjunto de dados Iris através do método LAMP.
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Capitulo 3

Resultados

A finalidade dessa secao é mostrar e comparar os resultados produzidos pelos
métodos de projegao apresentados na segao anterior ao projetar alguns conjuntos
de dados. Os conjuntos de dados utilizados para produzir as comparacoes,
juntamente com suas principais caracteristicas: tamanho e dimensionalidade,
sao apresentados na Tabela 3.1. Os conjuntos de dados fris, Wine, Housing e
Abalone foram fornecidos pelo grupo UCI Machine Learning Repository [7], que
disponibililiza em seu site nao s6 esses, mas muitos outros conjuntos de dados.

Nome Tamanho | Dimensionalidade
Iris 150 4
Wine 178 13
Housing 506 14
Abalone 4177 8

Tabela 3.1: Conjuntos de dados

O primeiro conjunto de dados utilizado nos testes foi o conjunto de dados fris,
em seguida nos preocupamos em lidar com conjuntos mais complexos em termos
de tamanho e dimensionalidade, o conjunto de dados Wine nos foi 1util para
testar a consisténcia de nossos métodos quando a dimensionalidade aumenta, e
o conjunto de dados Housing quando o tamanho do conjunto de dados cresce
muito. Encerramos com um conjunto de dados bastante complicado, o Abalone,
contendo mais de 4 mil dados em um espago de dimensao 8.

A comparagdo de resultados é um tema bastante polémico quando se lida
com projecao multidimensional, no topico a seguir definimos as técnicas de
comparagao que utilizamos para analisar as projecoes obtidas.
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3.1 Técnicas de comparacao de projecoes

Nés utilizamos como técnicas de comparagao a analise dos layouts produzidos
pelas projegoes, ou seja, a qualidade visual produzida pelo método e uma medida
conhecida como stress normalizado [10]. O stress é um valor real associado a um
conjunto de dados e a sua projecao que relaciona as distancias m-dimensionais
com as distancias bidimensionais. O stress normalizado é dado por

245 (0i5 — dij)?
Eij 5?;‘

onde d;; e d;; sao as distancias entre as instancias ¢ e j nos espagos original
e visual, respectivamente. O stress nos dd uma ideia numérica do quanto a
distancia entre os pontos foi preservada durante o processo de projegao. Valo-
res altos de stress indicam projegoes de baixa qualidade, enquanto que valores
menores indicam boas projecoes.

Outra técnica utilizada para qualificar uma projecao é o grafico de dispersao.
O gréafico de dispersao é um conjunto de pontos no plano, onde cada ponto
representa um par de instancias, a 1* coordenada do ponto é igual a distancia
original e a 2% é igual distancia projetada do par de instancias que representa.
Todos os pares de instancias presentes no conjunto de dados sao levados em conta
e, antes de serem utilizadas as distancias originais e visuais sao normalizadas
nos seus respectivos espagos. O grafico de dispersdo nos dd uma ideia visual
do quanto a distancia entre os pontos foi preservada durante o processo de
projecao. Graficos com pontos préoximos a diagonal representam projecoes com
uma qualidade boa e graficos com pontos mais distantes da diagonal projegoes
ruins.

Stress =
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3.2 Conjunto de dados Iris

Comegamos nossas andlises de desempenho dos métodos através do conjunto de
dados Iris. Esse conjunto de dados é simples, contando com apenas 150 plantas
do genero iris cada uma classificada a partir de quatro atributos relacionados as
medidas de suas sépalas e pétalas.

As projegoes do conjunto de dados Iris produzidas pelos métodos NNP, Force,
LSP, LAMP e PLP sdo exibidas na Figura 3.1. Dois comentédrios merecem
destaque: primeiro o método Force nada mais é do que a projecao do conjunto
de dados pelo método NNP seguido do esquema de melhoria Force, como ja
mencionado, o que vale ressaltar é que essa pré-projecao é a mesma que a
do método NNP exibida na Figura 3.1(a); e o segundo é que o método LSP
tem trés métodos de solugoes possiveis para o sistema formado, nessa parte da
comparacao usamos o denominado anteriormente por Novas Linhas.

Ao observarmos as projegoes constatamos que todos os métodos comportam-
se de maneira semelhante. Ao posicionar pontos no plano cartesiano que repre-
sentam as plantas podemos notar a presenca de um grupo menos denso separado
de um outro grupo mais denso que esse primeiro.

A Tabela 3.2 mostra o stress produzido nas projegdes apresentadas na Figura
3.1. A tabela também mostra o tempo gasto para efetuar as projegoes exibidas
na figura. A projecao produzida pelo método Force é a que apresenta o segundo
menor valor de stress, no entanto, o tempo gasto na projecao através desse
método é o maior. Veremos que essa diferenga no tempo se torna mais acentuada
ainda para conjunto de dados maiores, devido ao grande esfor¢co computacional
desse método. Os métodos que fazem uso de pontos de controle (LSP, LAMP e
PLP) nao apresentam vantagens em termos de tempo para o conjunto de dados
Iris como podemos observar na tabela, mas esse comportamento ja era esperado
uma vez que esse conjunto de dados é razoavelmente pequeno, em conjuntos de
dados maiores veremos a capacidade que esse métodos tém de realizar a projegao
com um esfogo computacional reduzido, comparado com aqueles que nao fazem
uso de pontos de controle (NNP e Force). O método PLP realiza a projegao
do conjunto de dados Iris com maior rapidez se comparado ao método LSP. O
método LAMP realiza a projecao com um tempo compardvel aos tempos dos
outros métodos, no entanto isso ocorre devido a utilizacdo de 100% dos pontos
de controle na projegao de cada ponto, podendo ser reduzido até 25%, nesse
caso o esforgo computacional é consideravelmente menor.

Método | Stress | Tempo
NNP | 0.0558 | 0.0507 s
Force | 0.0141 | 0.7190 s
LSP 0.0567 | 0.1050 s
PLP 0.0637 | 0.0464 s

LAMP | 0.0069 | 0.0982 s

Tabela 3.2: Resultados obtidos nas projecoes do conjunto de dados Iris ilustra-
das na Figura 3.1.

E interessante observar esses resultados com as separagoes de classes forneci-

das pelo préprio criador do conjunto de dados, R.A.Fisher. A Figura 3.2 mostra
as mesmas projecoes exibidas na Figura 3.1 adicionando cores diferentes a cada
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Figura 3.1: Projecoes do conjunto de dados [ris através dos métodos NNP,
Force, LSP, LAMP e PLP.
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uma das classes existentes. A primeira classe com as 50 flores do tipo iris-setosa
foi colorida com a cor azul, a segunda com as 50 flores do tipo iris-versicolor
com a cor verde e a terceira com as 50 flores do tipo iris-virginica com a cor
vermelha.

Pode-se observar na Figura 3.2 um resultado muito préximo a descricao dada
por Fisher sobre o conjunto de dados fris, ele afirma que uma espécie é line-
armente separada das outras 2, e estas ltimas nao sao separadas linearmente.
Note que a classe azul foi projetada separadamente das classes verde e verme-
lha, e esta tltimas possuem uma certa proximidade nao podendo ser separadas.
Nesse sentido todos os métodos atuaram como o esperado, fornecendo alguma
confiabilidade aos cédigos implementados.

No método LSP os pontos de controle sao projetados, em seguida resolve-
se dois sistemas lineares cujas solucdes sdo as coordenadas em R? dos pontos
restante. Os pontos obtidos ao se resolver os sistemas lineares deverao estar no
fecho convexo dos pontos de controle, devido a prépria formulagao do método.
Assim caso o ntimero de pontos de controle seja reduzido o layout produzido é
“linear” (aproximado a um curva). Caso poucos pontos de controle sejam uti-
lizados pelo método PLP aparecem alguns aglomerados de pontos na projegao,
isso ocorre pois 0 método PLP nada mais é do que a aplicagao do método LSP
a subconjuntos do conjunto de dados.

A Figura 3.3 mostra o grafico de dispersio obtido ao se projetar o conjunto
de dados Iris através dos nossos 5 métodos de estudo NNP, Force, LSP, LAMP
e PLP. Todos os layouts produzidos sao muito préximos a diagonal.

No gréfico de dispersao produzido pelo método NNP (Figura 3.3(a)) nota-se
muitos pontos dispersos, isto é, que se afastam consideravelmente da diagonal
da diagonal. O esquema de melhoria Force ao ser aplicado sobre os resultados do
método NNP aproxima da diagonal nao s6 esses pontos dispersos como também
muitos outros, assim o layout produzido por esse segundo método se torna
mais préximo da diagonal, contudo ocorre a formacgao de um “buraco” entre
os pontos e a diagonal (Figura 3.3(b)), veremos que a medida que o nimero
de iteragoes utilizada pelo esquema de melhoria Force aumenta esse “buraco”
tende a diminuir.

O método LSP cria um grifico de dispersao onde constatamos a presenga
de pequenos conjuntos de pontos, uma distribuicao dos pontos semelhante a
essa também pode ser observada no grafico de dispersao do método PLP, no
entanto a separagao dos pontos nesse segundo grafico de dispersao praticamente
nao existe, além disso o layout nesse caso é mais préximo a diagonal do que no
primeiro (Figuras 3.3(c) e 3.3(d)).

Na Figura 3.3(e) vemos que o método LAMP produz um grafico de dispersao
de 6tima qualidade, pois podem ser observados poucos pontos dispersos e, além
disso o layout desse método parece ser o mais proximo da diagonal.

56



(c) Método LSP (d) Método PLP

(e) Método LAMP

Figura 3.3: Gréfico de dispersao das projegoes do conjunto de dados Iris.
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Antes de passarmos ao conjunto de dados Wine, é importante analisarmos
o esquema de melhoria Force independentemente, isto é, verificar a melhoria
visual e em termos de stress que esse método proporciona a uma projegao.

Constatando a eficiéncia do esquema de melhoria Force

O método Force tem duas etapas bem distintas, a projecao do conjunto de
dados através do método NNP e o esquema de melhoria Force que atua sobre
o resultado dessa projecao. A ideia é analisar separadamente essa segunda
etapa do método Force, ou seja, deixar clara as vantagens e a desvantagens
apresentadas pelo esquema de melhoria Force.
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(a) Projegdo inicial através do NNP. (b) Apés aplicar o esquema de melhoria Force.

Figura 3.4: Método Force = projecao NNP + esquema de melhoria Force.

A Figura 3.4 apresenta uma proje¢do via método Force, a primeira etapa
do método consistente na projecdo do conjunto de dados pelo método NNP
que pode ser vista na Figura 3.4(a), enquanto que o resultado de se aplicar
o esquema de melhoria sobre essa projecdo pode ser visto na Figura 3.4(b), o
tempo e o stress de ambas as etapas sao exibidos na Tabela 3.3.

Nome Stress | Tempo
Projecao NNP | 0.0462 | 0.0353 s
Esquema Force | 0.0286 | 0.6662 s

Tabela 3.3: Andlise de cada uma das etapas que constituem o método Force. Os
resultados de tempo e stress apresentados nessa tabela foram obtidos através
das projegoes presentes na Figura 3.4.

Podemos observar uma reducao considerdavel no valor do stress, contudo o
tempo gasto para obter tal melhora foi significativo. Caso o usudrio esteja
interessado apenas no resultado da projecao esse método se torna uma pode-
rosa ferramenta. Esse aumento no esfor¢co computacional nao chega a ser tao
grande quando lidamos com conjunto de dados pequenos, no entanto veremos
que quando conjuntos de dados maiores sao levados em consideracao o tempo
gasto na projecao cresce muito.

Uma mudanga no layout também pode ser observada, na Figura 3.4(b) as
classes verde e vermelha ndo chegam a ser separadas uma da outra (algo espe-
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rado devido as caracteristicas do conjunto de dados fris), mas os dados projeta-
dos dessas duas classes se misturam bem menos se comparados com o resultado
da projegao inicial, apresentado na Figura 3.4(a).

Um outro fator interessante de observarmos no método Force diz respeito ao
nimero de iteragoes utilizadas no esquema de melhoria Force. Apresentamos
na Figura 3.5 um grafico do stress em fungdo do nimero de iteragoes para uma
projecao em particular, com isso podemos analisar a influéncia desse fator na
qualidade da projecao.
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Figura 3.5: Gréfico do Stress x Iteragoes. Stress produzido pelo método Force
em func¢ao do nimero de iteragoes utilizada pelo mesmo.

(b) 2 iteragoes (c) 5 iteracoes

(d) 8 iteragdes (e) 10 iteragdes (f) 15 iteragdes

Figura 3.6: Gréficos de dispersao de uma projecao particular do conjunto de
dados Iris obtida através do método Force.

Também podemos analisar o comportamento do grafico de dispersdo em
fungéo do niimero de iteragoes (Figura 3.6). Quando aumentamos o nimero de

59



iteragoes do esquema de melhoria Force os pontos tendem a se aproximar da di-
agonal, pode-se observar um espagamento entre os pontos e a diagonal, contudo
com o aumento das iteragoes esse espacamento tende a diminuir. Portanto os
dados projetados estao, em geral, sendo movidos para posi¢oes mais adequadas
a medida que aplicamos mais iteracoes do esquema de melhoria Force.

Com base nos graficos de stress por iteragoes e de dispersio (Figuras 3.5
e 3.6), adotamos para o conjunto de dados fris7 15 iteragoes do esquema de
melhoria Force, pois este valor nos pareceu uma 6tima escolha se levamos em
conta: esforco computacional e qualidade da projecao. Um estudo semelhante
ao realizado para o conjunto de dados Iris é feito para os demais conjuntos
de dados, isto é, uma analise da qualidade da projecao em fungao do niimero
de iteracoes do esquema Force, com base no stress e nos graficos de dispersao,
apartir dos resultado obtidos achamos interessante que o método Force faca uso
de 15 iteracgoes do esquema de melhoria Force para todos os conjuntos de dados.

Outro fator que merece destaque ¢é a fracdo de A;; que esse método utiliza.
Seu valor tem uma forte influéncia sobre a projecao e em todos os conjuntos
de dados fizemos alguns testes até chegar a valores considerados bons, que sao
aqueles que resultam em projegoes de baixo stress e com bons layouts. Assim
a fragdo de A;; para o conjunto Iris foi tomada como sendo 0.01, enquanto que
para os conjuntos Wine e Housing usamos 0.001 e para o Abalone utilizamos
10-6.

O método LSP durante a projecao do conjunto de dados gera e resolve um
sistema linear. A forma como esse tal sistema é resolvido merece destaque
uma vez que foram propostos trés formas distintas de resolvé-lo, denominadas
por Novas Linha, Penalidade e Evolugao. A seguir comparamos os resultados
produzidos pela escolha de cada um desses métodos.

Métodos Novas Linhas, Penalidade e Evolucgao.

Os métodos Novas Linhas, Penalidade e Evolucao sao apenas uma componente
do algoritmo LSP, entao para facilitar na comparagao desses métodos designare-
mos por LSP, LSPpenalidade e LSPevolucao o algoritmo LSP em que se utiliza
o método Novas Linhas, Penalidade e Evolugao, respectivamente, na solugao do
sistema formado pelo LSP.

Uma caracteristica do método LSP é que os pontos de controle sao fixados
pelas novas linhas, no entanto a solucao do sistema ainda é aproximada, pois
os sistemas sao resolvidos através do método de minimos quadrados. O método
LSPpenalidade possibilita pequenos reajustes aos pontos de controle, uma vez
que esse método aproxima o sistema original. O método LSPevolucao por sua
vez utiliza um sistema iterativo que converge para a solucao exata.

A Figura 3.7 apresenta o resultado da projecao do conjunto de dados Iris
através de cada um desses métodos. Podemos observar que as projegoes di-
ferem muito pouco quando nos preocupamos com o layout produzido (isto é,
com os resultados da projecio em R?) o que é de se esperar para os métodos
LSPpenalidade e LSPevolucao uma vez que esses métodos apenas resolvem de
modo diferente o mesmo sistema, além disso todos os trés métodos separam as
espécies de plantas do tipo iris como esperado.

Os resultados de stress e o tempo gasto produzidos pelas projegoes apresen-
tadas na Figura 3.7 podem ser observados na Tabela 3.4. Os métodos LSPpe-
nalidade e LSPevolucao apresentam bons valores de stress superando o método
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Figura 3.7: Projecoes do conjunto de dados Iris através dos métodos LSP, LSP-
penalidade e LSPevolucao com destaque das classes.

LSP, e todos os trés métodos realizam as projecoes com tempos muito préximos.

Método Stress | Tempo
LSP 0.0251 | 0.1194 s
LSPpenalidade | 0.0222 | 0.1199 s
LSPevolucao | 0.0222 | 0.1330 s

Tabela 3.4: Resultados obtidos ao se utilizarem os métodos Novas Linhas, Pe-
nalidade e Evolugao no LSP durante as projegoes do conjunto de dados Iris
apresentadas na Figura 3.7.

O resultado obtido ao se aplicar o método LSPevolucao ao conjunto de dados
Iris (Figura 3.7) foi obtido com 60 iteragdes. Achamos interessante avaliar o
comportamento do stress a medida que o numero de iteracoes cresce. A Figura
3.8 exibe um grafico do stress em funcao do nimero de iteracoes. A projegao
atinge um valor minimo de stress quando o método LSPevolucao realiza cerca
de 20 iteracoes, acima de 20 iteragoes o stress parece ficar constante com relagao
ao numero de iteracoes.
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Figura 3.8: Grafico do Stress x Iteragoes. Stress produzido pelo método LSPe-
volucao em funcao do nimero de iteracoes utilizada pelo mesmo.
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Iteratividade do novo método LSPevolucao.

O novo método LSPevolucao nos permite interagir durante o processo de projecao,
enquanto os dados evoluem, dai o nome evolugao, para a solugao do sistema é
permitido ao usudrio mover os pontos de controle a fim de melhorar a projegao
visualmente tanto quando lhe for possivel, resultando também numa melhora
do stress.

A Figura 3.9 nos mostra uma projecao efetuada por ambos os métodos LSP
e LSPevolucao, no método LSPevolucao movemos os pontos de controle (pon-
tos em vermelho) como nos convinha com o objetivo de tentarmos melhorar a
projecao. Note que obtemos, apos a realocagao iterativa dos pontos de controle,
um layout mais agradavel.
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Figura 3.9: Projecoes do conjunto de dados Iris através dos métodos LSP e
LSPevolucao. No método LSPevolucao os pontos de controle (pontos em ver-
melho) foram reposicionados de modo a reduzir a linearidade introduzida pelo
préprio método.

Um aspecto interessante de se analisar através do grafico de dispersao é qual
dos métodos LSP ou LSPevolucao preserva mais as relagoes de vizinhanga pre-
sentes no espaco m-dimensional. A Figura 3.10 ilustra os graficos de dispersao
das projegoes do conjunto de dados Iris apresentadas na Figura 3.9. Note que no
grafico de dispersao produzido pelo método LSP os pontos foram distribuidos de
forma semelhante aos pontos no grafico de dispersao do método LSPevolucao,
no entanto no segundo grafico de dispersao vérios pontos se aproximaram da
diagonal.
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(a) Método LSP (b) Método LSPevolucao

Figura 3.10: Gréfico de dispersao das projecoes do conjunto de dados Iris ilus-
tradas na Figura 3.9, realizadas utilizando-se os métodos LSP e LSPevolucao.

Definicao de vizinhos no método LSP

Durante a definicao do método LSP demos duas possibilidades para a definigao
de vizinhos de um certo ponto, sao elas: pelo nimero de aglomerados e raio de
influéncia, e pelo nimero de vizinhos.

Primeiro realizamos projegoes do conjunto de dados Iris através do método
LSP onde a defini¢ao de vizinhanga é feita pelo nimero de aglomerados e raio de
influéncia. Constatamos que na maioria das projegoes aparecem muitas solugoes
repetidas, em alguns casos obtivemos até 16 solugoes identicas, o que compro-
mete a qualidade da projegao, a Figura 3.11(a) nos mostra um exemplo de uma
projecao LSP usando esse esquema de definicao de vizinhanga.

Figura 3.11: Projecao do conjunto de dados [ris através do método LSP, onde
utiliza~se a defini¢do de vizinhanga como a) o nimero de aglomerados e raio de
influéncia e b) o niimero de vizinhos.

Nos experimentos o nimero de alglomerados é um parametro do método,
devendo ser fornecido pelo usuario, o raio de influéncia por sua vez nao é consi-
derado como parametro e, portanto, é definido durante a execucao do método.
Para isto, calcula-se uma distancia média entre os pontos do conjunto de dados
e o valor encontrado é utilizado como raio de influéncia.
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A segunda abordagem onde a definicdo de vizinhanca é feita a partir do
ntimero de vizinhos produz resultados com nenhuma solugao repetida, salvo em
algumas execoes onde aparecem uma ou duas solugoes repetidas. Veja na Figura
3.11(b) uma projecao do conjunto de dados Iris utilizando o ntimero de vizinhos
para a defini¢ao de vizinhaca, nesse caso foi utilizado o ntimero de vizinhos igual
a 5. A projegdo nesse caso nos da uma intuicado melhor do conjunto de dados do
que aquela utilizando o nimero de aglomerados e raio de influéncia. Precisamos
entao definir qual seria o melhor valor para o nimero de vizinhos a ser utilizado.

O numero de vizinhos utilizado na definicao de vizinhaga tem impacto na
projecao do conjunto de dados, achamos interessante entao analisar a influéncia
desse fator nas projegoes. Comegamos com um numero razoavelmente baixo de
vizinhos e fomos aumentando e percebemos que hd uma alteragao significativa no
stress e no tempo utilizado para se realizar a projecao, como pode ser observado
na Tabela 3.5. Visualmente, percebe-se que aumentando o nimero de vizinhos
exigidos os pontos, que nao sao pontos de controle, tendem a se aglomerar de
forma linear, na Figura 3.12 exibimos projecoes do conjunto de dados Iris onde
o numero de vizinhos utilizado foi 3, 8, 10, 15 e 25.

Numero de vizinhos | Stress | Tempo
3 0.0731 | 0.1006 s
8 0.0735 | 0.1028 s
10 0.0754 | 0.1079 s
15 0.0811 | 0.1053 s
25 0.0945 | 0.1100 s

Tabela 3.5: Resultados obtidos em uma projecao do conjunto de dados Iris
utilizando como técnica de definigdo de vizinhos o nuimero de vizinhos, com o
ntumero de vizinhos igual a 3, 8, 10, 15 e 25.

Com base nessa anélise do conjunto Iris e em anélises similares dos conjuntos
Wine, Housing e Abalone descidimos utilizar o niimero de vizinhos igual a 3 para
os conjuntos de dados Iris e Wine, 20 para o Housing e 40 para o Abalone.

Técnica de definicao de vizinhos Stress | Tempo
Numero de aglomerados e raio de influéncia | 0.1013 | 0.8931 s
Numero de vizinhos 0.0734 | 0.1015 s

Tabela 3.6: Resultados obtidos em uma projecao do conjunto de dados Iris
utilizando como técnica de definicao de vizinhos o niimero de aglomerados e
raio de influéncia, e o niimero de vizinhos.

A Tabela 3.6 nos fornece o stress e o tempo gasto nas projegdes do conjunto
de dados Iris ilustradas nas Figuras 3.11(a) e 3.11(b), o que podemos reparar é
que o método que utiliza o nimero de vizinhos realiza suas rotinas com tempo
inferior ao tempo utilizado pelo outro método. No conjunto de dados Iris es-
colhemos definir os vizinhos de um ponto a partir do niimero de vizinhos pela
melhor qualidade dos layouts produzidos e também pelo reduzido tempo gasto
para realizar a projecao.

Também realizamos essa andlise nos outros conjuntos de dados chegando a
resultados que mostram essas mesmas tendéncias, isto é, o método que utiliza
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o nimero de vizinho possui melhor layout e realiza a projecao com um menor
esfor¢o computacional que o método que utiliza o niimero de vizinhos e raio de

influéncia.
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Figura 3.12: Projecio do conjunto de dados Iris atrvés do método LSP, onde
utiliza-se a definicao de vizinhanca como o niimero de vizinhos. Com o niimero
de vizinhos igual a 3, 8, 10, 15 e 25.

O método LAMP como método local.

Na sua formulacdo, o método LAMP trabalha com um somatério (equagao 2.2)
para projetar cada dado p, esse somatoério incorpora informagoes de todos os
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pontos de controle a proje¢ao do dado em questao, percorrendo assim todos os
pontos de controle. Contudo, esse método pode ser modificado para levar em
conta somente os pontos de controle mais proximos do dado a ser projetado.
Com isso o método LAMP torna-se um método verdadeiramente local, essa res-
tricao é considerada levando em conta uma porcentagem dos pontos de controle
mais proximos a p, como por exemplo 75%, 50% ou 25%.

A reducao da porcentagem de pontos de controle utilizada tem forte in-
fluéncia na projegao, a Figura 3.13 mostra gréaficos do stress e do tempo gasto
pelo método LAMP, na projegao do conjunto de dados Iris, em funcao da por-
centagem de pontos de controle utilizados no somatério 2.2. Em termos de
esfor¢co computacional, pode ser observada uma reducao consideravel no tempo
gasto a medida que a porcentagem de pontos de controle utilizados diminui.
Além disso o stress produzido pelo método LAMP nao sofre grande alteragao
quando a porcentagem de pontos de controle mais préximos é reduzida de 100%
para 25%, contudo uma pertubagdo maior ji pode ser constatada quando a
porcentagem é de 25%, isso indica uma instabilidade nos valores de stress para
porcentagens menores que 25%.

Stress e Tempo
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Figura 3.13: Tempo gasto pelo método LAMP para projetar o conjuto de dados
Iris, onde a porcentagem de pontos de controle utilizada na equacao 2.2 é 100%,
75%, 50%, 25%.

Analise da influéncia dos pontos de controle na projecao.

Alguns dos principais métodos de projecao multidimensional utilizam pontos de
controle para realizar a projecao do conjunto de dados, esses métodos utilizam
os pontos de controle para orientar a projecao, com isso o posicionamento dos
pontos de controle tem influéncia no resultado final da projecao, esta secao tem
como objetivo estudar justamente essa influéncia.

A Figura 3.14 ilustra trés projec¢oes do conjunto de dados [ris obtidas através
do método LAMP, onde os pontos de controle, que orientam a projecao, tem
disposicoes diferentes no espaco. Os pontos de controle sao escolhidos a partir
do conjunto de dados utilizando o método k-means e um método de selegao
aleatéria, em seguida esses pontos sao projetados utilizando o método NNP e
finalmente orientam a projecao. A Tabela 3.7 fornece os valores de stress obtido
nas trés projegoes apresentadas na Figura 3.14
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Figura 3.14: Influéncia dos pontos de controle na projegao.
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(b) Projecoes LAMP

As imagens

na

primeira coluna mostram a disposicao dos pontos de controle e as imagens na
segunda coluna a projcao LAMP do conjunto de dados Iris, com os pontos de
controle em destaque na cor vermelho.

Método | Stress
k-means; | 0.0080
k-means, | 0.0052
Aleatério | 0.0071

Tabela 3.7: Stress produzido nas projegoes do conjunto de dados Iris através do

método LAMP.
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3.3 Conjunto de dados Wine

Passamos agora ao conjunto de dados Wine, os dados presentes nesse conjunto
de dados sao o resultado de uma andlise de vinhos, cujas videiras cresceram na
mesma regiao da Italia, mas sao provenientes de trés cultivares, foram analisados
59 vinhos do primeiro cultivare, 71 do segundo e 48 do terceiro, totalizando 178
vinhos. Uma caracteristica que se sobressai nesse conjunto de dados é a maior
dimensao do espaco ao qual seus dados estdo incorporados. Cada um de seus
vinhos é representado por 13 atributos, dentre eles destacamos &dlcool, acido
malico, magnésio, fendis totais, a intensidade da cor e matiz, atributos esses
que podem ser observados em destaque e nessa ordem no seguinte dado que
representa o quinto vinho analisado

ps = 13.24 2.59 2.87 21 118 2.8 2.69 0.39 1.82 4.32 1.04 2.93 735

Aplicamos entao os métodos de projecao multidimensional ao conjunto de
dados Wine e os resultados dessas projecoes podem ser observados na Figura
3.15, bem como a Tabela 3.8 informa os parametros de saida (tempo e stress)
para essas projecoes.

Método | Stress | Tempo
NNP 0.0203 | 0.0473 s
Force 0.0303 | 0.9817 s
LSP 0.0350 | 0.1359 s
PLP 0.0217 | 0.0540 s

LAMP | 0.0050 | 0.1141 s

Tabela 3.8: Resultados obtidos nas projegoes do conjunto de dados Wine ilus-
tradas na Figura 3.15.

Ao aplicar o método Force ao conjunto de dados Wine observamos algumas
peculiaredades, em alguns casos, principalmente quando a projecao NNP inicial
é muito boa, o método Force nao desempenha muito bem seu papel piorando
as projecoes em vez de melhora-las. Fica justificado com isso um valor de stress
mais alto no método Force do que no método NNP (Tabela 3.8). O método
LAMP apresenta o melhor valor de stress ao projeta o conjunto de dados Wine,
o stress produzido por sua projegao é uma ordem de precisao menor que o stress
produzido pelos demais métodos.

Como mencionado esse conjunto de dados também esta dividido em trés clas-
ses, segundo o proprio doador do conjunto de dados Riccardo Leardi. Na Figura
3.16 incluimos as informagoes de classes ao resultado das projecoes apresentada
na Figura 3.15. As trés classes ficam bem definidas nas projecoes resaltando a
diferenca de cultivare ao qual pertencem, no entanto, pode-se observar pequenas
regioes nas projecoes nas quais todas as trés classes possuem pontos projetados,
sugerindo uma certa proximidade das mesmas, o que é plausivel, pois os dados
pertencentes a esse conjunto de dados representam vinhos que foram cultivados
numa mesma regiao da Itélia.

Observe que diferente do conjunto de dados Iris que apresenta a classe das
flores iris-setosa bem separada das demais, o conjunto de dados Wine nao apre-
senta um classe que se distancia consideravelmente das demais.
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Figura 3.15: Projegoes do conjunto de dados Wine através dos métodos NNP,
Force, LSP, LAMP e PLP.
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conjunto de dados.
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3.4 Conjunto de dados Housing

Um outro conjunto de dados bastante interessante que utilizamos em nossas
comparacoes é o conjunto de dados Housing, que diz respeito a valores de 506
alojamentos no subirbio de Boston, cada uma das residéncias é descrita por 14
atributos, sendo 13 deles continuos e 1 bindrio. A varidvel bindria aparece como
quarto atributo dos dados, o valor 1 é atribuido aquelas que fazem limites com
o rio Charles, e 0 aquelas que néo fazem. Damos exemplo de duas residéncias
uma que faz limite com o rio e uma que nao faz, atente para o quarto atributo

Dss 0.07 0.0 04.49 0 0.45 6.12 056.8 3.75 3 247.0 18.5 395.15 08.44 22.2
puaz = 3.320.0 19.58 1 0.87 5.40 100.0 1.32 5 403.0 14.7 396.90 26.82 13.4

Assim como nos conjunto de dados anteriores realizamos a projecao do con-
junto de dados Housing através dos nossos métodos de estudo, os resultados
podem ser observados na Figura 3.17.

E também interessante fornercermos resultados de stress e tempo gasto na
projecoes observadas na Figura 3.17 para que possamos comparar os métodos,
valores estes que aparecem na Tabela 3.9. Observe que em termos de stress o
método Force supera o método NNP, no entanto para um conjunto de dados
como o Housing, que contém 506 dados, o tempo que esse método leva para
obter a projecao é muito maior se comparado ao método NNP, que resolve o
problema quase que instantaneamente. Note também que os métodos baseados
em pontos de controle ainda nao apresentam um esforgo computacional redu-
zido, no entanto veremos que para conjuntos de dados maiores a reducao no
tempo gasto ficara evidente.

Método | Stress | Tempo
NNP | 0.0968 | 0.2806 s
Force | 0.0211 | 8.0746 s
LSP 0.0796 | 1.0934 s
PLP 0.0880 | 0.2466 s

LAMP | 0.0450 | 0.5083 s

Tabela 3.9: Resultados obtidos nas projegoes do conjunto de dados Housing
ilustradas na Figura 3.17.

Diferente dos conjunto de dados Iris e Wine o conjunto de dados Housing
nao possui classes pré-definidas por seus criadores, desejamos justamente inferir
se existem tendéncias de agrupamento em seus dados, para tal finalidade reali-
zamos a redugao dimensional através dos nossos métodos de estudo que podem
ser observadas na Figura 3.17.

Os resultados das projegoes sugerem que estao presentes trés grupos bem
definidos nos dados, cada um deles com uma concentracao diferente de dados.
Pode-se notar um primeiro grupo bastante denso de dados, um segundo grupo
que apresenta uma densidade um pouco menor que este, e um terceiro com
poucos dados.

Observamos a projegdo e a analisamos ponto a ponto classificando-os em
trés classes conforme o grupo ao qual pertence, obtemos a seguinte distribuigao
das residéncias
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Figura 3.17: Projecoes do conjunto de dados Housing através dos métodos NNP,
Force, LSP, LAMP e PLP.
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1. Classe 1: da 1* a 356* e da 494* a 506
2. Classe 2: da 357* a 493® menos os elementos que pertencem a classe 3.

3. Classe 3: 4117, 412% 4132, 4152, 4162, 417%, 419%, 420%, da 424® & 4392,
4462, 4512, 4552, 456, 457, 458% | 4677

O processo para obtencao das classes é realmente trabalhoso, mas em con-
trapartida muito simples. A fim de testar esse agrupamento que obtivemos,
rodamos novamente os algoritmos com essa separacao de classe por noés defi-
nida. Os resultados dessas projecoes podem ser observados na Figura 3.18, os
grupos ficam muito bem definidos como podemos observar, constatando uma
6tima definigdo das classes. Assim a partir de um lista de dados conseguimos
inferir tendéncias de agrupamento.

Apos obter esse agrupamento através das projegoes surge naturalmente uma
questao: seria possivel obter uma separacao de classes que representasse bem os
grupos presentes na projecao a partir de algum atributo ou atributos presente
no conjunto de dados. A resposta para esssa questdo no conjunto de dados
Housing é muito préxima de sim.

Observamos o conjunto de dados e a analisamos os atributos que tem maior
influéncia na projecao. A nosso ver o nono atributo parecia ter forte influéncia
no conjunto de dados, criamos entao duas faixas para esse atributo, sao elas:

1. Faixa 1: 0 a 20

2. Faixa 2: 21 acima

Com essas faixas conseguimos praticamente separar o grupo mais denso dos
demais, todos os pontos pertencentes ao grupo mais denso tem o nono atributo
pertencente a Faixa 1, além de alguns pontos pertencentes ao grupo de densidade
moderada de dados, veja na Figura 3.19.
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Figura 3.19: Influéncia do nono atributo na separacao dos grupos. Os pontos
em azul tem o nono atributo dentro da Faixa 1 e os pontos em vermelho dentro
da Faixa 2.

Outro atributo que contribui na separagao dos grupos é o décimo segundo
atributo, criamos também duas faixas para esse atributo:

1. Faixa 3: 0 a 110
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2. Faixa 4: 110 acima

A partir das Faixas 3 e 4 conseguimos separar quase que totalmente o grupo
menos denso dos demais, todos os pontos pertencentes ao grupo menos denso
tem o décimo segundo atributo dentro da Faixa 3, além de alguns pontos per-
tencentes ao grupo mais denso, veja na Figura 3.20.
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Figura 3.20: Influéncia do décimo segundo atributo na separacao dos grupos.
Os pontos em azul tem o décimo segundo atributo dentro da Faixa 3 e os pontos
em vermelho dentro da Faixa 4.

Finalmente, utilizamos um produto cartesiano entre as quatro faixas apre-
sentadas acima para os nono e décimo segundo atributos, conseguimos uma
separagao dos grupos muito proxima a obtida segundo a separagao de classe
definidas anteriormente, veja na Figura 3.21 a separacgao dos gurpos utilizando
as classes e o produto cartesiano dos atributos 9 e 12. Na Figura 3.21(b) os
pontos sao coloridos de acordo com as faixas as quais pertencem, sendo

1. Pontos azuis: (9°, 12°) € (Faixa 1, Faixa 4);
2. Pontos vermelhos: (9°, 12°) € (Faixa 2, Faixa 3);
3. Pontos verdes: (9°, 12°) € (Faixa 2, Faixa 4);

4. Pontos amarelos: (9°, 12°) € (Faixa 1, Faixa 3).

Os atributos 9 e 12 tém sem duvida bastante influéncia no conjunto de
dados, pois com eles conseguimos uma separagao dos grupos quase tao boa
quanto aquela obtida analisando a projegao ponto a ponto.

Para a determinacao das Faixas 1, 2, 3 e 4 desenvolveu-se uma rotina no
MATLAB que funciona como um equalizador. Realiza-se inicialmente uma
projecao, os pontos entao sao coloridos com as cores azul ou vermelha, de acordo
com um atributo, pontos com esse atributo abaixo de um determinado valor sao
coloridos com a cor azul e os pontos com esse atributo acima desse valor sao co-
loridos com a cor vermelha. O usuério pode entao alterar esse tal valor através
de um medidor, com base nessa mudanca o c6digo redefine as cores. Assim
pode-se analisar a influéncia de um determinado atributo em uma projecao
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Figura 3.21: Separacdo dos grupos utilizando (a) nossa definicdo de classes e
(b) o produto cartesiano definido pelos nono e décimo segundo atributos

3.5 Conjunto de dados Abalone

Passamos finalmente ao nosso ultimo conjunto de dados conhecido como con-
junto de dados Abalone, trata-se de haliotes (ou abalones) um tipo de molusco
encontrado na maioria dos mares temperados, dos nossos conjuntos de dados
esse é 0 que apresenta o maior nimero de dados, sao 4177 moluscos, cada um
deles representados por 8 atributos, uma caracteristica marcante desses dados é
a presenga de 28 classes distintas, a quantidade de haliotes em cada uma dessas
classes pode ser observada na Tabela 3.10.

Classe | N° de dados | Classe | N° de dados | Classe | N° de dados
12 1 112 487 212 14
28 1 122 267 222 6
32 15 132 203 232 9
42 57 14# 126 242 2
5a 115 152 103 252 1
6 259 16* 67 26> 1
e 391 17# 58 27 2
82 568 182 42 282 1
92 689 19? 32
10? 634 202 26

Tabela 3.10: Classes do conjunto de dados Abalone.

Novamente aplicamos os métodos de projegao NNP, Force, LSP, LAMP e
PLP ao conjunto de dados Abalone. Os resultado dessas projecoes podem ser
observados na Figura 3.22. Podemos constatar visualmente a presenga de muitos
grupos, além de alguns pontos isolados, esse pontos representam provavelmente
as classes constituidas de apenas um molusco.

Assim como fizemos no conjunto de dados Housing é possivel analisar o
conjunto de dados Abalone ponto a ponto e definir a que classe cada um deles
pertence, dificilmente vamos recuparar as 28 classes fornecidas pelo criador do
conjunto de dados mais boa parte delas poderao ser identificadas.
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A Tabela 3.11 fornece os valores de stress e tempo gasto nas projegoes visu-
alizadas na Figura 3.22. Esses resultados deixam bem claro o beneficio obtido
ao se utilizar pontos de controle para realizar projegoes. Os métodos PLP e
LAMP, que fazem uso dessa técnica, projetam os dados com um esforco compu-
tacional consideravelmente menor se comparados os métodos NNP e Force, que
nao fazem uso dessa técnica. No método LSP optamos por projecoes mais cus-
tosas e de melhor qualidade, apenas por esse motivo este método nao superou
os métodos NNP e Force.

O método LAMP projeta os dados com um valor de stress que supera os
demais métodos em uma ordem de precisao, em particular supera os métodos
NNP e Force além de realizar a projecao com um esforco computacional menor.

Método | Stress Tempo
NNP 0.2671 | 16.7592 s
Force 0.1227 | 554.2662 s
LSP 0.4212 | 99.4822 s
PLP 0.2711 | 7.6286 s

LAMP | 0.0201 | 10.8164 s

Tabela 3.11: Resultados obtidos nas projegoes do conjunto de dados Abalone
ilustradas na Figura 3.22.

O layout produzido pelo método LAMP diferiu muito do layout produzido
pelos demais métodos. No conjunto de dados Abalone, estdo presentes muitos
grupos e alguns desses grupos sao formados por um nimero muito grande de
dados, com isso o método k-means acaba por escolher poucos ou até mesmo
nelhum ponto de controle nos grupos que tém poucos dados, assim os pontos de
controle nao conseguem orientar de forma adequada a projecao. Por esse motivo
o layout do método LAMP parece tao diferente dos demais. Note contudo que
ainda assim o valor de stress produzido é pequeno superando os demais métodos.

Até aqui seguimos um padrao para realizar as projecoes através do método
LAMP: o ntimero de pontos de controle n. = y/n e a porcentagem de vizinhos
mais préximos, utilizado na projegao de cada ponto, igual a 100%. Para ob-
ter uma layout mais parecido com os layouts produzidos pelos outros métodos
aumentamos o nimero de pontos de controle para n, = 500 e reduzimos para
0.01% a porcentagem de vizinhos mais p6ximos utilizado. Os resultados podem
ser observados na Figura 3.23 e na Tabela 3.12. O tempo gasto para realizar
a projecao através do método LAMP com essa alteragao é maior, além disso o
stress obtido no método LAMP se aproxima um pouco mais do stress obtido
pelo método NNP, devido ao uso de um ntimero maior de pontos de controle.

Método | Stress Tempo
NNP | 0.3192 | 15.4337 s
Force | 0.1988 | 583.4274 s
LSP 0.5485 | 101.0432 s
PLP 0.3815 | 7.5239 s

LAMP | 0.2749 | 12.6758 s

Tabela 3.12: Resultados obtidos nas projecoes do conjunto de dados Abalone
ilustradas na Figura 3.23.
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Surgiu uma questao bastante sutil nos estudo desses métodos de projecao,
nao teriamos uma perda de informacao menor ao projetarmos os pontos no
espago em vez de projeté-los no plano a final de contas teriamos uma dimensao
a mais para guarda as informagoes. Motivado por essa possibilidade adaptamos
o método NNP para realizar projegoes no espaco, a esse método demos o nome
de NNP3.

3.6 Método NNP3

O método NNP3 inicia o algoritmo de modo semelhante ao método NNP, os
dois primeiros pontos sdo projetados em R?, entdo para cada novo ponto p a ser
projetado realiza-se uma pesquisa no conjunto dos pontos que ja foram projeta-
dos a procura dos dois pontos ¢ e r mais préximos (em R™) de p, considera-se
esferas E; e E, de centro ¢’ ¢ r’ e raios dy e d,, respectivamente (no lugar dos
circulos Cy e C,). A partir dessas esferas é escolhido um ponto no espago para
representar p.

A Figura 3.25 mostra a projecao dos conjuntos de dados fris, Wine, Hou-
sing e Abalone obtidas através do método NNP3. Na projecao do conjunto de
dados fris, é possivel observar uma diferenga de altura entre as classes verde
e vermelha ({ris-versicolor e iris-virginica). Segundo o autor desse conjunto de
dados, essas duas classes nao se separam linearmente, como obtivemos, suas
coordenadas = e y tem uma forte relacdo, no entanto, com a projecdo NNP3
conseguimos incorporar a diferenca de classes a projecao e ainda manter essas
classes linearmente unidas.

Passamos entao a comparacao dos métodos NNP e NNP3, vamos analiséa-
los utilizando o stress e o tempo gasto para realizar as proje¢des. A Tabela
3.13 fornece o stress obtido por ambos os métodos ao projetar os conjuntos de
dados fris, Wine, Housing e Abalone. Pode-se notar que em alguns casos o
método NNP3 obtém valores de stress inferiores aqueles obtidos pelo método
NNP, como por exemplo nos conjuntos de dados Iris e Housing. Em termos de
esforco computacional os dois métodos apresentam resultados muito préximos
(Tabela 3.13).

Stress Tempo
NNP | NNP3 NNP NNP3
Iris 0.0415 | 0.0304 | 0.0356 s | 0.0261 s
Wine | 0.0208 | 0.0743 | 0.0484 s | 0.0416 s
Housing | 0.1148 | 0.0438 | 0.2847s | 0.2714 s
Abalone | 0.1795 | 0.5249 | 16.0566 s | 15.0808 s

Tabela 3.13: Stress e tempo gasto nas projecoes NNP e NNP3 dos conjuntos de
dados Iris, Wine, Housing e Abalone.

As projegoes no espaco sao bastante interessantes no seguinte sentido, po-
demos obter para cada projecdo em R? vérias projecoes em R?, basta projetar
os pontos obtidos em um plano qualquer do espago, como exemplo apresenta-
mos na Figura 3.24 as projecoes nos planos zy, zz e yz da projegcao NNP3 do
conjunto de dados Iris apresentada na Figura 3.25.
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O método NNP3 demonstra ser um 6timo método de projecao multidimen-
sional, isso nos motiva a estudar melhor projecoes multidimensionais no espaco.
Apartir do método NNP3 também podemos alterar o método Force para reali-
zar projegoes no espaco. Além disso, podemos projetar os pontos de controle,
necessarios aos métodos LSP, LAMP e PLP, no espago desenvolvendo assim os
métodos LSP3, LAMP3 e PLP3. Esse raciocinio pode ser utilizado a muitos
outros métodos de projegao existentes.
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Figura 3.24: Projecao nos planos zy, xz e yz da projecao NNP3 do conjunto de
dados Iris.
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Capitulo 4

Conclusao e trabalhos
futuros

Destinamos essa secao para apontar as principais conclusoes tiradas a cerca dos
métodos, e também damos a dire¢ao que pretendemos seguir nos nossos estudos.

O método NNP tem uma importancia muito grande, como método de projegao
multidimensional ele apresenta bons resultados em termos de precisao. No en-
tanto, aplicando o esquema de melhoria Force, o resultado mostra-se melhor sob
as métricas introduzidas. Além disso os demais métodos ao projetar os pontos
de controle utilizam o método NNP. Entao é bastante evidente a importancia
desse método.

O esquema de melhoria Force em geral reduz os valores de stress de uma
projecao. Esse método apesar de ser computacionalmente caro produz 6timos
valores de stress sendo ideal para aplicagoes onde o tempo computacional nao é
muito importante e sim o resultado final da projecao.

Stress x Iteragdes

03

025 T

0,2
0,15 \ —iris

\ —Wine
0.1

Housing

R )

Iteragies

Figura 4.1: Gréfico do Stress x Iteragoes. Stress produzido pelo método Force
em func¢ao do nimero de iteragoes utilizada pelo mesmo.

Uma andlise do stress em funcao do ntimero de interagoes do esquema de
melhoria Force é feita para os conjuntos de dados fris, Wine e Housing, os resul-
tados aparecem na Figura 4.1. Pode-se notar que o stress diminui rapidamente
a medida que o numero de iteracoes aumenta e, que esse valor tende a ficar cons-
tante depois de um certo nimero de iteragoes entre 10 e 15 iteragoes para os
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conjuntos de dados Iris e Wine e 15 iteragoes para o conjunto de dados Housing.

Os métodos abordados neste trabalho que fazem uso dos pontos de controle
sao os métodos LSP, PLP e LAMP, nota-se que o esfor¢o computacional para
realizar a projecao de conjuntos de dados maiores é consideravelmente menor
para métodos que utilizam essa opc¢do. A Tabela 4.1 apresenta o tempo gasto
pelos métodos NNP, Force, LSP, PLP e LAMP para projetar o conjunto de dados
Abalone que contém 4177 dados. Note que os métodos PLP e LAMP superam
os métodos que ndo fazem uso de pontos de controle (NNP e Force). O método
LSP apresenta dificuldade para projetar esse conjunto de dados, provavelmente
devido ao grande niimero de classes presentes nesses dados, entao optamos por
projecoes mais custosas e de melhor qualidade, somente por esse motivo este
método nao superou os métodos NNP e Force.

Método Tempo
NNP 16.7592 s
Force 554.2662 s
LSP 99.4822 s
PLP 7.6286 s

LAMP 10.8164 s

Tabela 4.1: Tempo gasto nas projegoes do conjunto de dados Abalone ilustradas
na Figura 3.22.

Pontos de controle carregam informacoes geométricas que sao utilizadas de
diferentes formas pelos métodos durante o processo de projecdo. O método
LSP trabalha com alguns sistemas laplacianos para realizar a projegao, onde
as informagoes fornecidas pelos pontos de controle devem ser incorporadas a
esses sistemas. Este trabalho apresenta uma nova técnica para incorporar as
informacoes dos pontos de controle aos sistemas, denominada Evolucao. Ao
utilizar essa técnica o método LSP ganha o nome LSPevolucao.

Stress x Iteragdes
0.8

07 —

06

05 1

0,4 1 —ris
—Nine

03
\ Housing

0,2

EE R Y

0,1

1 4 8 20 50 75 100

Iteracdes

Figura 4.2: Grafico do Stress x Iteracoes. Stress produzido pelo método LSPe-
volugao em fungao do ntimero de iteracoes utilizada pelo mesmo.

Nos conjuntos de dados Iris, Wine e Housing sao feitas andlises do stress em
funcao do niimero de interagoes utilizada pelo método LSPevolucao para resol-
ver o sistema gerado pelo mesmo durante a projecao dos dados, os resultados
aparecem na Figura 4.2. O stress decai rapidamente a medida que o nimero de
iteragoes cresce e, apds 50 iteracoes tende a se manter constante.
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Quando um numero reduzido de pontos de controle é utilizado, as projecoes
obtidas através do método LSP apresentam uma certa “linearidade” (isto é,
aproximam-se de uma curva), esse problema é resolvido utilizando um nimero
maior de pontos de controle.

O método PLP figura entre os métodos mais vantajosos se levamos em conta
a qualidade da projecao e o esforco computacional, contudo ele nada mais é do
que a aplicagdo do método LSP a subconjuntos do conjunto de dados, cha-
mados de amostras, assim ao se utilizar dessa estratégia o método PLP pode
criar projecoes nas quais nota-se pequenos aglomerados, cada aglomerado des-
ses sendo o resultado da projecao de uma amostra. Contudo, vale destacar
que projecao desse tipo sé sao obtidas quando o nimero de pontos de controle
utilizado é pequeno.

Por fim o método LAMP tem uma caracteritica bastante interessante, os
pontos assim como no método NNP sao projetados um a um permitindo que
projecoes parciais sejam exibidas e com elas podemos ter uma ideia de como o
método evolui. Esse método é o que apresenta o melhor negécio em termos de
qualidade e esforgo computacional. Sua formulagdo também merece destaque,
pois facilita muito a implementacao do método.

Na segao anterior fornecemos uma medida visual para qualificar uma projegao,
o grafico de dispersao. Utilizamos essa medida para analisar o conjunto de da-
dos fris, no entanto também foram produzidos os graficos de dispersao de todas
as projecoes dos conjunto de dados Wine, Housing e Abalone como podemos
observar na Figura 4.3.

Figura 4.3: Gréficos de dispersao das projegoes dos conjuntos de dados fris,
Wine, Housing (de cima para baixo) através dos métodos NNP, Force, LSP,
PLP e LAMP (da esquerda para a direita).

Também obtivemos as medidas de stress de todos os conjuntos de dados: Iris,
Wine, Housing e Abalone. A Tabela 4.2 mostra todos os resultados de stress,
bem como, os de tempo utilizados pelos método na projecao dos conjunto de
dados. Essa tabela é na verdade uma forma de resumir todos os resultados que
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j4 mostramos anteriormente de forma separada.

Iris Wine Housing Abalone
(150 x 4) (178 x 13) (506 x 14) (4177 x 8)
Método S T S T S T S T

NNP 0.0558 | 0.05 | 0.0203 | 0.05 | 0.0968 | 0.28 | 0.2671 | 16.76
Force | 0.0141 | 0.72 | 0.0303 | 0.98 | 0.0211 | 8.08 | 0.1227 | 554.27

LSP 0.0567 | 0.11 | 0.0350 | 0.14 | 0.0796 | 1.09 | 0.4212 | 99.48
PLP 0.0637 | 0.05 | 0.0217 | 0.05 | 0.0880 | 0.25 | 0.2711 | 7.63
LAMP | 0.0069 | 0.10 | 0.0050 | 0.11 | 0.0450 | 0.51 | 0.0201 | 10.82

Tabela 4.2: Valores de stress (S) e tempo gasto (T) obitidos nas projecoes de
todos os conjuntos de dados. Os valores que aparecem entre parenteses sao o
nimero de dados e a dimensao do espago em que os dados estao incorporados.

Os métodos apresentados neste trabalho sao alguns dos métodos de projecao
multidimensional existentes, futuramente pretendemos estudar outros métodos
de proje¢do multidimensional, como por exemplo: PLMP [17], Hybrid [12],
Glimer [9], e, além disso realizar um estudo das aplicagées possivel para os
métodos de projecao multidimensional. Outra meta é analisar melhor projegoes
tridimensionais e seus beneficios.

O método LAMP faz uso de um mapeamento afim f,(z) = «M + t para
cada ponto p a ser projetado, a projecao desse ponto p é entao dada por

fo(p) =pM +1

na tentativa de melhorar a qualidade da projegao testamos uma nova aborda-
gem. Inicialmente calculamos todos os mapeamentos afins, isto é, dado um
conjunto de dados S = {p1,p2, ..., pn} obtemos o conjunto

{f;v17f1127 ""fpn}’

em seguida, utilizamos uma ideia de particao da unidade para definir uma tnica
transformagao f que serd utilizada para projetar todos os pontos, essa fungao é

dada por
f=> Bufe:
k

onde Z Br = 1. Por fim definimos a projecao de um ponto p; como sendo
k

pi = f(pi)-

Foram realizadas projegoes do conjunto de dados Iris utilizando o método
LAMP e essa modificacdo do método LAMP, denotada por LAMP,,,, e os re-
sultados obtidos podem ser observados na Figura 4.4. Resultados de tempo
e stress também podem ser observados na Tabela 4.3, os resultados parecem
promissores. Estudar melhor essa modificagdo do método LAMP é outro dos
nossos objetivos, utilizando-se para isso conjuntos de dados mais complexos.
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Figura 4.4: Projegoes do conjunto de dados Iris que comparam o método LAMP
com a sua versao modificada LAMP,,,.

Método | Stress | Tempo
LAMP | 0.0063 | 0.0644 s
LAMP,, | 0.0019 | 0.1481 s

Tabela 4.3: Resultados de stress e tempo gasto nas projegoes do conjunto de
dados Iris apresentadas na Figura 4.4, nas quais foram utilizadas os métodos
LAMP e a sua versao modificada LAMP,,,.

Pekalska aborda em seu trabalho outros métodos de projecoes, além da Tri-
angulacdo, como Sammon mapping [19] e ANN [5]. Outros trabalhos estao
fortemente relacionados a essa dissertacao, dentre eles merecem destaque: Iso-
map [21], Chalmers [3], PCA [11] (o método PLMP pode ser visto como uma
generalizagdo do PCA), FDP model [14].
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