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“E aqueles que foram vistos
dancando foram julgados insanos
por aqueles que nao podiam escutar

a musica.”

Friedrich Nietzsche



Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria dos sistemas semidinamicos impulsivos. Tais sistemas
sao uma generalizagao natural da teoria cléssica dos sistemas semidinamicos continuos. Na
primeira parte deste trabalho, apresentamos a teoria dos sistemas semidindmicos continuos.
Na segunda parte, apresentamos os sistemas semidinamicos impulsivos e estudamos algumas
de suas propriedades. Interessados em estudar o comportamento assintotico de um sistema
semidindmico impulsivo, na terceira e quarta parte deste trabalho, estudamos conceitos como
invariancia, dissipatividade, atrator global entre outros conceitos. O estudo destes conceitos
para sistemas impulsivos nos fornece garantias que um determinado processo aproxima-se
de um padrao no futuro. Além disso, o centro de Levinson é definido para um sistema
semidindmico compacto dissipativo e algumas de suas propriedades topologicas como, por

exemplo, compacidade e conexidade sao estudadas.

Palavras-chave: sistemas semidinamicos - sistemas impulsivos - dissipatividade - atrator

global - centro de Levinson.



Abstract

This work is an introduction the theory of impulsive semidynamical systems. Impulsive
systems are a natural generalization of the classical theory of continuous semidynamical
systems. First chapter presents the theory of continuous semidynamical systems. The
second chapter is devoted to impulsive semidynamical systems theory. In this chapter,
we study some properties of the impulsive systems. Interested in studying the asymptotic
behavior of a impulsive semidynamical systems, in the third and fourth chapters of this
work concepts like invariance, dissipativity and global attractor are presented. The study of
these concepts for impulsive systems provides us with assurances that a particular process
approaches of a standard in the future. Moreover, the center of Levinson is defined for
compact dissipative impulsive semidynamical systems and some of it’s topological properties,

for example, compactness and connectedness are studied.

Keywords: semidynamical systems - impulsive systems - dissipativity - global attractor -

Levinson’s center.
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Introducdo

A teoria dos sistemas dindmicos nasceu no estudo da mecénica celeste e ganhou seu espago
na matematica a partir de Poincaré, Liapunov e Birkhoff. Hoje, esta teoria representa uma
area extremamente fértil e diversificada na matematica. Diversificada tanto no campo de
aplicagoes de seus conceitos, tanto nas ferramentas utilizadas para seu estudo.

Existem sistemas que sao caracterizados pelo fato de sofrerem mudancas abruptas de
estado. Estes sistemas sao submetidos a pertubacoes cuja duracao é insignificante em
comparagao a duracgao do processo. Por isso, é natural assumir que estas pertubacoes
sao instantaneas. Tais sistemas representam uma generalizacao para a teoria cléssica dos
sistemas dindmicos continuos. Seus conceitos sao aplicados em areas como biologia, medicina,
economia, engenharia, fisica e entre muitas outras.

Neste trabalho, apresentamos alguns aspectos da teoria dos sistemas semidinamicos
impulsivos. Nosso estudo visa generalizar conceitos e resultados sobre sistemas semidinamicos
continuos que foram exibidos em [4]. Para desenvolver tal estudo utilizamos como principais
referéncias os trabalhos [3] e [14].

No primeiro capitulo, desenvolvemos a teoria bésica dos sistemas semidindmicos
continuos. Definimos conceitos de orbita, trajetoria, conjunto positivamente invariante,
conjunto limite e, além disso, provamos resultados envolvendo tais conceitos. As referéncias

para este capitulo sao [1], [2] e [7].
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No segundo capitulo, introduzimos os sistemas semidinamicos impulsivos. Definimos a
fungao ¢ (que representa o menor tempo que a trajetoria intersecta o conjunto impulsivo),
orbita positiva impulsiva, conjunto positivamente w-invariante, conjunto [-invariante e
conjunto limite impulsivo. Entre os resultados deste capitulo podemos destacar os Lemas 2.5
e 2.6, as Proposigoes 2.1, 2.3 e 2.9 e os Teoremas 2.4 e 2.7. As referéncias para este capitulo
sao [1], [5], [7] e [13].

No terceiro capitulo, desenvolvemos a teoria dos sistemas semidindmicos impulsivos
dissipativos. Introduzimos varios tipos de dissipatividade como: pontual, compacta, local
e limitada. Para um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo, definimos o
conceito de centro de Levinson e estudamos suas propriedades topologicas. Apresentamos
também condigoes necessarias e suficientes para obter dissipatividade. Além disso, sao
abordados assuntos como a variedade estavel e alguns tipos de estabilidade. As referéncias
para este capitulo sao [3] e [4].

No tltimo capitulo, estudamos a conexidade do centro de Levinson de um sistema
semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo. Definimos os seguintes conceitos para
um sistema semidindmico impulsivo: atrator global, fracamente b-dissipativo, fracamente
k-dissipativo, condi¢ao de Ladyzhenskaya, completamente continuo e indecomponivel.
Estudamos alguns resultados que relacionam estes conceitos com sistemas dissipativos (ponto,
compacto, local e limitado). Finalmente, aplicamos nossos resultados em um sistema

impulsivo em R™. As referéncias para este capitulo sao [4] e [14].



Notacdes

Vamos apresentar as notagoes que serao usados neste texto.

Nosso ambiente de trabalho sera o par (X, p), onde X é um conjunto e p é uma métrica

em X.
e R é o conjunto dos ntimeros reais;
e R, é o conjunto dos ntimeros reais nao negativos;
e N ¢é o conjunto dos niimeros naturais (sem o zero);
e 7 é o conjunto dos ntimeros inteiros;
e 7. é o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos;
e B(X) é a colegao de todos os conjuntos limitados em X;
e K(X) é a colegao de todos os conjuntos compactos em X;

o K5 (X) é a colecao de todos os conjuntos nao vazios, compactos, positivamente 7-

invariantes e atratores da familia K(X);

o Kga(X) é a colegdo de todos conjuntos nao vazios, compactos, positivamente 7-

invariantes e globalmente assintoticamente T-estaveis;



15

e C(X,Y) é o conjunto das fungdes continuas definidas em X e tomando valores em Y;
e C'(X,Y) é o conjunto das fungoes cuja derivada estd em C(X,Y);
e A representa o fecho do conjunto A em X;

e OA representa a fronteira do conjunto A em X;

e A\B={reX:zxe€Aux¢ B},

o A= X\A;

e p(z,A) =inf{p(z,a) :a € A}, com A C X nao vazio;

e p(A, B)=1inf{p(a,b) :a € A, be B}, com A, B C X nao vazios;
e (3(A,B) =sup{p(a,B):a € A}, com A, B C X nao vazios;

e B(z;e)={y € X :p(z,y) < e}, com ¢ > 0;

e B(z;e)={y € X : p(x,y) < e}, com ¢ > 0;

e B(A;¢) ={y € X :p(y,A) < ¢}, com ¢ > 0;

e B(A;e)={ye X :ply,A) <e}, com e > 0;

e R" é o espaco euclidiano n-dimencional;

e H(X)={f:f:X — X é homeomorfismo}.

Escrevemos {z,},>1 C X para indicar que {z,},>1 ¢ uma sequéncia em X indexada no

conjunto N. Vamos escrever x,, — x, para representar o limite

lim x, = =.
n—-+o00



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Sistemas semidinamicos

Neste capitulo definimos o que é um sistema semidinamico e exibimos alguns exemplos
sobre esta teoria. Introduzimos o conceito de orbita positiva de um ponto e o conceito
de invariancia. Provamos alguns resultados sobre tais conceitos e definimos os conjuntos
limites L*(z), J*(x) e D™ (x), x € X. Tais conjuntos sao de grande relevancia, pois através
deles podemos extrair propriedades para o sistema. Para mais informagoes sobre sistemas

semidindmicos indicamos [1], [2] e [7].

Definigao 1.1. Seja (X, p) um espago métrico. Um sistema dindmico em X é uma tripla

ordenada (X, 7, R) onde a aplicagao

m™: XxXxR — X
(x,t) +— 7(x,t)

é continua e satisfaz:
(1) m(x,0) = x, para todo = € X

(2) m(x,t+s) = n(m(x,t),s) para todos t,s € R e todo z € X.
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Se (X, m,R) é um sistema dinamico, entao dizemos que o conjunto X é o espa¢o de fase
e que a aplicacao w é a aplicacao de fase.
E importante observar que a Definicdo 1.1 pode ser generalizada no seguinte sentido: o

grupo aditivo R pode ser trocado por um grupo topologico G qualquer (ver [6]).

Para um sistema dinamico (X, 7, R), temos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Para cadat € R, a aplicagio m, : X — X definida por mi(z) = n(z,t), z € X,

€ um homeomorfismo.

Prova: Ver 2] pagina 6.

Seja H(X) = {f : f: X — X é homeomorfismo}. Pelo Teorema 1.1, m; € H(X) para
todo t € R. Assim, munido da composigao de fungoes, o, o par (H(X), o) é um grupo. Dado
r € X. Como 7(z,t+ s) = w(mw(x,t),s), para todos t,s € R, isto é, ms = m 0 7, entdo o
conjunto {m };er C H(X) munido com a composi¢ao de fun¢oes ¢ um subgrupo de H(X).

Trocando R por R, na Definigdo 1.1, dizemos que a tripla (X,7,R;) é um sistema
semidinamico em X. Ou ainda, se considerarmos no lugar de R na Defini¢ao 1.1, Z (ou Z. ),

obtemos um sistema dindmico discreto (ou um sistema semidindmico discreto) em X.

Exemplo 1.1. Uma equacao de diferencas homogénea de primeira ordem é dada por:

2(n+1) = T(x(n)),
i =1T(x),

(1.1)

para todo n € Z,, onde T : R" — R"™ é um aplicac¢do continua e &(n) = x(n+ 1), Vn € Z,..
Uma solugdo para (1.1) é uma sequéncia x : Z, — R™ que a satisfaz para todo n € Z,. Um
fato na teoria das equagoes de diferengas é que a equagao de diferengas (1.1) define o sistema
semidinamico discreto (R", 7,7, ), onde w(x,n) := T"(z) para todo z € R" e todo n € Z,,

com T"(x) definido de maneira indutiva por:

T (z) =z,
Y (T(z)), neN,
para todo = € R"™ Reciprocamente, dado o sistema semidindmico discreto (R", 7,7Z.)

definimos a equacao de diferenca

i =T()
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onde T'(z) := m(x,1) para todo x € R™. Para mais informagoes sobre equagoes de diferengas

e sistemas semidinamicos discretos indicamos [15].
Para o caso continuo temos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2. Considere a equacao diferencial

= f(x,t), (1.2)

onde x € R", t € R, f: R" xR — R" é continua e & = Z—f. Assuma que para cada
(xo,t9) € R® x R a equagao (1.2) possua uma tnica solu¢ao ¢(t;tg, zo), ¢(to;to, o) = o
definida para todo ¢t € R. Considere a aplicacao 7 : X x R — X, X = R" x R, dada por

m((z,t),s) = (p(s+t;t,x),s +t). Entao m define um sistema dindmico em X.

Neste trabalho, a tripla ordenada (X, 7, R, ) serd designada somente pelo par ordenado

(X, 7). Se (X, 7) é um sistema semidinamico, para cada = € X, a aplica¢do continua

m Ry — X

t — m(t) :=7(x,t),

é chamada de trajetoria de x. Na sequéncia faremos algumas definigoes.

Definigao 1.2. Seja (X, 7) um sistema semidinamico em X. Dado = € X, a drbita positiva
de x é o conjunto

nt(x) = {m,(t) : t e R, }.

Para quaisquer conjuntos A C X e B C R, definimos

7 (A) = 7" (2) e 77(A,B) = | J{m(t): t € B}.

€A TEA

Definicao 1.3. Um conjunto A C X ¢ dito positivamente m-invariante, se 7 (A) C A.
Defini¢ao 1.4. Um ponto z € X é dito ponto critico, se w(z,t) = x, Vt € R,.
Defini¢ao 1.5. Um ponto z € X é dito ponto periddico, se existe T' > 0 tal que 7(z,T) = .

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre invariancia.
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Proposicao 1.1. Sejam (X,7) wm sistema semidindmico e {A;}ier uma familia de

subconjuntos positivamente m-invariantes em X. Entao,

sao positivamente m-invariantes em X.

Prova: Como A = J A;, podemos escrever
i€l

U @)= < U ﬂ@) .

T€A i€l \xz€A;

Juntando esta informagao com a hipdtese dos A; serem positivamente m-invariantes, segue

da definigao de 7 (A;) que

nH(A) = U nh(x) = U ( U 7T+<I)> = U7T+(A7;) C UAi =A.

€A i€l \z€A; iel el

Para provar que 71 (A) C A, note que

U nt(x) C mﬁJr(Ai) C ﬂAi.

eA iel iel

Proposicao 1.2. Seja (X, 7) um sistema semidindmico. Se A C X é um subconjunto

positivamente w-invariante, entao o fecho de A também € positivamente w-invariante.

Prova: Dado yy € 7 (A), mostremos que yy € A. Pela definigio de n+(A), existem x5 € A e
to € Ry tais que

Yo = 7T(33'0, to)

Como zy, € A, existe uma sequéncia {z,},>1 C A de modo que z,, — xy. Usando a
continuidade de 7 temos

llgl W(l’n,to) = 7T($0,t0) = Yo.

Sendo 7t (A) C A, segue que 7(z,,t0) € A, para todo n € N. Portanto 3 € A, finalizando a

demonstragao. [ ]



Secao 1.1: Sistemas semidindmicos 20

Proposigao 1.3. Seja (X, m) um sistema semidindmico. Para todo x € X, nt(z) €

positivamente w-invariante.

Prova: O resultado segue da seguinte sequéncia de igualdades:

Pat@) = | el teRY = | {nlnloto),0) 1 €Ry)
)

yent(z toeR4

= |J {n@@.to+1): t R} C7t(a).

to€ER

Seja x € X, e considere o conjunto
Lt (z) = () 7(t.[0, +00)).
>0

O lema abaixo mostra uma caraterizacao através de sequéncias para o conjunto L™ (x).

Lema 1.1. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico e x € X. Entao,
L*(z) = {y € X : existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry,
com t, — 400 e m(x,t,) — y}.

Prova: Seja W = {y € X : existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry, com ¢, —
+o00 e 7(z,t,) — y}. Vamos mostrar primeiro que W C LT (z). Dado y € W, existe uma
sequéncia {t,},>1 C Ry tal que t,, — 400 e w(x,t,) — y. Para cada 7 € (0,400), existe
no € N tal que t,, € [1,+00), Vn > ng. Assim, 7(z,t,) € w(x,[r,4+00)), Vn > ng. Portanto,
y € n(zx,[r,+00)), V7 € Ry. Isso implica que y € () m(z,[t, +00)). Logo, W C L*(z).

>0
Agora vamos provar a outra inclusdo. Dado z € LT (x), entdo z € 7(z, [t,+00)) para todo

t > 0. Em particular, z € 7(z,[t,, +00)) para a sequéncia {t,},>1 C Ry com t, — +o0.
Para cada n € N, existe A\, € [t,, +00) tal que p(m(x, \,), 2) < % Por construcao, A\, — +oo
em R,. Além disso,

w(x, A\p) — 2.

Assim z € W e, portanto, Lt (z) C W. [ |
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Motivados pelo Lema 1.1 faremos a seguinte definicao.

Definigao 1.6. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico e z € X. Um ponto y € X é

chamado ponto limite positivo de x, se existe uma sequéncia {t,},>1 C Ry tal que:
(1) t, — +oc;

(2) m(z, 1) = y.

Logo, L™ (x) é conjunto de todos os pontos limites positivos do ponto x € X. Dizemos

que LT (z) é o conjunto limite positivo de x € X.

Exemplo 1.3. Considere a equacao diferencial

r=r(l—-r),

. (1.3)
=1

Ay

Figura 1.1 Trajetéria do sistema (1.3).

O retrato de fase do sistema (1.3) consiste da trajetoria fechada 7 que coincide com o
circulo unitario r = 1, do ponto r = 0 e de trajetorias espirais que se aproximam da curva
v, quando t — +o00. Note que a menos ponto » = 0, o conjunto limite positivo de todas as
trajetorias para o sistema (1.3) é a curva fechada «. Para r = 0, o conjunto limite positivo é

o ponto r = 0.

O proximo teorema estabelece alguns resultados sobre a érbita positiva e o conjunto limite

positivo de um ponto.
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Teorema 1.2. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico e x € X. Entao,

(a) 7+ (2) =¥ (x) U LT (x);
(b) LT (x) € fechado e positivamente T-invariante;

(¢) se X é localmente compacto, Lt (x) € compacto e L™ (x) # 0, entdo LT (x) € conezo.

Prova: (a) E suficiente mostrar que 7+ (z) C nt(z) U L*(z). Dado 3y € nt(z), existe uma
sequéncia {y,},>1 C 7 (x) tal que y, — yo. Para cada n € N, existe ¢, € R, tal que
Yn = 7(x,t,). Se t, — 400, entdo yo € LT (x) C 7t (z) U LT (z). Caso {t,},>1 seja uma
sequéncia limitada, podemos obter uma subsequéncia convergente. Para facilitar a notacao
vamos supor que tal subsequéncia é a propria {t,},>1. Seja t, — 7. Pela continuidade da
aplicacao 7, temos

Yn = m(x,t,) — m(x, 7).

Pela unicidade do limite, 7(x,7) = yo. Entdo, yo € 7t (z) C n(x) U LT (x). Portanto, o
resultado esta provado.
(b) Por defini¢ao, L*(x) é fechado. Provemos que LT (x) é positivamente m-invariante.
Para mostrar isto, basta provar que 7t (y) C L™ (x), paratodoy € L*(z), jaque 7 (L1 (z)) =
U 7" (y). Dado y € LT (x), existe uma sequéncia t,, — +oo em R, tal que m(x,t,) — y.

yELT (z)
Seja 7 € R, qualquer. Pela continuidade de 7, temos

m(z,t, + 1) = w(n(z,t,), 7) = 7(y, 7).

Como t, + T — +00, entao w(y,7) € L*(z). Portanto, 77 (y) C L*(x).
(¢) Suponha por absurdo, que L™ (x) nao seja conexo. Sejam A, B C L™ (x) fechados, nao
vazios e disjuntos tais que L*(z) = AU B. Como L*(z) é compacto e A, B C L*(x) sdo

fechados, entao A e B sao compactos. Sendo X localmente compacto, existe ¢ > 0 tal que

B(A,¢€) e B(B,¢) sao compactos e disjuntos em X. Sejam a € A e b € B. Assim, existem
sequéncias t,, — 400 e h, — +00 em R, tais que 7(x,t,) — a e w(z, h,) — b. Sem perda de
generalidade, podemos supor que 7(z,t,) € B(A,¢), n(x,h,) € B(B,¢€) e h, —t, > 0, para
todo n € N. Para cadan € N, o segmento de trajetoria {m(x,t) : t, <t < h,} ¢ um conjunto

conexo e compacto. Entao, para cada n € N, existe 7, com t,, < 7, < h,, tal que 7(z,~,) €
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0B(A,¢). Como 0B(A,¢€) é compacto a sequéncia {7m(z,,)}n>1 possui uma subsequéncia
convergente. Sem perda de generalidade, podemos supor que 7(x,,) — z € 0B(A,¢€). Por
outro lado, t,,h, — +oo implicam que 7, — +oo. Portanto, z € LT (z), contradizendo o

fato de L*(z) = AU B. Logo, L™ (x) é conexo. u
Introduziremos agora o prolongamento do conjunto limite positivo e o conjunto
prolongado.

Definigao 1.7. Sejam (X, 7) um sistema semidinamico e z € X. O prolongamento do

congunto limite positivo de x é

O conjunto prolongado de x é

DY (z) = ﬂ UW(B(x;e),t).

e>0t>0
No préximo lema, segue uma caracterizacao através de sequéncias para o prolongamento

do conjunto limite positivo e o conjunto prolongado.

Lema 1.2. Seja x € X. Entao,
(a) JT(z) ={y € X : existem sequéncias {x,},>1 C X e {t,}n>1 C R, tais que

Ty — T, t, — 400 e m(Ty,t,) — y};
() Dt (z)={y € X :existem sequéncias {x,},>1 C X e {t,}n>1 C R, tais que

Ty — T e T(Tp,tn) — Yy}

Prova: Para facilitar a notacdo seja W = {y € X : existem sequéncias {x,},>1 C
X e {tu}n>1 C Ry tais que =z, — z, t, — +o00 e w(z,,t,) — y}. Vamos provar
inicialmente que W C J*(x). Dado y € W, existem sequéncias {x, },>1 C X e {t,}n>1 C Ry
tais que =, — x, t, — 400 e 7(x,,t,) — y. Sem perda de generalidade, vamos supor que

{tn}n>1 C Ry é uma sequéncia estritamente crescente. Dados € > 0 e t > 0, existe ng € N tal

que m(x,, t,) € |J m(B(z;€),7), Vn > ng. Logo, y € |J 7m(B(z;¢), ) para todo € > 0 e todo

T>t T>t
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t > 0. Isso implica que y € () (| U 7(B(x;€), 7). Entao, y € J*(z). Portanto, W C J*(z).

e>0t>071>t
Vamos mostrar a outra inclusdo. Seja z € JT(z) qualquer. Entao, z € |J n(B(x;¢€), ) para
T>1
todo € > 0 e todo ¢t > 0. Em particular, z € |J 7(B(z; L), 7) para todo n € N. Para cada

>N

n € N, existe uma sequéncia {m(z7,, %) }n>1 tal que 27, € B(z; L), m € N, 7, "R 1o

e w(xm, tn) "I

m? T m

z. Podemos escolher para n € N, z} = y,, t; = h, tais que y, — z,
hy, — +00 € p(m(yn, hn),2) < =. Isso implica que m(y,, h,) — z. Portanto, J*(z) C W.

Para provar o item (b) repetimos o argumento da demonstracao do item (a). [ |

Observe que utilizando os Lemas 1.1 e 1.2 concluimos que LT (x) C J*(z) e que J™(x) C

DT (x), para todo 2 € X. O proximo teorema estabelece algumas propriedades dos conjuntos

Jt(z) e DY (2).
Teorema 1.3. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico e x € X. Entao,

(a) os conjuntos J*(x) e DT (x) sao positivamente mw-invariantes e fechados;
(b) 7 (z) € D*(x);

(¢) DY (z) =nt(x)UJ(x).

Prova: (a) Queremos provar que 7t (J*(z)) C J*(z). Dado y € J*"(x), mostremos que
7t (y) € Jt(z). De fato, seja z € 7+ (y). Existe t > 0, tal que 7(y,t) = 2. Por y € J™(x),

existem {t,}n>1 C Ry, t, — 400, € x, — x tais que 7(z,,t,) — y. Dali,
7T(Z)Z'n7 tn + t) - 7T(7T(5L’n, tn)a t) - ﬂ-(y7 t) =z,

com t, +t — 400 e xz, — x. Isso implica que z € J*(z). Logo, 77 (y) C J*(x). Portanto,
7t(JT(x)) € J(x). Analogamente provamos que DT (x) é positivamente 7-invariante. O
fato dos conjuntos Dt (z) e J*(z) serem fechados segue diretamente da Definigao 1.7.

(b) Observe que x € D*(z) (basta escolher z,, = = e t,, = 0 para todo n € N). Pelo item
(a), temos

at(x) C 7" (D*(z)) € DY (x) = 7t (x) C D (x).
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(¢) Segue do item (b) e da definigdo dos conjuntos J*(z) e D (x) que, 7 (xz) C D*(z) e
Jt(z) € D*(z). Isso implica que " (x) U JT(x) C DT (x). Provemos a inclusdo contraria.
Dado z € D*(x), existem sequéncias z,, — x e {t,},>1 C Ry tais que 7(z,,t,) — 2. Se
t, — 400 entdao z € J*(z). Caso contrario, existe uma subsequéncia convergente, digamos

k—+o0 &

tn, — l. Assim,

k——+o0

(T tn,) — w2, 1) = 2z=n(z,1) = 2 €7 ().

Portanto, D" (z) = 7 (x) U J*(x). u

Abaixo segue uma aplicagao do Teorema 1.3.

Exemplo 1.4. Considere o sistema em R?:

T = —x7,
! ' (1.4)
£L:2 = I9.
Utilizando o Teorema 1.3, podemos escrever DT (z) = 7 (x) U J*(z), € R% Assim, para
determinarmos D™ () basta conhecer o conjunto J*(z). Para x € {(x,15) € R? : 7, = 0},

temos JT(x) = {(z1,72) € R* : z; = 0}. Ja para = ¢ {(z1,72) € R? : 25, = 0} o conjunto

Jt(z) é vazio.

X1

Y
A

Figura 1.2 Retrato de fase do sistema (1.4).



CAPITULO 2

Sistemas semidindmicos impulsivos

Neste capitulo, introduzimos o tema principal deste trabalho: sistema semidindmico
impulsivo. A teoria que apresentamos é uma generalizagao para a teoria classica de sistema
semidinamico que foi vista no Capitulo 1. Na primeira secao é dada a definicao de sistema
semidinamico impulsivo, da funcao ¢ e da ¢rbita positiva impulsiva. J& na segunda secao,
mostramos que sobre certas hipoteses a fungao ¢ é continua. Em seguida, na terceira secao,
definimos a nog¢ao de conjunto positivamente T-invariante e conjunto /-invariante em um
sistema semidinamico impulsivo e provamos, por exemplo, que a 6rbita positiva impulsiva
é positivamente m-invariante. Na tultima secao deste capitulo, apresentamos os conjuntos
Z+(3:), J t(z) e D+ () e obtemos algumas propriedades para tais conjuntos. As principais

referéncias para este capitulo sao [1], [5], [7] e [13].

2.1 Sistemas semidinamicos impulsivos

Nesta secao vamos definir o que é um sistema semidinamico impulsivo.

Definigao 2.1. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico, + € X e t > 0. Definimos os
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conjuntos

F(z,t)={ye X :n(y,t) =a} e F(D,A) = (U F(x,t)),

ze€D \t€eA

para D C X e A CR,.
Agora, defimos o que é um sistema semidinamico impulsivo.

Definigao 2.2. Um sistema semidindmico impulsivo, (X, m; M, I), consiste de um sistema
semidinamico (X, ), um subconjunto fechado e nao vazio M C X e uma aplicagao [ : M —

X continua que cumprem as seguintes propriedades: para cada x € M, existe ¢, > 0 tal que
F(z,(0,e,))NM =0 e m(z,(0,e,)) N M = 0.

Dizemos que M é o conjunto impulsivo e que I é a aplicacao impulso.

Defini¢ao 2.3. Dizemos que € X é um ponto inicial, se F(x,t) = () para todo ¢ > 0.

Lema 2.1. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Sex € X satisfaz (7 (x)N

M))\{z} # 0, entao existe s, > 0 tal que w(x,t) ¢ M, para 0 <t < s, e, w(x,s;) € M.

Prova: Dado x € X satisfazendo (7t (z) N M)\{z} # (). Como (7 (x) N M)\{z} # 0, existe
t; > 0 tal que 7(z,t1) € M. Sendo M fechado e 7, : R, — X continua, segue que o conjunto
[0,¢] N7, (M) é compacto. Entao, [0,¢;] N7, (M) possui um menor elemento, digamos

sz > 0. Portanto, s, > 0 satisfaz a propriedade desejada. [ ]

Em vista do lema acima somos motivados a fazer as duas defini¢coes abaixo.

Definig¢ao 2.4. Seja ¢ : X — (0, +oco] uma funcao definida da seguinte maneira:

+o00, se M™*(x) =0,

¢(z) =
Se, se M™(x) # 0,

onde M*(x) = (7t (z) N M)\{z} e s, é o namero real positivo determinado pelo Lema 2.1.

Note que caso M T (x) # (), o ntumero positivo ¢(z) representa 0 menor tempo no qual a

trajetoria de x encontra o conjunto impulsivo M.
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Defini¢ao 2.5. Dado z € X com ¢(z) < +o0, dizemos que w(z,d(z)) é o ponto impulsivo

de z.

Definigao 2.6. Seja (X,7; M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Dado z € X, a
tragetoria impulsiva de x é definida indutivamente a seguir:
Se M*(x) = 0, entdo 7,(t) = m(z,t) para todo t > 0 e ¢(x) = +o0. Caso Mt (z) # 0,

entao
m(z,t), 0<t<o(x),

x; t= ¢(x)7
+

onde z; = I(zy), com x; = 7(z,¢(x)) € M. Denote x = x{.

Ta(t) =

Note que neste caso, o sistema tem um salto. Agora, vamos continuar nossa descri¢ao a
partir do ponto zi. Se MT(z) = 0, entdo 7,(t) = w(af,t — ¢(x7)) para ¢(z]) < t < 400,

e ¢(z]) = +oo. Caso M*(x]) # 0, entdo

oy | = o), o) <t <o)+ ote)
v3, t=¢(zg) + ¢(a7),
onde x5 = I(x3), com xy = n(z], ¢(z])) € M.
Suponha que 7, esteja definida no intervalo [t,_1,t,] e que 7.(t,) = =} onde ¢, =
%1 o(xf), n e {3,4,5,...}. Se M (z) =0, entao 7,(t) = w(x},t —t,) para t, <t < 400
é:g(z)ﬁ(xz) = +oo. Caso M*(z;) # (), entao

(Tt —t,), tn <t <tn1,

+ —
fL’n+1, = tn—i—l:

n
onde x| = I(xp41) com xpq = w(xt, ¢(xt)) € M e tyyr = Y ¢p(z]). Assim, 7, esta
i=0
definida no intervalo [t,,t,11] e, com isso, no intervalo [0,¢,,1]. O processo acima ¢ finito se
M™*(x}) = 0 para algum n € Z,. Caso contrario, M*(z;}) # () para todo n € Z,, entdo 7,

+o00
esta definida no intervalo [0, T(z)), onde T'(z) = > é(x]).
i=0
Definicao 2.7. A drbita positiva impulsiva de x € X é o conjunto:
#(2) = {7z, 1) : € [0, T(2))}.

Dado x € X uma das trés condigoes é satisfeita:
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(1) M*(x) = 0;
(2) para algum n € N, z; esta definido para k € {0,1,2,3,4,...,n} e M*(z;}) = 0;
(3) M*(z}) # 0 para todo n € Z.

Na primeira condigdo acima, 7, é continua; na segunda m,, possui um numero finito de
descontinuidades; ja na terceira, m, possui infinitas descontinuidades. Além disso, se valem
a primeira ou a segunda condigao acima, T'(x) = +oo. Caso seja valida a terceira condi¢ao

entdo ou T'(z) = 400 ou T'(x) < +o0.

Hipotese (H1): Neste trabalho vamos admitir que para todo =z € X, T(z) = +00.

Definigao 2.8. Dados A C X e A C R,. Sejam

7 A) =7 (@) e #(A,A) = | {F(x,t) 1 t€ A}

€A €A

Para x € X escrevemos

7.(t) = 7(x,t), t €0, +00).

k=1
Note que dado t > 0, existe k € N tal que t = > ¢(xf ;) +t com () =0e 0 < ¥ <

=0

d(x} ;). Assim podemos escrever T(x,t) = w(z]_,t').
Proposicao 2.1. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se x € X, entao:
(a) m(z,0) = x;

(b) parat,s € [0,400) tem-se w(x,t + s) = w(7w(x,1),s).

Prova: Se 7 é continua nada temos para provar, ji que nao existe agao impulsiva. Caso
contrario, o item (a) segue do fato de w(z,t) = 7(x,t), para 0 < t < ¢(z).

(b) Sejam t, s € [0,400) e y = 7(x,t). Note que existe k € N tal que 7(z,t) = w(z{_,,¢),
com 0 < ¢ < ¢af ) et = li:é(xil) + t’. Analogamente, podemos escrever 7(y,s) =

i
-1

m(y ., ¢') paraalgum [ € N, com 0 < s’ < ¢(y;",) e s = i d(y )+ 5. Como y=T(x,t) =
i=0
m(x} ,,t), entdo

o(y) = ¢(37;—1) —t
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+_ .t
Yi = Th—145>

para j € N. Assim, -
s=> oy,)+5,
i=0
s=(yy) + o)+ +oyly) + 5,
s=o(xf_) —t' +oa)+... + (a5 + 5,

onde y*, =0 ey =y. Somando t e s

k—1 k+1-2
t+s= (Z ¢(x:r—1) + t/> + ( Z ¢(x:r—1) + 5" — t/>
i=0 i=k

k+1-2

t+s= Z oz )+ ¢,

i=0
k—1
com 0 < s < p(xf,,_,). Paral =1, temos s = §'. Sendo t+s= Y ¢(z; )+ = (t—t')+5
i=0
obtemos t' = 0 e, entao, podemos escrever

fﬁ(%<x7 t)? 5) = Aﬂ:(:yﬂ 8) = 7T(y(—)l—ﬂ 5/> - ﬂ-(‘rlj—l’ S,) - 7T($$_17 t'+ 5)

=7 (7? (a:,z_:d:cf_l)) ,t’—l—s) =7 (:c,iqﬁ(azj_ﬁ—l—t’—l—s) =7(x,t +5) = 7(z,t +3),

i=0
k-1

jaquet=> oz ) e0<s<d(xf ) Paral> 1 temos
i=0

k+1—2
—n ( S blary) + ) — (et +s) = Fa, L+ 9),

uma vez que 0 < s’ < (b(x;rl_z), finalizando a demonstragao. [

Exemplo 2.1. Considere a aplicagao:

m™: X xR, — X
((z,1),8) — w((z,1),s) = (z,t+s),
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onde X = ExR, com E = {(z,y) € R? : 224y < 1}. Seja M = Ex{2;3} e, para z = re,
seja A(z) = re® ) onde o 6 um ntimero irracional. Defina a aplicacdo impulsiva I : M — X

por I(z,7) = (A(2),j—2). Assim, (X, m; M, I) determina um sistema semidinamico impulsivo.

2.2 Continuidade da funcao ¢

Em seguida, estabelecemos alguns resultados que garantem a continuidade da funcao ¢

fora do conjunto impulsivo.

Definigao 2.9. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico e x € X. Um conjunto fechado S

contendo z ¢ dito se¢do (ou A-se¢do), se existem A > 0 e um conjunto fechado L tais que:
(1) F(L,\) =S;
(2) F(L,[0,2)]) é¢ uma vizinhanga de = € X;
(3) F(L,9)NF(L,u) =0 para 0 <9 < p < 2\

Denominamos o conjunto F(L,[0,2)\]) de tubo (ou A-tubo) e o conjunto L de barra (ou

A-barra).

F(L 20) F(L, i) =5 F(L,0)=L

F(L, [0,21])

Figura 2.1 A\-tubo com secdo S através de x.
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A seguir vamos provar dois lemas essenciais para discutirmos sobre a continuidade da

aplicacao ¢.

Lema 2.2. Sejam (X, 7) um sistema semidindmico e x € X. Se S é uma A-se¢do através

dex e X, A>0,e0<pu<A entao S também é uma p-segao.

Prova: Se pr = A nada temos a provar. Sejam 0 < pp < Ae L, = F(Ly,A — p). Como 7 é
continua, entao L, ¢ fechado. Provemos que S ¢ uma p-secao através de x, ou seja, que sao

validas as condigoes (1), (2) e (3) da Defini¢ao 2.9. De fato, a condi¢ao (1) segue de
y € F(Ly,p) & n(y,pu) € Ly & m(m(y,p), A —p) € Ly e n(y,\) € Ly &y €S

Vamos mostrar que (2) é valida. Como S é uma A-se¢do através x, existe um aberto U
contendo x tal que Uy C F(Ly,[0,2)]). Seja T = F(Ly,[0,A — u] U [A + p, 2)]). Mostremos
que T ¢é fechado. Se {z,},>1 C T com z, — z, entdo para cada n € N, existe {t,}n,>1 C
[0, A — u] U[A+ i, 27] tal que 7(zy,,t,) € Ly. Sendo [0, A — p] U [A+ p, 2\] compacto, podemos
supor sem perda de generalidade que, t,, — t € [0, A — u] U [\ + i, 2)]. Pela continuidade da
aplicagao 7, obtemos
T(2n, tn) — (2, 1).

Note que S C T¢ = X\T e T° é aberto. Entao existe um abeto Uy C T contendo x. Assim,
x € Uy NUy com Uy N Uy aberto. Provemos que Uy NU; C F(L,, [0,2p]). Dado w € Uy N Uy,
temos que w € F(Ly,[0,2\]) e que w € T¢. Isso implica que w(w,t) € Ly para algum
A—pu <t <A+ pu. Considere o nuimero s =1t + p — A. Segue de A\ — pu <t < A+ p que
s=t+pu—A>0e0<t+p—A<2u Usando que

m(m(w,t 4+ p—N),A—p) =n(w,t) € Ly,

temos

m(w,t+p—N) €L,
Portanto, w € F(L,,[0,2u]). Provemos que vale (3). Suponha por absurdo, que existam
0 < o< f <2ptais que F(L,, o) N F(L,, () # 0. Seja~y € F(L,,a) N F(L,,3). Assim,
n(y,a) € L, e nn(v, ) € L,. Dai,

(v, a+ A —p)=n(w(y,a),\—p) € Ly e n(y, 8+ X —p) =n(r(y,0),\ = p) € Ly.
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Entao, v € F(Ly,a+A—p)NEF(Ly,B+A—p) com 0 < a+A—pu < f+A—pu < 2), absurdo.

Portanto, vale (3) e o lema esta provado. u

A préxima definigao introduz os conceitos de TC-tubo e STC-tubo.

Defini¢ao 2.10. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X. Um tubo
F(L,,[0,2)]) cuja secao S através do ponto x satisfaz S C M N F(Ly,[0,2A]) é chamado de
TC-tubo através de x. Dizemos que um ponto x € X satisfaz a condicao de tubo, ou satisfaz
a condigao (TC), se existe um TC-tubo F'(Ly, [0,2)]) através de x. O conjunto F(Ly, [0, 2)])
¢ dito um STC-tubo através de x se S = M N F(Ly,[0,2\]). Se existe um STC-tubo através
de x, F(L,,[0,2)]), dizemos que x satisfaz a condi¢ao forte de tubo ou de maneira abreviada

a condi¢ao (STC).
O proximo exemplo ilustra a diferenca entre as condigoes (TC) e (STC).

Exemplo 2.2. Vamos considerar em R? o sistema semidinamico

m((z,y),t) = (z +t,y), (2.1)

e o conjunto M = {(z,y) € R? : z = 0} U{(z,y) € R* : x =y, = > 0}. Note que o ponto

(0,0) satisfaz a condigao (TC) mas nao satisfaz a condi¢ao (STC).

M M

A J

A J

(0,0)

v

Y

v

Figura 2.2 Esboco das trajetérias do sistema 2.1 no Exemplo 2.2.

O lema seguinte, prova que dado um TC-tubo (STC-tubo) através de z, F(L,[0,2]]),

com A-se¢ao S, podemos “diminuir” F'(L, [0,2A]) preservando a segao S.



Secao 2.2: Continuidade da funcao ¢ 34

Lema 2.3. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Suponha que exista um
ponto x € X que satisfaca a condigao TC (STC) com uma \-se¢io S através de x. Para

qualquer n < X o conjunto S também € uma n-segao com um TC-tubo (STC-tubo).

Prova: Dado p < A. Pelo Lema 2.2, S é uma p-segao através de z € X com o tubo
F(L,,[0,2p)), isto é, F'(L,, ) = S. Sendo S C M N F(Ly,|[0,2]]), em particular, S C M.
Portanto, S C M N F(L,, [0,2u]). u

Na proxima definigao vamos explorar um tipo mais fraco de continuidade de uma funcao.

Definicao 2.11. Dizemos que uma funcao f : X — R é semicontinua superiormente em
a € X, se para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que p(a,x) < § implica que f(x) < f(a)+¢€. Uma
funcao é dita semicontinua superiormente em X, se o for para todo a € X.

Analogamente, dizemos que uma funcao f : X — R é semicontinua inferiormente em
a € X, se para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que p(a,z) < § implica que f(z) > f(a) —e. Uma

funcao é dita semicontinua inferiormente em X, se o for para todo a € X.

Proposicao 2.2. (a) Uma funcgao f: X — R é semicontinua superiormente em a € X, se

para toda sequéncia {x,},>1 C X com x, — a, lirf sup f(z,) < f(a).
n—-roo

(b) Uma fungao f: X — R € semicontinua inferiormente em a € X, se para toda sequéncia

{zp}n>1 C X com z,, — a, lirf inf f(z,) > f(a).

(¢) Uma fung¢ao f : X — R € continua em a € X se, e somente se, € semicontinua

superiormente e semicontinua inferiormente neste ponto.
O teorema a seguir estabelece a semicontinuidade inferior da fungao ¢ sobre X\ M.

Teorema 2.1. Seja (X,m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo.  Entao, ¢ €

semicontinua inferiormente em X\ M.

Prova: Dado x € X\M. Suponha inicialmente que ¢(z) = +o00. Assim, 7(x,t) = 7(z,t),
para t > 0. Seja t; = 1. Como 7 (x,[0,¢;]) N M = 0, existe ¢ > 0 tal que B(n(z,[0,t1]);¢) N
M = 0. Isso implica que B(w(z, s); €)M = (), para s € [0,t;]. Pelo Teorema da dependéncia

continua das solugoes em relacao as condigoes iniciais ([17]), existe d; > 0 tal que p(z,y) < 0y
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implica que p(m(z,t),m(y,t)) < £, para t € [0,t1]. Assim, B(n(y,[0,t1]);¢) N M = 0, para

5
y € B(x;61). Dai concluimos que ¢(y) > t; = 1, para y € B(z;d;). Repetindo o raciocinio
acima podemos construir uma sequéncia decrescente d; > 0y > 03 > ... > 9, > ... > 0 de
modo que 6, — 0 e, para y € B(z;d,), ¢(y) > n, n € N. Dada uma sequéncia =, — =
qualquer. Provemos que ¢(x;) — +oo. De fato, dado I' > 0, existe ny € N tal que ng > T.
Logo, existe ky € N tal que x, € B(x;0y,), k > ko. Isso implica que ¢(zx) > no > I, para
k > ko. Entao, ¢(xy) — +oo. Portanto, liminf ¢(zy) = +00 > ¢(x). Agora, suponha que
p(x) < 4o00. Seja z, — . Se liminf ¢(z,) = +oo, entdo, iminf ¢(z,) = 400 > ¢(x).
Considere o caso que ¢ = liminf ¢(z,) < 4+00. Seja {zy,};>1 uma subsequéncia de {z,}n>1
j—to0

tal que ¢(2,;) " — t. Como x ¢ M e M ¢ fechado, para j suficientemente grande, z,,, ¢ M.

Sendo 7(zp,, ¢(zn,)) € M, M fechado e 7 continua, segue que

(20, @(2n,)) T = w(a,t) € M.

Assim, ¢(z) < t. Portanto, ¢ é semicontinua inferiormente em X\ M. [

Teorema 2.2. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se x € M nao € ponto

nicial, entao ¢ nao € semicontinua inferiormente em x.

Prova: Dado x € M um ponto néo inicial. Existem ¢ > 0 e y € X tais que 7(y,¢) =
x. Note que podemos escolher y ¢ M. Sem perda de generalidade, podemos supor que
7(y,[0,¢)) N M = (. Seja {e,}n>1 C R, uma sequéncia crescente tal que €, > 0, n € N, e
€n — €. Provemos que ¢(m(y, €,)) = € — €,, para n € N. De fato, inicialmente observamos
que w(7m(y, €n), € — €,) = 7(y, €) € M, para n € N. Suponha por absurdo, que exista ng € N

tal que (7 (y, €ny)) = tny < € — €py. Assim,
(Y, €ng + tng) = T(T(Y, €ng )y tny) € M,

com 0 < €,y < €ny+1n, < €, contradizendo o fato de 7(y, [0, ¢))NM = (. Entao ¢(n(y, €,)) =

€ —&n, n € N. Com isso,
¢(7T(ya €n>> =&€—& — 0< gb(l‘)

Portanto, ¢ nao é semicontinua inferiormente em M. [ |



Secao 2.2: Continuidade da funcao ¢ 36

Nosso proximo resultado da condi¢oes suficientes para a semicontinuidade da funcao ¢

em X.

Teorema 2.3. Se (X, m; M,I) é um sistema semidindmico impulsivo tal que todo v € M

satisfaz a condi¢ao (TC), entao ¢ é semicontinua superiormente em X .

Prova: Dado w € X, mostremos que ¢ ¢ semicontinua superiormente em w. Se ¢(w) = 400,
entdo para toda sequéncia {w, },>1 C X com w,, — w, nEI—&l:loo sup ¢(wy,) < 400 = ¢(w). Isto
implica que ¢ é semicontinua superiormente em w. Agora, suponha que ¢(w) € (0,400).
Seja v = ¢(w) > 0. Assim, y = 7(w,y) € M e 7(w, (0,400)) N M # (). Usando o Lema 2.3
juntamente com a hipétese que todo ponto em M satisfaz a condigao (TC), existem 0 < € < 7y
e L fechado tais que F(L,[0,2¢]) é um TC-tubo através de y € M com se¢ao S = F(L,¢).
Como F(L,[0,2¢]) ¢ uma vizinhanga de y e 7, ¢ continua, existe uma vizinhanca V' contendo
w tal que m(V,vy) = n,(V) C F(L,[0,2¢]). Para todo z € V, existe t, € [0,2¢] tal que
m(z,v+1t,) =n(n(z,7),t,) € L. Uma vez que

w(m(z,y+t,—¢€),e) =m(z,y+1t.) € L,
com 0 <y +t,—e¢. Entdo m(z,v+t,—¢)€ S=F(L,e) C M. Dali,
O(2) <y+t,—e<y+e=0d(w)+e.

Portanto, ¢ é semicontinua superiormente em X. [ |

O teorema abaixo é fruto da juncao dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3.

Teorema 2.4. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se todo ponto em M
nao € ponto inicial e satisfaz a condi¢ao (TC) entao, ¢ € continua em x € X se, e somente

se, v € X\M.

Prova: Suponha que ¢ seja continua em x € X. Mostremos que x € X\M. De fato,
se x € M, entao ¢ ¢ semicontinua inferiormente e semicontinua superiormente em x. Por
hip6tese x nao é ponto inicial. Logo pelo Teorema 2.2, ¢ nao é semicontinua inferiormente
em x, contradigdo. Logo, z € X\ M.

Por outro lado, seja x € X\ M. Usando os Teoremas 2.1 e 2.3 segue que ¢ é continua em

xT. [ |
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Hipotese (H2): Em vista do Teorema 2.4, vamos admitir ao longo deste trabalho que

M satisfaga a condigao (STC) e que nao existam pontos iniciais sobre M.

2.3 Invariancia

Nesta secao, apresentamos a definicao de positivamente 7-invariante e de [-invariante.
Provamos que orbita positiva impulsiva e as componentes conexas I-invariantes de conjuntos

compactos e positivamente T-invariantes sdo positivamente 7-invariantes.

Definigao 2.12. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Um conjunto A C X
¢ dito positivamente w-invariante, se 7 (A) C A. Se I(AN M) C A, dizemos que A é I-

mvariante.

O préximo exemplo mostra que os conceitos positivamente w-invariante, positivamente

m-invariante e [-invariante sao independentes.

Exemplo 2.3. Considere o sistema semidindmico em R dado por 7(z,t) = t + = e sejam
A=1[0,400), M ={1} e I(x) = —1. Assim, o conjunto A é positivamente 7m-invariante mas
nao é positivamente 7-invariante e nem I-invariante. O conjunto B = [—1, 1) é positivamente
m-invariante mas nao é positivamente 7-invariante. Ja o conjunto [—2,2] é I-invariante mas

nao é positivamente m-invariante nem positivamente 7-invariante.

Vamos provar agora um resultado analogo a Proposicao 1.3 para o caso com agao

impulsiva.
Proposicao 2.3. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Para todo x € X,
a drbita positiva impulsiva 7T (x) € positivamente T-invariante.

Prova: Seja x € X. Se x nao sofre agao impulsiva, entdo 71 (z) = 7t (z) é positivamente
m-invariante pela Proposi¢ao 1.3. Caso z sofra impulso, entao vamos provar que 7% (71 (z)) C
7t(z). Dado y € 7 (x), existe t > 0 tal que y = 7(x,t). Usando a propriedade de fluxo

temos, para todo s > 0, que

7(y,s) =7w(7(x,t),s) =7(x,t +s).
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Dai, 7 (y) C 7+ (z). Como y é qualquer, segue que
TE@) = | T cF@).
yent(x)

Portanto, 77 (x) é positivamente T-invariante. [

Em vista do Exemplo 2.3, as proximas duas proposi¢oes abaixo mostram uma forma de

relacionar os tipos de invariancia.

Proposicao 2.4. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se A C X € um

conjunto positivamente m-invariante e I-invariante, entao A € positivamente T-invariante.

Prova: Dado x € A, vamos mostrar que 7+ (z) C A. Se x nao sofre agao impulsiva, entao
nada temos a provar, pois por hipotese A é positivamente m-invariante. Suponha que z sofra
a¢ao impulsiva. Como 7(z, [0, ¢(x))) = w(x, [0,¢(z))) C Ae zy = 7(x,¢(x)) € AN M, entdo
x] = I(z;) € A. Analisando a 6rbita de x}, se ndo ocorrer a agao impulsiva entao nada temos
a provar. Caso tenha acdo impulsiva, sendo 7 (z, [¢(z), ¢(z)+¢(z]))) = m(z], [0, d(z]))) C A
e vy = w(af,¢(z])) € AN M, entdao x5 = I(z3) € A. Logo, 7(x,[0,¢(z) + ¢(z])]) C A.

Indutivamente obtemos que 7 (x) C A. Isso mostra que A é positivamente T-invariante. B

Proposicao 2.5. Sejam (X,m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X um

conjunto fechado e positivamente w-invariante. Entao, A é positivamente w-invariante.

Prova: Suponha por absurdo, que A nao seja positivamente w-invariante. Assim, existem
r € Aety € Ry tais que m(x,tg) ¢ A. Seja X4 = {t € R, : 7(x,t) ¢ A}. Note que
X4 é limitado inferiormente (X4 C Ry) e X4 # 0 (tg € X4). Seja w = inf X4. Sendo
7(xz,[0,0(zx))) = 7(z,[0,0(x))) C A, entao w > 0. Pela defini¢do de w temos, 7 (x, [0, w)) C

A. Utilizando a continuidade de 7 e o fato de A ser fechado obtemos 7(z,w) € A = A. Dai,

m(m(z,w), [0, ¢(w(x, w)))) = 7(n(z,w), [0, (7 (x, w)))) C A.

Logo, m(z,[w,w + ¢(m(z,w)))) C A. Isto significa que w(x,s) € A, para s € [w,w +
o(m(z,w))), contradizendo o fato de w ser o infimo de X,4. Portanto, A é positivamente

m-invariante. [ ]
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A seguir, vamos mostrar que sobre certas hipdteses uma componente conexa de um

conjunto positivamente 7 € positivamente 7m-invariante.

Proposicao 2.6. Sejam (X,m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X um
conjunto compacto e positivamente T-invariante. Se E é uma componente conexa de A que

€ I-invariante, entao E € positivamente T-invariante.

Prova: Dado # € E. Por hipétese temos, 7(zx,[0,¢(z))) = 7(x,[0,¢(x))) C A. Sendo
[0, ¢(x)) conexo e m continua, entdo 7(z, [0, ¢(z))) C E. Se ¢p(x) = 400, nada mais temos a
provar. Suponha que ¢(z) < +oo. Assim, 7, = 7(x, ¢(z)) € E = E pela continuidade de .

Usando a hipotese que E é I-invariante, temos 27 = I(x;) € E. Logo,

w(x, [6(x), o(x) + d(2]))) = 7(a7, [0, ¢(27))) C E.

Se ¢(z]) = +00, nada temos a provar. Considere ¢(z]) < +o0o. Do fato w(z], [0, ¢(x])) C
E, temos x5 = w(x],¢(2])) € E = E e 2 = I(z]) € E. Prosseguindo com o raciocinio,

obtemos que 71 (z) C E. Portanto, E é positivamente 7-invariante. [ |

2.4 Conjuntos limites

A seguir, apresentamos os conjuntos limites impulsivos. Tais conjuntos sao importantes
para o estudo sobre dissipatividade que desenvolveremos no Capitulo 3. Provamos, por
exemplo, que estes conjuntos s@o positivamente 7-invariante quando nao intersectam o
conjunto impulsivo. Além disso, usando o conjunto limite positivo impulsivo mostramos que
a Orbita positiva impulsiva de um subconjunto relativamente compacto em X é relativamente

compacta.

Definigao 2.13. Seja (X, 7m; M, I) um sistema semidinAmico impulsivo. Dado =z € X,

dizemos que
L¥(x) = (7 (w, [t,+00))
>0

é o conjunto limite positivo impulsivo de x. O prolongamento do conjunto limite positivo
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impulsivo de x é dado por

THx) = U7FB@;e), 7).

e>0t>07>t

O conjunto prolongado impulsivo de x é

D*(z) = (| JF(B(z;¢),1).

e>01>0

Assim, como no caso sem acao impulsiva, podemos estabelecer uma caracterizagao através

de sequéncias para os conjuntos Lt (z), J*(z) e D (x).
Lema 2.4. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Entao,
(a) L*(x)={ye X :existe uma sequéncia {t,}n>1 C Ry, com t, — 400,
e m(w,tn) = y};
(b) J(zx) ={y € X : existem sequéncias {xn}ns1 C X € {tntns1 C Ry tais

que T, — x, t, — +oo e T(x,,t,) — y};

(¢) D*(z)={y e X :existem sequéncias {xy}n>1 C X € {tn}ns1 C Ry tais

que T, — € T(Ty,t,) — y}.

Prova: A demonstragao deste lema segue as mesmas idéias usadas na prova dos Lemas 1.1 e

1.2. [ |

Abaixo, apresentamos mais um resultado semelhante ao caso sem agao impulsiva.
Proposigao 2.7. Os conjuntos LT (z), J*(x) e D*(x) sdo fechados em X, x € X.
Prova: Segue da propria definicao destes conjuntos.

Estabelecidas estas semelhangas com o caso sem agao impulsiva, somos levados a acreditar
que Lt (x) é positivamente 7-invariante, para todo x € X. O proximo exemplo mostra que

esta afirmacao nao é verdaira.
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Exemplo 2.4. Considere o sistema impulsivo em R? dado por:

T =z,
y =0, (2.2)
I:M — N,

onde M = {(x,y) € R? : 22 +y*> = 9}, N = {(z,y) € R* : 22 +1y? = 1} e a fungdo I é definida
da seguinte forma: para z € M, considere o segmento de reta cujos extremos sao a origem
de R? e o ponto z. Entdo, I(z) € N é definido como o ponto de intersecao de tal segmento
de reta com o conjunto V.

Seja p = (1,2). Entdao L*(p) = {(z,y) € R? : = € [1,3], y = 0}. Por outro lado,
¢ = (3,0) € L*(p) mas 7 (¢q) = 7 (¢) ndo esta contido em L*(p). Portanto, L*(p) ndo &

positivamente 7-invariante.

Figura 2.3 Esboco da trajetéria impulsiva do ponto p no Exemplo 2.4.

Como a aplicagao T nao é necessariamente continua, entao o proximo lema assume um
papel importante para o desenvolvimento deste trabalho, pois trata de convergéncia de
sequéncias sob a aplicagao . Na sua primeira aplicacdo mostraremos que o conjunto limite

positivo impulsivo é positivamente 7-invariante.

Lema 2.5. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X\M. Suponha

que I(M)NM = 0. Seja {z,}n>1 C X uma sequéncia tal que z, — x. Dado t > 0, existe
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uma sequéncia {€,}n>1 C R, com €, — 0, tal que
T(2n,t + €,) — 7(x,t).
Prova: Dado ¢t > 0. Para provar este lema vamos separé-lo em 4 casos diferentes.
Caso 1: Suponha que ¢(x) = +o00. Como z € X\M, entdo ¢ ¢ continua em z. Isto
implica que ¢(z,) — ¢(z). Assim, existe so € N tal que ¢(z,) > t, Vn > s9. Ent@o no

intervalo [0, ¢] ndo ocorre a agdo impulsiva para n > sg, isto ¢, m(z,,t) = 7(2zp,t), Vn > so.

Escolhendo a sequéncia {¢, = 0},>1 C R, temos
T(2n,t + €,) = (2, t) = w(2n,t) — w(2,t) = 7(x,t).

Caso 2: Suponha que 0 < t < ¢(z) < +oo. Seja € > 0 tal que ¢ < @(x) — ¢, isto &,
t < ¢(z) — e. Existe s; € N tal que ¢(z,) > ¢(x) — e > t, Vn > s1, ja que ¢ é continua em z

e z, — x. Entdo, m(z,,t) = m(2,,t), Vn > s1. Sendo t < ¢(z), temos
T(2n,t + €,) = (2, t) = 7(2n,t) — w(2,t) = 7(x, 1),

onde {¢, = 0},>1 C R.

Caso 3: Suponha que t = ¢(x) < +oo. Sejam z; = w(z,t) e xf7 = 7(z,t) = I(z1).

Sendo ¢ continua em x e z, — x, entdo podemos supor que ¢(z,) < +00, Vn € N. Assim,

(z2)1 = 7(2n, &(20)) — (@, d(x)) = z1. Usando a continuidade de I temos
(2n)1 = I((za)1) = I(z1) = 27,
Como |¢(z) — ¢(x)| — 0, entdo €, — 0 em R onde &, + ¢ = ¢(2,) > 0. Portanto,
T(zn,t + €0) = T(2n, @(2n)) = I((2n)1) = (20)] — 2] =7 (,1).

m—1
Caso 4: Suponha que 0 < ¢(x) < t. Neste caso, existe m € N tal que t = > é(z]) + ¢,
i=0

onde 0 <t < ¢(z;}). Para cada n € N, defina a sequéncia {(z,);}:>1 da seguinge forma:
(2n)1 = 7(2n, $(21)),

(zn)2 = m((z0)7, H((20)7))-
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Supondo que (2,)r = 7((20)7 1, @((20)7 1)), defina (2,)k11 = 7((20)7, 2((20))), k > 2. Seja

ty = ni: &((2n)]), onde (2,)d = 2, De ¢(2,) — é(x), temos
(2n)1 = (20, 0(2n)) = 7(z, 9(x)) = 1.

Usando a continuidade da fungao I, temos
(zn){ = I((za)1) = I(21) = .

Dali,
(2n)2 = 7((za)1, &((20)])) — 7(a], $(a7)) = @2,

ja que ¢ é continua em X\M e (z,)7 — 27 em X\M. Prosseguindo com este raciocinio,

obtemos que

(za)e "= a4, VE € N

Pela continuidade de I, temos
(2 = 1((z)]) "= (wy) = xf, VR €N,

Entao, novamente pela continuidade de ¢, temos

m—1 m—1

th =Y 0((z)7) "D plaf) =t 1.

i=0 i=0
Defina a sequéncia
En=1tn+t —t, Vn €N.
e (e, "

m € N, para n suficientemente grande vale, 0 < ' < ¢((z,);".). Com isso,

. n—-4-00 n—-+400 2 s
Assim, ¢, — O uma vez quet, — t—t. Como ¢ é continua em x

Fzmt + €0) = Fzm by + ) = F(7 (s t), ') = 7((20)F, 1),

Fazendo n — +o00, temos

7((zp) b ) = w(x) ¢ =7(x}, t) =7 (% (az, ._ <b(:1:z+)> ,t’) = 7(z,1).
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Assim, como o Lema 2.5, o proximo lema trata de convergéncia de sequéncias sob a

aplicacao 7.

Lema 2.6. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo, w € X\M e {z,}n>1 C
k

X tais que z, — w. Suponha que I(M)NM = (. Dadot >0, comt # > o(w)"), k € Z.,
i=0

entao

7(zn,t) — T(w, t).
Prova: Seja 19 > 0 tal que B(w;no) N M = (). Logo, existe n; € N tal que
zn € B(w;no), Yn > ny.

Pela continuidade de ¢, temos

$(2n) = d(w).
Suponha inicialmente que 0 < t < ¢(w). Seja ¢ > 0 tal que ¢ < ¢(w) —t. Usando a
continuidade de ¢, existe ny € N tal que |¢(z,) — d(w)| < €, Vn > ny. Isso implica que

&(zn) > p(w) — e > t, Vn > ny. Dali,
T(zn, t) = w(zn, t) — w(w,t) = 7(w,t).

Suponha que ¢(w) < t < ¢p(w) + ¢(w; ). Assim, t — p(w) > 0. Logo, existe n3 € N tal que
|6(2) — d(w)| < t — d(w), Yn > ng. Isso implica que ¢(z,) < t, Vn > n3. Afirmamos que
t — ¢(z,) < ¢((2n)7), para n suficientemente grande. De fato, como 0 < t — ¢(w) < ¢(wi),
existe €1 > 0 tal que (t — ¢(w) — e1,t — p(w) + €1) N (p(w]) — €1, p(w) + €1) = 0. De
d(zn) — o(w), existe ny € N tal que t — ¢(2,) € (t — p(w) — €1, — p(w) + €1), Yn > ny.
Sendo wi ¢ M, existe n; > 0 tal que B(w;;m) N M = (). Usando a continuidade da fungao

impulso 7, temos

Entao, existe n; € N tal que
(zn)i € B(wy;m), ¥n > ns.
Pela continuidade da fungao ¢ em B(w;n), temos

o((z)7) "7 d(w!).
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Assim, existe ng € N tal que

O((2n)1) € (B(w)) — &1, 9(w)) + €1),Vn > ng.
Para n > max{n4; ns;ng}, vale
t—(2n) < O((20)7)-

Logo, para n > max{ni;ng; ng; ns;ng} temos

P(2n) <t e t—¢(2n) < O((20)7)-
Portanto,
7 (2n, t) = (T (20, (2n)), t — O(20))
= m((z)f 8 = 6(z) "2 w(wl 1 = p(w)) = F(F(w, p(w)), t — (w)) = F(w,1).
Isto ¢,

T(2n, t) — T(w, t).

Vamos provar o caso geral. Suponha que exista k € N tal que

k k+1
=Y ow’) <t<ti=» o(w)
=0 =0

Assim, 0 <t —t; < ¢(wy, ). Logo, existe s3 € N tal que

k

S 6((z)) — t

1=0

<t—tg, Vn > sz,

k

onde (z,)g = 2z,. Isso implica que >_ ¢((z,);) < t, Vn > s3. Afirmamos que
1=0

k

t—2¢ 7)) < o((2n)i ),

para n suficientemente grande. De fato, como 0 <t — t;, < ¢(w;,), existe 71 > 0 tal que
(t—tr =yt =t +7) 0 (Plwyiyy) — 7, (wiy) +m) = 0.

De Z &((z0)) e tr, existe s4 € N tal que ¢t — Z &((2,)5) € (t =ty —y1,t — 1, +71), para
1=0
n > 54 Sendo w;", ¢ M, existe &; > 0 tal que B(w;";;61) N M = 0. Usando a continuidade

da fungao I, temos

(Zn)zﬂ = [((Zn)k+l) e I(wkﬂ) = wl—:—l-l'
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Entao, existe s5 € N tal que
(Z");:—&—l e B(w,:rl; d1), Vn > ss.
Pela continuidade da fun¢ao ¢ em B(wj, ;61), temos
¢((Zn);+1) e ¢(wlj+1)-
Assim, existe sg € N tal que

¢(<Zn);:+1) € (¢(w2_+1) -7, Cb(w;;:l) +m), Vn > sq.

Para n > max{s4; s5; s¢}, temos

Logo, para n > max{ny; s3; S4; Ss; S¢ }, vale

Zaﬁ((zn)f) <tet— Z $((2n)7) < &((2n)21)-
Portanto,
T(zn,t) =7 (W (Zm > ¢((zn)+)> b= Z ¢((Zn)f)> =7 ((zn);+1,t Zaﬁ((zn)f))
=7 ((%)Lpt - Z d)((zn)f)) T w(why, t— ) = F(F(w, ), ¢ — t) = T(w, 1)
Isto é,

T(2p, t) — T(w, t).

O teorema seguinte, prova a invariancia positiva do conjunto limite impulsivo.

Teorema 2.5. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Se I(M)N

M =0, entao Z*(x)\M ¢ positivamente T-invariante.
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Prova: Dados y € Z*(x)\M et € R.. Note que para t = 0 nada temos a provar. Suponha
que t > 0. Como y € er(x), existe uma sequéncia {tn}nZI C Ry, t, — 400, tal que

7(x,t,) — y. Pelo Lema 2.5, existe {¢, }n>1 C R, &, — 0, tal que
T(x bty +t+ &,) =7(T(0,t,), t + €,) — T(y, t). (2.3)

Segue da defini¢do de trajetoéria impulsiva que 7(y,t) ¢ M. Por (2.3), temos 7(y,t) €
L (z)\M. Sendo y € L*(x)\M ¢ t > 0 quaisquer, concluimos que LT (z)\M ¢é positivamente
T-invariante. [ |

Uma consequéncia imediata do teorema acima é:

Corolario 2.1. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Suponha

que I(M)NM = 0. Se L*(z) N M =0, entdo L*(x) é positivamente 7 -invariante.

A seguir, estabelecer os mesmos resultados do Teorema 2.5 e do Corolario 2.1 para os

conjuntos J*(z) e DT (x).

Teorema 2.6. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e x € X. Se I(M)N

M =0, entio J*(x)\M e D (z)\M sio positivamente T-invariantes.

Prova: A demonstragao é andloga a do Teorema 2.5. [ ]

Corolario 2.2. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e x € X. Suponha

que I(M)N M = (. Entao,
(a) J*(z) € positivamente T-invariante, se J(x) N M = 0);
(b) DT (x) € positivamente T-invariante, se D+ (z) N M = 0.
A definicao, a seguir, generaliza o conceito de conjunto limite positivo impulsivo.

Definigao 2.14. Seja (X, m; M, ) um sistema semidinamico impulsivo. Dado A C X, o

conjunto limite positivo impulsivo de A é

LH(A) = U7

t>0T1>t
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Note que para A = {z}, z € X, temos L*(A) = L*(z), coincidindo com a Defini¢io 2.13.
O proximo lema fornece uma caracterizacao através de sequéncias para o conjunto limite

positivo impulsivo de A.
Lema 2.7. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X. Entao,
LT(A) = {y € X : existem sequéncias {Zp}n>1 CA e {t,}n>1 C Ry tais que
tn, — +00 e T(Tp,tn) — Y}

Prova: Seja I' = {y € X : existem sequéncias {zp},>1 C A e {tu}u>1 C
R, tais que t, — 400 e 7(zp,t,) — y}. Provemos que Z+(A) =TI'. De fato, dado y € I.
Existem sequéncias {z,},>1 C A e {t,}n>1 C Ry com t, — 400 e 7(xp,t,) — y. Para

t > 0, existe n; € N tal que ¢, > t, para todo n > ny. Assim, {7(zpn, tn) }nsn, € U T(A4, 7).

>t
Isso implica que y € |J 7(A,7). Sendo t > 0 qualquer, segue que y € (| UJ 7(A4,7).
T>t t>01>t

Entdo, I' C L*(A). Agora vamos mostrar que LT(A) C I'. Seja z € L*(A) qualquer.
Pela definicio de L*(A), temos z € () U 7(A,7), isto é, z € |J 7(A,7) para todo ¢ > 0.

t>071>t T>t
Vamos construir {z,},>1 C A e {t,}n>1 C Ry de maneira indutiva. Para cada k € N,

existe {zF}s1 € U T(A, 7) tal que 28 "3 2. Assim, existe ny € N tal que p(z,z}) < 1,
>k

n >ny. Como z, € |J (A7), sejaz; € Aety > 1 tal que 2z, = 7(z1,t1). Suponha que
T>1

kE+1 ™

existam x, € A e ¢ > k tais que p(z, T(zk, t)) < ¢. Pela convergéncia 2% L% 2, existe

nr11 € N tal que p(z, 281 < k+r1’ n > ngy1. Sendo sz:jl € U 7(A 1), existem 2441 € A
T>k+1

e tpr1 > (k+ 1) tais que zﬁktll = T(ZTgt1,tpr1). Isso implica que p(z, T(Tgi1, ter1)) < k%l
Portanto, 7(zy, ty) F2E% 4 com {zphis1 C A, {tebi>1 TRy ety FE 1o Logo, z € T.

Portanto, L*(A) =T, u
Considerando as mesmas hipoteses do Corolario 2.1 vamos provar que Z*(A) é
positivamente m-invariante.

Lema 2.8. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X. Suponha que

I(MYNM =0. Se L*(A) N M =0, entio L*(A) € positivamente T-invariante.



Secao 2.4: Conjuntos limites 49

Prova: Dados y € LT(A) e t > 0. Vamos provar que 7(y,t) € LT(A). De fato, existem
{Tn}n>1 T Ae{ty}n>1 C Ry, t, — 400, tais que 7(z,,t,) — y. Pelo Lema 2.5, existe uma

sequéncia €, — 0 em R tal que
T(T (X, tn), t + €,) — T(y, ).

Isso implica que

T(Tp, by + 1+ &) = T(T(Tp, tn), t + €,) — T(y, t).

Como {ptns1 C Ae {tn+1t+ €}t C Ry com t, + ¢ + €, — 400, entdo 7(y,t) € LT(A).

Portanto, Z*(A) ¢ positivamente T-invariante. [ |

O proximo teorema serd uma ferramenta muito utilizada nas demonstragoes dos Capitulos
3 e 4. Para a sua prova, usaremos o Teorema A.2 do Apéndice. Além disso, dados x € X e

A C X nao vazio, considere
p(x, A) :=inf{p(z,a) : a € A}.

Teorema 2.7. Sejam (X, 7; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) para as sequéncias {x,}n>1 C A e {ty}n>1 C Ry, t, — 400, a sequéncia {T(zn,tn) }n>1

€ relativamente compacta,

(b) LT(A) € nio vazio e compacto. Além disso, vale o limite

lim sup p(7(x,t), LT (A)) = 0; (2.4)

t——4o0 €A

(c) ewiste um compacto K C X ndo vazio tal que

lim sup p(7(x,t), K) = 0. (2.5)

t——+o0 €A
Prova: (a) = (b) Dadas {z,}n>1 C A e {ty}n>1 C Ry, com t, — +00. Como {T(zy,tn) tn>1
é relativamente compacto por hipotese, podemos supor, a menos de uma subsequéncia, que

T(zp,t,) — y. Assim, y € Z+(A). Logo, EJF(A) £ . Mostremos que L™(A) é compacto.
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De fato, seja {yntns1 C L*(A). Para cada n € N, existem sequéncias {27};s1 C A e

k— .
{tP}>1 C Ry, com 7~ 5% 400, tais que

Ry, 1) "y,

Seja &, > 0 uma sequéncia tal que ¢, — 0. De 7(z},1}) FE ) existe by € N tal que
p(T(zy,t),y1) < €1 ety > 1,Vk > ky. Sejam z =z, e 7y = t; . Sendo 7(z}, 1) P,
existe ky € N tal que p(T(27,67),12) < €2 e 17 > 2, Yk > ky. Sejam 2z, = z3, e 7y = .
Prosseguindo com o raciocinio, obtemos sequéncias {z,},>1 C A e {7, }n>1 C Ry tais que

n—-+oo
T, — +00e,

~ ~/ n n n——+00
p(ﬂ(znaTn)ayn) = p(ﬁ(xknatkn)7yn) <&, — 0.

Por hipotese {7(z,, n) }n>1 € relativamente compacto, logo, a menos de uma subsequéncia,

podemos supor que 7(z,, 7,) "I 0 € EJF(A). Dali,

p(yn) ZO) S p(yn) %<Zn7 Tn)) + P(%(zm Tn)y ZO) < &p + P(%(Zm Tn)v ZO)7

n—-4-00

para todo n € N. Fazendo n — 400 na desigualdade acima, obtemos que p(y,,z) — 0.
Portanto, v, ety z9. Concluimos entao que EJF(A) é compacto. Vamos provar que vale o
limite (2.4). Suponha por absurdo, que o limite (2.4) nao seja valido. Logo, existem v > 0,

s — +00 e g € A tais que
p(F (g, si), LT (A)) > v, Vk € N. (2.6)

Como {7(qg, sk)}r>1 € relativamente compacto, a menos de uma subsequéncia, podemos
supor que 7 (g, Sk) g po- Pela defini¢ao de Z*(A) segue que py € Z*(A). Por outro lado,

fazendo k — 400 em (2.6) temos

p(po, L¥(A)) > v = po ¢ LH(A),

absurdo. Portanto, vale o limite (2.4).

(b) = (¢) Se vale (b), basta escolher K = LT(A) para provar (c).

(¢) = (a) Dadas as sequéncias {z, }n>1 C A e {t,}n>1 C Ry com ¢, — +o00. Para provar
que {7 (zn,t,)}}n>1 € relativamente compacto, basta mostrar que {7(zy,t,)}n>1 possui uma

subsequéncia convergente em X. Por hipotese existe K C X nao vazio e compacto tal que
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vale o limite (2.5). Assim, existe [; > 0 tal que p(7(z,t), K) < 1, para todo t > [; e todo
z € A. Como t,, — +00, existe ny € N tal que t, > I3, Yn > ny. Entéo, p(7(zy,, tn,), K) < 1.
Novamente do limite (2.5), existe I, > 0 tal que p(7(z,t), K) < 3, para todo ¢t > I, e todo
r € A. Det,, — +00, existe ny € N tal que t,, > Iy, Vn > ny. Entdo, p(7(xp,, t,), K) < %
Sem perda de generalidade podemos escolher t,, > t,,. Usando o limite (2.5) e o fato de

S—

t, — +oo repetidas vezes, obtemos subsequéncias {z,, }s>1 C A e t,, 25 oo tais que

~ 1
P(T (T, tn, ), K) < > Vs e N.

Sendo K ¢é compacto, para cada s € N, existe y, € K tal que p(T(z,,,tn.),ys) =
p(T (2, tn.), K) < % A menos de uma subsequéncia, podemos supor que X4 € K.
Dai,

P (s 10,),0) < () 00) + Pl @) < = + plyss ).

Isso implica que T(2n,, tn,) * -5 a. Portanto, {7 (zn, tn) }ns1 ¢ relativamente compacto. B

Proposicao 2.8. Sejam (X,m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X nao

vazio. Se T (A) é relativamente compacto, entdo A é relativamente compacto.

Prova: O resultado segue da inclusao, A C 77 (A). u

No que segue, vamos provar que Orbita positiva impulsiva de um conjunto relativamente
compacto em X, também é relativamente compacto. O Lema 2.9 sera utilizado para obtermos

tal resultado.

Lema 2.9. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo, | € Ry e A C X nao
vazio e relativamente compacto. Suponha que I(M)NM = (. Entdo, o conjunto 7(A,[0,1]) C

X € relativamente compacto.

Prova: Note que se | = 0, nada temos para provar. Suponha que [ > 0. Seja
{Yn}n>1 C ™(A,[0,1]). Entao, existem sequéncias {a,},>1 C A e {t,}n,>1 C [0,(] tais que
Yn = T(ap,t,), Yn € N. Como A é relativamente compacto e [0,{] é compacto, podemos
supor que

a, —a e t, —t,
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coma € Aetc[0,1]. Vamos considerar dois casos: quando a ¢ M e quando a € M.

Caso 1: Suponha que a ¢ M. Este caso serd decomposto em dois casos: quando ¢ #

k k
> d(a; ), Vk € Zy, e quando t = ) qﬁ(a;r) para algum k € Z,. Suponha inicialmente que
J=0 J=0
k

t# Z ¢(af),Vk € Zy. Se 0 < T < ¢(a) entdo 7(an, t,) — 7(a,t). Vamos supor que > ¢(a).
- k

Entéo, existe k € Z, tal que Z ¢(a;) + s onde 0 < 5 < ¢(a; ). Como ¢ é continua

sobre X\ M existe uma sequéncia {sn}n>1 C Ry tal que

k
Z(b )+ sp, Vn €N,

3=0

. . ~ n—-+4oo
com s, — s. Pela continuidade da func¢ao I, temos (an)zzr1 — azﬁrl, VkeZ,, e

T(an, ) = 7((an)is1, Sn) e m(a,y,8) = 7(a,?).

Suponha que t = ) ¢(a)) para algum k € Z,. Novamente vamos considerar dois casos:
7=0
quando t,, < t para uma quantidade infinita de indices e quando t,, > t para uma quantidade

infinita de indices. Sem perda de generalidade podemos estudar os casos quando t, < {,
Vn € N e, quando t, > t, Yn € N. Primeiramente, suponha que ¢, < ¢ para todo n € N,

Existe uma sequéncia {s, },>1 C [0, #(a;)] tal que

tn, = s, (se k=0) ou t, Zgb an )+ Sn, (sek €N),

neNes, = ¢(a). Entio,

T tn) = 7((an)i s 80) " wlaf, d(a)) = ars.

Por outro lado, se supor que t,, > ¢, Vn € N, existe uma sequéncia {s,},>1 C R, tal que

= Z(ﬁ((an)j) + Sns

comn € Nes, — 0. Entao,

~ +
7T(Cln, tn) - W((an)]-l_+17 Sn) n_)_)oo ﬂ-(a;ﬂtrl’ O) = az_Jrl'
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Caso 2: Suponha que a € M. Como M satisfaz a condigao (STC) existe um STC-tubo
F(L,[0,2)]) através de a com se¢ao S. Por hipotese o tubo ¢ uma vizinhanca de a, logo
existe n > 0, tal que:

B(a,n) C F(L,[0,2X]).

Denote por A; e Ay 0s conjuntos:
Ay = F(L,(\,2\) N B(a,n) e Ay = F(L,[0,\]) N B(a,n).

Temos dois casos a serem estudados: quando a,, € A; para um quantidade infinita de indices e

quando a,, € A, para um quantidade infinita de indices. Sem perda de generalidade podemos

supor que {a,}n>1 C A; e que {a,}n>1 C A2. Suponha inicialmente que {a,},>1 C A;. Note

que ¢(a,) — 0e I(a) ¢ M. Set # i)gzﬁ(](a);r) para todo k € Zy e 0 <t < ¢(I(a)) entao
j=

F(an, tn) "= w(I(a), ),

k

porém se t > ¢(I(a)), entdo existe k € Z; tal que t = Y ¢(I(a);) + s, onde 0 < 5 <
=0

¢(I(a);,,). Assim, existe uma sequéncia {s,},>1 C R, tal que

k+1

tn =Y ((an)]) + sn.

Jj=0

comn € N e s, — s. Pela continuidade de I temos (a,);,, "I (I(a))] para k € Zy, e

T(an, tn) = W((an);—w Sn) e 77(([(65))2_-5-17 s).

k

Z ¢(I(a)f) para algum k € Z,, também temos dois casos a serem considerados:
]:

by <

quando t para um quantidade infinita de indices e quando ¢, > t para um quantidade
infinita de indices. Suponha que ¢, < ¢, Vn € N. Existe uma sequéncia {s, },>1 C R, tal

que

k
= ¢((an)]) + sn,

7=0

para todo n € N e s, "= ¢(I(a);). Entdo,

7 (an,tn) = 7((an)firs5n) "7 7 (@) o(L(@)))) = T(a)ps-
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Analogamente, podemos assumir que t, > t, Vn € N. Com isso,
~ n—-—+o0o +
T(an, tn)  —  I(a), -
-_— k -_—
Suponha que {a, }n>1 C Ay. Set# > ¢(a]) para k € Zy, e 0 <t < ¢(a) entao,
3=0

F(an, tn) " 7(a, D).

k
Se t > ¢(a) entdo existe k € Zy tal que t = Y~ ¢(a)) + 5, onde 0 < s < ¢(a;,). Assim,
i=0

n—-+o0o

T(an, ty) m(a,q,s).

k
Casot = > qb(a;r) para algum k£ € Z,, também temos que considerar duas possibilidades.
j=0

Primeiramente, sem perda de generalidade suponha que t,, < ¢, Vn € N. Entao,

T(an, tn) B 71‘((12_, Qb(ali_)) = Qk+1-

Se t,, > t, Vn € N, entao

T, tn) " af, ;-

Portanto, {7 (ay,t,)}n>1 ¢ relativamente compacto, provando o lema. [ |

Para demonstrar o proximo resultado vamos precisar do Lema 2.9 e da defini¢ao de medida

de Kuratowski. Esta tltima pode ser encontrada no Apéndice.

Proposigao 2.9. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X nao vazio
e relativamente compacto. Suponha que I(M)NM = (. Se Z+(A) ¢ nao vazio, compacto e

lim sup p(7(z,t), LT(A)) =0,

t—=+00 zeA

entio T (A) C X € relativamente compacto.

Prova: Como vale

lim sup p(7(x, 1), Z+(A)) =0,

t—=+00 g A

dado € > 0, existe [ = I(e) > 0 tal que

sup p(7(x, 1), LT(A)) < e, V> 1.
z€A
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Ou seja,

p(F(x,t), L*(A)) < e,

para todo t > [ e todo x € A. Isso implica que

A = J7(At) € B(L¥(A);e).
t>1
Entao,
AT (A)) = M@(A, [0, 1]) U Ae) = max{A(T (A, [0,1])); M7 (A:)) }
onde A denota a medida de nao-compacidade de Kuratowski. Pelo Lema 2.9, o conjunto

7(A,[0,1]) é relativamente compacto, logo A(7(A, [0,])) = 0. Com isso,

AF(A)) = MF(AL)) < 2e.

Portanto, A(71(A)) =0 e 77 (A) é relativamente compacto. u



CAPITULO 3

Sistemas semidindmicos impulsivos dissipativos

Neste capitulo, estudamos sistemas semidindmicos impulsivos dissipativos e alguns
aspectos da sua teoria. Em [4], tal estudo é feito somente para sistemas sem a¢ao impulsiva.
Na primeira, segunda e terceira secao definimos dissipatividade, o centro de Levinson,
variedade estavel e alguns tipos de estabilidade. Na quarta secao, mostramos que o centro
de Levinson é um atrator para a familia de conjuntos compactos no espago métrico X. Em
seguida, na quinta se¢ao, apresentamos o prolongamento do conjunto limite positivo impulsivo
e o conjunto prolongado impulsivo e demonstramos, por exemplo, que tais conjuntos quando
nao intersectam M sao positivamente m-invariantes. As duas ultimas segoes deste capitulo
sao dedicadas aos critérios de dissipatividade compacta e dissipatividade local. As princiais

referéncias sao [3] e [4].

Grande parte dos teoremas provados no Capitulo 2 sobre conjuntos limites tem por
hipotese que I(M) N M = (). Devido a importancia desta hipotese para garantir tais

resultados, no que segue, vamos considerar

Hipétese (H3): I(M)N M = 0.
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Assim, as trés hipoteses que vamos admitir validas no decorrer do nosso estudo sao:

(H1) para todo z € X, T(z) = +o0;
(H2) nao existem pontos iniciais sobre M e todo ponto de M satisfaz a condigao (STC);

(H3) I(M) N M = 0.

3.1 Dissipatividade

Nesta se¢ao, introduzimos o conceito de dissipatividade para um sistema semidinamico

impulsivo (X, m; M, I) e estabelecemos relagdes entre alguns tipos de dissipatividade.

Definicao 3.1. Seja M uma familia de subconjuntos de X. Um sistema semidinamico
impulsivo (X, m; M, I) é dito M-dissipativo, se existe K C X\M limitado tal que para
quaisquer ¢ > 0 e A € M, existe | = I(e, A) > 0 satisfazendo 7(A,t) C B(K;e), para

todo t > [. Nestas condicoes dizemos que K é um atrator da familia M.

Em seguida vamos definir alguns tipos de dissipatividade que serao utilizadas neste

trabalho.
Defini¢ao 3.2. Um sistema semidinamico impulsivo, (X, m; M, I), é chamado de

e ponto dissipativo, se existe um subconjunto K C X\M limitado tal que para todo
x € X vale o limite

lim p(7(z,t),K) = 0;

t—-4o00

e compacto dissipativo, se existe um subconjunto K C X\ M limitado tal que para todo
A € K(X) vale o limite
lim sup p(7(x,t), K) =0,

t—=+00 A

onde K(X) é a colegao de todos os conjuntos compactos em X;

e localmente dissipativo, se existe um subconjunto X' C X\ M limitado tal que para todo

x € X existe 9, > 0 satisfazendo

lim  sup p(7(y,t), K) = 0;
t=+00 e B(x;6,)
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e limitado dissipativo, se existe um subconjunto K C X\ M limitado tal que para todo
A € B(X) vale
lim sup p(7(x,t), K) =0,

t——4o00 TEA

onde B(X) é a colegao de todos os conjuntos limitados em X.

Se o conjunto K C X\M é compacto na definigao acima, dizemos que o sistema

semidindmico impulsivo (X, m; M, I) é ponto (compacto, localmente ou limitado) k-dissipativo.

Note que na Definicao 3.2 estamos apenas especificando a familia M da Defini¢ao 3.1,
isto ¢, para M = {{z} : z € X}, M = K(X), M = {B(x;0,) : = € X} ou M = B(X)
o sistema (X, 7; M, I) é ponto dissipativo, compacto dissipativo, localmente dissipativo ou
limitado dissipativo, respectivamente. O lema abaixo, estabelece uma relagao entre um
sistema semidinamico impulsivo localmente dissipativo e um sistema semidinamico impulsivo

compacto dissipativo.

Lema 3.1. Seja (X,m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo. Se (X,m; M, I) €

localmente dissipativo, entao é compacto dissipativo.

Prova: Seja K C X\M limitado tal que para todo z € X e todo ¢ > 0 existem J, > 0 e
[ =1(z,€e) > 0 tais que
p(7(y,t), K) <e, (3.1)

para todo t > [ e todo y € B(z;d,). Vamos provar que o sistema (X, m; M, I) é compacto
dissipativo. Dado W € K(X) nao vazio. Como (X, m; M, I) é localmente dissipativo, entao
para todo x € W existem 0, > 0 e [ = [(z,e) > 0 tais que a equacao (3.1) vale para
todot > [ e todo y € B(x;0,). Seja W C |J B(x;0,) uma cobertura aberta de W.
Sendo W compacto, podemos extrair uma subcxoebvgrtura finita W C U B(zj;6,). Seja

1<j<n
L =max{l =1I(z;,e) : 1 <j <n}>0. Assim,

p(7(z,1), K) <,

para todo t > L e todo = € W. Portanto, o sistema (X, 7; M, ) é compacto dissipativo. B
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Note que B(X) D {B(x;0,) : z € X} e que K(X) D {{z} : z € X}. Usando o Lema 3.1
concluimos que:
limitado dissipativo = localmente dissipativo = compacto dissipativo = ponto

dissipativo.

3.2 O centro de Levinson

O objetivo desta secao é definir o centro de Levinson para um sistema semidindmico
impulsivo compacto k-dissipativo. Para tal finalidade, comegamos mostrando uma outra

forma de caracterizacao para o conjunto limite positivo impulsivo.

Lema 3.2. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X nao vazio tal
que 7 (A) € relativamente compacto. Se ANM =0 e L*(A) C A entdo

LT (A) = [)7(A1).

t>0

Prova: Vamos comegar fazendo a seguinte observagao: como 71 (A) é relativamente compacto

por hipotese, usando a Proposicao 2.8, segue que A também é relativamente compacto. Dado

y € N 7(A,t), entdao y € 77 (A, t) para todo t > 0. Em particular, y € 7(A,n) para todo
>0

n € N. Para cada n € N, existem z, € A e t, = n tais que y = 7(x,,t,). Dai, t, — oo e

7 (&, tn) — y com {2, }n>1 C A. Portanto, y € L*(A) e, logo, (| 7(A,t) C L*(A). Provemos
£>0

a outra inclusdo. Sejam w € Z*(A) e t > 0 quaisquer. Vamos mostrar que w = 7w(z,t) para
algum z € A. De fato, de w € LT(A), existem {wy }n=1 C A e {8y} n=1 C Ry, com s, — +00,
tais que T(wy, $,) — w. Como s, — +00, existe ng € N tal que s, > ¢, para todo n > ny.
Assim,

7 (Wy, $n —t) € T7(A),
para todo n > ng. Por hipotese, 77(A) é relativamente compacto, logo, a menos de uma

subsequéncia, podemos supor que
T(Wn, Sp, —t) — p € TH(A).

Usando o fato que s, —t — +00, concluimos que p € Z*(A). Novamente, por hipotese,

temos EJF(A) CAe ANM = (), logo, Z+(A) NM = (). Pelo Lema 2.8, Z+(A) ¢ positivamente
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F-invariante. Assim, 7(a,t) = 7(a,t) para todo a € Lt(A) e todo ¢ > 0, isto ¢, ¢(a) = +oc

para todo a € Z*(A). Juntando estas informacoes com o Lema 2.6, temos
7 (Wn, $p) = T(T(Wn, Sy, — t), 1) — T(p, ).

Por outro lado, 7(wy,,s,) — w. Logo, w = 7(p,t) € 7(A,t). Sendo t > 0 arbitrario,
concluimos que w € () T(A, t). Portanto, L*(A) C () 7(A,t) e segue o resultado. [
£>0 >0
Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo e K C X
nao vazio, compacto, K N M = (), e K um atrator para K(X), isto &, para todo A € K(X)
vale

lim sup p(7(x,t), K) = 0. (3.2)

t——4o0 €A

Pelo Teorema 2.7, L*(A) é ndo vazio, compacto e

lim sup p(7(x,t), LT(A)) = 0.

=400 zcA

Usando a Proposi¢ao 2.9, 77(A) ¢ relativamente compacto. Escolhendo A = K em (3.2)

temos LT(K) C K ¢ #7(K) ¢ relativamente compacto. Pelo Lema 3.2, segue que

LH(K) = [F(K,1).
>0
Vamos denotar

LY (K) = J.

Lema 3.3. Sejam (X, m; M, 1) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo e

K C X nao vazio, compacto, KN M =0, e atrator para K(X). Entao, para todo A € K(X):
(a) L*(A) € nio vazio, positivamente T-invariante e compacto;
(b) lim supp(w(x,1), L*(A)) = 0;

l—=+00 zca

(¢) LT(A) C K

(d) wH(A) € relativamente compacto.
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Prova: Dado A € K(X). Como K ¢é um atrator para K(X) vale o limite

lim sup p(7(x,t), K) = 0. (3.3)

t—+00 zcA

Assim, pelo Teorema 2.7, Z*(A) € nao vazio, compacto e

lim sup p(F(z,t), LT(A)) = 0.

t—=+00 zeA

Entao pela Proposicao 2.9, podemos concluir que 77 (A) é relativamente compacto. Vamos
demonstrar que LT(A) C K. De fato, dado a € L*(A), existem sequéncias {a,}ns1 C A e

{tn}n>1 C Ry tais que t, — +00 e T(ay, t,) — a. Por (3.3), dado ¢ > 0 existe T > 0 tal que
p(m(y,1), K) <,
para todo y € A e todo t > T'. Sendo {a, },>1 C A podemos escrever
p(T(an, t), K) < e,
para todon € N e todo t > T. Seja ny € N tal que ¢, > T para todo n > ng. Dal,
p(m(an, t,), K) < ¢,
para todo n > ng. Isso implica que

lim p(7(an,t,), K) =0. (3.4)

n—-+00

Como K é compacto, a menos de uma subsequéncia, podemos supor que 7(a,,t,) — b € K.
Pela unicidade do limite, a = b. Portanto, a € K e Z*(A) C K. Por hipotese K N M = (),
logo, L*(A)NM = 0. Pelo Lema 2.8, L*(A) ¢ positivamente 7-invariante finalizando a prova

do lema. m

No proximo lema, vamos provar que num sistema semidinamico impulsivo compacto k-
dissipativo (X, m; M, I), o conjunto limite positivo impulsivo de dois compactos, nao vazios
que nao interceptam M e sao atratores da familia K(X) coincidem. Isto é, que o conjunto .J

estd bem definido.
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Lema 3.4. O conjunto J nao depende da escolha do conjunto W C X, onde W € nao vazio,

compacto, WN M =0 e W é um atrator da familia K(X).

Prova: Seja K7 C X néo vazio, compacto com K1NM = () e atrator da familia K(X'). Vamos

provar que L*(K,) = .J = LT(K). Pelo Lema 3.3,
LY (K,) C Ky, LY(K)C K, LT(K))CK e LT(K) C K. (3.5)

Afirmamos que L*(K) € 7(L*(K),t) para todo t > 0. De fato, dados y € L*(K) e t > 0,
existem {z,}n>1 C K e {t,}n>1 C Ry, com t, — 400, tais que 7(xp,t,) — y. Além disso,
existe ng € N tal que t,, > t, VYn > ng. Assim, 7(z,,t, —t) € 7H(K), ¥n > ny. Sendo 7+ (K)
relativamente compacto pelo Lema 3.3, podemos supor que 7(z,,t, —t) — b € m
Como {z,}ns1 C K e t, —t — +00, entdo b € LT(K). Novamente, usando o Lema
3.3, E*(K ) € nao vazio, compacto, positivamente 7T-invariante e Z*(K )N M = (. Entao,
7(a,s) = w(a,s) € LT(K) para todo a € LT(K) e todo s > 0. Pelo Lema 2.6, concluimos
que

(2, t,) = T(T (2, t, — t),t) — 7(b,1).

Entdo, y = 7(b,t) € 7(L*(K),t) finalizando a demonstracao da afirmacdo. Analogamente,
provamos que Lt (K,) C #(LT(K;),t), ¥t > 0. Usando (3.5), 7(L*(K),t) C 7(Ky, 1), Vt > 0.
Como LT(K) c #(L*(K),t), Vt > 0, entdo

LH(K) ¢ (\F(LT(K),t) € (7K1, t) = LT(K9).

£>0 £>0

Analogamente, provamos que L*(K;) C LT(K). Portanto, o resultado é valido. [

Motivados pelo Lema 3.4 vamos fazer a seguinte definicao.

Definigao 3.3. Seja K C X ndo vazio, compacto, com K N M = (), e atrator da familia
K(X). O conjunto J = LT(K) é chamado de centro de Levinson do sistema semidinamico

impulsivo compacto k-dissipativo (X, m; M, I).

Vamo provar que o sistema (2.2) do Exemplo 2.4 ndo pode ser ponto k-dissipativo.
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Exemplo 3.1. Considere o sistema impulsivo em R? dado por:

T =ux,
y=0, (3.6)
I:M— N,

com M, N e I definidos no Exemplo 2.4. Ja foi visto que, z+(p) = {(z,y) e R? : z €
[1,3], y = 0}. Se o sistema (3.6) é ponto k-dissipativo, entao existe K C R? compacto, com
KN M =, tal que

lim p(7(x,t), K) =0, Vre X.

t—+o00

Em particular,

i p(@(p,t), &) = 0.

Isso implica que, K N M # 0 ja que EJF(p) NM #0e Lt (p) C K. Portanto, o sistema (3.6)

nao é ponto k-dissipativo.

3.3 Variedade estavel e estabilidade

Nesta se¢ao, introduzimos a definicao de variedade estavel e de alguns tipos de estabilidade
como orbitalmente 7-estével e m-atrator para sistemas semidinamicos impulsivos. Provamos

que a variedade estavel é nao vazia, positivamente 7-invariante e aberta.

Definigao 3.4. Sejam (X, m; M, I') um sistema semidindmico impulsivo e A C X. O conjunto

We(A) ={zeX: 1tlier p(7(z,t), A) = 0} é chamado de variedade estdvel de A.
O lema abaixo garante que a variedade estével é nao vazia.

Lema 3.5. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Se A C X € néao vazio e

positivamente T-invariante, entao W*(A) € nao vazio.

Prova: Seja z € A. Como A é positivamente 7-invariante, entdo 7 (x,t) € A para todo t > 0.

Assim, p(7(x,t),A) =0, ¥t > 0. Dai,

lim p(7(z,t),A) = 0=z € W5 (A) = W*(A) # 0.

t——+oo
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Vamos mostrar, agora, que a variedade estavel é positivamente m-invariante.

Lema 3.6. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X ndo vazio e

positivamente T-invariante. Entao, W*(A) € positivamente T-invariante.

Prova: Pelo Lema 3.5, WS(A) # . Dados x € WS(A), v > 0 e e > 0 quaisquer. Existe
[ =1(e,z) >0 tal que
p(m(z,t),A) <e, Vt>1.

Assim,

p(7(7(z,7),t), A) = p(7T(x,v+1),A) < e, ¥t > max{0;l —~}.
Isso implica que
T(z,7) € WH(A) = 7t (z) € W*(A) = 7H(W*(A)) C W3(A).

Portanto, a variedade estavel é positivamente 7-invariante. [ |

Na proxima definicao introduziremos alguns tipos de estabilidade que serao utilizadas

neste trabalho.

Defini¢ao 3.5. Sejam (X, 7; M, I) um sistema semidinamico impulsivo e A C X. Dizemos

que:

(1) A é orbitalmente T-estdvel, se dado € > 0 existe § = d(e) > 0 tal que p(z,A) <
implica que p(7(z,t), A) < €, Vt > 0;

(2) A é m-atrator, se existe v > 0 tal que B(A;~) C WS(A);
(3) A é assintoticamente T-estdvel, se é orbitalmente T-estavel e T-atrator;

(4) A é globalmente assintoticamente T-estdvel, se & assintoticamente T-estéavel e WS(A) =

X.

Y

(5) A é uniformemente T-atrator, se existe v > 0 tal que

lim sup p(7(x,t),A) =0.
170 2eB(A)
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No proximo teorema vamos apresentar condigoes suficientes para que a variedade estavel

seja abeta em X.

Teorema 3.1. Seja A C X um conjunto nao vazio, compacto, positivamente T-invariante
e assintoticamente w-estdvel no sistema impulsivo (X, 7; M, I). Suponha que WS(A) é I-

invariante. Entao, sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(a) WS(A) ¢ aberto em X;

(b) O limite
lim B(F(K,t), A) =0, (3.7)

t—+00

vale para todo K C W*(A) compacto, onde 3(A, B) := sup{p(a, B)}, para A, B € B(X).

acA
Prova: (a) Como A é F-atrator, existe v > 0 tal que B(A;7) C W*(A). Assim, é suficiente
provar que para cada z € /VIV/S(A)\B(A;V) existe 9, > 0 tal que B(zx;d,) C /VIV/S(A). Sejam
z € WHAN\B(4;7) ¢ 0 < € < 7. Sendo A orbitalmente 7-estavel, existe d = d(e) > 0
tal que 7+ (B(A;4),[0,+00)) C B(A;¢e). Usando que z € W*(A), existe t; = t;(z;¢) > 0
com t, # Zk:lgb(xj), k € Z., tal que 7(z,t1) € B(A;d). Entao, existe v > 0 tal que
=

B(w(z,t1);v) C B(A;0d). Vamos considerar dois casos: quando x ¢ M e quando z € M.

Suponha que x ¢ M. Pela continuidade de 7 e I, existe v; > 0 tal que
T(B(x;v1),t1) C B(w(x,t1);v) C B(A;9).

Usando que A é orbitalmente T-estavel, segue que m(B(z;v1),t) C B(A;¢), Vt > t;. Portanto,
B(z;v1) € WH(A).

Agora, suponha que x € M. Como M satisfaz a condigao (STC), existe um STC-tubo
F(L,[0,2)]) através de = dada pela segdo S. Sendo F(L, [0,2)]) uma vizinhanga de x, existe
n > 0 tal que B(x;n) C F(L,[0,2A]). Sejam

Hy =F(L,(\,2\)) N B(z;n) e Hy= F(L,[0,\]) N B(z;n).

Pela continuidade de 7 e I, existe n; > 0, m1 < n, tal que m(B(x;m) N Ha,t1) C

B(7(z, t1);v) C B(A;6). Por outro lado, note que I(z) € W*(A)\M ja que I(W*(A)NM) C

N k

We(A) e I(M)N M = (. Assim, existe ty = ty(x;€) > 0 com t, # Y ¢(I(2)]), k € Zy,
=0

1=
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tal que 7(I(z),t2) € B(A;0). Entdo, existe vo > 0 tal que B(w(I(z),t2);v2) C B(A;0).

Novamente, pela continuidade de 7 e de I, existe 1, > 0, 7o < 1, tal que
7(B(x;m) N Hy,ty) C B(w(1(x),t2);v9) C B(A;9).
Escolhendo n3 > 0, n3 < min{n;; 72}, e usando que A é orbitalmente T-estavel obtemos que
T(B(x;ms),t) C B(A;¢),

para todo t > max{t;t,}. Conclufmos que B(z;73) C W*(A). Portanto, W*(A) ¢ aberto
em X.

(b) Sendo A 7-atrator, existe v > 0 tal que B(A;v) C WS(A). Sejam 0 < ¢ < 7, e K
um conjunto compacto em WS(A). Sendo A orbitalmente 7T-estéavel, existe 6 = d(e) > 0
tal que 7 (B(A;0),[0,+00)) C B(A;e). Dado z € K, existe hy = hy(z,¢) > 0, com
hy # i o(x]), k € Zy, tal que 7(z, hy) € B(A;6). A partir deste momento, seguimos os
mesmglpassos da demonstragao do item (a) para obter r = r(x,e) > 0eT =T (z, ¢) > 0 tais

que w(B(z;r),t) C B(Ase), Vt > T. Considere a cobertura aberta K C |J B(x;r(z,¢)).

zeK

Extraindo uma subcobertura finita, K C |J B(x;;r(x;,€)). Seja L = max{T(z;,¢): 1 <i <
i=1
n}. Entao, n(K,t) C B(A;e), Vt > L, isto é, vale o limite (3.7). Portanto, o resultado é

véalido. [ ]

Se A é globalmente assintoticamente m-estavel no Teorema 3.1, podemos omitir a hipotese

da variedade estavel do conjunto A ser I-invariante. Este é o Corolario 3.1.

Corolario 3.1. Seja A C X nao vazio, compacto, positivamente T-invariante e globalmente

assintoticamente T-estdvel. Entao, WS(A) ¢ aberto em X e o limite

lim AF(K, 1), A) =0,

t—+00

vale para todo conjunto K C X compacto.

Prova: Pela definicao de globalmente assintoticamente F-estavel, W*(A) = X. Logo, W*(A)N
M = XNM = M. Isso implica que I(WS(A) NM)=IM)C X = WS(A). Portanto, o

resultado segue do Teorema 3.1. [ |
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O lema abaixo tem um papel importante no Capitulo 4 quando falarmos sobre conexidade

do centro de Levinson.

Lema 3.7. Sejam (X,7;M,I) um sistema semidindmico impulsivo e Y,Z C K(X) nao

vazios. Entao,

(@) Y NZ # 0 sempre que W*(Y)NW*(Z) # 0;

(b) WS(Y) N WS(Z) =0 sempre que Y N Z = 0);

(c) SeY e Z sao T-atratores e WS(Y) N WS(Z) =0, entao Y N Z = ();

(d) SeY e Z sio F-atratores e Y N Z # 0, entio W*(Y)NW*(Z) # 0.

Prova: (a) Suponha que W*(Y)NW*(Z) # 0. Vamos provar que Y N Z # . Seja z € X tal
que

lim p(7(x,t),Y)=0= lim p(7(z,t),2). (3.8)

t——+o0 t——+o0

Considere a sequéncia t,, = n, Yn € N. Por (3.8),

lim p(7(z,t,),Y)=0= lim p(7(z,t,),Z2).

n—-+oo n—-+0o00

Como Y ¢é compacto, existe uma sequéncia {x,}n,>1 C Y tal que p(7(z,t,),Y) =

p(7(z,t,), z,), Vn € N. Podemos considerar que z,,, Pt e Y, para alguma subsequéncia

{n, t>1 C {xn}n>1. Assim, 7(z,t,,) "4 w e Y. Note que

lim p(7w(z,t,,),Z) =0,

k—+o00

pois t,, = ng, Yk € N, ny, A e € WS(Z). Para cada k € N, existe 2z, € Z tal que
p(m(z,tn,), Z) = p(T (2, tn,), 20),
pela compacidade de Z. Dai
P2k w) < p(zw, T(@, tn,)) + p(T(2, 1), W)

Isso implica que w € Z. Portanto, Y N Z # ().

(b) Para provar este item basta notar que (b) é a contrapositiva de (a).
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(¢c) Se Y e Z sio F-atratores, entdo existem vy > 0 e 7 > 0 tais que B(Y;7y) C W*(Y)
e B(Z;vz) C WS(Y). Como, por hipodtese, WS(Y) N WS(Z) = (), segue que B(Y;7y) N
B(Z;7z) = 0. Portanto, Y N Z = 0.

(d) Usando a hipotese de Y e Z serem F-atratores temos, Y C W*(Y) e Z C W*(Z). De

Y N Z # (), concluimos a prova deste item e do lema. [ |

3.4 J é& um atrator

Nesta se¢ao vamos provar que o centro de Levinson de um sistema semidinamico impulsivo
compacto k-dissipativo ¢ um atrator da familia K(X). Além disso, definimos as familias
K#(X) e Kga(X) e mostramos que tais familias coincidem com respeito a intersegao de

todos seus elementos.

O Teorema 3.2, abaixo, mostra que em um sistema semidinamico impulsivo compacto
k-dissipativo, o centro de Levinson J, é orbitalmente T-estavel e um atrator para a familia
K(X), entre outras propriedades. No Apéndice C, mostramos que na demonstragao do item

(b) podemos escolher a sequéncia {¢,},>1 C R} com t, — +oo .

Teorema 3.2. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-

dissipativo e J o seu centro de Levinson. Entao,

(a) J € um conjunto compacto e positivamente T-invariante em X ;
(b) J € orbitalmente T-estdvel;

(¢) J € um atrator para a familia K(X);

(d) J € o maior conjunto compacto e positivamente T-invariante em X tal que J C 7(J,1),

para todo t > 0.

Prova: Seja K C X néo vazio , compacto, K N M = (), e atrator para a familia K(X).
(a) Pelo Lema 3.4, J = L*(K). Assim, usando o Lema 3.3, J = LT(K) é nio vazio,

compacto, e positivamente m-invariante.
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(b) Suponha por absurdo, que J nao seja orbitalmente m-estavel. Assim, existe gg > 0 tal

que para cada n € N, existem §,, > 0, z,, € B(J;6,) e t, € R, tais que §,, — 0, ¢, — +oo e
p(%(ajn?tn)a J) > €.

Como z,, € B(J;0,), 6, — 0 e J é compacto, podemos supor sem perda de generalidade,
que z, —» T € J. Seja A = {T,x1,2,...}. Note que A é compacto. Seja ¢ > 0 tal que
B(K;e) N M = (). Da hipotese do sistema ser compacto k-dissipativo, existe [ = [(A,€) > 0
tal que

F(A. 1) C B(K;e), V> 1.

Seja B = 7 (7(A,1)). Pelo Teorema 2.7, 7(A) é relativamente compacto. Logo, B &
compacto. Além disso, BN M = () uma vez que B C B(K;¢). Seja K' = K U B. Assim,
LY (B) c LY (K') = J e, sendo K um atrator para a familia K(X), entdo K’ também é um
atrator para a famflia K(X), e K’ M = 0. Pelo Lema 3.4, LT(K') = J = L*(K). Usando
a compacidade de B e que {7(zp,t,)}n> C B, podemos supor sem perda de generalidade,

que p = liril 7(xp, t,). Entao,

= lim F(@n,t,) = lim 7(F(zn, 1), t, — ).
p= Mg Flom ) = I T 1)t =0

Logo, p € Z+(B) - va+(K/) = J. Por outro lado,
p(T(xnstn), J) > €0 = p(p, J) > €0 = p & J,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, J é orbitalmente m-estavel.
(c) Dado A € K(X) qualquer. Pelo Lema 3.3, LT (A) ¢ nao vazio, compacto ¢ 7 (A) &
relativamente compacto. Além disso, Z*(A) C KeKNM = (. Dai, Z+(A) NM = () e sendo

E*(A) compacto, existe ¢ > 0 tal que
B(L*(A);e) N M = 0.
Segue do item (b) do Lema 3.3 que para 0 < 7 < ¢, existe [ = [(y) > 0 tal que

T(A 1) € B(LT(A);7), VE> 1. (3.9)

Seja B = 7wt (7(A,l)). Assim, BNM = (e B C 7+ (A). Logo, B é compacto. Defina
K' = K U B. Entao, K’ é um atrator para a familia K(X) e K’ N M = (). Isso implica que
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LY(K') = LT(K) = J e LY(B) ¢ L*(K') = J. Afirmamos que LT(A) C LT(B). De fato,

dado z € LT(A), existem sequéncias {a, }n>1 C A ¢ t,, — 400 tais que
T(an, t,) — 2.

Isso implica que,

7(7(an, ), t, — 1) — z.

Como 7 (an, 1) € T(A,1), Vn € N, e t, — | — 400, entdo z € L*(B). Logo, L*(A) € L*(B) e
Lt (A) C J. Por (3.9),

BER(A ), J) < BF(A1), LT (A) <7, t > L.

Dali,
lim B(mw(A,t),J)=0.

t——+o00
Portanto, J ¢ um atrator da familia K(X).
(d) Seja J' C X um conjunto positivamente T-invariante e compacto tal que J' C 7(J', ),
Vt > 0. Sendo J' positivamente 7-invariante, entao 7(J’';t) C J', ¥t > 0. Dai, J' =7(J',t),
VvVt > 0. Dado n € N, existe [,, > 0 tal que
!/ ~ ! 1 1 !/ ]'
J=7J t)CB(Ji— ) CB(J;= ), Vt=l,=J C\B(J—)=1
" n neN n

Portanto, o resultado segue. [ |

Seja K#(X) a familia de todos os conjuntos nao vazios, compactos, positivamente 7-
invariantes e atratores da familia K(X) em X. Suponha que K N M = ), VK € Kz(X).
A préxima proposicao mostra que em um sistema semidindmico impulsivo compacto k-
dissipativo o menor conjunto nao vazio, compacto, positivamente 7-invariante e atrator da

familia K(X) ¢ o centro de Levinson.

Proposicao 3.1. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-

dissipativo e J o seu centro de Levinson. Entao,

J=({K: K € Kz(X)}.
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Prova: Como J = Lt(K) € K, VK € Kz(X), entio
JC({K: K € Kz(X)}.
Por outro lado, pelo do Teorema 3.2, segue que J € Kx(X). Portanto,

J=(K: K € Kz(X)}.

Seja Kga(X) a familia de todos os conjuntos nao vazios, compactos, positivamente 7-
invariantes e globalmente assintoticamente 7-estaveis em X. Assuma que K N M = 0,
VK € Kga(X). Assim, como na Proposi¢ao 3.1, vamos mostrar que J o menor conjunto
nao vazio, compacto, positivamente 7-invariante e globalmente assintoticamente m-estével do

sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo (X, m; M, I).

Proposicao 3.2. Seja (X,m; M,I) uwm sistema semidindmico impulsivo compacto k-

dissipativo e J o seu centro de Levinson. Entao,

J=({K: K € Kga(X)}. (3.10)

Prova: Dado H € Kga(X), pelo Corolario 3.1, H é um atrator para a familia K(X). Isso
implica que

J=(K:KeKz(X)} [ K : K € Kea(X)}.
Por outro lado, J € Kga(X) uma vez que o sistema é compacto k-dissipativo. Entao,

({K : K € Kga(X)} C J. Portanto, a igualdade (3.10) ¢ valida. u

Decorre das Proposigoes 3.1 e 3.2 o seguinte corolario.

Corolario 3.2. Em um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo (X, m; M, I),

vale a 1qualdade
(K : K eKe(X)} = {K : K € Kga(X)}.

Teorema 3.3. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-
dissipativo e K C X mnao wvazio, compacto e positivamente w-invariante. Suponha que

K Ccm(K,t),Vt>0, e KNM = (. Entao, sao equivalentes:
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(a) K € o centro de Levinson de (X, 7; M, T);
(b) K ¢ globalmente assintoticamente m-estdvel;

(¢) K € o maior compacto positivamente T-invariante tal que K C 7(K,t), para todo t > 0.

Prova: Note que (a) < (c) pelo Teorema 3.2. (a) = (b) Diretamente da hipotese do sistema
ser compacto k-dissipativo. (b) = (a) Suponha que K ¢ globalmente assintoticamente 7-

estavel. Assim, K € Kga(X) e pela Proposicao 3.2, segue que
J=({H:HeKaa(X)} C K.
Por outro lado, sendo K um atrator de compactos de X, entao

J=(7(K.1).

t>0

Por hipotese, K C 7(K,t), t > 0. Logo, K C J. Portanto, K = J. [ |

3.5 Os conjuntos J*(A) e Dt(A)

Nesta secao, definimos os conjuntos €, JT(A) e DY (A), A C X. Provamos que se A C X
¢ compacto, entdao J*(A) = |J J(a) e D¥(A) = |J D*(a). Além disso, mostramos que
acA acA

para um sistema semidinadmico impulsivo compacto k-dissipativo (X, 7; M, I), vale J Q) =

J = DH(Q).
Seja (X, m; M, I) um sistema semidinamico impulsivo, defina o seguinte conjunto

Q:=J Lt ().

zeX

Vamos provar que 2 C J para um sistema compacto k-dissipativo.

Proposicao 3.3. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-

dissipativo e J o centro de Levinson. Entao,

QcJ
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Prova: Dado x € X, para cada n € N, existe t,, > 0 tal que

p(m(x,t),J) < —, Vt>t,.

S|

Isso implica que
~ 1 —_— 1
7(z,t) € B (J; —>, vVt >t, = {7(z,t)},~, CB (J; —).
n =tn n

Uma vez que L*(z) C {7(x, t)}isy,, entao Lt(z) c B(J; 1), Vn € N. Portanto,
L*(x)c (B (J- 1) —J
'n
n>1
Dali,
QcCJ

Na préxima proposicao vamos mostrar que €2 é compacto para um sistema semidinamico

impulsivo ponto k-dissipativo.

Proposicao 3.4. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, 7; M, I) é ponto k-dissipativo,

entao €2 € compacto.

Prova: Seja K C X compacto, K N M = (), tal que

lim p(7(z,t),K) =0, Vre X.

t—+o00

Dados 7 € X e € > 0, existe [ = I(z,¢) > 0 tal que 7(z,t) € B(K;5), Vt > I. Isso implica
que

L*(z) C B(K;¢) C B(K;e).

Sendo ¢ > 0 qualquer, segue que

L*(x) c (| B(K;e) = K.

e>0

Assim, Q C K com K compacto. Portanto, €2 é compacto. [ |
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Na Definicao 2.13 introduzimos o prolongamento do conjunto limite positivo impulsivo e o
conjunto prolongado impulsivo para pontos em X. No que segue, estendemos estes conceitos

para subconjuntos de X.

Definicao 3.6. Dado A C X. O prolongamento do conjunto limite positivo impulsivo de A

é

THA) = N URBA; ), 7).

e>0t>07>t

O conjunto prolongado impulsivo de A é

D*(4) = J7F(BA:e).1).

e>0t>0

Quando A = {z}, entdo JT(A) = Jt(z) e D¥(A) = D*(x), coincidindo com a Defini¢io
2.13.

No proximo lema obteremos uma caracterizagio dos conjuntos J*(A) e D (A) através

de sequéncias e provaremos que tais conjuntos sao fechados e positivamente 7-invariantes.
Lema 3.8. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. As afirmagoes sio vdlidas:

(a) y € JT(A) se, e somente se, existem sequéncias {xptns1 C X € {tn}ns1 C Ry tais que

p(xn, A) — 0, t, — +00 e T(Tp, tn) — Y;

(b) y € DT (A) se, e somente se, existem sequéncias {z, ns1 C X € {tytns1 C Ry tais que

p(xn, A) = 0 e T(2y, t,) — y;
(c) os conjuntos J*(A) e D*(A) sio fechados;
(d) se JF(A)NM =0, entio JT(A) € positivamente T-invariante;
(e) se DT(A)NM =0, entio Dt (A) ¢ positivamente F-invariante.
Prova: Os itens (a) e (b) seguem o mesmo raciocinio da demonstra¢ao do Lema 2.7. O item

(¢) é uma consequéncia da definicdo dos conjuntos J*(A) e D*(A). Os itens (d) e (¢) seguem

as mesmas idéias do Teorema 2.5. [ ]
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A proposicao abaixo mostra que 2 é nao vazio e, consequentemente, IN)JF(Q) # () em um

sistema semidindmico impulsivo ponto k-dissipativo.

Proposicao 3.5. Se o sistema semidinamico impulsivo (X, 7; M, 1) é ponto k-dissipativo,

entio Q£ 0 e DT(Q) £ 0.

Prova: De fato, dado # € X. Usando o Teorema 2.7 e o fato de que o sistema (X, m; M, I)
¢ ponto k-dissipativo temos L (z) # 0. Assim, LT (z) C Q C D™ (Q) implica que Q # 0 ¢
DT(Q) # 0. ]

Lema 3.9. Se (X, m; M,I) € um sistema semidindmico impulsivo, entao:

(a) 7+ (z) C D" (z), Vo € X;

(b) D (z) = 7+ (z) U JT(z), Vo € X\ M;
(¢) #+(I(z)) C D¥(z), V& € M;

(d) D (z) =7+ (x) Ut (I(x)) U J*(x), Yo € M.

Prova: (a) Dado y € 7+ (z), existe {t,, },>1 C Ry tal que 7(z,t,) — y. Considere a sequéncia

{z, =x}p>1 C X. Assim, p(z,,z) =0,Vn € N, e
T (zp, t,) = 7(x, t,) — .

Portanto, y € D (x).

(b) Dado z € X\M. Pelo Lema 3.8, segue que J(z) C D*(z). Dai, 7+ (z) U J"(z) C
D*(z). Dado z € D*(x), existem {t,}n>1 C Ry e {2y} ns1 C X tais que p(z,,2) — 0 e
T(xp, t,) — 2. Se t,, — +00, entdo z € j*(x) e nada temos a provar. Suponha que t, < T
para algum 7' > 0 e para todo n € N. Como {t,},>1 C [0,7], obtemos uma subsequéncia
convergente t,. — ¢ € [0,7]. Usando o fato que = ¢ M, e adaptando a demonstragao
do Lema 2.9, Caso 1, concluimos que {7(x,,,t,,)}s>1 converge para um ponto de 7 ().
Portanto, z € 7+ () U J ™ (x).

(c) Dado # € M qualquer. Como M nao possui pontos iniciais, existem y € X e ¢ > 0

tais que 7w(y,t) = z. Seja {\}n>1 € Ry uma sequéncia tal que w(y,\,) — = e defina
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w, = 7(Yy, \n), Vn € N. Entao,

7 (wn, p(wn)) — I(x).
Dado s > 0, sendo I(z) ¢ M, ja que I(M) N M = () entao, pelo Lema 2.5, existe uma
sequéncia ¢, — 0 tal que

T (Wn, o(wy) + €, + 8) = T(T(wn, (W), €0 + ) — T(I(2), 5).

Assim, concluimos que 7(I(z),s) € D (x), Vs > 0. Portanto, 7+ (I(z)) C DT ().
(d) Dado # € M. Note que 7+ (z)Un+(I(z))UJ " (z) C D (x) pelos itens (a) e (c). Dado

2 € DY (x) qualquer, existem sequéncias {t,}ns1 C Ry € {zp}ns1 C X com p(z,,2) — 0 e
T(zn,tn) — 2. Se t, — +00, entdo z € j+(x) e nada temos a provar. Caso t, < T, para
algum T > 0 e todo n € N, entdo obtemos uma sequéncia convergente t,. ~ — 7 € [0, 7).

Adaptando a demonstracao do Lema 2.9, Caso 2, obtemos o resultado. [ |

Para qualquer A C X, temos |J J™(a) C JT(A) e |J D™ (a) C DF(A), ja que p(z,, A) <
acA acA
p(x,,a), Va € A. Porém nem sempre vale a inclusao contraria, o proximo exemplo ilustra tal

fato.

Exemplo 3.2. Considere o sistema impulsivo:

1:1 = —T,
To = Ty, (3.11)
I:M— N,

onde M = {(3,x2) : z3 € R}, N = {(2,22) : 22 € R} e a aplicacdo I é definida da seguinte
forma: dado y € M, I(y) é o ponto de N que é a intersegao do seguimento de reta [0, y] com

N. Seja A = {(21,0) : 2 < z; < 4}. Para todo a € A, temos
D*(a) = 7+ (a) U{(0,22) : 5 € R}.

Entao,

U D*(a) = {(21,0) : 0 < 21 < 4} U {(0, z5) : 20 € R}.

a€A

Como DT(A) ¢ fechado e A € DT (A), entdo A C D*(A). Logo, (4,0) € DT(A). Portanto,
D*(A) ¢ U D*(a).

a€A
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Nosso proximo resultado mostra que para subconjuntos compactos de X, vale a igualdade.

Proposicao 3.6. Se A C X ¢ compacto, entao

JHA) =] J*(a) e DY(A) =[] D" (a).

acA acA

Prova: Ja foi visto que

JHA) > | THa) e DF(A) D | DH(a).
acA acA
Provemos que D™ (A) € |J D*(a). De fato, dado y € D (A), existem sequéncias {a, bns1 C

acA
X e {tp}n>1 € Ry com p(x,,A) — 0 e 7(x,,t,) — y. Sendo A compacto, podemos

assumir que x,, — z € A. Daf, y € D¥(z) ¢ |J D*(a). Portanto, D*(A) = |J D" (a).
acA acA

Analogamente, provamos que J*(4) = |J J(a). O resultado esta demonstrado. u
acA

O Lema 3.9 com a Proposicao 3.6 nos fornece o seguinte resultado.

Corolario 3.3. Se A C X é um compacto no sistema semidinagmico impulsivo (X, m; M, I),

entao

DA =| |J Fa)uJT'(a) U[ U %+(a)u%+(1(a))uf+(a)]. (3.12)

acA\M a€ANM

Prova: Dado A C X compacto. Utilizando a Proposicao 3.6, DY(A) = |J DT (a). Isso
acA

implica que

D4 =| |J D"(a) U[ J DTl

a€A\M be ANM

Pelo Lema 3.9, podemos escrever D (a) = 7t (a) U J*(a), a € A\M, e D*(b) = 7+(b) U
7+(I(b)) U J*T(b), b € AN M. Portanto, vale a ignaldade (3.12). u

Lema 3.10. Sejam z € X\M ey € L™(z), entdo J*(x) C J*(y).

Prova: Seja z € J*(z). Existem sequéncias {zn}tns1 C X, {tntns1 C Ry € {Tu}ns1 C Ry

tais que =, — x, t, — 400, T, — +o0, 7(x,t,) — y e 7(x,,T,) — z. Vamos assumir que as
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sequéncias {t,}n>1 € {7, }n>1 sdo crescentes e que 7, — t, > n, ¥n € N. Para cada t;, k € N,

. ~ . ——+
existe uma sequéncia ef 5790 tal que
~ k\ n—+00 ~
T(xp, tr+er)  — 7(x,ty).

Existe para cada k € N, ni > k, tal que

| =

p(%@jnk?tk + Eﬁk)a %(l’, tk)) <
Segue que

P (st + €3, ) y) < p((@nes ti + €5, ) T, 1)) + p(F((2,10)), )

~ 1 bt

, . ~p~ ~ k ~ k—
Além disso, T(7(xn, , tk + Sﬁk), T — bk — eflk) =T (Tn,, Tny,) 8 2, T( Ty b+ E,I?Lk) 2o ye

k—+o00 ., ,
Toy —t— €5 " =7 400 ja que {7, }n>1 € crescente e 7, —tp — €l > 7, —t, — €l . Portanto,

ze JHy). n

Para um sistema semidinamico impulsivo (X, 7;M,I) sempre ¢é valido o seguinte

resultado.
Proposigao 3.7. A inclusio Q C J*(Q) € vdlida.

Prova: Basta provar que |J Lt(z) € J*(Q). De fato, secjay € |J L*(z). Assim, y € L* ()
zeX zeX

para algum z € X. Suponha inicialmente que x ¢ M. Pelo Lema 3.10, segue que j*(x) C
J*(y). Dai,
ye L) CJHx) C T (y) C THO),

ja que y € Q. Agora, suponha que x € M. Seja v > 0 tal que 7(z,7v) = 7(z,y) = z ¢ M.
Afirmamos que L*(z) C LT (z). Com efeito, dado w € LT (z), existe uma sequéncia t,, — 400
em R, tal que 7(z,t,) — w. Como 7(z,t, —v) = 7(7(x,7),t, —v) = 7(x,t,) — we

t, — v — 400, entdo w € EJF(Z) Logo, pelo Lema 3.10, temos
ye Lt(z) C LT(2) € JH(z) € JH(y) € JH(Q),

uma vez que z ¢ M ey € LT(z) € L*(z). Portanto, |J L*(z) C JT(), o que demonstra
zeX
a Proposicao. [ |
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Proposicao 3.8. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, 7; M, 1) € ponto k-dissipativo e

DH(Q) (J*()) € compacto com DT (Q) N M =0 (JH(Q) N M = 0), entio

D*(Q) = DD (Q)) (J*(Q) = T (TH(Q).

Prova: Como Q C D™ () temos DT (Q) € DT (D*(R2)). Provemos a outra inclusao. Dado
y € DT(D*(Q)). Sendo D*(Q) compacto, pela Proposigio 3.6, existe z € DT () tal que
y € 5+(£L'> Usando o Lema 3.8 e a hipotese de que 5*(9) NM =0, D" (Q) ¢ positivamente
F-invariante. Logo Dt(Q) é compacto, positivamente 7-invariante e x € DT (), entdo
7+(z) € DT(Q). Assim, LT (z) € DT(Q) e, além disso, LT () # 0 pelo Teorema 2.7 (basta
escolher A = {z} e usar que o sistema ¢ ponto k-dissipativo). Dado z € LT(z), pelo Lema
3.10, J*(z) € J*(2) j& que z ¢ M. Note que Q2 C DT(Q) e Q ¢ fechado, logo, Q2 é compacto.

Entéo, podemos escrever J7(Q) = |J J*t(w), isso implica que J*(z) € JT(Q). Dai,
weld

y € Dt (z) =7t(z) UJ (z) C DT(Q)UJF(z) € DHQ)UJHQ) C DT(Q).

Portanto, D+(Q) = D+(D*(Q)). Analogamente, provamos que J*(Q) > J+(J*(Q)).
Usando a Proposicao 3.7, concluimos que j*(Q) = j+(j+(Q)) [ |

Vamos usar o préximo teorema para mostrar que J*(Q) = J = DT(Q).

Teorema 3.4. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo.

O compacto A C X € orbitalmente w-estdvel se, e somente se, D+ (A) = A.

Prova: Suponha inicialmente que A é orbitalmente m-estével e provemos que D+ (A) = A.
Pela definicao de DT(A), segue que A € Dt(A). Dado z € DT(A) qualquer. Como A
é compacto, existe x € A tal que z € lN)Jr(x) Assim, existem sequéncias {z,},>1 C X
e {ti}n>1 C Ry tais que 2, — x e 7(x,,t,) — 2. Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que
T(B(A;6),]0,+00)) C B(A;e). Para n suficientemente grande, temos z, € B(A;d). Isso

implica que 7(x,,t,) € B(A;¢) para n suficientemente grande. Logo, z € B(A;¢). Sendo

¢ > 0 arbitrério, obtemos z € (| B(A;¢) = A = A. Portanto, D™ (A) C A e conclufmos que
e>0

D*(A) = A.
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Vamos admitir que 5*(14) = A e provarmos que A é orbitalmente m-estavel. Suponha por
absurdo, que A nao seja orbitalmente T-estavel. Assim, existem ¢g > 0, 6, — 0, {t, }n>1 C Ry
e y, € B(A;d,) tais que

P(T (Y, tn), A) > €9, Vn € N. (3.13)

Como A é compacto, podemos assumir que y, — y € A. Considere o conjunto compacto
B ={Y,y1,v2,...}. Pelo Teorema 2.7 e pela Proposigao 2.9, a 6rbita positiva impulsiva de B,
7t(B), é relativamente compacta. A inclusao {7 (yn, tn)}n>1 C 77 (B) implica que podemos
considerar

T(Yn, tn) — w € TH(B).

Sendo y, — 7 € A e {ty}n>1 C Ry, entdo w € D (A) = A, contradizendo a desigualdade

(3.13). Portanto, A é orbitalmente 7-estavel. [

Proposicao 3.9. Se (X,m;M,I) é um sistema semidindmico impulsivo compacto k-
dissipativo, entao

D*(Q) = DHDT(Q)) (J*(Q) = T (TH(Q)).

Prova: Seja J o centro de Levinson do sistema (X, 7; M, I). Sendo J orbitalmente T-estavel
e compacto, pelo Teorema 3.4, segue que 15+(J) = .J. Pela Proposicao 3.3, 2 C J. Dali,
DH(Q) ¢ D*(J) = J. Assim, D*(Q) N M = 0 ja que JN M = 0. Note que DT(Q) &
compacto. Pela Proposicdo 3.8, D(Q) = DY(D™(Q)). Do fato de J* () € D*(Q) C J,
JH(Q) é compacto e JH(Q) N M = 0. Novamente pela Proposicio 3.8, conclufmos que

JH(Q) = JHITT(Q)). m

Teorema 3.5. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, 7; M, 1) é compacto k-dissipativo,

entao

J=JTQ).

Prova: A inclusdo J*(Q) C JT(J) € D¥(J) = J segue do fato do sistema (X, ; M, 1) ser

compacto k-dissipativo e do Teorema 3.4. Logo, basta mostrar que J C J (). Note que:

o JT(Q) # 0, pela Proposicao (3.7);



Secdo 3.5: Os conjuntos J(A) e Dt (A) 81

e JT(Q) é compacto, pois JN+(Q) C J e é fechado;
e JT(Q) ¢ positivamente 7-invariante, uma vez que J () N M = 0.

Com tais propriedades, pela Proposicao 3.2, basta provar que J () é globalmente
assintoticamente m-estavel. De fato, vamos provar inicialmente que j*(Q) ¢é orbitalmente
7-estével utilizando o Teorema 3.4. Pelo Lema 3.8, vale J*(Q) c DT (JT(Q)). Dado
2 € DT(JT(R)), como JT(Q) ¢ compacto, existe y € JT(Q) tal que z € D¥(y). Podemos
escrever D (y) = 7t (y) U JT(y), ja que JF Q) NM =0 ey € JH(Q). Se z € 7t (y),
entdo 7t (y) C JH(Q) implica que z € JT(Q), pois JT(Q) compacto e positivamente 7-
invariante. Caso z € J*(y), entdo J*(y) C JH(Q) implica que z € JT(Q). Assim,
JH(Q) = DT(J*()). Provemos que WS(jJ“(Q)) = X. Suponha por absurdo, que exista
z € X tal que z ¢ W*(J+(2)). Logo, existem ¢, > 0 e uma sequéncia {tn}n>1 C Ry, t,, > n,
com

p(F(x,t,), JH(Q)) > €9, Vn e N. (3.14)
A hipotese do sistema (X, m; M, I) ser compacto k-dissipativo garante que o conjunto 7 (z)
é relativamente compacto, entdo podemos supor que 7(x,t,) — p € Z+($) Por outro lado,
Lt (z) € Q implica que p € LT(z) C Q C JT() contradizendo a desigualdade (3.14), onde a
ultima inclusao é valida pela proposicao 3.7. Portanto, J () é globalmente assintoticamente

m-estavel. [ |

Corolario 3.4. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo,

entao:
(a) J = D*(Q);

(b) J = se, e somente se, ) € orbitalmente T-estdvel.

Prova: (a) Como o sistema (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo, @ C J. Assim, 5*(9) C

D*(J) = J. Utilizando o Teorema 3.5, temos J = J+(2) € D*(Q). Portanto, J = D*(1).
(b) Se J = Q, entao 2 é orbitalmente 7-estavel pelo Teorema 3.2. Agora, supondo que

Q2 seja orbitalmente T-estavel entao, pelo Teorema 3.4, E*(Q) = (2. Segue do item (a) que,

J=D%Q)=Q. m
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Corolario 3.5. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo,
entao

JHQ) = J =D (Q).
Corolario 3.6. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo,

entao

J=J7(a)UJT (). (3.15)

aeq)

Prova: Segue da Proposicio 3.7 e do Corolério 3.5 que Q C J+(Q) = J = D™(Q). Entéo,

pelo Corolario 3.3, vale (3.15), ja que € é compacto e QN M = (). [ |

3.6 Critérios de dissipatividade compacta

Nesta secao vamos apresentar alguns critérios que garantem que um sistema é compacto

k-dissipativo. Além disso, vamos fazer um exemplo que ilustra a teoria.

O lema abaixo serve como auxilio na demonstragao do primeiro critério.

Lema 3.11. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo.

Dados ¢ >0 ex € X, existem v=y(zx,e) >0 el =1[(x,e) >0 tais que

#(B(x;7),t) € B(Jye), Vt> 1.

Prova: Sendo J orbitalmente m-estavel, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que
7(B(J;0),[0,+00)) C B(J;e€). (3.16)

Seja x € X arbitrario. A hipotese do sistema (X, 7; M, I) ser compacto k-dissipativo implica
que LT (z) # 0, compacto e LT(z) C J. Logo, existe t; = ty(z,€) > 0, t; # i o(x]),
k € Zy, tal que 7(x,t1) € B(J;6). Assim, existe v; > 0 tal que B(7(x,t1);v1) CFOB(J; J).
Vamos considerar dois casos: ¢ M e x € M. Primeiramente suponha que z ¢ M. Pela

continuidade de 7 e I, existe 0 < vy, = y1(z, €) tal que

T(B(x;m),t1) C B(w(z,t1);v1) C B(J;9).
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Por (3.16), m(B(x;71),t) C B(J;¢), t > t1, provando este caso. Suponha que z € M. Assim,
existem um STC-tubo F(L,[0,2)\]) através de x com se¢do S e n > 0 tal que B(x;n) C
F(L,]0,2X\]). Sejam

Hy = F(L,(\,2\)) N B(z;m) e Hy = F(L,[0,\]) N B(z;7n).

Pela continuidade de 7 e I, existe 0 < 1y < n tal que 7(B(z;nm1) N Ha,t1) C B(7(x,t1);v1) C
B(J;6). Por (3.16), temos

%(B(.%‘,Th) N HQ,t) C B(J, E), vVt > t.

- k
Como I(x) ¢ M e L*T(I(x)) C J, existe ty = to(x,€) >0, ty # > ¢(I(x)]), k € Z,, tal que
=0

7(I(x),ty) € B(J;9). Logo, existe vg > 0 tal que B(7(I(x),t2);v2) C B(J;0). Novamente,
pela continuidade de 7 e I, existe 0 < 1o < n tal que
T(B(x;m2) N Hi,t2) C B(w(I(2),t2);v2) C B(J;6).
Por (3.16), concluimos que
T(B(z;m) N Hyt) C B(J;¢e), Vi >t.
Escolhendo 0 < v < min{n;; 7.} temos
T(B(x;v),t) C B(J;¢), YVt > max{ti;ta},
provando o teorema. [ |
Teorema 3.6. Para um sistema semidindmico impulsivo (X, m; M,I) ser compacto k-
dissipativo € mecessdrio e suficiente que exista um conjunto compacto e nao vazio K,

KNM =1, com a sequinte propriedade: dados ¢ > 0 e x € X existem | = [(x,€) > 0

ey =n~(z,e) >0 tais que

F(B(x;7),t) C B(K;e), Wt > 1.

Prova: Se o sistema (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo, entao pelo Teorema 3.11, J é o

compacto desejado.
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Suponha que exista um conjunto compacto e nao vazio K, satisfazendo as hipoteses do
teorema. Provemos que o sistema (X, m; M, ) é compacto k-dissipativo. Note que basta
provar que K é um atrator para a familia K(X). Seja A C X compacto. Dados = € A e

¢ > 0, por hipotese existem y(z,€) > 0 e I(z,€) > 0 tais que
7(B(z;7y(x,€)),t) C B(K;e), YVt >1(z,e).

A familia {B(z;v(x,¢)) : © € A} é uma cobertura aberta de A e, sendo A compacto,

podemos extrair uma subcobertura finita {B(z;;v(z;,¢)) 1 1 < i < n} de A, isto é, A C
U B(zi;y(wi, €)) com
i=1

T(B(xi;y(x;,€)),t) C B(Kje), Vt>1(x,¢e), 1<i<n.
Seja L = max{l(z;,¢) : 1 <i <n}. Para 1 <i < n, obtemos
7(B(zi;y(xi,€)),t) C B(K;e), YVt > L.

Isso implica que

(A t) C B(K;e), Vt > L.
Portanto, K é um atrator para a familia K(X), o que prova o teorema. [ |
Note que diferente do Teorema 3.6, os Teoremas 3.7, 3.8 e 3.9 tem como hipdtese que o
sistema (X, 7; M, I) é ponto k-dissipativo.

Teorema 3.7. Suponha que o sistema semidinagmico impulsivo (X, m; M,I) seja ponto k-
dissipativo. Entao, (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo se, e somente se, existe um conjunto

nao vazio e compacto A C X com as sequintes propriedades:
(a) ANM =0;

(b) QC A;

(¢) A € orbitalmente T-estdvel.

Neste caso J C A, onde J é o centro de Levinson de (X, 7; M, I).



Secao 3.6: Critérios de dissipatividade compacta 85

Prova: Se o sistema (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo, entdo ja foi visto que J é nao
vazio, compacto e satisfaz as condigdes (a), (b) e (¢), provando a condi¢ao necessaria.

Seja A C X néo vazio, compacto e satisfazendo as condigoes (a), (b) e (¢). Provemos que
o sistema (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo. Usando o Teorema 3.6, basta provar que

dados € > 0 e x € X existem y(z,€) > 0 e l(x,e) > 0 tais que
T(B(z;v(x,€)),t) C B(A;e), Vi>1(z,¢).
Sejam ¢ > 0 e x € X. Como A é orbitalmente 7-estéavel existe § > 0 tal que
7(B(x;6),[0,4+00)) C B(A;e¢).

Escolhendo no Teorema 2.7 o conjunto A = {z} e usando que o sistema ¢é ponto k-dissipativo
obtemos que, E*(x) ¢ nao vazio e compacto. A hipotese Q C A implica que E*(x) C A
Entao, existe t; = t1(x,¢) > 0, t; # Xk: ¢(x]), k € Zy, com 7(x,t1) € B(A;5). Assim, existe
v; > 0 tal que B(7(x,t1);v1) C B(]f:l;oé). Vamos considerar dois casos: © ¢ M e x € M.
Prosseguindo com o mesmo raciocinio da demonstragao do Lema 3.11, obtemos o resultado.
Portanto, o sistema (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo. Neste caso, utilizando o Teorema
3.4, ﬁ+(A) = A. A hipotese Q C A implica que, J = 5+(Q) C 5+(A) = A, onde a igualdade
J = D*(Q) ¢ valida pelo Corolario 3.4. u

Teorema 3.8. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo ponto k-dissipativo. O
sistema (X, m: M, I) é compacto k-dissipativo se, e somente se, D(Q) (JT(Q)) é compacto,
orbitalmente T-estdvel e DT(Q) N M = 0 (JT(Q) N M = 0). Neste caso, J = D*(Q)
(J = TH(Q).

Prova: Se o sistema (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo, entdo pelo Corolario 3.4, J =
D () (J = JH(Q) pelo Teorema 3.5), ¢ nada mais temos para provar.

Suponha que DT(Q) (J*(Q)) ¢ compacto, orbitalmente T-estavel ¢ DF(Q) N M = (
(j*(Q) N M = ()). Pela Proposi¢ao 3.3, Q C j+(§2) C 5*(&)) Entao, pelo Teorema 3.7, o

sistema (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo. [ |



Secao 3.6: Critérios de dissipatividade compacta 86

Teorema 3.9. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo ponto k-dissipativo. O
sistema (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo se, e somente se, D™(Q) N M =0 e 7T (A) ¢

relativamente compacto, para todo A € K(X).

Prova: Suponha inicialmente que o sistema (X, 7; M, I) seja compacto k-dissipativo. Pelo
Teorema, 3.8, ﬁ*(Q) NM = (. Segue do Lema 3.3 que 7+ (A) é relativamente compacto, para
todo A € K(X).

Considere DY(Q) N M = ) e #7(A) ¢é relativamente compacto, para todo 4 € K(X).
Vamos mostrar que o sistema (X, 7; M, ) é compacto k-dissipativo. Utilizando o Teorema
3.8, basta provar que ﬁ*(Q) ¢ compacto e orbitalmente m-estavel. Mostremos que ﬁ+(Q)
¢ compacto. Pela Proposicao 3.5, DT(Q) # 0. Sejam {yp}tns1 C DT(Q) € &, — 0, €, > 0,
Vn € N. Pela Proposicao 3.4, 2 é compacto. Logo, usando a Proposicao 3.6, para cada

n € N, existem x,, € Q e t, > 0 tais que
~ 1
p(T (@, tn), yn) < —, Vn € N. (3.17)
n

A menos de uma subsequéncia podemos supor que x, — T € 2, j4 que £ é compacto e
{Tn}n>1 C Q. Assim, o conjunto W = {Z, x1,za, ...} C Q & compacto. Utilizando a hipotese
que a orbita positiva impulsiva, 7+ (1), é relativamente compacta, entao {7(zy,t,)}n>1 C
7t(W) também é relativamente compacto. Novamente, a menos de uma subsequéncia,
podemos assumir que 7(z,, t,) — d. Por (3.17), segue que {y, },>1 é convergente. Portanto,
IN)JF(Q) é compacto. Provemos que 5*(9) é orbitalmente T-estavel. Suponha por absurdo,
que nao seja. Assim, existem ¢y > 0, 0, — 0, &, > 0, {hp}n>1 C Ry, h, > 0 ¢
2 € B(DT();0,) tais que

p(F(2n, hy), DY(Q)) > €9, Vn € N. (3.18)

Sem perda de generalidade podemos supor que z, — 7 € 5+(Q), ja que 15*(9) é compacto.

Considere o compacto Y = {7, z1,22,...}. Por hipotese, 7+(Y) é compacto. Assim,
{T(2n, hn) }n>1 € relativamente compacto e podemos supor que 7(z,, h,) — Z. Segue de
(3.18) que, Z ¢ DT(Q). Por outro lado, p(z,, DT(Q)) — 0 e {hn}tns1 C R, implicam que,
z € DT(DH(Q)) = DH(Q), com DT(D*(Q)) = D*(Q) valida pela Proposicao 3.8. Portanto,

D*(€) ¢ orbitalmente 7F-estavel, finalizando a demonstracio do teorema. [
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O exemplo, a seguir, é uma aplicacao do Teorema 3.8. Nele vamos considerar o espaco
métrico (C(R,R), p), onde
p(f.9) =sup|f(z) — g(z)],

zeR

para f,g € C(R,R), isto é, p é a métrica da convergéncia uniforme.

Exemplo 3.3. Dado ¢ > 0, seja . : R — R definida por

0, t< —1—c1,
900<t) - exXp <m) N —1—C_1 <t< 1+C_1,
0, t>1+ct,
e Y : R — R definida por
0, t < —1,
Y(t) = exp (ﬁ) , —l<t<l1,
0, t>1.

Sejam X = {Y}U{p.:¢c>0} enm: X xR, — X definida por
’N(SDC?t) = Qetty C> O?
ﬂ‘(w7t) = 1/}7

para todo t € R;. Note que X C C(R,R) e que (X, 7) é um sistema semidinamico. Sejam
M = {pe,- s}, com g < ... < ¢, el M — X a aplicacdo impulso definida por
I(pe;) = @c;4ar § € {1,2,...,k}, onde o > 0 satisfaz I(M) N M = ). Considere o sistema
semidindmico impulsivo associado (X, m; M, I). Como CEIJPOO we(t) = (L), Vt € R, e I(p,,) =

Pejrar J €11,2,...,k}, temos as seguintes propriedades:
(1) L*(¢) = {v}, Vo € X;
(2) (X,m; M, I) é ponto k-dissipativo, basta escolher K = {1}.

Note que Q = {¢} e assim DT(Q) = Q. Vamos provar que € ¢ orbitalmente 7-estével. De

fato, dado € > 0 tome = ¢ > 0. Seja ¢, € B(¢;0), ¢ > 0. Isto ¢é,

p(pe, ) = Sup pe(s) —(s)] < 0.
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De (1+ (c+t)™)? < (1+4c¢1)? ¢ >0, temos
=1+ (c+t)y™)P>s2—(1+chH2

Vamos provar que @.i+(s) — ¥(s) < @e(s) —1(s), s € R, separando R em intervalos. Se
s> 1+ c! entao p.(s) = 0 = p.i4(s). Isso implica que @eii(s) — ¥(s) < po(s) — P(s).
Caso s € [1+ 5,1+ 1), entdo @.yi(s) = 0 = 9(s) e vale @eii(s) — P(s) < @e(s) — Y(s).
Se 5 € (1,14 1), penrls) < els) implica que, gese(s) — (s) < pe(s) — ¥(s). Analisando
quando s € [0,1) também temos @..+(s) — ¥(s) < ¢.(s) — 9 (s). Portanto, para todo s € R,

vale
(pc-‘rt(S) - ¢<S) S 906(5> - ¢<S)
Dai,
P(Pert, V) = sup [eyi(s) — P(s)| < sup |pe(s) — (s)| = plee,¥) <0 =g,

seR seR

para todo t > 0. Concluimos que €2 é orbitalmente 7-estavel. Pelo Teorema 3.8, segue que o

sistema (X, 7; M, I) é compacto k-dissipativo.

3.7 Dissipatividade local

Vamos estabelecer critérios para dissipatividade local e definir o que é um sistema
localmente assintoticamente 7-condensado. Além disso, utilizando resultados desta secao
e da secao anterior vamos exibir um sistema semidinamico impulsivo compacto k-dissipativo

que nao ¢ localmente k-dissipativo.

Teorema 3.10. Para wum sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo
(X, m; M, I) ser localmente k-dissipativo € necessdrio e suficiente que para todo x € X exista
0 =09, >0 tal que

lim B(w(B(z;9),t),J) =0. (3.19)

t—-+4o0

Prova: Se para cada z € X existe 6 = 0, > 0 tal que vale o limite (3.19) entdo o sistema

(X, m; M, I) é localmente k-dissipativo, ja que J é compacto e J N M = ().
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Suponha que o sistema (X, m; M, I) seja localmente k-dissipativo. Seja K C X nao vazio,

compacto, K N M = (), tal que dado = € X, existe 6 = d, > 0 com

lim B(F(B(x;6),t),K) = 0. (3.20)

t——+oo
Vamos provar que o centro de Levinson também possui tais propriedades. De fato, seja

W, = LT(B(x;4)). Pelo Teorema 2.7, W, ¢ nio vazio, compacto e

lim B(7(B(z;9),t), W,) =0. (3.21)

t—+o00
Suponha inicialmente que vale a igualdade W, = EJF(Wx) Sendo W, = ZJF(WI) C J, por
(3.21), temos
lim G(F(B(x;0),1), ) =0,

t——+o0

provando o teorema. Assim vamos provar que W, = z+(Wx) Primeiramente mostremos que
W, é positivamente T-invariante. Seja € > 0 tal que B(K;¢e) N M = (). Segue de (3.20) que
W, C K. Sendo B(K;¢e) N M = () entdo, pelo Lema 2.8, W, é positivamente 7-invariante.
Entao,

T(We,t) C W,

para todo ¢ > 0. Por outro lado, dados t € R, e z € W,, existem sequéncias {z,}n,>1 C
B(x;0,) e {tn}n>1 C Ry tais que t,, — 400 e T(2p, t,) — 2. Sejang € N tal que ¢, > t, Vn >
ng. Como t,, —t — +o00 e vale (3.20) entao, pelo Teorema 2.7, o conjunto {7 (zp, tn, — ) }rsn,
é relativamente compacto. Sem perda de generalidade, podemos assumir que 7(z,,t, —t) —

b € W,. Utilizando o Lema 2.6, temos
T(2n, tn) = T(T(2n, t, — t),t) — 7(b,t) € TM(W,, 1),

uma vez que b € W, C K e KN M = (). Entao z = (b, t) e concluimos que W, = w(W,, 1),
Vt > 0. Agora, vamos provar que W, = Z*(Wx) Dado w € W,, w € ®(W,,t), Vt > 0.
Em particular, w € w(W,,n), Vn € N. Logo, para cada n € N, existe w, € W, tal que
w = 7(wy, n). Isso implica que w € LT(W,). Provemos a outra inclusio. Dado v € Lt(W,),
existem sequéncias {v,}n>1 C Wy e {hy}tn>1 C Ry tais que h, — 400 e T(vy, hy) — .
Sendo 7(vy,, hy) € T(Wy, hy,) = W, Vn € N, e W, é compacto entdao, v € W,. Portanto,

W, = z’L(Wx), finalizando a demonstragao. [
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O proximo lema seré usado na demonstracao do Teorema 3.11.

Lema 3.12. Sejam K C X compacto, z; € X e d; >0, 1 <i<m. Se K C |J B(z;;9;),
i=1

entao existe v > 0 tal que
m

B(K;v) C UB(xi;(Si)'

i=1

m
Prova: Para simplificar a notacdo considere D = |J B(x;;0;). Suponha por absurdo, que
i=1

nao exista tal v > 0. Assim, para cada n € N, existe y, € B(K; %) tal que y, ¢ D. Pela
compacidade de K, podemos assumir que y, — T € K. Seja h > 0 tal que B(Z; %) c D.
Sendo y, — T, existe ng € N tal que y, € B(T; %), Vn > ng. Isso implica que y, € D,
Vn > nyg, absurdo. Portanto, existe v > 0 tal que B(K;~) C D. [ |

A seguir, vamos provar o segundo critério de dissipatividade local.

Teorema 3.11. Seja (X,m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-
dissipativo. Entao, (X, m; M,I) é localmente k-dissipativo se, e somente se, o centro de

Levinson J é uniformemente mw-atrator.

Prova: Se J é localmente k-dissipativo, pelo Teorema 3.10, para cada z € X existe d, > 0
tal que
lim B(7(B(z;d;),1), J) = 0.

t——+o0

Considere a coberturta aberta J C |J B(x;d,). Pela compacidade de J podemos extrair
zeJ

uma subcobertura finita J C J B(z;;0,,). Utilizando o Lema 3.12, existe v > 0 tal que
i=1

B(J;v) € U B(xi;6,,;). Dati,

=1

lim B(w(B(J;7v),t),J) =0.

t——+o0
Portanto, J é uniformemente 7-atrator.
Suponha que J seja uniformemente 7-atrator e provemos que o sistema (X, m; M, ) é
localmente k-dissipativo. Existe v > 0 tal que B(J;7)NM =0 e

lim B(F(B(J;7).t),J) = 0. (3.22)

t——+o0
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Seja x € X arbitrario. Sendo J um atrator de K(X), existe l; = l;(z) > 0, l; # Zk: o(x)),

ke 7., tal que =
p(F (1), J) < 7.

Dado € > 0, por (3.22), existe [y = l(e) > 0 tal que p(7(y,t),J) < €, para todo t > Iy ¢

todo y € B(J;7). Seja v > 0 tal que B(7(x,l1);v) C B(J;7). Vamos considerar dois casos:

x ¢ M e x € M. Suponha inicialmente que x ¢ M. Neste caso existe d, > 0 tal que
F(B(x:6,),11) © B(F(z, 1);v) € B(J;7).

Segue que

7(B(z;0,),t) C B(J;e), ¥Vt >l(x,e),

onde I(z,€) = l; + I3 > 0. Entao, o resultado segue do Teorema 3.10. Agora, suponha que
r € M. Existe um STC-tubo F(L,[0,2)]) com segao S através de x. Sendo F(L,[0,2)])
uma vizinhanga de x, existe n > 0 tal que B(z;n) C F(L,[0,2)\]). Sejam

Hy=F(L,(\,2\)NB(z;n) e Hy= F(L,[0,\]) N B(x;n).

Pela continuidade de 7 e I, existe n; > 0, m; < n, tal que 7(z,l;) € B(7(z,l;);v) C B(J;7),
Vz € B(x;m) N Hy. Dai, w(z,t) € B(J; ¢) para todo z € B(x;n1) N Hy e todo t > 1; 4+ 1ls. Por
k
outro lado, existe I3 = l3(x) > 0, I3 £ >_ ¢(I(x)]"), k € Z, tal que
i=0

p(%(l(x)a l3)a ‘]) < -

Assim, existe 9, > 0, 72 < 7, tal que 7(z,t) € B(J;¢) para todo z € B(x;12) N Hy e todo
t > 1y + 3. Seja 3 < min{n;;n}. Portanto,

T(B(x;m3),t) C B(J;¢e), Yt > max{l; + lo;ls + I3}

Logo, o sistema ¢é localmente k-dissipativo. [ |

Visando o Teorema 3.12, faremos o seguinte lema.

Lema 3.13. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X um conjunto
nao vazio e compacto. Se A € uniformemente T-atrator, ANM = (0 e A é positivamente

T-invariante, entao A € orbitalmente T-estdvel.
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Prova: Suponha por absurdo, que A nao seja orbitalmente m-estavel. Logo, existem ¢y > 0,

on — 0 (6, >0), t, — +00 (t, > 0) e x, € B(A;0,) tais que
p(T(zp,tn), A) > €9, ¥Yn € N. (3.23)
Uma vez que A é uniformemente m-atrator, existe v > 0 tal que

lim B(B(A4;7v),A) =0.

t—-4o00

Seja l(gg) > 0 tal que 7(z,t) € B(A; %) para todo z € B(A;7) e todo t > I(g). Como
0, — 0 e A é compacto, podemos admitir que z,, — = € A. Para n suficientemente grande,

B(A;6,) C B(A;v) e t, > l(&o). Dal,

~ €
P(F (20, tn), A) < 50
para todo m suficientemente grande, contradizendo (3.23). Portanto, A é orbitalmente 7-

estavel. -

Teorema 3.12. Para um sistema semidindmico impulsivo ponto k-dissipativo, (X, 7; M, T),

ser localmente k-dissipativo € necessdrio e suficiente que:
(a) D*(Q)N M =0;
(b) D™ () € compacto;

(¢) D*(Q) € uniformemente %-atrator.

Prova: Se o sistema (X, m; M, I) é localmente k-dissipativo, ja vimos que as propriedades (a),
(b) e (c) sao validas.

Suponha que 15+(Q) seja compacto, uniformemente T-atrator e 5*(9) NnNM = (.
Provemos que o sistema (X, m; M, I) é localmente k-dissipativo. A Proposi¢ao 3.5 mostra
que ﬁ*(Q) # (). Sendo ﬁ*(Q) C X nao vazio, compacto, positivamente 7T-invariante
e uniformemente m-atrator, pelo Lema 3.13, 15+(Q) ¢ orbitalmente 7-estavel. Utilizando

o Teorema 3.8, concluimos que o sistema (X, m; M,I) é compacto k-dissipativo. Porém,
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5*(9) = J, implica que J é uniformemente 7-atrator. Pelo Teorema 3.11, o sistema

(X, m; M, I) é localmente k-dissipativo. n

Defini¢ao 3.7. Um sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, I) é chamado de localmente
assintoticamente m-condensado, se para todo x € X, existem 6, > 0 e K, C X compacto

com K, N M = (), tais que

lim B(7(B(z;0,),t), K;) =0.

t——+o0

Utilizando a Defini¢ao 3.7, vamos provar um outro critério de dissipatividade local.

Teorema 3.13. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo ponto k-dissipativo. O
sistema (X, m; M, I) € localmente k-dissipativo se, e somente se, é localmente assintoticamente

7-condensado e DY (Q) N M = 0.

Prova: Para demonstrar este critério basta provar que se o sistema (X, m; M, I') é localmente
assintoticamente 7-condensado e 15+(Q) N M = (), entdao é localmente k-dissipativo.
Mostremos inicialmente que o sistema (X, 7; M, ) é compacto k-dissipativo. Sejam A €

K(X) e z € A. Por hipdtese, existem d, > 0e K, C X, K, N M = (), tais que

lim B(F(B(x;0,),t), K,) = 0.

t——+o0

Considere a cobertura aberta A C |J B(z;9,). Usando a compacidade de A podemos extrair
z€A

uma subcobertura finita A C |J B(x;;0,,). Seja K = |J K;. Note que K é compacto,
i=1 i=1

KNM=0evale
lim p(7(x,t),K) =0, Vx e A. (3.24)

t——4o0

Pelo Teorema 2.7 e por (3.24), LT(A) é ndo vazio, compacto e

lim p(F(z,t),LT(A) =0, Vz € A. (3.25)

t—-00
Usando a Proposicao 2.9 e (3.25), a oOrbita positiva impulsiva 77 (A), é relativamente
compacta. Segue do Teorema 3.9, que o sistema (X, m; M, I) é compacto k-dissipativo.
Mostremos que (X, m; M, I) é localmente k-dissipativo. Dado z € X, existem 6, > 0 e
K, C X, com K,N M = (), tais que

lim B(7w(B(z;0,),t), K,) = 0. (3.26)

t—+o00
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Seja W, = Z*(B(z; J,)). Pelo Teorema 2.7, W, é nao vazio, compacto e

lim B(7w(B(z;0,),t),W,) = 0. (3.27)

t—+o0

Por (3.26), W, C K, e, sendo K, N M = (), pelo Lema 2.8, W, é positivamente 7-invariante.
Usando a demonstragao do Teorema 3.10, obtemos que W, = z+(Wz) C J, ja que o sistema

(X, m; M, I) é compacto k-dissipativo. Por (3.27), concluimos que

lim B(7(B(z;0,),t),J) = 0.

t—+o00

Portanto, o sistema (X, m; M, I) é localmente k-dissipativo. [ |

No proximo exemplo, vamos exibir um sistema semidindmico impulsivo compacto k-
dissipativo que nao é localmente k-dissipativo utilizando o Teorema 3.11. Nele vamos

considerar o espago de métrico (L»[0, 1], p), com a métrica

o0 1) = [l — ¥lls = ( JACCE w<s>|2dx)2,
para , 9 € Ly[0,1].

Exemplo 3.4. Considere a equagao

T = Ax

no espago de Hilbert Ls[0, 1], onde o operador A : L0, 1] — L]0, 1] é definido por

(Ap)(T) = —T1(7),

para todo 7 € [0, 1] e todo ¢ € Ls|0, 1]. Para cadat € R, seja U(t) : Ly[0,1] — Lo[0, 1] dada
por (U(t)p)(T) = e (1), para todo ¢ € Ly[0,1] e todo 7 € [0,1]. Note que A e U(t) sao
lineares e continuas. Considere o sistema semidinamico associado 7 : Ly[0, 1] xR — L[0, 1],
dado por

m(p,t) = U(t)y,
para todo ¢ € Ly[0,1] e todo t € Ry. Sejam M = {¢ € L[0,1] : ||p||o = 1} a esfera unitaria

em L9[0,1] e I : M — L5[0, 1] continua, satisfazendo

1 (#)]]2 < a,
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nossa aplicagao impulso, para todo ¢ € M, 0 < a < 1 arbitrario porém fixado. Como
I(M)N M = (), entdo temos o sistema semidindmico impulsivo associado (L0, 1], 7; M, I).
Note que [|m(¢, )]s 50, Vo € Ly]0,1]. Além disso, sendo |[1(¢)|]2 < [|¢|l2, Ve € Ls[0, 1],
obtemos

17 (e, )]l =570, Y € Lo[0,1].
Portanto, (Ls[0,1],7; M, I) é ponto k-dissipativo e LT () = {0}, Vi € Ly[0,1]. Isso implica
que Q = {0}. Como ||m(p,t)|l2 < ||¢]]2, para todo ¢ € Ly[0,1] e todo t > 0 e, [[I(¢)||2 <

ll¢ll2, Vo € M, temos
17 (0, )2 < [loll2, Vo € Lo[0,1]. (3.28)

Vamos mostrar que D*(Q) = {0}. De fato, dado ¢ € D* (), existem sequéncias {n}n>1 C
Lo[0,1] e {t,}n>1 C Ry tais que [[pn, — 0]z — 0 e

H%(metn> - §0||2 — 0.

Por (3.28), ||7(on, tn)ll2 < |lnll2, ¥n € N. Assim, utilizando que ||p,|]2 — 0, temos ¢ = 0.
Entdo, DT(Q) = {0}. Logo, D™() ¢ compacto, orbitalmente 7-estével e DT(Q) N M = 0.
Pelo Teorema 3.8, segue que o sistema (L0, 1],7; M, ) é compacto k-dissipativo e, além
disso, J = {0}. Agora vamos provar que o sistema (L[0, 1], 7; M, I') ndo pode ser localmente
k-dissipativo. Suponha por absurdo, que ele seja localmente k-dissipativo. Pelo Teorema

3.11, o centro de Levinson, J = {0}, é uniformemente atrator, isto é, existe v > 0 tal que

lim sup |[|7(p,t)|]2 = 0. (3.29)

E=00 gl <y

Defina ¢,, € L»[0,1], n € N, por

n(t) = 7v/1x(0,1(2),

para t € [0,1], onde x|y 1; ¢ a fungao caracteristica do intervalo [0, +]. Note que [[¢n[|2 = 7,

n . rém, consideran uéncia t, = 2, n m
Vn € N. Porém, considerando a sequéncia ¢ 5, n € N, temos

1
5 1
lim |7 (on, tn)|]2 = lim / Ve ?*ds = 4*(1 — =) # 0,

contradizendo (3.29). Portanto, o sistema (L]0, 1], 7; M, I) nao ¢ localmente k-dissipativo.



CAPITULO 4

Conexidade e atrator global

Este capitulo esta dividido em trés segoes. Na primeira se¢ao, definimos o que é um
conjunto indecomponivel e a condicao =. Tais defini¢oes estao relacionadas ao estudo da
conexidade do centro de Levinson, do espaco X e da varidade estéavel de um subconjunto
de X. Em seguida, na segunda secao, definimos os seguintes conceitos para um sistema
semidinamico impulsivo: atrator global, condi¢cao de Ladyzhenskaya, 7T-assintoticamente
compacto, completamente continuo, fracamente b-dissipativo e fracamente k-dissipativo.
Provamos, por exemplo, que ser fracamente b-dissipativo é equivalente a ser fracamente k-
dissipativo em um sistema impulsivo que satisfaz a condi¢ao de Ladyzhenskaya e o conjunto
prolongado impulsivo de €2 nao intersecta M. Ja na tultima secao, temos o intuito de estudar
algumas propriedades relacionadas aos conceitos estabelecidos ao longo deste texto para um

sistema semidinamico impulsivo em R™. As principais referéncias sao 4] e [14].

4.1 Conexidade

Nesta secao, definimos o que é um conjunto indecomponivel e a condicao =. A condicao

= assume um papel importante no estudo sobre a conexidade do centro de Levinson.
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Mostramos, por exemplo, condi¢oes suficientes para o centro de Levinson ser indecomponivel,

a variedade estavel e o nosso espa¢o métrico X serem conexos.

Definigao 4.1. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo. Um conjunto A C X
fechado (aberto) e positivamente 7-invariante ¢ dito indecomponivel, se ndo pode ser escrito
como a reunidao de dois conjuntos nao vazios, fechados (aberto), positivamente 7-invariantes

e disjuntos.
O lema abaixo d& condi¢oes para um conjunto indecomponivel ser conexo.

Lema 4.1. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X nao vazio,
fechado, positivamente T-invariante e indecomponivel. Se toda componente conexa de A €

I-invariante, entao A € conexo.

Prova: Suponha por absurdo, que A nao seja conexo. Sejam A, Ay C A disjuntos, nao vazios
e fechados tais que A = A; U A,. Provemos que A; é positivamente 7-invariante. De fato,
seja x € Aj. Defina

T, ={t e Ry :7(z,t) € A;}, i€ {1,2}.

Note que T} # 0 ja que 7(z,0) = x € A;. Além disso, R, = T} UT5, sendo tal unido disjunta.
Mostremos que T} e Ty sdo fechados. Dado A € T}, existe {A\i}ns1 C T tal que A\, — A

Vamos considerar dois casos:

(1) 0 <A < o(a);
k k1
(2) o) <A< Y 6(at), para algum k € Z,.
i=0 i=0
Considere inicialmente que vale (1). Pela convergéncia A\, — A, existe ng € N tal que

0 <\, < ¢(x), Yn > ngy. Dal,
T(x, \p) = w(z, \y) — w(z, A) =7 (2, N).

Sendo {7(z, \y)}n>1 C A1 e A; fechado, entao 7(z,\) € Ay e, entdo A € T} provando que
Ty ¢é fechado. Agora, suponha que vale (2), isto é, iqb(xj) <A< kilgb(xj), para algum
k € Z,. Consideremos dois casos: = .

k k+1

(a) > o) <A< ;}qﬁ(x?);

1=0
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Considere inicialmente que vale (a). Assim, podemos escrever \ = Z d(z) + N com 0 <
1=0
N < ¢(xf,). Além disso, existe ny € N tal que

k k+1
S 6(ah) <A< Y oat), Vnz .
1=0 i=0

Deste modo podemos escrever A, Z () + N, com 0 < X, < ¢(zf,) e Xy — N, Vn > ny.
Com isso,

T(x, An) = m(@)0, Ay) e Tz N) =7z, N).

Usando que {7(z, A\,)}a>1 C Ay e Ap fechado, temos 7(z, \) € A; e, entdo A € Ty. Suponha
agora que vale (b). Também vamos dividir em dois casos. Primeiramente, suponha que
{A\n}n>1 possua uma subsequéncia {\,, }i>1 tal que A\,, < A, VI € N. A menos de uma
subsequéncia podemos supor que A,, < A. Entao, podemos escrever

k—

,_.

o(x) + A,

1=0
com 0 < X, < o(zf) e Ny, 5 g(a). (Se k= 0 entdo Ay, = N, , 0 < N, < ¢(x) e
A e ¢(z)). Segue que,

%(1‘, )\nl) - (xk ) )‘/ ) "H+°° ($z7¢(x;:)) = Lk+1-

Ja que {7(x, \y,) }i>1 C Ay e A; é fechado, entdo xpq € Ay, Assim, x4 € A1 N M. Isso
implica que 7(x, \) = x:ﬂ = [(zk4+1) € A1 e A € Ty, Agora, suponha que \,, > A para uma

subsequéncia {\,, }i>1 C {\,}n>1. Para [ € N suficientemente grande podemos escrever

k
— Z )+ AL, 0< N, < o(ay,)
=0
e Ay, — 0. Dai,
(@, M) = (@, Ay) = (@0, 0) = 2l = 20, € Av

Portanto, A € T}, completando a demonstracao que T; é fechado. Analogamente, provamos

que Ty é fechado. Como R, é conexo, entao Ty = (). Logo, A; é positivamente T-invariante.
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Repetindo o argumento para As, obtemos que este conjunto também é positivamente -

invariante, contradizendo a hipotese que A ser indecomponivel. Portanto, A é conexo. [ |

Defini¢ao 4.2. Seja (X, 7; M, ) um sistema semidindmico impulsivo. Um ponto x € M
satisfaz a condi¢do =, se para todo conjunto H C X, com L* (x) C H, tem-se Z*(I(x)) CH
e L*(I(z)) # 0. Dizemos que M satisfaz a condigio =, se todo ponto z € M satisfaz a

condicao =.

Teorema 4.1. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X um conjunto
nao vazio, compacto, positivamente w-invariante e assintoticamente T-estavel. Suponha que

M satisfaz a condi¢ao =. Entao, WS(A) C X ¢€ aberto.

Prova: Pelo Teorema (3.1) basta mostrar que W*(A) ¢ I-invariante. De fato, dado z €
W4(A) N M. Como A ¢ compacto entdao L*(z) C A. Por hipétese M satisfaz a condigio Z,
logo Lt (I(z)) C Ae L*(I(z)) # 0. Sendo A assintoticamente 7-estavel entdo I(z) € W*(A).
Portanto, WS(A) ¢ I-invariante e /VIV/S(A) ¢ aberto. u

Usaremos o lema a seguir para provar o Teorema 4.2. Sejam A, B C X nao vazios. A

distancia entre A e B é definida por
p(A, B) = inf{p(a,b) :a € A, b€ B}.

Lema 4.2. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X compacto,
orbitalmente T-estdvel com ANM = (. Se Ay, Ay C X sao nao vazios, compactos, disjuntos

e positivamente T-invariantes tais que A = A; U Ay entao:
(a) os conjuntos Ay e A sao orbitalmente T-estdveis;
(b) W(4) = W*(A)) U TP (As);

(c) se o conjunto A € assintoticamente T-estdvel, entao os conjuntos Ay e Ay também sao

assintoticamente T-estdveis.
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Prova: Sejam 1 > 0 tal que B(A;n) N M = () e s = 3(A1, Ay). Note que s > 0, uma vez que
A e Ay s@o nao vazios, compactos e disjuntos. Para 0 < ¢ < min{%; n}, existe § > 0 tal que
p(x, A) < ¢ implica que p(7(z,t), A) < €, Vt > 0.

(a) Suponha por absurdo, que exista x € B(A;;0) tal que 7 (z) ¢ B(A;;¢€). Logo, existe
A > 0 tal que 7(z,\) = w(x,\) € 0B(Ay;¢€). Assim, p(7(z,\),A) = € com x € B(A;6),
contradizendo o fato de A ser orbitalmente T-estavel. Entao, 7 (z) C B(A;;¢), Vo € A;.
Portanto, A; é orbitalmente T-estavel. Analogamente, provamos que Ay é orbitalmente 7-
estéavel.

(b) Dados z € Ws(Al) ey € WS(A2)7 entao

lim p(7(z,t), A1) =0= lim p(7(y,t), Aa).

t—+00 t——+o0
Isso implica que

lim p(w(z,t),A) =0= lim p(7(y,t),A),

t—-+00 t—-oo
visto que p(7(x,t), A1) > p(7(x,t),A) e p(7(y,t), As) > p(7(y,t), A) para todo t € R,.
Assim, W*(A;), W5(Ay) C W*(A). Logo, W*(A;) UW?(Ay) C W*(A). Vamos provar a
outra inclusao. Dados z € WS(A) e 0 < v < 3, usando o fato dos conjuntos A, A; e
Ay serem orbitalmente T-estaveis, existe 0 < 0 < min{dg(7y, A);01(7, A1); 02(7, A2)}, com
3i(7, A;) satisfazendo m(B(A;;0;),[0,+00)) C B(A;;7), parai € {0,1,2} e Ay = A. Seja
to > 0 tal que p(7(z,t0), A) < 6. Como A é compacto e a reunido A = A; U Ay é disjunta

temos dois casos a serem considerados:
(1) p(@(z,t0), A1) < 0;
(17) p(7(z,to), Az) <.
A prova de ambos os casos sao iguais, por isso, faremos somente o caso (7). Se vale (7), entao

p(T(z,t), Ay) <7, Vt > to. Isso implica que

lm p(F(z,t),Ay) = 0=z € W*(A;) = W*(A) C W*(4A;) UW?(Ay).

t—+o00
(¢) Pelo Lema 3.7, segue que W*(A)NW#(A,) = 0. Seja0 < r < 5. talque B(A;r) C W4 (A).
Note que B(A;r) = B(Ay;7)UB(Ay; 7). Suponha por absurdo, que B(Ay;r) C WS(AQ). Isso

implica que dado w € Ay, vale o limite

lim p(7(w,t), As) = 0.

t——o0
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Pelo Teorema 2.7 o conjunto LT (w) # 0, compacto e Lt (w) C A,. Por hipétese, A; é fechado
e positivamente m-invariante. Logo Z*(w) C Ay, contradizendo o fato dos conjuntos A; e
Ay serem disjuntos. Portanto, B(Aj;r) C WS(Al). Analogamente provamos que B(Ay;r) C

W*(As,), demonstrando o lema. u

Na sequéncia vamos mostrar que, se X é indecomponivel e o sistema (X,7; M, I) é
compacto k-dissipativo com M satisfazendo a condigao =, entao o centro de Levinson também

¢ indecomponivel.

Teorema 4.2. Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-
dissipativo. Suponha que M satisfaz a condicao =. Se X € indecomponivel, entao J também
é.

Prova: Suponha por absurdo, que J nao seja indecomponivel. Sejam .J;, J, C J nao vazios,
compactos, positivamente m-invariantes e disjuntos tais que J = J; U J,. Pelo Lema 4.2, J;
e Ji sdo assintoticamente m-estaveis. Além disso, WS(J) = Ws(Jl) U WS(JQ). Como J &
globalmente assintoticamente 7-estavel, entao WS(J) = X. Logo, X = WS(Jl) U WS(JQ).
Utilizando o Lema 3.6, o Teorema 4.1 e o Lema 3.7, segue que W*(J;) e W*(.Jy) sio
positivamente 7-invariantes, abertos e disjuntos. Mas isso contradiz a hipotese que X é

indecomponivel. Portanto, J é indecomponivel. [ |

O lema, abaixo, mostra que sobre certas hipoteses a variedade estéavel é

indecomponivel.Tal resultado sera utilizado na prova do Teorema 4.3.

Lema 4.3. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X um conjunto
nao vazio, compacto e positivamente T-invariante. Se A € indecomponivel e WS(A) é fechado,
entd@o WS(A) ¢ indecomponivel.

Prova: Suponha por absurdo, que WS(A) nao seja indecomponivel. Sejam A;, Ay C WS(A)

nao vazios, fechados, disjuntos e positivamente 7-invariantes tais que
W9(A) = A, U Ay,

Sejam By = AjNAe By = AyNA. Dado © € Ay, 7" (z) C A;. Utilizando o Teorema 2.7
e que Ay C WS(A), entdo Lt(z) # 0 e LT(z) € Ay N A = By. Isso implica que By # 0.
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Analogamente, obtemos que By # (). Assim, B; e B, sao nao vazios, fechados, disjuntos e
positivamente 7-invariantes. Além disso, como A C WS(A) = A1UA,, pois A é positivamente

m-invariante, entdo A = B; U Bs, contradizendo o fato de A ser indecomponivel. [ |

O resultado, a seguir, mostra que X ¢ indecomponivel sempre que J ¢ indecomponivel.

Teorema 4.3. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo.

Se J ¢ indecomponivel, entao X também é indecomponivel.

Prova: Sendo WS(J ) = X, segue do Lema 4.3 que X é indecomponivel. [ |

Nosso proximo teorema fornece condicoes suficientes para o centro de Levinson ser conexo.

Teorema 4.4. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo.

Assuma que M satisfaca a condicao =. Se X € conexo, entdo J € conexo.

Prova: Suponha por absurdo, que J nao seja conexo. Pelo Lema 4.1, J nao é indecomponivel.
Assim, usando o Teorema 4.2, X nao é indecomponivel. Logo, X nao é conexo, contradizendo

a hipotese. Portanto, J é conexo. [ |

Em seguida, apresentamos um teorema que ¢é “quase” uma reciproca do Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Seja (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo.
Suponha que toda componente conexa de X seja I-invariante. Se J € conexo, entao X é

conexo.

Prova: Suponha por absurdo, que X nao seja conexo. Pelo Lema 4.1, segue que X nao é
indecomponivel. Entao, pelo Lema 4.3, J nao é indecomponivel. Isso implica que .J nao é

conexo, contradizendo a hipétese. Portanto, X é conexo. [ |

Visando provar o Teorema 4.6, faremos o préximo lema.

Lema 4.4. Sejam (X,m; M, 1) um sistema semidindmico impulsivo e A C X nao vazio,
compacto, assintoticamente m-estdvel com AN M = (0. Suponha que M satisfaca a condigao

=. Se W*5(A) € indecomponivel, entao A € indecomponivel.
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Prova: Suponha por absurdo, que A nao seja indecomponivel e sejam A;, Ay C A nao vazios,
compactos, disjuntos e positivamente 7-invariantes tais que A = A; U Ay. Pelo Lema 3.7,
WS(Al) N WS(AQ) = (). Utilizando o Lema 4.2, os conjuntos A; e Ay sdo assintoticamente
m-estéaveis e vale

WH(A) = W5(A;) UW*(A,).

Note que pelo Lema 3.6 e pelo Teorema 4.1, as variedades Ws(Al) e WS(AQ) sao positivamente
m-invariantes e abertas, contradizendo a hipotese de WS(A) ser indecomponivel. Portanto,

A é indecomponivel. [ |

Teorema 4.6. Sejam (X, m; M, I) um sistema semidindmico impulsivo e A C X nao vazio,

compacto, positivamente T-invariante com AN M = (0. Entao:

(a) suponha que toda componente conexa de WS(A) seja I-invariante e que WS(A) seja

fechado. Se A € conezo, entio /WVS(A) também €.

(b) suponha que A seja assintoticamente T-estdvel e que M satisfa¢a a condigdo =. Se WS(A)

€ conexo, entao A € conexo.

Prova: (a) Sendo A conexo, tem-se que A ¢ indecomponivel. Pelo Lema 4.3, W*(A) 6
indecomponivel, ja que WS(A) é fechado. Segue do Lema 4.1 que WS(A) é conexo.

(b) Se WS(A) é conexo, entao ele é indecomponivel. Pelo Lema 4.4, A é indecomponivel.
A intersecao A N M = () implica que C' N M = () para toda componente conexa C' de A.

Portanto, usando o Lema 4.1, A é conexo. [ |

4.2 Atrator global

Vamos definir nesta se¢ao os seguintes conceitos para um sistema semidinamico impulsivo:
atrator global, condicao de Ladyzhenskaya, m-assintoticamente compacto, completamente
continuo, fracamente b-dissipativo e fracamente k-dissipativo. Obtemos condi¢oes necessarias
e suficientes para a existéncia de um atrator global. Relacionando os conceitos como

dissipatividade e m-assintoticamente compacto para um sistema impulsivo, mostramos que
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tal sistema é k-dissipativo. Terminamos esta se¢ao com o Teorema 4.12. Tal teorema prova,
por exemplo, que ser fracamente b-dissipativo é equivalente a ser fracamente k-dissipativo
em um sistema impulsivo que satisfaz a condicao de Ladyzhenskaya e o conjunto prolongado

impulsivo nao intersecta M.

Definigao 4.3. Seja A C X um conjunto nao vazio e compacto. Dizemos que A é um atrator

global do sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, I), se satisfaz as seguintes condigoes:
(1) AN M = 0;
(2) A ¢ positivamente T-invariante;
(3) A éum atrator da familia B(X), isto ¢, dado B € B(X) vale o limite

lim B(F(B,t), A) = 0.

t——+o0

O préximo teorema relaciona a existéncia de um atrator global com o fato de um sistema

semidinamico impulsivo ser limitado k-dissipativo ou compacto k-dissipativo.

Teorema 4.7. Seja (X,7m;M,I) um sistema semidindmico impulsivo.  As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(a) (X,m; M, I) admite um atrator global;
(b) (X,m; M, I) € limitado k-dissipativo;

(¢) (X,m; M, I) é compacto k-dissipativo e seu centro de Levinson é um atrator para a familia

B(X).

Prova: As implicagoes (a) = (b) e (¢) = (a) seguem diretamente das defini¢oes. Mostremos
que (b) = (¢). Note que sendo o sistema (X,m; M, I) limitado k-dissipativo, entao ele é
compacto k-dissipativo. Logo, resta provar que o centro de Levinson J é um atrator para a
familia B(X). Dado A € B(X). Como o sistema (X, 7; M, I) é limitado k-dissipativo, existe
K e K(X), KNM =0, tal que

lim B(7(A,t),K) =0. (4.1)

t—+o00



Secao 4.2: Atrator global 105

Usando o Teorema 2.7, o conjunto Z*(A) ¢ nao vazio, compacto e

lim B(7(A,t), L*(A)) = 0. (4.2)

t——+oo
Suponha inicialmente que, Lt(A) = L*(L*(A)). Sendo J um atrator para a familia K(X) e
LT(A) € K(X), entdo LT(A) = LT(LT(A)) C J. Segue de (4.2), que

lim B(F(A,t),J) = 0.

t——+00

Portanto, J ¢ um atrator para B(X). Assim, mostrando que Lt (A) = LT(LT(A)) o resultado
fica provado. De fato, usando o limite (4.1), LT(A) C K. Dai, LT(A) é positivamente 7-
invariante, isto ¢, 7(LT(A),t) € LT(A), Vt > 0. Sejam y € LT(A) e t > 0. Existem
{wptn>1 € Ae {ty}n>1 C Ry, com t, — +o0, de modo que 7(wy,t,) — y. Seja ng € N
tal que t,, >t e Vn > ng. Assim, t, —t > 0, Vn > ng, e t, —t — 400. Usando o Teorema
2.7 para a sequéncia {T(wy, t, — ) }nsny, Podemos supor que 7 (w,, t, —t) — b € LT(A). A

inclusao Z+(A) C K e o Lema 2.6, implicam que
T (Wn, tn) = T(T(wp, t, — t),t) — 7(b, ).

Entdo, y = 7(b,t). Portanto, 7(LT(A),t) = L*(A), t > 0. Dai, podemos concluir que
Lt (A) = L*(L*(A)) e o teorema esté provado. [

A definicao abaixo tem o intuito de enfraquecer a nogao de um sistema semidinamico

impulsivo ser limitado k-dissipativo.

Definigao 4.4. Seja (X, 7; M, I) um sistema semidinadmico impulsivo. Dizemos que o sistema
satisfaz a condi¢cdo de Ladyzhenskaya, se para todo A € B(X) existe K4 € K(X) néo vazio,
com K4 NM =0, tal que

lim (B(mw(A,t), K4) =0.

t——+o00
Lema 4.5. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, 1) € limitado k-dissipativo, entao

o sistema satisfaz a condi¢ao de Ladyzhenskaya.

Prova: Segue diretamente da definicao. [ |
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Se um sistema semidinamico impulsivo (X, 7; M, I) é limitado k-dissipativo, entao ele é
ponto k-dissipativo. Porém, a reciproca deste resultado nao vale em geral como foi visto no
Exemplo 3.4. Em seguida, provamos que se um sistema (X, m; M, I) é ponto k-dissipativo,
satisfaz a condicao de Ladyzhenskaya e ﬁ*(Q) N M = (), entdao o sistema ¢é limitado k-

dissipativo.

Teorema 4.8. Um sistema (X, m; M, 1) é limitado k-dissipativo se, e somente se, é ponto

k-dissipativo, 5*(9) N M =0 e satisfaz a condigcao de Ladyzhenskaya.

Prova: Basta mostramos a condicao suficiente. Provemos inicialmente que o sistema é
compacto k-dissipativo. De fato, dado A € K(X). Pela condi¢ao de Ladyzhenskaya, existe
K4 € K(X) néo vazio, K, N M = (), tal que

lim B(F(A,1), K4) = 0.

t——+00

Pelo Teorema 2.7, o conjunto E*(A) ¢ nao vazio, compacto e

lim B(7(A,t), L*(A4)) = 0.

t——+00

Usando a Proposigao 2.9, concluimos que 77 (A) é relativamente compacto. Entdo, pelo
Teorema 3.9, o sistema é compacto k-dissipativo. Seja .J seu centro de Levinson. Utilizando
o Teorema 4.7, basta mostrar que J é um atrator para a familia B(X). Dado H € B(X).
Pela condi¢ao de Ladyzhenskaya, existe Ky € K(X) nao vazio, Ky N M = (), tal que

lim BF(H,t), Ky) = 0.

t——+o0

Novamente, pelo Teorema 2.7, o conjunto Z*(H ) é ndo vazio, compacto e

lim G(7(H,t),L*(H)) = 0. (4.3)

t——+o0

Repetindo os mesmos argumentos feitos na demonstracao do Teorema 4.7, podemos concluir

que L*(H) = LY (L*(H)) C J. De (4.3), segue que

lim B(F(H,t),J) = 0.

t—+o00

Logo, J é um atrator para B(X). Portanto, o sistema é limitado k-dissipativo. [ |
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Se considerarmos na Defini¢ao 4.4 os conjuntos em B(X) positivamente 7-invariantes,

temos a seguinte definigao.

Defini¢ao 4.5. Um sistema semidinadmico impulsivo (X, m; M, I) é dito T-assintoticamente
compacto, se para todo A € B(X) positivamente 7-invariante, existe K4 € K(X) nao vazio,
com K, N M =, tal que

lim B(mw(A,t), K4) =0.

t——+o0
Utilizando a Defini¢ao 4.5 obtemos uma condigao suficiente para um sistema semidinamico

impulsivo compacto k-dissipativo ser localmente k-dissipativo.

Teorema 4.9. Se (X, 7; M, I) é um sistema semidindmico impulsivo compacto k-dissipativo

e w-assintoticamente compacto, entao o sistema € localmente k-dissipativo.

Prova: Seja J o centro de Levinson do sistema. Recorrendo ao Teorema 3.11, basta mostrar
que J é uniformente m-atrator. Como J é orbitalmente m-estavel, dado ¢ > 0 existe § =
d(e, J) > 0 tal que

T(B(J;0),[0,+00)) C B(J;e).
Seja A =7t (B(J;0)). Assim, A ¢ limitado e positivamente 7-invariante. Além disso, existe

K4 € K(X) nao vazio, K4 N M = (), satisfazendo

lim B(F(A,t), K4) = 0.

t——+00

Pelo Teorema 2.7, o conjunto Z*(A) ¢ nao vazio, compacto e

lim B(7(A,t), L*(A4)) = 0. (4.4)

t——+o00o

Novamente, seguindo os passos da demonstracao do Teorema 4.7, podemos concluir que

Lt(A) = LT(L*(A)) C J. Entéo, por (4.4),

lim B(7(A,t),.J) = 0.

t——+o0

Sendo B(J;d) C A, segue que o sistema é uniformemente T-atrator. [ |

Na sequéncia, estabelecemos condigoes para um sistema dissipativo ser k-dissipativo com

respeito a uma familia qualquer de conjuntos em X.
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Lema 4.6. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, 7; M, 1) € dissipativo com respeito a

familia M e T-assintoticamente compacto, entao ele é k-dissipativo com respeito a familia M.

Prova: Dados A € M néao vazio e ¢ > 0. Como o sistema é M-dissipativo, existem K C X\M

limitado e | = I(e; A) > 0 de forma que

F(A,t) C B(Kie), Vt> 1.

Seja Y = {x € B(K;¢) : w(x,t) € B(K;¢), t>0}. Segue da propria definigdo que Y # 0,
limitado e positivamente 7-invariante. Por hipotese, existe Ky C X\ M nao vazio e compacto
tal que

lim B(7w(Y,t),Ky)=0.

t—-+o0
Assim, LT(Y) € Ky, LY (Y)N M = () e L*(Y) & positivamente F-invariante. Seja A, =
7T(7(A,1)). Note que A; é limitado e positivamente 7-invariante entéo, utilizando o Teorema

2.7, LT(A;) # 0, compacto e

lim B(7(A;,t), LT (A)) = 0.

t—+oo
Logo,
lim B(7(A,t), L(A4)) =0,

t—+00

ja que T(A,t) C Aj, ¥Vt > [. Segue da inclusdo A; C Y que Z+(Al) C Z+(Y). Assim,

lim B(7(A,t),L*(Y)) = 0.

t——+o0

Portanto, o sistema é k-dissipativo com respeito a familia M. [ |

Segue diretamente do Lema 4.6 os seguintes resultados.

Corolario 4.1. Se o sistema semidindmico impulsivo (X, m; M,I) é ponto (compacto,
localmente ou limitado) dissipativo e T-assintoticamente compacto, entdo o sistema

(X, m; M, I) € ponto (compacto, localmente ou limitado) k-dissipativo.

Corolario 4.2. Seja (X,7; M, I) um sistema semidindmico impulsivo T-assintoticamente
compacto. Entao, o sistema (X, m; M, I) é compacto dissipativo se, e somente se, € localmente

dissipativo.



Secao 4.2: Atrator global 109

Prova: Suponha que o sistema (X, 7; M, I') seja compacto dissipativo e vamos provar que ele
¢ localmente dissipativo. Pelo Corolario 4.1, o sistema ¢ compacto k-dissipativo. Logo, pelo
Teorema 4.9, o sistema é localmente k-dissipativo. Em particular, o sistema é localmente

dissipativo. A reciproca é imediata. [ |

Os conceitos de sistemas completamente continuos, fracamente b-dissipativos e fracamente
k-dissipativos sao estabelecidos em [4]. Na proxima definigao tais conceitos sdo apresentados

para sistemas com acao impulsiva.
Definigao 4.6. Dizemos que um sistema semidindmico impulsivo (X, m; M, ) é:

(1) completamente continuo, se para todo A € B(X) existe | = [(A) > 0 tal que 7(A,1) é

relativamente compacto e 7(A,1) N M = ();

(2) fracamente b-atrator, se existe um conjunto nao vazio e limitado By C X tal que

7t(x) N By # 0, Vo € X. Neste caso, dizemos que By é um b-atrator fraco do sistema,

(3) fracamente k-atrator, se existe um conjunto nao vazio e compacto Ky C X tal que para
todo € > 0 e todo z € X existe 7 = 7(e,2) > 0 com 7(z,7) € B(Ky;€e). Neste caso,

dizemos que K, é um k-atrator fraco do sistema.

Teorema 4.10. Se (X,m; M,I) é um sistema semidindmico impulsivo fracamente b-
dissipativo e completamente continuo, entao o sistema (X, 7; M, I) € fracamente k-dissipativo.

Além disso, o k-atrator fraco nao intersecta M.

Prova: Como o sistema ¢é fracamente b-dissipativo, existe By € B(X) nao vazio tal que
7t (z) N By # 0, Vo € X. Sendo o sistema completamente continuo, existe ag = ag(By) > 0
tal que 7(By, ap) é relativamente compacto e m NM = (. Seja Ky = m. Note
que Ky é nao vazio, compacto e KgNM = (. Dado z € X, 7" (z) N By # 0 implica que existe

to > 0 de modo que 7(x,ty) € By. Assim,
%(IE, to + Ozo) = %(%(ZE, to), Oéo) € %(Bo, Oé()) - Ko.

Entao, 77 (x) N Ky # (. Portanto, o sistema é fracamente k-dissipativo com KoNM = (). &
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Teorema 4.11. Seja (X, 7; M,I) um sistema semidindmico impulsivo completamente

continuo e fracamente k-dissipativo com K sendo o seu k-atrator fraco. Se K ¢é

uniformemente T-atrator e K N M = (), entdo o sistema admite um atrator global.

Prova: Suponha inicialmente que o sistema seja compacto k-dissipativo. Seja J o seu centro
de Levinson. Usando a hipotese do sistema ser completamente continuo, dado A € B(X)
existe [ = I(A) > 0 tal que 7 (A, 1) é compacto e 7(A,1) N M = §. Sendo J atrator da familia
K(X), entao

lim B(FF(A,1),1),J) = 0.

t—-+o0
Isso implica que dado ¢ > 0, existe ¢ > 0 tal que p(7(z,l+1t),J) < ¢, para todo t > ( e todo
x € A. Assim, p(7(x,s),J) < ¢ para todo s > [+ ( e todo x € A. Logo,

lim B(F(A,t),.J) = 0.

t——+o0

Isso mostra que J é um atrator global para o sistema. Assim, resta provar que o sistema é
compacto k-dissipativo. Pelo Teorema 3.6, basta mostrar que para todo v > 0 e todo x € X

existem [ = I(z,7) > 0 e d = d(x,v) > 0 tais que
7(B(z;9),t) C B(z;y), Vt>1.

Dados v > 0 e z € X. Como K é uniformemente m-atrator, existem § = d(y) > 0 e
T =T(vy) > 0 tais que
7(B(K;9),t) C B(K;7y), Vt>T.

k

De 7t (x) N B(K;0) # 0, existe t; = t1(y,2) > 0, t1 # Y ¢(x}), k € Zy, tal que 7(x,t;) €
i=0

B(K;0). Seja v > 0 de modo que

B(7(x,t1);v) C B(K;0).

Vamos separar a demonstra¢ao em dois casos. Suponha inicialmente que x ¢ M. Pela

continuidade de 7 e I, existe n > 0 tal que
T(B(z;n),t1) C B(K;9).

Isso implica que

m(B(x;n),t) C B(K;7v), Yt >t +T.
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Provando o teorema para este caso. Agora, suponha que z € M. Seja F(L,[0,2)]) um STC-
tubo através de x com segao S. Por definigao, o conjunto F'(L, [0,2A]) é uma vizinhanca de

x, logo, existe n > 0 tal que B(z;n) C F(L,[0,2A]). Sejam
Hy = B(z;n)NF(L,(\,2\]) e Hy = B(x;n) N F(L, [0, A]).
Existe 0 < n; < n tal que w(B(z;m) N Ha, t1) C B(7(x,t1);v) C B(K;0). Dai,
7(B(x;m) N Hyt) C B(K;y), V>t +T.

k
Como I(x) ¢ M e 7+ (I(x)) N B(K;0) # 0, existe ty = to(I(x),7) > 0, ta # > o(I(x)]),
=0
k € Zy, tal que w(I(x),t3) € B(K;J9). Assim, existe 0 < 1o < 1 de modo que w(B(z;n2) N
Hy,ty) C B(x;6). Entao,

7(B(z;me) N Hy,t) C B(K;7y), Yt >ty +T.
Seja 0 < 7 < min{n;n2}. Segue que
w(B(x;7),t) C B(K;7y), Vt>max{t; +T;ts+T}.

Portanto, o sistema é compacto k-dissipativo, provando o teorema. [ |

A seguir, provamos um teorema que relaciona varios tipos de dissipatividade.

Teorema 4.12. Seja (X,m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo satisfazendo a

condi¢cao de Ladyzhenskaya e 5*(9) N M = (. Entao, sao equivalentes:
(a) (X,m; M,I) € fracamente b-atrator;

(b) existe um conjunto limitado e nao vazio By C X tal que para todo © € X, existe T =

T(z) > 0 com 7(x,t) € By, Vt > T;
(¢) (X,m; M, I) é ponto k-dissipativo;
(d) (X,m; M,I) € fracamente k-atrator;

(e) (X,m; M, I) ¢ limitado k-dissipativo;
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(f) existe um conjunto limitado e nao vazio By C X tal que para todo B € B(X), existe

I(B) >0 com w(B,t) C By, Vt > I(B).

Prova: (b) = (a) Seja By C X um conjunto nao vazio e limitado tal que para todo x € X,
existe 7 = 7(z) > 0 com 7(x,t) € By, Vt > 7. Assim, 7" (x) N By # () para todo z € X.
Portanto, o sistema é fracamente b-atrator.

(¢) = (d) Segue imediatamente das defini¢oes.

(f) = (b) Note que o item (b) é um caso particular do item (f).

(e) = (f) Seja K C X\M compacto e um atrator para B(X). Dado ¢ > 0, seja
By = B(K;¢) € B(X). Como K é um atrator de B(X), dado A € B(X) existe [(4) > 0 tal
que m(A,t) C By, ¥Vt > I(A). Portanto, vale (f).

(a) = (c) Seja x € X. Por hipdtese o sistema ¢ fracamente b-atrator, logo existe By €
B(X) nao vazio tal que 7 (x)N By # (). Considere 7 = 7(x) > 0 tal que 7(x,7) € By. Usando
a condicao de Ladyzhenskaya juntamente com o Teorema 2.7, o conjunto K| = Z*(Bg) é nao
vazio, compacto, K1 N M =0 e

lim ﬁ(%(Bg,t),Kl) = 0.

t——+o0

Isso implica que

lim p(7(x,t), Ky) =0.

t—-+o0
Portanto, o sistema é ponto k-dissipativo.
(d) = (e) Sejam K o k-atrator fraco do sistema e € > 0. Pela condi¢ao de Ladyzhenskaya
e pelo Teorema 2.7, W = Z+(B(K2; ¢)) # () é nao vazio, compacto, W N M =), e

lim B(7m(B(Ky;e),t), W) =0.

t—+4o0

Para todo x € X, existe 7 = 7(z,¢) > 0 tal que 7(z,7) € B(K>;¢). Dali,

lim p(7(x,t), W) =0.

t——+o0o

Isso implica que o sistema é ponto k-dissipativo. Portanto, o sistema ¢é limitado k-dissipativo

pelo Teorema 4.8. [ |
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4.3 Aplicacao

Nesta secao vamos estudar o sistema semidindmico impulsivo (4.6). Mostraremos, por

exemplo, que tal sistema é limitado k-dissipativo.

Considere a equagao

&= —f(x), (4.5)

onde f € C'(R",R"). Suponha que todas as solugoes de (4.5) estejam definidas em R. Sejam
M C R" fechado e I : M — R" continua, a aplicacao impulso. Suponha que as hipoteses
(H1), (H2) e (H3) sejam satisfeitas. Agora, seja W € C''(R™, R) uma funcao satisfazendo as

seguintes condigoes:
(i) VIW(v)f(v) > —a; + aaW(v), Vo € R™;
(1) W(v) — 400 quando |v| — +o0;
(131) W(I(v)) < azsW(v), Vv € M;
(iv) W(v) > p, Yo e M,
onde ay > 0, ag > 0, @z > 0 e u > 0. Considere o sistema impulsivo associado a (4.5):

I: M — R"

(4.6)

Provemos que (4.6) ¢ localmente k-dissipativo.

Teorema 4.13. Suponha que 4oy < pas. Se o semifluzo de (4.6) encontrar o conjunto M

no mdximo m > 1 vezes, entao o sistema (4.6) € localmente k-dissipativo.

Prova: Seja K = {v € R": W(v) < u}. Pelas condigoes (ii) e (iv) da definigdo de W, segue
que K é limitado e KN M = (). Usando a continuidade de W concluimos que K é compacto.

Vamos provar que para todo z € R", existem §, > 0 e T > 0 tais que W (7(y,t)) < u para
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todo y € B(x;0,) e todo t > T, pois isso implica que 7(y,t) € K para todo y € B(x;4,) e
todo t > T'. Logo,

lim  sup p(7(y,t), K) =0,
t_)+OOyEB(:v;6x)

para todo x € R", ou seja, o sistema ¢é localmente k-dissipativo. Dado z, € R", seja
z(t) = m(xo,t), t > 0, a solugdo da equagao (4.5) tal que x(0) = zy. Vamos separar a
demonstracao em 4 casos.

Caso 1: Suponha que zg ¢ M e ¢(xy) = +0o0.

Como xy ¢ M, entdao ¢ é continua em . Assim, existe g > 0 tal que ¢(y) = +o0,

Yy € B(xg;d9). Note que m(xo,t) = m(xo,t), Vt > 0. Derivando a fungao W, temos
W' (7 (z0,t)) = VW (x(t))2' (t) = =VW (z(t)) f(z(t)) < a1 — aaW (7(0, 1)), ¥Vt > 0.

Como

W (m(z0,t)) < e "W (o) + —(1 — e ") < e "W (xg) + ﬂ, Vit >0,
(%) (&%)
entao
1

W (F (20, 1)) < e 2'W (@) + z— Vvt > 0.
2

Por hipétese 2L < £, Logo, podemos escrever
a2 4

W (7 (o, 1)) < e "W (xg) +

==

Wt > 0.

Usando a continuidade da fungao W, existe § > 0 satisfazendo W (y) < (3, Yy € B(xo; dp).
Assim,

W(E(y, 1) < e+ 5, ve >0

Pela forma que ¢y foi escolhido, temos

W(Ey. 1) < e 0+ ]

para todo t > 0 e todo y € B(xg;dp). Seja T' = max{0; —a% ln(%)} Dai,

3
4

W) <e gl <ty <

1=

=

para todo t > T e todo y € B(xo;d), provando o Caso 1.
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Caso 2: xg & M e ¢(zg) < +o0.
Por hipétese, existe j € {0,1,2,.. — 1} tal que ¢((x0);) < +00 e ¢((0);,,) = +o0.
Para 0 < ¢ < ¢(x7 ), temos

W (n(20,1)) < e W (x) +

(8%

Assim, para 0 <t < ¢(z]), vale
~ —aot a1
W (T (xo,t)) < e ' W(xg) + —.

(&%)

Utilizando que (x0); = m(xq, ¢(x)) € M e a hipotese (iii) na definigdo da fun¢ao W, temos

W (@ (w0, ¢(x0))) = W (o)1) = W (I (7 (w0, $(20)))) < oW (m(x0, $(0)))

< aze2@OIW () + + 2,
Aplicando a hipotese (i) da definigao da fungao W para ¢(xg) < t < ¢(xg) + ¢((w0)T),

W (7 (w0, 1)) < e 2SN ((20)]) + 2

(%)

< €_a2(t_¢(‘”0))[age_O‘?d’(mO)W(xo) + a1a3] _|_

= aze” W (o) + (1 + agem2(-000)),

Repetindo o processo acima, obtemos que

| i, e {t—zl ¢<(xo>j>}
W (7 (20, 1)) < ™' W (20)e™2 + Z—: 1+ Z o e =0 : (4.7)

para t > Z d((z0);"). Seja Ty = dp(x0) +. ..+ ¢((x0)]). Como M satisfaz a condigao de tubo,

Ié contlnua em M e 7 é continua em R™ x R, , entao existe dy > 0 tal que B(xq;do) VM = 0,

$(y;) < +00, ¢(yf) = +oo e
[6(yo) + .-+ ¢((v0);) — Tol < 1,
para todo y € B(xg;d0). Seja > 0 tal que W(y) < 3, Vy € B(xo;d). Por (4.7), segue que

1
' i —og [t— 37 d>(y;*)}
W 0) < f W + 2 (14 5 a7 e %
—0

SN P
< afflBeert 4 1+Zo/+” a2[t Sl

a2
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J

para todo y € B(zg;dg) e todo t > > ¢(y;"). Sendo gb(y;-r) < 400, para todo y € B(xg;dg) €
=0

J

> o(y") — Ty

1=0

< 1, entéo existe t; = ts(x0, ) > 0 tal que

1

e TP L (7). S—
(1+j)ed ™

para todo t > t,, s € {0,1,2,...,5}. Seja

J
t* = t*(xg, 6p) = max {to;tl; ot T+ Zgb((xo)j)} :
=0
Utilizando a desigualdade (4.8), temos
W (7 (y,t) < o et + 2ﬂ, Vit > t*.
D)

Seja T = max {t*; —L1n

o <ﬁ> } Entao, W(7(y,t)) < p para todo y € B(xo;d) € para

todot > T.
Caso 3: zg € M e ¢(xp) = +00.
Seja F'(L,[0,2\]) um STC-tubo através de zp com segdo S. Sendo F'(L,[0,2A]) uma

vizinhanga de xg, existe ¢ > 0 de modo que
B(zg;€) C F(L,[0,2)]).

Sejam

Hy = B(zo;¢) N F(L, (\,2\]) e Hy = B(xg;€) N F(L,[0, ]). (4.9)
Utilizando que ¢(z) = +00, existe §; > 0 tal que ¢(y) = +oo, Yy € B(xp;61) N Hy. Pelo
Caso 1, existe T} = T (xg,91) > 0 tal que

W(m(y, 1) < p,

para todo t > T7 e todo y € B(xo;01)NHs. Por outro lado, existe 6o > 0ej € {0,1,2,...,m—
1} tal que ¢(y;) < 400 e ¢(y;,,) = +00 para todo y € B(xo;d2) N Hy. Pela prova do Caso
2, obtemos um Ty = Ty(z, d2) > 0 tal que

W(m(y,t)) < p,
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para todo t > Ty e todo y € B(xg;d2) N Hy. Dai, para 0 < § < min{d;; >}, temos

W(m(y,t)) < p,

para todo t > max{T}; T2} e todo y € B(x;0).
Caso 4: g € M e ¢(xg) < +o0.
A prova deste caso segue as mesmas idéias do Caso 3. A tnica diferenga é que usamos a

demonstragao do Caso 2 para mostrar que existe 773 = T (xg, 1) > 0 de modo que

W(m(y,t)) < p

para todo t > Ty e todo y € B(xg;01) N Hy. Quando trabalhamos sobre a vizinhanca

B(xo;d2) N Hy, a prova segue analoga a prova apresentada no Caso 3. [ ]

Utilizando as propriedades do espaco euclidiano R™ e o Teorema 4.13, obtemos o préximo

resultado.

Corolario 4.3. Se o semifluzo de (}.6) encontra M no mdzimo m > 1 vezes e 4oy < paa,

entio o sistema (4.6) € limitado k-dissipativo.

Prova: Utilizando o Teorema 4.13, o sistema (4.6) é localmente k-dissipativo. Em particular,

o sistema é compacto k-dissipativo. Seja J seu centro de Levinson. Note que
A e B(R") < A é relativamente compacto.
Dado A C R" relativamente compacto. Como o sistema é compacto k-dissipativo entao

lim B(7(A,t),J) = 0.

t——+o0

Dai,
lim [(7(A,t),J) =0.
t—-+o0
Portanto, o sistema é limitado k-dissipativo. [ |

Corolario 4.4. Se o semifluzo de (4.6) encontra M no mdzximo m > 1 vezes e 4oy < piaua,

entio o sistema (4.6) goza das sequintes propriedades:
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(a) € compacto k-dissipativo, e o seu centro de Levinson é um atrator para a familia dos

subconjuntos limitados de X. Entao, o sistema admite um atrator global;
(b) satisfaz a condi¢ao de Ladyzhenskaya;
(c) € completamente continuo;
(d) € fracamente b-dissipativo;

(e) € fracamente k-dissipativo.

Prova: (a) Pelo Corolario 4.3, o sistema ¢ limitado k-dissipativo. O resultado segue do
Teorema 4.7.
(b) Usando o Corolario 4.3 e o Lema 4.5, concluimos que o sistema satisfaz a condigao de
Ladyzhenskaya.
(c) Dado A € B(R™), pela condi¢do de Ladyzhenskaya, existe K4 € K(R™) nao vazio,
KaNnM =, tal que
lim B(7(A,t),Ka)=0. (4.10)

t——+o0

Seja ¢ > 0 tal que B(K4;¢) N M = (). Por (4.10), existe T > 0 tal que
(A, t) C B(Ka;e), Vt>T.

Isso implica que T(A,T) C B(Ka;e) e T(A,T)NM = (. Assim, 7(A,T) é relativamente
compacto e T(A, T)N M = 0.
(d) Sendo o sistema localmente k-dissipativo, existe X' C R™ nédo vazio, compacto, K N

M = (), de modo que dado z € R", existe ¢, > 0 com

Jim_ B(F(B(@;8,), 1), K) = 0. (4.11)

Seja ¢ > 0 tal que B(K;{)N M = (). Pelo limite (4.11), existe T,, > 0 tal que
7(B(z;0,),t) C B(K;(), Vt>T,.

Em particular, 7(z,T,) € B(K;(). Portanto, o sistema ¢ fracamente b-dissipativo, com
B(K; () sendo seu b-atrator fraco.

(e) Segue das mesmas idéias do item (d). u
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APENDICE A

Um € sobre espacos métricos

Nesta secao vamos apresentar dois teoremas sobre espagos métricos que sao importantes

neste texto. Recomendamos a referéncia [9].

Teorema A.l. As seguintes afirmagoes a respeito de um espago métrico (X,p) sao

equivalentes:

(a) X € compacto;

(b) todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumula¢ao;
(c) X € sequencialmente compacto;

(d) X € completo e totalmente limitado.

Prova: A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [9] pagina 222.
O proximo teorema tem como referéncia [8].

Teorema A.2. Sejam (X, p) um espago métrico e A C X. Entiao, A € relativamente
compacto se, e somente se, toda sequéncia em A possui uma subsequéncia convergente. Note

que nao podemos garantir que o ponto limite pertence ao conjunto A.
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Prova: (=) Suponha que A seja relativamente compacto, isto é, A seja compacto. Usando
o Teorema A.1, segue que A é sequencialmente compacto. Como A C A, toda sequéncia
em A possua subsequéncia convergente. (<) Suponha que toda sequéncia em A possui
subsequéncia convergente. Para mostrar que A é compacto, vamos provar que A e
sequencialmente compacto e usar o Teorema A.1. Dada uma sequéncia {y, },>1 C A. Sendo
A denso em A, para cada n € N, existe x,, € A tal que p(z,, yn) < % Por hipétese, {x,, }n>1

possui uma subsequéncia convergente, digamos

k——+o0 —
H

T, r e A

Dai,

k— -
Yo, 2 € A

Portanto, A é sequencialmente compacto, demonstrando o teorema. [ |



APENDICE B

Medida de n3o-compacidade de Kuratowski

Nosso objetivo é definir uma medida que mostre o quao nao compacto é um elemento de
B(X). Para tal finalidade, vamos introduzir a medida de nao-compacidade de Kuratowski.

Para mais informagoes indicamos [4], [11] e [12].

Defini¢ao B.1. Seja (X, p) um espago métrico. Uma aplicagao p : B(X) — R, satisfazendo:
(1) pu(A) =0 se, e somente se, A € B(X) ¢é relativamente compacto;
(2) w(AU B) = max{u(A); u(B)}, VA, B € B(X),

¢ chamada de medida de nao-compacidade sobre X.

Sejam (X, p) um espago métrico e A € B(X). Definimos

)\(A)—inf{r>0:ACUAi, A; C X, diam(A;) <, 1§z’§n,n€N},

i=1

como a medida de nao-compacidade de Kuratowski do conjunto A.



APENDICE C

Um resultado auxiliar

Sejam (X, m; M,I) um sistema semidindmico impulsivo e W C X. Se W nao é
orbitalmente T-estével, entdo existem ¢ > 0 e sequéncias 6, — 0 (§, > 0) e t, € R,
tais que p(7(zy,t,), W) > ¢ para todo n € N. Note que a sequéncia {t,},>; C Ry nao é
necessariamente ilimitada.

O objetivo desta secao é mostrar que sobre certas hipoteses podemos escolher a sequéncia

{tn}n>1 C Ry de maneira que ¢, — +o0.

Teorema C.1. Se W C X € ndo vazio, compacto, W N M = (), positivamente T-invariante

e nao € orbitalmente T-estdvel, entao existe € > 0 com as sequintes propriedades:
(a) B(W;e)N M = 0;

(b) para cada n € N ezistem 6, > 0, z, € B(W;é,) et, > 0 satisfazendo §,, — 0, t, — 400

e

p(m(zp, t,), W) > €.

Prova: Como W é compacto e W N M = (), seja v > 0 tal que B(W;y) N M = (). Por

hipotese W nao é orbitalmente m-estavel, logo, existe €9 > 0 com a seguinte propriedade:
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dado 0 < 0 < g9, podemos encontrar x € B(W;§)\W e t, > 0 tais que

p(m(x,t,), W) > go.

Seja 0 < ¢ < min{v; ep}. Assim, B(W;e)NM = e dado 0 < ¢ < ¢ existem x € B(W;§)\W
e t, > 0 tais que

p(m(x,t,), W) > e.
Sejam 0 < 6; < €, 1 € B(W;61)\W e t; > 0 tais que

p(%(l‘l, t1)7 W) Z €.

Seja 0 < dy < p(x1, W) < ;. Suponha por absurdo, que nao exista = € B(W;d,)\W tal que
t, > 11 €

p(7(z,t.), W) > e.
Assim, existem sequéncias {yntn>1 C X e {hn}n>1 C Ry satisfazendo as seguintes

propriedades:
o 11 =y ety =hy;
e y, € B(W;,)\W para todo n > 2;

e h,>0,h,€l0,h]e
P(T(Yn, hy), W) > €, ¥Yn eN. (C.1)

Para cada n € N existe 0 < s,, < h,, tal que 7(y,,s,) € B(W;¢€) e T(Yn, Sn) = T(Yn, Sn), j&
que mﬂ M = (). Pela compacidade de [0, h1] e de W, podemos supor que y,, — y € W
e s, — s € [0,hy]. Dali,

T(Yns $n) = T(Yn, sn) = 7(y,5) € W,

uma vez que W é positivamente 7-invariante, contradizendo a desigualdade (C.1). Portanto,

existem zy € B(W;d2)\W e ty > t; tais que
p(%([[‘g, tg), W) > €.

Seja 0 < 03 < p(x2, W) < dy. Utilizando o raciocinio acima obtemos x3 € B(W;d3)\W e
ts > to tais que
p<%('x37t3)7w> Z €.
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Prosseguindo com o raciocinio mostramos que para cadan € N existem 6,, > 0, x,, € B(W;,,)

e t,, > 0 satisfazendo 9,, — 0, t,, — 400 e

p(T(xp, t,), W) > €.
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