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Resumo

O objetivo central desta dissertacao é apresentar o Teorema de Gorenstein
para singularidades de curvas algébricas planas. Consideramos os dois casos:
primeiramente o caso local onde a singularidade da curva tem apenas um
ramo e depois o caso em que a singularidade tem varios ramos. O caso local
é quando a equagao local é dada por uma série irredutivel em k[[X,Y]] e o
caso semi-local é quando a equagao local é dada por um produto de séries
irredutiveis nao associadas duas a duas. Uma equagao local dada por uma
tal série de poténcias f é chamada curva plana algebréide. Associados a uma
curva plana algebréide estao o seu anel local O = O(f), o fecho inteiro O de
O em seu anel total de fracoes e o ideal condutor de @ em ©. Podemos dizer
que estes dados codificam as informacgoes algébrico/geométricas da curva
algebréide (f). O Teorema de Gorenstein, demonstrado por D. Gorenstein
em [Go| afirma que em ambos os casos (local e semi-local), a codimensao
(como k-espagos vetoriais) do ideal condutor no anel O é igual a codimensao
do anel O em O. Isto nos fornece uma certa simetria que é refletida no
semigrupo associado a curva algebréide (f). Assim estudamos também esta
simetria de semigrupos dos naturais e a relacionamos com a simetria do anel
O no caso local.






Abstract

The main goal of this dissertation is to present the Gorenstein Theorem
for plane curve singularities. We consider two cases: firstly the local case
when the singularity has only one branch and after the semilocal case when
the singularity has several branches. In the local case the local equation is
given by an irreducible series of k[[X, Y]] and in the semilocal case it is given
by a finite product of irreducible series wich are not pairwise associated. A
local equation given by such a power series f is called an algebroid plane
curve. The following are objects associated to an algebroid plane curve: The
local ring @ = O(f), its integral closure O of @ in its full ring of fractions
and the conductor ideal of @ in ©. We may say that these data encode
all the algebraic / geometric informations of the algebroid plane curve (f).
Gorenstein Theorem, that was proved in [Go] by D. Gorenstein states that,
in both cases (local or semi-local), the codimension (as k-vector spaces) of
the conductor ideal in the ring O is equal to the codimension of the ring O
in the ring @. This provides us with a certain symmetry which is reflected
in the semigroup associated to the algebroid plane curve (f). Thus, we also
study the symmetry of semigroups of the natural numbers and relate them
to the symmetry of the ring O in the local case.
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SUMARIO 9

Introducao

Seja C' uma curva plana algébrica projetiva irredutivel sobre um corpo &
algebricamente fechado (de caracteristica arbitréria). Seja P um ponto de
C. Apés uma eventual mudanca projetiva de coordenadas podemos supor
que P seja a origem de um sistema afim de coordenadas, isto é, P = (0,0).
Seja f € k[X,Y] um polinomio (irredutivel) que define uma equacdo afim
para C'. Estamos interessados em estudar propriedades locais no caso em
que P seja um ponto singular de C. Uma forma de fazer isto é considerar o
polinémio f no anel de séries formais k[[X, Y]]. Observe que, mesmo sendo f
um polinémio irredutivel, ao considera-lo no anel das séries formais, ele pode
se fatorar. Os fatores irredutiveis de f em k[[X, Y]] correspondem aos ramos
da curva C' em P. Neste contexto, a curva algebrdide plana associada a série
f € k[[X,Y]] é a classe de equivaléncia, que denotamos por (f), obtida pela
relagdo de equivaléncia em k[[X, Y]] definida da maneira seguinte: Dadas
duas séries f e g em k[[X,Y]], diz-se que f « ¢ se existem um elemento
inversivel u € k[[X, Y]] e um k-automorfismo de k-algebras @ : k[[X,Y]] —
E[[X, Y]] tais que ®(g) = u- f. O anel local da curva algebrdide plana (f) é

KX, Y]
()

onde estamos denotando por x e y as classes residuais de X e Y méddulo o
ideal (f) gerado por f em k[[X,Y]].

O objetivo central deste trabalho é apresentar o Teorema de Gorenstein
para singularidades de curvas algébricas planas que passamos a descrever. H&a
dois casos a serem considerados. Primeiramente o caso local que é quando
a curva C' tem apenas um ramo em P. Isto significa que f ¢é irredutivel em
E[[X,Y]]. O outro é o caso semilocal quando C' tem véarios ramos em P. Neste
caso, f é redutivel em k[[X,Y]] e os seus fatores irredutiveis correspondem
aos ramos de C' em P. Seja no caso local ou no caso semilocal, vamos denotar
por K o anel total de fragoes de O (no caso local, como O é um dominio,
temos que K é um corpo) e por O o fecho inteiro de O (em K). Seja C o
ideal condutor de O em O, a saber,

0=0(f) = = kl[z,y]]

C=Cop={9€0]g-0CO}

O condutor C ¢ um ideal tanto de O quanto de O. Na verdade, C é o
"maior”’ideal de O que também é ideal de O. Assim temos que C C O C O.
O Teorema de Gorenstein afirma que:
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O C

Naturalmente esta igualdade é equivalente a igualdade:

di 2di inda, di o 2di o
1mi— = 2 dimyi—, ou ainda, dimy— = 2 dimy—
C o’ ’ C C
Este teorema nos fornece uma simetria entre as dimensoes dos quocientes
envolvidos. No caso de um ramo, isto esta fortemente ligado a simetria do

semigrupo de valores associado a curva algebréide (f) que é definido por:

S() ={1(f,9) [ g € K[X, Y]\ (f)}

onde I(f,g) denota a multiplicidade de interse¢ao de (f) com (g).

No primeiro capitulo daremos algumas defini¢coes e notacoes basicas que ser-
virao de pré-requisitos para a leitura da dissertacao e também tém a intencao
de torna-la o mais auto-suficiente possivel.

No segundo capitulo vamos estudar os semigrupos dos nimeros naturais de
uma forma geral com vistas a relacionar com os semigrupos que surgem como
semigrupos associados a curvas planas irredutiveis algebrdides. A simetria
de tais semigrupos e os resultados relativos as Apéry-sequéncias sao assuntos
relevantes neste contexto.

No terceiro capitulo vamos estudar a simetria dos semigrupos dos naturais e
relacionar isto com as Apéry-sequéncias. O teorema principal deste capitulo
é o teorema 6 devido a G. Angermuller ([An]) e A. Azevedo ([Az]) que fornece
uma base conveniente do k[[z]]-mddulo O para lidar com Apéry seqiiéncias.
Um dos objetivos do capitulo é mostar que o semigrupo associado a uma
curva plana irredutivel algebréide é simétrico. Os exemplos de semigrupos
gerados por dois geradores sao feitos aqui para motivar resultados no caso
geral.

No quarto e ultimo capitulo vamos fazer a demonstracao do teorema de
Gorenstein, tanto no caso local quanto no caso semilocal. A demonstracao
no caso semilocal é consequéncia do caso local. Por isto a maior parte da
teoria desenvolvida ao longo da dissertagao ¢ dedicada ao caso local. Para a
demonstracao do Teorema de Gorenstein no caso semilocal seguimos a prova
apresentada na tese de doutorado de A. Garcia (|Gal).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo inicial apresentamos alguns conceitos e resultados basicos so-
bre propriedades locais de curvas algébricas necessarios para o desenvolvi-
mento do tema tratado na dissertacao. Ao longo do trabalho, vamos denotar
por k um corpo algebricamente fechado. Os resultados apresentados neste
capitulo estao, essencialmente, no texto Irreducible Plane Curve Singularities
de A. Hefez ([He).

1.1 O Anel das Séries Formais

Nosso foco neste trabalho sao pontos singulares de curvas algébricas planas,
portanto vamos considerar essencialmente o anel de séries formais sobre k
em duas indeterminadas X e Y que denotamos por k[[X,Y]]. Assim, uma
série formal é um objeto da forma:

F=fXY)= Y f(XY)=f(X,Y)+ A(XY)+ -
i=0

onde cada f;(X,Y) é um polindmio homogénio de grau i em X e Y, com
coeficientes em k. E fdcil verificar que f ¢ inversivel em K[[X,Y]] se e so-
mente se, fo # 0. O anel das séries formais é um dominio fatorial cujo tinico
ideal maximal é M = (X,Y), portanto é um dominio local. No caso em que
a série f é nao nula, na expressao dada acima, existe um menor inteiro m
tal que f,, # 0. Tal inteiro é chamado de multiplicidade de f, denotado por
mult(f), e o polindémio f,, correspondente é chamado a forma inicial de f.
Se f é a série nula entao nao existe um tal niimero inteiro, portanto, ela nao
tem uma forma inicial e, neste caso, dizemos que a sua multiplicidade é oc.

11
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Dizemos que uma série f = f(X,Y") é reqular de ordem m em relagao a
indeterminada Y se Y é a maior poténcia de Y que divide f(0,Y). Uma
definicao analoga pode ser feita em relacao a indeterminada X. Quando f é
regular de ordem m = mult(f) em relacdo Y diremos simplesmente que f é
reqular em Y. Neste caso, temos que mult(f) = mult(f(0,Y)).

O teorema seguinte nos garante que o anel das séries formais é ”quase” um
dominio euclidiano. Trata-se do teorema de divisao que foi provado por Stic-
kelberger em 1887. Muitas propriedades do anel k[[X, Y]] seguem do teorema
da divisao incluindo o teorema de preparacao de Weierstrass.

Teorema 1 (Teorema da Divisao) Seja f uma série formal em k[[X,Y]]
regular de ordem m em Y. Dado g € k[[X,Y]] existem q € K[[X,Y]] e
r € k[[X]][Y], com r =0 ou gry(r) < m, unicamente determinados por f e
g, tais que

g=qf +r.

Utilizando o teorema da divisao é facil obter o teorema de preparacao
de Weierstrass que nos garante que, a menos de multiplicagao por inversivel,
toda série em k[[X, Y]] pode ser vista como um polindomio numa das indeter-
minadas com coeficientes no anel das séries formais na outra indeterminada.

Teorema 2 (Teorema de Preparacio de Weierstrass) Seja f = f(X,Y) uma
série formal em k[[X,Y]] de multiplicidade m e reqular em Y. Entao existe

um inversivel u = u(X,Y) € k[[X,Y]] e elementos ay,...,a, € k[[X]], com
mult(a;) > 1 para cada i = 1,2,...,m, unicamente determinados por f, tais
que

FXY) =u(X, V) [Y™ +ay(X)Y™ o a1 (X)Y + an (X))

Uma série escrita na forma acima é chamada polinomio de Weierstrass (em
relagdo & indeterminada Y').

1.2 Curvas Planas Algebroéides e anel local

Para estudar as propriedades locais de uma curva plana algébrica dada por
um polinomio f(X,Y) € k[X,Y] o consideramos como um elemento de
K[[X,Y]]. De uma maneira mais geral, é conveniente fazer a definigao se-
guinte:
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Definicao 1 Seja f € k[[X,Y]] uma série ndo nula e ndo inversivel. A
curva plana algebroide definida por f € a classe de equivaléncia da relagao
de equivaléncia sequinte:

[ = g se, e somente se, existe um inversivel u € k[[X,Y]] tal que g =u - f.

Assim, se denotamos por (f) a classe de equivaléncia de f, temos que
(f) ={wu- f; ué um inversivel em k[[X, Y]]}

Utilizando o Teorema de Preparacao de Weierstrass é possivel mostrar que o
anel das séries formais k[[X, Y]] é um dominio de fatoragao tnica. Dizemos
que a curva plana algebréide (f) é irredutivel se a série f for irredutivel em
E[[X,Y]]. No caso em que f é um polinémio que define uma curva algébrica
C, as curvas planas algebréides correspondentes aos fatores irredutiveis de f
em k[[X, Y]] serdao denominadas ramos de C' (em P = (0,0)). Dizemos que
duas curvas planas algebréides sdo equivalentes, e escrevemos (f) ~ (g), se
existe um k-automorfismo ¢ de k[[X, Y]] tal que (¢(f)) = (g)-

Nao é dificil mostrar que o anel das séries formais k[[X, Y]] é um dominio
local cujo ideal maximal é M = (X,Y) gerado por X e Y. Seja f € M
um elemento nesse ideal maximal. Definimos o anel de coordenadas da curva
algebréide (f) como sendo a k-algebra

KX, Y]
()

Vamos denotar respectivamente por z e y as classes residuais médulo (f) das
indeterminadas X e Y em Oy. Entao podemos escrever o anel de coordenadas
O = E[[z,y]], além disso, ele também é um anel local cujo ideal maximal é
My = (x,y). Quando f é irredutivel O; é um dominio. Se (f)e (g) sdo duas
curvas planas algebréides é possivel verificar que

O =

(f) ~ (g) se, e somente se, O >~ O,.

Seja (f) uma curva plana algebréide. Escreva f = f,, + fma1 + -+ com f,
um polinébmio homogéneo nao nulo de grau m, isto é, m é a multiplicidade
de (f). A curva plana definida por f,, é denominado cone tangente de (f).
Naturalmente, sendo £ um corpo algebricamente fechado, sabemos que f,,
sempre se fatora em m fatores lineares. Cada um desses fatores lineares de-
fine uma reta no plano afim k2. Cada uma dessas retas é denominada uma
reta tangente de (f).

Uma condicao necessaria importante para a irredutibilidade de uma série
formal de poténcias é dada pelo lema seguinte denominado Lema da Uni-
tangeéncia.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 14

Lema 1 (Unitangéncia) Seja f € k[[X,Y]] uma série irredutivel de multi-
plicidade m tal que f(0,0) = 0. Entdo a forma inicial de f tem a sequinte

exTpressao
fm = (aX +bY)™"

onde a,b € k nao sao nulos simultaneamente.

1.3 Teoria de Interseccao em k[[X, Y]]

H& uma teoria de intersecgao no anel das séries formais k[[X, Y]] que permite
expressar numericamente a ordem ou o grau de contato entre duas curvas
planas algebroéides.

Definigao 2 Dadas duas séries f,g € k[[X, Y]] nao nulas, a multiplicidade
de interseccao ou indice de intersecao de f e g € o numero inteiro nao ne-
gativo ou oo
K[IX, Y]

(f.9)

Naturalmente esta definicao de multiplicidade de interseccao de séries de
poténcias pode ser extendida para as curvas algebréides. Além disso, é facil
verificar que f e g s@o relativamente primos se, e somente se, I(f,g) < oc.
Por esta razao incluimos o infinito na definicao. Se uma curva algebréide
tem multiplicidade um dizemos que ela é regular. Dizemos que (f) e (g)
sao transversais se mult(f) = mult(g) = 1 e suas tangentes sao distintas.
O teorema abaixo nos fornece as propriedades basicas da multiplicidade de
interseccgao.

Teorema 3 Sejam f,g,h € E[[X, Y]]\ {0} , ¢ : k[[X,Y]] — E[[X,Y]] um
k-automorfismo e u,v elementos inversiveis em k[[X,Y]]. A multiplicidade
de intersecao tem as sequintes propriedades:

1. ]l;;E[f ,9) H< oo se, e somente se, f e g sao relativamente primos em
2. 1(f,9) = I(g, [).

3. 1(o(f), d(9)) = I(uf,vg) = I(f,9)-

4. I(f,gh) = I(f,9) + 1(f,h).

5. I(f,9) =1 se e somente se (f) e (g) sao transversais

6. I(f,.g—hf)=1(f,9)-
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Como observado acima, naturalmente estas propriedades valem para a
multiplicidade de interseccao de duas curvas planas algebréides. O teorema
acima enumera as propriedades que a multiplicidade de interseccao definida
anteriormente tem. Por outro lado, é possivel mostrar que estas propri-
edades caracterizam a multiplicidade de interseccao de duas curvas planas
algebréides. Portanto este teorema pode ser interpretado como definigao axi-
omatica da multiplicidade de interseccao.

Uma maneira alternativa de computar a multiplicidade de interseccao
de duas curvas algebrdides é através da resultante. Sejam (f) e (g) curvas
algebréides que se anulam em (0,0). Depois de uma eventual mudanga de
coordenadas podemos supor que ambos sao polinomios de Weierstrass na
indeterminada Y. A multiplicidade de interseccao de (f) com (g) é dada por

Aqui, Ry(f,g) é a resultante dos polinomios f e ¢g na indeterminada Y com
coeficientes no anel das séries formais k[[X]].

1.4 Valorizacoes

Seja C' uma curva algébrica plana irredutivel sobre um corpo k (algebrica-
mente fechado). Vamos denotar por K = k(C') o seu corpo de fungdes com
corpo de constantes k. Entao K é um corpo de fungoes algébricas em um
varidvel que é comumente denotado por K|k. A teoria das valorizacoes de-
sempenha um papel fundamental no estudo de tais corpos de funcoes. Mais
geralmente, um corpo de fungoes algébricas F|k de uma varidvel sobre k é
uma extensao F' de k tal que, F' é um extensao finita de k(z) para algum ele-
mento transcendente z € F sobre k. O exemplo mais simples de um corpo de
fungoes algébricas de uma varidvel é o corpo das fungoes racionais F = k(x)
para alguma transcendente z € F sobre k. Um anel de valorizagao do corpo
de fungdes F'|k é um subanel ¥ C F' de F' com as propriedades:

1. kCV9C Fmask#19+#F;
2. Paratodo 2z € F, z € ¥ ou 27! € 9.

As propriedades bésicas dos anéis de valorizacao de um corpo de funcoes
algébricas estao listadas na proposicao seguinte.
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Proposicao 1 Seja 9 um anel de valorizagao de um corpo de fungoes F|k,
onde k ¢ algebricamente fechado. Entao

(1) 9 € um anel local cujo ideal maximal é o conjunto M dos elementos
nao inversiveis de v;

(2) Se x € F € ndo nulo entio v € M < z~' & 9;
(3) kC¥eknM={0}.
(4) M é um ideal principal.

(5) Se M =t entao todo z € F nao nulo possui uma tinica representa¢ao
da forma z =t" - u para algum n € Z e algum inversivel u € V.

(6) 9 é um dominio principal. Mais precisamente, se M =t e I é um
tdeal nao nulo de ¥ entao I = t"V para algum n € N.

Definicao 3 Seja F|k um corpo de fung¢des. Uma valorizacao discreta nor-
malizada de F|k é uma funcio v : F — Z U {oo} que goza das sequintes
propriedades:

(1) v(z) =00 <= z=0;

(2) v(z-y) =v(x)+v(y) para todos x,y € F;

(3) v(z +y) > min{v(z),v(y)} para todos x,y € F;
(4) Existe t € F tal que v(t) = 1;

(5) Se a € k é nao nulo entdo v(a) = 0.

Um elemento t € F que satisfaz a condigao (4) da definicdo acima é
chamado de uniformizante local em v.

Proposicao 2 Seja F|k um corpo de fungoes onde k é algebricamente fe-
chado. Seja v uma valorizagio de F|k e t uma uniformizante local em v.
Entao, para cada f € F\ {0} existe uma tnica série formal de Laurent

oo

Z cat”, onde my=v(f) e ¢, #0

n:mf
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tal que

j
v f—cht” > j, para cada j€Z e j=>my.

n:mf

Em particular, podemos ver F' imerso no corpo das séries formais de Laurent
em t sobre k, isto é, F C k((t))

As valorizagoes v de F|k se prolongam naturalmente a uma valorizagao
de k((t)), a saber, para cada f € k((t)), defina

v(f) = ord,(f) := menor expoente da série de Laurent em t.

A imersao F' C k((t)) e a definicAo acima naturalmente independem da
uniformizante local t em v, pois, se 7 é uma outra uniformizante local em v,
isto é, v(m) = 1 entdo,

T=at+at?+--- onde a; €k paratodo t>1 e ay # 0.

Logo, k((t)) = k((m)). Portanto k((t)) s6 depende de F e v.
O corpo k((t)) pode ser interpretado como um completamento de F' utili-
zando a seguinte norma: para cada f € k((t)) coloque

7l =20
E facil de se verificar que valem as seguintes propriedades:
(1) £l > 0 para todo f € k().
2) [flo=0 < f=0
(3) |f - glo = £l - gl para todos f, g € k((t)).
(4) |f + glo < mazx([flo; [9ls) < [flo + |glo para todos f, g € k((t))-

Isto mostra que | - |, é uma norma em F.
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Capitulo 2

O semigrupo numérico S(f)

Seja f € k[[X,Y]] uma série irredutivel. Vamos denotar por (f) a curva
algebréide irredutivel correspondente e por (f) o ideal gerado por f no anel
E[[X,Y]]. Para cada série nao nula g € k[[X, Y]], vamos denotar por I(f,g)
a multiplicidade de interseccao de f com ¢g. Suponhamos além disso que

g ¢ (f), o que significa que I(f,g) € N.

2.1 Semigrupo dos nimeros Naturais com Con-
dutor

O semigrupo dos naturais com condutor desempenham um papel fundamen-
tal na teoria de classificacao topoldgica de singularidades de curvas algébricas
planas. Nesta seccao vamos apresentar as suas propriedades basicas.

s

Definicao 4 Um subconjunto S C N é um semigrupo de N se 0 € S e S ¢é
fechado em relacao a operacao de adicao, isto €, se m,n € S entdo m+n € S.

Dizemos que um semigrupo S dos nimeros naturais é um semigrupo com
condutor se existe um numero ¢ € S, que serd chamado condutor de S, tal
que

l.c—1¢ Se,
2.sen€Nen>centaon € S.

Assim, o condutor de um semigrupo S é o menor numero natural com
a propriedade que, a partir dele, todos os ntimeros naturais estao em S. O
préprio N é um semigrupo com condutor e o seu condutor é ¢ = 0. Fixado
um numero natural n > 2, o conjunto S = nN dos multiplos de n em N

19
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é um semigrupo que nao tem condutor. Assim, por exemplo, o conjunto
dos nimeros naturais pares é um semigrupo sem condutor. Por outro lado,
fixado um nidmero natural n > 2 o conjunto S = {s € N| s > n}U{0} é um
semigrupo com condutor ¢ = n.

Podemos caracterizar os semigrupos dos niimeros naturais com condutor
em termos do seu maximo divisor comum. Para isto, precisamos do lema
seguinte.

Lema 2 Seja {by,b1,...,b} um conjunto finito de nimeros inteiros positivos
ordenado, a saber, 0 < by < by < --- < by, tal que M DC(by,by,...,b;) = 1.
Entao, dado um nimero inteiro n, existem numeros inteiros ro,r1, ..., ; com

0<7r;<by paraj=1,2,...,t tais que

n:TObo+T1b1+"‘+Ttbt,

Demonstragao: Como M DC(by,by,...,b) = 1, existem niumeros inteiros
(nado necessariamente positivos) ng, nq, ..., n; tais que
1 :nobo+n1b1+---+ntbt. (21)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (2.1) acima por n obtemos

n = nngbg + nniby + -+ + nn.b; (2.2)

Para cada j = 1,2,...,t, divida nn; por by e escreva nn; = q;by + rj,
onde gj,1; € Z e 0 < r; < by e substitua cada expressao desta na igualdade
(2.2) para obter.

n = T0b0—|—T1b1 + .- +7’tbt,

onde rg = nng + ¢1b1 + - - - + q;b;. Isto demonstra o lema. O

Proposicao 3 Seja S um semigrupo dos numeros naturais. Entao S tem
condutor se, e somente se, MDC(S) = 1.

Demonstracao: Naturalmente se S é um semigrupo com condutor entao trivi-
almente o maximo divisor comum de seus elementos ¢ igual a 1. Vamos entao
provar a reciproca, isto é, vamos supor que M DC(S) = 1. Entao existe um
subconjunto finito de S, digamos, {so, s1,...,s;:} tal que M DC(so, ..., 8;)=
1. Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 < 55 < 81 < --- < § €
que so = min(S \ {0}). Se sp = 1 entdo S = N e portanto o seu condutor é
¢ = 0. Entao podemos supor sg > 1. Considere n € N tal que

n > S9S1 + SgS2 + - - - + SoS¢.
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Pelo lema acima, podemos escrever n = rgsg + 1181 + -+ + 7S, com
0 <r; <spparacada j=1,2,...,t. Temos entao que

roSo + 7181 + - - + 74S¢ > SgS1 + SoS2 + - -+ SpSy,

isto é,
ToSo > 81(80 — 7“1) + 82(80 — 7“2) + -+ St(SQ — 7“,5).

Como sy — r; > 0 para todo j = 1,2,...,t e sp > 1, temos necessaria-
mente que 79 > 0 e, portanto, n € S. Isto mostra que todo niimero natural
suficientemente grande estd em S. Logo S é um semigrupo com condutor.

OJ
Observacao 1

Observe que o nimero spS1 + SpS2 + -+ - - + SgS; que usamos na demonstracao
acima é uma cota superior para o condutor de S.

Observacao 2

O conjunto {sg, s1, - . ., $¢} utilizado na prova da proposigao acima nao precisa
ser um conjunto de geradores do semigrupo .S. No entanto poderiamos té-lo
escolhido de forma que fosse. Em particular, se S # N entdo o conjunto
seguinte é o menor sistema de geradores de S. Tome sy = m = min(S\ {0}).
Para cada 7 > 0 defina

si=min(S \ {seN|semN+sN+...+5; 1N}

se o conjunto S\ {s € N| s € mN+ 5N+ 45, 1N} ndo for vazio. Como
MDC(S) =1, segue que existe um jp tal que o conjunto

S\{seN|semN+sN+---+s;_ 1N}

é vazio. Tome j, minimal em relagao a esta condi¢ao. Entaot = jo—1. Assim,
é facil verificar que a sequéncia m, sy, ..., s; tem as seguintes propriedades:

1. m<sy <sy <o < 8.
2. MDC{m, s1,59,....,8} =1eS=mN+ s N+--.+ gN.

3. mN+s N+ +5N & mN+s;N+ -4 5;N+ s5;,4N para cada
j=1,2, .t 1.
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4. MDC(mN+s;N+---4+5,N) > MDC(mN+ 51N+ -+ 5;N+5,;.1N)
para cada j =1,2,...,t — 1.

Definicao 5 Seja S um semigrupo de N. O conjunto de lacunas de S € o

conjunto
L=L(S)=N\§

Assim, um semigrupo com condutor tem um nimero finito de lacunas. Se ¢ é
o seu condutor, a sua maior lacuna é ¢ — 1. Além disso, S = N se, e somente
se, L=10. Se S # Nentao 1 € L(S), isto é, 1 é uma lacuna de S.

2.2 Semigrupo de uma curva plana irredutivel
algebrodide

O nosso interesse em estudar algumas propriedades dos semigrupos dos nu-

meros naturais com condutor é para compreender os semigrupos associados a

singularidades de curvas planas. Este é o caso quando a singularidade possui
apenas um ramo.

Definicao 6 O semigrupo associado a uma curva plana irredutivel algebroide
(f) € o semigrupo de N :

S(f) ={1(f.9) 19 € K[X, Y]]\ (f)}

Observe que de fato S(f) é um semigrupo, pois se r, s € S(f) entao existem
elementos g, h € K[[X, Y]]\ (f) tais que r = I(f,g) e s = I(f, h) e portanto,

r+s=1(f,9)+1(f,h) = I(f,gh) € S(f) pois g - h € K[[X, Y]]\ (f).
Vamos considerar aqui somente os semigrupos dos naturais com maximo
divisor comum igual a 1.
Exemplo 1
Considere a série irredutivel f = Y? — X" € k[[X,Y]], onde n > 3 é fmpar.
Para cada g € k[[X, Y]]\ (f), o teorema de divisdo de Weierstrass nos fornece
g, h € k[[X,Y]] tais que:

g=q-(Y?>=X")+hcom gry(h) <1, pois gry(f) = 2.
Observe que como g ¢ (f) entdo h # 0. Temos entao,

h=a(X)Y +b(X) com a(X),b(X) € k[[X]].
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Podemos calcular a multiplicidade de intersecgao entre as curvas (f) e (g)
ultilizando a resultante:

I(f.g) = I(fiaf +h)=1(f,h) =1(Y? = X", a(X)Y + b(X))

1 0 - X"
= ordxdet | a(X) b(X) 0

(@)
Q
=3
S
N—
S
—
S
N—

= ordx[P?(X) — X"a%(X)]
Escreva
a(X) = X°u(X) e b(X) = X v(X) onde u(0),v(0) #0ea,3 €N
Segue que
I(f,g) = ordx[X*v*(X) — X" ?02(X)] = min{2B,n + 2a}

Como g é arbitrério em k[[X, Y]]\ (f), segue que « e § sao arbitrarios em N.
Portanto, S(f) = (2,n) é o semigrupo gerado por 2 e n, e consiste de todos
os numeros inteiros pares nao negativos e todos os nimeros inteiros impares
a partir de n:

S(f)=10,2,4,6,...n—1,n,n+1,...}.
O condutor de S(f) é ¢ =n — 1 e o conjunto das lacunas de S(f) é
L(S(f)) = {1,3,5,..n—2}. O
Observacao 3

Pode-se verificar facilmente que todo polinomio irredutivel de Weierstrass
de grau 2 (em Y) de k[[X, Y]], apés uma eventual mudanga de coordenadas
e/ou eventual multiplicacdo por inversiveis, pode ser escrito sob a forma
Y2 —u(X)X™ onde n > 3 é um inteiro {mpar e u(X) é inversivel em k[[X]].

Observacao 4

Dada uma curva irredutivel algebréide C' = (f), sua multiplicidade pode ser
expressa em termos do seu semigrupo de valores S(f), a saber,

mult(f) = min{m € N|m e S(f)\ {0}} = min(S(f) — {0}).
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De fato, S(f) = {1(f,9) | g € K[[X, Y]\(f)} mas I(f,g) = mult(f)-mult(g)

e vale a igualdade se, e somente se, f e g nao tem tangentes comuns. Como f
é irredutivel, pelo lema da unitangéncia, (f) tem uma unica tangente. Tome
g uma reta pela origem distinta da tangente de f, entao mult(g) =1 e,

I(f,g) = mult(f) - mult(g) = mult(f).

Temos assim um invariante geométrico, a multiplicidade de uma curva plana
irredutivel algebréide, caracterizado pelo semigrupo S(f), que é um objeto
aritmético/algébrico.

2.3 Semigrupos simétricos

Uma propriedade fundamental dos semigrupos associados a singularidades
de curvas algébricas é a simetria que passamos a estudar a seguir. Esta pro-
priedade, como veremos mais adiante, esta ligada ao Teorema de Gorenstein
que também vamos estabelecer no capitulo 4.

Definicao 7 Um semigrupo S C N com condutor ¢ é simétrico se para cada
n € 7 tem-se,

n € S se, e somente se, c—1—n & S.

E facil verificar que o semigrupo S = (2,n) gerado por 2 e n do exemplo 1 é
simétrico. De fato, a € S se, e somentese (n—1) -1 —a=n—-2—-a ¢ S.

Proposicao 4 Seja S C N um semigrupo com condutor c¢. FEntao S ¢é
simétrico se, e somente se, a quantidade de lacunas de S € igual a quan-
tidade de elementos de S no intervalo [0,c — 1]. Neste caso, esta quantidade
€ 1qual a metade do condutor c. Em particular, o condutor ¢ de um semigrupo
simétrico € sempre um nUMeEro par.

Demonstracdo: Suponha que S seja um semigrupo simétrico. Considere a
aplicagao

p:5N[0,c—1 — N\S
n = c—1—n

A aplicagao ¢ estd bem definida pois n € S se, e somente se, c— 1 —n ¢ 5,
isto é, c—1—n € N\ S. Além disso, ¢ é injetiva poisse c—1—n; = c—1—ny
entdo n; = ny. Finalmente, ¢ é sobretiva pois, dado z € N\ S entao z ¢ S.
Portanto ¢ — 1 — z € S e isto significa que p(c—1—z) = z ¢ S. Observe que
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0,c—1] = ([0, —=1]NS)U(N\S) (uniao disjunta).

Como ¢ ¢é uma bijecao, segue que a quantidade de lacunas de S, que é
a cardinalidade de N\ S, é igual a 7 Reciprocamente, supondo que a

quantidade de lacunas de S seja igual a quantidade de elementos de S no
intervalo [0, ¢ — 1], utilizando novamente a aplicagao ¢, é facil concluir que
S é simétrico.

O

Teorema 4 Todo semigrupo dos niimeros naturais gerado por dois elementos
primos entre si € simétrico. Além disso, se m e n sdo estes geradores entao
o condutor deste semigrupo é c = (m — 1)(n — 1)

Demonstracao: Considere o semigrupo S C N gerado pelos niimeros natu-
rais m,n primos entre si. Podemos supor 2 < m < n. Vamos primeiramente
computar o condutor de S. Observe inicialmente que dado o« € Z, como m,n
sao primos entre si, pelo Lema 2 podemos escrever

a=rom+ sgn, onderg € Ze0 < sg<m—1.

Esta representacao de « é unica, pois se rom + son = rym + syn entao
(ro —r()m = (s, — so)n. Como m e n sdo primos entre si, segue que m divide
sy — So. Mas —m < s, — so < m e portanto, s, — so = 0, isto é, s; = sg. Dai
segue que 1y = (.

Além disso, temos que

a € S se, e somente se, rg > 0.

De fato, se rg > 0 naturalmente temos que a € S. Reciprocamente, suponha
que a € S = (m,n). Entao existem r,s € N tais que @ = rm + sn. Por
outro lado, utilizando a unicidade da representacao de o descrita acima,
podemos escrever a« = rom + son, com rg € Z e 0 < sy < m, e temos
rm —+ sn = rogm + Son. Segue que

(s —so)n = (rg —1m)m (2.3)

e como M DC(m,n) = 1, segue que m divide s — sq, isto é, s — so = tm para
algum t € Z, ou seja,

Sp =5 —tm. (2.4)

Como 0 < sy < m, esta ultima igualdade mostra que ¢t > 0. Combinando
as igualdades (2.3) e (2.4), obtemos ry = r + tn e, portanto, o > 0. Segue
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da expressao unica dos elementos de S descrita acima que o maior nimero
natural que nao estd em S é —1-m+ (m —1)-n. Portanto o condutor de S é

c=—1-m4+m—-1)n+l=m-1)-n+(m—-1)-(-1)=(m—-1)(n—1).

Vamos agora checar a simetria de S. Considere um ntumero inteiro o e sua
representacao unica sob a forma

a=rm+sn, comr € Zel<s<m-—1.

Portanto, as seguintes equivaléncias seguem das observagoes e comentarios
anteriores:

aesS & r=>0
< —r—1<0
& (—r=1m+[(m—1)—sn¢s
& m—1)n—m+1—-1—rm—sn¢sS
& m—1)n—-1)—-1-a¢sS
& c—1l—aé¢s

Logo, S é simétrico e ¢ = (m — 1)(n — 1) é seu condutor.

2.4 Apéry-sequéncias de semigrupos

As sequéncias de Apéry de um semigrupo dos numeros naturais foram in-
troduzidas por Apéry em 1946 ([Ap]). Trata-se de um dos primeiros tra-
balhos sobre invariantes numéricos de singularidades de curvas algébricas
planas. Posteriormente Azevedo ([Az]) e Angermuller ([An]) utilizaram es-
tas sequéncias para relacionar o semigrupo associado a uma curva plana
irredutivel algebrdide com a sua explosao. Isto é importante para as de-
monstragoes utilizando processos indutivos.

Seja S um semigrupo com condutor e p € S\ {0}. O Apéry-conjunto de
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S em relagao a p é o conjunto cujos elementos sao definidos como segue:

Qy = 0
a; = min(S\ pN)

aj = min(S\ |J (ai+pN))
1=20

ap—1 = min(S\ U (a; + pN)).
i=0

A Apéry-sequéncia é o Apéry-conjunto ordenado e vamos denoté-la por

apg < ap < ag < - < Qp-1

Se em particular, p = min(S \ {0}) vamos dizer simplesmente que esta é a
Apéry-sequéncia de S.

Exemplo 2

Seja S = (4,15) = {0,4,8,12,15,16,19,20,23,24,27, 28,30, 31,32, 34,
35, 36, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, ...}

o semigrupo gerado por 4 e 15. A Apéry-sequeéncia de S é 0,15,30,45. A
Apéry-sequéncia de S em relagao a 15 é 0,4, 8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44,
48,52, 56 e a Apéry-sequencia de S em relagao a 8 é 0,4, 15,19, 30, 34, 45, 49.

Observacao 5

Algumas vezes é conveniente pensar na Apéry-sequéncia de S em relagao a
p € S\ {0} como um conjunto ordenado:

{min(SN{n+pN|neNhH}={0<a; <ay<---<a,1},

isto significa que cada elemento a; da apéry sequéncia é o menor elemento de
S em sua classe médulo p.

Observacao 6

Seja S um semigrupo com condutor, p € S\ {0} e 0 < a; < --- < a,_1 a
Apéry-sequéncia de S em relagao a p. Entao vale:
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1. a; # a; mod p para i # j;

p—1
2. S= |J (a;+pN);
j=0

3. O condutorde S é c=a,—1 —p+ 1.

Os itens 1 e 2 acima sao imediatos e para verificar o item 3 basta perceber
que a,—; —p ¢ S e ¢ o maior nimero natural que nao estd em S.

Observacao 7

Seja S = (m,n) o semigrupo gerado por m e n, nimeros naturais primos
entre si, e suponha m < n. Se p = m ou p = n entao a Apéry-sequéncia de
S em relacao a p é uma progressao aritmética cujo primeiro termo € 0 e cuja
razao € ay, isto ¢, a; = ja; para cada j = 0,1,2,...,p— 1. Na verdade, nestes
dois casos as trés condigoes seguintes sao equivalentes:

1. S é gerado por dois elementos.
2. a; = ja; para cada 7 =0,1,2,....,p— L.

p—1

3. S= U (taq + pN).
i=0

Vamos verificar que 1 implica 2. Podemos supor p = m (o caso p = n
¢ andlogo). Neste caso, a; = min(S \ mN) = n. Observe que os nimeros
0,n,2n,...,(m — 1)n sdo distintos médulo m. Além disso, jn é o menor ele-
mento de S em sua classe médulo m, para todo j = 0,1,2, ..., m—1. Portanto
esta é a Apéry-sequéncia de S em relagao a m. As demais implicagoes sao
imediatas.

Uma das caracteristicas importantes das Apéry sequéncias é o fato que a
simetria do semigrupo pode ser caracterizada por elas. Isto é o que mostra
a proposicao seguinte.

Proposicao 5 Seja S um semigrupo de N com condutor, p um elemento
nao nulo qualquer de S e ay < ay < -+ < a,—1 a Apéry-sequéncia de S em
relagao a p. Entao, S € simétrico se, e somente se, a; + ap_1—; = Qp—1 para
todoi=1,2,...,p— 1.
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Demonstragao: O condutor de S é dado por ¢ = a,_; —p+ 1. Portanto, S ¢
simétrico se, e somente se, para cada « € Z, temos que

a € S se, e somente se, a,_; —p—a & S.

Tomando o = a; € S, temos que a,_; —p—a; ¢ S. No entanto, este elemento
estd em alguma classe residual médulo p, isto é, existe um j; € {0, 1,...,p—1}
tal que ap—1 —p—a; = aj, +1t;p para algum t; < 0. Na verdade vamos verificar
que t; = —1. De fato, supondo por contradicao que t; < —1. Entao teriamos

ap-1 —a; =a;, +tip+p=a; + (t; + 1)p ¢ S.

Lembrando que a,—; = ¢+ p — 1 temos que ¢ +p — 1 —a; ¢ S. Portanto,
c—1—(a;—p) ¢ S. Admitindo que S é simétrico, (a; —p) € S, o que é uma
contradigao. Assim, a,_1 —p —a; = aj, — p, isto é, a,_1 — a; = a;, para cada
1=0,1,...,p—1. Mas ap < a; < az <--- < ap_1. Entao

Ap—1 — Qjo < Ap1 — Qjy < Ap1 — Qjpy < -+ < Ap-1 — Ayjy,_y,

o que nos fornece aj, > aj > aj, > -+ > a;,_,. Portanto, temos que
Ji=p—1—1. Logo, ap—1 = a; + ap—1_;.

Reciprocamente, suponha que a; +a,_1-; = a,—1 paratodo¢=1,2,...,p—1.
Considere o € Z e escreva a = a; + tp para algum ¢t € Z e para algum
i€{0,1,2,....p — 1}. Entao,

c—1l—a = a1 —p—a;—1p
= ap1—a;—(t+1)p=ap1— (t+1)p

Portanto,
aeslS & t>0
& t+1>0
& —(t+1)<0
& c—1—aé¢hb.

Isto mostra que S é simétrico.
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Capitulo 3

A simetria do semigrupo S(f)

Neste capitulo vamos mostrar que os semigrupos associados a curvas planas
irredutiveis algebréides sao simétricos utilizando as suas Apéry-sequéncias.

3.1 O anel local O(f)

Seja f € K[[X,Y]] uma série formal irredutivel de multiplicidade m > 1.

Denotemos por
XY o

o anel local associado a curva plana irredutivel algebréide (f). Aqui estamos
denotando por x e y as classes residuais de X e Y mddulo o ideal (f) gerado
por f em k[[X,Y]]. O anel O é de fato um anel local cujo tinico ideal maximal
é M = (x,y). Utilizando o teorema de preparacao de Weierstrass, podemos
supor que f seja um polinomio de Weierstrass de grau m, isto é,

f=fX)Y)=Y"4+a(X)Y" ' 4o+ a1 (X)Y + an(X)

0=0(f) =

onde cada a;(X) € k[[X]] é tal que ordx(a;) > i. Pelo teorema da divisao de
Weierstrass temos que

FIX YT

=" ST

Segue que,
O = k)] @ kll]ly @ k[[2]]y* @ ... @ k[[2]]y"™ "

De fato, dado h € k[[X, Y]], o teorema da divisao de Weierstrass nos permite

escrever,
h=qf +r,

31



CAPITULO 3. A SIMETRIA DO SEMIGRUPO S(F) 32

onde ¢ € E[[X,Y]], r € k[[X]][Y] com r = 0 ou gry(r) < m — 1. Assim
podemos escrever, r = 7(X,Y) = ro(X) + 1 (X)Y + -+ + 1rp 1 (X)Y™ 1 g
portanto,

h(z,y) =h(X)Y) = X, Y)f(X,)Y)+r(X,Y)=r(X,Y) =r(z,y)
= ro(x) +ri(x)y+ - +rm1(z)y™ L.

Logo17 h = h(z,y) € k[[z]] @ k[[z]]ly ® k[[z]]y* D - - - @ k[[z]]y™!. Dai podemos
concluir que

O = kl[z]lly] = k=] @ kl[z]ly & kllz)ly* & - - & kl[a]]y™ .
A soma é direta pois {1,y,...,y™ 1} é linearmente independente sobre k[[x]].

Vamos denotar por K o corpo de fragoes de O = k[[z]][y] ¢ O o fecho
inteiro de O (em K). Assim temos,

K =k((z,y) = k((@)(y) =k((x))[y]
= k((z) @ k((2)y @ - @ k((2))y™ ",

uma vez que y é algébrico sobre k((z)) de grau m.

Observe que K|k((x)) é uma extensao finita de grau m. A valorizacao -
adica de k((z)) (isto é, a valorizacdo v de k((x)) tal que v(x) = 1) tem um
unico prolongamento a K, digamos w, com indice de ramificacao m. Sejam
v :=mw e t uma varidvel uniformizante local em v, isto é, v(t) = 1. Entéo,

K =k((t)) = k((2)) @ k((2))t & - - @ k((2))t"

Assim,

uma vez que

w(ag(x) + ay(z)t + - + am—1($)tm_1) = Ming<i<m-1{w(ai(z)) + #}7

?
e vale a igualdade pois os valores w(a;(z)) + — sao distintos.

Assim O = k[[z]][y] e além disso y ¢ inteiro sobre k[[x]] pois é raiz do po-
linémio de Weierstrass f com coeficientes em k[[z]]. Assim, O é também o
fecho inteiro de k[[x]] em K.
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Afirmacao 1

O = K[[t]

Demonstragio: Como k[[t]] = k[[z]] @ k[[z]]t & - - - & k[[z]]t™ ! sabemos que
a extensdo k[[z]] | k[t] é inteira e O contém todos elementos que sio inteiros
sobre k[[z]] entdo k|[[t]] C O (Veja [Fu], proposicao 3, pagina 14). Por outro
lado, se g € O, entdo g é inteiro sobre k[[z]] , isto ¢, g é raiz de um polinémio
monico com coeficientes em kl[[x]], isto é, existem um inteiro positivo s e

elementos ag(z),ai(x),...,as_1(x) em k[[z]] tais que
9*+ a1 (x)g" "+ -+ ai(z)g + ag(z) = 0.
Assim, ¢* = —(a,_1(2)g* ' + -+ + a1(x)g + ao(x)) e portanto,
v(g°) = vias-1(z)g™" + -+ + ai(z)g + ao(2))
isto é,

min{v(as1(x)) + (s = D)r(g), ..., v(ai(x)) + v(g), v(ao(r))}

sv(g) =
> min{(s — 1)v(g),...,v(g),0}

uma vez que v(a;(r)) > 0 para todo i = 0,1, ...,s — 1. Segue que v(g) > 0 e,
portanto g € k[[t]]. Dai concluimos que O = k[[t]].

O diagrama seguinte ilustra a presente situacao.

I|( = k((2)ly] = k((¢))
o = k([]]

| — inteira

o = k([2]][y]

| — inteira
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Proposicao 6 Utilizando as notacoes anteriores, temos,

dimp— < 0o

O

Demonstracio: Basta observar que @ C O e tanto O quanto O sio k[[z]]-
modulos livres de posto m.

3.2 O Semigrupo de (f) e Valorizagoes

A ligagao entre o semigrupo associado a curva irredutivel algebréide (f) com
a valorizagao v de O = k[[t]] é feita pelo teorema seguinte.

Teorema 5 Seja (f) uma curva algebréide irredutivel e g € k[[X,Y]] uma
série qualquer nao nula. Seja v a wvalorizacdo discreta normalizada de O.
Entao

I(g, f) =v(9)
onde g =g+ (f) € o residuo de g mddulo (f) em O.

Demonstragdo: Vamos considerar a aplicagao v : O = k[[t]] — Z. Como
g € O C O = kl[[t]], podemos escrever

G=ant" + ap t" 4o,

onde a; € k,a, # 0. Entao v(g) = v(ant™ + ap1t"™ + 1) = n ja que
v(t) = 1. Segue que, g = t" - u onde u é inversivel em k[[t]], uma vez que
a, # 0. Portanto,

Por outro lado,

KX, Y]]
XY L~ o 0L O
(f,9) Yo (g)  §O

Como I(f,g) = dimk%, segue que I(f,g) = dimkg%. Entao, para

mostrar que I(f, g) = v(g) basta mostrar que

dimp—= = dimk_g.

go gO
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Para isto, considere o diagrama seguinte,

0

!

0 0 N

3 3 \
O—>(9—>(§—>9~—>0

@)

3 3 i
O—>O—>(§—>g—>0

i s

9—0%9%%0

!

0

onde as aplicagoes entre os anéis das duas linhas repetidas no diagrama sao
multiplicagoes por g, N e C sao respectivamente o nicleo e o co-niicleo da
aplicagao entre os quocientes na ultima coluna do diagrama. Segue do Lema
da Serpente (Veja [AM], proposicao 2.10) que a seguinte sequéncia é exata:

0—>N—>£—>£~—>C—>0.
g0  go
Olhando para a tltima sequéncia vertical do diagrama e lembrando que

dimkg < o0, segue que dimN + alim_2 — alz'mg~ + dimC = 0. Mas
[9) g0 gO
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dimpN = dimC e portanto, dimp—= = dimp—. Isto conclui a demons-
g0 gO
tracao. 0

O teorema acima nos permite expressar o semigrupo da curva plana al-
gebréide (f) em termos da valorizagao v, a saber,

S(f) =v(O —{0}).

3.3 k[lz]]-bases de O(f) & Apéry-sequéncias

Vamos motivar o préximo resultado através de um exemplo. Ja caracteri-
zamos 08 Semigrupos que ocorrem como semigrupos associados a curvas pla-
nas irredutiveis algebrdides de multiplicidade m = 2. Vamos agora caracte-
rizar os semigrupos que ocorrem como semigrupos associados a uma curva
plana irredutivel de multiplicidade m = p primo. Como vamos utilizar uma
parametrizacao de Puiseux, neste exemplo vamos supor que a caracteristica
do corpo k seja zero. Apdés uma possivel mudanga de coordenadas e multi-
plicacao por inversivel podemos supor f um polindémio (irredutivel) de Wei-
erstrass, digamos,

f=fXY)=YP+a(X)YP '+ 4 a, 1(X)Y + a,(X)

Novamente, por uma mudanga (linear) de coordenadas, podemos eliminar o
termo de grau p — 1, e entao a;(X) = 0. Assim, se y1,¥2, ..., yp S20 as raizes
distintas de f (num fecho algébrico de k((z))) entao:

a(X)=y+y+--+y=0

Neste caso podemos escrever f(X,Y) = [[ (Y — y;) e cada raiz pode ser

expressa sob a forma:
(o]

m, T
P — (U P
Yj E CiG; T
i=1
onde os (; percorrem as raizes p-ésimas da unidade. Observe que

():y1_|_y2+..._|_ypzzci[ TZ’+C§“+---+C§”M#7
i=1
portanto, ¢;[(;" +y" 4+ -+ ("] = 0 para todo i > 1. Assim, para cada i
tal que ¢; # 0 temos necessariamente que (" + (5" + - - ~+(," = 0. Mas para
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cada s tal que o m; é multiplo de p, isto é, m; = \;p para algum \; € Z, tere-
mos (" = (Cf)’\l = 1% = 1 para todo j € {1,2, ..., p}. Assim, se ¢; # 0 entdo
o expoente m; correspondente nao é multiplo de p, ou seja, M DC(p,m;) = 1.

Por outro lado, utilizando uma parametrizacao de Newton-Puiseux para (f)
(veja [He], pagina 40), digamos,

{3: = z(t)=t°

Yy = y(t) = Cltml +Cztm2 + -

podemos calcular a multiplicidade de intersec¢ao de (f) com uma curva al-
gebréide (g) qualquer:

I(f,9) = v(g) = ordi(g(x(t), y(1)))-

Utilizando o teorema da divisao de Weierstrass podemos supor g da seguinte
forma:
g = g(X7 Y) = bO(X) + b1<X)Y +oee 4+ bpfl(X)Ypil-

Logo,
I(f,9) = v(g)=ord(g(z,y))

= ordy(bo(x) + by(x)y + -+ + bp_1y?™ )

> min0§i§p71{07"dt(bi(x) + iOTdt(y)}'

Ora, sabemos que ord;(b;(z)) +i-ord:(y) # ordy(bj(x))+j-ord:(y) para todo
i # j entao vale a igualdade:

I(f,9) = ming<icp-1{ordi(bi(x) + iord(y)}
= mino<i<p1{ouir(z) +iv(y)}

= minogigpfl{aip + iml}

Segue que S(f) = (p,my), isto é, S(f) é um semigrupo gerado por dois ele-
mentos (primos entre si). Em particular, é um semigrupo simétrico.
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Um olhar mais cuidadoso na argumentacao acima nos revela que, na
verdade
0<w(y) <v(y’)<--<v')

é a Apéry-sequéncia de S(f). Isto foi importante (mesmo sem ter sido usado
explicitamente) para o sucesso da argumentagao, uma vez que os elemen-
tos da Apéry-sequéncia sao distintos modulo p. Seria 6timo que, mesmo a
multiplicidade m nao sendo um ntimero primo, quando tomassemos

v(1) =0, v(y), v(¥?),..., vy™ ),

estes valores nos fornecessem a Apéry-sequéncia de S(f). Infelizmente isto
nem sempre ocorre. No entanto, é possivel fazer uma ligeira modificacao
na k[[z]]-base de O, {1,y,v% ...,y™ '}, de forma a obter esta propriedade.
Este é o resultado do proximo teorema que foi obtido primeiramente no caso
de caracteristica zero por A. Azevedo em sua tese de doutorado ([Az]) e
posteriormente para caracteristica arbitraria por G. Angermiiller ([An]).

Teorema 6 (Angermuller e Azevedo) Sejam (f) uma curva plana irredutivel
algebréide, O = k|[z]] & k[[z]ly @ k[[x]]y* & - - @ k[[z]]Jy"™" o seu anel local,
m=v(zx) e

O=ap< a1 <ag <- <y

a Apéry-sequéncia do semigrupo S = S(f) em relagio a m. Considere
MyC M, CMyC -+ C My
a cadeia de submddulos de O definida por
M; = k[[z]] @ k[[2]ly & k[[z]ly* & - - @ k[[]]y".
Entao,

(a) Para cadai=1,2,....,m — 1 existe um elemento z; € y* + M;_1 tal que

v(z) & v(M;_y).

(b) Definindo zy = 1 temos que
O = k[[z]]z0 @ K[[z]]z1 @ Kl[z]]z2 @ - - @ Kf[2]] 21

(¢) v(z)+ v(zj—) < v(z;) para todos i,j tais que 0 <i < j<m—1. Em
particular,

0=wv(z2) <v(z1) <v(z:) < - <v(zmi1)
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(d) v(z) = a;, isto é, v(z)) < v(z1) < V(ze) < -+ < V(2m-1) € a Apéry-
sequéncia de S(f) em relagao a m.

Demonstragao: (a) Suponhamos, por contradi¢ao, que para algum indice i,
1 <i<m—1,epara todo a € y" + M;_; se tenha v(a) € v(M;_1). Vamos
obter uma seqiiéncia xz, € M;_; da seguinte forma. Defina xo =0 € M,;_;.
Suponha x, € M; 1 ji construido satisfazendo v(y" — z,) > n e queremos
construir z,,1 € M;_; tal que v(y' — x,41) > n+ 1. Como y' —z, € M;
entdo v(y' — x,) € v(M;_,). Isto significa que existe Z,, € M;_; tal que

v(y' — 1) = v(Z,) >n.
Denotando v(&,) por s, temos que s, > n. Escreva
yi — Ty = Cntsn + CnJrltsn—"_1 + -

(S
T, = dpt* + dn—l—ltanrl +oe

c
com ¢,,d, € k para todo r > n, ¢, # 0 e d,, # 0. Multiplicando z,, por d—" e
mn

subtaindo o resultado de y* — x,, obtemos

) C C
Gy — — G = (g — —dp T
Vot (Cnt1 d +1) +
e entao
V' == B = (e = ) ) 2 s 12

Cn

Basta tomar z,,; = T, + — - T, e teremos, V(y' — Z,11) > n + 1. Assim

a sequéncia (T,)nen converg% para y' (na métrica induzida pela valorizagao
v). Mas, para todo n, x, € M,;_1, que é completo e portanto fechado e,
sendo assim, necesariamente y* € M;_;. Mas isto é uma contradicdo, uma
vez que M;_ 1 s6 contem poténcias de y até ¢ — 1. Portanto, para cada
i=1,2,....,m— 1, deve existir z; € y' + M;_; tal que v(z;) & v(M;_,).

(b) A prova aqui é imediata. Além disso, note que na verdade temos mais:
M; = k[[z]]20 ® k[[z]]21 ® k[x]]z2 © - - - @ K[[z]] 2
Vamos verificar isto por inducao em i. Ja sabemos que

M; = k[[z]] @ kllz]ly & - - & k[[=]]y",
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e pelo item anterior z; € y* + M,;_,, ou seja, z; = y* + m;_; para algum
m;_1 € M;_1. A igualdade é trivial para i = 0. Suponha entao 7 > 0 e que
M;_1 = K[[z]]z0 & k[[z]]21 & k[[z]]22 & - - - ® E[[z]]z;—1. Obtemos entao

M; = M1 @ kz]ly’
= k[[z]]z0 @ K[[z]]21 @ - - - @ K[[2]]2i-1 @ K[[2]] (2 — mi—1)

= Kllallzo @ K[l2llzs © - - - @ K[al]zi0 @ Kf[]]z

(c) Seja s € 1,2,...,m — 1, escreva z; = y*+&, com & € M; 1. Assim temos,
paracada 0 <i<j<m—1,

zizimi = (Y &)W T+ )

= Y +y§Ga TG+ G-

= Y&ty TG+ G-ty — &
§+ 2z, onde § € M.

Assim, § = zz;_; — zj. Logo, v(§) > min{v(zizj—;), v(z;)}.
o Se min{v(z;zj_;), v(zj)} = v(zz;—;) entdo, naturalmente,

v(zizj—i) = v(zi) + v(zj—) < v(z).
e Se, por outro lado, min{v(z;z;_i),v(z;)} = v(z;) entdo, v(§) > v(z;).
Afirmamos que v(£) # v(z;). De fato, pelo item (a) temos que z; € y/ +M;_4
e v(z;) ¢ v(M;_1). Mas & € M;_; logo v(&) # v(z;). Assim,

v(zizj—i) = v(zi) + v(zj=) = v(z))

(d) Primeiramente observe que se i # j entao v(z;) ndo é congruente a v(z;)
médulo m. De fato, suponha por contradigao que, v(z;) = v(z;) mod m com
i # j. Podemos supor i < j, entdo v(z;) = v(z;) + Am para algum A € Z.
Pelo item ¢) A > 0. Logo

v(zj) = v(z) + () = v(z) +v(at) = v(z - 2Y) € v(M;_1).
Mas isto é uma contradigao, pois v(z;) ¢ v(M;_1). Além disso, temos que

-1

3

v(O—{0}) = (v(z;) + mN).

Ne
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De fato, trivialmente temos a inclusao

-1

3

(v(z;) + mN) € v(O —{0}).
0

I

1
Reciprocamente, se n € v(O — {0}) entao
n=v(ap(r) +ai(x)z1 + -+ + am-1(T)2m—1) com a;(x) € k[[z]].
Como os valores v(a;(z)z;) = v(a;(x)) + v(z;) sdo todos distintos, segue que
n = mino<icm—1{r(ai(x)) + v(z)}.

Segue que n € v(z; + mN) para algum j € {0,1,2,...,m — 1}, o que mostra
a outra inclusdo. Portanto, 0 < v(z1) < v(z2) < -+ < V(2zm_1) é a Apéry-
sequéncia de S em relagao a m.

O

Note que nao estamos supondo no teorema acima que o elemento x seja
transversal a (f), isto é, ndo estamos supondo que m seja a multiplicidade
de (f). No caso em que z seja um tal elemento transversal a (f), isto é, X
nao seja tangente a (f) em (0,0), entdo m = v(x) é a multiplicidade de (f).
Neste caso, o item (d) nos diz que v(zg) < -+ < v(zm—1) é a Apéry-sequéncia
do semigrupo S(f).

Ainda no caso em que m = v(x) é a multiplicidade de (f), a condigao
dada no item (¢): v(z) + v(zj—i) < v(z;) foi denominda por A. Azevedo
em [Az] a condi¢do do semigrupo S(f) crescer fortemente. Naturalmente,
independentemente de um semigrupo .S ser ou nao o semigrupo associado a
uma curva plana algebréide, podemos dizer que S cresce fortemente se sua
Apéry-seqiiéncia satisfaz esta condigao, a saber,

a; +aj < a;qjsempre que 0 <i+j5 <m —1.

Na verdade, A. Azevedo ([Az]), no caso de caracteristica zero, e posterior-
mente G. Angermuller ([An]), no caso geral, mostraram que a condigao de
um semigrupo crescer fortemente é equivalente dizer que ele é semigrupo
associado a uma curva plana irredutivel algebroide.
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3.4 Semigrupos e Explosoes

Como antes, seja (f) uma curva irredutivel algebréide de multiplicidade m.
Apds uma eventual mudanca linear de coordenadas podemos supor que a
tangente de (f) seja (Y) (em (0,0)) e que f seja um polinémio de Weierstrass.

Definigao 8 Nas condigoes colocadas acima, a explosao de (f) € a curva
algebrdide definida pela série em k[[X, Z]]:

fYX,7)= %f(X,XZ).

Assim, escrevendo f = f(X,Y) = Y™ 4a(2)Y"™ '+ +a,, 1 (X)Y +a,,(X),
onde ordy(a;(X)) > j, a explosao de (f) é:

WX, Z) = FHX2)" +a(@)(X2)" 4+ a1 (X)X Z) + am(X))]

VAL Z (X))
b% +o Tt amfl(X)Xm_l + xXm

= Zm+a1(X)

= 7"+ (X)Z™" 1 4o+ A1 (X)) Z + (X)),

Como f é irredutivel é facil verificar que (f(V)) também ¢é irredutivel. De fato,
suponha por contradicao que f) = fV(X, Z) seja redutivel. Entdo existem
9(X,Z),h(X, Z), ndo inversiveis, tais que fM(X,7) = g(X,2)h(X,Z) =

1
Wf(X,XZ). Entao f(X,X7Z) = X"g(X, Z)h(X, Z) e logo,

. Y Y\ Y . Y

onde r = gry(g9(X,Y)), s = gry(h(X,Y)) e r + s = m. Concluimos entao
que f é redutivel.

Vamos denotar por O o anel local da curva algebréide irredutivel (f1),

isto é, O = M Temos a inclusao dos anéis locais:
(f®)
k[[X, Y]] k[[X, Z]]
(f) (f®)

MX,Y)+ fE[X,Y]] = h(X,XZ)+ fOR][X, Z]
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Naturalmente O esté contido no corpo de fracoes de O, que estamos de-
notando por K. Assim temos:

0coWcK.

Se denotarmos por S e S os semigrupos associados a (f) e (f™)) res-

pectivamente entao a mesma valorizacao v de K mnos fornece o semigrupo
SW = p(OW —{0}) e, além disso, S S, Portanto,

M <ce m™ <m

onde ¢ e m(Y sdo respectivamente o condutor de O e a multiplicidade
de (fM). Devido a esta inclusdo dos anéis locais, se denotarmos as classes
residuais médulo (f) de X e Y respectivamente por z = X + fVE[[X, Y]] e
y=Y + fOK[[X,Y]] , temos:

Kl yl) < k[ |2, 2] ] € k(@) = K(@)ly]

Observe que o homomorfismo sobrejetor h(X,Z) — h (:z:, g) de k[[X, Z]]
T

em k Ha:, %” tem como ntcleo o ideal fMk[[X,Z]] C k[[X, Z]]. De fato,

se d = gr(h(X,Y)) eh (a:, %) = 0 entdo z%h (x, E) € kl[z]]ly] = O, isto

x
é, 2%h (x,g =0em O C OW, ou seja, 2%h(x,z) = 0 em OW. Assim,
T

existe g(X, Z) € k[[X, Z]] tal que X?h(X,Z) = g(X,Z) - fV(X,Z). Como
fU(X,Z) ndo é um divisor de X%, temos que h(X,Z) é um miiltiplo de
fO(X,Z) em K[[X, Z]] e, portanto h(x,z) = 0 em OW), e isto mostra que
h(X,Z) € fYK[[X, Z]).

N——

Portanto, temos

(2] 40 o

3.5 Apéry-sequéncias e explosoes

Uma pergunta natural é a seguinte. O que ocorre com a Apéry-sequéncia de
S(f) quando realizamos uma explosao? A resposta estd no seguinte teorema.

Teorema 7 Sejam (f) uma curva plana irredutivel algebrdide de multiplici-
dade m e ag < ay < ag < -+ < Q1 a Apéry-sequéncia de S = S(f). Seja
ainda o’ < a\V < ol < - < aV | 4 Apéry-sequéncia de SO = S(fO)

em relagio a m (m pode nao ser a multiplicidade de f(l)). Entao,
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oV = a; —im para todo i € {0,1,...,m — 1}.

)

~ , .. 1
Demonstracao: Para o caso em que m = 1 o resultado ¢é trivial, aé) = ay.

Vamos entao supor m > 1 e v(x) = m. Pelo teorema 6, existe z; € y + k[[z]]
tal que v(z1) = a;. Escreva y = z; (entdo v(y) = a1). Neste caso, ja sabemos

que
v

Assim, pelo teorema anterior, para cada ¢ € {0,1,2,...,m — 1} temos,
MO = k(] + #lfal) (2) + -+ #l0el) (2)'

e existem elementos
e (4) il com () =

Defina

i (1 . 1 Zi
xzzi( ) ou seja zf )=
ml

Zq
Entao,

2 €y’ + K[[2]] + K[[2]ly + k[[z]]y* + -+ E[[2]ly"" =y + M.
Claramente temos que v(z;) = I/(xizi(l)) = v(z') + V(Zl-(l)) = agl) +im e,
portanto, v(z;) nao é congruente a v(z;) médulo m se i # j. Queremos
mostrar que v(z;) —im = ail) = a; — im. Para isto basta mostrar que
v(z;) = a; para cada i € {0,1,2,...,m — 1}. Observe que v(z) = 0 = ao.
Vamos mostrar que se v(z;) = a; para todo j € {0,1,2,...,7i — 1} entdo
v(z;) = a;. Pelo teorema 6 acima, basta verificar que v(z;) ¢ v(M;_q).
Suponha, por contradigao, que

v(z) € U a; + mN).
Entao v(z;) = a; + mN = v(z;) + mN para algum 0 < j < i e, portanto,
v(z;) = v(z) mod m, o que é um contradicao.
0J

Corolario 1 Com as mesmas notacgoes anteriores, vale para os condutores
de S e S
M =c—m(m—1)
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Demonstracdo: Pela definicao do condutor temos:

A

ag)_l—m+1
p1 — (M —1)m—m+1
Am—1 —m+1—m(m—1)

c—m(m—1)

O

Corolario 2 Seja (f) uma curva plana irredutivel algebrdide. Entdo o se-
migrupo associado a (f) € um semigrupo simétrico.



Capitulo 4

O Teorema de Gorenstein

4.1 O caso local do Teorema de Gorenstein

Inicialmente vamos fazer a ligacao entre o ideal condutor associado ao anel
local de uma curva plana irredutivel algebréide e o condutor (numérico) do
seu semigrupo.

Definigao 9 Sejam R C R' anéis comutativos com unidade. O ideal condu-
tor de R em R’ ¢ definido por

C={z€R|zR C R}.

E imediato verificar que C é um ideal de R (e também de R'). Na verdade,
C é o "maior”ideal de R’ contido em R.

Proposicao 7 Seja (f) uma curva plana irredutivel algebréide. Como antes,
seja O = k[[x,y]] o sew anel local e O = k[[t]] o seu fecho inteiro (no corpo
de fragoes de O). Seja ainda C o condutor de O em O. Entao,

(a) C # (0).
(b) C =1t°O, onde c é o condutor do semigrupo S(f).
Demonstracao: (a) O é um O-médulo finitamente gerado, digamos
O =0z, +0xy+ -+ Ox,, com cadaz; € O.

No entanto o corpo de fragoes de O é o mesmo corpo de fracoes de @ que é
dado por K = k((x))[y]. Entao, para cada i = 1,2,...,r podemos escrever

xi:%, com ¢;,d; € O e d; #0.

46
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Assim temos que
5— 0% L o2 “_ 0%, 0% o
(’)—(’)d1+(’)d2+ +Odr_0d+0d+ —|—(’)d,

onde d ¢ um miltiplo comum de dy,dy, ... ,d, e ¢}, c5, ..., ¢, s30 0s novos
numeradores. Logo, dO C O e, portanto, d € C, o que nos garante C # {0}.

(b) Pelo item (a) ja sabemos que C é um ideal nao nulo de O = k[[t]]. Entao
existe @ € N tal que C = t*O. Basta verificar que este a é o condutor de
S(f). Primeiramente observe que se n > « entao

=t e O C O.

Logo, n = v(t") € v(O — {0}) = S(f). Para concluir que a é o condutor
basta verificar que a—1 ¢ S(f). Suponha, por contradigao, que a—1 € S(f).
Entao existe h € O tal que & — 1 = v(h). Entdo podemos escrever

h=ha 1t " +hot*+--- com h; €k e ho_1 #0.
Portanto, h = ha_1t** + h onde h € C C O. Segue que

ho1t® P =h—heO pois h,he O e logo t* '€ O.

Por outro lado,

o710 = gt =tk + ket + K2+
= Kkt Rt 4 kot 4
= kt* ' +tk[[t]] c O

O que nos permite concluir que t~! € C. Mas isto é uma contradicao, pois
C =t*0. Portanto « é o condutor de S(f). O

Teorema 8 (A. Azevedo ([Az])) Sejam (f) uma curva plana irredutivel al-
gebroide, O o seu anel local e O o seu fecho inteiro (no corpo de fragoes de
O). Sejam ainda C o ideal condutor de O em O e S = S(f) =v(O —{0})

o semigrupo associado a (f). Entao,

#{lacunas de S} = #(N - 9) = dimkg.

Demonstracdo: Sabemos que O = k[[t]]. Seja L = {ry,73,...,75} 0 conjunto
das lacunas de S, que podemos supor ordenado, digamos, 11 < 1o < - -+ < Ts.
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Vamos denotar por h a imagem do elemento h € O no quociente 0 isto é,

h = h + O. Seja ¢ o condutor numérico de S e considere os elementos de S
menores do que ¢, isto é, os elementos de S N [0,c — 1]. J& sabemos que S
¢ um semigrupo simétrico (corolario 2, pagina 44), portanto pela proposigao
4 (pagina 24), #(SN[0,c — 1)) = #L = s = g Podemos supor que este
conjunto esteja ordenado, digamos, 0 = ng < n; < --- < ng < ¢ — 1.
Todos os numeros naturais entre ng e ¢ (excluindo obviamente ng e ¢) sao
lacunas. Como ny € S, existe g, € O = k[[t]] tal que ny, = v(g,). Dividindo
eventualmente g, por uma constante nao nula podemos escrever

gS g tns + /Bftrf + 65757"5 + e + /Bistris + ]’Li
onde, para cada i = 1,2, ..., A, temos que 7 € ker] ¢ S, isto é, rf € L (é
uma lacuna de S). Além disso, n, < r{ <r§ <--- <rj <cev(h)>c
Olhando no quociente médulo O, como h! € O, temos que hl = 0 e entdo,
podemos escrever

0:%:%+ﬁfﬁ+..+/@istris

isto é,

e = =it — Bit7s — oo — B
Como ns_1 € S, existe gs_1 € O tal que ng_1 = v(gs_1). Analogamente
ao argumento anterior, dividindo eventualmente gs_; por uma constante nao
nula podemos escrever

-1

gs_l — tn571 + Bf—ltTf_l + B;—lt’f;_l + e + /Bisf_lltrksfl —|— hs—l

onde, para cada i = 1,2,...,\,_;, temos que 35! € ke ri! ¢ S isto
6, ri7t € L. Além disso, n, y < 7i P <yl < < Tis__ll < ng e vale
v(hs—1) > ns. Olhando no quociente médulo O, neste caso podemos ter

hs—1 ¢ O e entao hs_1 # 0, no entanto, temos que

a1 € (T 171, 173 ) C (1. 175,

e entao,

_— — s—1 — s—1 — Ts_l "
a1 = —p5 e - gy — . ﬁisit N1 — .

Segue que,

s—1 s—1 — 5

Tt e (11 s e By ) C (T e ).
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Este argumento se repete e, por recorréncia, obtemos que

ti € (t, 12, ..., 1) para todo n; € [0,c—1]NS.

. @,
Isto mostra que {t™, "2, ..., t"s } gera 1G] sobre k. Entao podemos concluir que

@)
dimp— < #L.
My < 3

Agora basta mostrar que o conjunto {#'*,#"2, ..., s} é k-linearmente indepen-
dente. Para isto, suponhamos que

at™ + ast™ + -+ a,t™ =0 com cada a; € k.

Mas isto significa que at™ + ast™ + --- 4+ ast™ € O. Como temos que
< T < - < T sea; # 0, entdo v(at" +agt™+- - -+agt™) =r; € S. Mas
isto é uma contradicao, uma vez que r; ¢ uma lacuna de S. Portanto a; = 0.

Indutivamente concluimos que a; = 0 para todo i = 1,2,...,s. Assim,
_ ., (@) . . ~
{tr,tr2, ... 1"} é uma base de o sobre k e isto conclui a demonstragao do
teorema.
OJ

Teorema 9 (Caso local do Teorema de Gorenstein) Sejam (f) uma curva
plana irredutivel algebréide, © o seu anel local e O o seu fecho inteiro no
corpo de fracies de O. Sejam ainda C o ideal condutor de © em O e ¢ o
condutor (numérico) do semigrupo S = S(f) = v(O —{0}). Entao

@)

(@) C

Demonstragdo: Naturalmente temos que C C @ C O e portanto temos,

: o O g O O k[t
dzmkf = dzmka + dzmk?- Mas, dzmkg = dimy, tck[:[[[y]] =
e, pelo teorema 8,
e )
dlmka = #{lacunas de S} = #(N - S5) = 5

O teorema segue dessas duas ultimas igualdades. Além disso, obtemos

&}

dz’mk? = g e dimy— = g

G
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Observacao 8

Na verdade, o Teorema de Gorenstein (caso local) é equivalente a simetria do
O

(@)
semigrupo S(f), pois se soubéssemos que dimy 0= dimkE entao terfamos

c
que #(N — S(f)) = = e, pela caracterizagdo de semigrupos simétricos,

terfamos que S(f) seria simétrico.

4.2 O caso semi-local do Teorema de Gorens-
tein

Nesta seccao vamos considerar curvas algebréides redutiveis que surgem em
singularidades de curvas algébricas planas. Neste caso, na nomenclatura
classica tais curvas algebréides sao chamadas de ramos da curva no ponto
singular considerado. Do ponto de vista algébrico a situacao é a seguinte.
Seja C' uma curva algébrica plana afim irredutivel definida por um polindémio
(irredutivel) f = f(X,Y) € k[X,Y], onde k é um corpo algebricamente
fechado. Seja P € C' um ponto singular. Apés uma eventual mudanga afim
de coordenadas podemos supor P = (0,0). Como antes, para estudar as
propriedades locais de C' em P olhamos o polindémio f no anel k[[X, Y]] das
séries formais. Aqui estamos interessados no caso em que f se decompoe em
E[[X,Y]], digamos, f = fi - fo--- fu, onde f; € E[[X, Y]] é irredutivel para
cada j = 1,2,...,n. Sabemos que os fatores irredutiveis de f em k[[X, Y]]
sao todos nao associados dois a dois, isto €, para todo elemento inversivel
u € k[[X,Y]] temos que f; # u- f; se i # j (Veja por exemplo [Za], Teorema
31, pagina 320). Vamos utilizar as notages seguintes.

KX, Y]
(f)

R é o anel local de C'em P = (0,0) e O é o seu completamento na topologia
(x,y)-ddica. Por abuso de linguagem, vamos chamar O também de anel local
de (f). Como os f; sdo dois a dois ndo associados entao O nao tem elementos
nilpotentes.

O = = k[[x,y]] o completamento de R.
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k[ X,Y
Para cada 1 < 7 < n vamos denotar O; = % que é um dominio
J

pois cada um dos f; é irredutivel em k[[X,Y]]. O seguinte diagrama ilustra
a situagao que estamos considerando.

onde a inclusao O — O x Oy x - -+ x O,, é dada por:

_RIXCY]CR[XCY]] O RIIX YD KX Y]
R R 1 B ¢ RN
g+ fA = (9+ LA, g+ LA , 9+ faA)

e estamos denotando aqui A = k[[X,Y]] e os demais objetos do diagrama
sao:

e R é o fecho inteiro de R,

e O 6o fecho inteiro de O e o completamento de R,

e paracada j=1,2,...,n, @j ¢ o fecho inteiro de O;,

e para cada j =1,2,...,n, C; ¢ o condutor de O; em @j,
e C é o condutor de @ em O.

E imediato verificar que O~0;xOyx--x0,.

Também, daqui em diante usaremos a notagao: h; = fi = w
J J
kXY
Consideremos em O = M o ideal gerado pelos elementos Ay, ho, ..., h,

modulo (f). Este ideal de O fica identificado, via a inclusdo dada acima, com
oideal h1O; X hyOy X - -+ X h,,O,, de O; x Oy X - -- x O,,. Denotemos por C’
o condutor de O em Oy x Oy x --- x O,,. Temos entao a proposicao seguinte.
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Proposicao 8 O condutor de O em Oy x Oy x --- x O, €
C/ = h1(91 X h202 X e X hn(’)n

Demonstragao: C'' = {g € O] g- (01 x Oy x --- x O,) C O}. J& temos
que h1O0; x haOy X -+ X h,O, C C'. Seja g € A = k[[X,Y]]. Entéo,
g+ fA=(g9+ LA, g+ LA, ...,9+ f.A). Se g+ fA € C' entao:

(9+ fA)(1,0,...,0) = (9+ f1A,0,...,0) €0
(9+ fA)(0,1,...,0) = (0,9+ f2A,...,0) €O

(9+ fA)0,0,...,1) = (0,0,...,9+ f,A) €O
Assim, para cada j € {1,2,...,n} existe g; € A tal que:

(O,...,g—l—fjA,...,O):(gj—i—flA,...,gj—i—an).

Portanto, necessariamente, g; = H frx - aj, para algum «a; € k[[X,Y]].
-y
Logo, g + fjA = H fr-aj | + [;A=h; a; + f;A. Isto mostra que
-y

C'c h101 X h202 X oo X hnOn

Vamos denotar por C” o condutor de O; x Oy X - x O, em O.
Proposicao 9 O condutor de O; x Oy X ---x O, em O ¢é
C"=Ci xCyx - xCp,
Demonstracao: Pela definicao de condutor temos,
C" = {z€ (O x--xO0)|2-O0C(0O;x--x0,)}
= {(z1,...,2) €O | (21,...,20) - O C(O1 X --- x O)}
= {zleOl|zl-(§C(91}><---x{zn60n|zn~(§c(9n}

= Cl><C2X"'><Cn
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O

Sejam R,S e T anéis tais R C S C T. Sejam ainda C; o condutor de R
em S, Cy o condutor de S em 7" e C3 o condutor de R em T'. Entao, é facil
verificar que C; - Cy C C3. No entanto, em geral nao vale a igualdade, isto é,
em geral nao vale: C; - Co = Cs.

Na nossa situacao temos entao que C'-C” C C, isto é,
hl-Cl th'CQ Xoee th'CnCC,
e também vale a inclusao contraria. Isto é o que afirma a proposicao seguinte.

Proposicao 10 Utilizando as notagoes acima, temos que
C:h1~C1 XhQ'CQX thcn

Demonstracao: Pelos comentarios anteriores, é suficiente mostrar a inclusao
CChy-Cxhy-Cyx--+Xxhy,-C, Sejageée A esuponha que g+ fA € C.
Pela definicio de condutor, (g + fA)-O c O. Como C C C', temos que
g+ fA €, e portanto,

(g+f1A,g+f2A,...,g+an>€h101><h202><-”><hn0n.

Entdo, para cada j € {1,2,...,n} existe {; € A e entdo §; + f;A € O; tal
que,

(g+[A g+ LA g+ [LA) = (hi-&+ [LA ha -S4 oA, hy &+ frA)

Precisamos mostrar que §; + f;A € C; = {v € O; | x - O, C O}, isto &,
(& + f;A)a; € Oy, para cada a; € O;. Mas g + fA € C e isto significa que
(hi-& + fid ho - &+ foA, .. hy - & + fnA) € C. Em particular,

(h1- &+ fid ho - Eo+ ol hy - En 4 foA) - (0x - x O; x --- x 0) C O.

Logo, para cada a; € O; temos que (0,...,(h; - & + f;A)a;,...,0) € O.
Segue que existe algum g; € A tal que

(0,0,...,(hj - &+ fiA)ay,...,0) = (9; + 1A, g; + [2A, ..., g, + fLA).

Assim, se ¢ # j entdo g; é multiplo de f; e, portanto, g; é multiplo de
Jifos oo fimafirn .- fa = hy, isto é, existe g; € A tal que g; = h;.g;. Compa-
rando a componente j na igualdade acima, obtemos

(hj . gj + fjA)CYj = gj + fJA = hj . g; + fjA
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Como cada @j ¢ um dominio, podemos cancelar h;, que é nao nulo em @j,
temos que (§; + fjA)a; = g; + f;4 € Oj e, como q; ¢é arbitrdrio em @j,
podemos concluir que (& + fjA)@j C O,. Entao & + f;A € C;. Assim,
g+ fA€hy-Ci xXhy-CygX---Xxh,-C,, isto conclui a prova.

O

O Teorema de Gorenstein no caso local (Teorema 9, pagina 48) nos afirma
que:
O, O, ¢
dimy—L = dim—=2 = -2, para cada 1 < j < n.
k 0, k C, 9 p >J) >
Vejamos que desta informacao local podemos tirar que o caso semi-local
também ¢é valido, a saber,

C
Para provar isto olhamos o diagrama abaixo:

(§1><(’51><---><(9n ~ O

|
01X02X"'X0n

@)

|

C’ = h1'01Xh2'02X"'th'On
|

C = h1'61Xh2'C2X"'th'Cn

Basta entao mostrar que:

@
01X02X'--Xon

~—
I
=y

3

ol
~
Q|
~
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Vejamos a demonstracao de 1:

O X (§1><(§2><---><(§n

dzmk(91><02x-.-x0n - dzmkolx(’)Qx...Xon

= dzmk% + dzmk% + e+ dimkg—:

= Zdzmk— Zdzmk CQJ

A peniltima igualdade é consequéncia do caso local (Teorema 9, pdgina 48).

Por outro lado,

dim Cl — dim h1(91 X hQOQ X+ X hnOn
kC - F hlcl thCgX"'thcn
h O hQOQ . hnon
— di dim 4d
1My ——— 1 + h2C2 + + dimy, hC.

n

= Z dzmk 62]

A 1ltima igualdade é consequéncia do 1somorﬁsmo de k espacos vetoriais:

Oj — thj
g+ fiw — hjg+ fw
Vejamos agora a demonstracao de 2:

N 0
Basta mostrar que: dimy O1 x O ;/ x O =2. dzmka. Temos
dz’mOlXOQX"'XO” — dim Oy x Oy x---x O,
F C’ N kthl X hg@g X X hnOn
O, @
pu— d. d .« .. d. n
1My, h1(91 + army G} —+ -+ dimy, hO.

n ‘ OJ n
= Zd@mkhjo :Z[(f],h])
J=1 7=1
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A dltima igualdade segue de uma das caracterizacoes da multilicidade de
intersecao. Podemos escrever esta soma como segue:

SOI(fh) = I(fifareefu) + 1o fifo- o fa) + oo 4 T(fus fi- o faca)
j=1

= 2-I(fi, fo) +2- I(f1, fs) + - +2- I(fu-1, fn)
= 2- > I(fufy).

1<i<j<n

@)
Queremos demonstrar que dz‘mka = Z I(fi, f;), isto é,

1<i<j<n
: kX, Y]]
d = I(fi, fi)-
Ty hay - T 1<;< (ir 13
<i<j<n
Vamos demonstrar isto por indugao em n. Para n = 2 a afirmacao é ébvia
E[[X,Y
pois, dimkH = I(f1, f2), uma vez que, neste caso, hy = fa € hy = f1.
1,102

Agora suponha, por hipdtese de inducao, que a igualdade acima seja verda-
deira para n — 1 elementos irredutiveis f; € k[[X,Y]]. Em particular, ela é
verdadeira para fs, f3, ..., f,, isto é:

k[[X, Y]]

S ey a3y sesey sy ey ey R DI )
2<i1<j3<n

Considere o ideal Z = (hy,...,h,) de E[[X,Y]] e observe que Z C (f1,h1).

Considere também o isomorfismo:

M RIX, Y]
(f1,1h1) - (flahl)'

Entao, pelo teorema do ntucleo e da imagem, temos que:

EIXY) o (fi,hh) . K[XY]]
7 —dzmk—z —i—dzmkm’

e, pelas propriedades da multiplicidade de intersecao temos:

KX Y] _
k—(f1,h1) = I(fi,h) =I(f1, fo) + I(f1, f3) + -+ I(f1, fn)

dimk
dim

- Z[(flafk)'
k=2
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Para concluir a prova por inducao basta verificar que

dimy, (f1. 1) _ Z I(fi f5)-

7
2<i<j<n

Isso segue dos isomorfismos abaixo:

(f.h1) KX, Y]] KX, Y]
z _>(h2,h3,"-,hn)%(%,%7...7%)’

onde o inverso do ultimo isomorfismo é a multiplicacao por f;. Basta agora
ultilizar a hipétese de inducao e temos a igualdade que queriamos.

Acabamos de demonstrar o

Teorema 10 (Teorema de Gorenstein no caso semi-local) Sejam (f) uma
curva plana algebréide, O o seu anel local € O o fecho inteiro de O em seu
anel total de fracoes. Seja ainda C o ideal condutor de O em O. Entao

dimy— = dimkg .

O C
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