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Resumo

Um dos motivos da gravitacao nao poder ser inclusa no modelo padrao ¢ a
sua nao renormalizabilidade. Quase todas as propostas para a quantizacao
da gravidade conduzem a existéncia de um comprimento minimo que age
como um regularizador natural. Tal efeito sugere uma relacao de incerteza
generalizada entre os operadores de posicao e momento o que resulta em
uma relacao de comutacao modificada desses operadores, e assim alterando
toda a estrutura da mecanica quantica. Neste trabalho nds calculamos
a ordem de grandeza deste comprimento minimo através da energia do
estado fundamental do atomo de hidrogénio na teoria de Dirac, baseado
na relacao de comutacao de Quesne-Tkachuck. Comparando com dados
experimentais, nos obtivemos que o valor do comprimento minimo é de

ordem de grandeza menor ou igual a 1072"m.



Abstract

One of the reasons for gravity can not be included in the standard model
is its non-renormalizability. Almost all the proposals for the quantization
of gravity leads to existence of a minimal length which acts as a natural re-
gulator. That effect suggests a generalized uncertaintly relations between
position and momentum operators what results in a modified commutation
relation between these operators, and thus changing the whole structure
of quantum mechanics. In this work we calculate the magnitude of this
minimum length through the energy of the ground state of the hydrogen
atom in Dirac’s theory, based on the Quesne-Tkachuck commutation re-
lation. Comparing with experimental data, we obtained the value of the

minimum length is orders of magnitude less than or equal to 1072m



Sumario

Resumo . . . . . . . . s

Abstract . . . . . ..

Introducao

1.1 Imtroducao . . . . . . . . . . . . ...

Mecanica quantica

2.1 Imtroducao . . . . ... ... ... ... ... ... .
2.2 Os principios da mecanica quantica . . . . ... ... ..
2.3 O principio da incerteza . . . . . . .. .. ... ... ..
2.4 Operadores lineares e o espago de Hilbert . . . . . . . ..
2.5 O processo de medida e onda plana . . . . . ... . ...
2.6 A equagao de Schroedinger . . . . . . .. ... ... ...

2.7 Mecanica quantica: Consideracoes finais . . . . . . . ..

Comprimento minimo na mecanica quantica
3.1 Introducao . . . . . . . . . ...
3.2 A evidéncia tedrica de um comprimento minimo . . . . .

3.3 OespacodeHilbert . . . . . .. ... ... ........

3.4 Recuperando a informacao sobre a posicao . . . . . . ..

viil

15
16
17
23
26
31
34
36



3.5 Comprimento minimo na mecanica quantica: Consideragoes

finais . . . . . ... 55

4 Mecanica quantica relativistica 57
4.1 Imtroducao . . . . . . . . . . ... 58
4.2 A equacao de Klein-Gordon . . . . .. ... .. ... .. 59
4.3 Aequacaode Dirac . . . . . . . ... ... 63
4.4 O atomo de hidrogénio na teoria de Dirac . . . . . . . . 70
4.5 Mecanica quantica relativistica: Consideragoes finais . . 78

5 Comprimento minimo na teoria relativistica do atomo H 79
5.1 Imtroducao . . . . . . . . . . .. ... 80
5.2 A dlgebra covariante de Quesne-Tkachuk . . . . . . . .. 81

5.3 O atomo de hidrogénio em um cenario de comprimento

MINIMNO . . o o o o o e 84

5.4 Determinacao de AX! . através do estado fundamental

do 4tomo de hidrogénio . . . . . . . . ... L 89

n

5.5 Comprimento minimo na teoria relativistica do atomo H:

Consideragoes finais . . . . . . . . . ... ... ... ... 92

6 Conclusao 95
6.1 Conclusao . . . . . . . . . ... 96
7 Apéndices 98
7.1 Apéndice A . . ... 99

Referéncias bibliograficas 102



Capitulo 1

Introducao



10

1.1 Introducao

Na descricao da esséncia basica da natureza, em seu carater mais pri-
mordial, estao estabelecidas atualmente a existéncia de quatro interacoes
fundamentais. Sao elas: a interacao forte, responsavel pela interacao en-
tre os quarks; a interacao eletromagnética, responsavel, por exemplo,
pela forca repulsiva entre elétrons; a interacao fraca, comumente vista
no decaimento beta e a interacao gravitacional, entre outras situacoes,
observada no movimento dos astros celestes. A interagao forte é de uma
magnitude de cerca de cem vezes maior que a eletromagnética que por
sua vez, ¢ de magnitude tipica mil vezes maior que a fraca, essa ultima
sendo da ordem de 103* vezes mais intensa que a gravitacional. Essas
interacoes sao descritas por modelos que se baseiam na emissao e ab-
sorgao de particulas mediadoras de spin inteiro (com ou sem massa),
conhecidas como bdsons, por particulas de spin semi-inteiros (também
com ou sem massa), conhecidas por férmions, dentro de uma prescri¢ao

fisica consistente com a mecanica quantica e a relatividade restrita.

Uma vez que o alcance das interacoes forte e fraca é curtissimo, em geral
intranuclear, a maioria dos fenomenos que ocorrem a partir da escala
atomica até a ordem do tamanho do universo pode ser descrita pela
eletrodinamica (distancias interatomicas) e pela gravitacao (distancias
de metros a anos-luz). A gravitagao, até este momento, resiste a uma
descricao compativel com a mecanica quantica, contudo essa incompati-
bilidade nao se traduz em efeitos observacionais significativos, visto que,
possiveis correcoes gravitacionais para fenomenos nos dominios atomico e
sub-atomico sao extremamente insignificantes. Todavia, a eletrodinamica
nao pode descrever fenomenos nesses dominios sem o requerimento de
que seja consistente com a mecanica quantica. Assim, historicamente

surgiu a necessidade de se construir uma teoria que descrevesse fenomenos
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eletromagnéticos obedecendo a essa exigéncia. A eletrodinamica quantica
surgiu dentro desse contexto, fundamentada sobre a uniao entre relati-
vidade restrita e mecanica quantica, como a primeira teoria quantica de
campos. O sucesso atingido foi tao notavel que motivou a extensao de
formulacoes de teorias de campos para os outros tipos de interacoes exis-
tentes. O formalismo da teoria quantica de campos acomoda situacoes
em que o numero de particulas nao permanece constante, o que a torna
extremamente conveniente para descrever, por exemplo, processos como

a emissao e a absorcao de fotons por atomos.

O maior desafio da fisica tedrica nas tltimas décadas, tem sido ten-
tar descrever essas quatro interacoes de forma unificada em uma tnica
conjectura tedrica que seja uma teoria do tudo. O chamado modelo
padrao consegue descrever essas interagoes unificadamente, através dos
mesmos principios matematicos, por meio da teoria quantica de campos,
a Unica excessao ¢é a interacao gravitacional. A aplicacao dos principios
da teoria quantica de campos a gravitacao faz com que essa se apre-
sente nao renormalizavel, de modo que nao é possivel lhe atribuir sen-
tido fisico. Ao longo das ultimas décadas, algumas teorias surgiram no
intuito de tentar descrever a interagao gravitacional quanticamente de
maneira que essa possua sentido fisico consistente. A teoria de cordas e
a gravitacao quantica de lagos tém sido muito promissoras nesse sentido,
embora ainda nao possam ser comprovadas experimentalmente. Uma
das mais interessantes consequéncias da tentativa de unificagao das in-
teracoes fundamentais é que teorias de quantizacao da gravitacao téem
conduzido a existéncia de um comprimento observavel minimo, da ordem
da escala de Planck [, = \/g, algo em torno de 10733cm. O argumento
plausivel em favor da existéncia de um comprimento minimo é baseado
no raciocinio de que as altas energias utilizadas na tentativa de se re-

solver pequenas distancias, perturbam significativamente a estrutura do
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espago-tempo através de efeitos gravitacionais, sendo assim, existiria um
limite maximo de localizabilidade. Desse modo, a gravitacao quantica é
na verdade uma teoria que dispensa renormalizacao, pois esse compri-

mento minimo age como um regularizador natural.

Surge, entao, a questao de como o formalismo da teoria quantica deve
ser reformulado ou generalizado para incorporar consistentemente o com-
primento minimo. E natural, embora nao trivial, assumirmos o compri-
mento minimo como uma incerteza minima nao nula em medidas da
posicao de uma particula, Az,,;, > 0. Sendo assim, nenhum ente fisico
que nos chamamos de particula, pode ser descrito como pontual e bem
localizado em um ponto do espaco. A existéncia de um comprimento
minimo, por sua vez, exige um principio da incerteza generalizado, que

em uma dimensao pode ser escrito como [24]

ApAr > D1+ B(8p) 4 4] (1)

o que sera discutido no decorrer do trabalho. Isso difere do principio
da incerteza de Heisenberg da forma como o conhecemos. Naquele caso,
o menor valor possivel para Ax é zero (quando Ap tende a infinito),
aqui, no principio da incerteza generalizado, o menor valor possivel
é Ax,in = hyVB, o que implica imediatamente que nao hi autoesta-
dos fisicos do operador de posicao, visto que um autoestado, por de-
finicao, possui incerteza igual a zero. Ha ainda muitas outras con-
sequencias, tanto conceituais como algébricas, para o formalismo da
mecanica quantica quando generalizada por considerarmos um compri-
mento minimo, o que vamos expor posteriormente, pois é um dos obje-

tivos deste trabalho.
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O objetivo principal deste trabalho é estimarmos um limite superior para
o comprimento minimo com base em algum dado experimental ja conhe-
cido. Para isso, vamos utilizar o sistema do atomo de hidrogénio e cal-
cular a energia do seu estado fundamental através dessa teoria quantica
modificada. O estado fundamental modificado pela teoria generalizada
com comprimento minimo (que, como veremos, é fungdo de Ax,,;,) ao
ser comparado com o que se conhece experimentalmente, fornecerd um
limite superior para Ax,,;, . Correcoes para o espectro de energia do
atomo de hidrogeénio, devido a presenca de um comprimento minimo
foram calculadas por muitos autores [14, 28, 30, 19, 12, 23]. F. Brau, ci-
tado na primeira referéncia, foi quem primeiro utilizou a correcao devido
ao comprimento minimo no calculo do estado fundamental do atomo de
hidrogénio, para estimar um valor maximo para Ax,,;,. Ele obteve um
valor da ordem de 10~'"m utilizando a teoria (que é nao relativistica)
de Schroedinger. Surge dai a motivagao do nosso trabalho. Nés fizemos
o calculo para o caso relativistico, generalizando a teoria de Dirac do
atomo de hidrogénio no cenario em que se considera a existéncia do com-
primento minimo, utilizando a algebra covariante de Quesne-Tkachuk
9, 10, 33] para redefinirmos os operadores de posi¢gao e momento dentro
desse novo cenario. Esperamos que correcoes de estrutura fina da teoria
relativistica fornecam uma restricao maior para o comprimento minimo

do que aquela obtida por Brau.

Este trabalho esté organizado da seguinte maneira: o capitulo 1, de in-
troducao, visa situar o leitor sobre o panorama da fisica tedrica atual e
onde esse trabalho se encontra dentro disso. O capitulo 2 trata de uma
revisao da mecanica quantica, abordando somente os aspectos principais
que sofrem modificacoes quando incluimos o comprimento minimo na te-
oria, como por exemplo o principio da incerteza e o conceito de medida.

No capitulo 3, comecamos a discutir sobre os argumentos em favor da
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existéncia de um comprimento minimo e assumindo-o como existente,
passamos a expor as principais modificacoes que isso traz para o for-
malismo da teoria quantica. O capitulo 4 é uma revisao da mecanica
quantica relativistica de uma particula simples, ou seja, a teoria de Di-
rac aplicada ao atomo de hidrogénio, pois é nesse sistema que preten-
demos aplicar as modificacoes causadas pelo comprimento minimo a fim
de calcula-lo. O capitulo 5 é o capitulo principal deste trabalho, onde
aplicamos os principios apresentados nos capitulos anteriores para ob-
termos o hamiltoniano de Dirac do atomo de hidrogénio modificado pelo
comprimento minimo e, por fim, calcularmos o estado fundamental mo-
dificado e comparando-o com dados experimentais, obtermos um valor
para Ax,,;,. Por iltimo, no capitulo 6 apresentamos a conclusao dos

nossos resultados obtidos.



Capitulo 2

Mecanica quantica
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2.1 Introducao

Até o século XIX toda descrigao fisica dos fenomenos da natureza estava
fundamentada sobre os pilares da mecanica newtoniana e do eletromag-
netismo de Maxwell. A mecanica de Newton descrevia o movimento dos
corpos, desde a queda de uma maca na superficie da Terra as orbitas
dos astros celestes. Eletricidade, magnetismo e 6ptica por sua vez, fo-
ram unificados com a teoria de Maxwell do eletromagnetismo que previu
a existéncia de ondas eletromagnéticas, como a propria luz. Naquela con-
jectura, qualquer fenomeno fisico que envolvesse transporte de momento
linear e energia era descrito em termos de uma entre duas entidades
fisicas, as particulas ou as ondas. Enquanto as particulas eram entida-
des pontuais e bem localizadas no espaco, as ondas eram entidades que se
propagavam em toda uma regiao espacial que matematicamente era des-
crita por um campo. Assim, os fenomenos ficaram caracterizados como
fenomenos ondulatorios, ou fenomenos corpusculares. No inicio do século
XX, exatamete em 1900, a interpretacao de Max Planck do fenomeno da
radiacao de corpo negro deu inicio ao surgimento da fisica quantica. A
partir dai, outros fenomenos comecaram a revelar uma caracteristica de
dualidade para as ondas e as particulas. O efeito fotoelétrico, interpre-
tado por Einstein, evidenciou um carater corpuscular para a radiagao. O
experimento de difracao com elétrons evidenciou um carater ondulatorio
para as particulas. A teoria atualmente aceita nos diz que as entida-
des fisicas possuem essa caracteristica de dualidade, mas que apenas um
dos aspectos, corpuscular ou ondulatério, se manifesta em uma dada si-

tuacao.

A fisica quantica estuda os fendmenos que ocorrem na escala atomica ou
subatomica para os quais a fisica classica (que é como chamamos a fisica

existente antes do surgimento da fisica quantica) falha na tentativa de
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explicar. Embora alguns fenomenos quanticos tenham sido bem explica-
dos por modelos tedricos elaborados por Planck, Einstein e outros, uma
teoria quantica geral, no sentido de matematicamente englobar qualquer
fenomeno quantico, sé foi formulada a partir de 1925 por Schroedinger,
Dirac e Heisenberg, dentre outros, a chamada mecanica quantica. O
atomo de hidrogeénio foi o primeiro sistema que ratificou o sucesso da
mecanica quantica, sendo observada a concordancia inquestionavel entre

previsao tedrica e resultados experimentais.

Neste capitulo pretendemos apresentar as principais ideias que compoem
as bases da mecanica quantica. Comegamos com a descri¢cao dos pos-
tulados que regem a mecanica quantica, sobre os quais esta estruturada
toda a teoria. Na secao seguinte, falamos sobre o principio da incerteza
de Heisenberg, assunto que sera constante neste trabalho. Ainda comen-
tamos sobre a estrutura matematica da mecanica quantica: espaco de
Hilbert, bases, operadores lineares, funcao de onda, etc. Nossa aborda-
gem ¢ somente qualitativa em certos aspectos, pois este capitulo deve ser
visto apenas como um pré-requisito necessario para a compreensao do en-
foque principal deste trabalho, que é determminar a ordem de grandeza
da escala de comprimento minimo, Ax,,;,, que surge quando a mecanica
quantica é reformulada levando em consideragao uma incerteza minima
nao nula na posicao, que induz uma modificacao da relacao de comutacao

entre e p e consequentemente sobre a estrutura da mecanica quantica.

2.2 Os principios da mecanica quantica

Em mecanica classica a descricao de um sistema se da em termos de
suas coordenadas generalizadas ¢; e seus momentos conjugados p;, que

sao chamadas variaveis dinamicas, onde ¢ = 1,2, ..., n, sendo n o nimero
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de graus de liberdade do sistema. A lagrangiana L é usada para definir

o momento conjugado,

L oL
P g

(2.1)

A especificacao das varidveis dinamicas como fungoes (reais) do tempo
nos permite conhecer a posicao e a velocidade de qualquer ponto do
sistema em qualquer instante, se elas forem conhecidas em um instante
inicial ¢ty. Todas as grandezas fisicas associadas ao sistema sao descritas
em termos de suas variaveis dinamicas e o movimento do sistema pode
ser determinado através das equacoes de Euler-Lagrange ou das equacoes

canonicas de Hamilton,

& o (2.2)
&
i (2.3)

A energia total FE do sistema, por exemplo, é dada pelo Hamiltoniano
classico, que no caso de uma particula simples de massa m sujeita a um

pontencial escalar V (7, t) é dado por

2

H(F.p.t) = 5—+ V(7\1) (2.4)

E facil verificar, através das equacoes de Hamilton, que as equagoes que
descrevem o movimento do sistema dado por esse hamiltoniano sao bem

conhecidas e dadas por

ir_g o5
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dp -
£ _VV 2.
i (2.6)

Em suma, na descricao classica de um sistema fisico, temos entao que:

1. O estado do sistema em um instante ¢ty é definido especificando n

coordenadas generalizadas ¢;(ty) e seus momentos conjugados p;(tp).

2. O valor em um dado instante de qualquer grandeza fisica mensuravel
é completa e exatamente determinado se o estado do sistema é co-
nhecido naquele instante. Desse modo, conhecendo o estado do
sistema, ¢é possivel predizer com certeza o resultado de qualquer

medida realizada naquele instante.

3. A evolucao no tempo do estado do sistema é dada pelas equacoes
de Hamilton. Como sao equacoes diferenciais de primeira ordem,
sua solugao ¢;(t) e p;(t) é tnica e o estado do sistema é conhecido

em qualquer instante se o seu estado inicial for conhecido.

Do ponto de vista da mecanica quantica o cendario é completamente di-
ferente e a teoria, para que tenha interpretacao fisica, ainda deve ser

capaz de descrever:

1. Como o estado de um sistema quantico é descrito matematicamente

em um dado instante?

2. Como predizer resultados de medidas das grandezas fisicas uma vez

dado esse estado?

3. Como o estado do sistema pode ser conhecido em um instante ¢

qualquer, se ele é conhecido em um instante ;7
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A mecanica quantica estd fundamentada sobre alguns postulados que
nos dao as respostas dessas perguntas. Vamos apresenta-los a partir de

agora [7].

Postulado 1
Em um dado instante ¢y, o estado de um sistema fisico é definido espe-

cificando um ket [1)) pertencente ao espaco de estados &.

A cada [¢) pertencente a & esta associada uma fungao ¥ () = (7)) cor-
respondente, pertencente ao espaco das funcoes quadrado-integraveis!.
Sendo £ um espaco vetorial, este postulado implica no principio da super-
posicao, pois uma combinagcao linear de vetores de estado desse espago é
um vetor de estado pertencente a ele. Em uma das secoes que se seguem
discutiremos algumas propriedades referentes a este espaco vetorial e

suas implicacoes.

Postulado 2
Toda grandeza fisica mensuravel A é descrita por um operador A atu-

ando em &, este operador é um observavel.

Diferente da mecanica classica, na mecanica quantica as grandezas fisicas
sao descritas por operadores atuando em um espaco vetorial, nao por
funcoes reais. Um observavel é basicamente um operador auto-adjunto,
portanto seus autovalores sao numeros reais, tal que seus autovetores
formam uma base do espaco de Hilbert?, H, o que é necessario para que

os postulados possam ser aplicados consistentemente e a teoria descrita

1830 funcoes, em geral complexas, cuja integral do quadrado de seus médulos em todo o espaco é
finita.
2Espaco de Hilbert é um espaco vetorial, com produto interno, completo, ao qual pertencem as

fungoes quadrado-integraveis.
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matematicamente tenha coeréncia fisica.

Postulado 3
O tnico resultado possivel da medida de uma grandeza fisica A é um

dos autovalores de seu observavel A correspondente.

Como a fisica é descrita no universo dos niimeros reais, esse € o motivo
pelo qual os operadores que representam as grandezas fisicas devem ser
auto-adjuntos, pois seus autovalores, como ja dito anteriormente, sao
ntimeros reais. E valido notar que se o espectro de Aé discreto, os resul-

tados que se podem obter ao realizarmos medidas de A sao quantizados.

Postulado 4

A probabilidade de obter o autovalor a, ao se realizar uma medida da
grandeza fisica A é P(a,) = (u,|Y)(Y|u,), onde |¢) é o estado (normali-
zado) do sistema antes da medida e |u,,) sdo os autovetores normalizados
do operador 121, que por simplicidade, para nossos propodsitos, considera-

mos ter um espectro discreto e nao-degenerado.

As previsoes que podemos obter ao realizarmos uma medida sao ape-
nas probabilisticas e nao mais deterministicas como na fisica classica, ou
seja, nao € possivel prever exatamente que resultado sera obtido ao se
fazer uma medida de uma certa grandeza fisica do sistema em um estado

geral arbitrario.

Postulado 5
Se a medida da grandeza fisica A do sistema no estado |¢) d4 o resul-
tado a,, o estado do sistema imediatamente apos a medida é a projegao

normalizada P,|1¢) sobre o autosubspaco associado a a,,.
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Esse postulado significa dizer que o sistema sempre é perturbado ao se
realizar uma medida, ou seja, nao existe observador ideal, de modo que é

impossivel realiza-la sem interferir no estado do sistema antes da medida.

Postulado 6
A evolugao temporal de um vetor de estado |¢(t)) é regida pela equacao

de Schroedinger,

S 0(0) = HOR(), (2.7

onde H(t) é o operador hamiltoniano do sistema.

A equacao de Schroedinger desempenha um papel fundamental na meca-
nica quantica, pois ela é que determina a evolucao temporal de um sis-
tema fisico. Através dela é possivel determinarmos qual serd a forma
funcional do vetor de estado que descreve o sistema em um instante ¢
qualquer, se ele é conhecido em um instante inicial ;. Assim é possivel
predizer, dentro do contexto dos postulados anteriormente citados, o re-

sultado de medidas de grandezas fisicas realizadas no instante t.

Diferentemente das leis da mecanica classica, os resultados previstos
pelas leis da mecanica quantica fogem do nosso senso comum ou da
nossa intuicao. Os postulados apresentados acima constituem as bases
da mecanica quantica. Todo e qualquer sistema de ordem de grandeza
da escala atomica e subatomica, portanto, no dominio quantico, sao go-
vernados por essas leis. Nas secoes que se sucedem discutiremos com
mais detalhes alguns dos aspectos e conceitos importantes associados a

esses postulatos.
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2.3 O principio da incerteza

O principio da incerteza é um enunciado da mecanica quantica que impoe
restricao a precisao com que se pode conhecer simultaneamente o valor
das medidas de um dado par de observaveis, por exemplo, os observaveis
T e p, associados as grandezas x e p que representam a coordenada z da

posicao e do momento linear de uma particula, respectivamente.

Intuitivamente, consideremos o seguinte exemplo: quando se deseja de-
terminar a posicao de um elétron, é necessario fazé-lo interagir com al-
gum instrumento de medida. Por exemplo, fazendo-o interagir com al-
gum tipo de radiacao incidente. Para se determinar a posicao do elétron,
¢ necessario que a radiacao tenha comprimento de onda da ordem de
grandeza da incerteza com que se quer determinar a posi¢ao. Nesse caso,
quanto menor for o comprimento de onda (maior frequéncia) maior é a
precisdo. No entanto, maior serd a energia cedida pela radiagdo (onda
ou féton) em virtude da relacao de Planck entre energia e frequéncia da

radiacao,

E = hw. (2.8)

Assim, o elétron sofrerda um “recuo”, que sera maior quanto maior for
essa energia, em virtude do efeito Compton. Consequentemente, a ve-
locidade sofrera uma alteracao de modo nao previsivel, ao contrario do
que afirmaria a mecanica cldssica. Argumentos similares podem ser usa-
dos para mostrarmos que ao se tentar medir a velocidade com precisao, a
posicao sofrerd uma alteracao de modo nao totalmente previsivel. Assim,
podemos dizer que tudo acontece de maneira que quanto mais precisa for
a medida de uma grandeza, mais imprecisa sera a medida da grandeza

canonicamente conjugada® correspondente, se desejamos determina-las

3Duas grandezas A e B sdo canonicamente conjugadas quanto seu parénteses de Poisson é igual a
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simultaneamente.

E possivel, matematicamente, mostrarmos que dois observaveis que co-
mutam possuem uma base de auto-vetores em comum. Se Z e p comutas-
sem haveria uma base formada por auto-vetores simultaneos de ambos
que seriam também auto-vetores de todos os demais observaveis A(i, D),
desse modo, reobteriamos a mecanica classica, apenas com uma outra
formulagao. Sendo assim, quanticamente devemos ter Z e p nao comu-
tantes. A forma correta desse comutador, que implica em uma coeréncia
entre experimentos e formulagao tedrica e que faz com que recuperemos a
mecanica classica num certo limite apropriado, chamado limite classico,

¢ a chamada relacao de comutacao de Heisenberg

£, p] = ihLL. (2.9)

Agora, em termos da formulacao matematica da mecanica quantica, o
principio da incerteza pode ser visto da seguinte maneira. Consideremos
dois operadores Ae B, como o operador da posicao e o operador do
momento. Em geral, os autoestados de um operador nao sao os mes-
mos autoestados do outro operador. Consequentemente, de acordo com
os postulados 3 e 5, se o sistema estd em um estado quantico onde a
grandeza A é bem definida, entao, a grandeza B nao sera bem definida.
Haverd uma incerteza na grandeza B. Mas, e se o sistema estiver num
estado onde a grandeza A é bem definida e efetuarmos uma medida na
grandeza B? Pode-se pensar, entao, que saberemos exatamente o valor
de ambas as grandezas. Mas isso esta errado. Devido ao postulado 5 da
mecanica quantica, se uma medida de uma grandeza qualquer B revela
o valor b,, entao o sistema “é perturbado pela medida” e passa para

o autoestado |b,) correspondente a grandeza B, de modo que a gran-

um, {4, B} = 1.
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deza A deixa de ter seu valor bem definido. Entao, supondo que dois
operadores A e B nao possuem os mesmos autoestados, se efetuarmos
em um sistema qualquer a medida da grandeza A, e encontrarmos um
certo valor, o sistema se torna um autoestado de fl, com um valor bem
definido de A e uma incerteza no valor de B. Se, ap0s isso, efetuarmos
uma medida no valor de B, entao langamos o sistema num autoestado
de B , com um valor bem definido de B e uma incerteza no valor de A.
Com isso, dizemos que é impossivel saber simultaneamente o valor da
grandeza A e da grandeza B. A incerteza entre a posicao e o momento
proposta por Heisenberg é, entao, uma consequéncia dos postulados da

mecanica quantica e nao um postulado por si so.

Quantitativamente essa situacao é expressa nas chamadas Relagoes de
Incerteza da Mecanica Quantica. Como a norma de qualquer vetor per-

tencente ao espaco de Hilbert é positiva definida, devemos ter

WA B
AA _ AB )
‘ TN R (210

onde AA = A — ()| AJY)) e analogamente para B. De onde podemos
obter

(P abp) > ABDE

que serd uma igualdade apenas se (2.10) também for uma igualdade,

(2.11)

pois o Unico vetor cuja norma ¢é igual a zero é o préprio vetor nulo. O
valor de 1/ ((AA)?) é o desvio médio padrao de medidas realizadas do
observavel 121, isto é, a média de quanto essas medidas desviam do valor
médio, o que pode ser interpretado como uma incerteza A A nas medidas

desse observavel.
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A equagao (2.11) expressa matematicamente o fato de que se os ob-
servaveis A e B nao comutam, nao sera possivel conhecer com precisao
arbitrariamente grande, simultaneamente, os valores das grandezas A e
B. Esse ¢é o caso da grandeza x que determina a posicao de uma particula
e da grandeza p que determina seu momento linear, cujos observaveis as-
sociados = e p nao comutam. Para esse par de observaveis a equacao
(2.11) se torna

ApAz > g (2.12)

Portanto, quanto mais preciso for o conhecimento sobre a posicao de
uma particula, menos preciso serd o conhecimento do seu momento e
vice-versa. Entretanto, o principio da incerteza nao limita o conheci-
mento exato da posicao ou do momento de uma particula, isto é, nao
impossibilita que se tenha incerteza arbitrariamente préxima de zero
para uma dessas grandezas. Podemos conhecer com incerteza arbitra-
riamente pequena o valor da posicao da particula, desde que tenhamos
uma incerteza que tenda para infinito no seu momento linear e vice-
versa, o que pode ser visto na equagao (2.12). Contudo, veremos que um
vetor de estado para o qual Az ou Ap sao exatamente nulos nao per-
tence ao espaco de Hilbert, portanto, nao representa um estado fisico.
Isso significa que embora a incerteza na posi¢ao ou no momento possam

ser arbitrariamente proximas de zero, nao podem ser exatamente nulas.

2.4 Operadores lineares e o espaco de Hilbert

Conforme o postulado 2, em mecanica quantica, uma varidavel dinamica
genérica A é representada por um operador (observavel) A que atua em

vetores de um espaco vetorial particular, chamado espaco de Hilbert.
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Aqui A é um operador linear e portanto satisfaz a seguinte propriedade:

Alertn + eaths) = e1(Ahy) + ca(Aghy). (2.13)

O espago de Hilbert é o espago dos vetores cuja norma (ou produto
interno) é finito, por conseguinte é composto por fungoes quadrado-

integraveis

F1f) = / J(@) f()dx < oo, (2.14)

seus vetores sao ortogonais entre si e formam um conjunto completo, ou
seja, uma base desse espaco. Isso significa que qualquer vetor perten-
cente a ele pode ser expandido como uma combinacao linear dos demais

(principio da superposicao).

Os operadores lineares atuam na fungdo de onda (vetor) do sistema
transformando-a em outra funcao também pertencente ao espaco de Hil-
bert. Aqui, no contexto da mecanica quantica, esses operadores sao
restritos a classe dos operadores hermitianos. Um operador hermitiano
é aquele em que o seu adjunto resulta nele mesmo, A = Af. Os autova-
lores de um operador hermiteano sao reais e as autofuncoes associadas
as esses autovalores sao ortogonais, portanto, o produto escalar de duas

funcoes que diagonalizam um operador hermitiano é nulo.

Em mecanica quantica x e p sao representados por operadores de mul-
tiplicacao e diferenciacao que atuam em funcoes de onda quadrado-
integraveis da posicao ¥(x) = (z|)) e do momento ¥ (p) = (p[e)), onde
|z) e |p) sdo “autoestados” da posigdo e do momento, respectivamente.
Em outras palavras, |r) representa uma particula exatamente localizada

no ponto x (e que portanto tem incerteza Ax = 0) e |p) representa uma
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particula cujo momento linear é exatamente igual a p (analogamente

Ap = 0), de modo que para esses estados temos,

T|z) = z|z) (2.15)

plp) = plp) (2.16)

Estritamente falando, |x) e |p) nao sdo estados fisicos, pois eles nao sao

normalizaveis, portanto nao pertencem ao espaco de Hilbert.

Conforme a interpretagao probabilistica, se |z) é o autovetor que repre-
senta uma particula exatamente localizada na posicao x, de acordo com
o postulado 4, (z'|z) = 0 para 2’ # x. O que é evidente, visto que
(x'|x) é a amplitude de probabilidade de uma particula localizada exa-
tamente em x ser encontrada em x’ # x. Porém, ainda de acordo com
a interpretacao probabilistica tem-se [~ |(z/|z)|*dz’ = 1. Essas duas
propriedades deixam claro que (x'|z) ndo pertence a R e a norma de |x)
nao estd bem definida. Portanto os vetores |x) ndo pertencem ao espago
de Hilbert e a expressao (z[i¢) nao teria sentido fisico no contexto da
mecanica quantica. Contudo, é ainda possivel contornarmos matemati-
camente essa situacao, trata-los como estados fisicos e ainda aplicarmos

consistentemente a eles a interpretacao probabilistica.

A fim de solucionarmos esse problema, observemos que os autovetores
de z e p podem ser aproximados por sequéncias de estados fisicos com
incertezas arbitrariamente préximas de zero na posicao e no momento.
Por exemplo, no caso do operador &, os seus autovetores |r) podem ser

considerados como uma sequéncia de estados |£27) para os quais o valor
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esperado de  é x e sua incerteza é Axr — 0. Assim podemos definir a
= lim (€27
Aa:—>0<5 v ¥,

onde primeiro efetua-se o produto interno e depois do resultado é que se

funcao de onda da posigdo de uma particula como ()

toma o limite. Para uma sequeéncia escolhida adequadamente esse limite
esta bem definido. Deste modo, contornamos o problema definindo-se
uma sequéncia de estados aproximadamente localizados em x e tomando
o limite em que essa aproximacao ¢ cada vez mais precisa. Uma vez que
(€274} é a amplitude de probabilidade de um sistema que se encontra
no estado [¢) estar localizado em torno de x com incerteza Az, o limite
desse termo quando Ax — 0 representa a amplitude de probabilidade do

sistema estar exatamente localizado em x, ou seja, a sua funcao de onda.

Quando Az ~ 0 temos (£27]€5%) ~ 0 para x # 2/, de modo que os [£457)

formam, aproximadamente, um conjunto ortonormal completo, ou seja,

/If%(&% ~ 1, (2.17)

que pode ser usado para definirmos um produto interno de funcoes no

espaco de Hilbert

Jm [ {66363 ) do = (o). (2.18)

ou

wwwa/wuqux (2.19)

Essa é a mesma expressao que seria obtida se tivéssemos usado como
base os auto-vetores do operador x ignorando os problemas de sua nao
normalizabilidade. De fato, operacionalmente, os resultados que sao ob-
tidos por meio desse artificio de utilizarmos uma sequéncia de estados

aproximadamente localizada em torno de x sao os mesmos que seriam
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obtidos se tivéssemos utilizado os auto-vetores de e suas propriedade
de ortogonalidade e completeza sem precedentes. Assim, para um ob-

servdvel A qualquer vale

Jim (€37 A]) = (2] AJy). (2.20)

Entéo, é comum utilizarmos a notacio (z|A1) e tratarmos os auto-
vetores de £ como se fossem, de fato, estados fisicos, embora saibamos
que por tras dessa simbologia exista o processo limite que ja foi mencio-
nado. Consequentemente, os auto-vetores de p, que a principio também
nao representam estados fisicos, também podem ser tratados utilizando-

se dos mesmos principios que foram usados para os auto-vetores de .

Duas representacoes sao possiveis para os operadores T e p, uma em
termos dos auto-vetores de = e outra em termos dos auto-vetores de p.

No primeiro caso temos

(z|2|) = 2Y(x) = 23p(x) (2.21)
. ) 0
(wlply) = py(x) = —ifig—y(@). (2.22)

No segundo caso temos

0

(plz]y) = 2y (p) = iﬁa—pw(p) (2.23)

{plplY) = po(p) = p¥(p). (2.24)
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E facil verificar que para qualquer uma dessas duas representacoes a
relacao de comutacao de Heisenberg para os operadores & e p € satis-
feita. A representacao em termos de p serd particularmente ttil, pois
no proximo capitulo veremos que no cendrio em que ha uma incerteza
minima nao nula na posicao, nao é possivel existir autoestados fisicos
do operador de posicao, . Portanto, a algebra do espago de Hilbert
nesse caso serd toda definida em termos da representacao no espaco dos

momentos.

2.5 O processo de medida e onda plana

O postulado 5 fala de uma perturbacao fundamental existente em qual-
quer processo de medida realizado em um sistema quantico, essa “in-
terferéncia” exercida pelo instrumento de medida sobre o sistema lanca
esse ultimo, imediatamente apdés a medida, em um estado quantico que
¢ a projecao normalizada da funcao de onda antes da medida sobre o
subespaco gerado pelos auto-vetores associados ao autovalor obtido na
medida. Essa ¢é a situagao no caso de um espectro discreto. No caso de
um espectro continuo, em que se deseja, por exemplo, determinar a loca-
lizacao espacial de uma particula realizando uma medida de sua posicao,
deve-se levar em conta que medir exatamente o autovalor a dentre um
continuo de valores possiveis, seria realizar uma medida com resolucao
infinita (a resolu¢do de uma medida é, por definigdo, o inverso da incer-
teza dessa medida), tal aparato na pratica nao existe e, além disso, o
estado do sistema apds a medida seria o auto-vetor |a) que nao pertence
ao espaco de Hilbert, portanto, nao é um estado fisico possivel, devido as
questoes apresentadas na secao anterior. Assim, para o caso continuo, o
postulado 5 na verdade significa dizer que medir um autovalor a é medir

um intervalo 19 = [a — %‘l,a + %a] centrado em a de largura da. Esse
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intervalo é mais préximo de zero quanto maior for a resolucao do aparato
utilizado para se realizar a medida, mas nunca podera ser exatamente

igual a zero.

Suponhamos que ao se realizar a medicao da coordenada z de uma
particula o resultado tenha sido o intervalo I%*. Imediatamente apds
a medida o estado quantico da particula passa a ser ]5$|¢>, onde P, pro-
jeta |¢) no subespago gerado por todos os auto-vetores de & associados

aos autovalores ' pertencentes a I°%. Nessas condicdes tem-se

x—&-%
P, = / |2") (2| d. (2.25)

dx

2
E como se o aparato medisse nao diretamente os autovalores de z, mas
sim se o sistema encontra-se localizado em uma regiao espacial pré-
determinada ou nao. Nao faz sentido perguntar se o sistema encontrasse
em um unico ponto, mas sim a probabilidade de sua distribuicao ao
longo de uma regiao determinada de tamanho dx, que pode ser proxima
de zero, mas nao exatamente igual a zero, o que seria um ponto no sen-

tido matematico.

Podemos determinar a funcao de onda que representa uma particula
exatamente localizada em um ponto z, isto é, aquela para a qual Az =0
e portanto Ap — oo. Para isso, observe que da positividade da norma

temos

a4 gt i 2o (2.26)

Como vimos na secao 2.3 isso implica

AxAp >

| v

. (2.27)
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Portanto, um estado quantico para o qual AxAp = g deve satisfazer

. i p) o e _
o= @)+ (- )| 1) o (2.28)

—ﬁ@lﬁ\w, (2.29)

ou

o | i) (p) .
apw_[ h +2(Ap)2]7’b Q(Ap)Qq’b’ (2.30)

cuja solucao, conhecida como funcao de onda Gaussiana, é dada por

—ie) p? (p)p
(p) oc e Pewp (—4(Ap)2 + Q(Ap)2> . (2.31)

Entao, essa é a funcao de onda que representa uma particula cujo estado
quantico satisfaz AxAp = g Tomando o limite quando Ap — oo, temos

a funcao de onda da particula para a qual Az =0

b(p) oce m P, (2.32)

Assim, a funcao de onda que representa uma particula exatamente lo-
calizada na posigao x = (Z) é uma onda plana com vetor de onda dado
por k = p/h. Como ja adiantamos, tal fun¢ao nao representa um estado
fisico possivel, pois nao pertence ao espaco de Hilbert, uma vez que ela
nao é quadrado-integravel, entretanto ela pode ser usada como base do
espaco de Hilbert sem consequéncias devido ao que ja foi discutido na

secao precedente.
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2.6 A equacao de Schroedinger

Em 1926, Erwin Schroedinger propos uma equagcao que descreve a evolugao
temporal do vetor de estado |¢(t)), que representa o estado de um
sistema quantico em um instante f;. Essa equacao desempenha na
mecanica quantica um papel similar ao da segunda lei de Newton na
mecanica classica. Mediante a equacao de Schroedinger, conhecendo
|4(t)) em todo t é possivel fazermos previsoes sobre os valores de uma
grandeza fisica mensuravel em um instante qualquer, dentro do contexto
da mecanica quantica, ou seja, em termos de probabilidades, como ja foi
discutido nas secoes antecedentes. Tal equacao, que prevé uma descricao

quantitativa da taxa de variagao de |¢(t)) em relacao a t, é expressa por

() = HORD) 2.33)

Escrevendo o hamiltoniano explicitamente

V0] o) = im0 (2.34)

Projetando sobre os autovetores do operador de posicao, em trés di-

mensoes teremos

A2

@ | 2+ v 0] 1o = @ing o, (239

Portanto, a equacao de Schroedinger na representacao dos autovetores

do operador de posicao, é dada por

0

V(@ 1) = ihs b (@, 0) (2.36)

+ V(%)

. ﬁ2§2
2m

Para uma dada funcao energia potencial V (&, t) a solugdo dessa equagao

é a fungao de onda (7, t) que descreve a evolugao temporal do sistema,
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através da qual pode-se calcular os valores médios de qualquer observavel
em um instante qualquer. O grande sucesso da equacao de Schroedin-
ger como a equacgao que descreve a evolucao temporal de um sistema
quantico foi obtido em sua aplicacao ao caso do atomo de hidrogenio.
Ali foi possivel determinar os niveis de energia quantizados do sistema,
bem como os valores do momento angular do elétron e as transicoes

possiveis para um elétron entre os niveis de energia quantizados.

Agora, vamos mostrar que assim como no eletromagnetismo, onde existe
uma lei de conservacao da carga elétrica através de uma equacao que re-
laciona a densidade superficial de corrente J e da densidade volumétrica
de carga p, aqui existe uma lei de conservacao similar onde a quantidade

conservada é a probabilidade. Tomemos

(7, 1) { [_ﬁzw + V(&)

2m dt

W(E, 1) = i (E t)} . (2.37)

Do mesmo modo, tomemos da equagao de Schroedinger conjugada

(T, t) { [ﬁQVQ + V(Z,t)

2m

d

(X, t) = —iﬁazb*(f, t)} : (2.38)

Subtraindo essas duas equacoes, temos

ﬁ2
2m

{w*«a HV2(Z, 1) + (T, 1) V2 (7, t)] _

ih [@D*(f, t)%w(.f, t) +(, t)%w*(f, t)] : (2.39)

Que pode ser colocada na forma
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Assim

I A NS
Voo [0 @ OVE(E ) - 9@ OV (3] +

L. D
V.J+ap—0,
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(2.40)

(2.41)

(2.42)

onde dentificamos p = ¢¥*(&, t)y(Z, t) como a densidade de probabilidade
e J= %[w*(f, HVU(Z, 1) — (T, 1) Vp*(Z, )] como a densidade de cor-

rente de probabilidade. Portanto, a func¢ao de onda (7, t) que é solucao

da equacao de Schoeredinger, a qual descreve a evolucao temporal de um

sistema quantico, possui atribuida a si uma interpretacao probabilistica

e é consistente com uma equacao de conservacao. Analogamente ao ele-

tromagnetismo, essa equacao mostra que a probabilidade é conservada.

2.7 Mecanica quantica: Consideracoes finais

O objetivo principal deste trabalho é quantificar Ax,,,;,, que surge quando

a mecanica quantica é reformulada levando-se em consideracao uma
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incerteza minima nao nula na posicao, ou seja, uma modificacao do
principio da incerteza de Heisenberg. Para tal, aplicaremos essa mecanica
quantica generalizada ao sistema do atomo de hidrogénio na teoria re-
lativistica. Este capitulo teve o intuito de ser o ponto de partida para
a elaboracao deste trabalho e portanto, de servir como uma revisao da
mecanica quantica (nao relativistica), ou um pré-requisito, a fim de fa-
cilitar a nossa compreensao do objetivo principal. Nés apresentamos os
postulados da mecanica quantica e suas implicacoes. Introduzimos os
conceitos de espago de Hilbert, bases, operadores lineares, observaveis,
funcao de onda, etc. Na secao 2.3 falamos de principio da incerteza de
Heisenberg pois ¢ um tema chave neste trabalho, visto que a existéncia
de um Ax,,;, nao nulo implica na modificacao do principio da incer-
teza, induzindo a elaboracao de uma mecanica quantica generalizada,
0 que sera visto no préximo capitulo. Encerramos o capitulo falando
sobre a equacao de Schroedinger e sua consisténcia com a conservacao
da probabilidade, o que se fez necessario, visto que a mecanica quantica
relativistica, que apresentaremos no capitulo 4, é construida baseada
nessa mesma consisténcia. A mecanica quantica relativistica modificada
no cenario do comprimento minimo sera utilizada no capitulo 5 aplicada

ao atomo de hidrogénio a fim de determinarmos o comprimento minimo.



Capitulo 3

Comprimento minimo na mecanica

quantica
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3.1 Introducao

Como se sabe, a mecanica quantica tem sua estrutura matematica fun-
damentada basicamente sobre a algebra de Heisenberg, isto ¢, na relacao
de comutacao entre os observaveis e p. O cenéario de um novo efeito
quantico que se reflita em uma modificacao na forma da relacao de co-
mutacao afeta, por consequéncia, toda formulacao tedérica da mecanica

quantica, o que poderia incluir até uma reformulacao de seus conceitos.

Um dos maiores problemas na tentativa de unificar a gravidade com as
outras interacoes fundamentais, portanto quantiza-la, num cendario da
teoria quantica de campos, é que a gravidade quantica se apresenta nao-
renormalizavel. Tem sido longamente sugerido que a teoria quantica
da gravitagao, por si propria, conduz a um “cut-off”efetivo no ultravi-
oleta, isto é, a um comprimento minimo observavel. O argumento é
baseado no raciocinio de que as altas energias utilizadas na tentativa de
se sondar pequenas distancias, perturbam significativamente a estrutura
do espago-tempo através de efeitos gravitacionais, sendo assim, existiria
um limite maximo de localizabilidade, o que sera explicado com mais
detalhes no decorrer deste capitulo. E natural, embora nao trivial, as-
sumir que um comprimento minimo deveria, teoricamente, do ponto de
vista quantico, ser descrito como uma incerteza minima nao nula Ax,,;,
em medidas da posicao. Isso implicaria em uma relacao de incerteza
modificada (digamos generalizada) tal que no limite de baixas energias
se tenha a relacao de incerteza de Heisenberg. Ora, uma modificacao
na relagao de incerteza implica em uma modificacao na relagao de co-

mutacao, o que por sua vez altera toda estrutura da mecanica quantica.

Contudo, a ideia da existéncia de um comprimento minimo ¢é anterior a

qualquer tentativa de quantizacao da gravidade. Devido as divergéncias
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que surgem na teoria quantica de campos, na década de 1930, W. Heisen-
berg concluiu que um comprimento fundamental deveria existir o qual
agiria como um “cut-off” natural nas integrais divergentes [17, 38]. Hei-
senberg tentou, sem sucesso, introduzir um comprimento minimo per-
mitindo que as componentes do operador de posicao nao comutem. S6
depois de 1947 foi que H. S. Snyder propos uma algebra covariante de
Lorentz dos operadores de posi¢ao e momento na qual as componentes
do operador de posicao nao comutam. Isso conduziu a um espaco-tempo
nao-continuo e, deste modo, um comprimento minimo é introduzido na
teoria [16]. Em 1994, S. Majid e H Ruegg propuseram uma modificagao
para as relacoes de comutacao das coordenadas do espaco-tempo que
tornaram-se conhecidas como k-Poincaré Algebra [34]. No mesmo ano
A. Kempf, G. Mangano and R. B. Mann iniciaram um desenvolvimento
da matematica basica da mecanica quantica em um cenario de compri-
mento minimo [4]. M Bronstein foi o primeiro a perceber que a quan-
tizacao da gravidade conduz a um limite para a precisao de uma medida,
e consequentemente a existéncia de um comprimento minimo [21], mas
foi apenas em 1964 que C. A. Mead reconheceu a relevancia do papel
que a a gravidade desempenha na tentativa de sondar uma regiao cada
vez menor do especo-tempo [6]. A partir dai, ao longo dos anos, mui-
tos trabalhos foram publicados sobre comprimento minimo em diferentes

contextos.

Neste capitulo nos propomos a apresentar as principais modificacoes que
ocorrem na estrutura da mecanica quantica quando se leva em con-
sideracao o comprimento minimo. Nosso ponto de partida serd uma
relacao de comutacao modificada que é coerente com a relacao de in-
certeza modificada citada no paragrafo anterior, a qual conduz a uma
incerteza minima nao nula na posi¢ao. Uma vez que nao se pode tomar

Ax tao pequeno quanto se queira, nao é mais possivel existir autoestados



41

fisicos do operador de posicao, visto que um autoestado deve ter Az = 0.
Contudo, ainda é possivel uma representacao em termos dos autoestados
do operador p. Vamos mostrar como o conceito de medida da posicao de
uma particula apresentado no capitulo 2 deve ser modificado, no cenério
do comprimento minimo, em termos do que chamamos de estados de

maxima localizacao.

3.2 A evidéncia tedrica de um comprimento minimo

Embora a teoria quantica de campos tenha tido sucesso ao unificar as
interacoes fundamentais, exceto a gravitacao, através do modelo padrao,
o seu grande inconveniente é o fato de seus calculos conduzirem a quan-
tidades divergentes (infinitos) que a principio nao fornecem sentido fisico
ao que se deseja calcular. Na maioria dos casos, essa situacao indesejavel
é satisfatoriamente contornada utilizando-se procedimentos de renorma-
lizacao, através dos quais uma quantidade finita é extraida desses infi-
nitos atribuindo-lhes significado fisico. No entanto, tais procedimentos
sao criacoes “ad hoc”e “nossa confianca na correcao de seus resultados
é baseada somente em seus excelentes acordos com a experiéncia, nao
na consisténcia interna ou na ordenacao logica dos principios fundamen-
tais da teoria” [37]. Embora a renormalizagao fornega uma conexao bem
sucedida entre os calculos com resultados divergentes que surgem na teo-
ria quantica de campos e os resultados experimentais, essas divergéncias
tem sido algumas vezes interpretadas como evidéncias de, possivelmente,
uma contradi¢do interna da teoria, de alguma hipétese equivocada e/ou
da auséncia de alguma hipotese necessaria para a consisténcia da teo-
ria com ela propria num sentido mais geral. Por conseguinte, os bem
sucedidos métodos de renormalizacao passaram a ser questionados du-
rante a tentativa de se quantizar o campo gravitacional aplicando-lhe

os mesmos principios utilizados pela teoria quantica de campos as ou-
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tras interagoes, com o intento de se construir uma teoria unificada entre
mecanica quantica e relatividade geral. As divergéncias que surgiram na
tentativa de quantizagao da gravitagao apresentaram-se nao renorma-
lizdveis [22] e os infinitos, que antes podiam ser contornados, passaram
a ser uma limitacao da teoria. Esse impasse impulsionou a hipdtese da
existéncia de um comprimento minimo que serviria de “cut-off”, agindo
como um regularizador natural da teoria, uma vez que a inclusao da
interacao gravitacional, ao mesmo tempo que torna as divergéncias mais

graves, torna também mais evidente a existéncia desse efeito regulariza-
dor.

Como argumento simples em favor da existéncia de um comprimento
minimo, vamos pensar no seguinte: de acordo com o principio de incer-
teza, medir a posicao de uma particula com precisao cada vez maior tem
como consequeéencia uma imprecisao proporcionalmente, cada vez maior,
no seu momento linear. Ora, de acordo com a relatividade geral, mo-
mento linear é capaz de proporcionar uma curvatura no espaco-tempo.
Assim, incertezas na medida do momento linear da particula produzem,
como consequencia, flutuagoes quanticas na geometria espago-temporal
(ou, o que significa dizer o mesmo, no campo gravitacional), o que im-
plica em uma imprecisao na trajetéria da particula. Isso significa que ao
se tentar determinar a posicao de uma particula com precisao cada vez
maior, ¢ produzida uma perturbacao cada vez maior no campo gravi-
tacional, que tem como consequéncia um maior desconhecimento sobre
a posicao dessa particula, ao contrario do que se desejava. Entao, hi-
poteticamente, tudo se passa como se em vez da relacao de incerteza

ApAx > g existisse uma relacao de incerteza efetiva que seria da forma

A > D1+ B(APY 47, (3)
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onde 5 e 7 sdo positivos e independentes de Ap e Az (mas podem,
em geral, depender dos valores médios de & e p). O primeiro termo
do segundo membro corresponde ao principio de incerteza puramente
quantico, valido a escalas de energias baixas o suficiente para que se
possa negligenciar a curvatura do espaco-tempo, enquanto o restante
esta associado ao efeito gravitacional mencionado e torna-se relevante a

medida que se tém envolvidas energias cada vez mais altas.

Esse tipo de relacao de incerteza generalizada tem surgido no contexto
da gravidade quantica e da teoria de cordas [24], e permite expressar a
ideia, nao trivial, de que um comprimento minimo na teoria quantica
deveria ser descrito como uma incerteza minima na medida da posicao,
AZpin. Aqui nao é mais possivel trabalharmos com a representacao dos
autoestados do operador de posicao |z), visto que um autoestado da
posicao deve ter, por definicao, Ax = 0, o que nao é mais permitido no
cenario quantico em que se considera um comprimento minimo. Em um

caso mais geral, uma relacao de incerteza da forma

ApAr> D1t a(an)? + B(Ap) +4], (3.2

conduziria a uma incerteza minima em ambos, posicao Ax,,;, € mo-
mento Ap,in, para « positivo. Nesse caso, na auséncia de ambas as
representagoes |z) e |p), uma alternativa é trabalharmos com a repre-

sentacao de Bargmann-Fock [2].

3.3 O espaco de Hilbert

Neste trabalho, vamos nos ater ao caso onde hé incerteza minima nao

nula somente na posicao, portanto estamos lidando com a situacao da
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equagao (3.1). Na secao 2.3 foi mostrado que da positividade da norma

nos podemos obter

AxAp > Mf’—fm (3.3)

E facil verificar, com o uso da inequacao acima, que a relacao de incerteza

(3.1) é consistente com uma rela¢ao de comutagao do tipo

[&.5] = ih[L + 5] (3.4)

Nos construiremos uma representacao no espaco de Hilbert de tal relacao
de comutacao. Antes de tudo, devemos deixar claro que, em geral, deve-
mos requerer que vetores que representam estados fisicos sejam norma-
lizaveis e tenham valores médios bem definidos da posicao e do momento,
bem como incertezas bem definidas dessas quantidades. Isso implica que
estados fisicos sempre pertencem ao dominio comum, onde os operado-
res &, p, 2, p* sdo simétricos. A relacdo de incerteza correspondente a

relacao de comutagao (3.4) é

ApAx > {1+ B(Ap) + Y] 3.5)

Para obtermos o valor minimo de Az, tomamos a igualdade e isolamos
Ax no primeiro membro, escrevendo-o explicitamente como funcao de
Ap, ou seja, Ax = Az(Ap), em seguida derivamos com relagdo a Ap

para obtermos Az, em termos de (p), assim temos

Az (D) = h/BV/1+ B(p)2. (3.6)

Desse modo, a incerteza absolutamente menor possivel na posicao é

AL pin = in/B. (3.7)
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Para a relagao de incerteza (3.5) nao ha nenhuma incerteza minima em

Ap. De fato Ap pode assumir qualquer valor de zero a infinito.

Como foi visto no capitulo anterior, em mecanica quantica ordinarial

2 e p sao representados como operadores de multiplicacao ou diferen-
ciacao que atuam em funcoes de onda quadrado-integraveis da posicao
Y(x) = (z|v) e do momento (p) = (p[ty), onde |x) e |[p) sdo “auto-
estados”da posigao e do momento, respectivamente. Vimos que |z), o
qual representa uma particula exatamente localizada no ponto x (e, por-
tanto, tem incerteza Az = 0) e |p), o qual representa uma particula cujo
momento linear é exatamente igual a p (analogamente Ap = 0), nao
sao estados fisicos, propriamente ditos, pois eles nao sao normalizdveis
e portanto nao pertencem ao espaco de Hilbert. Contudo, vimos que
esses autoestados podem ser aproximados com precisao arbitraria por
sequéncias de estados fisicos de localizacao arbitrariamente decrescente
na posicao e no momento. Aqui, no cenario do comprimento minimo,
isso nao é mais possivel para os autoestados do operador de posicao z,

visto que vetores |1)) que representam estados fisicos devem ser tais que

Az = V(& = (W[E[0))2 1) > Apin. (3.8)

Uma vez que nao existem mais autoestados da posicao |r) na repre-
sentacao da algebra de Heisenberg, nao sera mais possivel, em termos
da algebra de Heisenberg, encontrarmos uma representagao em |z) para
um vetor de estado |¢) resultando na fungao de onda ¥ (x) = (x[¢), a
qual descreve a amplitude de probabilidade de uma particula no estado
quantico [¢) estar exatamente localizada no ponto x. Entao, como re-
cuperar alguma informacao sobre a localizacao de uma particula nesse

cenario em que se considera um comprimento minimo? A resposta dessa

'E como vamos nos referir & mecanica quantica onde efeitos de um comprimento minimo nao sao

considerados.



46

pergunta sera dada neste capitulo. Uma teoria quantica nao pode deixar
de dar alguma informacao, que faca sentido, sobre a localizacao de uma

particula que se pretende estudar.

Na auséncia da representacao |z), a solugdo mais ébvia para construcao
do espaco de Hilbert nesse novo contexto ¢é utilizarmos a representacao
Ip).  Assim, de fato, a algebra de Heisenberg pode ser representada
através da funcio de onda no espaco dos momentos ¥(p) = (pl)). E
facil ver que no espaco dos momentos os operadores p e  podem ser

representados da seguinte maneira

pY(p) = pv(p) (3.9)

@¢wp>::iﬁ<1%—¢vﬁ>§%¢wp>. (3.10)

Isso pode ser verificado observando-se que essa representacao satisfaz

perfeitamente a relagdo de comutagao (3.4).

Os operadores p e T sao simétricos, portanto

((¢[p)l¢) = (¥1(pl#)) (3.11)

({¥[2)l¢) = (¥[(2]¢))- (3.12)

Mas agora, o produto escalar se torna

wlo) = [ = u ot (3.13)
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A simetria de p é obvia. A simetria de & pode ser verificada realizando-se

uma integracao por partes

+00 d @
[ T i ) 5ot =

+00 d a N
/;)1+%ﬁ{m“+5ﬁh%¢@)<ﬂM- (3.14)

Portanto, o fator (1 + Sp?) do integrando no espaco dos momentos é

necessario para cancelar o fator correspondente do operador .

O operador identidade pode ser expandido como

400 d
1= [ s (3.15)

e o produto escalar de auto estados do momento consequentemente é

{plp) = (14 Bp*)5(p — p'). (3.16)

Nada disso exclui a existéncia de autovetores formais, vamos assim dizer,
do operador de posicao. De fato, existem diagonalizacoes desse opera-
dor. Contudo, os autovetores obtidos ao se diagonalizar o operador de
posicao nao representam estados fisicos, visto que eles possuem, como

veremos, valor médio infinito na energia.

No espaco dos momentos, a equacao de autovalor para o operador de

posicao toma a forma

in(1 +Bp2)a%w(p) NG (3.17)
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que pode ser resolvida para obtermos os auto vetores formais da posicao

normalizados

aA(p) = (@)1/2 exp (—i ﬁ%arctg(\/gp)) : (3.18)

Uma analise estrutural mais detalhada da forma funcional do operador
de posigao e de seus autovetores formais foi realizada em [5]. Ela mostra
que esse operador de posicao nao é mais essencialmente auto-adjunto,
mas apenas simétrico. Em vez disso, existe uma familia de parametros
de extensoes auto-adjuntas do operador de posi¢ao. Assim, nés podemos
construir uma familia de parametros de diagonalizacoes de z. Para isso,

vamos calcular o produto escalar dos auto-vetores formais da posicao

¥)

(o |vn) = g/ﬁo ap exp (—iMarctg(\ﬁpo -

o 14 PP’ B
200/ B A=)
O X)sen TG (3.19)

Os autovetores formais da posicao em geral nao sao ortogonais. Todavia,
de (3.19) nés podemos ver que existe uma familia de diagonalizacoes de

z. O conjunto de autovetores parametrizados por A € [-1, 1],

eninnys) /1 € L}, (3.20)

consiste de auto vetores mutuamente ortogonais, visto que

(Vom0 iyB|VEn 2 hyE) = Onn- (3.21)

Entao, existe diagonalizacao para o operador de posicao. Assim, po-

deriamos ser levados a pensar que estamos descrevendo estados fisicos
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com seus autovetores formais, o que nao é verdade. Os autovetores
formais da posicao nao representam estados fisicos, eles nao estao no
dominio de p, que fisicamente significa que eles tém incerteza infinita no

momento e, em particular, energia infinita

~2
p .
— = divergente. 3.22
<¢A\2m|%> g (3.22)
De uma maneira geral, nés podemos concluir que vetores |¢) que tém

incerteza bem definida na posicao Az, e sao tais que

0< ASE|¢> < AZpins (3.23)

nao possuem energia finita, portanto nao descrevem estados fisicos. As-
sim, diferente da mecanica quantica ordinaria, os autovetores formais de
2, com incerteza pertencente a regiao citada, nao podem mais ser apro-
ximados por uma sequéncia de estados fisicos, de energia finita, onde a
incerteza na posicao decresceria a zero. Em vez disso, existe um limite

maximo para a localizabilidade.

3.4 Recuperando a informacao sobre a posicao

Na secao 2.5 apresentamos uma descricao sobre o processo de medida na
mecanica quantica ordinaria que estava intimamente ligado ao fato de &
ser um observavel. Uma vez que no cenario do comprimento minimo nao
é mais possivel existir autoestados do operador & que representem esta-
dos fisicos, os autoestados de & nao mais formam uma base do espaco de
Hilbert e assim, z deixa de ser um observavel. Sendo assim, como pode
ser dada alguma informacao sobre a localizacao espacial de um sistema
fisico quando se considera o comprimento minimo? Antes, (z|¢) descre-

via a amplitude de probabilidade de uma particula no estado quantico
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|1) estar exatamente localizada no ponto x. Agora, sem os auto veto-
res de £, como podemos calcular a probabilidade de se encontrar uma
particula em uma determinada regiao espacial? Essas perguntas serao

respondidas nesta secao.

A informacao sobre a posicao ainda é acessivel, mas para isso, € ne-
cessario introduzirmos o conceito de estados de maxima localizacao.

Um estado de maxima localizacao \@bg‘% ¢ um estado fisico para o qual

(W |2y = € (3.24)

Portanto, um estado de maxima localizacao representa uma particula
localizada ao redor de um ponto x = £ com incerteza minima possivel
Az, na sua localizacao, ou seja, maximamente localizada. Para cal-
cularmos esses estados maximamente localizados, devemos nos lembrar
que como foi mostrado na se¢ao 2.5, um vetor de estado |¢) s6 poderd

pertencer ao limite da regiao fisicamente permitida (isto é, satisfazer

AxAp = mx—me ) se ele satisfaz
s j\j <|:'i%715:|> A P —
o= @)+ gt )| 1) o (3.26)

No espaco dos momentos, utilizando a relacao de comutagao generalizada

(3.4), isso toma a forma da equagao diferencial

(o) [ LSS IOP] ) L) o

(3.27)

{z’h(l - 6]02)8%
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a qual pode ser resolvida para obtermos

V' (p) = N(1+ Bp?) Zeap (—i@mmg(ﬁp)) :

VG

Vale lembrar que foi usado o fato de que a incerteza menor possivel

(3.28)

Ax = Az, ocorre, de acordo com (3.6), para (p) = 0. Esses esta-
dos podem ser normalizados para obtermos a funcao de onda no espaco
dos momentos dos estados que sdo maximamente localizadas (isto é,
(Ax)\¢?l> = Ay, ) a0 redor de um ponto & (portanto, <¢g‘l|i’|¢£”l> =¢)
que ¢é dada por

v (p) = (@) (L4 ) e (i

ﬁ\/_

Os estados de maxima localizacao |¢2”“l> Sa0 0S que mais se aproximam,
quando se considera o comprimento minimo, dos autoestados |£) do ope-
rador  na mecanica quantica ordinaria. No capitulo 2, nés definimos
|€) através de uma sequéncia |£4%) cujo limite se aproxima do seu valor
minimo, Az = 0. Aqui |¢g"l> também pode ser visto dessa maneira, mas
agora com o valor minimo de Ax sendo igual a Ax,,;,. A funcao de onda
no espaco dos momentos de um estado maximamente localizado wg”‘l (p)
¢ uma espécie de onda plana generalizada. E f4cil verificar que quando

£ — 0 ela se torna a onda plana apresentada na secao 2.5.

Podemos verificar também que os estados de maxima localizacao os quais

possuem energia finita sao estados fisicos propriamente ditos

<w§”\ \w

_2VB / o po_ 1 (3.30)

(1+ ﬁp )22m " ompB’
Através do produto interno, podemos ver também que esses estados, em

geral, nao sao mutuamente ortogonais
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(gt

_2VP /%o Tﬁp)eajp (— (gh\/_ arctg f;a)

o ()] (G5 o

Agora mostraremos que o conceito de estado de maxima localizacao é

de suma importancia na descricao da localizacao espacial de um sistema
fisico, dentro desse contexto do comprimento minimo, onde nao mais é
possivel tal descricao através dos autovetores do operador de posicao,
como na mecanica quantica ordinaria. Se uma particula é especificada
por um estado fisico arbitréario |¢), podemos projeta-lo sobre um estado

de méxima localizacao |¢7§”l> para obtermos

(&) = (W) (3.32)

A interpretagao fisica de (), que chamaremos de funcao de onda de
quase posicao, ¢ a de que ela representa a amplitude de probabilidade
de encontrarmos a particula maximamente localizada ao redor do ponto

&, com incerteza Az ;.

Mas, e quando a situacao se trata de um processo de medicao, do ponto
de vista da mecanica quantica, ao se considerar o comprimento minimo?
Nesse caso, quando é realizada uma medida da posicao de uma particula,
com a maxima resolugao possivel, a perturbacao fundamental faz com
que o sistema colapse para o respectivo estado de maxima localizacao

|¢7gn '), cujo projetor associado é

P = |y (v (3.33)
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Dizemos que o resultado da medida € £, ou seja, que a particula encontra-
se localizada em uma regiao espacial centrada em £ com largura Az,,;,.
A rigor, nao poderiamos dizer que esse processo é uma medida, pois
nao apresentamos um observavel a ela associado. Mas num sentido me-
nos formal podemos considera-lo como tal, visto que ele fornece uma

informagao sobre a localizacao espacial do sistema.

No formalismo quantico onde se considera o comprimento minimo o ope-
rador 2 deixa de ser um observavel, entao, poderia ser perguntado se os
calculos dos valores médios associados a esse operador seriam afetados
ou modificados. Isso de fato nao acontece, pois elementos de matriz sao

independentes da base

(2) = (¥[2[), (3.34)

((Az)?) = (¥(@ — (2))*). (3.35)

Portanto, nao depende de Z ser um observavel ou nao. Em outras pa-
lavras nao depende dos autovetores de z formarem uma base do espaco
de Hilbert ou ndo. A unica coisa que muda é o fato de que antes (Z) era
interpretado como a média dos valores obtidos numa série de medidas
da posicao e ((Azx)?) o desvio padrao dessas medidas. Agora, (%) deve
ser interpretado como o ponto do espaco em torno do qual se concentra
a fungao de onda do sistema e ((Az)?), como uma medida do quanto

essa fungao de onda estd espalhada em torno desse ponto [15].

A transformacao de uma funcao de onda na representacao dos momentos

em sua correspondente funcao de onda de quase posicao é dada por
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2/B\? [T dp (@mtg(ﬁm
O [ e (S

A funcao de onda de quase posicao de um autoestado do momento

Yy(p) = 0(p —p') de energia £ = % ainda é uma onda plana, porém,

para o seu comprimento de onda noés agora temos

w(©) = ( ) v 330

B 2h/B
AE) = arctg\/2mpBE"

Isso mostra que a existéncia de um comprimento minimo, isto é, de um

(3.37)

limite para a precisao com que posicoes podem ser resolvidas, induz a

existéncia de um comprimento de onda minimo nao nulo

Amin = 457/ B. (3.38)

A transformacao anterior que mapeia uma funcao de onda no espago dos
momentos ¢ (p) em sua funcao de onda de quase posigao (&) é a gene-
ralizacao da transformacao de Fourier da mecanica quantica ordinaria.

Através da sua inversibilidade podemos obter

-l

E possivel ainda uma representacao da algebra de Heisenberg em ter-

_arctg/Bp
cap |65 u(g). (339

N[ =

W(p) dé(1+ Bp°)

mos da funcao de onda de quase posicao. Da equagao (3.39), podemos

mostrar que a atuacao do operador de momento é representada como

tg (—iﬁ\/ﬁa%)

NG ¥(€) (3.40)

(W' ply) = py(€) =
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sobre a funcao de onda de quase posicao. A atuagao do operador de
posicao é

tg (—iﬁﬂ%)
VB

(W |2w) = (&) = |+ 8 »(§)- (3.41)
Eissa representacao é extremamente 1itil, pois permite trabalharmos com
a fungao de onda de quase-posigdo (que tem uma interpretacao fisica
associada a localizagdo da particula) em vez da fungao de onda no espaco
dos momentos. Ela serd utilizada no capitulo 5, quando abordarmos a
teoria quantica relativistica de uma particula simples (caso do sistema

do dtomo de hidrogénio) em um cendrio de comprimento minimo.

3.5 Comprimento minimo na mecanica quantica:

Consideracoes finais

Neste capitulo passamos a elaboragdo da mecanica quéantica (ndo re-
lativistica) no cendrio de um comprimento observavel minimo para as
particulas. Depois de discutirmos sobre sua origem e admitirmos esse
efeito como existente, assumimos a ideia de que um comprimento minimo
na mecanica quantica pode ser descrito como uma incerteza minima nao
nula, Ax,,;,, em medidas da posicao. Para que se tenha uma incerteza
minima nao nula na posicao é necessario uma modificacao do principio
da incerteza de Heisenberg para uma forma generalizada, o que induz
a uma modificagdo na forma da relagdo de comutagao [z,p|, que por
sua vez, altera a estrutura da mecanica quantica, matematicamente e
até conceitualmente. Vimos que uma das consequéncias imediatas da
existéncia de um comprimento minimo é que = deixa de ser um ob-
servavel, visto que seus autovetores |x) agora nao pertencem ao espago

de Hilbert. Encerramos o capitulo concluindo que o conceito de estado
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de méaxima localizacao, |¢g’”>, ¢ necessdrio para reobtermos alguma in-

formacao sobre a localizacao de uma particula.

Os estados de maxima localizacao serao utilizados no capitulo 5, que é
o principal deste trabalho, a fim de modificarmos a mecanica quantica
relativistica (o hamiltoniano de Dirac) introduzindo-a no cenério do com-
primento minimo. Ali, calcularemos o estado fundamental do dtomo de
hidrogéenio na teoria de Dirac sob esse novo panorama, com o intuito de
cumprirmos nosso objetivo, ou seja, estimarmos um valor maximo para

Ailﬁmm.



Capitulo 4

Mecanica quantica relativistica
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4.1 Introducao

Embora a mecanica quantica elaborada por Schroedinger em 1925 te-
nha obtido sucesso na descricao de fendmenos quanticos, especialmente
o atomo de hidrogénio, ela apresentava algumas limitacoes. Os niveis
de energia obtidos através da equacao de Schroedinger nao previam a
estrutura fina do atomo de hidrogénio, o que ja havia sido medido ex-
perimentalmente. Uma vez que atribuiu-se o spin do elétron a efeitos
relativisticos do seu movimento, houve a necessidade da construcao de
uma teoria quantica mais geral, no sentido de englobar também efeitos

relativisticos, portanto, uma teoria quantica relativistica.

Este é o ultimo capitulo que antecede o desenvolvimento principal deste
trabalho. Uma vez que nosso objetivo ¢ estimarmos o valor do com-
primento minimo, Ax,,;,, através do calculo da energia do estado fun-
damental do a&tomo de hidrogénio na teoria de Dirac modificada, faz-se
necessario uma revisao da mecanica quantica relativistica antes de a
introduzirmos nesse contexto da teoria do comprimento minimo. Va-
mos mostrar que a primeira ideia de quantizacao relativistica, que seria
quantizar a equacio de Einstein E? = (pc)®+ (mc?)? e aplicar-lhe a inter-
pretacao probabilistica, falhou na questao da interpretacao da funcao de
onda como densidade de probabilidade. Isso levou a construgao de outra
teoria, a equacao de Dirac, cuja funcao de onda satisfez os principios
quanticos associados a probabilidade e ainda previu a existéncia de an-
tiparticulas. Com a aplicacao da teoria de Dirac ao sistema do atomo
de hidrogénio foi possivel prever corretamente a estrutura fina para os
niveis de energia do elétron, além disso, a teoria de Dirac acomodava
naturalmente o termo referente a interacao do spin do elétron com um

campo magnético externo.
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4.2 A equacao de Klein-Gordon

Como vimos no capitulo 2, o processo de quantizacao de um sistema
(naquele caso, nao relativistico), que é descrito como a sua energia to-
tal sendo a soma das energias potencial e cinética, consiste basicamente
em promover as variaveis dinamicas a operadores, que passam a atuar
em um vetor de estado do espaco de Hilbert (funcao de onda), o qual
detém todas as informagcoes sobre o estado quantico do sistema e possui,
atribuida a si, uma intepretacao probabilistica. Agora, vamos construir
uma teoria quantica de uma particula simples relativistica, livre de in-
teracoes. O processo de quantizacao de um sistema relativistico baseia-se
nos mesmos principios, porém, a equacao da energia, é claro, deve ser
a equacao que descreve um sistema relativistico, ou seja, a equacao de

Einsten E? = (pc)? + (mc?)? , ou equivalentemente

— —p - =m'c (4.1)

Substituindo E e p por seus operadores associados e atuando sobre o
vetor de estado |¢(t)), temos

(i - p2> 6()) = me* (1)) (42)

Na representacao = essa equagao se torna

h? 02 -
<—g@ + ﬁ2V2) Qb(f, t) = m2c2gb(a_§, t), (43)
que pode ser escrita como
m202
(aﬂaﬂ 5 ) &(Z,t) = 0, (4.4)

onde definimos z* = (ct, z,y, 2) e x, = (ct, —x, —y, —2),
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'y, = xat = () —2® -yt — 27, (4.5)
também 0, = % e oM = 5%“’
2 2 2 2
0,0 =00, = 0 0 0 0 (4.6)

2012 922 Oy2 022
A equacdo (4.3) é conhecida como a equacio de Klein-Gordon! e seria,
entao, a equacao quantica em uma teoria relativistica, que desempenha
um papel semelhante ao da equacao de Schroedinger na teoria nao rela-
tivistica. Aqui ¢(%,t) deve ser a fungao de onda que descreve a particula

relativistica, a qual caracteriza o sistema.

Ora, se a equacao de Klein-Gordon é a equacao de uma teoria quantica
que descreve um sistema relativistico composto de uma particula livre
de interacao, entao, em analogia com a equacgao de Schroedinger, deve
existir associada a ela, uma densidade de probabilidade e uma corrente
de probabilidade, descritas por uma equacao de continuidade e, é claro,
essas entidades devem estar relacionadas a interpretacao probabilistica
para que a teoria possua sentido fisico. Nao ¢é dificil verificar, através
de uma pequena algebra, que existe uma equacao de continuidade para

essa teoria, veja que da equagao (4.3) podemos obter

- 0? m2c?

Multiplicando por ¢* pela esquerda

. 2 2.2
o (9~ ) o= Tore (18)

¥ comum usar ¢ como fungao de onda na equacao de Klein-Gordon e 1) na equacao de Dirac, que

sera vista na segao seguinte.



Tomando o conjugado da equacao (4.7)

Multiplicando por ¢ pela esquerda

0* m?c?

2 *
¢(V —@)‘? ~ w0
Realizando a subtracao de (4.8) por (4.10)

*v 72 *82
¢V¢—¢C2—82 = 0.

Que pode ser escrita como

V. (690~ 690x) + o (¢ 94 49 ¢)

ou
L. D
V.J+ap—0,

onde identificamos

- h
J = oy

(¢'Vo - oVe')

PR (qs L ¢¢>.

2mic?
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Essas seriam a corrente de probabilidade e a densidade de probabili-

dade, relacionadas pela equacao de continuidade as quais se aplicariam
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a interpretacao probabilistica, analogamente ao que se tem na mecanica

quantica nao relativistica.

H& algumas inconsisténcias na descricao de uma teoria quantica rela-
tivistica construida da maneira como descrevemos nos paragrafos ante-
riores que nés apresentaremos agora. Primeiro, note que a densidade
de probabilidade nao é positiva definida, logo nao é possivel interpre-
tarmos a equacao de Klein-Gordon como a equacao de movimento de
uma particula simples relativistica, com ¢(Z,t) sendo a funcao de onda
dessa particula. Observe também que quando ¢(Z,t) é real temos p = 0

—

e J=0.

Ainda um outro ponto importante deve ser notado. A equacio E? =
(pc)? + (mc?)? nos diz que ocorrem estados de energia positiva e nega-
tiva. Para o caso da particula livre, poderiamos desprezar as solucoes de
energia negativa, visto que a energia da particula permanece constante.
Entretanto, se a particula interage, os estados de energia negativa nao po-
dem ser desprezados e a particula pode perder energia indefinidamente,
isto é, nao ha um limite inferior na energia. Nao ha um estado funda-
mental. Matematicamente, nao podemos desprezar os estados de energia
negativa, pois os ¢(Z,t) correspondentes sao necessarios para que se te-
nha a completeza do espaco vetorial, isto é, para que possamos expandir
um estado qualquer, que representa a particula, em termos de uma base
formada pela solucao da equacao de Klein-Gordon, o que é necessario
no calculo de valores médios. Portanto, por essas razoes, a interpretacao
da equacao de Klein-Gordon como a equacao que descreve quantica-
mente um sistema composto de uma particula simples relativistica, livre
de interacao, deve ser abandonada. Ha outra interpretacao para essa
equacao, na teoria quantica de campos, onde ela representa a equacao

de um campo quantico formado por particulas de spin zero, mas uma
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discussao dessa abordagem fugiria dos nossos propédsitos. Para o leitor

interessado indicamos as referéncias [18] e [29].

4.3 A equacao de Dirac

Na tentativa de contornar os problemas encontrados ao utilizarmos a
equacao de Klein-Gordon para descrevermos quanticamente o sistema
de uma particula relativistica, Paul A. M. Dirac teve a ideia de escrever
a equagao de Klein-Gordon na forma fatorada como veremos. Podemos

escrever a relagdo de Einstein, equagao (4.1), na forma

p'p, —m*c* =0, (4.14)

onde p* = (E/c, py,py, D) € py = (E/c, =Dy, —py, —p-). Fatorando te-
mos

(8"py + me) (Y'pr —me) =0 (4.15)

Devemos determinar os 8 coeficientes 8" e 7 (v,A =1, 2, 3, 4) que

satisfazem a equacao acima. Entao

P'p, —mPc® = By pupr + v pame — B'p,me — m*c?. (4.16)

Como os indices sao mudos, podemos escrever na forma

P'p, — m*c = By pupa + (77 — BY) pyme — m2c?. (4.17)

Nao héa termos de primeira ordem em p no primeiro membro, isso significa
que devemos ter vV = (Y. Entao, temos 4 coeficientes a se determinar.

Reescrevemos
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P'pu— m* = 7"V pupy — m*c. (4.18)

Expandindo os dois membros e comparando termo a termo, verifica-se

que
(V)2 =1, () =—1,comi=123 ey + 77" =0, u#v.
Isso pode ser sintetizado na forma

{77} = 29", (4.19)

onde g =0se p#veg”=—g¢"=1parai=123. Logo, os ¥ nao
poder ser nimeros, mas sim elementos que em geral nao comutam, ou
seja, matrizes. As matrizes de mais baixa ordem que satisfazem (4.19)

sao

70:(%)9]I>:7i:(_(2.i6>' (4.20)

Os o' sao as matrizes de Pauli

e [ e O sao a matriz 2x2 identidade e a matriz 2x2 nula. Assim

(v'pv + me) (¥'py — me) = 0. (4.21)

Realizando o procedimento de quantizagao p, — p, = iﬁ% e atuando

sobre a fungao de onda (7, t) temos
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(mﬂ% - %) D(ah) = 0. (4.22)

Essa equacao é conhecida como a equacgao de Dirac e seria a equacao
candidata a contornar os problemas surgidos na teoria da equacao de
Klein-Gordon. Note que como existem quatro equagoes devido a v,

entao 1 (z#) deve possuir quatro componentes.

A fim de resolver a equacao de Dirac, vamos considerar solucoes do tipo

ondas planas

P(ah) = Au(ku)exp(—%x“ku). (4.23)

Substituindo em (4.22)

(v'k, — mc)u(k,) = 0. (4.24)
Teremos, ao substituir as matrizes -y

( . %.Z;n o —(ko_—]iizc)ﬂ ) ( up ) =0 (4.25)

onde uy e up sdo matrizes 2x1 que compdem u(k,). Essa dltima equacao

possui solucao nao trivial se

—

k.0
- 4.2
a ko — mcuB (4.26)
e
k.G
= ————U4. 4.2
un ko + mcuA (4.27)

Substituindo up em uy temos
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(k2 — k> — m2>P)uy = 0. (4.28)

Substituindo w4 em up

(k2 — k> —m>P)up = 0. (4.29)
Aqui foi usada a seguinte propriedade das matrizes de Pauli

—

(7.A)(¢.B) = A Bl +i¢.(A x B), (4.30)

para quaisquer vetores AeB. Portanto, para que tenhamos uma solucao

que nao seja a trivial, devemos necessariamente ter

(k2 =k —m>?) =0 (4.31)

e uy e up quaisquer. Comparando com a relacao de Einstein E%— (pc)? —

(mc?)? = 0, identificamos ko = £ e k = 7.

Na solugado mais geral possivel para 1 (z") teremos uma combinacao li-
near das quatro possiveis solugoes da equagao de Dirac, combinando os

quatro possiveis estados para as matrizes u,

1 cp.o 1
UA:<0>_>UB:E++mC2<O> (4.32)
(&
0 cp.o 0
uA=<1>—>uB=—E++mC2<1>. (4.33)

Onde FE deve ser tomado positivo para que u nao divirja em p = 0,
portanto E = E, = ++/(pc)? + (mc?)?2. Ainda
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— =

1 cpd (1
“B:<0)%“A:—E_—m02<0) (4.34)
(&
0 cp.o 0
un=(1)>u=-pTi5 (1) (4.35)

Onde F deve ser tomado negativo para que u nao divirja em p = 0,
portanto £ = E_ = —/(pc)? + (mc?)2.

Temos que u, representa particulas de energia positiva e up representa
particulas de energia negativa (antiparticulas). Existem duas solugoes
para cada um deles referente aos dois possiveis estados de spin. Explici-

tando p.d temos

1
0
1) _
uth = Ny cp./Ey +mc?
cpy /By + mc?
0
@ _ N 1
w =4l ep JE, +mc?
—cp./Ey + mc?
cp./E_ — mc?
u® = N, cij/E_1 — mc?
0
cp_/E_ —mc?
W@ = N, _CpZ/EO_ — mc? |
1

onde py = p, £1p, e Ny, Na, N3 e Ny sao constantes de normalizagao.
Desse modo, a solucao mais geral possivel para a equacgao de Dirac, tendo

em vista (4.23), é uma combinacao linear de todos esses estados
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Note que embora a ideia original fosse a de uma teoria de uma particula
simples, necessariamente ¢ é uma combinacao de estados de uma particula
de energia positiva e outra de energia negativa. Outra aspecto impor-
tante é que é possivel mostrar que 1 se transforma como um 4-spinor

sob transformagoes do grupo de Lorentz.

A equagao de Dirac teve seu grande triunfo, como veremos na se¢ao se-
guinte, na aplicacao ao atomo de hidrogénio. Por meio dela foi possivel
fazer corregoes de ordem relativistica (estrutura fina) aos niveis de ener-
gia previstos na teoria de Schroedinger (que é nao relativistica), além
disso, ela previa corretamente o termo de interacao do spin do elétron
com um campo magnético externo, o que era feito “add-hoc’na teoria

nao relativistica.

Mas e quanto a conservacao da probabilidade e a interpretacao dos es-
tados de energia negativa? Responder essa pergunta é o que nds nos
dedicamos agora. Observe que multiplicando a equagao de Dirac (4.22)

pelo spinor adjunto ¢ = 117" pela esquerda temos

9 _
Y ot %w — 0. (4.36)

Tomando o conjugado da equagao de Dirac (4.22) e multiplicando por

7 pela direita
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—ido(¥17°7") + 00 (Ty'7") — mypta® = 0, (4.37)

onde foi usado (/)" = —4'. Como 77" = =%’ podemos obter

o _ _
i || v - B =0 (439

A subtracao de (4.36) por (4.38) fornece

o _
() = 0. (439)

Assim, essa é a equacao de continuidade no caso relativistico segundo
a teoria de Dirac, onde identificamos J* = (iy*1)) como a quadri-
densidade de corrente de probabilidade. A densidade de probabilidade

p € igual a
cp=J" = (") = (W1 00) = (1) = [ + Whof? + [¥s]® + v,

onde

Isso é uma quantidade sempre maior ou igual a zero, portanto, diferen-
temente daquela encontrada a partir da equacao de Klein-Gordon, ela é

positiva definida.

A questao da ocorréncia dos estados de energia negativa foi vista por
Dirac da seguinte forma: os elétrons tem spin 1/2, portanto, obede-

cem ao principio da exclusao de Pauli. Dirac supos que os estados de
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energia negativa ja estavam completamente preenchidos e o principio da
exclusao proibe que mais elétrons entrem nesse “mar de Dirac”de esta-
dos de energia negativa. O vacuo, entao, nao é vazio, mas sim um mar
infinito composto de todas as particulas de energia negativa e spin 1/2,
que sao observadas, por exemplo, na criacao de um par elétron-positron.
Assim, a teoria de Dirac fez a predicao da existéncia de antiparticulas:

positron, antineutrino, antiproton... todas posteriormente detectadas.

4.4 O atomo de hidrogénio na teoria de Dirac

Como ja mencionamos na secao anterior, um dos pontos onde a teoria de
Dirac foi bem sucedida, foi na aplicacao ao caso do atomo de hidrogéenio,
onde foi possivel realizar corre¢oes de ordem relativistica (estrutura fina)
para os niveis de energia previstos pela teoria de Schroedinger. O atomo
de hidrogénio é um sistema simples, onde temos um nicleo central, com-
posto de uma unica particula, o proton, e um elétron que se move em
torno do nicleo. Partindo da equacao de Dirac (4.22) vamos determinar

o hamiltoniano de Dirac para uma particula livre

0
(iﬁy”w — mc> Y(at) = 0. (4.40)
0 -0
Omi;u(x“) = (- iiﬁi +me | Y(z") (4.42)

Multiplicando por «° pela esquerda

iﬁi (xt) = (—voviiﬁﬁi + fyomc> P(xh). (4.43)

oxY !
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Definindo 3 = 4" e o/ = 4%/ temos

i = (c&.{ﬂ Bmc2) . (4.44)

Em um campo central eletrostatico, o hamiltoniano de Dirac para um

elétron é dado por

A~

H = [cd'.]%’—k Bme* — egb(r)} 1. (4.45)

O operador de momento angular orbital Leo operador de momento
angular de spin S nio comutam separadamente com o hamiltoniano
anterior, visto que nao comutam com o hamiltoniano da particula livre.
Porém, pode ser verificado que as componentes do momento angular
total J = L+ S comutam com H , 0 que nos permite descrever uma base
de autoestados comuns aos operadores H , J% e J,. Vamos denotar tais

autoestados por

b = ( 2 ) . (4.46)

A atuacao de H sobre 1y fornece a equacao de autovalores

Hy = Ev. (4.47)

Decompondo essa equacao nas componentes ¢ e @9 obtemos

(E —mc® + ed)p1 + c(G.P)ps = 0 (4.48)

(E +mc® + ed)ps + c(3.p) o1 = 0. (4.49)
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A questao agora é como descrever a atuacao do operador 5.{7 sobre (g
¢ . Utilizando a propriedade (7.4)(3.B) = A.BI + i¢.(A x B) das

matrizes de Pauli, podemos escrever

- 5 1 - N o Z .5' L
Op:ﬁ(af)(ar)(aﬁ)zaer (er.p—l—27> , (450)
onde e, é o vetor unitario na direcao 7 e er.]%’ = —iﬁ%. Escrevendo o

l)

operador de momento angular total como J=L+ gi, onde

Qo
N———

M

I
VR
oQ

entao

J?=L*+hLY + %iﬁl. (4.51)

De acordo com a teoria geral do momento angular, os dois spinores bi-

componentes devem satisfazer

. h
(Lz + 502) @1,2 = (mﬁ)gpm (452)
(&
o P, O (o 2
L+ hL.c+ Zﬁ w12 =J(j+ 1) p10. (4.53)

Para um dado valor de j os spinores ¢ e @9 sdo proporcionais a ng; e
2

consideracgoes sobre o operador de paridade, além do fato de o potencial
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coulombiano ser esfericamente simétrico, nos dizem que as solugoes

devem ter a forma

) = ( " (T)y;m5> (4.54)

V= ( I (4.55)

Os spinores bi-componentes ) sao normalizados segundo f ViydQ =1

e possuem a seguinte propriedade

(G.e,) )" = =™ (4.56)

iTs IES)
Utilizando (4.53) e (4.56), e sabendo que o spin do elétron é s = %ﬁ,

podemos obter

(&
o7 m . 3 im

Levando em conta (4.57) e (4.58), substituimos (4.50), (4.54) e (4.55)

em (4.48) e (4.49) para obter o conjunto de quatro equagoes

(E—ch—l—egb)F—ﬁc(%—l—jt—gﬂ)f:O,
| (4.59)
(E+mcz+e¢)f+ﬁc<%—M>F:O,

r
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(E —mc®+ ed)G — hc (d% — j_1/2> g=20,

r

| (4.60)
(E+m02+e¢)g+ﬁc<d%+]+73/2>(?:0.

Substituindo explicitamente o potencial Coulombiano? produzido por
um nucleo pontual de carga Ze (Z é o nimero de prétons), ¢ = %,

onde para o atomo de hidrogénio Z = 1 e definindo as quantidades

1 FE mer 2

as quatro equacoes anteriores se tornam

( a d A

(e

] :
e+1+9)f+(L-2)F=0

. € X dr X o

( o d -1 _
(5—1+§)G—(%—7)g—0 .

.63

\(5+1+%)g+(%+%>(¥=0

Visto que esses dois conjuntos de equacoes se transformam um em outro
através da troca G — F, g — f, A = — )\, é suficiente resolver as duas
primeiras e assim podemos obter a solucao das duas ultimas equacoes.
Analisando o comportamento assintético dessas equagoes para Y — 00,

podemos observar que a solucao assintética é dada por

F 2 f = etvVizeix (4.64)

Sabendo que o atomo de hidrogénio possui seus estados de energia li-
gados devido ao potencial coulombiano produzido pelo ntcleo, devemos

fisicamente requerer que assintoticamente

20 fator 1/4meq foi omitido a principio, mas serd retomado no final das contas.
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FfeVimox g <1. (4.65)

Entao, utilizando o método de Frobenius propomos as seguintes solucoes

para as equacoes

F=e V= Z a,x” (4.66)
v=0
e
F=e V00 b (4.67)
p=0

Substituindo-as em (4.62) obtemos, para v > 0,

(e—1Day,1+aa, +vV1—¢€?, 1 —A+1+v+1)b, =0, (4.68)

e+ Db, 1+ab,—vV1—e%a, 1+ (-A+1+~v+1v)b,=0 (4.69)

aapg — (A +14+7)bg =0, (=X + 1+ 7)ag+ aby = 0. (4.70)

Essa tltima possuird solugio nao trivial somente se a® = A2+ (y+1)? e
como A = j + 1/2, entdo v = —1+ 1/(j + 1/2)? + a2. No entanto, para

que a funcao de onda nao seja divergente na origem, devemos ter

=1+ ([ +1/22+a2 (4.71)
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Ainda, para que a funcao de onda nao seja divergente em y — 00, as
séries correspondentes a (4.66) e (4.67) devem terminar em z”. Através

de (4.68) e (4.69) nds obtemos para v =n' + 1 (com a1 = by = 0)

1—¢
b,y = b,,. 4.72
\/ 1+¢ ( )

Podemos eliminar simultaneamente a,_1 e b,_1 em (4.68) e (4.69) para

obtermos

alav]+e+A=1—y—v)V1 —¢] =bJav]l —e+(A+1+7+v)V1 + €],

(4.73)
onde tomando v = n/ e comparando com (4.72) temos
l—e avlt+et+t(A—-1—-y—-n)Vl-c¢ (4.74)

l+e aVl—e+A+14+y+n)VI+e
ou

V1=2(1+~v+n') = ae (4.75)

Substituindo v e £ temos a famosa férmula de estrutura fina para os

niveis de energia do atomo de hidrogénio na teoria de Dirac

1 —1
2

=

135 r_
onde j = 35,5,5,...en’ =0,1,2, ...

E
~ 4,
mc? (4.76)

O numero quantico principal na teoria nao relativistica de Schroedinger

estd associado a n’, por,
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n=j+1/2+n" (4.77)

Visto que para o elétron s = 1/2, o estado fundamental (j = [+s, [ = 0)
dado por (4.76) para o atomo de hidrogénio é

E=mcV1 - a2 (4.78)

Para analisarmos essa energia, realizaremos uma expansao em série de

poténcias de «

1 1
E = mc? (1 — 5042 — §a4 + ) : (4.79)

O primeiro termo nada mais é que a energia de repouso do elétron.
Substituindo a = €?/fic vemos que o segundo ¢ exatamente a energia do
estado fundamental previsto pela teoria nao relativistica de Schroedin-

ger’

me4

Endo rel = T AZzo/4__ \o°
l 2h?(4mep)?

(4.80)

Ja o terceiro termo e os demais sao a correcao relativistica, que cha-
mamos de correcao de estrutura fina. Assim, a teoria relativistica de
Dirac prevé com precisao os niveis de energia do atomo de hidrogeénio
incluindo corregoes de estrutura fina, o que nao foi possivel com a teoria

nao relativistica.

3Recolocar o termo 1/4meg omitido no potencial é o mesmo que realizar a troca e? — €2 /4meg.
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4.5 Mecanica quantica relativistica: Consideracoes

finais

Neste capitulo mostramos que as limitacoes da equacao de Schroedinger
levaram a elaboracao de uma teoria quantica relativistica, inicialmente
com a equacao de Klein-Gordon, que nao foi bem sucedida por apresen-
tar inconsisténcias, e posteriormente com a equacao de Dirac, que previu
a correcao de estrutura fina nos niveis de energia do elétron. A teoria
quantica relativistica elaborada por Dirac, que foi aplicada ao atomo
de hidrogeénio, servirda como base para o desenvolvimento principal deste
trabalho, que sera apresentado no capitulo seguinte. Utilizaremos o ha-
miltoniano de Dirac para calcularmos o estado fundamental do atomo
de hidrogénio, porém, modificado por considerarmos a existéncia de um
comprimento minimo na teoria, com o intuito de estimarmos esse com-

primento minimo.



Capitulo 5

Comprimento minimo na teoria

relativistica do atomo H
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5.1 Introducao

Este é o capitulo principal deste trabalho, onde sera realizado o nosso
objetivo de estimarmos um valor limite superior para o comprimento
minimo Ax,,;,. Os capitulos anteriores serviram como base para a com-
preensao do que apresentaremos agora. Vimos no capitulo 2 uma revisao
da mecanica quantica com uma atencgao especial para o principio da in-
certeza, pois a existéncia de um comprimento minimo sugere uma mo-
dificacao do mesmo. No capitulo 3, passamos a expor as consequéencias
imediatas da existéncia de um comprimento minimo e de como isso mo-
difica a estrutura da mecanica quantica. Uma vez que conhecemos a
maneira como o comprimento minimo altera a estrutura algébrica da
mecanica quantica, nos apresentamos, no capitulo 4, a teoria relativistica
do atomo de hidrogénio, que é onde pretendemos aplicar essa mecanica
quantica modificada para estimarmos o valor do comprimento minimo.
Ao substituirmos os operadores de posicao e momento no hamiltoniano
do atomo de hidrogénio pelos operadores modificados, obteremos esse
hamiltoniano algebricamente modificado pela presenca do comprimento
minimo. Visto que os novos operadores sao dados em termos de Az,
por meio de 3, o novo hamiltoniano também o sera. Sendo assim, ao cal-
cularmos o estado fundamental do sistema através desse hamiltoniano,
obteremos um resultado em termos de Ax,,; (e de outras constantes
fisicas, evidentemente). Tal resultado poderd ser comparado com o que
se conhece experimentalmente e poderemos assim, obter um valor limite
superior para Ax,,;,. Esperamos que a estrutura fina do atomo de hi-
drogénio na presenca de um comprimento minimo fornega uma restricao

que seja um valor maximo para o comprimento minimo.
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5.2 A algebra covariante de Quesne-Tkachuk

Vimos no capitulo 3 que em mecanica quantica, a existéncia de um com-
primento minimo pode ser descrita como uma incerteza minima nao nula
Ax, na medida da posicao, que conduz a um principio da incerteza
de Heisenberg generalizado. Baseado em resultados obtidos da teoria
de cordas [11], Kempf [4] prop6s uma relagao de incerteza generalizada
em uma dimensao, que implica em uma incerteza minima nao nula na

posicao, da forma!

APAX > 7—21[1 + B(AP)? + B(P)Y. (5.1)

onde 3 esta relacionado ao comprimento minimo. Essa relacao de incer-
teza generalizada corresponde a uma relagao de comutacao modificada

entre os operadores de posicao e momento da forma

(X, P] = ikl + BPY. (5.2)

Assim, um comprimento minimo pode ser introduzido na teoria quantica
modificando sua estrutura algébrica [24, 25]. Além disso, podemos no-
tar que o operador de momento P agora nao coincide com o gerador das

translacoes espaciais —ifT [3].

A questao agora é que no atomo de hidrogénio, que é o sistema no qual
pretendemos aplicar essa teoria quantica modificada considerando-se um
comprimento minimo, o elétron se move sob a acao de um pontencial
de Coulomb que ¢ tridimensional, nao unidimensional. Desse modo, a
algebra desenvolvida no capitulo 3, para ser aplicavel, precisa ser genera-

lizada para mais de uma dimensao espacial. Com mais de uma dimensao

lUtilizaremos letras maiisculas X e P para representarmos operadores (e varidveis associadas)
modificados pelo comprimento minimo que serdao expressos em termos dos operadores da mecanica

quantica ordindria & e p que representaremos por letras mintsculas.
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espacial, a forma geral da relacao de comutacao que depende apenas de
ordem quadratica do momento e ainda respeita a simetria rotacional

pode ser escrita como [20].

A~

{Xi,ﬁj} — ik [A(P2)5ij+3(152)152-15j , (5.3)

onde P2 =Y. P2,

Virias escolhas das funcdes A(P?) e B(P?) tem sido consideradas na
literatura. Kempf [1] considerou as funcoes A(P?) e B(P?) tal que a

relacao de comutacao fica dada por

[X PJ} — i [(1 n 5152) 5ij + ﬁ'PZPj} , (5.4)

I, A . . s .
onde 8 ¢é outro parametro associado ao comprimento minimo. Assu-
mindo que cada um das componentes do momento comutam uma com

a outra

[1%, Pj] —0, (5.5)

entao a relacao de comutacao entre as componentes do operador de

posicao sao determinadas pela identidade de Jacobi como se segue

X %) = —in 28— 5+ (284 ) 8P enli,  (5.6)
onde
A 1 A A
Li = 7——€inX; D (5.7)
(1 + 6P2>
sao as componentes do operador de momento angular orbital, que satis-

fazem a relacao de comutacao usual
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L, X; | = ihe X (5.8)

Procedendo da mesma maneira como fizemos na secao 3.3, podemos
verificar que essa dlgebra da origem a uma incerteza minima (isotrépica)

nao nula nas coordenadas da posicao

AX?

min = 1/ 3B+ 5. (5.10)

Entretanto, a dlgebra de Kempf nao é covariante de Lorentz e C. Quesne
e V. M. Tkachuk [9, 10] propuseram uma generalizagdo da dlgebra de

Kempf que é covariante

[Xﬂ, ﬁ”} — i [(1 _ ﬁﬁpﬁf’) g — 5’15“}5V} , (5.11)

o [es—) - @s+5)8E,P)
X0 Xv| =i
’ (1 + ﬁﬁpﬁﬂ)

(15“)2 v - P'X “) :

(5.12)

[PM,P”] —0, (5.13)

que inclui a dlgebra de Snyder [16] como um caso particular onde 5 = 0.
Também é valido notar que a algebra de Kempf nao pode ser obtida
tomando-se o limite nao relativistico da algebra proposta por Quesne e
Tkachuk.
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Observando as equagbes (5.6) e (5.12) vemos que no caso particular
B = 28 as componentes do operador de posi¢cdo comutam em primeira
ordem do parametro de comprimento minimo em ambas as algebras de
Kempf e Quesne-Tkachuk.

Um grande desafio tem sido a busca por restricoes experimentais para
obter um limite superior para o valor de comprimento minimo. Tais
restricoes experimentais sao particularmente relevantes para modelos de
altas dimensoes que possuem uma escala efetiva de Planck muito menor
do que um valor em 4-dim [26, 35, 32]. Corregoes para o espectro de
energia do atomo de hidrogénio, devido a presenca de um comprimento
minimo foram calculadas por muitos autores [14, 28, 30, 19, 12, 23|.
A precisao da medicao experimental referente a frequéncia da radiacao
emitida durante a transicao 1S-2S foi usada pela primeira vez por Brau
em [14], para estimar um valor méximo para o comprimento minimo da
ordem de 10~'"m. Brau encontrou que a contribuicao devida & presenca
de um comprimento minimo é de O(a?), onde a é a constante de es-
trutura fina. Uma vez que a contribuicao resultante da presenca de um
comprimento minimo para a transi¢ao de energia 15-2S é um ntmero
tao pequeno, seria interessante estudar os seus efeitos sobre a estrutura
fina. Isso significa que teremos que encontrar os autovalores da energia

do hamiltoniano de Dirac para o atomo de hidrogeénio.

5.3 O atomo de hidrogénio em um cenario de com-

primento minimo

Nesta se¢ao vamos introduzir o dtomo de hidrogénio em um cenario
de comprimento minimo. Para isso utilizamos a algebra deformada de

Quesne-Tkachuk, que é covariante de Lorentz, com o intuito de modifi-
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carmos o hamiltoniano de Dirac com potencial central, generalizando-o
para a situacao em que se considera a presenca de um comprimento
minimo na mecanica quantica. Consideramos o caso particular em que
p" = 2p. Nesse caso, as equagoes (5.11), (5.12) e (5.13) se tornam

[XM, 15”} — i [(1 _ ﬁﬁpﬁp> g — 2515“15”} , (5.14)
[X”X} — 0, (5.15)
[15“,15”} — 0. (5.16)

Na secao 2.3 foi mostrado que a partir da positividade da norma de um

vetor podemos obter

A A

AAAB > @. (5.17)

Utilizando essa equacao e também (5.14), a relagdo de incerteza entre
posicdo e momento assumindo que AP’ é isotrépico (AP! = APi =

1,2,3) se torna
b

g {25 [(AP)2 + <15i>2] } . (5.18)

(P°)%) = 3(AP)* = ) (P7)?

J=1

AXiAPzg{lﬂ

Isolando AX’ e derivando com relacao a AP podemos obter o valor

absolutamente menor possivel para AX’

AX! . = hin/5. (5.19)
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Pode ser verificado que a seguinte representacdo (que nds chamamos
de representagao de “quase-posi¢ao”’no capitulo 3) satisfaz a relacao de

comutagao (5.14) em primeira ordem em S [33],

A~

Xt = @, (5.20)

A~

Pt = (1—pp"p,)p", (5.21)

onde z* e p" sao os operadores de posicao e momento, respectivamente,

na mecanica quantica relativistica ordinaria, portanto, satisfazem

(2%, 27] = 0, (5.22)
', '] =0, (5.23)
(2%, )] = —ihg". (5.24)

Boa parte dos trabalhos encontrados na literatura utiliza uma repre-
sentacao no espaco dos momentos p da algebra de Heisenberg modifi-
cada com o comprimento minimo, isto é, uma representacao dada em
termos de operadores de multiplicacao e diferenciacao que atuam na
funcao de onda no espac¢o dos momentos ¥ (p). Neste trabalho, os opera-
dores X* e P* em (5.20) e (5.21) devem ser vistos como (e de fato séo)
operadores descritos no espaco de quase posicao, ou seja, operadores de
multiplicacao e diferenciacao que atuam na funcao de onda de quase
posigao, (), apresentada no capitulo 3 e ndo em ¥ (x) como pode a
principio parecer. Portanto, a letra = em termos da qual esses operado-
res estao apresentados nao deve ser vista como a grandeza que representa
a posicao de uma particula, mas sim como £ que é um estado maxima-

mente localizado. Pode-se notar ainda que esses operadores coincidem,
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para primeira ordem em beta, com aqueles apresentados no fim da secao
3.4 e, como ja dito naquela ocasiao, sao introduzidos com o intuito de
modificarmos a equacao de Dirac rescrevendo-a no cenario do compri-
mento minimo nao em termos de ¥ (p), como fizeram muitos autores, mas
sim em termos de 1(§), que possui uma interpretacao fisica associada
a localizabilidade de uma particula, o que foi amplamente discutido no

capitulo 3.

Conforme foi visto na secao 4.4, para o elétron em um campo central

eletrostatico o operador hamiltoniano de Dirac atuando em um vetor de
estado [¢(t)) é dado por

() = [e@.f+ Bme? = eo(7)] [0(1)). (5.25)

Essa equacao pode ser colocada na forma

(=YD +~"me® — eg(7)] [1(t)) = 0, (5.26)

onde temos definindo 5 =0 e ol =09

A fim de encontrarmos a equacao para o atomo de hidrogénio na teoria de

Dirac no cenario do comprimento minimo, x* e p* devem ser substituidos
por X* e PH,

Pt — XM =gt (5.27)

h s Pl = (1 — Bp"py)D". (5.28)



38

Projetando sobre os estados maximamente localizados definidos no capitulo

3, temos

W] [~y By +4me = eo(R)| [p(®) =0.  (5.29)

Devido a (5.27) o operador da energia potencial, que é fungao das com-

ponentes do operador de posicao, nao ¢ modificado, assim

(=A% "(1 = B )" +~"me? — ed(#)] Y(E,t) = 0, (5.30)

onde a atuacao de p* e 7 sobre w(é t) é dada por

(3 t)'—'lh (€:1)

oEr

i€ t) = ri (1)

Aqui w(g, t) é o que chamamos no capitulo 3 de funcao de onda de

“quase-posicao”. A equacao anterior pode ser reescrita como

—cpy — calp; + Bmc? — egb(r)} 1&(5, t) +

—

B1(°) —p')*] [epo + ca'p;] ¥(€,t) = 0. (5.31)

Essa é a equacao que deve ser resolvida para encontrarmos a energia
do estado fundamental do atomo de hidrogénio na teoria de Dirac com

comprimento minimo. Observe que quando § — 0 o hamiltoniano de
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Dirac da mecanica relativistica ordinaria é reobtido, como deveria de

fato acontecer.

5.4 Determinacao de AX' . através do estado fun-

min

damental do atomo de hidrogénio

Esta secao é onde se da o enfoque principal deste trabalho. Vamos cal-
cular a energia do estado fundamental do &tomo de hidrogénio na teoria
relativistica de Dirac dentro desse cendrio do comprimento minimo. Va-

mos ver que tal energia é fungao do parametro AX) , . Comparando-a

n’
com o valor medido experimentalmente, podemos obter um limite supe-

rior para AX, . . Isso significa que o valor de AX' . ¢ menor ou igual

mn’

a este limite superior.

Para resolver a equagao (5.31) vamos realizar uma separacao de varidveis

do tipo

P(E 1) = e (€, (5.32)

onde £ descreve a evolucao temporal do estado estacionério zp(f’, t).
Substituindo em (5.31), temos

—& + cd.p+ pmc® — e(b(r)} W(E) +
2 . ~
3 [i_Q B _2] [5 B 00_2.25] () = 0. (5.33)

Em vez de resolvermos diretamente essa equacao, o que nao é uma tarefa
muito simples, vamos utilizar um método aproximativo. Observe que
para 0 — 0, £ é a energia F da teoria relativistica ordinaria do atomo

de hidrogéenio. Portanto, se nés assumirmos que a escala de massa do
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comprimento minimo M,,; é grande o bastante tal que a massa do elétron

e muito menor que ela (8 = entao Bm?c? = < 1), assim po-

2
AI%LZC4 ’
demos considerar o segundo termo como uma perturbagao. Consequen-

ml

temente, a equacao (5.33) sugere que devemos assumir

£=E" =E+ Bm*?EY + 0(6?) (5.34)

—

D(€) = (@) + Bm> AW (€) + O(8%), (5.35)

onde E ¢é a energia do autoestado ¢ (#) do dtomo de hidrogénio obtido

da teoria de Dirac na mecanica quantica relativistica ordinaria?.

Substituindo (5.34) e (5.35) em (5.33), nds obtemos para primeira ordem

em (3

= 4 ol [y - Bt - Z@n+ Sl . 630

Com o intuito de estimar um limite superior para AX"’ . . nés calcula-

min?
mos a energia do estado fundamental do atomo de hidrogénio a fim de
compara-la com o resultado obdido experimentalmente. Entao, para o

estado fundamental, temos

R 2
ET = Ey + B(y| |c(@.p)® — Eo(@.p)? — %(oz D) + |¢0> (5.37)

onde Ey = mc®>v/1—a? é a energia do estado fundamental vo(Z) do

atomo de hidrogénio obtido na teoria de Dirac da mecanica quantica

2Poderfamos ter escrito ¥(¥) como 1/1(")(5), mas preferimos essa outra forma para frisar o fato de

que essa funcgao coincide em sua forma matematica com os autoestados da teoria de Dirac ordindria.
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relativistica ordinaria, mostrada na secao 4.4. Depois de alguns calculos

(ver Apéndice A), encontramos

(5.38)

1 — 2¢ — 2¢* + 465
Em :m02€+6m304< €-oc e ) ,

2e¢2 — ¢

onde Fy = mc’e.

A fim de sabermos a real contribuicao do comprimento minimo para a
energia do estado fundamental do atomo de hidrogénio, é interessante
expandir B em série de poténcias da constante de estrutura fina. Fa-

zendo isso obtemos

EM x mc? (1 — %2 — %) + Bm3ct (1 — %.42 + %./1) : (5.39)
Como pode ser notado, a soma dos termos independentes de o na equacao
(5.39) é a energia de repouso do elétron, o que pode ser facilmente ve-
rificado fazendo o operador de momento igual a zero na equagao (5.37).

Portanto, se subtrairmos a energia de repouso do elétron,

AEYE = B —mc® — Bmict, (5.40)
chegamos a
2 4 702 3ot
At~ —met (G4 ) e (T -2 ) s

Isso mostra que a correcao da energia do estado fundamental do atomo
de hidrogénio é sempre negativa e de O(a?), o que concorda com a re-

feréncia [23].

Poderiamos esperar que no limite de pequenos valores de o nés recupe-

rariamos o resultado de Brau [14], mas isso ndo é verdade. Uma anélise
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cuidadosa deixa claro que efeitos relativisticos provenientes da existéncia
de um comprimento minimo na teoria devem ser mais significativos que

0S nao relativisticos.

Podemos fazer uma estimativa do valor do comprimento minimo através
da comparacao do nosso resultado tedrico com dados experimentais. A
precisao da medida da transicao 1S-2S dos niveis de energia do atomo de
hidrogénio é de 4,2 x 107 eV (2,466,061,413,187,035(10)Hz, uma pre-
cisdo de 4 partes em 10%°) [8]. Realmente, podemos fazer esta estimativa
do valor maximo do comprimento minimo, pois a contribuicao de termos
de menor ordem para a correcao da energia do estado 2S que surge no
cendrio do comprimento minimo deve ser de O(a?), pois os estados 1S e
2S tem a mesma simetria. Entao, se atribuirmos esse erro inteiramente
a efeitos relacionados ao comprimento minimo e assumirmos que efeitos
do comprimento minimo ainda nao podem ser observados experimental-

mente ndés encontramos através de (5.41)

AXM < 1072m. (5.42)

5.5 Comprimento minimo na teoria relativistica do

atomo H: Consideragoes finais

Neste capitulo nés estimamos o valor do comprimento minimo através
da energia do estado fundamental do atomo de hidrogénio. Para tal
feito, antes de tudo, foi necesséario generalizarmos, para trés dimensoes, a
algebra desenvolvida no capitulo 3 dos operadores de posicao e momento
quando se considera o comprimento minimo na mecanica quantica, que
era valida para uma dimensao apenas. Fato esse obviamente necessario,

pois, no sistema do atomo de hidrogénio, o elétron se move sob a acao
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de um pontencial coulombiano que é tridimensional. Embora Kempf
tivesse desenvolvido uma algebra generalizada para o caso em tres di-
mensoes, ela nao é coraviante. Uma vez que pretendemos investigar
a modificacao tedrica sobre a energia da estrutura fina do hidrogénio
causada pela existéncia de um comprimento minimo, era conveniente
utilizarmos uma &algebra covariante, ja que se trata de um caso rela-
tivistico. Portanto, passamos a utilizar a algebra de Quesne-Tkachuk
dos operadores de posicao e momento, que é covariante. Introduzindo
o sistema do atomo de hidrogénio no cenario do comprimento minimo

A

via modificacao do seu hamiltoniano por meio dos novos operadores X
e P nos deparamos com uma equacao no fim da secao 5.3 nada sim-
ples de ser resolvida. A fim de quantificarmos AX,,;, utilizamos um
método aproximativo na resolucao daquela equacao, visto que os efeitos
de um comprimento minimo nunca foram observados experimentalmente
e suas modificagoes na energia do atomo de hidrogénio, que devem ser
pequenas, poderiam ser tratadas com teoria de perturbacao. Assim,

comparando com dados experimentais obtivemos que AX™" < 10~2m,
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Capitulo 6

Conclusao
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6.1 Conclusao

O objetivo desse trabalho foi determinarmos um limite superior para
o valor do comprimento minimo, através do calculo da energia do es-
tado fundamental do atomo de hidrogénio na teoria de Dirac, modi-
ficada dentro desse novo contexto. Para isso, foi necessario primeira-
mente introduzirmos no capitulo 3 os conceitos de estados de maxima
localizacao e representacao de quaseposicao. O hamiltoniano de Dirac
para o atomo de hidrogeénio foi introduzido no cenario do comprimento
minimo através da algebra Lorentz-covariante de Quesne-Tkachuk. O
uso da representacao de quaseposicao € conveniente para contornarmos
o problema da substituicao de X; no potencial coulombiano, pois na re-
presentacao de quaseposicao o operador modificado X; é igual ao z;, para
O(B). Para resolvermos o hamiltoniano de Dirac e calcularmos o estado
fundamental modificado pelo comprimento minimo usamos um método
perturbativo, em vez de resolvermos a equacao exatamente, o que pode-
ria ser demasiadamete dificil. Comparando nosso resultado com dados
experimentais, foi possivel estimar um limite superior para o compri-
mento minimo da ordem de 1072*m. Comparando esse resultado com
aquele que foi motivacao do trabalho, ou seja, o resultado obtido por
Brau em [14], 1071"m, por meio de uma teoria nao-relativistica (visto
que ele usa a equagao de Schroedinger), podemos notar que efeitos re-
lativisticos provenientes da existéncia de um comprimento minimo na

teoria na verdade sao mais significativos do que os nao relativisticos.

Um ponto importante ainda deve ser comentado. A covariancia da teoria
deve ser questionada, pois com a existéncia de um comprimento minimo
as proprias transformacoes de Lorentz devem sofrer modificacoes. Outro
ponto importante é que o limite nao-relativistico da teoria de Dirac com

comprimento minimo pode ser comparado com o resultado de Brau a fim
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de investigarmos a consisténcia das algebras utilizadas na introducao
do comprimento minimo, o que fica como sugestao para um trabalho

posterior.



Capitulo 7

Apendices
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7.1 Apéndice A

Neste apéndice vamos calcular os valores médios

wal @Bl = [ (ahd) (5% “P) (&) da @y

i@ o ) = [ (elod) (TP %0 ) ()¢ @

(ol (@ - B)* [1ho) = / (cz%,x%) ( (ﬁ@A)g (5&’)3) (;’28 ) B (7.3)

o-Pp

onde ¢y e xp sao as bicomponentes dos autospinores do estado funda-

mental,

(7.4)

) - F(r)YU ™ (0, ¢)
i)Y (0, )

+

(o) = (£

e 56%’:/2 (0, ) sao os autospinores comuns de 7. and J2 [13]. Utilizando

a seguinte identidade

0 &L
7 p=5-e | —ilie+i , 75
g-p=0c-e < i ar—l—z . ) (7.5)
com
§-gYim, = -y (7.6)

(3.0 = <j - 1) AV (7.7)



100

b«v

m . 3 jm
@Dyl =~ (545 ) W, (78)

depois de alguns calculos obtemos

Lo L AF m
(5 - D) b = ih— ¥}, (7.9)
d m
(G D)xo = (ﬁdi + th> v,/ (7.10)
e
. d>F 1dF m
(G- P) ¢ = —H (drz +2;%> v, /A, (7.11)
. d? 1d m
(@-P)* xo = ih? (dré + 2;d—£ —2 f) yl/2m (7.12)
e
o d3F 1d’F 1 dF 1/2.m
N d3f 1 d f 1/2,m
Para o estado fundamental temos
F(r) = agbr’e ™, (7.15)
f(r) = bobrie ", (7.16)

onde
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y=€e—1, (7.17)
0= (%) Vioe, (7.18)
b= (%)7 (7.19)
G0 = (%)W r((;y+ +€)3)’ (7.20)
by = 1 . Zag, (7.21)
com Ey = mcZe.
Portanto,
(ol (& P) ) = == (1= €). (7.22)
(ol (@ )2 o) = m?e2 - (Zl(i 1)62) , (7.23)
(ol (@ p)° [g) = m*c? (1) (7.24)

€(2e—1)
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