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RESUMO

Neste estudo foi aplicado do método numérico, sem malhas, baseado em particulas,
denominado SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics). E um cédigo nhumérico na
linguagem computacional FORTRAN foi utilizado para solucionar as equagdes de
Navier-Stokes. O classico problema da literatura da dindmica dos fluidos
Computacional, denotado como “problema da cavidade quadrada bidimensional
(Shear-Driven Cavity Flow)”, foi estudado com a intencdo de verificar o
comportamento do coédigo numérico em relacdo a resultados especificos ja
existentes do assunto. O citado problema fisico das cavidades abertas é
amplamente empregado como benchmark, visando a validagcdo do método numérico
utilizado no trabalho desenvolvido na pesquisa. O trabalho de andlise e validacéo do
coédigo numérico foi dividido em trés secdes: a primeira lista as localizagcbes dos
centros dos vortices principais gerados pelo escoamento na aresta superior das
cavidades; a segunda plota os perfis das componentes das velocidades centrais das
cavidades; e a terceira: lista os desvios absolutos dos perfis das velocidades centrais
do presente trabalho, comparados com dados de outros estudos. Constata-se que 0
método SPH apresentou boa acuracia nas simulacbes realizadas, obtendo boa
concordancia entre os resultados das simulagdes dinamicas com os dados de
referéncias, validando-se o modelo numérico proposto, tendo melhores resultados

para baixos numeros de Reynolds.

Palavras-chave: SPH, Cavidade quadrada, Método de particulas, Fluidodinamica

computacional, Fung¢des de Lagrange.



ABSTRACT

In this study, it was applied the numerical method, grid-free, based on particles
named SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics). Also, a numerical code in the
computer language FORTRAN was used to solve the Navier-Stokes Equations. This
classic problem of the literature related to Computational Fluid Dynamics indicated as
Shear-Driven Cavity Flow was studied to check the behavior of the numerical code
regarding specific existing results. Such problem is highly used as Benchmark,
aiming the validation of the numerical method used to develop the research. The
analysis and validation of the numerical code was divided into three sections: the first
one lists the location of the centre of the main vortex generated by the flow of the
upper edge of the cavities; the second one plots the profiles of the components of the
central speed of the cavities; the third one lists the absolute deviation of the profiles
of the central speed of this study compared with other cases data. It is established
that the SPH Method presented accuracy in the performed simulations, in a
consonance between the results of the dynamic simulations and the reference data,
thus the proposed numerical model was validated with better results for low Reynolds

numbers.

Key words: Fluid flow simulation. Shear-Driven Cavity Flow. Lagrangian Methods.
Particle Method. SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics).
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacgéao

Na busca de uma melhor qualidade de vida, no contexto ambiental, a utilizagcdo do
conhecimento cientifico se caracterizou como uma das principais saidas de diversos
problemas que nortearam determinadas tomadas de decisdes. As simulacdes
numeéricas, alicercada pela modelagem matematica, sdo umas das a¢des que foram
desenvolvidas desse proposito. Movido pelo conhecimento de determinados
processos fisicos, possibilitando o monitoramento das atividades impactantes aos
seres humanos e ao meio ambiente, sendo os principios da mecéanica dos fluidos

uma das ferramentas adequadas a esses objetivos (MARQUES, 2004).

Apds a segunda metade do século XX, ocorreu um notavel avanco dos
computadores e da sua disponibilidade nas universidades e em centros de
pesquisas, 0 que estimulou o desenvolvimento e a implementacdo de cddigos
computacionais direcionados, por exemplo, as simulacbes numéricas de
escoamentos (FRIGO, 2004).

A dindmica computacional de fluidos é uma é&rea de pesquisa com constante
aprimoramento nos meios académicos, e dentro dessa perspectiva, esta incluido o
cenario ambiental. Nesta mesma linha, a aplicacdo dessa metodologia nas
pesquisas académicas € decisiva, e podem aperfeicoar o entendimento e auxiliar

nas agoes de controle dos fendmenos pesquisados.

Na dindmica dos fluidos, o movimento e o transporte de energia e substancia séo
governados por leis fisicas, como a da conservacdo da massa, da quantidade de
movimento (angular e linear), da energia e da substancia, as quais podem ser
escritas matematicamente por equacdes diferenciais. Essas equacdes sao frutos dos
trabalhos realizados pelo francés Claude Navier (1785-1836), descrita na obra
Mémoire sur les lois du mouviment des fluides, no ano de 1822; posteriormente
retrabalhadas para a forma que é conhecida na literatura atual, pelo irlandés George
Gabriel Stokes (1819-1903), em seu artigo “On the Theories of the Internal Friction of
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Fluids in Motion, and of the Equilibrium and Motion of Elastic Solid”, datado de 1845.
Essas equacdes sdo apresentadas na literatura especializada como as equacoes de

Navier-Stokes.

As equacdes de Navier-Stokes possuem um alto grau de dificuldade para serem
solucionadas analiticamente, sendo necessario o desenvolvimento de meétodos
numericos, 0s quais auxiliaram na resolucdo de equacdes mais complexas. Neste
contexto, se desenvolve o campo de estudos da Dinamica dos Fluidos
Computacional (esse do inglés Computational Fluid Dynamics - CFD),
desenvolvendo uma nova forma de analisar o comportamento dos fluidos, sob o

apoio da solucdo em computadores.

Na dinamica dos fluidos computacional, existem dois tipos de abordagens, se
diferenciando nas formas de resolucdo. Os eulerianos, fundamentado em malhas
(Grid-based Methods). E os lagrangianos, sem malhas, (Particle-based Methods).
Contudo, nem todos os métodos obtém resultados precisos e satisfatorios, devido ao
alto grau de complexidade das equacbes e dos métodos numéricos que sao

desenvolvidos na simulagao, sejam eles eulerianos ou lagrangianos.

Os métodos numéricos de natureza euleriana necessitam de malhas, e os métodos
mais classicos séo: os das diferencas finitas, dos elementos finitos e os dos volumes
finitos. Entretanto, esses métodos possuem problemas com perfis especificos, que
nao sao resolvidos eficientemente pelos métodos com malhas, tais como 0s que
possuem: geometrias complexas, geometrias moveis ao longo do tempo,
descontinuidades do dominio, grandes deformacdes, deformacéo localizada e com
necessidade de refinamento, o que torna a solugdo mais dispendiosa, do ponto de
vista computacional (GUEDES, 2006).

Entre os métodos numéricos lagrangianos, no contexto da dinamica dos fluidos
computacional, existem diversos métodos que ndo usam malhas, como: Smoothed
Particle Hydrodynamics (SPH), Diffuse Element Method (DEM), Element Free
Galerkin Method (EFGM) e o Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG). Neste

7

trabalho o método desenvolvido é o SPH, pelo fato deste ser um dos métodos
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lagrangiano que o LABESUL (Laboratério de Simulagdo de Escoamentos com

Superficie Livre)/ CT UFES esta devolvendo suas pesquisas.

O método lagrangiano sem malhas SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics) foi
proposto inicialmente em 1977, por Leon Lucy e por Gingold e Monaghan, e se
tangenciou na solucdo de problemas astrofisicos, implementando o método para
estudo de colisdes entre as estrelas, formacéo de galaxias e supernovas, propondo
uma formula¢@o mais simples e baseada em particulas, tendo como caracteristica, a
substituicdo do fluido por um conjunto finito de particulas. No método numérico SPH
nao ha necessidade de serem geradas malhas, a discretizacao é realizada sob uma
guantidade finita de particulas e é desenvolvida sob uma teoria da interpolacdo de

dados, sendo esse um dos fundamentos.

Para calcular os valores das grandezas fisicas de interesse sdo utilizadas as
“funcbes de suavizacao”, interpolando os valores existentes dentro de uma
vizinhanca fechada, que € determinada por um raio suporte compacto, a qual se
localiza em torno de um ponto material de interesse. O estado de cada particula

dependera do estado que se encontram as “particulas vizinhas” (LIU e LIU, 2003).

O Método SPH foi aplicado em variavel gama de simulacées, como em problemas
envolvendo escoamento de fluidos compressiveis (MONAGHAN, 1988), quanto em
modelagens de materiais deformaveis e materiais liquidos: lavas vulcéanicas, lama e
Oleo (MILLER e PEARCE, 1989).

Também foi aplicado em simulagcbes de substancias altamente deformaveis
(DESBRUN e GASCUEL, 1996). Como na resolucdo das equacdes de Navier-
Stokes, na simulacdo e visualizacdo de fluidos em tempos interativos, incluiu a
tensdo superficial desses fluidos (MULLER et al.,2003). E a partir desses feitos,
diversos trabalhos contribuiram para o avanco dessa técnica, sendo aplicada em
diversos campos das engenharias, destacando-se a simulagcdo de escoamentos de

fluidos compressiveis e incompressiveis.

No Brasil se desenvolveram trabalhos que propuseram a aplicacdo do SPH em
técnicas de animacao no derretimento de objetos por meio da simulagéo de fluidos

nao newtonianos (PAIVA NETO, et al. 2006), assim como em simulacbes de
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fenbmenos como o Dam Collapse (quebra de barragem) e o Water Discharge
(descarga de agua), os quais obtiveram resultados significativos (NAKAMURA,
2007).

O meétodo lagrangiano SPH também foi aplicado na resolucdo da equacao de
Poisson, por operadores diferenciais discretos definidos, na decomposicdo de
campos vetoriais e na simulacdo numeérica de escoamentos de fluidos monofasicos e
bifasicos (PETRONETTO, 2008).

Este estudo propbe a apresentacdo do metodo numérico SPH, demonstrando as
suas representacfes numéricas e o seu desenvolvimento conceitual, tratando de
pontos como: as aproximacdes através de particulas, os kernels de suavizacao e
suas propriedades, e a modelagem matematica presente no processo de
discretizacdo. Além da apresentacdo de resultados do desenvolvimento de um
codigo numérico baseado no conceito proposto pelo SPH, aplicando-lhe as solucdes
das equacbes de Navier-Stokes em um dominio regular, e a sua aplicacdo na
simulacéo dos problemas das cavidades (Shear-Driven Cavity Flow).

Apesar dos problemas das cavidades quadradas bidimensionais possuirem uma
geometria simples, o escoamento que se desenvolve no seu interior possui
caracteristicas tidas como complexas. Tornando-o um amplo alvo de pesquisa na
modelagem numérica, mesmo sendo um trabalho iniciado a partir da década de 60
do século passado. Serdo também apresentadas as analises dos resultados do

presente estudo, comparando-os com outros trabalhos académicos.
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2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Estudar a hidrodinamica induzida pelo movimento de uma placa em uma cavidade

quadrada (Shear-Driven Cavity Flow), usando o método lagrangiano SPH.

2.2 Objetivos Especificos

Modelar matematicamente o problema da cavidade aberta com tampa
deslizante;

Empregar o método de interpolacdo sem malhas Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH) para obtencdo da solu¢cdo numérica para o problema
da cavidade aberta com tampa deslizante ;

Validar um codigo computacional, escrito na linguagem FORTRAN, utilizando
o método SPH, para a solucdo do problema das cavidades abertas com
tampas deslizantes (Shear-Driven Cavity Flow), a partir comparacdo com

resultados presentes na literatura.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para a obtencdo de uma simulacdo numérica € necessario seguir determinados
passos, como um fluxograma, 0s quais tangenciardo a pesquisa a obtencdo de
resultados aceitaveis, e que poderdo ser utilizados como ponte entre a teoria e o
experimento. As simulacbes numeéricas sao responsaveis por transformar um
fendbmeno continuo em discreto, através de formas mateméticas, recriando uma
situacdo real em um ambiente virtual. A simulagdo € um processo de projetar um
modelo computacional de um sistema real e conduzir experimentos com este modelo
com o propoésito de entender seu comportamento e/ou avaliar estratégias para sua

operacédo (PEGDEN, 1990).

3.1 SIMULACOES NUMERICAS

Inicialmente o problema a ser simulado é representado por um fendmeno fisico, o
qual é observado e posteriormente, simplificado. da fisica desse fenbmeno é
extraido um modelo matematico que o descreve , sendo-o representado por
equacao governante. Essas equacdes sdo descritas por um conjunto de equacoes
diferenciais ordinarias (EDO) ou equacbGes diferencias parciais (EDP).
Posteriormente € realizada a discretizacdo do dominio ou discretizacdo espacial,
sendo esse dominio dividido em partes discretas, que substitui o formato continuo

dessas equacdes.

A discretizacdo normalmente é feita usando instrumentos como grades ou malhas de
pontos, sendo-as responsaveis pelos calculos das variaveis fisicas do problema,
como: velocidade, pressdo e forca. E com a discretizagdo das equacoes
governantes (EDO ou EDP), é possivel realizar a modelagem do problema por uma
gama de algoritmos numéricos presente nas literaturas especifica (BURDEN e
FAIRES, 2003).

O proximo passo € o responsavel pela construcdo dos algoritmos, e é definido como

algoritmos numeéricos. Neste mesmo passo também é definido as condi¢des inicias e
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as condicdes de contorno do problema. ja na implementacdo, ocorrem as
codificacbes dos algoritmos numeéricos, aqui € observado pontos como a precisédo
computacional, velocidade de processamento e a capacidade de armazenamento.
Ao fim dessas etapas, se desenvolve a simulagcdo numérica do fenbmeno natural
pesquisado, podendo ocorrer estudos profundos, realizando observac6es de varios

cenarios e seus resultados, todos criados pelas simulagées (QUEIROZ, 2008).

Os meétodos numéricos buscam a resolucdo das equacgdes governantes de
fenbmenos fisicos, as quais sdo equacgdes diferencias. Incialmente, essas solucdes
numericas se desenvolveram através de métodos numéricos com malhas, desses,
0S mais classicos sdo: métodos das diferencas finitas, métodos dos volumes finitos e

métodos dos elementos finitos.

Os métodos das diferencas finitas (MDF) se baseiam em aproximacdes das
derivadas parciais, essas usando a formulacdo matematica das séries de Taylor. As
derivadas parciais sdo aproximadas por elementos de diferencas finitas, substituindo
uma derivada de primeira ou de segunda por equacfes matematicas discretas. Esse
método € conceitualmente mais simples de compreensdo e com menor
complexidade de programacdo, quando usados em sistemas que possam ser
aproximados por malhas uniformes. Entretanto, se tornam mais complexos de serem
aplicados em geometrias mais elaboradas (CHAPRA e CANALE, 2008).

Nos métodos dos volumes finitos (MVF), as resolucdes das equacdes das derivadas
parciais sdo obtidas por técnicas de balanco entre a massa, a energia e a
quantidade de movimento, esses determinados por um volume de um meio continuo,
volumes de controle, os quais séo substituidos por pontos discretos rodeados por
micro volumes. O MVF pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, por isso se
adaptam as geometrias complexas. As malhas definem apenas as fronteiras do
volume de controle e ndo necessitam estarem relacionadas com um sistema de
coordenadas. A desvantagem do MVF, em relacdo ao MDF, € o fato de que os
métodos de ordem superior a segunda, serem mais dificeis de desenvolver em 3D,
com malhas né&o estruturadas. Isso ocorre pelo fato da aproximacgéo por VF requerer
trés niveis de aproximacdo: interpolacdo, diferenciabilidade e integracéo
(GONCALVES, 2007).
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O método dos elementos finitos (MEF ou FEM, em inglés), também é uma forma de
resolucado numeérica de um sistema de equacdes diferenciais parciais (EDP). E desde
0 seu advento na década de 50, ele se tornou o0 método mais popular dentre 0s
existentes, sendo amplamente utilizado nos célculos de Engenharia. Uma das
caracteristicas mais saliente dos elementos finitos, € que ele divide o “continuum”
em elementos discretos, e essa subdivisdo é chamada de diferenciacdo. Nesse
método, os elementos individuais sdo ligados entre si por um mapa topoldgico, as
malhas. E as funcdes de interpolacédo dos elementos finitos sdo desenvolvidas sobre
essa plataforma, sobre essa malha, a qual assegura, em principio, uma maior
compatibilidade da interpolacdo (LI e LIU, 2002). Assim como no MVF, para a
resolucdo de problemas bi e tridimensionais, a programacdo ndo é um exercicio
trivial. E computacionalmente, é caro para problemas de maior grandeza. Todavia
seus resultados sdo amplamente superiores ao encontrados, por exemplo, pelos
MDF, para sistemas envolvendo formas complicadas. Como consequéncia, seu
custo e complicacdo conceituais adicionais sdo, em geral, justificados pelos detalhes
das solucdes finais (CHAPRA e CANALE, 2008).

No entanto, esses métodos Eulerianos nem sempre sdo vantajoso, porque as
condicbes de compatibilidade numérica ndo sdo as mesmas que as condi¢cdes da
compatibilidade fisica de um continuum. Pois muitas vezes se requer uma malha
muito fina, como as usadas em problemas com altos gradientes ou com
caracteristicas locais distintas, se tornando “‘computacionalmente
caros’(demandando muita memoéria e/ou processamento), podendo ocorrendo
distorcbes das malhas e deterioracdo drastica de sua precisdo. Por razbes como
essa, houve a necessidade do desenvolvimento de métodos numéricos mais
“adaptaveis”, para serem aplicados a determinados problemas, desde fendmenos

fisicos mais complexos as geometrias mais elaboradas (LI e LIU, 2002).

Na década de 70, na busca de métodos que possuissem maiores precisdes e
melhores adaptacdes a determinadas geometrias, ocorreu o desenvolvimento de
métodos numéricos sem malhas, uma discretizacdo lagrangiana, que buscaram
maior eficiéncia e generalidade para a mecénica dos solidos e fluidos. Os Métodos

sem malhas, assim como os com malhas, como o classico MEF ,sdo métodos que
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realizam a aproximagdo numérica para a resolugdo numeérica de equacgles
diferenciais. Com novas metodologias de aproximacdo, os métodos sem malhas
pressupdem a discretizacdo do dominio por nés colocados arbitrariamente, sem que
existam interligacdes topolégicas entre eles. Os métodos sem malhas tém sido
apontados como uma alternativa de resolucdo de determinados problemas da
mecanica computacional, problemas que os métodos mais tradicionais eulerianos
nao os resolvem adequadamente (GUEDES apud BATHE, 2006).

Esses métodos baseados em particulas, ou pontos, também sdo conhecidos como
Meshfree Methods (MM), e a eles sdo atribuidas umas das alternativas para
discretizacdo das equacdes governantes em simulacfes mais complexas, tentando
superar os problemas oriundos do uso de formulagbes baseadas em malhas
(QUEIROZ, 2008).

Os métodos lagragianos tém o seu dominio em questdo, se movendo inteiramente
com o material onde ocorre a simulacdo (QUEIROZ, 2008). E apresenta
determinadas vantagens sobre o método Euleriano, como: as malhas se movem
com o dominio; a configuracdes das malha se adaptam ao escoamento; as malhas
de ponto sdo necessarias apenas no material onde ocorre a simulacdo, ndo sendo
necessarias informacdes além do dominio do problema, além de facilitar o
tratamento de simulacbes com grandes deformacbes; e tendem a ter maior

facilidade nas representacdes de geometrias mais complexas (LIU e LIU, 2003).

Existem diversos métodos lagragianos, tais como Molecular Dynamics, Monte Carlo,
Particle-in-Cell, MPS, DEM (Diffuse Element Method), Finite Point Method e o SPH
(Smoothed Particles Hydrodynamics ) (LIU e LIU, 2003; QUEIROZ, 2008). Desses, 0
SPH foi um dos pioneiros, sendo aplicado em estudos astronémicos no final da

década de 70, com os trabalhos de Lucy e Gingold & Monaghan, ambos em 1977.
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3.2 O METODO SPH (SMOOTHED PARTICLES HYDRODYNAMICS)

O SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics) é um método lagrangiano que foi
desenvolvido na década de 70, mais precisamente em 1977, em estudos distintos
realizados por Leon Lucy e por Gingold & Monaghan. E tiveram como objetivos
iniciais a resolucdo de problemas astrofisicos em um espaco tridimensional, sendo a
interpolacdo dos dados. O método SPH utiliza os valores das amostras que estao
presentes dentro da vizinhanga do ponto da amostra de interpolagdo € realizada por

fungBes de suavizacdo, também denominadas como kernels de suavizacéo.

Nesse método, a amostra é representada por um conjunto finito de particulas que
possuem propriedades proprias, individuais, que se movem de acordo com as
equacdes que as governam, neste caso, as equacOes de Navier-Stokes. As
particulas se encontram dentro de um volume determinado por um raio suporte, que
contribuem para o comportamento da particula pontuada naquele instante, a

particula i, também presente no fluido, ver figura 1.

Figura 1- Representacdo do Raio Suporte e as particulas delimitadas em um Dominio (2
Fonte: (PETRONETO, 2008)
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3.2.1 Representacdao integral da funcao pelo método numérico SPH

A formulacdo matematica do método SPH pode ser dividida em duas etapas: a
primeira trata da representacdo da integral, que também é versada como kernel de
aproximacéo das fun¢des de campo. E uma segunda, que consiste na etapa definida
como aproximagdo por particulas (LIU e LIU, 2003).

Na primeira etapa, o objetivo esta em calcular uma funcdo em um ponto fixo usando
a integracdo da mesma funcdo multiplicada por uma funcéo arbitraria, porém
continua e com derivadas definidas para todo o Dominio, uma funcédo kernel de
suavizacdo, em um dominio suporte compacto. A representacao integral da funcéo é
uma aproximacao por soma dos valores de particulas vizinhas, sendo-as, as mais

préoximas da particula referéncia.

O conceito para calcular o valor da fungéo usando a integral da funcéo f (x) utilizada

no método SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) comeca a partir da identidade

abaixo:

f(x)= j f(X)S(x — x")dx" (3.1)

Onde x é um vetor posi¢cao tridimensional e 5(x—x') é a funcdo Delta de Dirac , que

por definicdo, deve satisfazer:

1, para x=x'

5(x—x) :{ (3.2)

0, para x# X'

Pelo fato da existéncia da funcdo Delta de Dirac, 6(x—X'), essa representacao
integral dada pela equacdo (3.1) serd exata, isso desde que a funcdo f(x) seja
definida, e continua no dominio Q. A funcédo f(x), neste trabalho, sera aproximada

a através de uma representacao integral, sendo obtida pela substituicdo da funcéo
Delta de Dirac, por uma funcéo e suavizagéo, sendo entdo a equacéo (3.1), reescrita

da seguinte forma:
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f(x)= j f(X'W (x = X', h)dx’ (3.3)

Onde W é chamado de funcéo kernel de suavizacédo, funcdo de suavizacéao, funcao

kernel, ou simplesmente kernel (LIU e LIU, 2003).

Na funcéo de suavizacao W (x—x',h), a variavel h é conhecida como o comprimento
do raio de suavizagao, que define o setor de influéncia, definido para atuar a uma
distancia h, a partir do ponto x. Deve ser observado que funcéo de suavizacdo W
ndo é a funcdo de Delta de Dirac, e sim e apenas uma funcédo de ponderacdo que
permite interpolar os valores de f(x), segundo a equacdo integral dada pela
Equacéo (3.3). Sendo essa a origem do termo de kernel. O valor interpolado ou

aproximado da funcdo f(x)serd marcado pelo sinal <>(FULK,1994). Entdo a

equacao (3.3) sera reescrita da seguinte forma (LIU e LIU, 2003):

< f(X)>= j f (X' W (X = X', h)dx' (3.4)

Q

A funcao de suavizacao W é escolhida por satisfazer determinadas propriedades, as

quais séo apresentadas na secao (3.1.3), neste mesmo capitulo.

Dentre essas propriedades, a primeira condicdo para existéncia da funcédo de

suavizacgao é que esse kernel deve possuir a condicdo de normalizacao, entao:

f(X")o(x—x")dx'=1 (3.5)
]

Q

essa condi¢cdo também pode ser denominada de condicdo de unidade, visto que a

integracéo da funcéo de suavizacao produz a unidade.

A segunda condicdo é a propriedade relacionada a funcéo Delta de Dirac, que é
observada quando o comprimento raio suporte da funcdo de suavizagdo se

aproxima de zero:
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limW(x-=x',h)=6(x-x") (3.6)

h—0

A terceira condicdo propde a condicdo ser compacta, que possua um suporte

compacto, isto €, deve possuir um raio de suporte compacto:
W (x—x',h)=0, quando: |x—x]|>kh (3.7)

Onde: k € uma constante relacionada com a fungéo de suaviza¢do no ponto em x,
e define a efetiva (ndo-zero) area de acdo da funcdo de suavizacdo. Essa area
efetiva € chamada de dominio de suporte para a funcao de suavizagdo no ponto x
(ou o dominio apoio desse ponto). Por meio dessa condicdo compacta, o problema
do dominio de integracao é resolvido, pois a integracdo estara localizada sob esse
raio suporte. Portanto, o dominio de integracdo Q pode ser, e geralmente €, o

mesmo que o dominio de apoio.

Ao observar a equacdo (3.07), verifica-se o dominio de apoio da funcédo de

suavizacao é: |x—x'|skh. Neste raio suporte, 0s erros na representacao integral

podem ser rudemente estimados utilizando a expansao da série de Taylor da funcéo

f(x')em torno de x, onde f(x) € continua e diferenciavel. A partir da equacao

(3.4), ter-se-a:

< f(x) >=jf(x')vv<x—x',h)dx'=

[Lf 00+ £:000¢=x)+ r((x-x)) W (x—x', hydx' =

o 3.08
0] W(x=x, hydx (3:09)

+f'(x) j (X—XW (X=X, h)dx"+r(h?)

Onde: rrepresenta a parte “residual”, local que havera o truncamento.
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A aproximacao do kernel é frequentemente dita possuir uma exatiddo h?ou precisdo
de segunda ordem (FULK ,1994).

Observa-se que W é uma funcéo par, simétrica em relacdo ao eixo vertical, entédo
f(x)=f(—x). Todavia (xX'-x)W(x—x',h) sera uma funcdo impar, pois temos que
f(x)=—f(—x), para todo x do dominio de f, existindo simetria em relacdo a
origem. Portanto, se (x'-x)W(x—x',h) é antissimétrica, € entdo, uma fungcédo impar. E
como (X—x)W(x—x',h) além de impar é continua, pela propriedade da integral de

funcéo continua e impar, sua integral sera zero, assim:

(X'=XW (x—=x",h)dx'=0 (3.9)
i

Usando as equacdes (3.5) e (3.9), a equacéo (3.8) torna-se
< f(x)>= f(x)+r(h?) (3.10)

E a partir da ideia da equacdo acima, observa-se a representacdo da integral ou
interpolacao, a funcéo kernel possui uma precisdo de segunda ordem. Todavia, pelo
fato da funcédo de suavizacdo ndo ser uma fungcdo par, ndo possuira uma precisao

necessariamente de segunda ordem, segundo (LIU e LIU, 2003).

3.2.2 Representacéo daintegral da derivada de uma funcao

A representacdo da aproximacdo da integral para o divergente de uma funcéo é

obtida pela substituicdo de f(x) por V- f(x) na equacao (3.04), conforme se Vé:

<V-f(X)>= j [V- £ ()W (x=x, hydx' (3.11)

Q

E aplicando a regra da derivada do produto de duas fungdes, pode-se obter o termo

V- (X" W(x-x',h) da seguinte forma:
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V- (XOW (X=X, h) =V [f (X)W (x-x,h)]-f(X)-VW(x-X,h) (3.12)
E da equacdo (3.11), é obtida a seguinte equacéo:

<V-f(x)>=
[V L £ )W (x=x, hyJdx=[ £ (x')- VW (x=x, h)dx' (3.13)

A primeira integral do lado direito da equacédo podera ser convertida, utilizando-se o
teorema da divergéncia de Gauss, em uma integral de superficie S, que envolve o
dominio da integracdo Q. O teorema da divergéncia afirma que: seja uma regido

sélida E simples e uma superficie S a fronteira de E, orientada positivamente (para

R
fora). Seja F um campo vetorial cujas fungbes componentes tém derivadas parciais

continuas em uma regido que contenha E (STEWART, 2006).

Entao:
[[F-ds=[[[divFav=[[[v-Fdv (3.14)
Dai:
<V-f(x) >=j f (x')W(x—x',h)-ﬁdx'—j f(X')-VW (X=X, h)dx’ (3.15)

N
Onde n é um vetor unitario normal a superficie S, a qual delimita a integracéo sob o

dominio delimitado pelo raio suporte, em Q.

E visto que a funcdo de suavizacdo W possui um raio suporte compacto e, e esse
dominio de suporte esta localizado dentro do dominio do problema, conforme pode
ser observado na Figura 2, entdo essa integral de superficie, localizada ao lado
direito da equacdao (3.15) sera nula. Portanto, para esses pontos que estdo dentro do
raio de suporte e dentro do dominio do problema, a equacdo (3.15) pode ser

resumida da seguinte forma:
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<V-f(x) >=—.|.f(x')-VW(x—x',h)dx' (3.16)
Q
Dominio do Problema
e T .
w At

¥
-
v

e

K
Dominio do raio suporte de W

Figura 2. Dominio do raio de suporte da funcdo de suavizacdo W e dominio do problema. O dominio
do raio de suporte esta localizado dentro do dominio do problema. Portanto, a integral de superficie
sobre o lado direito da equacéo (3.15) sera zero.

Fonte: (LIU e LIU,2003).

Dominio do Problema

WJ\

A
- 2

Limite do Dominio

7 7 >
""lq-.....-.......-_ o ol n _.......;]
/ / X

Regido interior Dominio do raio suporte de W

Figura 3. Dominio do raio de suporte da func@o de suavizacdo W e dominio do problema. O dominio
do raio de suporte ndo estd localizado dentro do dominio do problema. Portanto, a integral de
superficie sobre o lado direito da equagéo (3.15) ndo mais sera zero.

Fonte: (LIU e LIU,2003).

Se existir sobreposi¢cdes do dominio do raio suporte com o dominio do problema,
conforme a Figura 3, sendo a funcao de suavizacdo W truncada pelo contorno, pela

fronteira do dominio, neste caso a integral de superficie jA ndo sera zero. Sob tais
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circunstancias, as modificacbes devem ser feitas para sanar os efeitos de

truncamento, se a integracao superficie for tratada como zero na equacéao (3.15).
3.2.3 Aproximacdao das particulas
No método SPH, todo o sistema é representado por um numero finito de particulas

que carregam consigo massas e a propriedades fisicas individuais, além de

ocuparem espacos distintos no dominio.

S o] [s] o} (o]

Q [+}

=3 [s] a [s] s} [s) (=]

o
o © a =} o o
[¢)
[+] o I 3 o o
o o o ) o
o] o 0

< =3 =] [s]
Kh;
< c =} (=] G =2
Q
o} o
o o Q o o o o
Q (2}
© Q Q

Figura 4. Aproximacdes por Particulas, usando particulas dentro do raio suporte da funcdo de
suavizagdo W para a particula i . O dominio do suporte possui formato circular com raio Kh.
Fonte: (LIU e LIU, 2010).

As representacfes das integrais continuas expressas nas equacoes (3.14) e (3.15)
poderdo ser convertidas nas formas discretizadas pela utilizacdo de um numero de

particulas representativas do dominio local, conforme sugerido na Figura 4.

O processo de discretizacdo do dominio continuo do fluido consiste em substituir
integral do dominio ©Q pelo somatdrio realizado sobre as particulas localizadas na

vizinhanca, essa localizadas sob a influencia do raio suporte h da funcdo de
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suavizacdo, sendo uma aproximacdo por particulas materiais. Neste processo o
volume infinitesimal dx', anteriormente descrito na integracdo da localizacdo da

particula vizinha j, € substituido pelo volume finito de particulas AV, que estdo

relacionadas com a massa das particulas m;, € dado por:

Pi

m;

AV, =

]

(3.17)

Onde p; € a massa especifica das particulas j(j=123,...,N)e que N & o numero

de particulas localizadas dentro dominio de suporte da particula j .

A representacdo da integral continua do método SPH para funcdo f(x), para a

discretizacéo por aproximacao por particulas, € escrita da seguinte forma:

f (x) :j f (X' W (X — X', h)dx’

~

f (X)W (Xx—X;,h)AV

F(XOW (X=X, h) = (p,VV ) (3.18)
Yol

]

FOGW (X=X, ) =-(m,)
Yo,

i

M= 20 1D -

m
f (X W (x—x;,h)—

i

Il
JUN

Ou:

£00 =30 £ (6 W (x— x,.h) (3.19)

j=1 :0]

E sendo reescrita como:

<1 00)>=3 M (x W, (3.20)

i1 Pj
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W; =W (% —x;,h) (3.21)

Equacao (3.20) demonstra que o valor de uma funcdo em particula i é aproximado
utilizando a média ponderada dos valores da funcdo em todas as particulas no
dominio de apoio da particula i, essa realizada pela funcdo de suavizacdo W.
Seguindo o0 mesmo argumento que foi utilizado para obtencao de equacéo (3.16), de
forma analoga, a aproximacao de particulas para a derivada espacial da funcéo

sera:

<v. f(xi)>=—ZN:ﬂf(xj)-VW(x—xj,h) (3.22)

= Fj

Onde o gradiente V W na equagdo anterior € tomado em relacdo as particulas j. E

a aproximacao de particulas para uma funcdo de suavizacdo, em particula i , pode

ser escrita da seguinte forma:

<V (%) 5= M £ (x,)- VW, (3.23)

i=1 P

Onde:

VW, B Rt (3.24)

Neste caso, o termo r; corresponde a distancia entra as particulas i e j.

Ao ser observada a Equacao (3.23), entende-se que o valor do gradiente de uma
funcdo da particula i é aproximado utilizando a média dos valores da funcdo em
todas as particulas no dominio de suporte da particula, do seu raio suporte da

particula i, que € ponderada pelo gradiente da sua funcao de suavizacgéao.

Pelas Equacbes (3.20) e (3.22), observa-se que a aproximacao das particulas

converte as representacdes da integral continua de uma funcdo e suas derivadas
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pelos somatorios discretos, sob um conjunto de particulas distribuidas de forma
arbitraria. O uso do somatério das particulas para aproximar a integral €, de fato, a
chave da aproximagdo, o que torna o método SPH simples e sem 0 uso de uma

malha de fundo para integragdo numérica.

Em sintese, para uma dada particula i, de acordo com a discretizacdo por
particulas, os valores de uma funcdo e suas derivadas sdo apresentados das

seguintes formas:

< 10)>= 3 M f (W, (3.25)

=1 Mj

<V-f(x) >:JZN;ﬂ F(x,)- VW, (3.26)
=1 /~j
Onde:
W, =W (% = x;,h) =W (% —X;[) (3.27)
VW, = X —X; OW; zﬁawij (3.28)

oo r o

Onde r; é a distancia entre as particulas i e j.

Observa-se que é tomado com relacdo a particula, e desse modo, o sinal negativo
existente na equacao (3.22) sera removido na equacao (3.26), pois aqui é invertido o
sentido do “calculo” do raio suporte. Utilizando-se também o fato de que W é uma
funcao par simétrica (NAKAMURA, 2007), isto e:
W =W, =W (% —x;,h) =W (x; —x,,h) =W(x —x[) (PAIVA NETO, 2007), pois as

particulas afastadas nas mesmas distancias, de i, contribuem da mesma forma,

mesmo que em diferentes posicdes, sob o raio suporte (NAKAMURA, 2007).
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Nota-se que se substituindo a funcdo f(x)por uma funcdo da massa especifica de

p, ha equagéo (3.25), a aproximagédo SPH para a massa especifica é obtida:
P = ijWu (3.29)

A equacao (3.29) é uma das mais comuns formas de obtencdo da massa especifica
pelo método SPH, e € geralmente referida como sendo a aproximacao pelos
somatorios das massas especificas. A fungdo de suavizagao W; possui unidade
igual ao inverso do volume. E por essa equacgao, observa-se que a massa especifica

de uma particula € uma média ponderada de todas as “massas especificas” no

dominio do raio suporte.

3.2.4 Propriedades das funcdes de suavizacao (kernels)

No desenvolvimento do Método SPH, as funcdes de suavizagdo, os Kernels,
possuem um papel muito importante no desempenho da discretizagéo. Eles séo os
responsaveis pelo incremento da aproximacdo, e influenciam diretamente na
precisdo do método. E para que se obtenham melhores resultados, essas funcbes

de suavizacdo devem satisfazer determinadas propriedades, as quais se seguem:

1. O kernel deve ser suficientemente suave:

WeCkk>1 (3.30)

2. O kernel deve ser normalizado:

IW(xi—xj,h)d"x:l (3.31)

3. O kernel deve ter suporte compacto:

W(xi—xj,h):O,quando:‘xi—xj‘:x:. >kh (3.32)
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4. O kernel deve ser positivo:
W(x —x;,h) >0 (3.33)

5. O kernel deve ser decrescente:

W (%, —X;, h) <W (%, =X, h),se:|x —X;| > [x —x,] (3.34)

6. O kernel deve ser simétrico:

W (x, — X, h) =W (x; —xi,h):w@ (3.35)

7. O kernel deve satisfazer a funcao delta de Dirac:
Lirrg]W(xi —X;,h)=6(% —Xx;) (3.36)

A primeira propriedade informa que o kernel deve ser suficientemente suave. Para
que essa funcao kernel seja classificada como suave, deve satisfazer a seguinte
condicao: “para que uma funcdo pertenca a classe das funcdes ditas suaves, deve

possuir derivadas de todas as ordens.”

Entdo, se uma fungcdo f:D—>R € uma fungdo com o dominio Dc R (isto é ,

estando D contido em R, sendo cada elemento de D também elemento de R, e D é
um subconjunto de R, podendo D ser igual a R).
Tem-se que:
e f & dita de classe C°, se for uma funcdo continua, isto é, “sem
interrupcdes no tempo e no espago’;
e f é dita de classe C*, se sua k-enésima derivada for uma funcdo

continua;

e f é dita suave ou de classe de C”, se for de classe C*, para todo k.

Essa propriedade tem como objetivo a busca de uma melhor aproximacéo da funcéo
kernel e de suas derivadas, pois essas necessitam ser suficientemente continuas

para serem obtidos bons resultados (LIU e LIU, 2003).
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A segunda propriedade informa que, se um kernel deve ser normalizado, condi¢ao
da unicidade, acdo que garante que a integral da funcdo de suavizacao, que estara
sob o raio suporte, sera unitaria, garantindo que a interpolacdo seja correta
(GINGOLD e MONAGHAN, 1977).

A terceira propriedade afirma que o kernel deve possuir suporte compacto. Essa
propriedade tem a finalidade de transformar uma operacédo global da aproximacéao
do método SPH, em uma operacao local. Havendo, entdo, um limite ao médulo de

.
X =[x —x;|=|x;|. que se estiver acima dessa sentenca, a fungéo sempre valera zero.

Em uma analogia, em que o kernel de suavizacédo pode ser representado por uma
esfera, esse limite é o raio da mesma, valendo h. Esse valor de h é conhecido como
raio de suporte do kernel (ou de funcdo de suavizacdo), e tem a funcéo de limitar o
namero de particulas em sua vizinhanca, que, para a acao computacional, é de
suma importancia. As propriedades fisicas da particula i n&o dependerdo de todas
as particulas presentes no sistema, e sim de um grupo delas, as quais s&o
justamente limitadas pelo raio suporte. A escolha do valor para o raio suporte, h, &
de vital importancia para a simulacdo do escoamento do fluido. Esse raio suporte h
também é chamado de comprimento da suavizacdo e podera possuir um valor
associado a ele, sendo o k, sendo um fator escalar associado ao kernel de

suavizacdo. Se uma funcao é classificada como compacta, ela € zero fora daquele
“‘conjunto compacto”. De forma que: W(x; —x;,h)=0, para:‘xi—xj‘>kh (KELAGER,

2006).

Se houver um h muito pequeno, pode nao existir particulas suficientes naquele
dominio para que a exerca forcas sobre determinas particulas, prejudicando a
acuracia da solucdo. E se houver em demasia, portanto um h grande, podendo
haver um maior esforco computacional e também uma perda de acuracia (ALVES,
2008). E pelo fato das particulas estarem espacadas 1.2 vezes o valor do raio

suporte, no preste trabalho, entdo se sugere um valor de k=2 (LIU e LIU, 2003).

A quarta propriedade informa que o kernel deve ser n&o-negativo no suporte,

todavia, sendo ndo necessaria para a convergéncia. Entretanto, ela possui grande



37

importancia para a interpolacdo, pois ela assegura que as aproximagdes sejam
coerentes para as propriedades fisicas envolvidas no problema e para a
estabilidade. A estabilidade esta relacionada a propagacdo de erros de
arredondamento, nos passos intermediarios, e pode ser grave nos casos de
“‘métodos multipasso” (LIU e LIU, 2003; NAKAMURA, 2007; PAIVA NETO et al.,
2009).

O termo “estabilidade” também é utilizado para o préprio condicionamento, ou seja,
no que diz respeito a influéncia face aos erros iniciais. Quando utilizados valores
negativos para o nucleo, temos como consequéncia: resultados de valores negativos
para a massa especifica e para a energia, sendo um absurdo fisico (LIU e LIU, 2003;
PAIVA NETO et al.2009). Entretanto, existem trabalhos que utilizam kernels com
valores negativos em determinadas regides, como € apresentado por Monghan e
Latanzio, 1985.

A quinta e a sexta propriedades, decrescente e simétrica (funcdo par), séo
importantes para determinar a influéncia (em relacdo ao kernel) das interacfes entre
as particulas, de acordo com as distancias entre elas. Particulas mais proximas
devem influenciar mais do que particulas mais distantes, e particulas nas mesmas
distancias, contudo em posicdes diferentes, devem influenciar da mesma forma.
Essas sao propriedades ditas nédo fundamentais, e s&o, algumas vezes,
transgredidas (LIU e LIU, 2003).

A sétima propriedade informa que a funcdo de suavizacdo deve satisfazer
determinadas condi¢cbes da funcé&o do Delta de Dirac. A literatura afirma que as
condi¢cbes desenvolvidas para as propriedades (2), (3), (4) e (5) sao suficientes para
aceitar a sétima preposicéo, ja que esse kernel se aproxima da funcédo de Delta de
Dirac (LIU e LIU, 2003).
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3.3 Exemplos de fungdes de suavizacao (kernels).

O método de aproximacdo SPH é responsavel pela simulacdo dos escoamentos,
dentre eles, os de Meio Ambiente. E esse tem como técnica a representacao do
fluido através de particulas, na qual cada uma delas serd, em algum instante, a

“en
|

particula central da interpolagdo SPH. E cada uma dessas particulas “transporta”
consigo as caracteristicas das quantidades fisicas do fluido em escoamento, sendo-
as: massa, velocidade, pressédo, temperatura e viscosidade. Contudo para discorrer
sobre as grandezas envolvidas no escoamento, € necessario, inicialmente, o

entendimento das Funcdes de Suavizacao (kernels).

Pontos como a estabilidade e a precisdo, para o0 método SPH, estdo diretamente
ligados as escolhas dos kernels mais apropriados e, ao mesmo tempo, que sejam
‘economicamente” viaveis em termos computacionais. Dentro dessa Otica, a
literatura discute sobre os kernels indicados para o SPH, a estabilidade de seus

dominios.
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Figura 5 - Funcao de suavizacao (kernel de Lucy, 1977) e sua primeira derivada (gradiente).
Fonte: (LIU e LIU, 2003).




39

Em 1977, Leon Lucy, figura 5, pioneiro do SPH apresentou o seguinte kernel :

(3.37)

W(X—x')=W(R)=ad{(l+3R)(1—R>3 0<R<l
0 R>1

Tem-se:

a,: € uma constante de normalizacéo, obtida pela condicdo de normalizagdo dada

pela propriedade 2.

. s A . . X — X r
R: é a distancia relativa entre duas particulas: R = % =

Por Lucy, 1977, as constantes de normalizacdo do kernel de Lucy, nas suas

respectivas dimensdes, 1-D, 2-D e 3-D (Dimenséo Espacial), sdo:

5 5 105

T

(3.38)
Em 1977, Monaghan e Gilgold, apresentou a seguinte funcdo como kernel de

suavizagao:

W (x, h) = #e“z”‘z) (3.39)

Para Monaghan (1992), figura 6, para se encontrar uma interpretacdo fisica mais
coerente em uma aplicacdo do SPH, seria melhor que aplicasse uma funcdo de
suavizagdo com caracteristicas gaussianas. Entao utilizou o kernel de seu artigo
original, de Gingold e Monaghan (1977), o qual foi aplicado para a simulacéo de
astrofisicas no ano de 1977, realizando algumas mudancas de simbologias e

simplificagdes:

W(R)=a,e™ (3.40)
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Trata-se de um exemplo usual de uma sequéncia que se assemelha a uma funcao
delta qualquer que tende no seu limite a zero. E as constantes de normalizacao
desse kernel, nas suas respectivas dimensoes, 1-D, 2-D e 3-D (Dimenséo Espacial),

sao:

(3.41)

1.5

mmes  fincio de Suavizagio
smwwm Primeira Derivada da Funcéo de Suavizacio

Funcao de Suavizacio

Figura 6 - Funcao de suavizacao (kernel Gaussiano) e sua primeira derivada (gradiente).
Fonte: (LIU e LIU, 2003).

Entretanto, houve um problema nessa escolha, pois essa funcdo gaussiana
apresentado por Monaghan, ndo possui um suporte compacto, que € a condicao
explicitada na propriedade 3, exigida para a definicdo do kernel , mesmo se
aproximando de zero, quando € aumentada a distancia entre as particulas. Segundo
a literatura, mesmo tomando o suporte finito, esse sera tdo grande, que
computacionalmente sera inviavel, devido a inclusdo de muitas particulas no suporte
de cada particula estudada (PAIVA NETO et al., 2009).
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Além das citadas, existe outra classe de kernels muito importante, que é definida
como Kkernels de fungdes “splines”. Uma fungdo spline é uma “curva’,
matematicamente definida por pontos, os quais sdo chamados de pontos de
controle, localizados nos “nds” dessas “curvas”. Os demais pontos sao responsaveis
pela definicdo das tangentes a curva em seus respectivos nés. Esses splines podem
ser classificados em “splines de interpolagdo” (que passam por todos os pontos de
controle) e os “splines de aproximacao” (que passam “perto” de todos os pontos de
controle).
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Figura 7-. Funcdo de suavizacdo (kernel cubic , Monaghan e Lattanzio , 1985) e sua primeira
derivada (gradiente).
Fonte: (LIU e LIU, 2003).

Em 1985, Monaghan e Lattanzio, usaram um Kernel Spline Cubic, figura 7, (PAIVA
NETO et al., 2009), também chamado de B-Spline (HONGBIN e XIN, 2005):
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g—R2+1R3 0<R<1
3 2

W(Rh)=a, %(Z—R)?’ 1<R<2 (3.42)
0 R>2

E as suas constantes de normalizacéo foram determinadas nas dimensdes 1-D, 2-D
e 3-D (Dimenséo Espacial), respectivamente:

1 15 3

PRI R (3.43)

e p =

Essa funcdo de suavizacdo do tipo fungbes splines sé&o bastante utilizadas na
literatura do Método Numérico SPH pelo fato de sua semelhanca com a funcéo
gaussiana, com a vantagem de possuir um raio suporte mais compacto, (PAIVA
NETO et al., 2009). Entretanto, muitas de suas segundas derivadas sao lineares e
por partes. Consequentemente, as propriedades de estabilidade podem ser

inferiores aos kernels mais suaves.

Funcao de Suavizacso
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Figura 8 -. Funcd@o de suavizacdo (kernel Quartic Spline, Morris, 1994) e sua primeira derivada
(gradiente).
Fonte: (LIU e LIU, 2003).
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Posteriormente, em 1994 e 1996, Morris apresenta dois outros kernels, de maiores
ordens, com 4 graus, figuras 8, se aproximando ainda mais a gaussiana, e com

maior estabilidade (LIU e LIU, 2003). A essa funcdo de suavizacdo de ordem 4,

denominada de “Kernel Quartic Spline”:

(25-R)* —5(15-R)* +10(05-R)* 0<R<05
2,5-R)*~5(L5- R)* <R<1

W(RH) =g, (25-R)* —5(15—R) 05<R<15 o0
(25-R)* 15<R<25
0 R>25

Que possui as seguintes constantes de normalizacéo, nas dimensoées 1-D, 2-D e 3-D

(Dimenséo Espacial), respectivamente:

1 96 1

Y _ 3.45
2an" “2° T 119907 PP T 200 (3.45)

a p=

a0 - F; Fuﬁg:’a‘n de Suavizagéo

swmm Primeira Derivada da Funcéo de Suavizagso
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Figura 9 - Funcdo de Suavizacdo (Kernel Quintic Spline , Morris , 1996) e sua primeira derivada

(gradiente).
Fonte: (LIU e LIU, 2003).
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Em 1996, Morris, introduziu kernels de maiores graus e que melhor se aproximam da
fungé@o gaussiana, figura 9, com maior estabilidade, sugere entédo o “kernel quintic
spline”, (PAIVA NETO et. al., 2009), também chamado de Q-spline, (HONGBIN e
XIN, 2005):

(3-R)°-6(2-R)*+15(1-R)* 0<R<1

_ pP\5 D)5 <

WUiMzadB R)® —6(2—R) 1<R<2 (3.46)
(3-R)° 2<R<3
0 R>3

Que possui as seguintes constantes de normalizacéo, nas dimensées 1-D, 2-D e 3-D

(Dimenséo Espacial), respectivamente:

(3.47)

Funcgoes de Suavizacio
=
(@]
T
1
1
1
1
1

TTRTTR

1.5 [---#-

= Kernel New Quartic

IR TS

1
1
1
1
1
1
1
1
: ===+ Kernel Spline Cubic
1
1
1
1
1
1
1
1

o
(]
o F----
[€)]
o
[@)]
(=]
~
(@)

1
R

Figura 10 - Funcdes de suavizacdo (New Quartic e a Kernel Spline Cubic) e suas primeiras
(gradiente) e segundas (laplaciano) derivadas.
Fonte: (LIU, LIU e LAM, 2003).
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Em 2003, Liu, Liu e Lam, propdem uma pequena alteracdo no nucleo proposto por
Lucy, figura 10, assegurando resultados mais precisos e estaveis, sendo que o0 “novo

kernel”, esse denominado “New Quartic Smothing”, possuindo ordem 4, e € assim

apresentado:
2 9., 19_; 5 _,
Z_ZR*+=ERP-=R 0<R<2
W(R,h)=a,{3 8 24 32 (3.48)
0 R>?2

Que possui as seguintes constantes de normalizacéo, nas dimensodes 1-D, 2-D e 3-D

(Dimenséo Espacial), respectivamente:

15 315
o ZE , Oy (3.49)

Ao se observar essas funcdes kernel, plotadas na figura 10, verifica-se ambas

primeiras derivadas sdo bem proximas, (W'), sendo um nicleo gaussiano. Ja a
funcdo New Quartic apresentada uma segunda derivada(W") mais suave do que o

segunda derivada da funcéo Kernel Spline Cubic, que possui uma secao linear, e,
por conseguinte, as propriedades de estabilidade da fungcdo New Quartic se torna
superior, (LIU, LIU e LAM, 2003).

Neste trabalho, no desenvolvimento do programa numérico, que serve de referéncia
para a validacdo do método SPH, € possivel serem usadas trés funcdes de
suavizacdo, entre elas: Kernel Spline Cubic, Kernel Gaussian ou a Kernel Quintic
Spline. Dessas, a funcdo Kernel Gaussian, sugerido por Monaghan, 1992, foi a
utiizada para o desenvolvimento dos resultados alcancados com o cdédigo
computacional proposto nesta dissertacdo. Isso porque, em termos de precisao de
calculo, a funcdo Kernel Gaussian, apresenta os melhores resultados com o método
SPH, (HONGBIN e XIN, 2005).
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3.4 Consisténcia do Método SPH

Uma importante medida que pode avaliar a qualidade do método de discretizacdo é
a ordem de consisténcia. Quando um método possui C° de consisténcia, isto
significa que ele reproduz uma exatiddo de uma funcéo constante. Se for C', entfo

terd uma consisténcia de um polinémio de primeiro grau. Consequentemente, se C?,
reproduz uma consisténcia de um polindbmio de grau dois. E em tese, quanto maior
esse grau, maior é a robustez dessa aproximacado. Inicialmente destaca-se que o
método SPH possui duas aproximagdes, a primeira, da funcdo kernel a funcédo de
Delta de Dirac, e a segunda, na aproximacao por particula, momento da etapa da
integracao, (MENDES, 2010).

O método SPH é classificado como um método numérico de precisdo de segunda
ordem, sendo entdo um método com uma precisédo consideravel. Possuindo também
a aproximacdo dos kernel de uma funcdo campo com restos de segunda ordem.
Contudo, a aproximagéo dos kernel e suas derivadas podem n&o apresentar essa
mesma precisdo. Assim como as funcdes de suavizacdo podem nao ser funcbes

pares se nao trucarem ao se aproximarem da regido de contorno.

Baseando-se no Teorema de Lax-Ricthmeyer (Teorema da Equivaléncia), sabe-se
gue um modelo numérico é considerado estavel, a convergéncia da solug¢édo para um
problema bem colocado (well-posed) sera entdo determinada pela consisténcia da
funcdo de aproximacdo, portanto essa consisténcia da aproximacdo do SPH é

fundamental.

Como exemplo, no método numérico de elementos finitos, para se garantir uma
precisdo e uma convergéncia na aproximacao, a funcéo de forma deve satisfazer a
certos graus de consisténcia, e esse grau pode ser caracterizado pela ordem do
polinbmio, que deve ser exatamente reproduzido, utilizando uma fungédo de forma.
De forma geral, se uma aproximacao pode ser reduzida a um polinbmio de k-nésima

ordem exatamente, a aproximacdo é dita de k-nésima ordem de consisténcia, ou

possui consisténcia C*. Esse conceito tradicional utilizado pelo Método de

Elementos Finitos, método com malhas, também pode ser usado a Métodos sem
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malhas, como o Método SPH. Sendo entdo similarmente viavel o estudo dessa
consisténcia do kernel do SPH, e suas aproximacgdes por particulas na reproducéo

de um polinémio utilizando uma funcao de suavizacéo.

3.4.1 Consisténcia na aproximacdo do kernel (consisténcia da

representacao integral)

Para uma funcéo constante, essa f(x)=c, isto €, um polindmio de ordem 0, ser

exatamente reproduzida pela aproximacéo kernel do SPH, requer:

f(x) = j cW (x — X', hydx'= ¢ (3.50)
ou :

Jwx=x, hydx'=1 (3.51)

A equacdao anterior € exatamente a condicdo de normalizacdo do kernel. Além disso,
para uma funcao linear, do tipo: f(x)=c,+cx, (onde: c,e c,sdo constantes) ser

exatamente reproduzida, se requer que:
F(x) = [ (co +C X)W (x—x', h)dx'= ¢, +¢,X (3.52)

Entdo usando as equac®es iniciais (3.50) e (3.52), pode se chegar a seguinte
simplificagéo:

[ xW (x=x, hydx'= x (3.53)

E multiplicando ambos os lados da equacgao (3.51) por “x”, tem-se a seguinte

identidade:
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j XW (X — X', h)dx'= X (3.54)
E subtraindo a equacéo (3.53) da anterior, tem-se:
j (X=X )W (X = X', h)dx'=0 (3.55)

Chega-se entdo a equacéo (3.55), que representa a condicdo de simetria.

De uma forma geral, a aplicacdo da analise através do desenvolvimento da Série de

Taylor, em relacao a aproximacao do kernel de aproximacéo da funcéo:
f(x)= j f (X)W (x— X', h)dx'=0 (3.56)

E em uma dimensdo unidimensional, sera obtida uma série de condicGes para os

momentos de ordens 0 e 1, dessa funcéo de suavizacao.

M, = [W (x—x', hydx'=1

M, =j(x—x')W(x—x',h)dx‘= 0
(3.57)

M, =J.(x—x')2W(x—x',h)dx'=0

M. :I(x—x')”W(x—x',h)dx'zo

Para as integracfes mostradas no conjunto de equacgles representadas acima,
consideram-se que o dominio seja totalmente continuo e nao truncado nos
contornos. Assim, o momento de ordem O expressa a condicdo de normalizacdo, e

de ordem 1, a simetria para a funcdo de suavizacgao.

Similarmente aos conceitos desenvolvidos na consisténcia nos métodos numéricos
de elementos finitos (FEM), se a aproximagdo do SPH pode reproduzir um polinémio
de ordem n exatamente, essa aproximagado do SPH serd dita ter uma n-ésima ordem
de consisténcia ou consisténcia C". A consisténcia de uma aproximacao kernel é de

n-ésima ordem quando a sua funcéo de suavizacgao satisfaz o conjunto de equacdes
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acima apresentado. Consequentemente, as expressdes nelas contidas sdo também

condi¢bes de consisténcia da funcdo de suavizacao para a uma aproximagao SPH.

Observa-se que, se as aproximacdes dos kernels do SPH sdo estendidas para as
regides de truncamento realizadas pelo contorno, as func¢des constantes e lineares
nado podem ser reproduzidas de forma exata se as equacfes que representam a
normalizacéo e a simetria ndo forem satisfeitas nessas regifes. Portanto, conclui-se
que, desde que uma funcdo de suavizacdo convencional satisfaca as condi¢des de

normalizacdo (3.51) e simetria (3.55), o0 método SPH convencional tem uma
consisténcia de ordem 1, (C'), para as regibes interiores. Todavia, para as regides

de contorno, ndo havera nem mesmo um consisténcia de ordem 0 (C°).

3.4.2 Consisténcia na aproximacéao por particulas

A Etapa de satisfazer as condi¢coes de consisténcia da aproximacgéo dos kernels, ndo
significa que necessariamente que a consisténcia da discretizagdo do modelo SPH
serq valida. Isso porque a consisténcia pode ser distorcida no processo de
discretizagdo dessa particula. Portanto, a andlise da consisténcia deve ser realizada
para o modelo discreto do SPH no processo de suavizacdo de particulas, e essa

consisténcia € denominada de consisténcia da particula (LIU e LIU, 2003).

Verifica-se que a forma integral do SPH, aproximacdo do kernel, possui uma

consisténcia de primeira ordem (C') no interior da regido. A consisténcia de
aproximacdo da particula ou de consisténcia do kernel esta relacionada com
aproximacéo integral continua do SPH. E a discrepancia entre a aproximacao por
particulas e a aproximacao continua é denominada de inconsisténcia de particula,
isto é : manifestacdo de discrepancia entre as equacdes espaciais discretizadas e as

aproximacdes na forma continua correspondente (MENDES, 2010).

As contrapartidas da discretizacdo da consisténcia de uma constante e de uma
consisténcia linear, como verificado nas equacdes que representam a normalizacao
e a simetria da secado anterior, sob a forma de aproximagéao de particulas, podem ser

expressas das seguintes formas:
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ZN:W(Xi —X;,MAv; =1 (3.58)

)

y (X, =X )W (X, —X;,h)Av. =0 (3.59)
Z J J ]

j=1

Essas condi¢Bes de consisténcia da discretizacdo geralmente ndo sdo satisfeitas.
Como exemplo, a aproximacao das particulas nas fronteiras, como pode ser visto na
figura abaixo, (Figura 11 - a). Mesmo estando em uma distribuicdo uniforme, as
particulas desequilibradas contribui para o somatorio da discretizacdo, o numero de
particulas localizadas do lado esquerdo(LHS) da equacéo (3.58) sdo menores que 1
e a Equacdo (3.59) ndo sera se anulara devido ao truncamento da funcédo de

suavizacao na fronteira.

® Darticula Estudada

Fronteira O Particula Vizinha

N

(a) (b)

Figura 11 - Aproximacdo do SPH em casos unidimensionais. (a) Aproximac¢éo de particula quando o
dominio é truncado no limite. (b) Aproximagdo da particula em uma distribuicdo irregular em seu
dominio — sob o do raio suporte.

Fonte: (LIU e LIU, 2010).

Para os casos com particulas com distribuicédo irregular (Figura 11 - b), verificar-se
gue ocorre 0 mesmo com as particulas no interior, cujo dominio de apoio nao é
truncado, a constante e a condicdo de consisténcia em formas lineares discretizadas

nao sao exatamente satisfeitas. Portanto nem mesmo a origem do meéetodo SPH

possui consisténcia C°. E claro que a inconsisténcia causada pela aproximacdo das
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particulas esta intimamente relacionada com o kernel correspondente responsavel
pela aproximacéo e com as particulas envolvidas nessa aproximacao. Tal problema
de inconsisténcia é um resultado direto da solucdo imprecisa do método SPH

original.

Além da aproximacdo de particulas, caracteristicas associada as fronteiras das
particulas e as suas distribuicdes irregulares, a escolha do comprimento da zona a
ser suavizada € importante no processo de suavizagdo de particulas. Por exemplo:
com a funcéo de suavizacdo spline cubic em um dominio unidimensional, com as

particulas uniformemente distribuidas, observa-se que o método original de SPH

possui consisténcia C°, se a suavizacdo é realizada com “espagamento de

particulas” for igual h = Ax, desde que a equacéao (3.58) seja satisfeita.

Todavia, se for variando o tamanho do desse raio suporte de suavizacao (h), podera
resultar na ndo “satisfacdo” dessa equacao, levando uma menor precisdo do método
original do SPH. Essa € uma razéo pela qual muitas vezes é necessério analise da
influéncia do comprimento do raio suporte nas aproximacdes por SPH.

Por exemplo, se o tamanho do raio suporte, o raio de suavizacdo (h) da funcéo
kernel for muito pequeno em relacdo ao espacamento entre as particulas, corre-se o
risco de uma das particulas presentes nesse dominio ndo possuir nenhuma particula
em sua vizinhancga, levando aquele suporte compacto possuir apenas um Unico

ponto para interpolar, resultando em uma descontinuidade (MENDES, 2010).

E essa incompatibilidade se origina na discrepancia entre o kernel do SPH e a
aproximacao das particulas. Particulas sobre as fronteiras, distribuicdes irregulares e
a variacdo do tamanho do raio de suavizagcdo podem causar a inconsisténcia no

processo de aproximacao de particulas.
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3.4.3 Restauracao da consisténcia do SPH (CSPM)

Tem sido demonstrado que o método original de SPH ndo possui graus 0 de
consisténcia, e diferentes abordagens tém sido propostas para a melhoria da
inconsisténcia das particulas e a precisdo da aproximacéao pelo método SPH.

Algumas envolvem a reconstrugéo de uma nova funcéo de suavizacao, de forma que
satisfaca as condicbes de consisténcia ao serem discretizados. No entanto, essas
abordagens néo séo preferenciais nos sistemas hidrodinamicos, pois resultam em

funcdes parcialmente negativas, nao simétricas e ndo decrescente.

Nas simula¢gbes hidrodinamicas, geralmente, sdo utilizadas as abordagens que
melhoram a coeréncia das particulas, sem alterar a funcdo convencional de
suavizacdo. Uma abordagem inicial se baseia na antissimétrica pressuposta na
derivada de uma funcdo de suavizagdo (MONAGHAN, 1992) e (RANDLES e
LIBERSKY, 1996).

N
> W, ,Av; =0 (3.60)

=1

onde W, , =0dW,(x)/oW;x”, em que o € o indicie da dimensao repetidos de 1 a d

(sendo d o numero de dimensdes), e N é o niumero de particulas. Portanto quando a

derivada se aproxima da funcéo f, a aproximacao de particulas pode ser reescrita

como:
N
fi,a ZZ(fJ - fi)Wi,aAVj =0 (361)
j=1
ou
N
fi, =2 (f,+f)W, ,Av, =0 (3.62)
j=1

Também deve ser notado na Equacgdo (3.60) que ndo € necessariamente valida,

mesmo que seu correspondente homélogo seja continuo J‘Wi,adx=0 é valido (pelo
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interior da regido). Essa também € uma manifestacdo de inconsisténcia de
particulas. Portanto as Equacdes (3.61) e (3.62) realmente usam a inconsciéncia das
particulas nas aproximacdes da derivada da funcédo de suavizacao para compensar,
contrabalancear ou equilibrar a inconsisténcia da mesma na aproximacédo da

derivada, buscando a melhoraria da aproximagéo.

E derivaram uma formula de normalizacédo para a aproximacédo da massa especifica,
(RANDLES e LIBERSKY, 1996):

N
Zj:lijiJAvj B

p, =2 0 (3.63)
- W.Av.
j=1 U ]

e a normalizag&o para o divergente do tensor de stress o

N
E - (0, —0,) @V W, Av,
(V-o)i= (%1 =) SRR (3.64)
N
(X =Xx)® VW Av.
J—l( j |) IWI] j

onde o ® é o produto dos tensores.

Novamente as Equacdes (3.63) e (3.64) também usam a inconsisténcia na
aproximacédo da funcédo de suavizacdo e de suas derivadas, também objetivando a

melhoria da precisao das aproximacoes.

Baseada nas séries de Taylor, foi desenvolvida uma correcdo no método de
suavizacdo de particulas o CSPM (Corretive Smoothed Particle Method), (CHEN et
al., 1999). Essa aproximacéao é obtida pela expressdo em Séries de Taylor em torno

da posi¢éo de uma particula localizada na posi¢éo (i), no ponto X . Ao invés de ser

feita a expansédo em torno de uma posicao de uma particula, seréa feita na extensao

em torno de uma posicao “x” qualquer dentro do dominio Q,(MENDES, 2010).

Para o processo de CSPM, executando a expansdo da Série de Taylor nas

proximidades uma fungéo suficientemente suave, no espago unidimensional:
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F(x) =t +(x—xi)fi'x+(x_2—lxi)2 fogo (3.65)

i, xx

Multiplicando ambos os lados da Equacéo (3.65) pela funcédo de suavizacdo “W”, e

integrando sobre todo o campo do dominio:

[ £ OO, (dx = f, [W, (xpx+ ., [ (X=X W, (x)elx
f, (3.66)
+%J-(x— X)W, (X)dX +....

Se os termos envolvidos na derivacdo da equacdo forem negligenciados, serem
omitidos, da equacéao (3.66), uma aproximacao corretiva da funcdo f(x) da particula

sera obtida em torno de x:

. j f (X)W, (X)dx

= W, 000 (3.67)

Para uma funcdo de suavizacao convencional (ndo negativa e simétrica), o segundo
termo a direita da equacéo (3.66) é zero para a regido interior, e diferente de zero
para a regiao de fronteira. Por isso a aproximacao corretiva do kernel expressa em
(3.67) também possui consisténcia de segunda ordem para a regido interior, e de

primeira ordem para a regiao de fronteira.

Comparando a Equacédo (3.67) com (3.19), verifica-se que para as regides do
interior, as aproximacdes dos kernels do SPH original e a CSPM sao “idénticas”,
devido a satisfacdo da condicdo de normalizacdo (na forma continua), condicdo de
unicidade. Para as regides de fronteira, uma vez que a integral da funcédo de
suavizacgdo é truncada por ela, a condicdo de normalizacdo ndo pode ser satisfeita.
Ao preservar a ndo unicidade do denominador, o CSPM reestabelece a consisténcia
igual a C° do kernel ,(LIU e LIU, 2010)

A aproximacao de particulas correspondentes para a funcdo f(x) na particula i

pode ser obtida se utilizando o somatdrio de particulas mais proximas para cada
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termos da equacao (3.60), e novamente negligenciar os termos relativos as suas

derivadas, obtendo:

N
¢ 2 WAy,
i N

W. Av.

=i T

(3.68)

Nota-se que a aproximacdo de particula do segundo termo no lado direito da
equacao (3.66) ndo é necessariamente zero, mesmo no interior das particulas,
devido a irregularidade das particulas. Por isso, de forma estrita, a aproximacao de
particulas expressas em (3.68) possui consisténcia de primeira ordem “C'” para o

interior e fronteiras das particulas.

Somente se as particulas forem uniformemente distribuidas que sera possivel uma
aproximacédo de consisténcia de segunda ordem para a equacéo (3.66), e a partir do
segundo termo a direita da equacdo valer zero. Nesse caso, a aproximacao de
particulas expressa em (3.68) € de segunda ordem de precisdo, se uniforme a

distribuicdo das particulas.

Se substituir W,(x) na equacgdo (3.66) por W, e negligenciando as derivadas de

segunda ordem e as demais superiores, a correcdo da aproximacao do kernel para a

primeira derivada € gerada:

o JIT00 = 10w, 000x (3.69)

L = xW, ()

Entdo a aproximacéo de particula correspondente a equacéo (3.69) é:

" (f - f W AV,
Z’{l|( J 1 1,X VJ (370)
D (X = XOW, Ay

j=i

f, =

Similarmente, o CSPM da aproximacgéo do kernel para as derivadas também séo de

precisdo de segunda ordem, ou consisténcia de primeira ordem “C'”, para as
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regides interiores, contudo de consisténcia de ordem zero C° para as regides de
fronteira, proximas aos contornos. Salvo para 0os casos com distribuicdo uniforme
das particulas no interior, os CSPM das aproxima¢fes das particulas serdo de
primeira ordem, ou consisténcia de ordem zero C', para as particulas tanto no

interior quanto nas fronteiras.
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4 APROXIMACAO NUMERICA DO METODO SPH APLICADO AS
EQUACOES DE BALANCO

Em sintese, as equacBes de balanco que governam o escoamento dos fluidos
newtonianos podem ser escritas como um conjunto de equagOes diferenciais
parciais, em uma descricado lagrangiana. Esse conjunto de equagOes diferenciais
parciais € conhecido como equacdes da continuidade, equacgfes de Navier-Stokes e
da energia, as quais se fundamentam no estado de conservacdo de massa, do
momentum e da energia. Os simbolos gregos (a e f) sobrescritos nas equacoes
abaixo sdo usados para denotar as direcdes das coordenadas, utilizando-se da
descricdo de notacao indicial. Assim, as equacdes podem ser escritas das seguintes
formas:

1) Equacéo da Continuidade:

Dp__ N (4.1)

2) Equacédo de Navier-Stokes (momentum), neste caso, sem as forcas de corpo:

Dv* 1 Foleiid

== 4.2
Dt p ox/ 4.2)

3) Equacéo da energia (sem transferéncia de energia externa e por conducéo):

De o”? ov*

== _ 4.3
Dt p ox’/ (43)

Nas equagOes acima, o € o tensor total das tensdes viscosas. Ele é composto de

duas partes, uma parte que envolve a pressao isotropica p (possuindo as mesmas

propriedades fisicas independentemente da direcdo considerada) e outra parte da

tensado da viscosidade 7 .

¥ =—ps* + 1% (4.4)
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Para fluidos newtonianos, a tenséo de cisalhamento viscoso deve ser proporcional a

taxa de deformacdo de cisalhamento denotada por ¢ através da viscosidade

dindmica u,
" = ue™” (4.5)
onde:
gn Vv —E(V.C]yﬂ (4.6)
ox* ox/ 3

Separando-se a pressao isotropica e a tensdo viscosa, a equacado da energia pode

ser reescrita como:

B
De__p NV U  apas (4.7)
Dt p ox 2p

A aproximacado pelo Método SPH sera aplicada nas equacdes da continuidade, do

momentum e da energia.
4.1 Aproximacdao das particulas na equacédo da continuidade

A aproximacao da massa especifica € muito importante no método SPH, ja que ela
basicamente determina a distribuicdo das particulas e a evolucado do método de
suavizacdo dessas particulas. Existem duas abordagens para se obter a massa
especifica no método convencional de SPH. A primeira abordagem é o somatorio

das massas especificas |, aplicando-se diretamente o metodo SPH, obtendo atraves

das aproximacOes, o valor da massa especifica da particula i. Para uma dada

particula i, a massa especifica é obtida pela média do somatério das massas

especificas das particulas vizinhas j, todas presentes sob o raio suporte h da

funcao de suavizagao W; , sendo escrita da seguinte forma:
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P = ijWij (4.8)

E “N” é o nimero de particulas delimitadas pelo raio suporte, nesse dominio da

particula central, i, € m; € a massa associada a particula j. E W; € a funcdo de

suavizagdo da particula i associada a particula j. E essas particulas estdo

intimamente associadas ao tamanho do raio suporte (h) da fungéo de suavizacao.

Outra abordagem para a obtencdo da aproximacdo das massas especificas das
particulas é por meio da continuidade, da qual ela também €& obtida por
aproximacéo, de acordo com a equacao de continuidade, utilizando os conceitos de

aproximagfes do SPH, além de algumas transformagdes matematicas.

Uma possivel forma de aproximacao pelo método lagrangiano SPH € sua aplicacao
somente para a parte de divergéncia da velocidade, enquanto a massa especifica,

ao lado direito da equacédo da continuidade, € avaliada na particula em que o

gradiente é aplicado, que a partir da equacao (4.1), temos:

oW,
ox”

Dp. N.om,
iz_piz_lvjﬁ. (4.9)
Dt <

i

Considerando-se as seguintes expressoes do kernel do SPH e as aproximacdes das

particulas no gradiente, e pela sua unicidade, temos:

v1=j1VW(x—x',h)dx':ZN:ﬂ.%_

ij
= (4.10)
i=1 Pj 8xiﬂ

gue pode ser reescrita da seguinte forma:

N.m. oW, N'm oW.
I Y Ry i R AV ) Y R’ 4.11
P2V o p"(;p,- axiﬂJ (4.12)
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Ao adicionar o lado direito da equacéo (4.11), que é zero, ao lado direito da equacgéo
(4.9), poderd ser apresentada outra forma de equacdo de aproximacdo de

densidade, que é assim apresentada:

Dp, oM W

I — H —y7. 4.12
onde:

Vi'f - (Vlﬂ —Vjﬁ) (4.13)

A equagédo (4.13) apresenta a diferenga entre as velocidades nas aproximacdes de
particulas discretas, e geralmente possui maior preferéncia nas formulacées com o
método SPH. Isso porque ela representa as velocidades relativas por pares de
particulas no raio suporte. Outra vantagem € que se usando a velocidade relativa,
associada a natureza antissimétrica, e quando aplicada, reduz os erros decorrentes
do problema de inconsisténcia de particulas (MONAGHAN, 1988).

Além de ocorrer a variacdo da taxa da massa especifica da particula i , em funcéo

da velocidade relativa das particulas j existentes sob o raio suporte. E dessa forma

essa aproximacdo também pode ser usada em algoritmos desenvolvidos em
processos paralelos, visto que ndo ha a necessidade de ser obtida a massa
especifica antes de outras variaveis, sendo melhor adequada a simulacdes de
problemas com grandes descontinuidades (GOES, 2011). Sendo também usadas,
por exemplo, em problemas como os de quedas de barragens, fornecendo

simulacdes mais realistas (ALVES, 2008).

Outra forma de calculo da massa especifica € possivel realizando-se a normalizacao
do lado direito da equacédo (4.8), pelo somatorio da funcdo de suavizagdo do SPH

sobre as particulas vizinhas.
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N

m jWi i
=1

J

A expressdo acima possui melhor precisdo nas proximidades dos limites e € bem

(4.14)

adequada para simulacdo de problemas de fluxo de fluidos em geral, sem
descontinuidades, tais como ondas de choque, além de escoamentos
incompressiveis (LIU e LIU, 2003). A equacédo (4.14) foi a usada nas simulagfes
propostas neste trabalho.

4.2 Aproximacdes de particulas para a equacao de conservacao do

momentum

A variacdo de formas da aproximacdo de particulas pelo SPH para a equacdo de
conservacdo do momentum é semelhante a abordagem da aproximacao continua da
massa especifica e geralmente envolve algumas transformacdes (LIU e LIU, 2003).
E a aceleracdo em cada particula i € calculada através da equacdo do momentum
(PAIVA NETO et al., 2009). Sob uma aplicacdo direta dos conceitos de por
aproximacdes de particulas pelo método numérico SPH, no gradiente da equacédo do
momentum, equacao (4.2),tem-se a seguinte equacao:

Dv* 1 o oW,

L=">m L1 (4.15)
Dt pijzll J,oj ox”

Sendo a equacédo acima antissimétrica, sera adicionando a seguinte identidade (LIU
e LIU, 2003):

ap a
Wy o m Wy (4.16)
j=L inpj ol p | = Pj ox/
-0
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E para torna-la simétrica, assim a equacéo (4.15) sera reescrita em:

a N 4 oW,
DV o | & o) | Wy (4.17)
Dt = PiPj ox/

A equacdo (4.17) € uma forma mais usada para o desenvolvimento da equacao do
momentum, tendo como beneficios, a sua simetria, reduzindo os erros decorrentes

dos problemas de inconsisténcia de particulas (LIU e LIU, 2003).

E considerando a seguinte identidade:

af af af
1éc 0 (0 J+G op (4.18)

o X % D p° ox’P
E aplicando a aproximacdo de particulas do método SPH ao gradiente, e
substituindo a equacao (4.18) na (4.2), equacao de Navier-Stokes (sem as forcas de
corpo), € obtida a seguinte equacao:

a

m, o oW aff N

i 2oy (4.19)
Oi —p i 4.19
= o P 6Xﬂ o=ye ‘6Xﬂ

E apls rearranjos e simplificacdes, a equacéo (4.19) pode ser reescrita da seguinte

forma:

Dv & (o o’ oW,
S =>m| =5+ aﬁj (4.20)
t P Pj ) OX

i=1

A equacédo (4.20) possui a formulacdo mais comum, e é frequentemente observada
em diversas literaturas. Da mesma forma, por essa equacao ser simetrica, existira a
reducdo de erros decorrentes do problema de inconsisténcia de particulas (LIU e
LIU, 2003). E a partir das equacbes (4.4) e (4.5), as equacdes (4.17) e (4.20)

poderédo ser reescritas das seguintes formas:
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N P, +p; OW; & " +,uJ g oW,

:—Zm +ij

i=L PiPj ox/ 4 PiPj axiﬁ

(4.21)

Voo W, & (e ow,
S | - L kR o e i i (4.22)
j=1 p| p] ax 1 j OX

Os primeiros termos a direita das equacdes (4.21) e (4.22), (I) sao as
aproximacdes pelo método SPH das tensbes normais (pressao), os segundos
termos, (II), sdo as aproximacdes das tensbes das forcas de cisalhamento

(viscosidade). Em casos de escoamentos com viscosidades nulas, os segundos

termos também serdo anulados na equacdo. E considerando a equacédo (4.6), a

aproximacao de £“’ para a particula i, € reescrita da seguinte forma:

N m 2 N m
g = "+ J“ =N Ayv..vw, (5 (4.23)
Jz_llpj J oX{" Z_llpj é’xﬂ (3]2_1:,0J J

E usando a equacéo (4.10), serdo obtidas as seguintes sentencas:

Nm., , oW, N m. oW,
> =y Y L0 (4.24)
EVIIN2S i1 Py OX
Nm, oW, N m. oW,
z_lvia_; =V{ Z_J_; =0 (4.25)
=1 Pj OX{ j=1 Pj OX;

ZNZEVi VW :V{ZN:&-VW”}:O (4.26)
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E subtraindo essas identidades a partir da equagéo (4.23) para incluir as diferencas

entre as velocidades, objetivando o calculo da taxa de deformacéo viscosa, a

aproximacao final de ¢*/ para a particula i , é:

Nm. .oW. NXm.  JOW, N.m,
g0 =3 iy oy Ty P25 My v, |5 (4.27)
Y S = R 37 P

A aproximacido pelo SPH de ¢* para a particula j pode ser obtida da mesma

maneira que 0s processos anteriores. Depois que &“ da particula i foram
calculados, a aceleragédo pode ser calculada pela equacéo (4.17) ou (4.20). Essa
aproximacao é simples e pode ser aplicada para o calculo de variados modelos de

viscosidade para diferentes fluidos.
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5 ASPECTOS NUMERICOS

A modelagem da natureza através do calculo infinitesimal € limitada, mesmo usando
as diversas ferramentas computacionais. Como 0s experimentos, a aproximacao
matematica do modelo fisico se torna a ferramenta mais apropriada para a
modelagem. Contudo a complexidade dos fenémenos fisicos torna esse processo de
modelagem matematica delicada, as maquinas sdo bastante limitadas ao ser
comparadas esses fendmenos naturais. E neste contexto, as simulagbes por
aproximagfes com o SPH se tornam viaveis, visto a sua possibilidade de ser usado
na simulacéo efeitos de jogos as simulacbes de fenémenos fisicos (PAIVA NETO et
al., 2009). E nessa secao serdo tratados de pontos relevantes para a execucdo da
modelagem pelo método SPH, que sao: O comprimento do raio suporte de

suavizacgdao e a integracdo temporal e o método de Euler e Leap-frog.

5.1 Comprimento do raio suporte da funcéo de suavizagao

O tamanho do raio suporte da funcdo de suavizagcdo se torna importante, pois
podera influenciar a eficiéncia computacional, assim como na precisdo da solucao
numérica. Se for trabalhado com um raio de suavizacdo (kh) muito pequeno, nao
existirdo particulas suficientes naquele dominio para exercer influéncia necessaria
sob a particula referéncia i, resultando em uma menor precisdo. Contudo se o
comprimento também for muito grande, a precisdo também é comprometida. Entéo é
necessario que se tenha um numero suficiente de particulas para que se tenha a
precisdo numérica adequada, entdo um raio suporte (kh) adequado a tratamento

das particulas.

E pela teoria do SPH o0s numeros apropriados para casos unidimensionais,
bidimensionais e tridimensionais, respectivamente, seriam 5, 21 e 57 particulas,
contando como a propria particula referéncia i, em uma distribuicio com
espacamentos equidistantes entre as particulas referéncias de cerca de 1,2 vezes o
raio suporte, como k=2 (LIU e LIU, 2003).
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Existem diversa técnicas e teorias que tratam desse ponto e tentam desenvolver o
trabalho de manter o nimero minimo ou adequado a quantidade de particulas sob o
raio suporte da funcdo de suavizacdo, contudo a maneira mais direta e simples para
esse trabalho de célculo e atualizacdo deste raio é baseado na relacdo entre as
massas especificas médias, e é representada pela seguinte igualdade (LIU e LIU,
2003):

h= ho(&j (5.1)

Onde h, € o tamanho do raio suporte inicial, e p, € a massa especifica inicia, e d o

numero da dimensdo que a modelagem esta sendo trabalhada.

Outra forma de atualizacdo do comprimento do raio de suavizacdo pode ser obtida
através da derivacdo da igualdade sugerida acima, equacao (5.1), a qual fornecera a
taxa de variacdo do comprimento da funcdo de suavizacdo em relacdo ao tempo. A
qual podera ser discretizada com as mesmas técnicas usadas nas aproximacoes
desenvolvidas no SPH, usando as mesmas técnicas de integracdo em relacao ao
tempo (LIU e LIU, 2003):

ch__1hdp 52)

dt  dpdt
5.2 Integracao temporal e os métodos de Euler e Leap-frog

O método SPH permite calcular as derivadas a partir de particulas (amostras)
distribuidas aleatoriamente nos espaco, obtendo, no caso de simulacédo de fluidos,
massas especificas, presséo e viscosidade, por exemplo. Contudo a equacdo do
momento envolve derivadas espaciais e temporais, existindo métodos que
aproximam essas derivadas de amostras de tempo distribuidas uniformemente, do
tipo (PAIVA NETO et al., 2009):
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%(t) ~ F (.. V(t = 2A0), V(t — At), V(t), V(t + At), v(t + 2At)....) (5.3)

Dentre os diferentes métodos de integracdo de equacdes diferenciais ordinarias,
existe a necessidade de saber como séo calculadas as variaveis desconhecidas nos
problemas, os esquemas de integracdo podem ser classificados em métodos
explicitos e métodos implicitos (PAIVA NETO, 2007). Nos explicitos, o calculo é
direto, ou seja, quando existe apenas uma incognita a resolver , naquele instante
atual. Ja o implicito, coloca os instantes futuros como incognita e se € isolado o
instante atual (PAIVA NETO et al., 2009).

Como vantagem, os métodos explicitos podem ser implantados de forma mais facil,
além realizar os célculos de maneira rapida e eficiente. Todavia a sua estabilidade
depende de como € feita a escolha do passo de tempo, At, para que haja
convergéncia. O método explicito mais simples, neste caso, € o Método de Euler
(PAIVA NETO, 2007). E ele corresponde a primeira aproximagdo da derivada,
conhecida como diferenca para frente, que no caso da velocidade pode ser assim
escrita (PAIVA NETO et al., 2009):

dv ) = Iim(v(t+h)—v(t)j _V(t+AY—v(t) (5.4)
dt h—0 h At

Essa estimativa de derivada envolve apenas dois pontos de tempo: t e t+At, 0 que
permite calcular o instante a seguir diretamente a partir do instante atual, tornado o
integrador eficiente, pois basta calcular e armazenar apenas um instante para
calcular o seguinte (PAIVA NETO et al., 2009).

E neste método, v, € a velocidade, x, € a posi¢cdo e a, a acelera¢do da particula no

instante de tempo t. Os quais séo atualizados paralelamente da seguinte maneira
(PAIVA NETO, 2007):

v, (t+1) = v, (t) + Ata, (t)

(5.5)
X, (t+1) = X (t) + Atv, (t +1)
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Todavia o Método de Euler possui uma precisédo de primeira ordem e pode ser tornar
instavel, fato indesejavel para qualquer integrador. Essa instabilidade pode ser

remediada utilizando espacos de tempos, At, bem pequenos (PAIVA NETO, 2007).

E possivel estimar a precisdo do método, sendo que a velocidade da particula pode
ser vista como uma funcgéo vetorial do tempo. Se essa funcéo € bem aproximada por

seu polindbmio de Taylor, assim:
V(t + At) = V(t) + At % (t)+0((at)?) (5.6)

E ao observar essa analise, 0 método de Euler é qualificado de método de primeira

ordem. E a aproximac&@o do método de Euler pode ser escrita como:

dv dv
(E (t)jEuIer o (t)+O(At) (5.7)

Tao simples quanto o método de Euler, o método Leap-frog se torna mais adequado,
devido a sua precisdo de segunda ordem. Na prética, este método se torna mais
usado porque requer de pouca exigéncia de armazenamento de memobria, sem
perder a sua eficiéncia (LIU e LIU, 2003). A base deste método esta em calcular as
posicdes e velocidades em instantes de tempo intercalados e dispostos de uma
determinada maneira. Como exemplo, a posi¢cdo é calculada em um instante de
tempo inteiro e a velocidade em cada “instante e meio” (FARIA, 2012). Ele é

baseado na estima de derivada como diferenca centrada (PAIVA NETO et al., 2009):

q v(t+lhj—v(t—lhj V(t+1Atj—v(t—lAtj
d—\t/(t) —lim| 2 2 )|\ 2 2 (5.8)

~

h—0 h At
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A estima da derivada envolve novamente apenas dois pontos de tempo: (t—lAtj e

1 . . L . .
[HEM]' Porém para calcular o instante a seguir diretamente a partir do instante

atual, usa instantes intermediarios, o que ndo cria um problema no ponto de vista da
aproximacgdo. Na pratica, a velocidade de cada particula é calculada nos pontos
médios dos intervalos de tempo, e a posi¢do, nos pontos inteiros (PAIVA NETO et
al., 2009).

TNy

x(0) x(1) X(2)
| | |
I | [

v(1/2) v(3/2) A

S~ T A

Y

Figura 12 - Esquema de Integracéo Leap-frog.
Fonte: (PAIVA NETO, 2007).

7

Nesse esquema de integracdo a velocidade de cada particula é calculada nos
pontos médios dos intervalos de tempo teZ . Assim, as posicdes e as velocidades

sao avaliadas das seguintes formas:

1 1
v, (t + EJ =V, [t - Ej +Ata; (1) (5.9)

X (t+1) = X (t) + Atv, (t +1)
Quando é necessario ser calculada a velocidade em um passo inteiro, ela pode ser

interpolada a partir dos passos intermediarios. O mais pratico é realizar tal calculo

através da média entre as velocidades anterior e posterior:

vV, (t):+%[vi(t+%Atj—vi [t —%Atﬂ (5.10)
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S , . . . 1
A iniciacdo do método requer uma etapa adicional no céalculo da velocidade v, [— Ej

através do método de Euler:

1 1
Vv, (— Ej =v,(0)+ EAtai (0) (5.11)

Ao contrario da diferenca ‘para a frente’, usada no integrador de Euler, o integrador
de Leap-frog é reversivel no tempo devido a forma simétrica na qual ele é definido. A
reversibilidade no tempo € uma propriedade importante, pois ela garante

conservacgao de energia do sistema (PAIVA NETO et al., 2009).

Como verificado nas secdes anteriores, a forma final discretizada das equacdes da
continuidade, do momentum e da energia, sintetizadas, formam um conjunto de
equacOdes diferenciais ordinarias em relacéo ao tempo, conforme a equacéao (5.12),

reapresentada abaixo:

o ' (5.12)
- A : ; oW, :
e =lzmi £I2+p_i+nij Vijﬁ_” +i8iaﬁ8iaﬁ+Hi
Dt 255 A pi o 2p,
DX _ e
Dt

E essas equacBes podem ser numericalamente integradas, aplicando técnicas
classicas de integracdo, tais como a de Euler e a Leap-frog. E por pontos ja
apresentados, como a precisao de segunda ordem, o método Leap-frog se destaca,
em relacdo ao de Euler. E incialmente os valores sabidos da massa especifica, da

energia e da velocidade no tempo inicial, isto é, em (to), sdo aplicados no calculo
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dos seus respectivos valores no tempo (tﬁ%), enquanto que as posi¢cbes das

particulas s&o avaliadas para o instante igual a (t, + At):

t=t,+At
At At Dp
p.(to"‘?j:pi(to) 5 Tptl(to)
At At De
! 2 oA it 1
o[+ el 5 20 00) (5.19
At At Dv,
V{to"‘?j—vi(to) ?ﬁ(o)
At
X (t, + At) = x.(t, ) + Aty (to +—j

Buscando a consisténcia da integracdo numérica, a massa especifica, a energia e a
velocidade devem ser atualizadas de forma que essas sejam conhecidas no mesmo

instante de tempo da posi¢ao da particula.

p0)=p[t-5 |+ 5 PLe-a)
At) AtDe,

ei(t)=ei(t—?]+?ﬁ(t At) (5.14)
At) AtDv .

vi(t):vi(t—?j+?ﬁ(t At)

Ao fim do préximo passo, a massa especifica, a energia, a velocidade e a posicéo de
cada das particulas sdo avancadas naquele tempo, e agora empregando o método

tradicional do Leap-frog.
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ei(to +%) :ei(t— Atj+At%(t) (5.15)
3

At = min(ﬁj (5.16)

Sendo h, o comprimento de suavizag¢éo da particula i, e ¢ a velocidade do som.

Esse método também possui uma abordagem mais simples e requer um
armazenamento minimo, mas possui a desvantagem de precisar de adaptactes
para diferentes problemas. O método Leap-frog fornece excelentes propriedades de
conservacao de energia mesmo com potenciais altamente repulsivos as pequenas
distancias, como mesmo com um delta de variacdo do tempo grande. Outra
vantagem do método Leap-frog é o seu baixo requerimento de armazenamento de
informacgOes. Para simulacbes onde armazenamento se seja um problema

determinante, esse método pode ser 0 mais adequado (LIU e LIU, 2003).

5.3 O problema das cavidades quadradas abertas bidimensionais

(Shear-Driven Cavity Flow)

O problema do escoamento em cavidades quadradas abertas bidimensionais
consistiu em um escoamento que ocorre sobre uma caixa quadrada de dimensdes
iguais a L, inteiramente preenchida por um fluido incompressivel e inicialmente em
repouso. Essa caixa possui trés paredes fixas: as duas paredes laterais e a inferior.

J& a parte superior desse sistema, que estd em contato com o escoamento, que
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possui velocidade constante, por conseguinte, coloca o fluido do interior da caixa

também em movimento, que inicialmente, estava em repouso.

As condicdes de contorno sdo de nao-escorregamento e impermeabilidade nas
paredes fixas (u :v=0), e na aresta superior, Aplica-se uma velocidade constante
(u=0), podendo variar de acordo com a mudanca do nimero de Reynolds, na

direcédo horizontal, em x, sentido a direita, a qual gera um escoamento no interior da
caixa, devido a difusdo dos efeitos viscosos, conforme pode ser observado na figura
13.

|
uz0,v=20
*
u=0,v=20 L u=0,v=0
(0,0) X
L
u=0,v=10

Figura 13 - Descricdo geométrica do problema com as condi¢@es iniciais e de contorno no interior da
cavidade.

No presente trabalho, as equacdes de Navier-Stokes foram discretizadas através do
método numérico lagrangiano SPH e as simulac¢des foram realizadas para baixos

numeros de Reynolds. Inicialmente, a cavidade quadrada possui seus lados iguais a
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L=10"°m, com razdo de aspecto igual a “1”. Os passos de tempo para a simulacéo

foram de 5-10°s. Na discretizagdo do dominio foram empregadas 1600 particulas
reais, distribuidas no interior da cavidade, e 320 particulas virtuais dispostas nas
paredes, conforme visto na figura 14. Essas particulas virtuais, também chamadas
de particulas fantasmas, tém como objetivo gerar forcas repulsivas para impedir a

interpenetracdo de particulas do fluido nas fronteiras sdlidas (LIU e LIU, 2003).
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Figura 14 - Distribuigdo das particulas reais (40 x 40) e virtuais (nas paredes). As particulas reais sao
representadas por pontos escuros, fechados, e as virtuais por circunferéncias abertas colineares
presentes nas paredes da cavidade.

Fonte: (LIU e LIU, 2003).

As particulas no interior da cavidade iniciaram a simulagdo com velocidade nula, até
atingirem a condicdo de estacionariedade, conforme a figura 15. As particulas
virtuais da parede superior foram inicializadas e mantidas com velocidade constante
a cada distinto niumero de Reynolds aplicados nas simulacdes apresentadas no

7

capitulo 6, que trata dos resultados. O fluido utilizado € a &gua, com massa

especifica igual a 10°Kg/m? e viscosidade cinematica igual a 10°m?/s.
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= 10 CAWIDADE

Figura 15 - Linhas de corrente e campo de velocidade do fluido para o problema das cavidades
quadradas deste trabalho.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresentar4 os resultados alcancados com a aplicacdo do modelo
numeérico SPH ao estudo do problema da cavidade quadrada bidimensional (Shear-
Driven Cavity Flow), a qual apesar da simples geometria, desenvolve um
escoamento que apresentam caracteristicas relativamente complexas. E devido a
este fato, sdo bastante utilizadas em pesquisas na modelagem numeérica, inclusive
na atualidade, visto que o0s primeiros estudos sobre este assunto foram
desenvolvidos a partir da década de 60 do século passado, por Burggaf, em 1966
(FRIGO, 2004).

E possivel observar a presenca de cavidades quadradas tanto em problemas de
engenharia, quanto nas ciéncias que estudam a atmosfera e seus ambientes. Como
exemplos desse fendmeno, podem ser citados 0s escoamentos ocorrentes em
depressdes e vales, fuselagens e asas de avibes, cascos de embarcacbes e
carrocerias de veiculos, estadios de esportes e sistemas de deposicdo continua de

peliculas fotossensiveis sobre filmes e papéis fotograficos (FRIGO, 2004).

A dinamica particularmente ativa deste tipo de escoamento pode induzir o desgaste
prematuro de estruturas fixas expostas a acao de correntes fluviais ou maritimas,
além de intensificar o ruido em maquinas, equipamentos e veiculos aéreos,
terrestres e maritimos, como, por vezes, ocorre em fendas existentes sobre a
carroceria de veiculos automotores, cascos de embarcacdes ou sobre a fuselagem
de aeronaves (MEGA, 2006).

As andlises das velocidades centrais dos vortices principais nos escoamento em
cavidades quadradas tém sido usadas como parametros para a validacdo de
diversos trabalhos, como os desenvolvidos por Burggarf (1966), Benjamin E Danny
(1979), Ghia et al.(1982), Peric et al.(1988), Babu et al.(1994), Pinelli e Vacca(1994),
Chow et al.(1996), Griebel et al.(1997), Marques(2005), Marques e Doricio (2006),
além de Patil et al.(2006), Cheng e Hung (2006) , De et al.(2009) e Goes (2011).
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O trabalho de Burggarf (1966), além de se destacar pelo seu pioneirismo, traz
consigo a plotagem dos perfis analiticos e numéricos das velocidades das cavidades
bidimensionais, essas coletadas nas suas linhas de centro, com Reynolds entre 0,00
e 400,00.

O trabalho de Ghia et al.(1982), que se tornou uma das grande referéncias, também
investigou as cavidades quadradas, através do método numeérico Multigrid. Neste
trabalho h4 uma grande quantidade de dados tabelados, esses obtidos das
simulacées com moderados e altos numeros de Reynolds, com valores iguais a
100,00, 400,00, 1000,00, 3200,00, 5000,00, 7500,00 e 10000,00. Ainda apresentou
varias tabelas com as velocidades das linhas centrais das cavidades, assim como a
plotagem da influéncia da variacdo dos numeros de Reynolds na variacdo da

posicao dos centros dos vértices primarios.

Aydin e Fener (2000) apresentaram um trabalho usando os métodos numéricos de
volumes finitos, elementos finitos e diferencas finitas, todavia ndo tendo tdo boa
acuracia como quando empregado o método numérico BEM (Boundary Element
Method). Todos os métodos numéricos citados foram aplicados aos problemas das
cavidades quadradas, com baixos, moderados e altos nimeros de Reynolds. Foram
obtidos bons resultados com baixos e moderados niumeros de Reynolds, entretanto,
nao tdo boa acuracia foi obtida com altos nUmeros de Reynolds, principalmente em
relagdo as velocidades centrais verticais, ao serem comparadas com os dados
propostos por Ghia et al.(1982). O trabalho de Aydin e Fener (2000) demonstra ser
bom referencial para outras pesquisas, como foi para este trabalho, possuindo uma
tabela de comparacdo dos centros das cavidades abertas com um numero
significante de outros trabalhos, em escoamentos com nameros de Reynolds iguais
a 0,00, 100,00, 400,00 e 1000,00.

No trabalho de Marques (2005) foi desenvolvido um coédigo numeérico baseado no
método dos volumes finitos em malhas ndo estruturadas. Foram estudados os
problemas das cavidades quadradas, verificando-se o comportamento do seu codigo
computacional em relacdo aos resultados obtidos por Chow et al.(1996), com Re
=100, 00, Re = 400,00 e Re =1000,00 .
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Os estudos de Cheng e Hung (2006) investigaram os Problema das Cavidades
guadradas e retangulares, com razdes de aspectos variando dentre 0.1 a 7.0. Esse
artigo apresentou simulagées com baixos, moderados e altos nimeros de Reynolds.
Este trabalho relatou que, quanto mais proximos os numeros de Reynolds esteve
proximo de zero, mais “simétricos” se tornam os vortices centrais das cavidades
guadradas. Além de informar que a influéncia da forca de inércia diminui de acordo
com o aumento da taxa de variacao entre as paredes das cavidades, isto €, quando

se aumenta as proporcoes entre as paredes das cavidades retangulares.

No trabalho de Patil et al.(2006), que também realizou trabalhos com as cavidades
guadradas e retangulares, através de simulacdes numéricas das equacdes de
transporte de Boltzmann, foram investigados os perfis com numeros de Reynolds
iguais a 50,00, 400,00, 1000,00 e 3200,00, com cavidade em 2 e 3 dimensoes,
assim como as posi¢cdes dos centros dos vortices principias e secundarios. Este
trabalho também realizou comparacdes dos dados obtidos em suas simulacfes a de

outros trabalhos, como o de Ghia et al.(1982).

O trabalho de De et al.(2009) investigou o desenvolvimento das cavidades
quadradas e retangulares com baixos, moderados e altos nUmeros de Reynolds, em
2 e 3 dimensdes. Este trabalho concluiu que com o aumento dos numeros de
Reynolds, as diferencas entre os dados de referéncia e as suas simulaces foram
mais desarmonicas nas simulacdes em trés dimensdes. Esse fato ocorre devido ao
efeito de camadas limites perto das paredes laterais na dire¢cdo transversal, na

direcdo da nova dimenséao aplicada na simulacéo.

Goes (2011) desenvolveu duas versdes de codigos numéricos para os Problemas
das Cavidades Quadradas, uma serial e outra paralelizada, ambas pelo método
numérico SPH, contudo, a versao paralelizada por meio da APl CUDA teve melhor
eficiéncia computacional. Os dados foram comparados com os obtidos através de
simulagbes empregando o método de volumes finitos, com malhas de 80x80

volumes de controle, tendo menor acuracia ao longo da linha central vertical.

Objetivando a validacdo do Meétodo Numeérico SPH (Smoothed Particles

Hydrodynamics), foram utilizadas trés estratégias desenvolvidas em distintos
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trabalhos que abordam o assunto: a comparacdo da localizagdo dos centros dos
vortices primarios, a comparacdo dos perfis de velocidades nas linhas centrais,

y =0,5 (horizontal) e x=0,5(vertical), e a verificacdo dos desvios absolutos dos

valores das velocidades centrais no interior das cavidades, todos com baixos e
moderados numeros de Reynolds. E importante destacar que na presente
modelagem néo foi incluido nenhum modelo para apreciar os efeitos de turbuléncia,

e o efeito da gravidade também né&o foi considerado.

6.1 Tabelas de comparacao das localizagcbes dos centros dos

vortices com diferentes numeros de Reynolds.

Nessa secdo serdo apresentadas tabelas com as localizagcdes dos centros dos
vortices primarios de diversos trabalhos de referéncia, os quais foram gerados por
escoamentos em cavidades quadradas com diferentes nimeros de Reynolds. Foram
empregados distintos métodos numéricos: Eulerianos, como os das diferencgas finitas
e dos volumes finitos, e lagragianos sem malhas (Meshless), como o SPH

(Smoothed Particle Hydrodynamics).

Inicialmente, objetivando-se verificar se o codigo do método numérico SPH fornecia
resultados consistentes, utilizou-se o problema das cavidades abertas, realizando-se
comparacdes das posicdes dos centros dos vortices primarios, que sao o0s vortices

gue ocupam o nucleo do escoamento.

As tabelas apresentam dados obtidos para diversos numeros de Reynolds nos
trabalhos desenvolvidos por Cheng & Hung (2006), De et al.(2009), Ghia et
al.(1982), Golbert (2009), Marques e Doricio (2006), Patil et al.(2006), Scheiber &
Keller(1983), Chen et al.(2008), Tuann e Olson (1978). O trabalho de Marques e
Doricio (2006) utilizou técnicas numéricas com malhas e sem malhas. Marques e
Doricio(1) e (2) empregaram técnicas numéricas com malhas. A referéncia de

Marques e Doricio (3) foi utilizada técnica numérica sem malhas.
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As tabelas seguinte, mostradas entre 1 e 9, apresentam as localizacdes dos centros
dos vortices gerados pelos escoamentos com distintos numeros de Reynolds

variando entre 0,00 e 100,00. A posicdo X, representa o centro do vortice primario

nas abscissas, e a posi¢ao Y., o centro do vortice primario nas ordenadas.

Tabela 1 — Comparacgéo dos centros dos vortices primarios com diferentes trabalhos,
com Re —0.0

Posicdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vortices (%)
XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5462 0,7502 - -
Aydin & Fenner 0,5000 0,7500 9,24 0,03
Burggarf 0,5000 0,7600 9,24 1,29
De et al. 0,5000 0,7600 9,24 1,29
Gupta & Manohar 0,5000 0,7500 9,24 0,03
Rodrigues-Prada et al. 0,5000 0,7500 9,24 0,03

Na Tabela 1 foram apresentadas as posicoes dos centros dos vortices principais em
um escoamento com numero de Reynolds tendendo a 0,00 (zero). Ao analisar o0s

dados, observa-se que as diferencas percentuais nas abscissas, na posicao X,
todas foram de 9.24%. E em relacdo as ordenadas, em Yy , essas diferengas

percentuais variaram entre 0,03% a 1,29%. As diferencas do presente trabalho em
relacdo aos trabalhos de Gupta & Manohar, Rodrigues-Prada et al.e Aydin & Fenner
variaram em 0,03%. Ja em relacdo aos trabalhos de Burggarf e De et al. esse

percentual foi de 1,29%.

Tabela 2 — Comparacéo dos centros dos vortices primarios com diferentes trabalhos,

com Re =0,01
Posicdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vértices (%)
XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5460 0,7600 - -
Cheng & Hung 0,5000 0,7652 9,20 0,68

De et al. 0,5000 0,7777 9,20 2,28
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Verificou-se na Tabela 2 as posi¢cdes dos centros dos vortices principais em um
escoamento com numero de Reynolds igual a 0,01. Observou-se que as diferencas

nas abscissas, na posi¢éo x_, todas foram iguais, 9,20% em relagédo aos dados de
referéncias. Nas ordenadas, em y,_, os resultados variaram entre 0,68% a 2,28%. A

diferenca percentual deste trabalho em relagéo ao trabalho de Cheng & Hung foi de

0,68%. E a diferenca em relacdo ao trabalho de De et al.foi de 2,28%.

Tabela 3 — Comparacao dos centros dos vortices primarios com diferentes trabalhos,
com Re = 0,10

Posicdes dos

centros dos

Diferencas entre os
centros dos Vortices

Vortices (%)
XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5480 0,7431 - -
Marques e Doricio (1) 0,4883 0,7624 12,22 2,53
Marques e Doricio (2) 0,4978 0,7638 10,08 2,71
Marques e Daoricio (3) 0,5020 0,7430 9,17 0,01

A tabela acima apresenta as posi¢coes dos centros dos vortices principais em um

escoamento com Re= 0,10. Verificou-se que as diferencas nas abscissas, na

posicdo X, variaram entre 9,17% a 12,22%, em relagéo aos trabalhos de referéncia.
Em relagéo a Marques e Doricio (2006), em x_, essas diferengas foram de 12,22%,
10,08%, 9,17%. Ja em relacdo as ordenadas, em Y., esses percentuais foram de

0,01%, 2,71% e 2,53%, conforme pode ser verificado na Tabela 3.

Tabela 4 — Comparacao dos centros dos vortices priméarios com diferentes trabalhos,
com Re = 1,00

Posi¢cdes dos

centros dos

Diferencas entre os
centros dos Vortices

Vortices (%)

X, Y. Xe Ye

Presente Trabalho 0,4930 0,7680 - -
Eldho & Young 0,5000 0,7500 1,40 0,42
Scheiber & Keller 0,5000 0,7667 1,40 0,16
Marques e Doricio(1) 0,4906 0,7624 0,49 0,73
Marques e Doricio(2) 0,4998 0,7631 1,36 0,64
Marques e Doricio(3) 0,5032 0,7427 7,33 3,41
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A Tabela 4 apresenta as posi¢cdes dos centros dos vértices principais em um
escoamento com numero de Reynolds igual a 1,00. Observou-se que as diferencas

nas abscissas, na posi¢éo X, variaram entre 0,49% a 7,33%, em relagéo aos dados

de referéncias. Em relacdo aos trabalhos de Scheiber & Keller e Eldho & Young,
essa diferenca percentual foi de 1,40%. Em relacdo ao trabalho de Marques e
Doricio (2006) essas diferencas foram de 0,49%, 1,36%, e 7,33%. Ja em nas

ordenadas, em Y., essas diferengas percentuais variaram entre 0,16% a 3,41%. Em

relacdo a Scheiber & Keller essa diferenca foi de 0,16%, e em Eldho & Young, esse
percentual foi de 0,42%. Em comparacdo com o trabalho de Marques e
Doricio(2006) essas diferencas foram iguais a 0,73%, 0,64% e 3,41%. Esse
percentual de 3,41% foi a maior diferenca percentual observada entre todos os

dados das tabelas envolvendo a variagéo no eixo das ordenadas, . .

Tabela 5 - Comparacéo dos centros dos vortices primarios com diferentes trabalhos,
com Re = 10,00

Posi¢cdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vértices (%)

XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5481 0,7581 - -
Marques e Doricio(1) 0,5045 0,7614 8,64 0,43
Marques e Doricio(2) 0,5060 0,7623 8,32 0,55
Marques e Doricio(3) 0,5183 0,7538 5,75 0,57

A Tabela 5 apresentou as posicbes dos centros dos vortices principais em um
escoamento com numero de Reynolds igual a 10,00. Observou-se que as diferencas
nos eixos das abscissas, variaram entre 5,75% a 8,64%, em relacdo as posicoes

encontradas neste estudo. Nas abscissas , x,, em relacdo ao trabalho de Marques e

Doricio(1), as diferencas foram de 8,64%,8,32%, e 5,75%. E em relagdo as

ordenadas, em Yy_, essas diferencas foram de 0,43%, de 0,55% e de 0,57%.
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Tabela 6 — Comparacao dos centros dos vortices primarios com diferentes trabalhos,
com Re = 25,00

Posicdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vortices (%)

XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5480 0,7445 - -
Marques e Doricio(1) 0,5299 0,7591 3,42 1,96
Marques e Doricio(2) 0,5391 0,7608 1,65 2,14
Marques e Doricio(3) 0,5437 0,7557 0,79 1,48

Na Tabela 6 foram apresentadas as posi¢ées dos centros dos vortices principais em
um escoamento com Re=25,00. Verificou-se que as diferengcas nos eixos das
abscissas, na posi¢do x., comparado com os trabalhos de Marques e Doricio, foram

de 3,42%, 16,50%, e 0,79%. Nas ordenadas, em Y., esses indices foram de 1,96%,

2,14% e 1,48%. O percentual 16,50% foi o maior desvio encontrado dentre os

analisados, em relacdo as abscissas.

Tabela 7 — Comparacao dos centros dos vortices priméarios com diferentes trabalhos,
com Re = 40,00

Posi¢cdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vortices (%)
XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5490 0,7630 - -
Scheiber & Keller 0,5667 0,7583 3,12 0,62

Na Tabela 7 foram apresentadas as posicdes dos centros dos vértices principais em
um escoamento com numero de Reynolds igual a 40,00. Observou-se que a
diferenga na abscissa, na posi¢ao Xx., foi de 3,12%, e na ordenada, em y_, com foi

de 0,62%. Essa andlise considerou os resultados do trabalho desenvolvido por
Scheiber & Keller.
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Tabela 8 — Comparacao dos centros dos vortices primarios com diferentes trabalhos,
com Re = 50,00

Posicdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vortices (%)
XC yC XC yC
Presente Trabalho 0.5471 0.7574 - -
Patil et al. 0,5781 0,7578 5,36 0,01
Chen et al. 0,5796 0,7601 5,61 0,36
Marques e Doricio(1) 0,5691 0,7582 3,87 0,01
Marques e Doricio(2) 0,5714 0,7614 4,23 0,53
Marques e Doricio(3) 0,5767 0,7553 5,13 0,28

Pela Tabela 8 foram verificadas as posi¢cdes dos centros dos vortices principais em
um escoamento com numero de Reynolds igual a 50,00. As diferencas dos
resultados das simulacGes deste presente trabalho, nos eixos das abscissas, na

posicdo X, variam entre 3,87% a 5,61%. A diferenca em relagao ao trabalho de Patil

et al.foi de 5,36%. E em relacdo a Sheng et al,. foi de 5,61%. Em relacdo a Marques
e Doricio, essas diferencas foram de 3,87%, 4,23%, e 5,13%. Em relacdo as

ordenadas, em y_, essas diferengas percentuais variaram entre 0,01% a 0,53%. Em

relacdo ao trabalho de Patil et al.essa diferenca foi de 0,01%. Ao de Chen et al.o
percentual foi de 0,36%. J4 em relacao ao trabalho Marques e Doricio, as diferencas
percentuais foram de 0,01%, 0,28% e 0,53%.

A Tabela 9 apresenta as posi¢cdes dos centros dos vortices principais em um

escoamento com numero de Reynolds igual a 100,00. Nessa tabela, todas as

diferengas percentuais em relagédo ao eixo das abscissas, em x_, ficaram acima de

10%. Esses percentuais variaram entre 10,79% a 13,70. Em relagdo ao trabalho de
Cheng & Hung, a diferenca foi de 11,68%. Em relacdo ao De et al.,, Ghia et
al.Golbert e Scheiber & Keller foram, respectivamente, iguais as 11,27%, 11,83%,
11,80% e 11,76%. A diferenca entre o Presente Trabalho e ao de Tuann foi de
10,79%. Em relacdo os dados de Marques e Doricio, essas diferencas percentuais
foram de 10,89%, 11,22%, e 13,70%. Nas ordenadas, em Y., essas diferencas
percentuais ndo foram téo elevadas, variaram entre 0,22% a 3,19%. Em relagéo ao

trabalho de Cheng & Hung, essa diferenca foi de 1,05%. Em relacdo ao De et al.foi
de 1,41%, ao de Ghia et al.foi de 1,44%, ao de Golbert foi de 1.23%, ao de Scheiber
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& Keller foi de 0.44%, e ao de Tuann & Olson foi de 3,19%. As diferencas em

relacdo ao trabalho de Marques e Doricio foram iguais a 1,53%, 0,58% e 0,22%.

Tabela 9 — Comparacgédo dos centros dos vértices primarios com diferentes trabalhos,
com Re = 100,00

Posicdes dos Diferencas entre os
centros dos centros dos Vortices
Vortices (%)
XC yC XC yC
Presente Trabalho 0,5442 0,7450 - -
Cheng & Hung 0,6162 0,7372 11,68 1,05
De et al. 0,6133 0,7556 11,27 1,41
Ghia et al. 0,6172 0,7344 11,83 1,44
Golbert 0,6170 0,7360 11,80 1,23
Scheiber & Keller 0,6167 0,7417 11,76 0,44
Tuann & Olson 0,6100 0,7220 10,79 3,19

Marques e Doricio(1) 0,6107 0,7338 10,89 1,53
Marques e Doricio(2) 0,6130 0,7407 11,22 0,58
Marques e Doricio(3) 0,6306 0,7434 13,70 0,22

Sintetizando a analise das 9 (nove) tabelas apresentadas, observou-se que as

maiores variagfes ocorreram nas abscissas, X,. O menor desvio foi de 0,79% e o

maior de 13,70%. A menor diferenca, 0,79%, foi verificada ao ser comparada o
presente trabalho com o de Marques e Doricio (3), para Re=25,00. A maior diferenca
percentual, 13,70%, também encontrada ao comparar-se o presente trabalho com o
de Marques e Doricio (3), com Re=100,00. Essas diferencas percentuais mostram
uma limitacdo deste trabalho para escoamentos com numeros de Reynolds acima
de 100,00. O fato se destaca, principalmente, nas variacbes das abscissas. Isso
ocorre, provavelmente, pelo fato de o presente trabalho ndo possuir a modelagem
dos efeitos das turbuléncias. Essa limitacdo se torna mais significativa ao ser
elevado os numeros de Reynolds nos escoamentos estudados. Contudo, em relacéo

as posicOes dos centros dos vortices nas ordenadas, Y., esse efeito da falta de

modelagem da turbuléncia é menos latente. As diferencas percentuais deste
trabalho em relacéo as referéncias foram menores, variando entre 0,01% a 3,41%.
Esta maior diferenca de 3,14% é verificada na Tabela 04, que trata dos
escoamentos com Re = 1,00, ao ser comparado com o trabalho de Marques e

Doricio(3). E as menores diferencas, com diferencas percentuais iguais a 0,01%,
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foram observadas na Tabela 02 e 08, para Re = 0,10 e Re = 50,00 respectivamente.
Esses baixos indices foram encontrados ao realizar as comparacfes dos dados
deste trabalho com os dados do trabalho de Marques e Doricio(3), para Re = 0,10 .
E com os de Patil et al.e de Marques e Doricio(3), para os escoamentos com Re =
50,00.

6.2 Perfis das componentes das velocidades centrais

Nesta secdo serdo apresentados os graficos dos perfis das velocidades ao longo
das linhas centrais das cavidades, nas componentes horizontais e verticais,
adimensionalizadas pela velocidade imprimida pelo escoamento presente na parede
superior da cavidade. Os graficos possuem as plotagens das velocidades centrais
obtidas nesta pesquisa, comparando-as com os dados obtidos nos trabalhos
desenvolvimentos por Chantasiriwan (2006), Cheng & Hung (2006), Ghia et al.
(1982), e Marques & Doricio (2006).

Para a plotagem das velocidades centrais deste estudo, inicialmente foram
selecionados uma série de pontos localizados em uma faixa igual a Ax entre a linha

central vertical, (x=0,5), e outra faixa Ay, entre a linha central horizontal, (y=0,5).
Sendo que Ax=Ay=0,000025, o que equivale a distancia entre os centros de duas

particulas reais, quando em repouso. Posteriormente, foram aplicadas as
aproximacf6es dos métodos dos minimos quadrados aos dados selecionados,
ajustando-os em uma curva, que foi plotada junto com os dados de referéncia. A
Figura 16 esquematiza uma faixa igual a Ax entre a linha central vertical, (x=0,5), e
desse setor foi selecionadas determinados pontos, e sobre esses dados foram
aplicadas a as aproximacdes dos minimos quadrados. De forma analoga, foi
realizada essa captura de pontos na regiao central horizontal, em (y=0,5). Na Figura
17 foram observadas as velocidades dos pontos em torno da linha central vertical,
(x=0,5), asteriscos em vermelho (*), antes de ser aplicada a aproximacao pelos

meétodos dos minimos quadrados.
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Figura 16 — Faixa AX em torno da linha central vertical, em (x=0,5), simbolizando a regido das
capturas as velocidades centrais verticais, e faixa Ay em torno da linha central horizontal, em
(y=0,5), simbolizando a regido das capturas as velocidades centrais horizontais.
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Figura 17 - Plotagem das velocidades dos pontos em torno da linha central vertical, (x=0,5),
asteriscos em vermelho (*), antes de ser aplicada a aproximacdo pelos métodos dos minimos
quadrados.
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Os graficos a seguir, mostrados entre as figuras 18 e 25, apresentam os perfis
adimensionalizados das componentes horizontais e verticais dos vetores
velocidades ao longo de suas respectivas linhas centrais no problema das
cavidades, nas posicdes verticais (x=0,5) e horizontais (y=0,5). As linhas continuas
vermelhas representam os vetores velocidades deste estudo. Essas curvas foram
obtidas pelo método dos minimos quadrados. Os pontos azuis, em forma de
asteriscos (*) de cor azul, representam os valores absolutos dos trabalhos usados

como referéncia, conforme apresentados nas fontes originais.

L“iomponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais
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Figura 18 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re — 0,00, Chantasiriwan (2006).

A Figura 18 apresenta os perfis adimensionalizados das componentes horizontais e
verticais dos vetores velocidades ao longo de suas respectivas linhas centrais no

problema das cavidades abertas, com Re — 0,00, comparados com os trabalhos
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realizados por Chantasiriwan (2006). Para as simulagdes com numero de Reynolds
‘igual” a 0,00 (zero), foi aplicada uma velocidade constante na parede movel

superior, aproximadamente a 0,00m/s. Os valores encontrados por Chantasiriwan

(2006) sao valores analiticos e ndo numéricos. Diferente das demais referéncias,

gue sao todas numéricas.

A Figura 19 apresenta os perfis adimensionalizados das componentes horizontais e
verticais dos vetores velocidades ao longo de suas respectivas linhas centrais
encontradas nas simulacdes desta pesquisa com Re=0,01, sendo comparados com
0s resultados numéricos realizados por Cheng & Hung (2006). Para as simulacdes

com Re=0,01, foi aplicada uma velocidade constante ao escoamento na parede

superior igual a 10°m/s.

%?mponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais
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Figura 19— Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re =0,01, Cheng & Hung (2006)
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A Figura 20 apresenta os perfis adimensionalizados das componentes horizontais e
verticais dos vetores velocidades ao longo de suas respectivas linhas centrais da
cavidade, com Re=0,10 . Foram mostrados os resultados dos estudos realizados por

Marques e Doricio (2006)(3). Para as simulacdes com Re=0,10, foi aplicada uma

velocidade constante ao escoamento na parede superior igual a 10™*m/s.

[iomponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais
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Figura 20 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re =0,10 , Marques e Doricio (2006)(3).
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A Figura 21 apresenta os perfis das componentes horizontais e verticais dos vetores
velocidades ao longo de suas respectivas linhas centrais da cavidade apresentada,
com Re=10,00. Nessa figura também foram apresentados os resultados dos estudos
realizados por Marques e Doricio (2006)(3). Para as simulacbes com Re=10,00, foi

aplicada uma velocidade constante ao escoamento na parede superior igual a

10°m/s.

Eiomponentes das velocidades ao longo das Linhas Centr‘ais

*  Marques & Doricio (2006) E T
0.8 Presente Trabalho ;

w/VY - Yelocidades ao longo da Linha Horizontal

-1 i

-1 -0.5 0 0.5 1
u/l - Yelocidades ao longo da Linha Vertical

Figura 21 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re =10,00, Marques e Daoricio (2006).
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A Figura 22 apresenta os perfis adimensionalizados das componentes horizontais e
verticais dos vetores velocidades ao longo de suas respectivas linhas centrais da
cavidade, com Re=50,00, comparados com o0s resultados obtidos por Marques e

Doricio (2006)(3). Para as simulacdes com Re=50,00, foi aplicada uma velocidade

constante ao escoamento na parede superior igual a 10°m/s.

[iomponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais

*  Marques & Doricio (2008) T
0.8 Presente Trabalho . oo

0,B8:psnr cie i gidirn ivain /5 ........... ................
177 1Y BT ¢ SR f ............... .............. 3

v/ - Velocidades ao longo da Linha Horizontal
=
o

-1 -0.5 0 0.5 1
u/ll - Yelocidades ao longo da Linha Vertical

Figura 22 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re=50,00 , Marques e Doricio (2006).

Os perfis adimensionalizados das componentes horizontais e verticais dos vetores
velocidades centrais, com Re=100,00, foram apresentados pela Figura 23. Entéo
comparados com o0s estudos realizados por Marques e Doricio (2006)(3). Para as

simulagbes com Re=100,00, foi aplicada uma velocidade constante ao escoamento

na parede superior igual a 107" m/s.
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%?mponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais
¥

*  Marques & Doricio (2008)
Presente Trabalho

w/V - Velocidades ao longo da Linha Horizontal

_1 i * 1
-1 -0,5 0 0.5 1
u/ll - Yelocidades ao longo da Linha VYertical

Figura 23 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re=100,00, por Marques e Doricio (2006).

Com uma simulacbes com Re=100,00, a Figura 24 apresenta os perfis
adimensionalizados das componentes horizontais e verticais centrais comparando-

0S com os estudos realizados por Ghia et al.(1982). Aplicou-se uma velocidade

constante igual a 10™'m/s, na parede superior da cavidade.
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liomponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais

*  [Ghia et Al, (1982)
0.8 Presente Trabalho .

w/Y - Velocidades ao longo da Linha Horizontal

-1 -0.5 0 0.5 1
uw/U - Velocidades ao longo da Linha Vertical

Figura 24 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re=100,00 , por Ghia et al.(1982).

Também com Re=100,00, a Figura 25 apresenta os perfis adimensionalizados das
componentes horizontais e verticais dos vetores velocidades centrais, e apresentou
a comparacado dos dados deste estudo como os realizados por Yildiz et al.(2008).

Para as simulacbes com Re=100,00, foi aplicada uma velocidade constante ao

escoamento na parede superior igual a 10'm/s.
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Clomponentes das velocidades ao longo das Linhas Centrais

*  Yildiz et Al, (2008) . il
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u/U - Velocidades ao longo da Linha Yertical

Figura 25 — Perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e horizontais
(y=0,5), para Re=100,00, Yildiz et al.(2008).

Ao serem analisadas as figuras desta secao, observa-se que existem significativas
mudancas nos perfis das imagens plotadas, de acordo com a mudanca dos numeros
de Reynolds. E verificado que com o seu aumento, a discordancia entre os dados de
referéncias e os do Presente Trabalho se acentuam.

As velocidades centrais verticais, em x=0,5, sdo bastante influenciadas pelas
variagbes dos numeros de Reynolds nos trabalhos de referéncias, mesmo com
nameros de Reynolds moderados. Esse fato € verificado principalmente na regido de

“‘vale” da “curva senoidal” gerada pelos valores das velocidades centrais verticais.

Essa mesma tendéncia nédo é verificada com tanta nitidez em relacdo as velocidades
centrais horizontais, em y=0,5, havendo uma pequena flutuagéo entre os desvios,
nao revelando uma tendéncia para tais velocidades. Ao serem observadas as de

Figuras 18 a 25, verifica-se que esse desvio, mesmo que sob uma o6tica mais
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qualitativa, € bem menor naquela dimenséo. Os valores das referéncias estdo muito
mais “proximos” das curvas propostas pelo presente trabalho, mesmo com nameros

de Reynolds moderados, como em Re=100,00.

Na Figura 25, em Re=100,00 , Marques e Doricio (2006), esses desvios sd0 menos
acentuados que os observados na Figura 26, que também utiliza Re=100,00, tendo
como referéncia o tradicional trabalho de Ghia et al.(1982). Essas diferencas
também foram menos acentuadas ao serem comparadas com os dados dos
trabalhos de Yildiz et al.(2008), Figura 27, que igualmente utiliza método numérico
SPH em seu trabalho, para obter as velocidades centrais verticais, contudo com

apenas uma distribuicdo de 31 x 31 particulas reais na cavidade quadrada.

6.3 Tabelas com os desvios absolutos dos perfis de velocidade

para diferentes numeros de Reynolds

Nesta secdo serdo apresentados os valores absolutos dos vetores velocidade,
obtidos das linhas centrais, isto é, dados obtidos também foram ao longo das linhas

centrais da cavidade quadrada, nas verticais, em (x=0,5), e nas horizontais, em
(y=0.5).

Essas tabelas apresentam os valores deste estudo e das velocidades centrais
encontradas nas simulacdes numéricas de alguns dos trabalhos dos autores de
referéncia, com seus desvios absolutos, encontrados das comparacfes entres esses

dados trabalhos.

Para a confeccéo das tabelas, foi aplicada a aproximac¢édo dos métodos dos minimos
guadrados aos resultados numéricos deste estudo, objetivando ajustar a curva
produzida por eles e obter uma expressao que as representassem. De posse dessa
expressado, foram substituidas a variaveis dependentes pelos dados de referéncia,
encontrando, os valores interpolados daqueles pontos, referentes a este trabalho.
Em sequéncia, esses dados foram tabelados, juntamente com os dados de

referéncia, posteriormente foram calculados os desvios absolutos em cada ponto de
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referéncia, nas linhas centrais horizontais e verticais. Os desvios absolutos sdo os

modulos das diferencas entre os dados referéncia e os desse estudo.

Ao verificar-se a Tabela 10, observou-se que o0 maior desvio absoluto das
velocidades foi encontrado no ponto 07, na posicdo em x=0,8047, valendo
0,0379807548. E 0 menor desvio absoluto foi de 0,00011243844, no ponto 13, na

posicdo x= 0,0781. Esses desvios absolutos possuem uma média igual a 0,01049.

Tabela 10 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central
horizontal, em y=0,5, com Re — 0,00, tendo Chantasiriwan (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicao Resultados Presente Desvios
Pontos em X analiticos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9688 -0,05096 -0,04669257 0,0042674274
02 0,9609 -0,06272 -0,05651264 0,0062073620
03 0,9531 -0,07385 -0,06564485 0,0082051526
04 0,9453 -0,08447 -0,07422687 0,0102431317
05 0,9063 -0,12965 -0,10922476 0,0204252400
06 0,8594 -0,16581 -0,13513780 0,0306722023
07 0,8047 -0,18370 -0,14571925 0,0379807548
08 0,5000 0,00000 0,03028750 0,0302875000
09 0,2344 0,18228 0,18511570 0,0028356973
10 0,2266 0,18341 0,18546880 0,0020587999
11 0,1563 0,17352 0,17140400 0,0021160036
12 0,0938 0,12975 0,12883806 0,0009119369
13 0,0781 0,11320 0,11307562 0,0001243844
14 0,0703 0,10415 0,10443378 0,0002837843
15 0,0625 0,09457 0,09524070 0,0006706982

Na Tabela 11, observou-se que o maior desvio absoluto das velocidades foi
encontrado no ponto 03, na posicdo em y = 0,9609, valendo 0,047509102. E o
menor desvio absoluto foi de 0,005087760, no ponto 05, na posicdo y = 0,8516.
Esses desvios absolutos possuem uma média igual a 0,02679. Os dados
referenciados nas Tabelas 10 e 11, obtidos do trabalho de Chantasiriwan (2006),

séo provenientes de solugbes analiticas.
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Tabela 11 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central vertical,

com Re — 0,00, em x=0,5, tendo Chantasiriwan (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicéao Resultados Presente Desvios
Pontos emy analiticos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9766 0,86477 0,81805624 0,046713757
02 0,9688 0,82077 0,77325854 0,047511464
03 0,9609 0,77685 0,72934090 0,047509102
04 0,9531 0,73420 0,68738641 0,046813592
05 0,8516 0,26154 0,25645224 0,005087760
06 0,7344 -0,06245 -0,02673480  0,035715204
07 0,6172 -0,18968 -0,15152030  0,038159704
08 0,5000 -0,20519 -0,17858750  0,026602500
09 0,4531 -0,19577 -0,17287512  0,022894883
10 0,2813 -0,13515 -0,11597566  0,019174337
11 0,1719 -0,09030 -0,07168367  0,018616333
12 0,1016 -0,05855 -0,04364656  0,014903436
13 0,0703 -0,04272 -0,03101022  0,011709785
14 0,0625 -0,03853 -0,02781015  0,010719847
15 0,0547 -0,03423 -0,02458135  0,009648651

Pela analise da Tabela 12, verificou-se que o maior desvio absoluto das velocidades

foi encontrado no ponto 05, na posicdo em x=0,7500, valendo 0,037003125. E o

menor desvio absoluto foi de 0,001057, no ponto 15, na posi¢do x= 0,1000. Esses

desvios absolutos possuem uma média igual a 0,020450.

Observou-se na Tabela 13 que o maior desvio absoluto das velocidades foi igual a

0,03842926, encontrado no ponto 04, na posicdo em y = 0,7000. O menor desvio

absoluto foi de 0,01059586, no ponto 10, na posicdo y = 0,1000. Esses desvios

absolutos possuem uma média igual a 0,02516. Os dados referenciados, obtidos do

trabalho de Cheng & Hung (2006) sdo dados numéricos.



Tabela 12 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central
horizontal, em y=0,5, com Re =0,01, tendo Cheng & Hung (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicao Resultados Presente Desvios
Pontos em X numéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9500 -0,075 -0,070510375 0,004489625
02 0,9000 -0,130 -0,113711000 0,016289000
03 0,8500 -0,165 -0,137336125 0,027663875
04 0,8000 -0,177 -0,143920000 0,033080000
05 0,7500 -0,173 -0,135996875 0,037003125
06 0,7000 -0,152 -0,116101000 0,035899000
07 0,6000 -0,086 -0,050528000 0,035472000
08 0,5500 -0,043 -0,009919375 0,033080625
09 0,4000 0,090 0,112784000 0,022784000
10 0,3500 0,126 0,145530125 0,019530125
11 0,3000 0,155 0,169975000 0,014975000
12 0,2300 0,178 0,185426513 0,007426513
13 0,2000 0,174 0,183824000 0,009824000
14 0,1500 0,160 0,168159625 0,008159625
15 0,1000 0,133 0,134057000 0,001057000

99

Tabela 13 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central vertical,

com Re = 0,01, em x=0,5, tendo Cheng & Hung (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicao Resultados Presente Desvios
Pontos emy numéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 1,0000 1,000 0,97810000  0,02190000
02 0,9000 0,414 0,44624306  0,03224306
03 0,8000 0,087 0,11221776  0,02521776
04 0,7000 -0,027 -0,07557074  0,03842926
05 0,6000 -0,195 -0,16096144  0,03403856
06 0,5000 -0,204 -0,18003750  0,02396250
07 0,4000 -0,177 -0,16112624  0,01587376
08 0,3000 -0,144 -0,12479914  0,01920086
09 0,2000 -0,114 -0,08387184  0,03012816
10 0,1000 -0,054 -0,04340414  0,01059586
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Pela analise da Tabela 14, observou-se que o maior desvio absoluto das
velocidades foi de 0,038353062, no ponto 10, na posicdo em x = 0,4050. O menor
desvio verificado foi no ponto 16, na posicéo x = 0,049, valendo 0,003226728. Esses
desvios absolutos possuem uma média igual a 0,0173800. Os dados deste estudo
foram comparados com os resultados numéricos de Marques e Doricio (2006)(3).

Tabela 14 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central
horizontal, em y=0,5, com Re =0,10, tendo Marques e Doricio (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicao Resultados Presente Desvios
Pontos em X numeéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9740 -0,041 -0,04540516 0,004405158
02 0,9490 -0,078 -0,07314865 0,004851351
03 0,9240 -0,100 -0,09559197 0,004408031
04 0,8730 -0,139 -0,12622159 0,012778414
05 0,8210 -0,161 -0,13875198 0,022248018
06 0,7600 -0,170 -0,13308129 0,036918707
07 0,7000 -0,147 -0,11015590 0,036844100
08 0,6410 -0,113 -0,07496820 0,038031801
09 0,5820 -0,068 -0,03129429 0,036705713
10 0,4050 0,072 0,11035306 0,038353062
11 0,3460 0,122 0,14768016 0,025680161
12 0,2870 0,143 0,17334764  0,030347641
13 0,2580 0,154 0,18046329 0,026463285
14 0,1990 0,160 0,18125361  0,021253606
15 0,1390 0,144 0,15978082 0,015780816
16 0,0490 0,073 0,07622673  0,003226728
17 0,0230 0,044 0,03888244  0,005117560

Ao analisar-se a Tabela 15, verificou-se que o desvio absoluto de maior valor, entre
as velocidades compradas, foi igual a 0,0522028764, encontrado no ponto 03, na
posicdo em y = 0,9040. E o menor desvio absoluto foi encontrado no ponto 15, na
posicéo y = 0,3260, sendo igual a 0,0004042994. Esses desvios absolutos possuem
uma meédia igual a 0,01738. Os dados de referéncia sdo resultados numéricos

obtidos a partir do trabalho de Marques e Doricio (2006)(3).
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Tabela 15 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central vertical,

com Re = 0,10, em x=0,5, tendo Marques e Doricio (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicéo Resultados Presente Desvios
Pontos emy numeéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9760 0,868 0,83577983 0,0322201692
02 0,9520 0,738 0,69786840 0,0401315959
03 0,9040 0,514 0,46179712 0,0522028764
04 0,8850 0,428 0,38182702 0,0461729804
05 0,8110 0,168 0,13398042 0,0340195806
06 0,7600 0,038 0,01396878 0,0240312169
07 0,7090 -0,054 -0,07208240 0,0180824040
08 0,6830 -0,088 -0,10480173 0,0168017285
09 0,6330 -0,138 -0,14988074 0,0118807427
10 0,5820 -0,164 -0,17577712 0,0117771180
11 0,5300 -0,174 -0,18593314 0,0119331446
12 0,4800 -0,176 -0,18409752 0,0080975183
13 0,4280 -0,168 -0,17360058 0,0056005814
14 0,3770 -0,154 -0,15765640 0,0036564007
15 0,3260 -0,138 -0,13840430 0,0004042994
16 0,2750 -0,124 -0,11755607 0,0064439337
17 0,2240 -0,104 -0,09626651 0,0077334862
18 0,1730 -0,084 -0,07513348 0,0088665218
19 0,1230 -0,066 -0,05460880 0,0113912007
20 0,0740 -0,044 -0,03421908 0,0097809169
21 0,0240 -0,016 -0,01215792 0,0038420765

Pela visualizagdo e entendimento da Tabela 16, verificou-se que o maior desvio

absoluto das velocidades foi encontrado no ponto 06, na posi¢do em x = 0,7925,

igual a 0,044385366. E 0 menor desvio foi verificado no ponto 19, na posi¢cao x =

0,0270, igual a 0,004731154. Esses desvios absolutos possuem uma média igual a

0,04216. Os dados deste estudo foram conflitados com os resultados numéricos de

Marques e Doricio (2006)(3).



Tabela 16 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central
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horizontal, em y=0,5, com Re =10,00, tendo Marques e Doricio(2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicdo  Resultados Presente Desvios
Pontos em X numéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9713 -0,042 -0,04735616 0,005356163
02 0,9475 -0,081 -0,07314943 0,007850575
03 0,9215 -0,107 -0,09629508 0,010704920
04 0,8975 -0,140 -0,11315975 0,026840245
05 0,8463 -0,173 -0,13571604 0,037283964
06 0,7925 -0,186 -0,14161463 0,044385366
07 0,7300 -0,172 -0,12896505 0,043034950
08 0,6700 -0,134 -0,10080506 0,032894942
09 0,6113 -0,092 -0,06180980 0,030190197
10 0,5525 -0,041 -0,01532572 0,025674283
11 0,4938 0,019 0,03471519 0,015615193
12 0,4363 0,061 0,08321623 0,022216234
13 0,3488 0,122 0,14711434 0,025114340
14 0,2613 0,164 0,18612518 0,022125185
15 0,2300 0,167 0,19114409 0,002414409
16 0,2013 0,161 0,19062959 0,029929589
17 0,1500 0,143 0,17569679 0,033196788
18 0,0550 0,077 0,09057510 0,014075095
19 0,0270 0,044 0,04873115 0,004731154

Na Tabela 17, verificou-se que o maior desvio absoluto das velocidades foi

encontrado no ponto 07, na posicdo em y = 0,7590, valendo 0,025786060. O menor

desvio absoluto foi encontrado no ponto 15, na posi¢dao y = 0,4280, valendo

0,001677281. Esses desvios absolutos possuem uma média igual a 0,0111140. Os

dados de referéncia séo resultados numéricos verificados no trabalho de Marques e

Doricio (2006).
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Tabela 17 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central vertical,
para Re = 10,00, em x=0,5, tendo Marques e Doricio (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicéo Resultados Presente Desvios
Pontos emy numeéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9750 0,850 0,83065865 0,019341354
02 0,9250 0,588 0,56828327 0,019716729
03 0,8830 0,402 0,38755731  0,014442689
04 0,8610 0,302 0,30594448  0,003944478
05 0,8350 0,210 0,22012720 0,010127203
06 0,7850 0,062 0,08452263  0,022522629
07 0,7590 0,002 0,02778606  0,025786060
08 0,7330 -0,038 -0,02051606 0,017483938
09 0,6830 -0,114 -0,09231772 0,021682278
10 0,6310 -0,160 -0,14184408 0,018155918
11 0,5810 -0,184 -0,16978021 0,014219789
12 0,5300 -0,190 -0,18250013 0,007499865
13 0,4790 -0,188 -0,18294367 0,005056326
14 0,4520 -0,184 -0,17932365 0,004676350
15 0,4280 -0,176 -0,17432272 0,001677281
16 0,3770 -0,164 -0,15937997 0,004620026
17 0,3250 -0,144 -0,13998904 0,004010965
18 0,2740 -0,124 -0,11872496 0,005275037
19 0,2240 -0,106 -0,09701027 0,008989734
20 0,1730 -0,086 -0,07482370 0,011176303
21 0,1240 -0,066 -0,05383998 0,012160018
22 0,0740 -0,044 -0,03270739 0,011292608
23 0,0500 -0,028 -0,02253743  0,005462573
24 0,0240 -0,014 -0,01136941  0,002630590

Ao ser analisada a Tabela 18, verificou-se que o0 maior desvio absoluto das
velocidades foi de 0,0461233859, encontrado no ponto 05, na posicdo em X =
0,8225. E 0 menor desvio foi verificado no ponto 15, na posicdo x = 0,0238, igual a
0,004212511. Esses desvios absolutos possuem uma meédia igual a 0,0198200. Os
dados do Presente Trabalho foram comparados com os resultados numéricos de
Marques e Doricio (2006)(3).

Depois da analise da Tabela 19, verificou-se que o maior desvio absoluto das
velocidades foi encontrado no ponto 02, na posicdo em y = 0,9520, com um valor
igual a 0,020591954. E o menor desvio absoluto foi de 0,004249222, encontrado no
ponto 04, na posigdo y = 0,9050. Esses desvios absolutos possuem uma média igual
a 0,012490. Os dados de referéncia sdo resultados numéricos verificados no
trabalho de Marques e Doricio (2006)(3).



Tabela 18 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central
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horizontal, em y=0,5, com Re =50,00, tendo Marques e Doricio(2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicdo  Resultados Presente Desvios
Pontos em X numeéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9775 -0,042 -0,03964704  0,0023529561
02 0,9500 -0,087 -0,07101913  0,0159808725
03 0,9275 -0,133 -0,09212224  0,0408777590
04 0,8763 -0,164 -0,12587709  0,0382229104
05 0,8225 -0,188 -0,14187661  0,0461233859
06 0,7038 -0,155 -0,11981823  0,0351817666
07 0,6438 -0,101 -0,08598758  0,0150124202
08 0,4663 0,061 0,05634357 0,0046564260
09 0,4075 0,101 0,10381683 0,0028168314
10 0,3475 0,133 0,14522426 0,0122242607
11 0,2888 0,152 0,17439938 0,0223993755
12 0,2000 0,157 0,18710016 0,0301001600
13 0,1275 0,141 0,15965778 0,0186577837
14 0,0775 0,104 0,11584452 0,0118445168
15 0,0238 0,043 0,04212511 0,0008748903

Tabela 19 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central vertical,

com Re = 50,00, em x=0,5, tendo Marques e Doricio (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicdes  Resultados Presente Desvios
Pontos emy numéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9770 0,854 0,83902852 0,014971478
02 0,9520 0,720 0,69940805 0,020591954
03 0,9270 0,580 0,57364926 0,006350739
04 0,9050 0,478 0,47375078 0,004249222
05 0,8620 0,290 0,30533749 0,015337487
06 0,8100 0,124 0,14415810 0,020158097
07 0,7590 0,010 0,02506413 0,015064127
08 0,7340 -0,034 -0,02105013 0,012949866
09 0,7080 -0,076 -0,06140680 0,014593196
10 0,6830 -0,104 -0,09355012 0,010449883
11 0,6380 -0,154 -0,13686373 0,017136274
12 0,5810 -0,180 -0,16920909 0,010790915
13 0,5300 -0,192 -0,18129705 0,010702949
14 0,4780 -0,192 -0,18125593 0,010744075
15 0,4270 -0,184 -0,17236369 0,011636311
16 0,3760 -0,168 -0,15744996 0,010550044
17 0,3230 -0,148 -0,13795937 0,010040629
18 0,2730 -0,128 -0,11756416 0,010435841
19 0,2220 -0,110 -0,09597986 0,014020140
20 0,1710 -0,088 -0,07433615 0,013663851
21 0,1220 -0,068 -0,05371498 0,014285016
22 0,0720 -0,044 -0,03262458 0,011375419
23 0,0220 -0,018 -0,01080684 0,007193157
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Apés a andlise dos dados da Tabela 20, observou-se que o maior desvio absoluto
das velocidades foi encontrado no ponto 03, na posicdo em x = 0,8730, com um
valor igual a 0,05132171. E o menor desvio f0i0,005660646, no ponto 08, na posi¢cao
X = 0,5530. Esses desvios absolutos possuem uma média igual a 0,0234300. Os
dados deste estudo foram comparados com 0s resultados numéricos de Marques e
Doricio (2006)(3).

Tabela 20 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central
horizontal, em y=0,5, com Re= 100,00,tendo Marques e Doricio (2006) como trabalho de referéncia.

N° Posicdo  Resultados Presente Desvios
Pontos em x numeéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9740 -0,042 -0,03596986 0,0060301368
02 0,9230 -0,120 -0,09268949 0,0273105080
03 0,8730 -0,178 -0,12667829 0,0513217100
04 0,7300 -0,179 -0,12913881 0,0498611867
05 0,6710 -0,116 -0,09967636 0,0163236378
06 0,6120 -0,051 -0,05872469 0,0077246875
07 0,5820 -0,019 -0,03486878 0,0158687849
08 0,5530 -0,010 -0,01056606 0,0005660646
09 0,4940 0,061 0,04051723 0,0204827688
10 0,4360 0,099 0,08943501 0,0095649918
11 0,3760 0,126 0,13432874 0,0083287397
12 0,3180 0,145 0,16801960 0,0230195995
13 0,2590 0,152 0,18825526 0,0362552613
14 0,2290 0,151 0,19175165 0,0407516486
15 0,2000 0,150 0,19007680 0,0400768000
16 0,1410 0,127 0,16920194 0,0422019402
17 0,0200 0,040 0,03729776 0,0027022392

Ao analisar a Tabela 21, verificou-se que o maior desvio absoluto das velocidades foi
de 0,03410357, observado no ponto 02, na posicdo em y = 0,8840. E o menor
desvio absoluto foi encontrado no ponto 22, na posicdo y = 0,0720, igual a
0,00004873. Esses desvios absolutos possuem uma média igual a 0,0139300. Os
dados de referéncia sédo resultados numéricos do trabalho de Marques e Doricio
(2006)(3).
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Tabela 21 — Valores absolutos das velocidades adimensionalizadas ao longo da linha central vertical,
com Re = 100,00, em x=0,5, tendo Marques e Doricio (2006) como trabalho de referéncia

N° Posicéao Resultados Presente Desvios
Pontos emy numeéricos de trabalho absolutos
referéncia

01 0,9760 0,802 0,78744317 0,01455683
02 0,9520 0,688 0,65389643 0,03410357
03 0,9270 0,528 0,52948793  0,00148793
04 0,9040 0,428 0,42738437 0,00061563
05 0,8840 0,334 0,34758238 0,01358238
06 0,8620 0,254 0,26881905 0,01481905
07 0,8100 0,124 0,11657044 0,00742956
08 0,7850 0,066 0,05851853 0,00748147
09 0,6830 -0,068 -0,09668507 0,02868507
10 0,6320 -0,118 -0,13592256 0,01792256
11 0,6050 -0,132 -0,14897203 0,01697203
12 0,5540 -0,164 -0,16210403 0,00189597
13 0,5030 -0,178 -0,16369244 0,01430756
14 0,4520 -0,180 -0,15731629 0,02268371
15 0,4260 -0,182 -0,15196318 0,03003682
16 0,3760 -0,170 -0,13913567 0,03086433
17 0,3240 -0,146 -0,12380761 0,02219239
18 0,2730 -0,124 -0,10804386 0,01595614
19 0,2220 -0,106 -0,09211482 0,01388518
20 0,1720 -0,084 -0,07622488 0,00777512
21 0,1220 -0,062 -0,05932286 0,00267714
22 0,0720 -0,040 -0,04004873 0,00004873
23 0,0220 -0,016 -0,01642220 0,00042221

Ao fim da apresentacdo das tabelas dessa secdo, observa-se que 0s desvios
méaximos absolutos das velocidades verticais, obtidas ao longo da linha central
horizontal da cavidade, em y=0,5, aumentam de acordo com o aumento dos
nameros de Reynolds. Para Re = 0,01, esse desvio maximo foi de 0,03700, na
posi¢ao x=0,7500. Para Re = 10,00, esse desvio maximo é de 0,04439, no ponto x=
0,7925. Para Re = 100,00, esse desvio maximo ja alcanca o valor de 0,05132, no
ponto x = 0,8730. Verifica-se que esses desvios absolutos tendem a serem maiores
entre as posicdes x= 0,700 e x= 0,900, regido que representa o “vale” da curva
“senoidal” que a plotagem das velocidades centrais verticais tende a representar,
conforme pode ser observado nas Figuras de numeros 18 a 25, demonstrando a
limitacdo do Presente Trabalho com escoamentos com numeros de Reynolds mais

elevados.
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7 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Este capitulo descrevera as conclusdes deste trabalho, citando suas potencialidades
e limitagbes, incluindo as recomendagbes para estudo futuros, sugerindo um

aperfeicoamento no codigo empregado.
7.1 Conclusoes

Neste estudo foi aplicado o método numérico, sem malhas, baseado em particulas,
denominado SPH (Smoothed Particles Hydrodynamics). Um cddigo na linguagem
computacional FORTRAN 90 foi utilizado para solucionar as equac¢des de Navier-
Stokes.

O problema cléssico da literatura da dindmica dos fluidos computacional, denotado
como “problema da cavidade quadrada bidimensional (Shear-Driven Cavity Flow)”,
foi estudado com a intencdo de verificar o comportamento do cédigo numérico em
relacdo aos resultados especificos ja existentes do assunto. O citado problema fisico
das cavidades abertas é amplamente empregado como Benchmark, visando a

validacdo do método numérico utilizado no trabalho desenvolvido na pesquisa.

Os resultados desenvolvidos obtidos nesta pesquisa foram comparados com dados
de trabalhos de outros autores, como os de Tuann (1978), Ghia et al.(1982),
Scheiber & Keller(1983), Cheng & Hung (2006), Marques e Doricio (2006), Patil et
al.(2006), Chantasiriwan (2006), Sheng et al.(2008), Yildiz et al.,(2008), De et
al.(2009) e Golbert (2009).

Esse trabalho de analise e validagdo do codigo numérico foi dividido em trés secdes:
a primeira lista as localiza¢cdes dos centros dos vortices principais gerados pelo
escoamento na aresta superior das cavidades; a segunda plota os perfis das
componentes das velocidades centrais das cavidades; e a terceira: lista os desvios
absolutos dos perfis das velocidades centrais do presente trabalho ao serem

comparados com outros estudos.
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Inicialmente foram apresentadas varias tabelas com as localiza¢des dos centros dos
vortices principais de diversos trabalhos de referéncia, os quais foram gerados por
escoamentos em cavidades quadradas com distintos numeros de Reynolds. A partir
da analise dos resultados obtidos, o menor desvio foi de 0,79%, apds comparacdes
com os dados do trabalho de Marques e Doricio (2006), para Re=25,00. O maior
desvio percentual atingindo foi de 13,70%, com escoamento com Re=100,00, esse
indice também foi verificado ao comparado com o trabalho de Marques e Doricio
(2006).

Posteriormente foram analisadas as figuras entre os numeros 18 e 25, que trataram
dos perfis de velocidades das linhas centrais nas componentes verticais (x=0,5) e
horizontais (y=0,5). Foi observado que o aumento dos desvios entre os dados
comparados ocorrem com o aumento dos numeros de Reynolds. A discordancia
entre os dados de referéncias e os do presente trabalho se acentuam com maior
relevancia na faixa de Re=100,00. Esse desvio qualitativo é verificado com maior
intensidade quando os dados do presente trabalho sdo comparados com os dados
do trabalho de Ghia et al.(1982), principalmente entre as velocidades centrais

verticais.

Seguindo as analises, foram apresentadas tabelas que trataram dos desvios
absolutos entres os dados : verificou-se, novamente, que com o0 aumento dos
nameros de Reynolds, os desvios maximos absolutos das velocidades centrais
aumentaram. Verificou-se que esses desvios absolutos entre as velocidades centrais

verticais tendem a serem maiores, entre as posi¢cdes x= 0,700 a x= 0,900.

Verificou-se que os resultados numéricos obtidos apés aplicacdo do método SPH a
modelagem matematica dos problemas das cavidades mostrou boa concordancia
com os resultados da literatura (analiticos e numéricos, empregando outras

técnicas). Melhores resultados foram alcancados para baixos numeros de Reynolds.

Desta maneira, o codigo numérico proposto foi validado e evidenciou-se a boa
aplicabilidade do método de interpolacdo numérico SPH para baixos nameros de

Reynolds. Em sintese, conclui-se que o codigo numérico é adequado para a solugéo
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do problema das cavidades com Reynolds abaixo de 100,00, com a razdo de

aspecto igual a 1.

7.2 Recomendacg0Oes para Trabalhos Futuros

Pelos resultados satisfatérios encontrados neste estudo, o qual obteve boa acuracia
nas simulacbes proposta, acredita-se que este trabalho é promissor. Sugere-se
aplicacdo do SPH a outros fendmenos fisicos, sempre buscando uma maior
precisdo, e a implementacdo da modelagem da turbuléncia e dos efeitos das
recirculacbes. Além da resolucdo da equacdo de Poisson, para determinar um
campo de pressao, realizando implementacées de novas condicbes de contorno,
como a insercdo de particulas virtuais espalhadas no interior das cavidades e o

aumento dos numeros de particulas reais no interior das cavidades.
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9 ANEXOS

ANEXO A - Continuidade de uma Funcéo

Consideremos f:D; cR— R uma fungéo real de variavel real, e a um ponto de
acumulacédo de D, que pertence a D, .
Diz entdo que a funcao f é continuaem a seo lim f(x)=f(a).

X—a

Diz entdo que a funcédo f é continua se f é continua em qualquer ponto do seu
dominio. “Sem interrupgdes no tempo e no espago”.

Diz entdo que a funcao f é continua a diretaem a se o XILT f(x)=f(a).

Diz entdo que a fungdo f é continua a esquerdaem a se o XILT f(x)=f(a).
Teoremas Fundamentais das funcdes continuas

Se [a,b]g D, , entdo diz-se que f é continua no intervalo [a,b], se f é continua
em Ja,b[, é continua & direita em ae € continua a esquerda em b .

Teorema de Bolzano (ou do Valor Médio):

Seja f:D;, c R— R uma fungéo continua em [a, b], com a<b. Entdo, para qualquer
k estritamente compreendido entre f(a) e f(b), existe pelo menos um CE]a,b[taI
que f(c)=k.

Intuitivamente: uma funcdo continua num intervalo ndo passa de um valor asem

assumir todos os valores intermediarios.

Corolério 1: Se f & continua no intervalo [a,b] e ndo se anula em algum ponto de
[a,b], entdo em todos os pontos de [a,b] a fungdo f tem o mesmo sinal.

Coroléario 2: Se f é continua no intervalo [a, b] e f(@)xf(b)<0 , entdo f tem pelo
menos um zero em Ja,b|.

Teorema de Weirstrass: Qualquer funcao continua num intervalo [a,b] (fechado e

limitado) tem maximo e minimo nesse intervalo.
Obs.: Em qualquer um destes resultados, as condicbes sado apenas condicOes

suficientes; ndo sdo condi¢cdes necessarias.
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ANEXO B - Aplicando a série de Taylor na funcédo f(x')em torno de x, onde

f(x) € continua e diferenciavel.

Em:

< F()>=[ F W (x=x',h)dx,

Entdo temos que aplicarmos Série de Taylor em f(x'), assim por definicdo, se
f (x) é diferenciavel em (a), e admitindo que possui nderivadas no ponto (a), entdo

é valido a féormula de Taylor:

Onde r,(x) € uma fungéo tal que:

im .~ a)

E Se temos que:

< F()>=[ F (W (x=x', h)dx
Aplicando a definicdo acima em f(x'), teremos:
f(x)=1T(X)+ ' (xX)(xX—x)+ f"(x)(X;—lx)z+ ......

(x-x)*

Ent&o foi chamado r((x'-x)%) = f"(x) Ty e

Obtendo:
f(x)=f(X)+ ' (X)(X=X)+r((x—x)?).

Entéo:

< £(0>=[[£ 00+ £(0(x—x) +r(x-x") W (x— x', h)dx

< f(x)>= j [ OV (x—x', hydx'+ j [£'()(x=x) IV (x =X, hydx'+ j [r(x=x)?)IV (x= x', hydx
Dai:

[lre—xn W (x=x hydx = r((x-x)%) = r(h?);

[IF GO (x=x, hydx'= £ (%);

Q
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E por (xX-x)W(x—x",h), representar uma funcéo impar, pois:

Uma funcéo impar é :

[Ire=%)W (x-x, hydx=0

Isso porque: Se fé uma fungdo continua e impar, em um Dominio Q=[-a,a],

entao:
j f (x)dx = j f (x)dx =0, pois:
Q -a

0

i f (x)dx :I f (x)dx+ja- f (x)dx :—T f(x)dx+i f (x)dx =0

—a

Teremos, ao fim:

< £(0>=[[f O (x—x, M-+ [ [£ (=)W (x—x, M+ [ (x=x)) W (x = x, hdx’
< f(x) >=ff (x)]+0+r(h?) ) )

< f(x)>= f(X)+r(h?)
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ANEXO C - Aplicando a regra da derivada do produto de duas func¢des, pode-
se obter o termo f (X' )W(x—x",h).

Por definicdo temos que a derivada d a multiplicacédo de duas funcbes segue a
seguinte regra:

(f -g)W(x—x',h)

Se temos: f(x')W(x—x',h), entdo Ihe aplicando a regra da derivacdo acima,
teremos:

[f (X)W (x=x',h)]= V-[f (X)W (x=x,h)];

V-[f (W (x=x',h)]= V- F (X)W (x=x,h)+ f(X)- VW (x=X',h) = V-[f (X)W (x =X, h)]
Dai:

V- (XOW (X=X, h) =V-[f (X)W (x=x,h)]-f(X)- VW (x=X',h)

Entao:

<V-f(x) >=j[v- f (x)V (x = x', h)dx’

0o
E aplicando a regra da derivada do produto de duas fun¢des, pode-se obter o termo
V- f(x')W(x—x',h), conforme acima, se atingindo a seguinte forma:
V- (XOW (X=X, h) =V-[f (X)W (x-X,h)]-f(X)- VW (x—x',h)
E da equacdo (3.11), é obtida a seguinte equacéo:

<V £ () >= [V W (x=x, ax—[ £ (x)- VW (x=x', h)dx
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ANEXO D - Exemplos de Construcao de Func¢cdes de Suavizacao

Assume-se que a funcdo de suavizacdo é um polinbmio, e que a mesma depende

apenas do raio suporte.
W(x—x,h)=W(R) =3, +aR+a,R* +a,R’.......+a,R" (D.01)
Sabe-se também que por ser uma funcdo de suavizacdo (Kernels), respeitara as

seguintes propriedades:

1. O Kernel deve ser suficientemente suave:
WeC* k>1 (D.02)
2. O Kernel deve ser normalizado:

W (x —x;,hd"x =1 (D.03)

3. O Kernel deve ter suporte compacto:

W (x,—x;,h) =0,quando:|x, —x;| = x, >kh (D.04)
4. O Kernel deve ser positivo:

W(x —x;,h) >0 (D.05)
5. O Kernel deve ser decrescente:

W (%, —X;, h) <W (x; —xk,h),se:‘xi —xj‘ > % — %] (D.06)

6. O Kernel deve ser simétrico:
W (x, —X;,h) =W (x, — x;, h) :W(;j (D.07)

7. O Kernel deve satisfazer a funcéo delta de Dirac
(D.08)
Li_T,W(Xi = X;,h)=0(x —X;)

Em determinadas circunstancias, as funcdes de suavizacdo nao sao funcdes
polinomiais continuas, e sim, por exemplo, curvas splines ou funcdes splines. E
essas tem a funcdo de substituirem determinadas fungfes, que no caso especifico
do Método Numérico SPH, as fungbes Gaussianas. As funcbes splines, que
matematicamente podem serem definidas por dois ou mais pontos, esses chamados

de nos, sdo bastante exploradas no artigo Contributions to the problem of
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approximation of equidistant data by analytic functions, escrito pelo matematico
romeno Isaac Jacob SCHOENBERG, no ano de 1946.

Exemplo de uma Fungéo spline

Dentre as propriedades necessarias as funcdes splines, as quais sdo expostas em
diversos trabalhos, como o citado acima (SCHOENBERG, 1946), que servira de
fonte de pesquisa para o leitor. Entretanto para o desenvolvimento desses
exemplos de construcdo de uma fungéo de suavizacdo, devem aqui, neste trabalho,
de forma compactada, serem consideradas, as seguintes sentencas:

e Uma funcéao spline, tem a seguinte forma, com as “uniées” se seus nos:

W,(R) 0<R<R,
W (R) =W, (R) R <R<R, (D.09)
0 R, <R

e Ela proépria e suas duas primeiras derivadas devem ser “continuas” em seus
nos, em seus “pontos de ligagao”.
W, (R,) =W, (Ry)
W, (R,) =W, (R,) (D.10)
W, (R) =W, (R,)

Entdo consideram esses dois requisitos acima, bem como a propriedade do raio
suporte compacto, uma possivel formatacédo de uma funcdo de suavizacéao, sera:
b(R,-R)"+b,(R,—R)" 0<R<R,
W(R)=1b,(R, —R)" R, <R<R, (D.11)
0 R, <R
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Para a construcdo de curvas (funcdes) splines com um maior numero de nos,
consequentemente, maiores “pedacgos”, € sO seguir as mesmas colocagdes e 0s

mesmos critérios.

Exemplo 1 - Funcéo de Suavizagdo Quadratica Dome-shaped

Tomando-se como base a seguinte sentenca, da Equacéao (D.01):
W(x—x,h)=W(R)=a,+aR+a,R*+a,R*....... +aR" (D.01)
Entdo uma expressdo de uma funcdo de suavizacdo, sendo-a um polinbmio de

ordem 2, com raio suporte R, e fator escalar igual a k =1,pode ser assim escrita:

W (x, —x,,h) =W (R,h) =W (R) = (a, +a2R2)=(a0 +a{%} J (D.12)

Na primeira dimensdo, usando a ideia da propriedade de unicidade, de
normalizacdo, a equacédo (D.03) sera assim integrada:

IW(xi—xj,h)d”x=1, (D.13)

Entdo, pode-se ter a equacéo (D.12) com a seguinte formatacao:

T[ao n az(a Jdr - Zh(ao +%J -1 (D.14)

E pelas propriedades do raio suporte e positividade da funcéo de suavizacdo, sabe-
se que se(x; —X;) =R, entdo W =0, vistas em (D.04) e (D.05), e daqui usaremos, se
(X —X;) =R, entdo teremos W =0

Assim se entende que a relacéo entre a distancia da particula referéncia i ea j ,

:r:]__

seja igual ao raio suporte, entao teremos que: (x; —X;)=r=h, portanto, R= -
r

o0 | =

E seR=1, entdo temos W =0.Entao:
2 2
W (R) = (ao + asz): [ao + a{%) ] = [ao + a{%) j: (ao + az(l)z) (D.15)

Trivialmente, chega-se a:R=1.Por fim: W(1)=(a, +a,R?)= (a0 +a2(1)2)= (a, +a,)=0,
Ent&o:
(a,+a,)=0 (D.16)

Assim temos as duas igualdades, (D.14) e (D.16):
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Zh(ao +%j ~1 (D.14)
(a,+a,)=0—a,=-4a, (D.16)
E ao desenvolver as sentencas, chegara aos seguintes resultados:
3 3
Jp=—€a,=— D.17
°® 4h " ?  4h (b-17)

Entdo de (D.12),temos:

W (R, h) = (a, +a,R?)=(a, —a,R? )= a, (L R?) (D.18)
Portanto, a funcéo de suavizagéo na dimensao 1, com seu respectivo coeficiente «,,
sera:

W(R,h) =, (1-R?), com o, = 3, (D.19)

Analogamente, serdo encontrados os coeficientes para os espacos bi e tri
dimensionais, tendo como pontos distintos, da obtencé&o do coeficiente no espaco
unidimensional, a integracdo sob a condicao de unicidade. As quais as condi¢des de
integracdo nos espacos bidimensional e tridimensional sdo distintos, observa-se:

Condicao bidimensional:

h 2
[la,+ az(ij (27r)dr = 2ﬂh2(i +ﬁj ~1 (D.20)
0 h 2 4
Obtendo o seu respectivo coeficiente a, =— .
7h
Ja sob a condicéo do espaco tridimensional:
h 2
I ao+a2(£J (4ar?)dr =47zh3(ﬁ+ij=1 (D.21)
0 h 3 5
: . 15
Obtendo o seu respectivo coeficiente o, = PyreR

Exemplo 2 - Funcao de Suavizacao Quartic

Essa funcdo de suavizacéo foi utilizada por Leon Lucy em 1977, em seu artigo
pioneiro para o SPH , o “A numericalal approach to testing the fission
hypothesis”. Essa funcdo pode ser reconstruida da seguinte forma: Incialmente

observa-se que a funcdo de suavizacao € de ordem 4, entdo tem-se que apresentar
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a funcdo polinomial geral com essa grau, além de ter um fator k=1, que € uma

discursao distinta da prevista neste apéndice. Assim:
r 2 r 3 r 4
W(R,h) = (a0 +a,R*+a,R* + a4R4): [ao + az(ﬁ) + a{ﬁj + a{ﬁ) J (D.22)

Entéo, termos, pela ordem igual a 4, o0 mesmo numero de coeficientes a serem

calculados, entdo temos que entramos os valores de (ay,a,,a,,8,), sendo necessario

entdo, no minimo quatro equacdes “linearmente independentes”. Entdo, conforme
exemplo 1, sabe-se que sera possivel desenvolver uma equacéao quando aplicada a
propriedade de normatizacdo, condicdo de unidade. Entdo ha a necessidade de
mais trés, dessas uma sera a condicao de positividade e do raio compacto. As duas
outras serdo as primeiras e segunda derivadas, entdo, se R =1, ter-se &:

Se W(R) :(aO +a,R? +a3R3+a4R4), sendo um raio suporte compacto, entdo se R=1,
tem-seW (1) =0, assim:

R=1eW()=0

W (1) = (a, +a,R? +a,R* +a,R")=0

(B0 + 2,1 +a,(0) +2,(1)')=0

(a,+a,+a,+a,)=0 (D.23)
Agora derivandoW (R) = (a0 +a,R*+a,R*+ a4R“), sera encontrado:

W (R) = (a, +8,R? +a,R* +a,R")

W'(R) = (2a,R +3a,R? + 4a,R°)

W"(R) = (2a, + 6a,R +12a,R?)

Agora aplicando a mesma propriedade de raio suporte compacto, entdo se R=1,
tem-se W'(1)) =0e W'(1) =0, assim:

W'(R) = (2a,R +3a,R? +4a,R°)

W' (1) = (2a,(1)+ 33, (1) + 4a, (1 )=0

(2a, +3a,+4a,)=0 (D.24)
E:

W"(R) = (2a, +6a,R +12a,R?)

W (1) = (2a, +6a,(1)+12a,(1)* )= 0
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(2a, +6a, +12a,)=0 (D.25)
Na primeira dimensdo, usando a ideia da propriedade de unicidade, de
normalizacdo, a equacgéo (D.03) sera assim integrada:

IW(xi—xj,h)d”x=1, (D.03)

Entdo, pode-se ter a equacéo (D.12) com a seguinte formatacéo:

h r 2 r 3 r 4 a a
Zl(a(waz(ﬁj +a{ﬁj +a4(ﬂ r=2h(a0+§2+%+€4J:1

a, a, a
2hl gy +2+=2+—2 =1 D.26
( 3 4 5} ( )

Entdo se chega a um sistema linear com 4 incognitas e 4 equacdes, (D.23), (D.24),
(D.25) e (D.26):

(a,+a,+a,+a,)=0

(2a, +3a, +4a,)=0

(2a, +6a, +12a,)=0 (D.27)

Zh(a0 +§+2+ﬁj:1
3 4 5

Ao resolver o sistema, os coeficientes estardo em funcdo de a, e h, sendo entdo

simplificados, e chegando a seguinte fun¢éo de suavizacao:

a, =—6a,
a, =+8a, (D.28)
a, =-33,
Com a, = i
4h
Assim a funcao de suavizacgao sera escrita:
W (R) = a,(1—6R? +8R° —3R*) (D.29)

. .- : : 5
Com coeficiente unidimensional igual a «, = m

Analogamente, serdo encontrados o0s coeficientes para 0s espagos bi e tri
dimensionais, tendo como pontos distintos, da obtencédo do coeficiente no espaco
unidimensional, a integragcdo sob a condicdo de unicidade. Mudando apenas as
ultimas igualdades de (D.27), As quais sera obtidas por condi¢des distintas, as quais

as integragdes nos espacos bidimensional e tridimensional s&o distintos, observa-se:
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Condicao bidimensional:

h r 2 r 3 r 4
2£(a0+a2(ﬁj +a3(ﬁj +a4(ﬁj J(Z;zr)dr:

7T e e
2 4 5 6

(D.30)

E resolvendo:

(a,+a,+a,+a,)=0

(2a, +3a, +4a,)=0

(2a, + 6a, +12a,)=0 (D.31)

oh? o B2 & A
2 4 5 6

, . - . a 5
Obtera o seu respectivo coeficiente, na segunda dimenséo, igual a: «, = pred

Ja sob a condicéo do espaco tridimensional:

h r 2 r 3 r 4 , ~
2![a0+a2(ﬁj +a3(ﬁj +a4(ﬁj J(47zr )dr =

(D.32)
PP B )
3 5 6 7
E resolvendo:
(a,+a,+a,+a,)=0
(2a, +3a, +4a,)=0
(2a, + 6a, +12a,)=0 (D.33)
!
3 5 6 7
. . . L . 105
Obtera o seu respectivo coeficiente, na terceira dimenséo, igual a: o, =167

Exemplo 3 - Funcao de Suavizacao Cubic Spline ou o Kernel Cubic Spline

Essa funcdo de Suavizacdo Cubic Spline é uma das funcdes que podem serem
utilizadas no programa proposto nesta dissertacao, e foi utilizada em trabalhos como
os de Monaghan e Lattanzio, em 1985, no tradicional artigo “A refined particle
method for astrophysical problems. Astrnomy and Asprophysics”. Essa fungao
de suavizacao também é chamada de B-Spline (HONGBIN e XIN, 2005), pois se € a
contracdo do termo em inglés Basic Spline. Essa funcao spline foi desenvolvida por
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Jacob SCHOENBERG, no ano de 1946. Aqui a havera a “reconstru¢cao” da citada,
respeitando as propriedades citadas das Funcdes de Suavizagcdo, todavia com
menos primor que os desenvolvidos por SCHOENBERG.

Entdo sendo uma funcdo ou uma curva do tipo Spline, ela tera sua formatacéo de

acordo com (D.11):

b,(R,—R)" +b,(R, —R)" 0<R<R,
W(R)=1b,(R, —R)" R <R<R,
0 R, <R,

Assim como respeitara as propriedades determinadas as Funcbes de Suavizacao,
em destaque a condi¢cédo de suavizacéo, e o que se prever em (D.10), isto é:

W, (R) =W, (R,)

W, (R)) =W, (R,) (D.10)

W, (R) =W, (R)

Dai se tem como exemplo de constru¢do de um funcéo spline de suavizacao, a cubic
spline, tendo-a ordem 3, com o ponto de unido entre as duas func¢des, no ponto
R=1 e com K=2, e seguindo a formatacdo da equacdo (D.10), para a citada

ordem, tem-se:

W (R, h) = bz(Z—Lj h<r<2h (D.34)

Entdo pela teoria descrita em (D.10), pode-se entdo realizar, inicialmente, a
derivacao da funcbes que compdem a funcdo de suavizacdo spline, e como essa

funcdo é uma “modelagem” de uma fungédo gaussiana, sabe-se que a segunda
derivada passa pela origem, isto é W'(0)=0, e que W, (0)=W,(0), entdo aliada a

essas informacoes, calcula-se:

W{%) - bl(l—%)a (D.35)

r r ’



128

E Entdo, se r=0, temos que W, (0)=W,(0), deriva-se W, e W,, e aplica-se a

sentenca acima, entao tera:

(Fp(=8,3_r
WA (HJ—Q( . + " hSJ (D.37)
wz-(ij:b{—_lhﬁﬁ_fj (D.38)
h h h h
Para r =0,
(0)=p[ 3,9 _0)_p(=3
Wl(O)—bl(h s haj b{h) (D.39)
(0)=p (12,0 _0)_ (12
W, (0)_b2( e h?’j bz( - j (D.40)
E se se sabe que W, (0) =W, (0), entdo:
-3 -12
o(5)-5(F) o
Dai:
b, +4b, =0 (D.42)

E seguindo a ja aplicada propriedade de unicidade, prevista em (D.12) e (D.12),

AR (101 PR

Desmembrando para agilizar o calculo, se tera:

g (S R M I

2 4 4
" r’ 122 2% Y
jbl(z——j dr=b,8r-=C—+° | =
I3 “7h 2h e,

entao:

(D.45)
b2(8h—6h+2h—hj=b2[—hj

4 4
2h 3 2 3 4\
jbz[Z—Lj dr=b,|gr— 12 2T T =b2[4h+ﬂj (D.46)
) h 2h T hean ) 4
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Entéo reagrupando:
h h h
2h(%+4b2j =1 (D.48)

Entdo das Equacbes (D.42) e (D.48), chega-se aos seguintes valores para 0s

coeficiente procurados, b, e b,:

b, +4b, =0
D.49
%) .19
2 1

Ao fim chega-se a seguinte funcéo de suavizacao, essa a Cubic Spline, entéo:

3 3
bl(l—ij +b2(2—£j O<r<h
h h
r 3
W (R, h) = bz(z—ﬂ h<r<2h (D.34)
0 r>2h
3 3
—3(1—5j +1(2—£j 0<r<h
30" h) 6" n
1 r\’
0 r>2h

Que apds se substituir, R = e realizar os desenvolvimentos da potencias , tera a

seguinte forma, que comumente é apresentada:

2_peylp 0<R<1
3 2

W (R,h) =a, %(2—R)3 1<R<2 (D.52)
0 R>?2




