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Resumo

Nesta dissertação estudamos pontos de Galois em curvas algébricas planas
não singulares C ⊂ P2 de grau d ≥ 4 em caracteŕıstica positiva p > 2. Os
resultados de H. Yoshihara foram generalizados sobre o números de pontos
de Galois internos (respectivamente externos) para caracteŕıstica positiva
sob o pressuposto que d 6≡ 1 módulo p (respectivamente d 6≡ 0 módulo p).
Determinamos todos os pontos de Galois internos e externos, no caso em que
d = p e em curvas quárticas em caracteŕıstica três.



Abstract

In this dissertation we study Galois points in an algebraic non singular plane
curve C ⊂ P2 of degree d ≥ 4 in positive characteristic p > 2. The results
of H. Yoshihara on the number of inner (respectively outer) Galois points
are generalized in this case, under the assumption that d 6≡ 1 modulo p
(respectively d 6≡ 0 modulo p). We determine all the number of inner and
outer Galois points, in the case that p = d and for quartic curves in three
characteristic.
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INTRODUÇÃO

O objetivo principal desta dissertação é estudar pontos de Galois, internos e
externos, de curvas planas projetivas não singulares sobre um corpo algebri-
camente fechado de caracteŕıstica positiva. Em caracteŕıstica zero, os pontos
de Galois associados a curvas planas projetivas foram introduzidos por Hi-
sao Yoshihara ([22]) em 1996 . Posteriormente, em caracteŕıstica positiva, o
primeiro resultado foi feito por M. Homma ([10]) em 2006.

A noção de pontos de Galois associados a uma curva plana projetiva C ⊂ P2

surge quando consideramos uma projeção central dessa curva sobre uma reta
l ⊂ P2 a partir de um ponto P fora dessa reta. Um tal ponto é denominado
centro da projeção que pode ou não pertencer à curva C. Observe que essa
projeção induz uma extensão finita de corpos da maneira seguinte. O corpo
de funções racionais associado à reta l pode ser visto como um subcorpo do
corpo de funções da curva C. Esse corpo de funções racionais não depende
da escolha da reta onde se está projetando, no entanto depende do centro de
projeção.

Para tornar este contexto mais claro, vamos estabelecer algumas notações.
Fixemos um corpo k algebricamente fechado e de caracteŕıstica positiva p.
Suponhamos que C seja uma curva plana projetiva não singular de grau d
sobre k, considere uma reta l e um ponto P fora da reta l (no mesmo plano de
C). Vamos denotar por πP a projeção de C sobre l, com centro de projeção
no ponto P . Se a extensão de corpos, k(C) | k(l), induzida por esta projeção
for galoisiana, diremos que P é ponto de Galois de C. No caso em que P
esteja sobre a curva, o grau da extensão k(C) | k(l) é d − 1 e diremos que
P é um ponto de Galois interno. Se P não pertence à curva C, o grau da
extensão k(C) | k(l) é d e, neste caso, diremos que P é um ponto de Galois
externo.

Denotemos por δ(C) a quantidade de pontos de Galois internos e por δ′(C)
a quantidade de pontos de Galois externos de C. Em caracteŕıstica zero os
resultados obtidos por H. Yoshihara ([22]) sobre essas quantidades, para uma
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curva não singular de grau d ≥ 4, foram: δ(C) = 0, 1 ou 4 e δ′(C) = 0, 1 ou 3.
Em caracteŕıstica positiva, M. Homma ([10]) estudou curvas Hermitianas de
grau pe + 1 para algum inteiro e, e descobriu que, em tais curvas, há muitos
pontos de Galois internos e externos. Portanto, os resultados de Yoshihara
para carcteŕısitca zero não são mais válidos para tais curvas. Depois disso, S.
Fukasawa ([7], [8] e [9]) também estudou pontos de Galois em caracteŕıstica
positiva e obteve, sob algumas hipóteses, os mesmos resultados obtidos por
H. Yoshihara ([22]).

S. Fukasawa mostrou que, para uma curva plana projetiva não singular de
grau d ≥ 4 sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica p > 2,
sendo d 6≡ 1 módulo p, vale δ(C) = 0, 1 ou 4 e, além disso, se δ(C) = 4,
então d = 4 e a curva é projetivamente equivalente à curva de Fermat.
Para obter esses resultados, ele observou que uma curva C tem um ponto
de Galois interno se, e somente se, ela é projetivamente equivalente à curva
Xd−1Z + G(Y, Z), onde G(Y, Z) é um polinômio homogêneo de grau d sem
fatores múltiplos que não possui Z como fator. Se P é um ponto de Galois
interno da curva C, então é também ponto de inflexão cuja reta tangente
intersecta C com multiplicidade d em P , ou seja, é uma inflexão de ordem
d − 2, e existem d inflexões de ordem d − 3 e, além disso, a reta tangente
contém P . No caso de pontos de Galois externos, tendo como hipótese d 6≡ 0
módulo p, uma curva C tem um ponto de Galois externo se e somente se C
é projetivamente equivalente a Xd +G(Y, Z), onde G(Y, Z) é um polinômio
homogêneo de grau d e não tem raizes múltiplas. Além disso, se P é um
ponto de Galois externo de C, então existem d inflexões de ordem d − 2 e
cada reta tangente inflexional contém P . Segue dáı que δ′(C) = 0, 1 ou 3. Se
d ≡ 1 módulo p e C tem a aplicação dual separável, então δ′(C) = 0 ou 1.

Como exemplo, encontramos os pontos de Galois em curvas de grau p > 3.
Neste caso se a curva C tem um ponto de Galois interno, então o número
de inflexões em C é p + (p − 1)e + 1, onde 0 ≤ e ≤ 2p − 3, quando não
contamos com multiplicidades. Agora se a curva tem um ponto de Galois
externo, então ela é projetivamente equivalente a Xp − XZp−1 + G(Y, Z),
onde G(Y, Z) é um polinômio homogêneo de grau p e o coeficiente de Y p−1Z
é não nulo. Neste caso, temos que o número de inflexões é pe′ + 1, onde
1 ≤ e′ ≤ p − 3, quando não contamos com multiplicidades. Dáı obtemos
que se C é uma curva plana projetiva não singular de grau p sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica p > 3, então δ(C) ≤ 1 e δ′(C) ≤ 1.
Segue que δ(C) = δ′(C) = 1 se, e somente se, a curva é projetivamente
equivalente à curva definida por Xp −XZp−1 + Y p−1Z.

O primeiro caṕıtulo é dedicado a conceitos e propriedades básicas necessárias
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para o desenvolvimento e compreensão dos resultados principais da dissertação.
Além das propriedades básicas, incluimos aqui resultados de R. Pardini ([14])
sobre aplicações separáveis e inseparáveis.

No segundo caṕıtulo apresentamos os resultados sobre pontos de Galois in-
ternos, externos e curvas de grau p. Finalizamos o caṕıtulo com uma seção
sobre pontos de Galois em curvas quárticas em caracteŕıstica 3. Ambos os
resultados obtidos por S. Fukasawa ([6] e [7]).



Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

1.1 Extensões de corpos

As definições, os conceitos e resultados apresentados nessas duas primeiras
seções podem ser encontrados no texto “Teoria dos Corpos” de O. Endler em
[4].

Considere dois corpos K e L tais que K ⊆ L. Neste caso, dizemos que L é
uma extensão de K e denotamos por L | K.

Podemos ver L como um espaço vetorial sobre K, a dimensão desse espaço
vetorial é chamada de grau da extensão L | K e denotada por [L : K]. Uma
extensão L | K é finita se [L : K] = n, para algum n ∈ N, e neste caso, existe
uma base {x1, . . . , xn} de L | K.

Seja L | K uma extensão de corpos, um elemento α ∈ L é dito algébrico
sobre K se for raiz de um polinômio não nulo F ∈ K[X]. Caso contrário, α
é dito ser transcendente sobre K.

Dado um elemento α ∈ L é conveniente considerar o K-homomorfismo de
anéis ϕα : K[X] −→ L, definido por ϕα(F ) = F (α). É imediato verificar
que a imagem de ϕα é igual a K[α] e que o seu núcleo ker(ϕα) é um ideal
(principal) de K[X]. Além disso, este núcleo é diferente de zero se, e somente
se, α é algébrico sobre K. Neste caso, o polinômio mônico que gera este ideal
é chamado polinômio minimal de α sobre K.

Quando α é algébrico sobre K então K[α] é um corpo e K[α] | K é uma
extensão finita. Neste caso, o núcleo de ϕα é um ideal maximal de K[X],
o polinômio minimal de α é irredut́ıvel em K[X], K[α] = K(α) e, se n é
o grau do polinômio mı́nimo de α, então o conjunto {1, α, . . . , αn−1} forma
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uma base de K(α) sobre K. Portanto, temos naturalmente que o grau do
polinômio minimal é igual a [K(α) : K].

A extensão L | K é algébrica quando todo α ∈ L é algébrico sobre K. Caso
contrário L | K é chamada transcendente. L | K é finitamente gerada se
existirem α1, . . . , αr ∈ L tais que L = K(α1, . . . , αr). Dizemos K é um corpo
algebricamente fechado se para todo polinômio f(x) ∈ K[x], existe α ∈ K
tal que f(α) = 0.

Considere agora F = F (X) ∈ L[X] um polinômio não nulo, com coeficientes
no corpo L e α um elemento de L . A multiplicidade de α como raiz de F é
definida por

mα = m(α, F ) = max{m ∈ N | (X − α)m divide F em L[X]}.

Observe que mα = 0 se, e somente se, α não é raiz de F . Dizemos que α é
uma raiz simples de F se mα = 1. No caso em que mα ≥ 2 dizemos que α
uma raiz múltipla de F . Para saber se uma raiz α de F é simples ou múltipla,
podemos usar a derivada. Considere o operador derivação

D : L[X] −→ L[X]

m∑
j=0

ajX
j 7−→

m∑
j=1

jajX
j−1

No caso em que car(L) = 0 temos que DF (X) = 0 (polinômio nulo) se, e
somente se F (X) ∈ L. No caso em que car(L) = p > 0 (p primo) então
DF (X) = 0 se, e somente se, F (X) ∈ L[Xp].

Entre as ráızes α ∈ L de um polinômio F ∈ L[X], as simples são caracterizada
pela seguinte proposição

Proposição 1.1.1 Sejam F (X) ∈ L[X] um polinômio não nulo e α ∈ L,
tal que F (α) = 0. Então m(α, F ) = 1 se, e somente, se DF (α) 6= 0.

A proposição anterior é demonstrada na página 52 de O. Endler ([4]).

Diremos que um polinômio F (X) ∈ L[X] \ {0} é separável, quando F e DF
forem primos entre si. Isto é equivalente ao fato do discriminante de F (X)
ser diferente de zero, ou seja, Res(F (X), DF (X)) 6= 0. Um elemento α ∈ L
é dito ser separável sobre K se for raiz de algum polinômio separável não
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nulo F (X) ∈ K[X]. Caso contrário, α é dito ser inseparável sobre K. Além
disso dizemos que uma extensão L | K é separável quando todo α ∈ L é
separável sobre L.

Considere Ω um corpo algebricamente fechado que contenha K. Para cada
polinômio não nulo F (X) ∈ K[X], definimos <F = {α ∈ Ω | F (α) = 0}
como o conjunto das ráızes de F (X) em Ω. A cardinalidade (que denotamos
por #) de <F é menor ou igual ao grau de F , isto é, #<F ≤ gr(F ).

Proposição 1.1.2 Para todo polinômio F ∈ K[X] não nulo, temos que
#<F ≤ gr(F ) e as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) #<F = gr(F );

(ii) m(α, F ) = 1 para todo α ∈ <F ;

(iii) F é separável.

No caso de caracteŕıstica zero, todo polinômio irredut́ıvel é separável e, por-
tanto, toda extensão de corpos algébrica L | K é separável sobre K. No caso

de caracteŕıstica positiva, um polinômio irredut́ıvel f(X) =
d∑
i=0

aiX
i ∈ K[X]

é separável se, e somente se, ai 6= 0 para algum i 6≡ 0 mod p, 0 ≤ i ≤ d.

Sejam <F o conjunto das ráızes do polinômio F (X) e = um subconjunto de

K[X] \ {0}. Coloque <= =
⋃
F∈=

<F . O corpo K(<=) é chamado o corpo de

ráızes de = ou corpo de decomposição de = sobre K.

Proposição 1.1.3 Para todo subconjunto = de K[X]\{0}, K(<=) é o “me-
nor” corpo L entre K e Ω tal que todos os polinômios F ∈ = se fatoram em
L[X] em um produto de polinômios lineares.

A demonstração da proposição anterior segue na página 75 de O. Endler
([4]).

Pode-se verificar facilmente que o corpo de ráızes independe da escolha de Ω.

Dizemos que uma extensão algébrica N | K é normal se para todo α ∈ N , o
seu polinômio minimal sobre K se fatora em polinômios lineares em N [X].
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Proposição 1.1.4 Para toda extensão algébrica L | K, as seguintes afirmações
são equivalentes:

(i) L | K é normal;

(ii) Se α ∈ L então todas as ráızes do seu polinômio minimal de α sobre
K também estão em L;

(iii) Para todo polinômio irredut́ıvel P ∈ K[X], <P ∩L é vazio ou <P ⊆ L.

A demonstração da proposição anterior segue na página 77 de O. Endler
([4]).

Dado um corpo qualquer L entre K e Ω, denotamos por Aut(L | K) o
conjunto dos K-automorfismo de L. Dada uma extensão algébrica L | K,
temos que Aut(L | K) é igual ao conjunto dos K-homomorfismo de L em Ω
se, e somente se, L | K é normal.

Proposição 1.1.5 Seja L | K uma extensão finita e seja m o número dos
K-homomorfismo de L em Ω, então:

(i) #Aut(L | K) ≤ m ≤ [L : K];

(ii) #Aut(L | K) = m se, e somente se, L | K for normal;

(iii) #Aut(L | K) = [L : K] se, e somente se, L | K for normal e separável.

A demonstração da proposição anterior segue diretamente dos resultados das
páginas 52 e 81 de O. Endler ([4]).

1.2 Alguns fatos sobre a teoria de Galois

Pode-se verificar facilmente que o conjunto Aut(L | K) é um grupo com a
operação composição, tendo como elemento neutro a aplicação identidade
idL. Este é chamado grupo de Galois de L | K. No caso de uma extensão
finita este grupo é finito. Uma extensão L | K é dita galoisiana se a ordem
do grupo Aut(L | K) for igual a [L : K] (grau da extensão), ou seja, se a
extensão for normal e separável.

Dada uma extensão arbitrária de corpos N | K, podemos associar a cada
um de seus corpos intermediários um subgrupo de Aut(N | K) e vice-versa.
O par de aplicações assim definidas é chamado uma conexão de Galois. Sua
descrição é a seguinte.
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Considere Γ = Aut(N | K), κ o conjunto de todos os corpos intermediários
entre K e N , G o conjunto de todos os subgrupos de Γ. A conexão de Galois
consiste do par de aplicações

g : κ −→ G
L 7−→ {σ ∈ Γ | σα = α para todo α ∈ L} = Aut(N | L)

e
k : G −→ κ

∆ 7−→ {α ∈ N | σα = α para todo σ ∈ ∆} = corpo fixo de ∆.

Proposição 1.2.1 As aplicações g : κ −→ G e k : G −→ κ invertem a
inclusão e satisfazem:

(i) L ⊆ kg(L) para todo L ∈ κ;

(ii) ∆ ⊆ gk(∆) para todo ∆ ∈ G;

(iii) g(K) = Γ e g(N) = {idN};

(iv) k({idN}) = N e k(Γ) ⊇ K.

A demonstração da proposição anterior segue na página 86 de O. Endler
([4]).

Proposição 1.2.2 Denotando por κ∗ a imagem k(G) e por G∗ a imagem
g(κ), temos que κ∗ ⊆ κ e G∗ ⊆ G e podemos concluir:

(1) L ∈ κ∗ se, e somente se, L = kg(L) e ∆ ∈ G∗ se, e somente se
∆ = gk(∆).

(2) g e k induzem bijeções entre κ∗ e G∗ sendo uma a inversa da outra.

A demonstração da proposição anterior segue na página 87 de O. Endler
([4]).

Quando o par de aplicações de uma conexão de Galois forem bijetivas a
chamamos de correspondência de Galois entre os conjuntos κ e G, ordenados
pela inclusão. Uma conexão de Galois induz uma correspondência κ∗ ←→ G∗.
Uma extensão galoasiana finita implica em uma correspondência de Galois.
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1.3 Espaços afins e conjuntos algébricos

As definições, os conceitos e resultados apresentados nas próximas quatro
seções podem ser encontrados nos textos “Introdução às Curva Algébricas
Planas” de I. Vainsencher em [20] ou “Algebraic Curves” de W. Fulton em
[5].

Sejam k um corpo e n um número inteiro positivo. O espaço afim n-
dimensional ou o n-espaço afim sobre k é o conjunto

An = An(k) = {(a1, ..., an) | ai ∈ k}.

Os elementos de An são chamados pontos. O conjunto A1 é a reta afim e A2

é o plano afim.

Seja F ∈ k[X1, . . . , Xn] um polinômio nas indeterminadas X1, . . . , Xn sobre
k. Um ponto P = (a1, . . . , an) ∈ An(k) é um zero de F se F (a1, . . . , an) = 0.
Se F não for um polinômio constante, o conjunto dos zeros de F é chamado
de hipersuperf́ıcie definida F , e denotada por V (F ). Consideremos a partir
daqui que k seja um corpo algebricamente fechado, é posśıvel verificar que
dados dois polinômios F,G ∈ k[X1, . . . , Xn] que possuem os mesmos fatores
irredut́ıveis, tem-se que V (F ) = V (G) se, e somente se, existe um elemento
não nulo λ ∈ k tal que G = λF . Assim, uma hipersuperf́ıcie pode ser
identificada como uma classe de equivalência de polinômios não constantes
em k[X1, . . . , Xn] que diz que dois polinômios F e G são equivalentes quando
existe um elemento não nulo λ ∈ k tal que G = λF . Uma hipersuperf́ıcie em
A2(k) é chamada de curva algébrica plana afim ou abreviadamente curva.
A equação da curva é qualquer um dos polinômios da classe de equivalência
que a define.

Mais geralmente, suponha que S seja um conjunto qualquer de polinômios
em k[X1, . . . , Xn]. O conjunto

V (S) = {P ∈ An | F (P ) = 0 para todo F ∈ S},

é denominadado conjunto de zeros de S. Quando S = {F1, . . . , Fr}, vamos
escrever V (F1, . . . , Fr), em vez de V ({F1, . . . , Fr}).

Um subconjunto X de An(k) é um conjunto algébrico afim ou conjunto
algébrico se X = V (S) para algum subconjunto S de k[X1, . . . , Xn]. Se
I é o ideal de k[X1, . . . , Xn] gerado por S então V (S) = V (I). Logo todo
conjunto algébrico de An é o conjunto de zeros de um ideal.

Para um subconjunto qualquer X de An, considere o conjunto dos polinômios
que se anulam em X. Este conjunto forma um ideal do anel k[X1, . . . , Xn],
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que é chamado ideal de X e é denotado por I(X). Assim,

I(X) = {F ∈ k[X1, . . . , Xn] | F (a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) ∈ X}.

O Teorema da Base de Hilbert garante que todo ideal de k[X1, . . . , Xn] é
finitamente gerado. Com isso, os conjuntos algébricos de An são exatamente
o lugar dos pontos que satisfazem um número finito de equações polinomiais
em n indeterminadas sobre k.

Um conjunto algébrico pode ser a reunião de vários outros conjuntos algébri-
cos. Dizemos que um conjunto algébrico X ⊂ An é redut́ıvel se X = X1∪X2,
onde X1 e X2 são também conjuntos algébricos e diferentes de X. No caso
contrário, dizemos que X irredut́ıvel. Um conjunto algébrico X é irredut́ıvel
se, e somente se I(X) é um ideal primo. Um conjunto algébrico irredut́ıvel é
denominado variedade algébrica afim ou, simplesmente, variedade.

Considere V uma variedade de An e I(V ) seu ideal primo. O anel quociente

k[V ] =
k[X1, . . . , Xn]

I(V )
,

é um domı́nio de integridade, pois I(V ) é um ideal primo. Este anel é
chamado anel de coordenadas de V. Esta nomenclatura vem do fato que
k[V ] pode ser visto como um anel de funções de V em k, onde as classes
xi = Xi + I(V ) representam funções que geram este anel e, portanto, podem
ser vistas como funções coordenadas. Podemos ver isto da seguinte forma.
Seja F(V, k) o conjunto de todas as funções de V em k. F(V, k) tem natural-
mente uma estrutura de anel com as operações usuais de soma e produto de
funções, pois k é um corpo. Uma função ϕ ∈ F(V, k) é chamada função poli-
nomial quando existe um polinômio g ∈ k[X1, . . . , Xn] tal que ϕ(P ) = g(P )
para todo P ∈ V .

O conjunto P(V ) das funções polinomiais é um subanel de F(V, k). Além
disso, pela própria definição, existe um homomorfismo sobrejetivo natural de
k[X1, . . . , Xn] em P(V ) cujo núcleo é I(V ). Portanto, temos imediatamente
que P(V ) ' k[V ].

Agora considere V ⊂ An e W ⊂ Am variedades. Uma aplicação φ : V −→ W
é polinomial se existem polinômios G1, . . . , Gm ∈ k[X1, . . . , Xn] tais que

φ(P ) = (G1(P ), . . . , Gm(P )) para todo P ∈ V,

neste caso dizemos também que φ é uma aplicação regular de V em W .
Naturalmente uma aplicação regular φ : V −→ W induz um homomorfismo
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de aneis φ̃ : k[W ] −→ k[V ] definida por φ̃(ϕ) = ϕ ◦ φ. Além disso, todo
k-homomorfismo de k-álgebras ψ : k[W ] −→ k[V ] é da forma ψ = φ̃ para
alguma aplicação regular φ : V −→ W . Assim, há uma correspondência
entre as aplicações regulares de V em W e k-homomorfismo de k-álgebras
entre k[W ] e k[V ].

Como salientamos acima, sendo V uma variedade, então k[V ] é um domı́nio
de integridade. Podemos então considerar o seu corpo de frações, que deno-
minamos por corpo de funções de V e o representamos por k(V ). Assim,

k(V ) =
{g
h
| g, h ∈ k[V ], h 6= 0

}
.

Além disso, como no caso do anel de coordenadas, podemos ver os elementos
de k(V ) ”funções”de V em k, ressalvando agora que tais ”funções”podem

não estar definidas em todos os pontos de V . De fato, a prinćıpio
g

h
∈ k(V )

pode não ser uma função de V em k, devido aos zeros de h, no entanto está
bem definida em P ∈ V sempre que h(P ) 6= 0. Mesmo assim, nos permitindo
um abuso de linguagem e seguindo uma nomenclatura clássica, chamamos
g

h
de função e a denominamos função racional de V em k. No caso em

que h(P ) = 0, dizemos P é polo da função racional
g

h
. Por outro lado, se

h(P ) 6= 0, para alguma tal representação, dizemos que a função é regular em
P .

Fixado um ponto P ∈ V , podemos olhar para o conjunto de todas as funções
que estão definidas em P , isto é, o conjunto das funções que são regulares
em P . Isto motiva a definição do anel local num ponto de uma variedade V ,
a saber, o anel local de V em P é o conjunto:

OP (V ) = {ϕ ∈ k(V ) | ϕ é regular em P}.

É fácil ver que OP (V ) é um subanel de k(V ) que contém k[V ]. Assim, temos
as seguintes inclusões:

k[V ] ⊂ OP (V ) ⊂ k(V ).

Uma aplicação φ : V 99K An é racional se existem funções racionais ϕ1, . . . , ϕn
tais que φ(P ) = (ϕ1(P ), . . . , ϕn(P )) para todo P na interseção dos domı́nios
das funções ϕi, para i = 1, . . . , n.. Uma aplicação racional φ : V 99K W entre
duas variedades V ⊂ An e W ⊂ Am é uma aplicação racional φ : V 99K Am

tal que a imagem do domı́nio da φ esteja contido em W . Uma aplicação
racional φ : V 99K W é dita ser bi-racional se existe uma aplicação racional
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ψ : W 99K V tal que φ ◦ ψ = Id e ψ ◦ φ = Id nos seus respectivos domı́nios
de definição. Duas curvas são birracionalmente equivalentes quando existe
uma aplicação bi-racional entre elas. É fácil verificar que duas curvas são
birracionalmente equivalentes se, e somente se, seus corpos de funções são
isomorfos.

1.4 Algumas propriedades das curvas planas

As propriedades de curvas algébricas planas que estamos interessados em es-
tudar precisam independer do particular sistema de coordenadas cartesianas
empregado para representá-las. Um referencial ou sistema de coordenadas
afim no plano A2 consiste na escolha de um ponto O ∈ A2 , chamado origem
do referencial, e de uma base {v1, v2} do espaço vetorial k2. O referencial
canônico é dado por O = (0, 0), v1 = (1, 0), v2 = (0, 1). O vetor coordenadas
de um ponto P ∈ A2 em relação a um referencial R = {O, {x1, x2}} é o par
(P )R = (x1, x2) ∈ A2 tal que P = O + x1v1 + x2v2.

Uma transformação afim ou afinidade em A2 é uma aplicação T : A2 −→ A2

dada pela composição de uma translação com um isomorfismo linear, isto é,
T (x1, x2) = (y1, y2), onde

y1 = a11x1 + a12x2 + a1
y2 = a21x1 + a22x2 + a2,

com det(aij) 6= 0.

Seja f ∈ k[x, y] uma equação afim para a curva C e seja P um ponto de C.
Sem perda de generalidade (considerando mudanças afins de coordenadas)
podemos supor P = (0, 0). Podemos escrever f = fm + fm+1 + · · ·+ fd, onde
cada fi é um polinômio homogêneo de grau i para m 6 i 6 d e fm 6= 0. O
inteiro m é a multiplicidade do ponto P na curva C ou a multiplicidade de
C em P . Se P 6∈ C, então m = 0, se P = (a, b) ∈ C, escrevemos

f(X + a, Y + b) = fm(X, Y ) + (termos de grau > m).

O polinômio homogêneo fm(X, Y ) pode ser decomposto de maneira única,

fm =
∏

(ai(X − a) + bi(Y − b))ni ,

onde os fatores lineares aiX + biY são retas distintas. As retas li = (ai(X −
a) + bi(Y − b)) são as retas tangentes a f em P . O expoente ni é a multipli-
cidade da tangente li.
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Um ponto P = (a, b) de uma curva C é dito ponto simples ou ponto não-
singular ou ponto regular de C se

df

dX
(a, b) 6= 0 ou

df

dY
(a, b) 6= 0.

Caso contrário, P é ponto singular ou uma singularidade de C. Se um ponto
P = (a, b) de uma curva C é um ponto regular, a única reta tangente a C
em P é a reta dada pela equação:

Tp :
df

dX
(P )(X − a) +

df

dY
(Y − b) = 0.

Seja f = f0 + f1 + · · ·+ fd um polinômio de grau d nas indeterminadas X e
Y escrito como soma de componentes homogêneas, com fd 6= 0. A homoge-
neização de f , isto é, o polinômio homogêneo de grau d nas indeterminadas
X, Y e Z obtido a partir de f é o seguinte:

f ∗(X, Y, Z) =
d∑
i=0

Zd−ifi(X, Y ).

Para polinômios homogêneos as seguintes relações são satisfeitas:

(1) Seja F = F (X, Y, Z) um polinômio qualquer. Então F é homogêneo de
grau d se, e somente se, F (tx, ty, tz) = tdF (x, y, z) para todo x, y, z e t em
k.
(2) (Relação de Euler) Seja F = F (X, Y, Z) um polinômio homogêneo de
grau d. Então,

d · F (X, Y, Z) = X
dF

dX
(X, Y, Z) + Y

dF

dY
(X, Y, Z) + Z

dF

dZ
(X, Y, Z).

1.5 Plano projetivo e curvas projetivas

A ideia de acrescentar ao plano euclidiano uma reta no infinito, construindo
assim o plano projetivo, é devida a Desargues (1591-1661) que pretendia dar
uma fundamentação matemática aos métodos de perspectiva empregados por
pintores e arquitetos.

A concepção de Desargues do plano projetivo é considerar o plano afim mer-
gulhado no espaço tridimensional como o plano π de equação Z = 1, repre-
sentado na Figura 1.1. Cada ponto do plano π determina uma reta passando
pela origem e pelo dado ponto. Cada reta de π determina um plano pela
origem.
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Figura 1.1: Representação do Plano projetivo. Fonte: ([20]).

O plano projetivo P2 é o conjunto das retas do espaço tridimensional que
passam pela origem. O plano π se identifica como um subconjunto de P2.
Os pontos de P2 − π são chamados de pontos no infinito.

Denotamos por (x : y : z) o ponto de P2 que representa a reta ligando a
origem O a um ponto (x, y, z) 6= O. Naturalmente, qualquer ponto dessa
reta que não seja a origem, pode ser tomado para representá-la em P2, pois,
(x : y : z) = (x′ : y′ : z′) se, e somente se, existe constante não nula λ ∈ k
tal que (x, y, z) = λ(x′, y′, z′). Como veremos mais geralmente logo abaixo,
isto define uma relação de equivalência em A3 \ {0, 0, 0}, cujo conjunto de
classes é P2 e (x, y, z) é apenas um representante de sua classe. Dizemos que
x, y, z são as coordenadas homogêneas do ponto (x : y : z) relativas à base
canônica {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Em geral, fixada uma base qualquer no
espaço tridimensional, as coordenadas de um ponto diferente de zero relativas
a essa base são também chamadas de coordenadas homogêneas do ponto
correspondente de P2. E estas só estão bem definidas a menos de um fator
escalar diferente de zero. Além disso, vamos considerar os pontos do infinito
de P2 como sendo os pontos P = (x : y : z) tais que z = 0 e os pontos finitos
são tais que z 6= 0.

Em geral, o espaço projetivo n-dimensional Pn(k) é obtido através da relação
de equivalência ∼ definida no espaço afim (n+ 1)−dimensional, como segue.
Dados os pontos (a0, a1, . . . , an), (b0, b1, . . . , bn) em An+1 \{0, . . . , 0}, dizemos
que (a0, a1, . . . , an) ∼ (b0, b1, . . . , bn), se, e somente se, existe λ não nulo em k,
tal que bi = λai para 0 ≤ i ≤ n. A classe de equivalência de (a0, a1, . . . , an)
é representada por (a0 : a1 : . . . : an). O espaço projetivo n-dimensional é o
conjunto Pn = Pn(k) = {(a0 : a1 : . . . : an) | ai ∈ k, não todos nulos}.
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Uma curva algébrica plana projetiva é o conjunto algébrico projetivo de P2

definido por um polinômio homogêneo não constante em três indetermina-
das, que denotaremos, neste caso, por X, Y, Z. Como no caso afim, conside-
rando k um corpo algebricamente e utilizando o teorema dos zeros de Hilbert,
podemos verificar que dois polinômios definem a mesma curva quando dife-
rem apenas pela multiplicação por uma constante não nula de k. O grau
de uma curva projetiva é o grau de um polinômio homogêneo que a de-
fine. Seja C uma curva plana projetiva definida pelo polinômio homogêneo
F = F (X, Y, Z). A parte afim de C é a curva algébrica afim definida pela de-
somogeneização de F em relação à variável Z, isto é, F∗(X, Y ) = F (X, Y, 1).
(A escolha da indeterminada Z é arbitrária).

O estudo da teoria local das curvas projetivas planas recai no caso das curvas
afins, tomando uma desomogeneização conveniente da equação homogênea
que define a curva projetiva dada.

Seja P ∈ P2. O anel local associado a P é o conjunto OP (P2) definido por:{
G

H
| G,H ∈ k[X, Y, Z] são homogêneos, gr(G) = gr(H), H(P ) 6= 0

}
,

Verifica-se facilmente queOP (P2) é um anel local e é isomorfo ao anelOP (A2),
onde A2 é um dos planos afins que contém P .

Seja C uma curva projetiva definida pelo polinômio homogêneo F . Um ponto
P = (a : b : c) ∈ C é um ponto regular ou não singular de C se ao menos uma
das derivadas parciais de F em relação as variáveis X, Y e Z não se anula
no ponto P . Caso contrário P é dito ponto singular ou uma singularidade.

Se P = (a : b : c) ∈ C é um ponto regular, a reta tangente a C em P é a reta
projetiva definida por:

Tp : X
dF

dX
(P ) + Y

dF

dY
(P ) + Z

dF

dZ
(P ) = 0.

Seja T : k3 −→ k3 um isomorfismo linear. Visto que uma tal aplicação
preserva retas de k3 passando pela origem, temos definida uma bijeção natu-
ral, que, por abuso de linguagem também denotamos por T : P2 −→ P2 e a
chamamos de projetividade ou mudança projetiva de coordenadas em P2.

Além disso, T também induz um k-isomorfismo de anéis em k[X, Y, Z], a
saber,

T• : k[X, Y, Z] −→ k[X, Y, Z]
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tal que, para todo (x, y, z) ∈ k3 e todo polinômio f ∈ k[X, Y, Z], por ava-
liação, tem-se

(T•f)(x, y, z) = f(T−1(x, y, z)).

Escrevendo X = X1, Y = X2 e Z = X3 e designando por (aij) a matriz de
T−1 relativa a base canônica de k3, temos

(T•f)(X1, X2, X3) = f(Σa1jXj,Σa2jXj,Σa3jXj).

A imagem de uma curva projetiva F por uma projetividade T é a curva
definida por T•F . As curvas F e T•F são ditas congruentes. Propriedade
como o grau, a colinearidade de pontos e redutibilidade de uma curva são
invariantes por projetividade.

Precisaremos utilizar o resultado seguinte. Um automorfismo de uma curva
não singular de grau d ≥ 4 em P2 pode ser estendido a uma transformação
projetiva de P2. Isto pode ser encontrado em Arbarello et. al. ([1], Apêndice
A, 17 e 18) e Chang ([3]).

1.6 Multiplicidade de interseção

Uma das motivações da introdução do plano projetivo foi a intenção de re-
solver a questão da não intersecção de retas. Em P2, duas retas sempre se
intersectam. Na realidade em P2 duas curvas projetivas planas quaisquer
sempre se intersectam. Mais que isso, é posśıvel contar o número dessas in-
tersecções utilizando a multiplicidade ou ı́ndice de interseção entre elas em
cada ponto.

A multiplicidade ou ı́ndice de interseção de duas curvas projetivas num ponto
qualquer do plano projetivo pode ser definidas de duas formas clássicas. A
primeira é via a codimensão do ideal gerado pelas equações das duas curvas
no anel de polinômios localizado no ponto em estudo. Dessa forma é definida
em ([5]). A segunda utiliza a resultante dos dois polinômios. Essa abordagem
é encontrada em ([20]).

Ambas definições satisfazem naturamente os axiomas que determinam uni-
camente a multiplicidade de interseção de curvas planas projetivas que, na
verdade, fornecem um algoŕıtimo efetivo para sua determinação. Esses axio-
mas serão listados a seguir.

Dadas duas curvas planas projetivas F e G, dizemos que elas se intesectam
propriamente num ponto P quando F e G não possuem componente comum



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 24

passando por P . Dizemos que elas se intersectam transversalmente em P
quando P for um ponto simples de F e de G, e a reta tangente a F em P for
diferente da reta tangente a G em P .

A multiplicidade de interseção dessas duas curvas no ponto P , que denota-
remos por IP (F,G), satisfaz as seguintes propriedades:

(1) IP (F,G) = IP (G,F ) ∈ N ∪ {∞}.

(2) IP (F,G) = 0 se, e somente se, P /∈ F ∩G.

(3) IP (F,G) =∞ se, e somente se, P está em uma componente comum de
F e G.

(4) Se T : P2 −→ P2 é uma mudança projetiva de coordenadas então
IP (F,G) = IT (P )(F

T , GT ), onde F T e GT são as respectivas equações
das curvas transformadas por T .

(5) Se X e Y denotam os eixos coordenados afins IP (X, Y ) = 1, onde
P = (0 : 0 : 1).

(6) IP (F, (G+AF )) = IP (F,G) para todo A ∈ k[X, Y, Z] homogêneo com
grA = grG− grF .

(7) IP (F, (G1G2)) = IP (F,G1) + IP (F,G2).

Dados uma curva plana projetiva C definida pelo polinômio F e um ponto P
não singular de C, a reta tangente TP é a única reta de P2 que tem multipli-
cidade de interseção maior do que um com C em P , ou seja, IP (C, TP ) ≥ 2.
No caso em que IP (C, TP ) ≥ 3, dizemos que P é um ponto de inflexão de C,
e neste caso, dizemos que TP é uma reta tangente inflexi-onal. No caso em
que IP (C, TP ) = 3 dizemos que P é um ponto de inflexão ordinário. Mais
geralmente, se IP (C, TP ) = m ≥ 3, diremos que P é um ponto de inflexão de
ordem m− 2.

Exemplo 1.6.1

Sejam F = X3Y − XY Z2 + Y 3Z + Z4 o polinômio que define a curva C,
P = (1 : 0 : 0) e Q = (0 : 1 : 0). Iremos calcular IP (C, TP ) e IQ(C, TQ).
Temos que TP = Y e TQ = Z, seguem que

IP (C, TP ) = IP (X3Y −XY Z2 +Y 3Z+Z4, Y ) = IP (Z4, Y ) = 4IP (Z, Y ) = 4,

IQ(C, TQ) = IQ(X3Y−XY Z2+Y 3Z+Z4, Z) = IQ(X3Y, Z) = IQ(X3, Z)+IQ(Y, Z) = 3.
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Logo P é uma inflexão de ordem 2 e Q é uma inflexão de ordem 1.

No contexto do cálculo diferencial e integral (k = R), os pontos de inflexão
de uma curva que é gráfico de uma função são aqueles pontos onde a segunda
derivada muda de sinal. No contexto das curvas algébricas (em caracteŕıstica
zero), os pontos de inflexão de curvas dadas por gráficos de funções são pontos
onde a segunda derivada se anula.

No caso de caracteŕıstica positiva p 6= 2 temos o seguinte critério para que um
ponto P seja um ponto de inflexão. Seja f(x, y) = F (x, y, 1) uma equação
afim para C. Um ponto não singular (finito) P ∈ C é um ponto de inflexão
de C se, e somente se, a matriz

h(f) =

 fxx fxy fx
fxy fyy fy
fx fy 0

 ,
tem posto menor que 3 no ponto P .

Podemos estimar o número máximo de pontos de inflexão da curva C de grau
d da forma seguinte. Defina

W (C) :=
∑
Q∈C

(IQ(C, TQ)− 2).

O lema seguinte nos dá a estimativa.

Lema 1.6.2 Suponha que
d2y

dx2
não seja identicamente nulo. Então

W (C) ≤ 3d(d− 2).

O lema segue de alguns resultados sobre pontos de inflexão, encontrados
em ([11],p.294). Esses resultados podem ser vistos como generalizações das
fórmulas clássicas de Plucker.

O teorema de Bézout é um resultado central na teoria das curvas planas
projetivas. Afirma que o número de pontos de intersecção, contados com
multiplicidades, de duas curvas planas projetivas sem componentes comuns,
é igual ao produto de seus graus:

Teorema 1.6.3 Sejam F e G duas curvas planas projetivas sem componen-
tes em comum de graus dF e dG respectivamente. Então,

dF · dG =
∑
P∈P2

IP (F,G).
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1.7 Aplicações separáveis e inseparáveis

Os resultados desta secção estão essencialmente em R.Pardini ([14]). Como
antes, sejam k um corpo algebricamente fechado e C ⊆ P2 uma curva plana
projetiva irredut́ıvel de grau d e F uma equação homogênea para C.

Denotemos por Fi a derivada parcial de F em relação à i-ésima indeterminada
(0 ≤ i ≤ 2) e P2∗ o plano projetivo dual associado a P2. A aplicação racional

ϕ : C −→ P2∗

P 7−→ (F0(P ), F1(P ), F2(P ))

é chamada aplicação dual. Essa aplicação associa cada ponto regular de C à
sua reta tangente. O fecho projetivo de ϕ(C) em P2∗ , que denotamos por C∗,
é chamada curva dual de C. No caso em que C é não singular claramente ϕ
é uma aplicação regular.

Quando um corpo tem caracteŕıstica zero, a aplicação ϕ : C −→ C∗∗ é
birracional. Isto não é sempre verdade para corpos de caracteŕıstica finita.
Neste caso temos a seguinte definição:

Sejam ϕ : C −→ C∗ e φ : C∗ −→ C∗∗ aplicações dual. Dizemos que C é
reflexiva se

(a) C∗∗ = C;

(b) φ · ϕ = idC .

Temos os seguintes resultados

Proposição 1.7.1 C é reflexiva se, e somente se, ϕ é separável.

Corolário 1.7.2 Se a caracteŕıstica de k é zero, então C é reflexiva.

Proposição 1.7.3 Sejam k corpo de caracteŕıstica p, com p 6= 2 e ϕ : C −→
C∗ aplicação dual. Então,

(a) ϕ é inseparável se, e somente se, C tem infinitas inflexões.

(b) Se ϕ é separável então C tem quantidade finita de bitangentes, isto é,
há uma quantidade finita de retas tangentes à C em mais de um ponto.

A demonstração da proposição anterior segue na página 5 de R.Pardini ([14]).

A próxima proposição fornece uma relação entre os pontos de inflexão de C
com a matriz Hessiana do polinômio que representa a curva C.
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Proposição 1.7.4 Se cark = 0 ou cark = p, tal que p 6= 2, onde p não
divide (d− 1), então um ponto regular P de C é uma inflexão se, e somente
se, a matriz hessiana de C em P é zero.

A demonstração da proposição anterior segue em R.Pardini ([14]) na página
6 .

Teorema 1.7.5 Se a cark = p, tal que p ≥ 3 e se C é uma curva plana não
singular com infintos pontos de inflexão, então Fij = 0 para i, j = 0, 1, 2.

A demonstração do teorema anterior segue na página 7 de R.Pardini ([14]).

Corolário 1.7.6 Seja a caracteŕıstica de k igual a p, com p ≥ 3. Se C é
uma curva não singular de grau d, com infinitos pontos de inflexão, então
p | (d− 1).

A demonstração do corolário anterior segue na página 8 de R.Pardini ([14]).

Proposição 1.7.7 Se cark = p, p 6= 2. Seja C uma curva plana não singu-
lar de grau p+ 1 com infinitos pontos de inflexão. Então C é projetivamente
equivalente a curva dada pela equação

XY p + Y Zp + ZXp = 0.

A demonstração da proposição anterior segue na página 13 de R.Pardini
([14]).
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Caṕıtulo 2

PONTOS DE GALOIS

2.1 Contextualização

Queremos estudar pontos de Galois em curvas planas projetivas em ca-
racteŕıstica positiva. Para isto, precisamos conhecer propriedades de uma
projeção de uma curva no plano projetivo P2(k) sobre uma reta a partir de
um ponto denominado centro de projeção. Este ponto pode estar (ponto in-
terno) ou não (ponto externo) na curva. Vamos começar ilustrando a situação
através de dois exemplos t́ıpicos.

Exemplo 2.1.1

Seja C a cúbica não singular definida pela equação

F (X, Y, Z) = Y 2Z −X3 + Z3.

Considere o ponto P = (0 : 1 : 0) e a reta L : Y = 0. Observe que P ∈ C.
Pensando em L = P1 = {(a : 0 : c) | a, c ∈ k, a 6= 0 ou c 6= 0}, defina a
projeção

π : C \ {P} −→ P1

(a : b : c) 7−→ (a : 0 : c)

Podemos ver a aplicação π da seguinte forma: Considere a reta L′(a:c) que

passa por P e (a : 0 : c), a saber, L′(a:c) : cX − aZ = 0. Então

π(a : b : c) = L ∩ L′(a:c) = (a : 0 : c).

Em coordenadas afins, π é a projeção vertical de C∗ = {(a, b) | b2 = a3 − 1}
sobre o eixo x, isto é π(a, b) = a. Naturalmente para (a : c) ∈ P1 genérico,
existem dois pontos Q, R ∈ C tais que π(Q) = π(R) = (a : c), a saber,

29
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Q = (a : b1 : c) e R = (a : b2 : c), onde b1 e b2 são as duas ráızes da
equação y2c − a3 + c3 = 0. Se (a : c) é um ponto finito, isto é, c 6= 0, então
podemos supor c = 1 e neste caso b1 e b2 são as duas ráızes da equação
y2 = a3 − 1. Quando a3 = 1, esta equação se reduz y2 = 0, portanto ela
possui apenas uma solução (dupla). Esta é uma situação que, na linguagem
clássica, a aplicação π é chamada de um recobrimento duplo de P1. Isto
significa que C ”recobre”a reta projetiva P1 duas vezes no sentido que , para
(a : b) /∈ {(1 : 1), (w : 1), (w2 : 1)}, com w3 = 1 e w 6= 1, tem-se que π−1(a : b)
são dois pontos distintos de C. Essa é a situação geométrica. Do ponto de
vista algébrico, temos que π induz uma inclusão de corpos de funções de
P1 no corpo de funções de C, isto é, k(P1) ⊂ k(C). Ora k(P1) = k(x) e
k(C) = k(x, y) = k(x)[y], onde y2 = x3−1. Assim, k(C) | k(P1) é a extensão
de corpos k(x)[y] | k(x) de grau 2. Portanto informações geométricas da
projeção π podem ser obtidas da extensão k(x)[y] | k(x).

Exemplo 2.1.2

Vamos apresentar um exemplo que apresenta pontos de Galois externos. Con-
sidere a quártica de Fermat C, que pode ser dada pela equação obtida do
polinômio

F (X, Y, Z) = X4 + Y 4 − Z4

Considere o ponto P = (1 : 0 : 0) e a reta L = X = 0. Claramente
P /∈ C e podemos identificar essa reta L com P1 dentro de P2 dado por
P1 = {(0 : b : c) | b, c ∈ k, b 6= 0 ou c 6= 0}. Defina a projeção

π : C −→ P1

(a : b : c) 7−→ (0 : b : c)

Seja L′(b:c) a reta que passa por P e (0 : b : c), a saber, L′(b:c) : cY − bZ = 0.

Temos que π(a : b : c) = L ∩ L′(b:c) = {(0 : b : c)}. Em coordenadas afins, π é

a projeção de C∗ = {(a, b) | b4 = 1 − a4} sobre o eixo Y , isto é, π(a, b) = b.
Para (b : c) ∈ P1 qualquer, existem no máximo quarto pontos Q1, Q2, Q3 e
Q4 tais que π(Qi) = (0 : b : c) com i ∈ {1, 2, 3, 4}, a saber, Qi = (ai : b : c),
onde os ai são as ráızes da equação x4 + b4 − c4 = 0. Se (b : c) não é
um ponto no infinito de P1, isto é, c 6= 0, então podemos supor c = 1 e,
neste caso, os ai são ráızes da equação x4 = 1 − b4, em particular quando
b4 = 1 a equação se reduz a x4 = 0. Do ponto de vista geométrico, isto
significa que dado (b : c) ∈ P1 tem-se que a sua imagem inversa π−1(b : c)
é constitúıda de, no máximo, quatro pontos na curva C. Do ponto de vista
algébrico, temos que π induz uma inclusão do corpo de funções de P1 no
corpo de funções de C, isto é, k(P1) ⊂ k(C). Podemos escrever k(P1) = k(y)
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e k(C) = k(x, y) = k(y)[x], onde x4 = 1− y4, logo k(C) | k(P1)) é a extensão
de corpos de grau 4 : k(x, y) | k(y).

Em geral, seja dada uma curva projetiva não singular C de grau d e uma
projeção πP de C sobre uma reta l com centro de projeção no ponto P . Esta
projeção induz uma extensão de corpos k(C) | k(l). Se P é um ponto sobre
a curva temos que o grau da extensão k(C) | k(l) é igual a d − 1 e se P é
um ponto fora da curva então o grau dessa extensão é igual a d. Este é o
contexto que nos encontramos para estudar os pontos de Galois associados à
curva C.

Definição 2.1.3 Seja C ⊂ P2 uma curva plana projetiva não singular de
grau d > 4. Um ponto P ∈ P2 é um ponto de Galois associado a C se
a projeção πP : C −→ P1 com centro P induz uma extensão de Galois
k(P1) ⊂ k(C) em seus corpos de funções. Chamamos P ∈ P2 de ponto de
Galois inteno (respectivamente externo) de C se P ∈ C (respectivamente
P /∈ C). Denotamos por δ(C) (respectivamente δ′(C)) o número de pontos
de Galois internos (respectivamente externos) de C.

Em caracteŕıstica zero d > 4, Yoshihara (veja [22]) provou que o número de
pontos de Galois internos pode ser igual a zero, um ou quatro e o número
de pontos de Galois externos igual a zero, um ou três. O objetivo dessa
dissertação é estudar o número de pontos de Galois internos e externos de
uma curva plana regular em caracteŕıstica positiva.

As próximas três seções foram baseadas em ([7]) e ([8]) e a última em ([6]).

2.2 Pontos de Galois internos

Nesta seção, vamos considerar corpos de caracteŕıstica p > 2 e a curva C
de grau d ≥ 4 tal que d 6≡ 1 módulo p. No que segue, por simplicidade de
escrita, vamos identificar transformações projetivas de P2 com as matrizes
que representam os correspondentes isomorfismos lineares de k3.

Precisaremos do lema seguinte:

Lema 2.2.1 Seja σ : P2 → P2 um automorfismo não trivial tal que σ3 = IP2.
Suponhamos que σ estabiliza as retas passando pelo ponto (0 : 0 : 1). Então
existe um automorfismo τ : P2 → P2 estabilizando as retas passando por
(0 : 0 : 1) tal que

τ−1στ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 ζ

 ,
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onde ζ é uma raiz cúbica primitiva da unidade.

Demonstração. Suponha que σ seja representado por uma matriz da se-
guinte forma  a b c

d e f
g h ζ

 .
Como a reta X é estável temos que b = c = 0. Da mesma forma, como a
reta Y fica estável por σ então d = f = 0. Além disso, σ também estabiliza
X − Y , portanto, a = e. Logo σ possui um representação da forma

A =

 1 0 0
0 1 0
g h ζ

 .
Por outro lado como σ3 = IP2 , temos

A3 =

 1 0 0
0 1 0

g(1 + ζ) + gζ2 h(1 + ζ) + hζ2 ζ3

 = I3,

onde I3 é a matriz identidade 3×3. Como σ não é o automorfismo identidade,
segue ζ 6= 1. Então ζ é uma ráız cúbica primitiva da unidade. Observe
que (A − I)(A − ζI) = 0, o que significa que o polinômio mı́nimo de A
só possui ráızes simples e, portanto, A é diagonalizável. A forma diagonal
de A é J = diag(1, 1, ζ) e verifica-se facilmente que a matriz que realiza a
diagonalização é

B =

 1 0 0
0 1 0
gζ
ζ−1

hζ
ζ−1 ζ

 .
Naturalmente, temos que A = B−1JB.

Proposição 2.2.2 Seja C uma curva algébrica plana projetiva sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica p > 2 de grau d ≥ 4, sendo
d 6≡ 1 módulo p. Então C possui um ponto de Galois interno P se, e somente
se, é projetivamente equivalente à curva definida por

Xd−1Z +G(Y, Z) (2.1)

onde G é um polinômio homogêneo de grau d em Y e Z, sem ráızes múltiplas
e não diviśıvel por Z.
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Demonstração. Se necessário, após uma mudança projetiva de coordena-
das, podemos supor que P = (1 : 0 : 0) ∈ C. Já que, πP (X, Y, Z) = (Y : Z),

temos que πP (x, y, 1) = (y : 1) na parte afim Z 6= 0, onde x =
X

Z
e y =

Y

Z
.

Assim, obtemos a extensão finita de corpos k(x, y)|k(y). Admita que P seja
um ponto de Galois interno. Então essa extensão (galoisiana) tem grau d−1.
Denote por GP o seu grupo de Galois, que é ćıclico de ordem d − 1. Dado
um elemento σ ∈ GP , fica associado a ele um automorfisno φ : C → C de tal
forma que φ(x, y, 1) = (σ(x), σ(y), 1). A inclusão de uma curva não singular
de grau d ≥ 4 em P2 é uma imersão canônica, portanto, os automorfismos de
C podem ser estendidos a uma transformação projetiva de P2. Assim, por
um abuso de linguagem, podemos dizer que φ é uma transformação projetiva
de P2. Seja Aσ = (aij) uma matriz 3× 3 que representa φ, digamos: a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

 x
y
1

 =

 σ(x)
σ(y)

1

 .
Como σ(y) = y, temos

a11x+ a12y + a13 = σ(x)
a21x+ a22y + a23 = σ(y) = y
a31x+ a32y + a33 = 1,

e f := (a21x + a22y + a23) − (a31x + a32y + a33)y é nulo sobre C. Já que
gr(C) > 2, necessariamente f é o polinômio nulo. Isto acarreta a21 = a23 =
a31 = a32 = 0 e a22 = a33. Podemos assumir a22 = a33 = 1. Se a11 = 1,
então a12 = a13 = 0, pois os elementos (1, 2) e (1, 3) de Ad−1σ são (d − 1)a12
e (d− 1)a13, respectivamente, e d− 1 6≡ 0 módulo p por hipótese. Considere
o homomorfismo injetivo de grupo, det : GP → k − {0}. Como GP é ćıclico
de ordem d− 1, assumindo que σ seja um gerador, então temos a11 = ζ que
é uma ráız (d− 1)-ésima primitiva da unidade. Assim, Aσ tem autovalores ζ
e 1, e é diagonalizável. Portanto, existe uma matriz inverśıvel Q, tal que

QAσQ
−1 =

 ζ 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Consequentemente podemos assumir σ(x) = ζx e temos que σ(xd−1) =
σ(x)d−1 = ζd−1xd−1 = xd−1. Então xd−1 ∈ k(y), dáı podemos escrever
xd−1 + g(y) = 0, onde g é um polinômio de grau d. Ao homogenizar te-
mos, Xd−1Z +G(Y, Z) e obtemos o resultado.
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Corolário 2.2.3 Sob as mesmas hipóteses da proposição 2.2.2, se C possui
um ponto de Galois interno P , então este ponto é uma inflexão de ordem
(d − 2) e há d inflexões de ordem (d − 3) e, além disso, a reta tangente em
cada uma dessas inflexões contém P .

Demonstração. Suponha que C possua um ponto de Galois interno. Então,
pela proposição anterior, C é projetivamente equivalente à curva definida por
F = F (X, Y, Z) = Xd−1Z +G(Y, Z). A reta tangente a (F ) num ponto R é
dada por

TR : X((d− 1)Xd−2Z) + Y GY (Y, Z) + Z(GZ(Y, Z) +Xd−1).

Assim, a reta Z = 0 é a reta tangente no ponto de Galois P = (1 : 0 : 0) e
intercecta C somente em P , uma vez que

IP (Xd−1Z +G(Y, Z), Z) = IP (G(Y, Z), Z) = d.

Portanto P é uma inflexão de ordem d − 2. Agora vamos encontrar as de-
mais inflexões de C (que estão na parte afim, isto é, Z 6= 0). Considere as
deshomogenizações f(x, y) = F (x, y, 1) e g(y) = G(y, 1). A matriz hessiana
de f é dada por

h(f) =

 fxx fxy fx
fxy fyy fy
fx fy 0



=

 (d− 1)(d− 2)xd−3 0 (d− 1)xd−2

0 g”(y) g′(y)
(d− 1)xd−2 g′(y) 0


Segue que

det(h(f)) = −(d− 1)xd−3[(d− 2)(g′(y))2 + (d− 1)xd−1g”(y)]

Um ponto finito de C é uma inflexão se, e somente se, o posto de h(f) é
estritamente menor que 3 nesse ponto. Se x = 0 então g(y) = 0 e, como
g(y) tem grau d e é um polinômio separável, então essa equação tem d ráızes
distintas. Seja Q ∈ C um ponto situado na reta X = 0. Podemos assumir
que G não tem o termo Zd e Q = (0 : 0 : 1). Então a reta tangente TQ em Q
é TQ = Y GY (Y, Z), ou seja, Y = 0, assim C

⋂
TQ = {Q,P}. Pela razão de

TQ não ser tangente a C em P , temos que IQ(C, TQ) = d − 1, logo o ponto
Q é uma inflexão de ordem d − 3. Assim provamos que a reta tangente em
Q contém P e o ponto Q é uma inflexão de ordem d− 3.
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Teorema 2.2.4 Seja C ⊂ P2 uma curva não singular de grau d ≥ 4 sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica p > 2, onde d 6≡ 1 módulo
p. Então δ(C) = 0, 1 ou 4. Se δ(C) = 4, então d = 4. Além disso, para
um ponto P de Galois interno, o grupo de Galois GP é um grupo ćıclico de
ordem d− 1.

Demonstração. O Corolário 2.2.3 afirma que para cada ponto de Galois
interno em C existem d inflexões de ordem d− 3 e o ponto de Galois é uma
inflexão de ordem d− 2. Ainda pelo Corolário 2.2.3 e Lema 1.6.2, obtemos
a seguinte desigualdade:

δ(C)((d− 2) + d(d− 3)) ≤ 3d(d− 2).

Suponha que δ(C) ≥ 2 e seja Q outro ponto de Galois. Seja σ um gerador de
GP e φσ : C → C o automorfismo correspondente a σ. Se φσ(Q) = Q então
Q deve estar situado na reta X = 0 (pela forma da matriz representando σ
como na prova da Proposição 2.1), ou seja σ(y) = y, os pontos que ficam
fixos. Então Q não é um ponto de Galois, pois os pontos de C em X = 0
são inflexões da ordem (d − 3). Portanto temos que φσ(Q) 6= Q. Então
Q2 = φσ(Q) é também um ponto de Galois em C, pois a imagem de um ponto
de Galois por uma transformação projetiva é também um ponto de Galois e
assim φσ(C) = C. Notemos que φτ (Q) 6= Q para algum elemento τ ∈ GP

diferente da identidade, por isso φσ(α, β) = (ζα, β) se Q = (α, β) (como na
prova da Proposição 2.1). Desta forma obtemos d pontos de Galois. Pela
desigualdade d ≤ 4 e por hipótese d ≥ 4, logo d = 4 e δ(C) = 4. Dáı temos
que cada ponto de Galois determina quatro pontos de inflexões ordinários,
segue que δ(C) · 6 ≤ 24, portanto δ(C) ≤ 4. Se C é uma quártica genérica,
então δ(C) = 0, pois não possui pontos P tais que IP (C, TP ) = 4.

A demonstração do lema seguinte pode ser encontrado em H. Yoshihara
([22]).

Lema 2.2.5 Sob as mesmas condições acima, um ponto Q = (a, b) ∈ C é
um ponto de Galois se, e somente se, g22 = 3g1g2, onde gi é a parte homogênea
de g(x, y) = f(x+ a, y + b) de grau i.

Proposição 2.2.6 Seja C uma curva plana não singular de grau d = 4 sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica p ≥ 5. Então δ(C) = 4 se,
e somente se, C é projetivamente equivalente a curva dada por X3Z+Y 4+Z4.

Demonstração. Seja S(X, Y ) = Z3Y + S4(X, Y ) a forma padrão, onde
S4(X, Y ) é um polinômio homogêneo de grau 4. Seja τ = [cij] uma trans-
formação projetiva satisfazendo λSτ = G onde

G = G(X, Y, Z) = Z3g1 + Z2g2 + Zg3 + g4
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e λ uma constante não nula. Escreva

τ(X, Y, Z) = [cij] =

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 X
Y
Z

 =

 X ′

Y ′

Z ′

 .
isto é,

X ′ = c11X + c12Y + c13Z,
Y ′ = c21X + c22Y + c23Z,
Z ′ = c31X + c32Y + c33Z.

Assim,

λSτ (X, Y, Z) = λS(τ(X, Y, Z)) = λS(X ′, Y ′, Z ′) =

= λ[(c31X + c32Y + c33Z)3(c21X + c22Y + c23Z) + S4(X
′, Y ′)].

Observe que como τ fixa o ponto (0, 0) temos que c13 = c23 = 0. Para
encurtar as expressões vamos escrever W = c31X + c32Y e U = c21X + c22Y .
Assim,

λSτ (X, Y, Z) = λ[(W + c33Z)3U + S4(X
′, Y ′)] =

= λ[(W 3 + 3c33W
2Z + 3c233WZ2 + c333Z

3)U + S4(X
′, Y ′)] =

= λ(c333UZ
3 + 3c233WUZ2 + 3c33W

2UZ +W 3U + S4(X
′, Y ′)).

Seguem as seguintes igualdades:

g0 = 0

g1 = λc333(c21X + c22Y )

g2 = 3λc233(c21X + c22Y )(c31X + c32Y )

g3 = 3λc33(c21X + c22Y )(c31X + c32Y )2

Daqui obtemos que g22 = 3g1g3 e

g4 = X ′4 +X ′3Y ′ +X ′2Y ′2 +X ′Y ′3 + Y 4 =

= c411X
4 + c311c22X

3Y + c211c
2
22X

2Y 2 + c11c
3
22XY

3 + c422Y
4 =

= c411X
4 +XY (c311c22X

2 + c211c
2
22XY + c11c22Y

2) + c422Y
4 =

= c411X
4 +XY g2 + c422Y

4.
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Tomando (cij) a matriz identidade, g1 = Y , g2 = 0, g3 = 0 e g4 = X4 + Y 4.
Substituindo em G(X, Y, Z) = Z3g1 + Z2g2 + Zg3 + g4 = Z3Y + X4 + Y 4.

Exemplo 2.2.7 Seja C uma quártica definida sobre um corpo algebrica-
mente fechado e de caracteŕıstica p > 3 dada pela equação

ZX3 + a4Y
4 + a3Y

3Z + a2Y
2Z2 + a1Y Z

3 = 0.

Vamos determinar os seus pontos de Galois.

Observe que a reta tangente a C no ponto P = (1 : 0 : 0) ∈ C é a reta do
infinito Z = 0 e IP (ZX3 +a4Y

4 +a3Y
3Z+a2Y

2Z2 +a1Y Z
3, Z) = 4. Assim,

P é o único ponto dessa reta tangente que está em C e, naturalmente é uma
inflexão de ordem 2. Agora, para Z 6= 0, isto é, na parte finita de C, podemos
considerar a sua equação afim, a saber, f(x, y) = x3+a4y

4+a3y
3+a2y

2+a1y =
0. O determinante da matriz hessiana é

det(h(f)) = −9x4(12a4y
2 + 6a3y + 2a2)

2 − 6x(4a4y
3 + 3a3y

2 + 2a2y + a1).

Se x = 0 então f(0, y) = a4y
4 + a3y

3 + a2y
2 + a1y tem quatro ráızes distintas

e cada uma delas é uma inflexão de ordem 1. Logo, o único ponto de Galois
é o ponto do infinito P = (1 : 0 : 0).

Observação 2.2.8

Se a caracteŕıstica do corpo for 3 então det(h(f)) = 0 é identicamente nulo.
Isto significa que a aplicação dual é inseparável.

2.3 Pontos de Galois externo

Nesta seção, vamos supor que C seja uma curva plana algébrica projetiva
não singular de grau d ≥ 4 sobre um corpo algebricamente fechado de carac-
teŕıstica p > 2 e que d 6≡ 0 módulo p.

Proposição 2.3.1 Nas condições acima, a curva C tem um ponto de Galois
externo se, e somente se, ela é projetivamente equivalente à curva dada por

F (X, Y, Z) = Xd +G(Y, Z), (2.2)

onde G é um polinômio homogêneo de grau d em Y , Z sem ráızes múltiplas.
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Demonstração. A prova segue o mesmo roteiro do caso anterior de pontos
de Galois internos. Se necessário, após uma mudança projetiva de coor-
denadas, podemos supor que o ponto P = (1 : 0 : 0) /∈ C. Considere a
projeção πP (X, Y, Z) = (Y : Z), que na parte afim pode ser vista como

πP (x, y, 1) = (y : 1), onde x =
X

Z
e y =

Y

Z
. Então temos a extensão finita

corpos k(x, y) | k(y). Suponhamos que P seja um ponto de Galois externo
de C. Então a extensão k(x, y) | k(y) é galoisiana de grau d. Como an-
tes, vamos denotar por GP o seu grupo de Galois, que é ćıclico de ordem
d. Cada elemento σ ∈ GP determina o automorfismo φ : C → C tal que
φ = (σ(x) : σ(y) : 1). Novamente, como a inclusão de uma curva não sin-
gular de grau d ≥ 4 em P2 é uma imersão canônica, o automorfismo de C
pode ser estendido a uma transformação projetiva de P2, que a denotamos
ainda por φ. Seja Aσ = (aij) uma matriz 3 × 3 que representa φ. Como
σ(y) = y segue que α := (a21x + a22y + a23) − (a31x + a32y + a33)y é nulo
sobre C. Como gr(C) > 2, necessariamente α é o polinômio nulo. Isto acar-
reta a21 = a23 = a31 = a32 = 0 e a22 = a33. Sem perda de generalidade,
podemos assumir a22 = a33 = 1. Se a11 = 1, então a12 = a13 = 0, pois os
elementos de Adσ nas posições (1, 2) e (1, 3) são respectivamente da12 e da13, e
d 6≡ 0 módulo p por hipótese. Considere o homomorfismo injetivo de grupos,
det : GP → k − {0} (lembre-se que GP é ćıclico de ordem d). Assuma que
σ ∈ GP seja um gerador, então temos que a11 = ζ que é uma ráız d-ésima
primitiva da unidade. Assim Aσ tem autovalores ζ e 1, e é diagonalizável.
Portanto, existe uma matriz Q, tal que

QAσQ
−1 =

 ζ 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Consequentemente podemos assumir σ(x) = ζx e temos que

σ(xd) = σ(x)d = ζdxd = xd.

Então xd ∈ k(y), pode ser escrito como xd+g = 0, onde g é um polinômio em
y de grau ≤ d. Ao homogenizar temos, Xd +G(Y, Z) e obtemos o resultado
que queremos.

Corolário 2.3.2 Com as mesmas hipóteses acima, se a curva C (de grau
d) tem um ponto de Galois externo, então existem d inflexões de ordem d−2
e cada uma das retas tangentes (inflexionais) contém este ponto.

Demonstração. Se C possui um ponto de Galois externo, pela proposição
anterior ela é projetivamente equivalente à curva definida pelo polinômio



CAPÍTULO 2. PONTOS DE GALOIS 39

dado em (2.2). Pelo teorema de Bézout e por este polinômio possuir apenas
ráızes simples, a reta X = 0 intersecta C em exatamente d pontos. Seja
Q ∈ C um ponto posicionado na reta X = 0. Após uma posśıvel mudança
projetiva de coordenadas, podemos assumir que G contém o termo Zd e que
Q = (0 : 0 : 1). Segue que a reta tangente a C em Q é

TQ = X(dXd−1) + Y (GY (Y, Z)) + Z(GZ(Y, Z)),

isto é, TQ é a reta Z, uma vez que GZ(Y, Z) 6= 0. Segue que

IQ(Xd +G(Y, Z), Z) = IQ(Xd + Y d, Z) = d, .

Logo a reta Z = 0 intersecta C somente em Q e, além disso, contém o ponto
de Galois externo (infinito).

Teorema 2.3.3 Seja C ⊂ P2 uma curva plana algébrica projetiva não sin-
gular de grau d ≥ 4 sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
p > 2, onde d 6≡ 0 módulo p. Seja ainda δ′(C) a quantidade de pontos de
Galois externos de C. Tem-se

(1) Se d 6≡ 1 módulo p então δ′(C) = 0, 1 ou 3.

(2) Se d ≡ 1 módulo p e C tem um a aplicação dual separável então δ′(C) =
0 ou 1.

(3) Para um ponto P de Galois externo, o grupo de Galois GP induzido
pelo ponto de Galois P é um grupo ćıclico de ordem d.

Demonstração. O Corolário (2.3.2) afirma que para cada ponto de Galois
externo P , temos d inflexões da ordem d−2. Também pelo Corolário (2.3.2)
e Lema (1.6.2), obtemos a desigualdade seguinte

δ′(C)((d− 2) + (d− 1)(d− 2)) ≤ 3d(d− 2), isto é, δ′(C) ≤ 3.

Suponha δ′(C) ≥ 2 e seja Q outro ponto de Galois externo (além de P ).
Seja σ um gerador do grupo de Galois GP e φσ : C → C o automorfismo
correspondente a σ. Podemos assumir que φσ(Q) 6= Q. Então φσ(Q) é
também um ponto de Galois para C, pois a imagem de um ponto de Galois
por uma transformação projetiva é também um ponto de Galois e assim
φσ(C) = C. Deste modo, obtemos (d + 1) pontos de Galois, que posiciona
em uma reta comum.

Isto contradiz a condição que d ≥ 4. Portanto φσ(Q) = Q, com isso Q
deve posicionar na reta X = 0.



CAPÍTULO 2. PONTOS DE GALOIS 40

Se d 6≡ 1 módulo p, então C é uma curva regular com finitos pontos de
inflexão, logo pela desigualdade acima δ′(C) ≤ 3. Segue que δ′(C) = 0, 1 ou
3. Se d ≡ 1 módulo p e C tem uma aplicação dual separável, então δ′(C) ≤ 1,
logo δ′(C) = 0 ou 1.

Exemplo 2.3.4 Seja C ⊂ P2 uma quártica não singular sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteŕıstica 3. Estudaremos os seus pontos de
Galois externos.

De acordo com as hipóteses desta seção p > 2, d ≥ 4 e d 6≡ 0 módulo p, dada
uma curva C projetivamente equivalente a curva determinada por

X4 + a4Y
4 + a3Y

3Z + a2Y
2Z2 + a1Y Z

3 + a0Z
4,

Após uma mudança conveniente de coordenadas, podemos re-escrever este
polinômio sob a forma

X4 + b3Y
3Z + b2Y

2Z2 + b1Y Z
3.

Como C é não singular, necessariamnte b1 ou b3 são não nulos. Então, no-
vamente mudando coordenadas podemos supor que a equação de C é da
forma

X4 + Y 3Z + aY 2Z2 + Y Z3, com a ∈ k.
Esta equação apresenta uma simetria nas indeterminadas Y e Z. Então
podemos pensar nas duas equações afins: f(x, y) = x4 + y3 + ay2 + y e
f̃(x, z) = x4 + z + az2 + z3. Vamos obter os resultados para o polinômio
f(x, y). Resultados análogos podem ser obtidos para f̃(x, y).

h(f(x, y)) =

 0 0 x3

0 2a 2ay + 1
x3 2ay + 1 0

 ,
Então det(h(f(x, y))) = −ax6, que é identicamente zero quando a = 0. Neste
caso, a aplicação dual é inseparável. No outro caso a curva C tem a aplicação
dual separável. Vamos calcular os pontos de inflexões em Z 6= 0 neste caso.
Para x = 0 temos f(0, y) = y3 + ay2 + y que apresenta tres ráızes distintas:
y1 = 0, y2 = α e y3 = β. Temos então os 4 pontos de inflexão Q1 = (0 : 0 : 1),
Q2 = (0 : α : 1), Q3 = (0 : β : 1) e Q4 = (0 : 1 : 0) sobre a reta X = 0, sendo
Q4 um ponto no infinito. Para calcular a ordem dessas inflexões, podemos
calcular as multiplicidades de intersecção da curva com a reta tangente em
cada ponto. Efetuando os cálculos, utilizando as propriedades do ı́ndice
de intersecção obtemos que cada reta tangente inflexional em cada ponto
desses intersecta C com multiplicidade 4. Assim a ordem de cada uma dessas
inflexões é 2.
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2.4 Pontos de Galois para curvas de grau p

Vamos estudar, nesta seção, os pontos de Galois de uma curva algébrica plana
projetiva não singular C de grau p sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteŕıstica p > 3.

Proposição 2.4.1 Seja C uma curva algébrica plana projetiva não singular
de grau p e suponha que ela possua um ponto de Galois interno. Então o
número de inflexões internas de C é p + (p − 1)e + 1, com 0 ≤ e ≤ 2p − 3
(não contando com multiplicidades).

Demonstração. De acordo com a equação (2.1) na Proposição 2.2.2, consi-
dere F = Xp−1Z +G(Y, Z) (d = p), existe inflexão em C com Z 6= 0. Sejam
f(x, y) = F (x, y, 1) e g(y) = G(y, 1). Temos que

h(f(x, y)) =

 (p− 1)(p− 2)xp−3 0 (p− 1)xp−2

0 g′′(y) g′(y)
(p− 1)xp−2 g′(y) 0

 .
Assim det(h(f(x, y))) = −xp−3(2(g′)2 + xp−1g′′).

Se x = 0, pela equação da curva, temos que g(y) = 0, que possui p ráızes.

Se x = 0 e (2(g′)2 + xp−1g′′) = 0 então g = g′ = 0 e, como a curva é regular,
então não há ráızes neste caso.

No caso em que x 6= 0 e (2(g′)2 +xp−1g′′) = 0, utilizando a equação da curva,
obtemos 2(g′)2 − gg′′ = 0. Para cada raiz da equação, temos p− 1 inflexões
com xp−1 + g = 0. Seja e o número de ráızes de 2(g′)2 − gg′′ = 0 e escreva
g(y) = apy

p + ap−1y
p−1 + · · ·+ a0, dáı temos

g′(y) = papy
p−1 + (p− 1)ap−1y

p−2 + · · ·+ a1 =

= (p− 1)ap−1y
p−2 + · · ·+ a1

g′′(y) = (p− 1)(p− 2)ap−1y
p−3 + · · ·+ 2a2.

Como gr(g′) ≤ p− 2 e gr(gg′′) ≤ 2p− 3, temos que 0 ≤ e ≤ 2p− 3.

Agora, no caso em que Z = 0, temos que F (X, Y, Z) = G(Y, 0) = 0. Es-
crevendo, G(Y, Z) = apZ

p + ap−1Z
p−1Y + · · · + a0Y

p, temos que G(Y, 0) =
a0Y

p = 0, o que acarreta Y = 0. A multiplicidade de interseção entre F e
Z no ponto P = (1 : 0 : 0) é IP (Xp−1Z +G(Y, Z), Z) = IP (G(Y, Z), Z) = p.
Logo a quantidade de inflexões em Z = 0 é igual a 1.
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Finalmente, efetuando a contagem da quantidade de inflexões em C temos
δ(C) = p + (p − 1)e + 1, onde 0 ≤ e ≤ 2p − 3 e obtemos o resultado que
queŕıamos.

Proposição 2.4.2 Uma curva plana algébrica projetiva não singular C de
grau p sobre um corpo de caracteŕıstica p tem um ponto de Galois externo
se, e somente se, ela é projetivamente equivalente à curva dada por

Xp −XZp−1 +G(Y, Z) (2.3)

onde G é um polinômio homogêneo de grau p tal que o monômio Y p−1Z
ocorre efetivamente.

Demonstração. Podemos supor que o ponto P = (1 : 0 : 0) não esteja

sobre C. Desde que πP (x, y, 1) = (y, 1) na parte afim Z 6= 0, onde x =
X

Z
e

y =
Y

Z
. Vamos assumir que P seja um ponto de Galois externo. Então temos

a extensão de Galois k(x, y) |k(y) de grau p. Seja Gp o grupo de Galois dessa
extensão. Dado um automorfismo σ ∈ GP , temos o automorfismo φ : C → C
tal que φ = (σ(x) : σ(y) : 1). Como antes, seja Aσ = (aij) uma matriz que
representa φ, da seguinte forma: a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

 x
y
1

 =

 σ(x)
σ(y)

1

 .
Como σ(y) = y, temos

a11x+ a12y + a13 = σ(x)
a21x+ a22y + a23 = σ(y) = y
a31x+ a32y + a33 = 1,

e temos que α := (a21x + a22y + a23) − (a31x + a32y + a33)y é zero sobre
C. Novamente, isto acarreta que a21 = a23 = a31 = a32 = 0 e a22 = a33.
Podemos assumir a22 = a33 = 1. Já que Apσ é a matriz identidade, temos
a11 = 1. Denote a12 = a e a13 = b. Dada a transformação projetiva ψ tal
que ψ(X, Y, Z) = (X : Z : aY + bZ) se a 6= 0 ou ψ = (X : Y : aY + bZ) se
b 6= 0. Então ψ(P ) = P e

ψσψ−1 =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

 .
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Dáı temos que σ(x) = x+ 1. Então

σ(xp) = σ(x)p = (x+ 1)p = xp + 1, e σ(xp − x) = xp − x ∈ k(y)

Logo, podemos escrever xp − x = g(y) para algum polinômio g(y) de grau
menor ou igual a p. Assim, C é projetivamente equivalente à curva,

Xp −XZp−1 +G(Y, Z),

onde G(Y, Z) é um polinômio homogêneo de grau p.

Para finalizar devemos concluir que o coeficiente de Y p−1Z é não nulo. Es-
crevaG(Y, Z) = apY

p+ap−1Y
p−1Z+ap−2Y

p−2Z2+· · ·+a2Y 2Zp−2+a1Y Z
p−1+

a0Z
p. Calculando as derivadas parciais de F , temos

FX = −Zp−1,

FY = ap−1(p− 1)Y p−2Z + ap−2(p− 2)Y p−3Z2 + · · ·+ 2a2Y Z
p−2 + a1Z

p−1,

FZ = XZp−2 + ap−1Y
p−1 + 2ap−2Y

p−2Z + · · ·+ a2(p− 2)Y 2Zp−3 + a1(p− 1)Y Zp−2.

Pela suavidade de C o coeficiente de Y p−1Z não é zero.

Corolário 2.4.3 Seja C uma curva algébrica plana projetiva não singular
de grau p sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica p. Se C
possui um único ponto de Galois externo, então o número de inflexões em C
é igual a pe′+ 1 onde 1 ≤ e′ ≤ p− 3 (quando não contamos multiplicidades).

Demonstração. De acordo com a equação (2.3) na proposição (2.4.2),
considere o polinômio F = Xp −XZp−1 + G(Y, Z) que define C, após uma
eventual mudança projetiva de coordenadas. Note que a reta Z = 0 intersecta
C somente em um ponto Q, pois IQ(F,Z) = p. Logo temos uma inflexão
em Q de ordem p − 2. Seja f(x, y) = F (x, y, 1) e g(y) = G(y, 1). Vamos
determinar as inflexões de C com Z 6= 0.

h(f(x, y)) =

 p(p− 2)xp−2 0 pxp−1 − 1
0 g′′(y) g′(y)

pxp−1 − 1 g′(y) 0

 .
Segue que det(h(f(x, y))) = g′′(y). Seja e′ o grau de det(h(f(x, y))). Então
0 ≤ e′ ≤ p−3. Se e′ = 0 então g′′(y) é uma constante e portanto o coeficiente
de yp−1 é nulo em g(y), e neste caso C tem um ponto singular, o que é uma
contradição. Então 1 ≤ e′ ≤ p− 3. Para cada raiz y da equação g′′(y) temos
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p inflexões com xp−x+g(y) = 0. Logo o número de inflexões em C é pe′+1,
onde 1 ≤ e′ ≤ p− 3.

Vamos mostrar agora que δ′(C) = 1. Para o ponto de Galois externo P ,
existem e′ retas que contém P e p inflexões em C. Isto mostra que δ′(C) = 1
se e′ > 1. Se e′ = 1 então podemos assumir g′′ = yl para algum 1 ≤ l ≤
p − 3. Pela suavidade de C, l deve ser p − 3. Dáı temos que G(Ŷ , Ẑ) =

Ŷ p + a1Ŷ
p−1Ẑ + a2Ŷ Ẑ

p−1 + a3Ẑ
p, ao fatorar G(Ŷ , Ẑ) em fatores lineares e

fazendo Y = Ŷ −b1Z e Z = Y +c1Ẑ, a equação (2.3) torna-se Xp−XZp−1+
Y p−1Z+aY Zp−1, com a ∈ k. O ponto de Galois P = (1 : 0 : 0) é a interseção
das retas Z = 0 e Y = 0, sendo Z = 0 a reta tangente em Q = (0 : 1 : 0) e a
reta Y = 0 contém p inflexões. Portanto, δ′(C) precisa ser 1.

Teorema 2.4.4 Seja C ⊂ P2 uma curva não singular de grau p sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica p > 3. Então

δ(C) ≤ 1 e δ′(C) ≤ 1.

Além disso, δ(C) = δ′(C) = 1 se, e somente se, C é projetivamente equiva-
lente à curva dada por Xp −XZp−1 + Y p−1Z.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.4 temos que δ(C) = 0, 1 ou 4, e δ(C) = 4
se e, somente se, d = 4. Como o grau de C é um primo p, então δ(C) 6 1.
Segue diretamente do Corolário 2.4.3 que δ′(C) 6 1.

Suponha δ(C) = δ′(C) = 1 e queremos mostar que C é projetivamente
equivalente à curva definida por Xp−XZp−1+Y p−1Z. Pela Proposição (2.4)
e Corolário (2.3), temos que, p+(p−1)e+1 = pe′+1, isto é, p(1+e)−e = pe′.
Logo e = 0 e e′ = 1 e dáı segue que C tem p+ 1 inflexões e é projetivamente
equivalente à curva Xp − XZp−1 + Y p−1Z + aY Zp−1. Seja Q = (a : 1 : 0),
então a reta tangente a C em Q é TQ : {Z = 0}. Como C tem um ponto
de Galois interno, ela é projetivamente equivalente a Y p−1Z+G(X,Z) (após
uma posśıvel mudança projetiva de coordenadas). Dáı temos que a = 0 e C
é projetivamente equivalente a Xp −XZp−1 + Y p−1Z.

2.5 Pontos de Galois em curvas quárticas em

caracteŕıstica 3

Nesta seção, vamos estudar um caso espećıfico em caracteŕıstica p = 3, a
saber, uma quártica não singular C, dentro do caso d ≡ 1 mod p.
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Proposição 2.5.1 Uma quártica não singular C ⊂ P2 sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteŕıstica 3 tem um ponto de Galois interno se, e
somente se, ela é projetivamente equivalente a uma das curvas

(1) X3Z −XZ3 + Y 4 + a3Y
3Z + a2Y

2Z2 + a1Y Z
3

(2) X3Y −XY Z2 + a3Y
3Z + a2Y

2Z2 + a1Y Z
3 + Z4,

onde os ai (i = 1, 2, 3) são constantes. Na curva (2) a3 6= 0. Além disso, a
aplicação dual de C é inseparável se, e somente se, a2 = 0 na curva (1).

Demonstração. A prova da primeira parte é análoga à prova da proposição
2.4.2, onde podemos escrever σ(x) = x+ 1. Temos que

x3 − x = x(x+ 1)(x+ 2),

fazendo

σ(x(x+ 1)(x+ 2)) = σ(x)σ(x+ 1)σ(x+ 2) = x(x+ 1)(x+ 2) = x3 − x.

Portanto x3 − x ∈ k(y) e, assim podemos escrever x3 − x =
g(y)

h(y)
, onde g(y)

e h(y) são polinômios. Como gr(C) = 4, necessariamente, gr(g) ≤ 4 e
gr(h) ≤ 1. No caso em que gr(h) = 0 temos que a curva é projetivamente
equivalente à curva definida em (1). Se gr(h) = 1, podemos supor h(y) = y
e vamos ter que C é projetivamente equivalente à curva definida em (2).

Para provar as demais afirmações considere a curva no caso (1):

f1(x, y) = x3 − x+ y4 + a3y
3 + a2y

2 + a1y.

Para Z 6= 0, temos:

h(f1(x, y)) =

 0 0 −1
0 2a2 y3 + 2a2y + a1
−1 y3 + 2a2y + a1 0

 .
Assim temos det(h(f1(x, y))) = a2.

No caso da curva (2) temos f2(x, z) = x3 − xz + a3z + a2z
2 + a1z

3 + z4. No
caso em que Y 6= 0, temos:

h(f2(x, z)) =

 0 z −1
Z x+ 2a2 xz + a3 + 2a2z + z3

−z2 xz + a3 + 2a2z + z3 0

 .
Então, det(h(f2(x, z))) = z3(a3 + z3). Concluimos que det(h(f1(x, y))) = 0
se, e somente se, a2 = 0 e det(h(f2(x, z))) é um polinômio não nulo.
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Corolário 2.5.2 Assuma as mesmas hipóteses acima. Um ponto de Galois
em uma quártica C é uma inflexão de ordem 2. Além disso, se a aplicação
dual de C é separável e possui um ponto de Galois interno então δ(C) = 1 e
o número de inflexões em C é 1 ou 5.

Demonstração. Seja P = (1 : 0 : 0). Na curva definida pela equação (1),
temos que a reta tangente a C em P é Z = 0 e IP (C,Z) = 4. Logo P é uma
inflexão de ordem 2 e Z intercepta C somente em P . Se Z 6= 0, considere
f1(x, y) = x3 − x + y4 + a3y

3 + a2y
2 + a1y. Como a aplicação dual de C

é separável, temos que det(h(f1(x, y))) = a2 é não nulo. Logo não existem
inflexões em C com Z 6= 0. Segue que C tem somente um ponto de Galois
interno e uma inflexão.

No caso da curva definida pela equação (2), temos que a reta tangente a C
em P é Y = 0, que intercecta C somente em P , que é uma inflexão de ordem
2. No caso em que Y 6= 0, considere f2(x, z) = x3−xz+a3z+a2z

2+a1z
3+z4.

Temos que det(h(f2)) = z3(a3 + z3). Vamos determinar as inflexões.

No caso em que z = 0 temos que f2(x, 0) = x3, isto é, x = 0. Considere
Q = (0 : 1 : 0). A reta tangente em Q é Z = 0 e, logo Q é uma inflexão de
ordem 1 que contém o ponto P .

No caso em que z = 3
√
−a3 temos que x3−( 3

√
−a3)2x+a2( 3

√
−a3)2−a1a3 = 0

tem três ráızes. Logo a curva dada por (2) tem cinco inflexões. Os três pontos
dados por z = 3

√
−a3 não podem ser pontos de Galois, pois para cada um

desses pontos P ′, não existe uma inflexão na qual a reta tangente contenha
P ′, logo a curva dada pela equação (2) tem somente um ponto de Galois.

Exemplo 2.5.3 Seja F (X, Y, Z) = X3Y − XY Z2 + Y 3Z + Z4. Podemos
verificar que a curva C definida por F tem apenas um ponto de Galois e
quatro inflexões de ordem 1.

Seja P = (1 : 0 : 0). A reta tangente a C em P é Y = 0 e, logo IP (F, Y ) = 4.
Assim P é uma inflexão de ordem 2. Como f(x, z) = x3−xz2 +z+z4, temos
que det(h(x, z)) = z3(z3 + 1). Se z = 0 então f(x, 0) = x3 e, logo, x = 0. Se
z = −1, temos que f(x,−1) = x3 − x que tem três raizes. Dáı temos uma
inflexão de ordem 2, que é o ponto de Galois, e quatro inflexões de ordem 1.

Teorema 2.5.4 Seja C ⊂ P2 uma curva não singular de grau 4 sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 3. Se a aplicação dual de C é
separável, então

δ(C) + δ′(C) ≤ 1.
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Demonstração. Se a aplicação dual de C é separável e C possui um ponto
de Galois interno então δ(C) = 1 e o número de inflexões em C é um ou cinco.
Se a aplicação dual de C é separável então tem apenas quatro inflexões e δ′(C)
é no máximo 1. Portanto podemos concluir o resultado.

Teorema 2.5.5 Seja C ⊂ P2 uma curva não singular de grau 4 sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 3, temos que δ(C) + δ′(C) ≥
1 se, e somente se, C é projetivamente equivalente à curva de Fermat X4 +
Y 4 + Z4.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que a curva definida pelo
polinômio F1 = X3Z −XZ3 + Y 4 + a3Y

3Z + a2Y
2Z2 + a1Y Z

3 com a2 = 0 é
projetivamente equivalente à curva de Fermat. Se a3 = a1 = 0 então podemos
reduzir F1 a X3Z−XZ3+Y 4. Caso contrário, consideremos a3 6= 0, obtemos
F1 da seguinte forma, X3Z −XZ3 + Y 4 + a3Y

3Z. Dáı, sejam α ∈ k tal que
α9 + α + a33 = 0, c a raiz cúbica de α e β ∈ k tal que β3 − β − c4 = 0. A
mudança de indeterminadas

X̂ = X − (αY + βZ)

Ŷ = Y − cZ,
Ẑ = Z

transforma F1 em X̂3Ẑ − X̂Ẑ3 + Ŷ 4. Fazendo X̂ = u1X1 + v1Z1 e Ẑ =
u2X1+v2Z2, obtemos que F1 é projetivamente equivalente a curva de Fermat.

Seja F2 = X4 + a3Y
3Z + a2Y

2Z2 + a1Y Z
3, com a2 = 0, podemos obter que

a curva é projetivamente equivalente à curva de Fermat.
Nas curvas F1 temos um ponto de Galois interno e em F2 um ponto de Galois
externo, logo a curva de Fermat X4 + Y 4 +Z4 tem pontos de Galois interno
e externo, segue que

δ(C) + δ′(C) ≥ 2.

Então, pelo teorema 2.5.4, a aplicação dual é inseparável. Neste caso, temos
que a curva C é projetivemente equivalente à curva de Fermat.
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