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RESUMO

A pesquisa desenvolvida no presente trabalho apresenta uma metodologia analitica
de solucdo de um problema dindmico ndo homogéneo, através do Método de
Separacdo de Varidveis. Esta iniciativa tem o objetivo de colaborar para o
estabelecimento de um banco de solu¢des analiticas que possa servir para validar
as respostas dos meétodos numéricos quando aplicados em diferentes areas no
estudo de ondas. Verifica-se que a disponibilidade de solu¢des analiticas na area de
propagacfes de ondas em meios heterogéneos € muito reduzido, necessitando
assim de contribuicbes que possam qualificar com maior precisao os resultados de
diversas técnicas numéricas.

O Método de Separacao de Variaveis permite solucionar alguns destes problemas
de grande complexidade reduzindo o modelo diferencial parcial em um conjunto de
equacles diferenciais ordinarias para cada variavel independente. Em razdo da
complexidade do presente problema, funces especiais aparecem, entdo requerem
uma manipulacdo matemética sofisticada e o auxilio de um programa computacional
gue resolva os algebrismos e as integrais mais complexas. As respostas sao dadas
em termos de deslocamentos, aproximados por um namero finito de termos numa

série composta de funcdes especiais.

Palavras-chave: Meétodo de Separacdo de Varidveis, Solugbes Analiticas,

Problemas Nao Homogéneos.



Abstract

The research involved in this work presents an analytical methodology for the
solution of an inhomogeneous dynamic problem by the Method of Separation of
Variables. This initiative aims to contribute to the establishment of a database of
analytical solutions that can serve to validate the responses of numerical methods
when applied in different areas in the study of waves. It can be pointing out that the
availability of analytical solutions concerning the branch of wave propagation in
heterogeneous media is greatly reduced, thus requiring contributions that can
validate with greater accuracy the results of various numerical techniques.

The Method of Separation of Variables resolve some of these problems of great
complexity by reducing the partial differential equations in a set of ordinary differential
equations for each independent variable. Due to the complexity of the problem
approached, special functions appear in modeling requiring sophisticated
mathematical manipulation and the aid of a computer program that solves the
algebrisms and more complex integrals. The solutions are given in terms of
displacements approximated by a finite number of terms in a series consisting of

special functions.

Keywords: Method of Separation of Variables, Analytical Solutions, Non
Homogeneous Problems.
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1 INTRODUCAO

1.1 Comentarios Preliminares

As Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) modelam diversos problemas
geométricos, fisicos, quimicos e biolégicos que surgem quando as funcdes
desconhecidas que os descrevem dependem de duas ou mais variaveis, geralmente
0 tempo e as coordenadas espaciais. E justo dizer que apenas os modelos fisicos
mais simples podem ser modelados por Equacgfes Diferenciais Ordinérias (EDOSs),
ao passo que a maioria dos problemas em dinamica, elasticidade, transferéncia de
calor, teoria eletromagnética e mecanica quantica requerem EDPs. Com efeito, a

gama de aplicacfes das EDPs é enorme quando comparada a das EDOs [1].

Estas equacdes sdo, portanto, de grande relevancia em muitos ramos da fisica,
engenharia e matematica. As EDPs cuja teoria esta mais bem desenvolvida e cujas
aplicacdes sao mais significativas e variadas sdo as equacdes lineares de segunda
ordem. Em geral, podem ser classificadas em trés tipos: as equacdes elipticas, como
a equacao de Laplace, Poisson e equacfes de potencial estacionéario; as equacdes
parabdlicas, nas quais se enquadra a equacédo da difusdo de calor; e as equacdes
hiperbdlicas, tais como a equacdo da onda e outras que descrevem processos

dindmicos de resposta [2], [3].

A solucdo da equacdo da onda foi alvo de estudos classicos de diversos
matematicos, tais como Euler, Daniel Bermoulli e Lagrange, que partindo de
problemas simples uniaxiais, desenvolveram técnicas para solu¢do de casos bi e
tridimensinais, resolvendo situacbes com dissipacéo, dispersao e propagacdo em
meios infinitos, entre outras. Atualmente, as pesquisas visam aprimorar modelos
matematicos baseados na propagacdo de ondas mecénicas para abordar problemas
sismologicos, hidrogeoldgicos e de prospeccdo geofisica. Em associagdo com
metodologias sofisticadas para captacdao de dados de campo, o estudo da
propagacdo de ondas € primordial para avaliar as propriedades constitutivas do

meio, caracterizando a sismica de prospeccdo. Esses estudos norteiam a


http://pt.wikipedia.org/wiki/Prospec%C3%A7%C3%A3o_geof%C3%ADsica

identificacdo de pocos, a avaliacdo da estabilidade e mesmo dos potenciais de
operacionalidade produtiva, sendo uma area de grande importancia na engenharia
de petrdleo. Por outro lado, ha varias décadas as pesquisas da engenharia e da
fisica matematica se concentram em métodos aproximados para resolver as EDPs
que, via de regra, se tornam extremamente complicadas quando as condi¢bes de
contorno sdo gerais e os fenébmenos fisicos envolvem anisotropia, heterogeneidade
e nado linearidades. Nestas condicdes mais arrojadas, ndo existem solucdes
analiticas para tais EDPs. Com o advento do computador, técnicas numéricas
aproximadas, baseadas na ideia de discretizagdo do continuo, concentraram todos
os esforcos de pesquisa na solucdo das EDPs com éxito e alcance indiscutiveis.
Entre outras técnicas particulares, o Método das Diferencas Finitas, o Método dos
Volumes Finitos, o Método dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos
Finitos, este Ultimo o mais empregado de todos, dominam o cenario de aplicacbes e
pesquisas na abordagem de problemas de engenharia [4].

Numa das éareas da engenharia que mais envolvem recursos financeiros na
economia mundial, naturalmente as ferramentas matematicas empregadas sdo as
mais sofisticadas possiveis e 0s problemas os mais desafiadores. A crescente
demanda de precisédo na solugdo, bem como a rapidez no custo de processamento
computacional sdo metas continuamente almejadas. Assim, tanto a geracdo de
técnicas numéricas mais poderosas, quanto as adaptacfes adequadas aos métodos
numericos vigentes para torna-los mais eficientes continuam a ser objetos de intensa
pesquisa.

Num primeiro momento, particularmente com relacdo a afericdo da precisdo de
novas técnicas numeéricas, € preciso empregar 0s principios da metodologia
cientifica para sua correta avaliacdo. Diversos problemas-teste devem ser resolvidos
adequadamente, cada qual com particularidades distintas um do outro. Para esses
problemas-teste devem estar disponiveis solucbes analiticas ou, entdo, solucbes
numéricas reconhecidamente satisfatérias, obtidas por métodos tradicionais
robustos. A auséncia deste procedimento, além de ser cientificamente incorreto,
pode acarretar problemas sérios relativos a erros gerados pela adequacéo de certas

técnicas apenas a determinados problemas especificos, sem a generalidade devida.



1.2  Objetivo

No que se refere aos problemas da sismica de prospeccao, € notéria a auséncia de
um numero significativo de problemas em meios heterogéneos que possuam
solucdes analiticas. Entdo, conforme exposto, usualmente se recorre a comparacao

com resultados obtidos através dos métodos numéricos classicos.

O objetivo dessa dissertacdo é apresentar uma contribuicdo para o acervo de
solugdes analiticas na area do estudo da propagacdo de ondas em meios finitos

heterogéneos, abordando um caso espacialmente bidimensional.

Embora muitas outras conformacgBes geométricas pudessem ser de interesse, a
presente pesquisa se restringe a obtencao da resposta dinamica de uma membrana
retangular, fixada em trés de suas arestas. A associacdo da heterogeneidade do
meio com sua bidimensionalidade torna tanto a modelagem da solucdo analitica
guanto sua operacionalidade bastante complexas e, vale ressaltar, ndo constantes
da literatura especializada mais acessivel. Assim, quaisquer mudancas nas
condicdes de contorno, embora obedecam ao mesmo padrdo metodoldgico,

resultam num procedimento operacional especifico e muito trabalhoso.

A metodologia de solucdo e o0s passos que a compdem sdo discutidos

pormenorizadamente, particularmente devido a dificuldade do problema.

Para a avaliacdo da resposta, gera-se uma série de graficos nos quais a obediéncia
as condicdes iniciais sdo avaliadas detalhadamente. Também se discute a qualidade
da resposta em razdo da quantidade de autofuncdes introduzidas na solucdo em

série.

1.3  Metodologia

O método utilizado é o Método de Separagdo de Variaveis (MSV), cuja caracteristica

essencial é substituir a equagéo diferencial parcial por um conjunto de equagdes



diferenciais ordinérias, sujeitas a condigfes iniciais e de contorno [2]. Em geral, as
solugdes sdo expressas em termos de soma de séries infinitas, tema que envolve

conceitos expressos no estudo das Séries de Fourier [1].

O método pode ser trabalhado em problemas que envolvem variaveis de diferentes
significados fisicos, ou seja, deslocamentos, tensdes, temperaturas, deformacoes
entre outras, sendo suas solugdes periodicas ou ndo. Pode ser aplicado a problemas
elipticos, parabdlicos ou hiperbdlicos [3]. Importa, todavia, certas caracteristicas da
EDP a ser resolvida, que resulta em limitacdes importantes ao método. O MSV nao
resolve EDPs né&o lineares e mesmo certos tipos de EDPs lineares [5], a escolha
ndo estratégica do sistema de coordenadas também pode inviabilizar sua solucdo
pelo MSV e problemas governados pela Equacdo de Poisson também ndo se

ajustam adequadamente ao método.

Uma grande vantagem do MSV consiste na generalidade da abordagem de
diferentes categorias de condi¢cdes de contorno e iniciais, pois um mesmo problema
pode ser estudado com condi¢cbes do tipo Dirichlet ou Neuman, ndo reduzindo a
viabilidade de soluciona-lo. Em principio, tais condicdes deveriam ser homogéneas,
mas o0 uso de uma estratégia auxiliar generaliza o método para equacbes
diferenciais ndo homogéneas. Nesta dissertacdo sao usadas condicbes de
contornos e iniciais similares aquelas usadas em trabalhos anteriores, para facilitar a
comparacao com os resultados ja obtidos por LOEFFLER & COUTINHO [6].

Vale ainda ressaltar que existem outras técnicas para obtencdo de solucdes
analiticas ou semianaliticas — esta Ultima terminologia sendo frequentemente
utilizada, visto que as solu¢cbes sdo expressas em termos de séries infinitas — como
o Método das Caracteristicas e os Métodos de Transformadas de Laplace e Fourier

[3]. Entretanto, estes métodos ndo possuem a generalidade do MSV.

Por fim, uma vez que a solucéo é expressa em termos de func¢des néo triviais que
sdo desenvolvidas em séries, exige-se recursos computacionais de grande porte, a
fim de realizar os dificeis célculos algébricos na obtencdo da solucdo analitica. No
presente trabalho, utiliza-se o software Wolfram Mathematica 9.0, cuja licenca foi
adquirida pela Universidade Federal do Espirito Santo por trés anos. Com 0 recurso
citado, foi possivel calcular derivadas e integrais de fungdes com alto nivel de

complexidade e ainda tracar graficos em duas e trés dimensdes, além de célculos



aritméticos com muitas casas decimais. Assim, foi possivel verificar a qualidade da

resposta em diversas etapas da solugéo e inferir conclusdes plausiveis.

1.4  Resumo Bibliografico

Desde os trabalhos classicos de Fourier para a solucdo da Equacdo do Calor e de
D’Alambert para a Equacado da Onda em uma dimensao, muitas técnicas de solucao
foram propostas para resolver diversos tipos de problemas correlatos, expressos por
equacdes diferenciais parciais. LAMB [7] no inicio do século passado, generalizou o
procedimento de D’Alambert para casos nos quais ha o fendbmeno da divergéncia
geomeétrica, abrindo um campo de pesquisas para solucdo de casos de propagacao
de ondas em meios infinitos em que o operador diferencial é expresso em termos de
coordenadas polares, cilindricas e esféricas, particularmente visando caracterizar a
evolucdo da ondas geradas por fontes pontuais em meios infinitos bidimensionais e
tridimensionais. Na realidade, em termos de problemas dinamicos, a forma da onda
gerada a partir de um certo tipo de excitagdo pontual pode se adequar melhor a um
sistema nao cartesiano de solucao.

Excluindo deste resumo o desenvolvimento das numerosas técnicas integrais e
também das solucdes obtidas por via de transformadas- que encontram sérias
dificuldades no retorno as variaveis originais - a aplicacdo de metodologias analiticas
similares ao MSV também ndo experimentou avancos significativos a partir dos
meados do século passado, pois os esforcos dos pesquisadores se voltaram para a
elaboracdo de métodos numéricos de solucdes mais gerais e eficientes. LOEFFLER,
[8] resumiu algumas das pesquisas mais significativas com o MSV na solucao de
problemas de impacto em barras de secao variavel e, a partir deste trabalho, iniciou
uma linha de pesquisa na qual se examinou o alcance do MSV em diversos tipos de
problemas, visando deduzir solu¢gdes analiticas que servissem de referéncia para o
balizamento dos resultados de novas técnicas numeéricas, conforme referéncia [9].
Nesta linha, SILVA [10] refez as simula¢des de LOEFFLER [8] com maiores recursos
computacionais. BULCAO [11] abordou o célculo de autovalores em barras de sec&o

variavel. CASTRO & LOEFFLER [12] usaram o MSV para resolver problemas



difusivos-advectivos bidimensionais. ROCHA [13] resolveu o problema de impacto
em barras ndo homogéneas unidimensionais e Loeffler & Coutinho [6] estudaram a
propagacdo de ondas em meios homogéneos bidimensionais usando recursos
computacionais sofisticados, que foram sintetizados em seu projeto de fim de curso.
Também o autor tem contribuido com trabalhos preliminares relacionados ao tema
[14], [15] e [16].

A presente dissertacdo prossegue nesta linha, no contexto de um projeto de
pesquisa mais amplo, no qual técnicas numeéricas discretas sdo desenvolvidas com
o auxilio de funcdes de base radial [9]. Vale ressaltar que a ado¢do de um modelo
em que se estude a heterogeneidade fisica ndo € comum, ndo sendo encontrado em
nenhum dos principais livros sobre o assunto, entre eles GRAFF [17], ACHEMBACH
[18] e MORSE [19]. As EDOs que resultam da aplicacdo do MSV no caso
heterogéneo também nao tem sua solugcdo exposta na literatura mais classica, como
ABRAMOWITZ [20]; BUTKOV [21] e JAHNKE & EMDE 22], além de outras fontes nas

quais apenas diferentes formas de equacdes diferenciais de Bessel sdo abordadas.



2 CONCEITOS BASICOS

2.1  Problemas fisicamente homogéneos e nao homogéneos

Muitas vezes, cientistas, engenheiros, quimicos, dentistas e outros profissionais,
precisam selecionar o material correto para a seu devido empreendimento. Entéo, a
caracteristica ideal deve ser escolhida, a fim de minimizar falhas, melhorar a
durabilidade ou, simplesmente, reduzir os custos. Atualmente, outros fatores de
grande relevancia s&o os impactos ambientais e sociais em projetos de Engenharia.
Porém, foge ao escopo deste trabalho dissertar de forma profunda sobre a
classificacédo e as propriedades dos materiais como o metal, ceramicas, polimeros e
outras centenas ja existentes. Todavia, algumas definicbes e observacfes acerca do
assunto sdo necessarias na presente pesquisa que, por sua vez, aborda a resposta
dindmica da membrana bidimensional ndo homogénea.

Em geral, a homogeneidade de um material pode ser entendida como a preservagao
das suas propriedades em qualquer ponto de seu dominio. Na pratica da
engenharia, sobretudo na engenharia mecéanica e naval, os materiais metélicos sédo
comumente considerados homogéneos. Contudo, essa homogeneidade pode né&o
ser comprovada quando se observam a maioria dos materiais sélidos em nivel
microscopico. Entdo, comumente quando determinado material é considerado
homogéneo na maioria de suas aplicacdes, isto é valido macroscopicamente, pois
ele se revela heterogéneo quando visto em sua microestrutura.

Além disso, fatores como altas ou baixas temperaturas, modificam a constituicdo do
material. Um exemplo de metal que experimenta essa mudanca é o estanho branco,
gue em temperaturas abaixo de 13,2°C, por longos periodos de tempo, se modifica
lentamente para estanho cinza. Essa transformagdo ocorre na sua estrutura
cristalina, aumentando seu volume e diminuindo sua massa especifica, resultando
em sua consequente desagregacgdo. Situacgao interessante ocorreu no inverno russo
de 1850, onde os uniformes do soldados tinham botdes de estanho, que
esmigalhavam devido ao prolongamento em baixas temperaturas. Tal fato ficou

conhecido com a “doenca do estanho” [23]. A figura 1 retrata o material homogéneo



e suas implicacbes diretas como a temperatura, tornando a definicdo de

homogeneidade mais robusta quando vista na forma microscopica.

Amostra de estanho branco (esquerda). Uma outra amostra desin-
tegrada devido a sua transformacdo em estanho cinza (direita) apos
ser resfriada e mantida em uma temperatura abaixo de 13,2°C por
um periodo de tempo prolongado. (Essa fotografia € uma corte-
sia do Professor Bill Plumbridge, Departamento de Engenharia de
Materiais, The Open University, Milton Keynes, Inglaterra.)

Figura 1: Estanho e sua transformacéo Alotropica
Fonte: Callister 2008.

Pode-se ainda citar o estudo dos materiais heterogéneos na analise sismica, que
por sua vez, possui uma importante vertente na atualidade e de grande
complexidade. Sabe-se, desde ha muito, que a resposta sismica de determinado
local é condicionada pelas condicBes geoldgicas e geotécnicas das formacdes
superficiais existentes no local. Por outro lado, € possivel prever do ponto de vista
tedrico a resposta sismica utilizando uma modelagem matematica adequada. Para
tal torna-se necessario conhecer os varios parametros fisicos associados as

camadas geologicas e, em patrticular, a velocidade de propagacéo das ondas.

A modelagem geotécnica com vistas a prospeccdo de petréleo aproveita o
conhecimento técnico e cientifico nesta area. Os principios mecéanicos empregados
na analise sismica podem ser completamente aproveitados na identificacdo de
lencois de petréleo, usando métodos matematicos que oferecam uma expectativa de
resposta dindmica sensivel a sua presenca. Em linhas gerais, sédo feitas
experiéncias de campo nas quais se colhem respostas as excitacdes provenientes
de explosdes controladas. Fazendo simulagcées numéricas correlatas, pode-se inferir
a existéncia de lencois petroliferos pela diferenca de resultados entre as

experiéncias numéricas e de campo [24].



2.2  Particularidades das Equacdes Diferenciais

Uma EDP pode ser classificada de diversas maneiras. Entre estas, pode ser
caracterizada em linear ou nao linear, e também se é matematicamente homogénea

ou ndo homogénea.

Uma EDP é linear se na estrutura da equacdo a funcdo desconhecida — também
denominada de varidvel basica ou primal - e suas derivadas parciais forem de
primeira poténcia ou grau. Caso contrario, € ndo linear. Também é né&o linear se
seus coeficientes dependerem da variavel basica, como acontece com problemas de
conducdo de calor nos quais a condutividade térmica depende da propria

temperatura [25].

Uma EDP é ndo homogénea se houver uma funcdo conhecida que nédo envolva a
variavel basica ou primal. E o caso da Equac&o de Poisson, em que o denominado
termo fonte é conhecido e implica, na teoria das EDO, no estabelecimento de uma
solucéo particular [2]. Segundo BUTKOV [21] na auséncia deste termo fonte, a EDP
se transforma numa Equacédo de Laplace. Por outro lado, demonstra-se que tais
problemas sao equivalentes a problemas homogéneos nos quais as condi¢cfes de

contorno sao heterogéneas, ou seja, sdo nao nulas [3].

No caso de se resolver EDPs dependentes do tempo com condicdes de contorno
ndo homogéneas usando o MSV, faz-se necesséario empregar uma funcédo auxiliar
que se encarregue de obedecer as mesmas [3]. A teoria que justifica tal
procedimento € complexa, mas se reporta a geracdo de autofuncdes completas e
suficientes para composicao do espaco funcional que represente a solugéo desejada
[26]. Um intréito a esta teoria pode ser encontrado nos topicos que abordam o
problema de Sturm-Liouville [27].

A equacao de governo em estudo nesta dissertacdo é uma EDP de segunda ordem,
linear e com condi¢cdes de contorno ndo homogéneas, cuja demonstracdo sera

exposta posteriormente.



Além das condi¢Bes de contorno e condigdes iniciais, existem aspectos relevantes
na hora de modelar e resolver uma EDP de segunda ordem. As propriedades fisicas

e o sistema de referéncia adotado sdo dos mais importantes aspectos.

Deve-se adotar um sistema de referéncia o mais estratégico possivel, pois sua
escolha inadequada pode inviabilizar sua solucdo pelo MSV ou por qualquer
método. Também deve-se relatar a variagdo das propriedades fisicas
convenientemente, de modo a tornar o problema menos complexo sem perder o
rigor no sentido do tratamento matematico, procurando preservar 0s aspectos fisicos
que auxiliam na compreensdo do problema, tudo isto sem perder a validade
algébrica. E exatamente este o caso em questio nesta dissertacdo, em que o
modulo de elasticidade é varidvel e a forma de expressar sua variacdo nao pode

dispensar uma certa estratégia, visando a viabilidade da solu¢céo do problema.

Com todos estes fatores incluidos, a resolugdo completa da EDP muitas vezes exige
conceitos relacionados a andlise da convergéncia, tal como ocorre no estudo das
Séries de Fourier, e nao pode dispensar o uso de modernos softwares
computacionais, devido ao numero elevado de termos da solucdo. Entédo, recursos
como Matlab, Maple, Mathematica e outros, sdo usados em muitos casos e, como
dito anteriormente, no presente trabalho se usou o software da Wolfram versdo

Mathematica 9.0.

2.3  Equacionamento do Método de Separacéao de Variaveis

Durante os trés ultimos séculos foram desenvolvidos diversos métodos para se
resolver equacdes diferenciais parciais. O Método de Separacdo de Variaveis € o
método mais antigo, tendo sido usado por D’Alembert, Daniel Bernoulli e Euler, em

torno de 1750, em suas investiga¢gdes sobre ondas e vibragdes [2].

A ideia béasica deste método consiste em representar uma funcdo dependente de s
variaveis como um produto de s funcbes dependentes de uma variavel somente, ou

seja:



u(x,y,z...t) = X, )Y, (¥)Z,(2) ... T (t) (2.3.1)

E preciso ressaltar que a aplicacio do método tem restricdes. Foi mencionado que o
contexto dessa analise € linear, e 0 MSV néo pode ser empregado diretamente em
problemas nao lineares. A condicdo mais forte prende-se a estrutura da EDP, que
deve permitir seu desmembramento em equacdes ordinarias. Felizmente, para a
Equacdo de Campo Escalar Generalizada, desde que haja uma adequada

transformacao de coordenadas tal que aquela possa ser expressa na forma:

0%

9%u
A551B55

0%u ou ou ou
+Fﬁ+..'C5+DE+H@+.“Eu_O (232)

N&o tendo, por exemplo, derivadas cruzadas. Admitindo apenas um caso simples
onde apenas x e t figurem como variaveis independentes, caso exista uma funcao

G(x,t) tal que:

A

=AM, 2200, 1=HW, 2= 00, =00 +g50) (2.33)

c =

Consideradas estas condicoes, aplica-se a fungdo U(x,t) = X,,(x)T,,(t) na equacéo
(2.3.2), logo:

AX" T + BXyT" oy + CX' o + DXy T s + EX Ty = 0 (2.3.4)

Dividindo-se a expressao (2.3.4) pelo produto GX,,T,, e utilizando as equacdes
(2.3.3), tem-se:

AW E+ L@+ @) =~ [OE+ GO+ g5©)] = An (2.3.5)



Uma vez que cada lado da expressdo anterior € funcdo de x e t somente, a

igualdade s6 é possivel se ambos os lados forem iguais a uma constante A. Isso

fornece:
[1 )X + 00X + (f3(x) = )X =0 (2.3.6)
gl(t)’rm + gz(t)Tm + (g3(t) - Am)Tm =0 (2-3-7)

A sequir € preciso resolver cada uma das EDOs e atender as condi¢des iniciais e de
contorno, que neste caso sdo funcdes da outra variavel envolvida. Por essa razao,
guando estas ndo sdo homogéneas, a solucdo geral de cada equacdo deve gerar
um espaco para representacao das fungdes da outra variavel, que é o tempo e nao
gera um espaco de autofunc¢des adequado [3].

A problematica exposta no ultimo paragrafo é de fundamental importancia para a
solucéo via MSV. Seu estudo, todavia, € bem definido matematicamente e exposto a

seqguir.

2.4  Exemplo de aplicacdo do Método de Separacéo de Variaveis

Para exemplificar como funciona o método, toma-se o0 exemplo da conducdo de
calor em uma barra de secdo reta uniforme feita com material homogéneo. Este
exemplo [2] foi refeito detalhadamente e publicado por GONZAGA & LOEFFLER [14].

Entdo, suponha que uma barra homogénea tenha 30 cm de comprimento para a
qual a constante de difusividade térmica o seja unitaria. A distribuicdo inicial de

temperatura é dada por:

u(x,0) =60—-2x,0<x<30

As condi¢des de contorno, vide figura 2, sao:

u(0,t) =20, t >0 e u(30,t) =50, t >0



x=0
Figura 2: Uma Barra so6lida condutora de calor

E esperado que quando t — o, seja alcancada uma temperatura estacionaria v(x),
que é independente do tempo t e das condic¢des iniciais. Entdo, expressa-se u(x,t)
como a soma da distribuicdo de temperatura no estado estacionario comum e outra

referente a distribuicdo transiente w(x, t).

A demonstracdo da equacdo de governo do fenémeno fisico em questdo foge ao
escopo deste trabalho, mas pode-se afirmar que tal modelo encontra grande
aplicabilidade e coeréncia com resultados experimentais, atestando a procedéncia
das hip6teses consideradas no modelo em questdo. Considera-se, portanto, a
equacao de governo do problema como sendo dada por:

AU =u, 0<x<30et>0 (2.4.1)

De acordo com a estratégia do Método de Separacdo de Variaveis para problemas
nos quais as condi¢cdes de contorno ndo sdo homogéneas, é necessario supor uma

solucéo do tipo:

u(x, t) =v(x) +w(x,t) (2.4.2)

Como v(x) tem que satisfazer a equacgao do calor (2.4.1), tem-se que:
v"(x) =0.

Ao mesmo tempo, esta solugdo obedece as condicbes de contorno né&o

homogéneas que sdo impostas no problema; assim, considerando-as tem-se:

v(0) = 20 e v(30) = 50,

Logo:



v(x) =20 + x.

Sendo a = 1, a solucéo transiente é dada por:

Wex = Wt (2.4.3)
Admitem-se as seguintes condicdes de contorno homogéneas e condic¢ao inicial
modificadas:

w(0,t) = 0; w(30,t) =0; w(x0)=60—-2x—(20+x) =40 —3x

Observa-se que neste ponto vigora um problema com condicbes de contorno
homogéneas para ser resolvido, com a*=1 e f(x) =40 — 3x. Entdo, é preciso

aplicar o Método de Separacao de Variaveis na equacao (2.4.1), sendo:

W (x,t) = X, (x) T, (1) (2.4.4)
Substituindo w dado pela equacéo (2.4.4) na equacgao (2.4.1), obtem-se:

a’X'T, = X,,T, (2.4.5)
A equacdo (2.4.5) é equivalente a:

o1l (2.4.6)

Xn a? Ty

Entdo, a equacao (2.4.6) deve ser igual a uma constante, pois, € o Unico modo de

estabelecer uma igualdade entre derivadas espaciais e temporais. Assim, obtem-se:

X” 1 TI
— = ——=—y,,onde a*=1. (2.4.7)

X, ATy
Geram-se, entdo, duas equacdes ordinarias a seguir para X(x) e T(t):
Xg + ¥nXn =0, (2.4.8)

Tri + ynTn =0, (249)



Agora considera-se a solucdo da Eq. (2.4.8) que satisfaz as condi¢des de contorno
da funcdo espacial-temporal, onde W;,(0,t) = W,,(30,t) = 0. As unicas solucbes ndo

triviais [2.4.1] sdo as autofuncgdes:

X,(x) = sen (%) ,n=123,.. (2.4.10)

associadas aos autovalores dados por:

2.2
Yo="o n=123,... (2.4.11)

—-n?m?t
)

Logo T, (t) € proporcional a exp( 500

(2.4.12)

Portanto, multiplicando-se as solu¢des das equacdes (2.4.8) e (2.4.9), obtém-se:

2.2

—Tl—Tl.'t nrx.
W, (x,t) = cp,e 900 sen(g), n=123,.... (2.4.13)
onde:
tn = = J;°(40 = 3x)sen () dx (2.4.14)
Assim:

00}
-n?n?t nix
u,(x,t) =20+ x + Z Cpe 900 sen——
n=1

30



Onde c, sao os termos da Eq. (2.4.14). Calculando os dois primeiros termos da
(2.4.15)

0 —an’t 27X
—e€ 900 Sen (—)
T 30

( )
30

20 't
u,(x,t) =20+ x — — e 90 sen
Entdo, pode-se calcular a distribuicdo de temperatura para diferentes instantes e em

pontos distintos, conforme o grafico apresentado na figura 3.

sof U s
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Figura 3: Grafico para calcular a distribuigdo de temperaturas.



3 ANALISE DE MEMBRANA DE RIGIDEZ VARIAVEL SUJEITA A
DESLOCAMENTO SUBITO

3.1 Caracteristicas da Membrana

A figura 4 apresenta as caracteristicas fisicas e geométricas desse problema, que
consiste em uma membrana fixada em trés arestas e tendo um deslocamento

imposto na forma senoidal em sua aresta vertical direita.

VAV AV A AA 4

/ u=0
/]
7
/ e u= Posgn (?)
/
7
; u=0
IS S/
y
A
il b .
u=0 Eox
a A E(X) = —
- 5 da
b-a u=0 ' u(b,y)
u=0 > x u(b,y) = Pgsen (%)
b-a

Figura 4: Membrana heterogénea com as condi¢cdes expostas



3.2 Equacéo de Governo

E possivel chegar imediatamente & equacéo de governo utilizando-se a segunda lei
de Newton nos problemas em que h4 homogeneidade no problema. Os casos néo
homogéneos ndo sdo assim tao simples, particularmente quando se tenta introduzir
certas hipéteses em problemas fisicos mais acessiveis. Uma membrana plana nao
homogénea teria suas propriedades de rigidez variavel ditadas pela propriedade
trativa do material (tal como numa corda) e por sua capacidade de se deformar
amplamente através de rotacdo. Entretanto, estas hipéteses rigorosamente tornam o
modelo matematico mais complexo do que o desejado. Assim, tendo em vista que se
deseja resolver problemas resolvendo a equacédo geral de acustica, o modelo
proposto para solucao nesta dissertacdo adota o problema fisico como sendo uma
membrana apenas por comodidade de apresentacdo das condi¢cdes de contorno e
do fato de que a variavel basica ou primaria significar um deslocamento transversal.
Em termos matematicos, para calcular a rigidez variavel, a equacao de equilibrio se
apresenta com o divergente do gradiente do deslocamento sendo igual ao produto
da aceleracéo pela massa especifica [28]. Entao:

VIEG)Vu(x, )] = pla] (3.2.1)

2%u(x,y)

Desenvolvendo a expresséo V- [E(x)Vu(x,y)] = p| o2

], chega-se a:

du(xy) . , du(xy . 9*u(x,y)
V- [E(x)( uazy i+ é(;y])] =p| Zt’;y]. (3.2.2)

Entdo, por conveniéncia, admitindo que o médulo de elasticidade varie na forma:

E(x) = % (3.2.3)

tem-se:



[Eox (9u B ] 2

v [ a (6xl +6y‘])] - p[atz]

Segue que:

ou (Eygx du ou (Epx du\ _ az_u

5 (25 +5, (E5) = rli5z)
Expandindo a expresséo, obtém-se:

Eox 0%u | Egdu , Eox0%u _  0%u
a 90x2 a 9x a 0y? at2

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

Entdo, dividindo ambos os lados da equagéo (3.2.6) por E—Z, tem-se a equacéo

diferencial procurada:

9%u . ou 9%u
X—+—+x—=
dx2 x dy? ﬁ

0%u
at2

Sendo B uma constante definida como:

(3.2.7)

(3.2.8)

Para o problema exposto na figura 4, tem-se as seguintes condi¢cdes de contorno:

u(b,y, t) = Pysen (”Ty)

u(a,y,t) =0
ulx,b—a,t) =0
u(x,0,t) =0

Sendo as condig¢des iniciais dadas por:

(3.2.9)

(3.2.10)
(3.2.11)
(3.2.12)



u(x,y,0) =0 (3.2.13)
u(x,y,0) =0 (3.2.14)

Ha uma condicdo de contorno ndo homogénea no presente problema; entdo, faz-se
necessario trata-la, adaptando-a com uma funcéo que obedeca tais condi¢des, a fim

de permitir o uso do MSV. Neste caso, a funcéo ¢(x,y) sera inserida para o devido

tratamento:

u(x,y,t) =v(x,y,t) + ¢(x,y)

3.3 Aplicacdo do MSV

E possivel encontrar a solugdo a partir do método de separacdo de variaveis
tomando as seguintes substitui¢cdes:

v(xy,0) = Lnz1 Xn O Ya (N Ta (O (3.3.1)

d(x,y) = Zne1 Wa (0 Zn(y) (3.3.2)

Adaptando as condi¢cdes de contornos e condi¢bes iniciais apresentadas nas
expressodes 3.2.9 até 3.2.14 do problema para as equac¢des auxiliares, tem-se:

v(b,y,t) =0 (3.3.3)
v(a,y,t) =0 (3.3.4)
v(x,b—a,t) =0 (3.3.5)
v(x,0,t) =0 (3.3.6)
v(x,y,0) =0 (3.3.7)
v(x,y,0) = —¢(x,y) (3.3.8)
(b,y) = Posen () (3.3.9)

¢(a,y) =0 (3.3.10)



¢(x,b—a)=0 (3.3.11)
¢(x,0) =0 (3.3.12)

3.4 Solugéo da Funcéo Auxiliar ¢(x,y)

Aplicando o MSV primeiramente para @(x,y), uma vez que esta funcdo né&o

depende do tempo, tem-se:
x W' ) Zy ()] + W () Z ()] + x[Wo ()27, (y)] = 0 (3.4.1)
Dividindo por x e depois por W,,(x)Z,(y), e simplificando a notacao:

Wy lw_’,1=_z_7,{=k2 (3.4.2)
Wy  x Wy Zn n o

Toma-se k2 positivo diante da expectativa de comportamento do problema.

Separando as equacoes:

W'y + =Wy — kEW, =0 (3.4.3)
Z", +k2Z, =0 (3.4.4)
A solucéo da primeira delas fornece:

W, (x) = A,Bessel][0, ik,x] + B,BesselY[0, —ik,x] (3.4.5)
A segunda delas € uma EDO de segunda ordem simples, tal que:

Z,(y) = Cysen(k,y) + D, cos(k,y) (3.4.6)

Aplicando as duas condi¢des de contorno emy e fazendo b — a = L, tem-se:



Z,(L) =C,sen(k,L) =0 (3.4.7)

onde: k, = "L—” (3.4.8)
Entao:
Z,(y) = C,sen (%) (3.4.9)

Agora, aplicam-se as condi¢des de contorno referentes a variavel x na funcéo W, (x).

Primeiramente, como ¢(a,y) = 0, tem-se:

¢n(a,y) = (A Bessel][0,ik,a] + B,BesselY [0, —ik,a])C, sen (m) =0 (3.4.10)

L
Entao:

BesselY[0,—ikynal]
Bessel J[0,ikpal

A, = —B,( ). (3.4.11)

Pela outra condicao de contorno, W, (b), tem-se:

BesselY[0,—ikpal
Bessel J[0,iknal

B[ ) Bessel [0, ikyb] + BesselV[0, ~ikyb])]Cusen (*22) =

P, sen ("L—”) (3.4.12)

Fazendo B,C, = E,, tem-se:

( BesselY[0,—iknal
Bessel J[0,iknal

[ ) Besselj[0, ikyb] + BesselY[0, ~ik,b])] = cte = H, (3.4.13)

Resulta que:



E,H, sen (%) = P, sen (%) (3.4.14)
Verifica-se de imediato que n = 1. Assim:

E.H, = P,. (3.4.15)
Entéo, a solugédo encontrada é caracterizada por:

o(x,y) = PO(Hl)‘l[[(— %m) Bessel][0,ik1x] + BesselY [0, —ikx])]] sin (%) (3.4.16)
Esta equacéo obedece a condicdo imposta pela ndo homogeneidade das condicdes

de contorno. Valores das constantes sdo agora especificados como:

Entdo, utiliza-se o software Wolfram Mathematica 9.0 e calcula-se o valor da

constante Hy:

oz . »
[<— M) Bessel] [0,2F] + BesselY[0,="])] = cte = H, = 1.52096  (3.4.17)

Bessel ][O,%T]

Entdo, apds aplicados os devidos valores, a funcéo auxiliar se apresenta da seguinte

forma:

BesselY[O,—iE] LT LT 2%
—W) Bessel] [0, i Ex] + BesselY[0, —i Ex])]] sen (T) (3.4.18)

d(x,y) = (1.52096)_1[[<

Entdo, obtém-se a representagdo grafica da fungéo auxiliar (3.4.18) :



Figura 5: Grafico da funcdo auxiliar independente do tempo

3.5 Solugéao Da Funcéo Espacial-Temporal v(x,y,t):

Procedimento similar é feito para v(x, y, t) que depende também do tempo:

2%v = ov ﬂ RS

xﬁ+£+xay2=ﬂﬁ (3.5.1)
Utiliza-se eq. (3.3.1). Entao:

v(x,y,t) = Y=t Xn (O Y, ()T, (1) (3.5.2)
Substituindo a expresséo (3.5.2) na equacéao (3.5.1) tem-se:

xX"  YoTy + X' Yo Ty + xX, Y, T, = BX, Yo T (3.5.3)

Logo, divide-se por X,,Y,,Ty:



Para a resolucdo da funcdo v(x,y,t), iguala-se a equacédo (3.5.1) a uma constante
a2 positiva, pois espera-se que solucdo seja expressa em termos vibratérios, com

Senos e CoSSenos na resposta. Entéo:

XII XI YII T
x=—"4+"2L+x—2=p2=—q?. (3.5.5)
Xn Xn Yn Ty

Assim, resolve-se primeiramente a EDO referente a T,,, de modo que:

BT, +T,a2=0 (3.5.6)
A equacdo 3.5.6 é uma EDO de segunda ordem, portanto sua solucao é :

T,(t) = A, cos(at) + B, sen(a,t) (3.5.7)
Primeiramente deriva-se a equacédo (3.5.7), logo:

T,(t) = —A,sen(a,t) + Bya, cos (a,t) (3.5.8)
Aplica-se a condicao inicial (3.5.8), tem-se:

T7,,(0) = —A,sen(0) + B,a, cos (0) =0 (3.5.9)
Logo: B, =0

Entdo, decorre que:

T, (t) = Aycos(a,t) (3.5.10)



Os valores de a,, sdo definidos posteriormente, apos a solugdo da EDO referente a

coordenada x. Voltando-se as demais variaveis, resolve-se em termos de X, e Y,

encontra-se:

xX gy I g2 =0 (3.5.11)
Xn  Xn Yn

Também se espera que ao longo da direcdo y haja um movimento em termos de
senos e cossenos. Entdo, identifica-se o sinal do quociente da expresséo

envolvendo esta variavel como negativo:

Y''n

” = —p2 (3.5.12)
n
Logo:
X”n X,n
XX—n'l'X—n—x,B,% +a,21 = (3513)

Primeiramente, resolve-se em termos de Y, (y):

Y, +Y,52=0 (3.5.14)

A equacdo (3.5.14) é uma EDO de segunda ordem, com resolu¢do por uma equacao

do segundo grau com discriminante negativo; portanto, sua solucédo é do tipo:

Y, (y) = Cy cos(Byy) + Dypsen(Bny) (3.5.15)

Aplica-se entédo a condicdo de contorno (3.3.6) na equacéao (3.5.15) :

Y, (0) = C,, cos(B,(0)) + D,sen(B,(0)) =0 (3.5.16)

Logo: C,, = 0. Entdo, em principio, se teria:



Yo(y) = Dysen(Bry). (3.5.17)

Mas, diferentemente dos problemas mais simples, ndo se pode deduzir
imediatamente os valores de ,, do argumento mostrado na equacéo anterior, pois
tal restricdo vai implicar numa EDO na variavel x inconsistente, conforme experiéncia
efetuada. E preciso aguardar e resolver primeiramente a EDO em termos de X,, .

Resolve-se a equacao (3.5.18):

xXX—n + % —(B)*x+a:=0 (3.5.18)

Rearranjando-a, tem-se:
XX+ X'y + [af — x(Bp)?1X, = 0 (3.5.19)

Esta ndo € uma equacao trivial e ndo foi encontrada sua solu¢édo em diversos livros
de Matemética Avancada ou de Fisica Matematica. Percebe-se que é um tipo
especial da Equacdo de Laguerre. Segundo o software Wolfram Matematica 9.0, tal
equacdao possui solucdes do tipo:

an

2—Bn
S oxpl (3.5.20)

2_
X, (x) = e‘xﬁnEnHypergeometricU[—anz’fﬁ", 1,2xB,] + e *PnF,LaguerreL][

Nos Apéndices C e D se encontram as definicbes detalhadas das funcbes

Hypergeométricas e os polindmios de Laguerre.

As funcdes de Laguerre sédo definidas usualmente com ordem inteira. Entao:

anz_ﬁn _
b, (3.5.21)

Onde §,, € numero inteiro. Logo, os argumentos das fungfes Hypergeométricas, por

serem antissimétricos ficariam:



a’nz_.@n _
—tfn — 5. (3.5.22)

Com esta consideracédo, a expressao (3.5.20) torna-se:

X, (x) = e *PnE, HypergeometricU[—8,, 1,2xf3,,] + e *F,LaguerreL[5,, 2xB,] (3.5.23)
Aplica-se a condicao de contorno (3.3.4) na equacéo (3.5.23), entéo:

X, (1) = e PrE, HypergeometricU[—8,,1,28,] + e BnE,LaguerreL[5,, 2,] (3.5.24)
Logo, calcula-se constante E,, na forma dada a seguir por :

E, = — FplaguerreL[8y,2fn] (3.5.25)

HypergeometricU[—6y,,1,2,]

A esta altura a expressao X, (x) esta na forma:

Xn (x) _ e_xﬁn(— FpLaguerreL[6n,2Bn]

HypergeometricU oty L 2A.] Hyperge[—6,,1,2xB,] + E,LaguerreL[5,, 2xB,]). (3.5.26)
Antes de se aplicar a condicdo de contorno (3.3.3), a figura 6 mostra o grafico da
funcdo anterior, onde a curva X,(x) € identicamente nula. Logo, resulta ser

impossivel extrair os valores de S, para §,, inteiros.
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Figura 6: Gréfico das fungbes Laguerre com funcdes Hypergeomeétricas

Na realidade, isto implica que as funcbes de Laguerre e Hypergeométricas, na forma
obtida pelo software Wolfram Mathematica ndo esta formando uma base funcional
representativa para a solucdo desejada. Provavelmente trata-se de um problema do
software citado.

Entdo, uma vez que os polindbmios de Laguerre sdo mais tradicionais e bem mais
simples(vide propriedades no apéndice D), apenas eles sdo tomados como solugéo
da equacéo diferencial e, através do método da reducdo de ordem [29], encontra-se
a segunda solucdo linearmente independente que vai constituir a base funcional
necessaria.

Constata-se que os primeiros polindbmios de Laguerre satisfazem a solugdo da
equacdo diferencial (3.5.19). Por conveniéncia, sabendo que a solucdo se apresenta

na forma:

S, (x) = e~Pn*LaguerreL[8,, 2xB,], sendo % =5, (3.5.27)

n

Onde §,, assume valores inteiros positivos, mostra-se na tabela a seguir os primeiros

polinbmios de Laguerre.



k) a,? — By _s LaguerreL[d,,, 2xf3,]

28, "

n

1 a,? =3B, (1 —-2xp)
2 a,? =58, (1 — 4xB + 2x%p?)
3 2 -7 1

W = T 5 (3 — 1828 + 18x242 — 42°f°)
4 2_g9g 1

@ = 9 5 (3 24%p +36x242 — 16x°p7 + 2x*B*)

- 1
S an” = 115n 72 (15 = 15028 +300x242 — 200x°8° + 50x**
— 4x5p%)

Tabela 1: Tabela dos polindmios de Laguerre com a ordem vaiando de 1 até 5

Para melhor ilustrar, na figura 7 apresentam-se 0s primeiros cinco polinémios de
Laguerre. Nota-se que os polindbmios de ordem mais alta cortam o eixo das abcissas
de acordo com sua ordem, atestando que servem como autofunc¢des para a solucao

espacial do problema abordado.

Figura 7: Representacéo gréafica dos cinco primeiros polindmios de Laguerre



3.6 Resposta com uma autofuncao

Usando o método da reducdo de ordem [29] (vide apéndice F para detalhes)

inicialmente determina-se o fator integrante P = el a1dx onde a, = i Tem-se que:
p = eJx¥
Logo:

P = kx, onde k é uma constante qualquer. A solugdo completa uf*(x)é expressa por:

XEG) = Gt [ P(d—?)) + Ha ()
ul'(x

onde G, e H, séo constantes e ui(x) é a funcao de Laguerre de ordem n. Devido a
necessidade de atender as condi¢cdes de contorno para a funcédo y,, € necessario
gue a funcdo de Laguerre tenha pelo menos duas raizes reais, 0s valores den
deverdo ser iguais ou maiores do que dois. Ressalta-se que o método deve ser
aplicado para cada funcao de Laguerre isoladamente.

Tomando inicialmente n = 2. Logo:
2 _ 2 dx 2
X¢ (%) = Goug(x) fx(u%(x))z + Hyui (x).

Entao:

dx
x(e=F2* (1-4xBp+2x2f2%))?

U2 (x) = Gy(e P*(1 — 4xpB, + 2x2B,%)) [ + Hye F2X (1 — 4xB, +

2x2B,). (3.6.1)

Por questbes de conveniéncia, escreve-se:

dx
I, (ﬁzx) - fx(e—ﬁzx (1-4xBr+2x2 B2 )%

(3.6.2)



Entdo, aplica-se a condi¢cé&o de contorno (3.3.4) e simplificando a expresséo, tem-se:

XE(1) = e™P2(1 = 4B, + 2B,°) (G212 (B (1)) + Hp ] = 0. (3.6.3)

Isto implica tanto em:

1—4B, + 28,2 =00u G,I,(B,(1)) + H, = 0.

Primeiramente, admite-se que a condicdo estabelecida resulte em:

Gzlz(ﬁz) =—H, =0

Deixando para se determinar as raizes posteriormente. Reescreve-se entdo a

solugcéo como:

th(x) = e_ﬁzx(l — 4xB, + 2x2ﬁ22)[A212 (B2x) — A 1(B2) ] (3.6.4)

Agora, aplica-se a condicao (3.3.3), e determina-se S,:

X2(3) = Goe%F2(1 — 12, + 18B,9)[(1,(3B,) — L,(B2) ] = 0. (3.6.5)

Sabendo que:

[(I2(3B2) — I (B2) ] # 0,

Resolve-se a equacao algébrica:

1—12B, +18B,° =0



Encontrando-se:

Bt =2 = 05690355 ou g} =22 = 0.097631

Entdo, escreve-se a solu¢gdo como:
XZ(x) = Gpe™F*(1 — 4xB, + 2B, ") [(12(B2x) — (I (B2 (1) ] (3.6.6)

Cada uma destas raizes estabelece uma diferente funcdo X,(x). Para a raiz
0.5690355 tem-se uma descontinuidade na curva. Entretanto, como sua integral
existe, trata-se de uma funcéo imprépria cuja integral é convergente. Ressalta-se

gue a funcao obedece as condi¢cdes de contorno impostas.

100

15 20 25 30

Figura 8: Gréfico para funcéo (3.6.6) com 1= 0.5690355



Para a raiz 0.097631 a curva é continua, conforme € exposto na figura 9:
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Figura 9: Gréfico para fungdo(3.6.6) com 1 = 0.097631

Mediante os dois valores encontrados para f,, volta-se a atenc¢éo para a equagao na
variavel Y, (y), particularmente a condi¢do de contorno (3.3.5) que esta associada a
equacao (3.5.17) e sera reescrita como combinacado linear entre duas autofuncées

senos, cada uma referente aos dois 8, calculados. Entéo, tem-se:

Y,(y) = D,sen (%y) + E,sen (%Ey). (3.6.7)

Aplica-se a citada condi¢do de contorno (3.3.5), e encontra-se:

Y,(2) = D,sen <2 (%)) + E,sen <2 (2+f)> = 0.

Logo:

—E,sen (2+3\/§)

=)

Dz: sen( 3

= —4.6789454962E,



Entéo, a solucdo em termos de y,(y) €:

Y,(y) = E,[—4.6789454962sen (%y) + sen (2+6 2y)] (3.6.8)

Abaixo se encontra o grafico da funcao (3.6.8), e verifica-se validade das condicdes
de contorno. Percebe-se que o ponto de méximo da funcdo ndo se encontra no
centro do intervalo, 0o que conflita com a expectativa de comportamento da
autofuncdo na direcdo vy, visto ser simétrica a distribuicdo do deslocamento nesta
direcdo. Isto poderia ser corrigido com a escolha de um intervalo adequado,
diferente do arbitrado (igual a 2 unidades de comprimento) ou, entdo, com o inicio do
dominio na dire¢cdo y comecando a partir de um dado valor, que seria definido pela
imposicao de derivada nula da autofungéo no centro. Nao foi feita esta correcéao para
gue fique evidenciada a fundamental importancia da escolha estratégica do sistema
de coordenadas, que caso ndo seja feita pode inviabilizar a solucao analitica

desejada.
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Figura 10: Grafico da fungéo Y,(y) nointervalo 0 <y < 2.

Obtida a solugdo em termos de y, volta-se a atencdo para a solugéo da equagao em

termos de t,, que esta representada pela equacao (3.5.10):

T, (t) = Apcos(ay,t) (3.6.9)



Pela tabela 1 sabe-se que:

a® = 5B,

Ent&o, substituem-se os valores de B, , e encontram-se os valores para .

@ = [5x22 = 16867655345791974

= 0.6986811609662074

N&o se identificou uma condicdo matematica que impusesse combinar os dois
valores de f,. Optou-se pela autofuncédo em X referente ao autovalor g, = 0.097631
pois ndo € descontinua (a outra, embora descontinua, € integravel). Logo, a

equacao (3.6.9), escreve-se como:
T,(t) = A, cos( 0.6986811609662074t) (3.6.10)

Logo, v(x,y,t) pode ser escrita como:

v(x,y,t) =
Gre P2*(1 — 4xB, + 2x2ﬁ22)[(12 (B2x) — (I2(B2 X 1) ]. E[-4.6789454962sen (%Ey) +

sen (% ¥ )14z cos( 0.6986811609662074t). (3.6.11)

Entdo, aplica-se a condi¢c&o de contorno (3.3.8) na equacgao (3.6.11), tem-se:

v(x,y,0) =
Gye P2X(1 — 4xB, + 2x2B,2) [(1;(Byx) — (Iy(By X 1) ]. E;[—4.6789454962sen (#y) +
sen (2+6ﬁy)]A2 = —¢(x,y) (3.6.12)



Onde GZEZAZ = MZ

Devem-se encontrar os valores de M,. Logo:

v(x,y,0) = Mye™P(1 = 4xp, + 2x°B, P[> (Box) — (15 (Ba(1)) 1[~4.6789454962 (22 ) +

- Bessely|0,—iZ
sen <2+6ﬁy)] = 1.52396 [<— Be:::el][[o’ilgzlb Bessel] [O,igx] + BesselY |0, —i%x])]] sen( ) (3.6.13)

Afim de encontrar M, multiplica-se os dois membros da equacdo (3.6.13) por

sen(%), e integra no intervalo de 0 até 2. Entdo, Integra-se primeiramente, o

membro a esquerda do sinal da igualdade:

V2

foz Mze_/”zx(l — 4xB, + 2x2ﬁ22)[(12 (Bax) — (I,(By X 1) ][—4.6789454962sen (Z_Ty) +

2+V2
sen (T‘/_y)]sen(%y)dy.
Como os termos em x sao constantes, temos:

Mye=P2*(1 — 4xpB, + szﬁzz)[(lz(ﬁzx) — (1z(B2 x 1) ]f [—4.6789454962sen (i—y)

sen (#y)]sen(%)dy.

Entdo, segundo o software Wolfram Mathematica 9.0, tem-se o valor da integral a

seqguir:
2 22 2+/2 Ty
[ [~4.67894549625sen (= ) + sen (2 )1sen(Z)dy = 0.0850589162.

Verifica-se que o0 membro a esquerda do sinal de igualdade fica:

(0.0850589162)M,e~F2*(1 — 4xB, + 2x28,%)[(1,(B,x) — U, (B,(D)). (3.6.14)



Agora, com a mesma técnica, resolve-se o membro a direita do sinal de igualdade:

BesselY [0, —i g]

—(1.52096)‘1[[<— > >

2
W) Bessel] [O, i gx] + BesselY [0, —i gx])]] fo sen (E) sen (E) dy.

Sabendo que:

foz sen (7T2_y) sen (7T2_y) dy=1

O membro a direita fica:

BesselY[O,—ig]

—(1.52096)‘1[(— >Bessel] [O,igx] + BesselY|0, —i%x])]. (3.6.15)

Bessel ][O,igl

Agora usa-se procedimento semelhante para resolver o membro esquerdo da
equacado (3.6.13) que esta representado por (3.6.14) em termos da variavel x.

Multiplica-se a expresséo citada em ambos os lados por:

w(x) = (e P¥) (1 — 4xPB, + 2x2B,%)[ (1 (Bax) — (I (B(1))]

E calcula-se a integral a seguir, no intervalo 1 < x < 3:

3
M, ] 0.0850589162%(e#2%)?[(1 — 4xB, + 2x28,%)[(I2(B2x) — (I (B2 (1)))]1? dx.

_2=2
T 6

o valor da integral acima € 0.0014738777412394535. Logo, o membro a esquerda do
sinal de igualdade resulta em (0.0014738777412394535)M,.

Sabendo que g, , € usando o Software Wolfram Mathematica 9.0, tem-se que

De forma analoga, resolve-se o membro a direita do sinal de igualdade,

multiplicando-o por b(x):



b(x) = 0.0850589162(eF2%)(1 — 4xB, + 2x2B,°)[(I2(B2x) — (I (B2(1))]-

A integral fica da seguinte forma:

T

2]> Bessel] [O,i%x] +

Bessel ][O,ig]

flg —(1.52096)_1[[<— BesselY[O,—i
BesselY |0, —igx])]](0.0850589162(e—ﬁz")(1 — 4xB, + 2x*B,?) [(12 (Bx) - (12(32(1)))] dx.

Segundo o software Wolfram Mathematica 9.0, tem-se:

BesselY [0, —i E]

3 1 LT
fl —(1.52096)71[[| — Bessel] [O,IEX]

Bessel | [O, i g]

+ BesselY[0, —i%x])]](0.0850589162(e‘52x)(1 _ 4xB,

+ 2x28,°)[(12(B2x) — (1 (B2 x 1))] dx = —0.014216695494676636
Entéo:
0.0014738777412394535M, = —0.014216695494676636
Logo:

_ —0.014216695494676636 _ 0.64577 6645436781
270.0014738777412394535 =

Agora, escreve-se a solugao v(x,y,t) como:

v(x,y,t) =
(—9.64577664536781)e F2% (1 — 4xB, + 2x%B,2)[(1,(B2x) —

(1o (B x 1) 1. [-4.67895sen (222 y) + sen (222 )] cos( 0.69868116096620741).  (3.6.16)



No instante inicial, quando t = 0, a solucdo v(x,y, 0) tem a seguinte distribui¢ao:

0

05 1.0 1.53
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Figura 11: Grafico da Funcéo espacial-temporal(3.6.16) com t = 0.

No gréafico da figura 11 percebe-se a obediéncia as condi¢cbes de contorno impostas.

Examinando agora a solu¢cdo completa do problema:

ulx,y,t) =v(x,yt) + 0(x,y)

Considerando:

Assim:

u(x,y,t) =
(—9.6457766536781)eF2*(1 — 4x3, + 2x2,%)[(I,(Box) —

(1 (B2 (1)]. [-4.678955en (22 y ) + sen (222 )| cos( 0.6986811609662074¢) +

BesselY[O,—ig]

(1.52096)_1[[<— )Bessel] [0, i%x] + BesselY |0, —i%x])]] sen (n—y) (3.6.17)

Bessel ][O,ig] 2

Afim de verificar o comportamento da onda, quando t = 0, mostra-se a figura 12 da

funcdo completa u(x,y,0), equagao (3.6.17), e verifica-se uma planificagdo da



membrana com uma subida mais brusca a partir de 2.2 no eixo x. Além disso, ocorre

o deslocamento méaximo no ponto (3,1).

Figura 12: Grafico da fun¢éo (3.6.17) comt = 0.

Afim de verificar o comportamento da onda, quando t = 0, tém-se a vista de perfil
da membrana. A figura 13 traca o grafico da fungéo (3.6.17) paray = 1, ou seja, no
meio da membrana.
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Figura 13: Gréfico da funcao (3.6.17) com t=0ey =1.

Verifica-se que o comportamento da onda € negativo, para 0 < x < 2.2. Além disso,
entre 2.2 e 3.0, o deslocamento € positivo e cresce até 1.0.
Espera-se que com a introducdo de novas fungbes de Laguerre na composicéo

modal a resposta no instante inicial se aproxime da forma:
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Figura 14: Objetivo da resposta no tempo inicial com novas fun¢des de Laguerre.

Conclui-se que o distanciamento desta situacédo se deve ao fato de se trabalhar com
apenas uma autofuncdo para compor a resposta da funcédo v(x,y,t). Entdo, faz-se

necessario aumentar-se o numero delas para melhorar a solugédo espacial-temporal.

Na figura 15 a seguir se apresenta o comportamento da onda quando x =2,e y =
1, ou seja, no meio da membrana, variando no tempo. Repara-se que o
deslocamento se repete em um ciclo de 9 segundos. Isto se deve ao fato de se ter
somente uma autofuncao cosseno, que é harménica, na solucao u(x,y,t). Verifica-se

gue o deslocamento varia entre -0.1 e 0.6 para o deslocamento subito imposto.
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Figura 15: Grafico da funcdo (3.6.11) comx =2,ey=1e 0 <t < 40.



Mostra-se a seguir o comportamento da onda ao longo de uma linha na membrana,
paray = 1, em varios valores do tempo t, ou seja, parat=0,t=1,t=2,t=3 e
t = 4. Tais perfis sdo mostrados na figura 16 da funcdo (3.6.17), e verifica-se o

comportamento do deslocamento para 1 < x < 3.

t=2

t=1
t={Q

Figura 16: Gréfico da Fung¢éo completa u(x,y,t),com t=0,t=1,t=2,t=3,t=4ey=1,comx

variando de 1 até 3.

A figura 17, apresentam-se os deslocamentos emt =5 ,t=6,t=7,t=8 e t=
9. Observam-se comportamentos similares para 1 < x < 3, devido ao comportamento

harménico da resposta.

il

t=5
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Figura 17: Gréfico da funcao completa u(x,y,t), com t=5t=6,t=7,t=8,t=9ey =1, com X

variando de 1 até 3.



3.7 Resposta com duas autofuncdes
Conforme ja utilizado anteriormente, aplica-se o mesmo método da reducdo de

ordem [29], afim de encontrar uma segunda solucao para a funcao espacial-temporal

v(x,y,t). A solucdo completa X*(x) € expressa por:
n _ n dx n

Onde G, e H, sdo constantes e uf(x) € a funcdo de Laguerre de ordem n. Desta

vez, toma-se inicialmente n = 3.

XP(0) = Gaui(0) [ === (i B(x))z + Hauf (x).

9dx

3 — —Baxl o _ 2p 2 _ 4.3p3
ui (x) = G3(e™7*( (3 — 18xf3 + 18x%f5" — 4x°p )fx(e_BSx G IRt 1B AT B

+

Hye 5% (1(3 = 18xB, + 182787 — 4x°657)).

Por questbes de conveniéncia atribui-se:

fx(e—ﬁ'3x (3—13xﬁ39f1xsx2332—4x3333))2 = I3(Bsx).

Entdo, aplica-se a condicédo de contorno (3.3.4). Tem-se:

XP(1) = ™2 23 — 1865 + 188" — 485 [Gala (Bo(1)) + Hy ] = 0.
Isto implica que:

3— 1885+ 18B5° — 4B =0 ou G3l3(Bs(1)) + H; = 0.



Primeiramente, admite-se a segunda condi¢do, segue que:

Gsl5(B5(1)) = —Hs.

Reescreve-se a solugdo como:

Xi(x) = e‘/”3x(§ (3 — 18xf5 + 18x2B5° — 4x3B3)[G,15(B,x) — G315(B,(D) 1. (3.7.1)
Agora, aplica-se a condicao (3.3.3), e determina-se S;.

X2(3) = Gae™*F2(; (3 — 18(3)B5 + 18(3)%8:” — 4(3)*B*NIC, (368) - 1:(8,(10) 1 = 0.

Sabendo que [(I5(383) — I5(B3(1)) ] # 0, entdo, primeiramente resolve-se a equacgao
3 — 548, + 162B5> — 10883 = 0 e encontram-se trés possiveis valores para f5. Tem-

se.
Bs = 0.069295, B, = 1.0483224 ou f; = 0.382380.

Para compor a solucdo em Y, associada a equacao (3.5.9), as trés raizes séo
usadas, de modo que esta é reescrita como combinacdo linear entre trés

autofuncdes senos. Seus argumentos sdo as raizes encontradas. Tem-se, entdo:

Y;(y) = D3s5en(0.069295y) + E;sen(0.382380y) + F;sen(1.0483224). (3.7.2)

Aplica-se a condicao de contorno (3.3.5), e encontra-se:
Y3(2) = D3sen(2 x 0.069295) + Essen(2 % 0.382380)+ F;sen(1.0483224) = 0.

Logo,

D3 _ —E3sen(2x0.382380)—F3sen(1.0483224) _ 7.238678(—0.86489F3 _ 0.69236353)

sen(2x0.069295 )




Entdo, introduzindo o valor de D; na equacédo 3.7.2, tem-se:

Y3(y) =
(7.238678(—0.86489F3 — 0.692363E3))sen(0.069295y) + E;sen(0.382380y) +

F;sen(1.0483224). (3.7.3)
Como a solucdo tem duas constantes a serem determinadas, calcula-se a derivada

com relacdo a y e iguala-se esta a zero, impondo a simetria esperada dos

deslocamentos ao longo desta dire¢édo. Entdo, calculando y’,(1), obtém-se:
y';(1) = 0.09034418F; + 0.008305E5 (3.7.4)

Resolvendo-se y'(1) = 0.

y',(1) = 0.09034418F; + 0.008305E; = 0 (3.7.5)

Tem-se:

E, = 220 _ _10.878172F, (3.7.6)
0.008305

Reescreve-se a solugdo completa de y:

y3(y) = F3(48.25849Sin[0.069295y] — 10.8781Sin[0.38238y] + Sin[1.0483224y]).  (3.7.7)

Afim de verificar a obediéncia das condi¢bes de contorno, tem-se abaixo, um esboco
do grafico da solugéo (3.7.7).
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Figura 18: Gréfico da funcao y;(y), com y variando no intervalo 0 < y < 2.

Obtida a solugdo em termos de y, volta-se a atencdo para a solugéo da equagao em

termos de t,,, que esta representada por:
T5(t) = Azcos(ast) (3.7.8)

Pela tabela 1 sabe-se que a3? = 785 , entdo, substitui-se os valores de f; e
encontram-se os valores para as. Por questdes de conveniéncia, escolhe-se

a; = 0.069295. Logo, escreve-se a equagdo como:

T5(t) = A3c0s(0.696466t). (3.7.9)
Entdo v(x,y,t) pode ser escrita como:

v(x,y,t) =

G3e™Fs* (5 (3 — 18xp5 + 18x2B5” — 4x3f3))[(I5 (%) —

(I5(B5(1)) ] (F5(48.25849sen[0.069295y] — 10.8781sen[0.38238y] +

sen[1.0483224y]))A5 cos(0.696466t). (3.7.10)

Onde:

G3F343 = M3



Deve-se encontrar os valores de M;. Porém, observando a solucdo obtida na
equacao (3.6.17), quando t =0e y =1, e observando que o comportamento da
onda nao reflete ainda o esperado, entdo, faz-se necessario um sistema de
equacdes afim de obter a constante M; e uma nova constante M,, esta por sua vez,
estara amarrada com M,

Deve-se encontrar os valores de M. Porém, agora a solucao u(x,y,t) € obtida pela

combinacéo linear de dois pares de autofuncdes:
u(x,y,t) = va(x,y,t) + v3(x,y,t) + 0(x,y) (3.7.11)

Entdo, faz-se necessario gerar um sistema de equacdes a fim de obter a constante
M5 e uma nova constante M,, pois as fungdes v,(x,y,t) e v;(x,y,t) estdo acopladas
com &(X,y).

Para encontrar M, e M3 aplica-se a condi¢&o de contorno (3.3.8):
v,(x,y,0) + v3(x,y,0) = —0(x, y).

Entéo, escreve-se a equacao como:

M,e=F2x (1 — 4xB, + ZxZBZZ) [(I2(B2x) — (I(B(1))]. [_4-6789556n (%y) +

sen (% y)| cos(0.6986811609662074(0)) + Mye P+ (3 — 18x; + 18x245” —

4x3B3))[(I3(B3x) — (I3(B5 (1)) 1((48.258495en[0.069295y] — 10.8781sen[0.38238y] +
sen[1.0483224y]))) cos(0.696466(0)) = —0(x,y). (3.7.12)

Multiplicam-se os dois membros da equacéo por sen(%), e integra-se no intervalo de

0 até 2. Primeiramente, integra-se o0 membro a esquerda do sinal de igualdade:



foz Mze_ﬁzx (1 — 4xﬁ2 + ZXZBZZ) [(12 (,Bzx) - (12 (.BZ (1))] [—4.67895567’1 (%Ey) +

sen (222 )] cos(0.6986811609662074(0))sen () dy + J Mze ™o <§(3 184, +

18x2B;% — 4x3,83)) [(I3(B3x) — (I3(B3)]((48.25849sen[0.069295y] —

10.8781sin[0.38238y] + sen[1.0483224y])) cos(0.696466(0)) sen(n?y)dy.

Como os termos em x Sao constantes, temos:

Mae P2 (1= 4xp, + 2x752" ) [(1y (Byx) — (1 (B)] J7 [~4.67895sen (222y) +

2+/2

sen (222y)| cos(0.6986811609662074(0))sen () dy + Mse 3 (% (3 - 18x8; +

18x2B,% — 4x3ﬁ3)) [(13(B3%) — (13(B2)] [ ((48.258495in[0.069295] —

10.8781S5in[0.38238y] + Sin[1.0483224y])) cos(0.696466(0)) sen(nz—y)dy.
Logo, Verifica-se que o membro a esquerda do sinal de igualdade fica:

M;(0.08505947548433423)e ~F+* (1 — 4xp, + 2x%F2" ) [(15(B,%) — (L, (B)] +

M3(0.1484422)e™Fs* (g (3 - 18xp, + 18x*B,> — 4x3ﬁ3)> [(1,(B5x) — (U, (85)]. (3.7.13)
Agora ,com a mesma técnica, resolve-se o membro a direita do sinal de igualdade:

BesselY [O, =i %] my T

) Bessel] [O, i gx] + BesselY [0, —i gx])]] foz sen (—) sen (—y) dy.

—(1.52096)—1[[<— > >

Bessel | [O,ig]

Sabendo que foz sen (?) sen (nz—y) dy = 1, o membro da direita fica:

—(1.52096)* [[(— w) Bessel] [0,i2x] + Bessely[0, i Zx])]]. (3.7.14)

Bessel ][O,ig]



Logo, tem-se que usar técnica semelhante para resolver em termos da variavel x.

Primeiramente, a expressao (3.7.13), deve ser multiplicada pela primeira autofuncéo:
(0.08505947548433423)e ~#2% (1 — 4xp, + 2222 ) [(1,(B,%) — (,(B)].

Entdo, integra-se no intervalo de 1 até 3.

3
M, f [(0.08505947548433423)e "2*(1 — 4xB,, + 2x°B,%)[ (1, (B,x) — (1,(B,)]1?dx
1

3
+M3f [(0.14‘844‘22)6_‘63x <% (3 - 18xﬁ3 + 18X2ﬁ32 - 4X3ﬁ3)) [(13(ﬁ3x)
1

- (I3 (,83)][[(0.08505947548433423)e_ﬁ2x(1 —4xp, + ZxZBZZ)[(IZ(,Bzx)
- (12(32)]]‘1’(-

Segundo o software Wolfram Mathematica 9.0, Tem-se o resultado da expressdo em

termos de M, e M;:
M, x 0.0014738 + M3 x 0.0076918.

Foram tomados os valores de p;=0.069295 e B, =0.097631, calculados
anteriormente, em funcdo de apresentarem bom comportamento na plotagem da
solucéo. De forma analoga, gera-se outra equacdo abordando o membro a direita do
sinal de igualdade e multiplicando-o pela primeira autofuncao.

A integral fica da seguinte forma:

BesselY[O,—ig]

ff —(1.52096)_1[[<— >Bessel] [O,igx] +

Bessel][o,ig]
BesselY [0, —igx])]][(0.08505947548433423)e-ﬂzx(1 — 4%y + 2x%B,%) (I, (Byx) —
(1z(Bz X )] dx. (3.7.15)

Segundo o software Wolfram Mathematica 9.0, a expressao (3.7.15), tem por
resultado: —0.01421669549467



Entdo, tem-se a seguinte equagéao:

M, x 0.0014738 + M5 x 0.0076918 = —0.01421669549467. (3.7.16)

A expressdao (3.7.16) esta em funcdo de M, e M;, entdo, conforme dito
anteriormente, precisa-se de mais uma equacgao, afim de termos um sistema de
equacdes dois por dois. Logo, a técnica deve ser semelhante, porém, desta vez o

fator multiplicativo na expressao (3.7.13) deve ser a segunda autofuncéo, dada por:

1
(014‘84‘4‘22)6_ﬁ3x (5 (3 - 18xﬁ3 + 18x2ﬂ32 - 4x3ﬁ3)> [(13(ﬁ3x) - (13(ﬁ3)]
Entdo, integra-se no intervalo de 1 até 3.

3
M, f [(0.08505947548433423)e ~F2*(1 — 4xp, + 2x% 57 ) [(I,(Box)
1
~ (12(B2)11(0.1484422)e s @ (3 - 18xBs + 18x°B5" — 4x3ﬂ3)> [(13(B3x)
— (I3(B3)]dx + Msf

1

- 4x3,83)> [(I3(B3x) — (13(ﬁ3)]> 2dx.

3 1
<(0.1484422)e-ﬁsx (§ (3 — 18xp5 + 18x%B5°

Segundo o software Wolfram Mathematica 9.0, Tem-se o resultado da expressao em

termos de M, e M; :
M,0.0076918151727123915 + M5 X 0.051185009180788166
De forma anéloga, resolve-se o membro a direita do sinal de igualdade.

Entdo, multiplica-se também pela segunda autofuncéo e a integral fica da seguinte

forma;



_ BesselY[O,—ig]

ff —(1.52096)‘1[[< >Bessel] [o,igx] +

Bessel ][O,ig]
BesselY 0, —igx])]] ((0.1484422)e—ﬁ3x (§(3 — 18xf; + 18x2B5% —
4x36) ) [(13(85%) = (U5 (B (1)]) dx (3.7.17)

Segundo o software Wolfram Mathematica 9.0, a expressao (3.7.17), tem por

resultado:—0.12180239879756347. Logo, tém-se a seguinte equacao:
M,0.00769181 + M5 x 0.0511850091 = —0.1218023987. (3.7.18)

Com as equacodes (3.7.16) e (3.7.18), obtém-se um sistema de equacdes em termos
de M, e M5

{M20.0014738 + M3 x 0.007691815 = —0.01421669549
M,0.0076918 + M5 x 0.051185009 = —0.1218023987

O resultado do sistema acima em termos de M, e M;:
M, = 12.852936003212598 M; = —4.311121761873202
Agora, escreve-se a solugdo completa de v(x,y,t) como:

v(x,y,t) =
(12.85293600) (e-ﬁzx(1 — 4xBy + 2x2(B2)2) [ (Byx) — (L, (B)]. [—4.678955en (%E y) +

sen (%5 ¥)] c05(0.6986811609662074t) ) + (~4.311121761873202)¢ #+* (§(3 —18xf; +

18x28,% — 4x3,83)) [(13(Bsx) — (Is(B3)][(48.258495in[0.069295y] — 10.8781Sin[0.38238y] +

Sin[1.0483224y])) cos(0.696466t)]. (3.7.19)

Afim de verificar o comportamento da onda, quando t = 0, observa-se o grafico da

funcéo (3.7.19), e nota-se a obediéncia das condi¢des de contorno.
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Figural9: Gréfico da funcao (3.7.19), quando t = 0

Entdo, escreve-se a solucao geral do problema:
u(x,y,t) =vy(x,y,t) + vs(x,y,t) + 0(x,y), que por sua vez, fica:

u(x,y,t) =
(12.85293600) (e—ﬁzx(1 — 4xB, + 2x2(By) ) [(I,(Byx) —

(1o (B)]. [~4.678955en (22 ) + sen (222 y )] cos( 0.69868116096620741) ) +

(—4.311121761873202)e~Fs* e (3 — 18xf; + 18x24;% — 4x3ﬂ3)) [(I3(B3x) —

(I5(B5)][(48.25849S5in[0.069295y] — 10.8781Sin[0.38238y] +

BesselY[O,—ig]

Sin[1.0483224y])) cos(0.696466¢)] + (1.52096)-1[[<— )Bessel] [0, i %x] +

Bessel ][O,ig]

BesselY[0,—i 2 x])]] sen (). (3.7.20)
2 2

Afim de verificar o comportamento da onda no instante inicial, guando t = 0, mostra-

se a figura 20, sendo o grafico da fungéo (3.7.20). Verifica-se uma planificacdo da

membrana com uma subida mais brusca a partir de 2.85 no eixo x. Além disso,

ocorre o deslocamento maximo no ponto (3,1).



Figura 20: Grafico da funcado (3.7.20) com t = 0.

Para verificar o comportamento da onda em perfil em t =0, tem-se a figura 21
representada pela funcdo (3.7.20) para y = 1, ou seja, no meio da membrana.
Verifica-se que o deslocamento € positivo e préximo de 0.05, para x no intervalo de
zero até 1.8, além disso, entre 1.8 e 2.85, o deslocamento é negativo com um valor
minimo de -0.1. Entdo, a partir de 2.85, ocorre uma subida brusca, possibilitando
assim, reconhecer a maior precisdo conquistada com a introducdo de uma nova
autofuncdo na resposta, cuja solugcédo satisfaz a condicdo de contorno em x = 3 e
tenta reproduzir a condi¢ao inicial com deslocamento nulo em toda extensdo da
membrana, exceto em x=3. Conclui-se que embora haja valores de deslocamentos
pequenos no instante inicial, ainda ha varia¢gdes que precisam ser eliminadas com a

introducdo de maior niumero de autofuncgdes.
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Figura 21: Funcgéo (3.7.20) quandot =0, com1<x<3ey=1

Para melhor ilustrar o comportamento da onda, tem-se o perfil de deslocamentos da
funcédo (3.7.20) para y = 1 ao longo da dire¢cdo x em varios instantes de tempo: t = 0,
t=1,t=2,t =3, t = 4. Estes graficos sdo reproduzidos na figura 22 e verifica-se o

comportamento do deslocamento para 1 < x < 3.

15¢

10+

05+

15 20
Figura 22: Gréfico da fungdo (3.7.20), quandot =0,t =1,t =2,t =3 et = 4, com

1<x<3 ey=1.

Na figura 23, apresentam-se os deslocamentosem t =5 ,t=6,t=7,t=8et =9,

e com uma observacao em relacéo a figura 22, verificam-se comportamentos iguais



para 1l < x < 3, em especial nos instantet=4et=5,t=1et=8,bemcomot=0e
t=9.

ol t=9
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Figura 23. Gréfico da funcéo (3.7.20), quando t =5,t=6,t=7,t=8e t=9,com 1<x<3 e

y=1

Na figura 24, verifica-se 0 comportamento da onda, quando x =2, e y =1, ou seja,
no meio da membrana, tém-se o grafico da funcédo (3.7.20) variando no tempo.
Repara-se que novamente o deslocamento praticamente se repete em um ciclo de 9
segundos. Isto se deve ao fato de que os argumentos ou frequéncias das duas
autofuncdes serem muito proximas, fato comum em problemas envolvendo
membranas quadradas. Os dois fatores cossenos muito proximos um do outro na
funcdo completa acabam por impor um movimento quase-harmonico.

Verifica-se ainda que o deslocamento varia agora entre -0.02 e 0.6. Parat=0, a
funcdo apresenta inicio em -0,02, fato que decorre da imprecisdo modal da resposta

com poucos harmonicos.
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Figura 24: Gréfico da fungéo (3.7.20) , parax = 2e y = 1,quando 0 <t < 40

3.8 Resposta com trés autofuncoes

Antes de compor a solu¢do com as autofungdes anteriores, € preciso gerar a ultima
autofuncdo, tomando-se n =4. Empregando a metodologia ja apresentada

previamente:

uf () = Gy(e PG (3 — 24xf + 36x2B% — 16x°B° +
dx
x(e~Fex (5 (3 — 24xB + 36x2f% — 16x343 + 2x*f1)))?

+2x*B4)) f
1
+ Hye Bax (§ (3 —24xpB + 36x2B% — 16x3p3% + 2x4,[>’4)>.
Por questbes de conveniéncia, escreve-se:

dx
x(e‘ﬁ3x(§(3 — 24xP + 36x2p2% — 16x363 + 2x*p*))?

L0 = |

Entdo, aplica-se a condi¢cédo de contorno (3.3.4). Tem-se:

X¢(1) = e P (3 — 24xPB + 36x2B2 — 16x° B + 2x*B4))[G,14(8, (1)) + H,] = 0.



Isto implica que:

= (3 — 24xB + 36x2f% — 16x3% + 2x**) =0 ou G4l (Bs(1)) + Hy = 0.

Primeiramente, admite-se a condi¢céo que resulta em:

G4I4(,34(1)) = —H,.
Reescreve-se a solugdo como:

Xt(x) = e7P(
§(3 — 24xP + 36x2p% — 16x3B3 + 2x* )64, (8,x) — Gu14(B,) 1.

Agora, aplica-se a condicao (3.3.3), e determina-se f,.

X3(3) = Gye (G (3 — 242B + 363257 — 163363 + 2x*F)[(L(B(B) — 14(B) ] = 0

Sabendo que:

[(14(3(Ba)) = 1s(Bs) ] # 0

Entdo, primeiramente resolve-se a equacao :

(3—72B +324B% —432B3 + 162p*) =0

Encontrando-se quatro possiveis valores para f3,. Tem-se:

Bs = 0.0537579482699 ,
Bs = 0.7561033828202,
Bs = 0.2909601835264

Bs = 1.5658451520502.

(3.8.1)



Por conveniéncia, escolhe-se £, = 0.290960 para gerar a frequéncia «,, e elimina-se

Bs = 1.5658451520 na composicao da resposta Yy, (y).

Mediante os valores encontrados para f,, volta-se a atencdo para a condigéo de
contorno (3.3.5) que esta associada a equacdo (3.5.9), que por sua vez, seri

reescrita como combinacao linear entre trés autofuncdes senos. Tem-se :

Y.(y) = D,sen(0.290960y) + E,sen(0.7561033y) + F,sen(0.05375794y). (3.8.2)

Aplica-se a condicao de contorno (3.3.5), e encontra-se:

Y4(2) = D,sen(2(0.290960)) + E,sen(2(0.7561033)) + F,sen(2(0.05375794)) = 0.

Logo:

D, = ~Fasen07561033) Fasen@O05375794) _ 1 8194082 (—F,0.1073088 — E40.9982841)

5en(2(0.290960) )

Na equacdao (3.8.2), aplica-se:

D, = 1.8194082(—F,0.1073088 — E,0.9982841).

Entéo, a solugdo em termos de y,(y)fica:

Y,(y) = F,sen[0.0537579482699y] + (—0.1952386574954954F, —
1.8162864171370603E,)sen[0.290960183y] + E,sen[0.7561033828202y] (3.8.3)

Como a equacéao (3.8.3) tem duas constantes a serem determinadas, calcula-se a

derivada e posteriormente resolve-se y'(1) = 0. Calculando y’, (1), obtém-se:

y'(1) = —F,0.0007387376296938558 + E,0.043821564990678796.



Fazendo:

y',(1) = —F,0.0007387376296938558 + E,0.043821564990678796 = 0

Tem-se:

= —0.043821564990678796E,
* 7 —0.0007387376296938558

= 59.31952459067114E,

Reescreve-se a solucdo completa de y:

v.(y) = E,(59.3195245sin[0.0537579y] — 13.397750sin[0.290960183y] +
sin[0.756103y]). (3.8.4)

Afim de verificar a obediéncia das condi¢cdes de contorno, tem-se na figura 25, um

esboco do grafico da solugéo 3.8.4.
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Figura 25: Grafico da fungédo (3.8.4) com y variando no intervalo 0 < y < 2.

Obtida a solugao em termos de y, volta-se a atencdo para a solugéo da equagao em
termos de t,, que esta representada pela equacgéo (3.8.5) associada a equacao
(3.5.7).

T, (t) = Ascos(ayut) (3.8.5)



Pela tabela 1 sabe-se que a,? = 9f, , entdo, substitui-se os valores de 3, , e
admitindo f, = 0.290960, encontra-se:

a, = 1.61822124

Logo, a equacao (3.8.5), escreve-se como:

T,(t) = A,cos(1.618229124¢) (3.8.6)

Logo, v(x,y,t) pode ser escrita como:

v(x,y,t) = Mye B+ ((%) 3 — 24xpB, + 36x2B,% — 16x3B8,° + 2x4,844> [(14(B4x)

— (L(B.)]1(59.31952455in[0.0537579y] — 13.397750sin[0.290960183y]
+ sin[0.756103y]) cos(1.618229¢)

Novamente, faz-se necessario um sistema de equacdes afim de obter a constante
M,, esta por sua vez, estard relacionada com M, e M; Entdo, admitindo que a
solucdo completa é dada por uma soma de funcdes espaciais-temporais com a

funcao auxiliar, tem-se:

vZ(x'y! 0) +V3(x»y' O) + U4(x;y, O) = —@(X,y) (387)



Entdo, escreve-se a equacéo (3.8.7) como :

M,e~PBax (1 — 4xB, + 2x2ﬁzz) [(I;(Byx) — (I,(Bo ()] [—4.678955671 (%Ey) +

sen (—“fy)] cos( 0.6986811609662074(0)) + Mye ™5+ (5 (3 — 18xf; + 18x2f5” —

43 B3))[(I3 (B3) — (I3(B3) 1((48.258495en[0.069295y] — 10.8781sen[0.38238y] +

sen[1.0483224y]))) cos(0.696466(0)) + M,e~F+* ((g) 3 — 24xp, + 36x28,% — 16x3B,> +

2x4ﬁ44) [(14(Bax) — (1, (B4(1))](59.31952455in[0.0537579y] — 13.397750sin[0.290960183y] +

sin[0.756103y])[cos(1.618229(0)) = —B(x, y) (3.8.8)

Utiliza-se método analogo ao subcapitulo 3.5.

Logo, multiplica-se os dois membros da equacao por sen(%), e integra no intervalo

de 0 até 2. Entdo, integra-se primeiramente, 0 membro a esquerda do sinal de

igualdade. Apds diversos algebrismos, chega-se a:

M;(0.08505947548433423)e F+* (1 — 4xp, + 2x7F2" ) [(15(B,%) — (L, (B)] +
M (0.1484422)eFs* (g (3 - 18xB, + 18x2B,° — 4x3B3)) [, (B,x) — (1,(8,)] +
M,(0.02984867390455237)e ~F4* (G) 3 — 24xB, + 36x°B," — 16x3B,° + 2x4ﬁ44) (14 (Bax) —

(L (B]- (3.8.9)

Agora ,com a mesma técnica, resolve-se 0 membro a direita do sinal de igualdade

integrando no intervalo de 0 a 2.

—(1.52096) [ —M Bessel] [0 izx] + BesselY[0, —i = x])]]sen(2)sen(=)
' Bessel][o,ig] ) ! 2 2 2



Entdo, o membro a direita fica:

BesselY [0, —i E]

—(1.52096)~1[[[ - Bessel] [O,i%x]

Bessel | [O, i g]
2

+ BesselY |0, —i%x])]] fo sen (712_31) sen (712_)1) dy.

Sabe-se que foz sen ("73’) sen (%) dy = 1, entdo, expressa-se o membro a direita por:

_ BesselY[O,—i%]

—(1.52096)—1[[< )Bessel] 0,12 + Bessely[0, i Zx])]]. (3.8.10)

Bessel ][O,ig]

Usa-se técnica semelhante para resolver em termos da variavel x. Primeiramente, a

expressao (3.8.9), deve ser multiplicada por:
(0.08505947548433423)e A2*(1 — 4xf, + 2x2B,)[(I,(B2x) — (I, (B2)].
E entdo, integrada no intervalo de 1 até 3, gerando:

M, x 0.0014738 + M3 x 0.0076918 — M, X 0.001994288343186249

Sabendo que B, =0.097631, g, = 0.069295 e B, =0.290960 foram os valores
adotados no calculo anterior, em funcdo de apresentarem bom comportamento na

plotagem da solucéo.

De forma analoga, resolve-se o0 membro a direita do sinal de igualdade. A integral

fica da seguinte forma:

BesselY[O,—ig]

ff —(1.52096)_1[[<— >Bessel] [O,igx] +

Bessel][o,ig]
BesselY [0, —i~x])]][(0.08505947548433423)e~F2* (1 — 4xB, + 2x2B,") (I (B, %) —

(I,(By)] dx = —0.01421669549467 (3.8.11)



Entdo, tem-se a primeira equagao:
M, % 0.0014738 + M3 x 0.0076918 — M, x 0.0019942883 = —0.014216695. (3.8.12)

Para gerar um sistema com trés equacdes, a técnica deve ser repetida para as duas

outras autofuncdes. Agora o fator multiplicativo n expresséao (3.8.9), deve ser :
1
(014‘84‘4‘22)6_ﬁ3x (5 (3 - 18xﬁ3 + 18x2ﬂ32 - 4x3ﬁ3)> [(13(ﬁ3x) - (13(ﬁ3)]

Integrando no intervalo de 1 até 3, chega-se a:

M,0.0076918151727123915 + M5 x 0.05118500918 — M, X 0.011968669353

De forma analoga, resolve-se o0 membro a direita do sinal de igualdade. A integral

fica da seguinte forma:

BesselY[O,—i%]

flg —(1-52096)_1[[<— >Bessel] [O,i%x] +

Bessel ][O,ig]

BesselY[0,—i~x])]] ((0.1484422)e-f33x (§(3 — 18xf3; + 18x%B5% —

4x3ﬂ3)) [(I3(B3x) — (13(ﬁ3)]) dx = —0.12180239879756347 (3.8.13)
Logo, tém-se a seguinte equacao:
0.00769181M, + 0.0511850M; — 0.01196866M, = —0.1218023987. (3.8.14)

Continua-se 0 processo de forma analoga para a terceira autofuncao:

(0.02984867390455237)e ~Fs* ((i) 3 — 24xp, + 36x2B,% — 16x38,° +

2x4ﬁ44) [ (Bax) — (L(BL)]



Integra-se no intervalo de 1 até 3 chega-se, apds algebrismos, a:

M,(0.007691815172712) + M5(0.0511850091807) + M,(0.0029310095401)

De forma analoga, resolve-se o0 membro a direita do sinal de igualdade. A integral

fica da seguinte forma:

BesselY[O,—ig]

ff —(1.52096)"1[[<— >Bessel] [O,i%x] +

Bessel ][O,igl

BesselY[0,—iZ x])]](0.02984867390455237)e ~F+* (G) 3 — 24xB, + 36x2B,% —

16x3B,° + 2x4,844) [(1,(Bax) — (I,(By)] dx = 0.02634746135768157 . (3.8.15)

Entdo, tem-se a seguinte equacgao:
0.0019942883M, + 0.0076918M; — 0.0019942883M, = —0.014216695. (3.8.16)

Com as equacbes (3.8.12), (3.8.14) e (3.8.16) obtém-se um sistema de equacdes:

0.007691M, + 0.0511850M3 — 0.01196866M, = —0.1218023987

0.0014738M, + 0.0076918M5 — 0.0019942883M, = —0.014216695
—0.0019942883M, — 0.01196866M3 + 0.00293100954015412M, = —0.014216695

O resultado do sistema fornece:
M, = 18.663514554; M5; = —2.976558375 M; = 9.441612273

A esta altura pode-se concluir o que ja tinha sido suspeitado na obtencéo da solugéo
com duas autofuncdes: a matriz dos coeficientes M, € simétrica, mas ndo é
diagonal, ou seja, por esta ultima condicéo constata-se que ndo ha uma condicao de
ortogonalidade entre as autofuncdes. Realmente isto ndo existe para intervalos

finitos, vide apéndice D.



Agora, escreve-se a solugéo completa de v(x,y,t) como:

v(x,y,t) =
(18.663514) (e P2*(1 — 4xB, + 222 (B,)2) (12 (B,x) —

(12 (B)]. [~4.678955en (22 ) + sen (222 y )] cos( 0.69868116096620741) ) -
(2.976558)e Ps* (3(3 — 18xB5 + 18x2p5% — 4x3,83)> [(I3(B3x) —
(13 (B)1[(48.25849Sin[0.069295y] — 10.8781Sin[0.38238y] +

Sin[1.0483224y])) cos(0.696466t)] + 9.441612273¢~Fs* (G) (3 — 24xP, + 36x2B,% —

16x3B,° + 2x4,844) [(L,(Bax) — (I, (B)]((59.31952455in[0.0537579y] —

13.397750sin[0.290960183y] + sin[0.756103y])] cos(1.618229(¢)). (3.8.17)

Afim de verificar o comportamento da onda quando t = 0, observa-se o gréafico da

funcao (3.8.17) na figura 26, e nota-se a obediéncia das condicdes de contorno.

3.0

Figura 26:Grafico da funcao 3.8.17, quandot =0



Entdo, escreve-se a solucao geral do problema:
u(x,y, t) = vy(x,y,t) + v3(x,y,t) + 8(x,y), que por sua vez, fica:

u(x,y,t) =
(18.663514) (e—ﬁzx(1 — 4xB, + 2x2(B) D) [(Ly(Byx) —

(12 (B)]. [~4.678955en (22 ) + sen (222 y )] cos(0.69868116096620741) ) -

(2.976558)e~Fs* (%(3 —18xp; + 18x2B,% — 4x3ﬁ3)> [(1;(Bsx) —
(I3 (B5)][(48.25849Sin[0.069295y] — 10.8781Sin[0.38238y] +

Sin[1.0483224y])) cos(0.696466t)] + 9.441612273e~F+* (G) (3 — 24xP, + 36x2B,% —

16x3B,° + 2x4,[>’44) [(L,(Bax) — (I, (B)]((59.31952455in[0.0537579y] —

13.397750sin[0.290960183y] + sin[0.756103y])] cos(1.618229(t))] +

Bessely[""‘?]) Bessel] [0, L%x] + BesselY [0, —i%x])]] sen (%) (3.8.18)

-1 _
(1'52096) [[< Bessel][o,ig]
Verificando o comportamento da onda, quando t = 0, mostra-se o grafico da fungéo
(3.8.18) na figura 27, e verifica-se uma planificagdo da membrana com uma subida
mais brusca a partir de 2.8 no eixo x. Além disso, ocorre o deslocamento maximo no
ponto (3,1).
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Figura 27:Gréfico da funcao (3.8.18) com t = 0.



Na figura 28 mostra-se o grafico da fungéo (3.8.18) para y = 1, ou seja, no meio da
membrana. Verifica-se que o deslocamento é positivo e menor que 0.05, para X no
intervalo de zero até 1.7, além disso, entre 1.7 e 2.8, o deslocamento € negativo com
um valor minimo de -0.05. Entdo, partir de 2.8, ocorre uma subida brusca,
possibilitando assim, reconhecer a forca da equacgao 3.8.19, cuja solugéo, busca
satisfazer a condicdo de contorno em x = 3. Conclui-se que a variagdo do
deslocamento € muito pequena, ainda que a nulidade seja o objetivo a ser

alcancado para valores de x menores que 3.
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Figura 28: Grafico da fungéo (3.8.18), quandot =0, com1<x<3ey=1

Mostra-se na figura 29 os perfis de deslocamento paray = 1 ao longo da dire¢éo X,

para diversos tempos: t=0,t=1,t=2et =3:

1.0’ t:2
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Figura 29: Grafico da funcao (3.8.18), quandot =0,t=1,t=2et=3,com1<x<3ey=1.



Na figura 30, apresentam-se os deslocamentos em t=6,t=7, t=8 e t=09.
Comparando este dltimo em relagcdo a figura 29, verifica-se que quase néo
aparecem comportamentos iguais no intervalo, denotando a presenca de
comportamento ndo periédico, devido a composicdo de autofungBes harmdnicas

com argumentos envolvendo frequéncias que nao sdo multiplas por valores inteiros.
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Figura 30: Grafico da fungéo (3.8.18), quandot =6,t=7,t =8et=9,com1<x<3ey=1.

Na figura 31, verifica-se 0 comportamento da onda, quando x =2, e y =1, ou seja,
no meio da membrana, variando no tempo. Repara-se que desta vez, 0
deslocamento n&do se repete em um ciclo de 9 segundos, isto se deve ao fato de
termos dois fatores cossenos muito préximos um do outro e um terceiro fator
cosseno distante dos outros dois. Verifica-se que o deslocamento varia entre -0.4 e
0.9. Parat =0, a funcao se inicia em -0,025, pois ainda existem pequenas variacdes

que precisam ser eliminadas com a introdu¢cdo de maior numero de autofuncdes.



Figura 31: Grafico da fungéo (3.8.18), parax =2ey = 1,quando 0 < t < 40.



4 CONCLUSOES

N&o foi propdsito deste trabalho tecer consideracdes detalhadas sobre as vantagens
das principais técnicas voltadas para solucdo de EDPs. Certamente, existem
categorias de problemas onde o desempenho de uma técnica é superior a das
demais possiveis de serem aplicadas. As Técnicas de Transformadas sé&o
instrumentos excelentes de solucdo, particularmente nos problemas de fronteira
aberta e valor inicial, mas desde que as funcdées no espaco transformado sejam
simples; as Fungbes de Green se ajustam muito bem aos problemas estacionarios
com acdes de dominio. No entanto, para problemas lineares dependentes do espaco
e do tempo, o MSV é o0 mais simples, o mais abrangente, aquele que abarca 0s
conceitos mais fundamentais da matematica, caracterizando o setor da matematica
denominado de Problemas de Valor de Contorno.

No problema especifico que motivou esse trabalho, o MSV foi escolhido ndo sé
pelas suas qualidades, mas também pelas dificuldades operacionais envolvidas na
aplicacdo das outras alternativas. Entretanto, comparando a solucado apresentada
nesta dissertacdo com outras ja realizadas dentro da linha de pesquisa em que esta
inserida e, também, com o material encontrado na literatura especializada,
percebeu-se que muito da simplicidade apresentada pelo MSV nestas aplicacfes
mais classicas deu lugar a grandes dificuldades conceituais e operacionais. Embora
possa se cogitar que a aplicacdo de outras técnicas sejam ainda mais proibitivas, a
abordagem o problema proposto revestiu-se de grande complexidade e ndo pode
prescindir do apoio de um software robusto para solu¢cdo de muitos algebrismos
dificeis, ratificando que o método de solucdo deve ser denominado rigorosamente de
semi-analitico.

Algumas caracteristicas do MSV se mantiveram: ao reduzir o problema a solugéo
acoplada de EDOs, pode-se examinar o problema sob uma privilegiada 6tica fisica,
algo impossivel quando se pensa numa solucéo por transformadas. A utilizacdo de
séries com autofuncbes preserva 0s conceitos basicos da mecanica, fazendo
entender que o fendmeno da propagacdo de ondas e da dinédmica das estruturas
sdo, em esséncia, os mesmos. Via de regra, distinguem-se tdo somente pela

presenca macica de autofuncdes de alta ordem que se combinam no primeiro caso,



gerando uma frente de onda que antecede aos fendmenos de interferéncia, reflexao
e outros. Na dindmica, comumente uma excitagdo periddica impde a predominancia
de determinados componentes modais na resposta, que também nada mais sao que
as autofuncdes apresentadas no decorrer deste trabalho.

O método de separacdo de variaveis continuou ostentando sua clareza, no sentido
gue suas etapas operacionais se mantiveram dentro da sistematizacdo usualmente
encontrada.

Uma importante observacdo se prende a EDO gerada pela presenca de nao
homogeneidade fisica ao longo da direcao coordenada x. Tal equagcdo ndo aparece
nos principais livros classicos de matematica superior, pois sua solugcdo envolve
funcdes especiais. Pode-se afirmar que na auséncia de um programa auxiliar como
o Software Wolfram Mathematica 9.0, a solucdo apresentada ndo poderia ser
operacionalizada.

Quanto aos resultados, considerando o caso da excitacdo subita apresentada, a
resposta envolveria pelo menos uma dezena de autofuncBes para se identificar
razoavelmente o correto perfil de resposta ao longo do tempo e mais de uma
centena para se compor uma resposta com boa precisdo. Naturalmente os
procedimentos operacionais demandados e que foram apresentados no decorrer do
texto impediram de se alcancar a solucdo desejada. Para se ter uma ideia de
comparacao, a solucdo do problema espacialmente heterogéneo unidimensional,
resolvido por Loeffler & Coutinho [6] demandou mais de uma centena de
autofuncdes, mas suas integrais foram resolvidas com facilidade pelo mesmo
software Wolfram Mathematica 9.0. No apéndice E, mostram-se alguns passos da
algebra envolvida, bem como algumas integrais calculadas, que foram omitidas
devido a sua enorme extensao.

Ainda no caso da excitacdo subita, pode-se perceber através da aplicacdo das
condic¢bes iniciais que o procedimento operacional desenvolvido esta correto, pois
com apenas trés autofungbes o perfil desejado ja se mostrou bem razoavel (vide
figura 28).

Diante das limitacbes do software Wolfram Mathematica 9.0 para gerar as
componentes hipergeomeéticas formadoras das bases solucdo das EDO espaciais (e
que dificultou enormemente a realizacdo deste trabalho), vale destacar o

comportamento acessivel dos polinbmios de Laguerre. Isto foi realmente um fator de



grande importancia, pois a aplicacdo do método de reducao de ordem apresentou-se
de forma plausivel, principalmente a medida que se aumentou a ordem dos
Polindbmios de Laguerre, pois ndo surgiram funcdes complexas e outros obstaculos a
operacionalizacdo dos calculos, embora aparecessem integrais exponenciais [29]
que sdo resolviveis por séries.

Conforme exposto, a matriz final dos coeficientes M,, € simétrica, embora ndo seja
diagonal, pois ndo h4 uma condicdo de ortogonalidade entre as autofun¢cdes num
intervalo finito (existem para intervalos infinitos [vide apéndice D]), que envolvem as
funcdes de Laguerre, Hipergeométrica e exponenciais.

Por fim, vale ressaltar que as metodologias de solucéo analiticas ou semi-analiticas
tém sérias limitacbes de aplicacdo diante da complexidade dos problemas
demandados pela engenharia moderna. Até mesmo como solucbes de referéncia
para validacdo de resultados, métodos como o MSV se mostram cada vez mais
impotentes e também dependentes do computador para gerar solucdes, de modo
que a hegemonia dos métodos discretos de solucao é completamente indiscutivel e
os testes de validacao realizados pela comparacdo de resultados entre métodos

distintos € a tatica mais adequada em um contingente cada vez maior de casos.
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APENDICE A

A.1 Equacéo de governo para membranas elasticas homogéneas

A modelagem da equacdo da onda bidimensional pode ser expressa por uma
equacao diferencial de segunda ordem, com variaveis independentes que
representam o tempo e o espaco. Para isto, a demonstracdo serd baseada no
problema da membrana elastica, objeto de estudo da presente dissertacdo, vide
figura 33.

Membrana

Figura 32: Membrana Elastica

E necessario, inicialmente, fazer algumas suposicées fisicas. S&o elas:

e a massa da membrana por unidade de area é constante, sendo a membrana
homogénea;

e a membrana é perfeitamente flexivel e ndo oferece resisténcia ao
dobramento;

e atensao horizontal por unidade de comprimento T, causada pelo estiramento
da membrana é a mesma em todos os pontos e em todas dire¢des, ndo se
modificando com o0 movimento.

e A flecha u(x,t) € muito pequena se comparada ao tamanho da membrana

durante o movimento e da mesma forma seus angulos de inclinacéo.



A.2 Teoria de Cordas

Para maior clareza das etapas de deducgao, considere inicialmente o problema da
corda elastica. Existem diversas teorias de cordas. A mais simples sdo lineares e
consideram a aproximacao parabdlica. A linearidade, na realidade, vai implicar que a
propriedade fisica do cabo seja expressa em termos da sua pré-tracdo, que vai
permanecer inalterada no processo de carregamento. E necessario que seja assim,
pois em caso contrario os deslocamentos e deflexdes da membrana iriam alterar a
tracao reinante. Havendo dependéncia entre deslocamentos e tragdo na equacao de
governo, estaria caracterizada a nao linearidade fisica do problema.

Por outro lado, admitindo- se o carregamento como vertical, o equilibrio horizontal de
forcas deve ser sempre mantido. Comumente, por simplicidade, o problema de
equilibrio é exposto a partir da posi¢cdo de minimo da corda, identificando claramente
gue a componente vertical da forca se responsabiliza pelo balanceamento vertical
das forcas, conforme mostra a figura a seguir, na qual os deslocamentos da corda

estdo exagerados por questdes de clareza:

: 7
T, &
dx /t 3 T .
ds
d r
W TE
TI]
q(x)
T, "

Figura 33: Elemento de corda em equilibrio



O somatorio das forgas expressa:

Y F =) Fr =0T =T,

Y F, =) F' =0T =0ox

Na primeira das equacfes anteriores verifica-se que ndo havendo projecdo das
forcas aplicadas na direcdo x e também ndo havendo variacdo de propriedades, ndo
ha razdo para T, varie ao longo de x.

Considerando também pequenos deslocamentos e deflexdes, uma necessaria
relacdo cinematica advém da avaliacdo da deflexdo da corda em funcdo da flecha,
que pode ser convenientemente expressa em termo de um quociente entre as

componentes verticais e horizontais ao longo da corda:

™™V TV dw
T T, dx

Isto pode ser melhor visualizado na figura 34. Dai:

TV =T, d_W
dx

Figura 34: Relacdo entre a inclinacéo e o quociente entre tracfes



Por outro lado, o equilibrio vertical fornece em termos diferenciais o seguinte:

T, +qdx+T,), =0

X+dx

A extenséo do termo mais a direita em série de Taylor, quantificando a variacdo do
esforco com a direcdo da corda fornece:

\Y%
TV, =TV + gy
dx

Substituindo esta Ultima expressao na equacao de equilibrio vertical:

\Y% \Y%
-1/ +qu+TXV+dTX dx:0—>dTX =—q
dx dx

Usando a relacdo cinematica, tem-se:

dry d dw d?w
X :—T —:T = —
dx dx % dx ° dx? b

Esta ultima é a equacao de governo linear e homogénea para cordas elasticas. A
pré-tracdo € uma constante neste modelo. De fato, mesmo que a componente de
tracdo horizontal se altera com as variacbes da flecha, mas isto ndo pode ser

considerado num modelo linear.

A.3 Modelo de Membrana

A equacao de equilibrio da membrana eléstica linear é similar. Apenas o equilibrio é
feito em duas direcdes e os valores de esforco que aparecem nas equacles de

equilibrio séo forgas por unidade de comprimento. Logo:



T/ dy+ Ty — T,/ dy+ T, +qdxdy =0

X+dx y+dy

Usando as extensdes em série de Taylor:

\V \Y
y

oT,
~TVdy+T) +6—de—T;’dy+TyV +

dy +qdxdy =0

Dai:

oTy o1/
— % 4 — _q
OX oy

Mas agora:

Gerando:

\Y% aW . \Y%
-I-)< :Toa—x f Ty :TO

A equacdao geral de governo, conforme esperado, fica:

o’'w o w q
+
ox> oy’ T,

A.3 Equacéo de governo para membranas elasticas heterogéneas

Nem todos os modelos fisicos afins recaem em expressdes matematicas similares,

pois as teorias que os envolvem podem ser bem diferente. E assim com a teoria de



membrana, quando outros efeitos sdo computados. As similaridades esperadas
entre os problemas eletromagnéticos e mesmo entre casos simplificados da
elasticidade, como o caso de torcdo e esfor¢cos axiais em barras podem ficar bem
distintos. E isto que acontece quando se intenta introduzir a questdo da n&o
homogeneidade fisica. Valores distintos de rigidez poderiam ocorrer para diversos
pontos do dominio, pois no fundo esta € uma funcéo inversa da flexibilidade do
material. Entretanto, esta ndo homogeneidade requereria rigorosamente a
computacdo de efeitos ndo lineares, por questdes de coeréncia no equilibrio. Caso
isto seja ignorado, a equacgdo de governo pode ser expressa em termos de uma pré-
tracdo que varia ponto a ponto, conforme € deduzido a seguir.

Neste sentido, € preciso incluir matematicamente o efeito da variacao da inclinacéo
(ou deflexdo) da membrana como funcdo das coordenadas espaciais.

Este efeito ndo pode ser introduzido, conforme fazem muitos livros, ignorando a
variacdo do esfor¢go com tais coordenadas, que é um efeito primordial. Assim, ambos
os efeitos sdo considerados agora em conjunto.

Mais uma vez, deduz-se a expressao para uma corda e depois se generaliza para

duas dimensdes. Tomando a equacao de equilibrio vertical, ja apresentada:

~T.) +qdx+T/,, =0

X+dx

Onde:
dTY
Vv Vv
Tog =T, + d; dx
Dai:

\Y

qdx + dT, dx=0
dx




Escrevendo seus termos em fun¢éo da pré-tracéo:

TV =7, W
dx

Agora extensdo em série se compde de duas variagbes, em que se computa a
variacdo do esforco com relacdo a variacdo da coordenada espacial e também sua

variacdo com a variacéo da inclinacao:

dT d dw d?w d dw d d’w
= ix = g, [ 1 S oy = -, DPgax+ S pr, S ¥
ax dx{TO[dx X Xy dx[ 0 dx] X+dx[ ° dx? Xy
Entao:
adx+ 90 dx = gdx + 9T, Miax+ -9 9W geqax
X dx - ° dx dx -~ ° dx?

O terceiro termo do lado direito da equacdo anterior € um infinitésimo de ordem
superior e pode ser desprezado. Eliminando dx em todos os termos, a equacéo final

para a corda é:

d dw
—IT. —1=—
Mo g 1=

Naturalmente, em termos de uma membrana:

0 oW 0 OW
—[T, —]Jdx+—[T, —]dx =—
6X[08X] +5[05] q

De alguma forma, uma vez que T, varia ao longo das direcbes coordenadas e 0

equilibrio se mantém em todo o dominio fisico da membrana, a flexibilidade da



membrana deveria ser dada como uma funcdo dos deslocamentos, ou seja, em
termos néo lineares para que o modelo matematico reflita mais satisfatoriamente a

realidade fisica.



APENDICE B

ANALISE DA MEMBRANA DE RIGIDEZ VARIAVEL COM EXCITACAO
COSSENOIDAL

TC
y u(b,y) = Pysen (—y) c0s(0.6986811¢)
' L
1 b B
________ u=0
K E
- a - E(x) = ZoX
b-a « " lu=0 1 u(by) a
u=0 _
S o
b-a

Figura 35: Membrana heterogénea com excita¢éo cossenoidal.
Neste caso, aplica-se uma excitacdo harmonica de tal forma que a resposta seja
dominada pela frequéncia imposta e a resposta prescinda de funcdes de mais alta

ordem, que como foi exposto, sdo extremamente complicadas de se obter.

De forma andloga ao subcapitulo 3.3, omite-se a demonstracdo do método da

separacao de variaveis, evidenciando de imediato as funcdes encontradas.
Obtencéo da funcao auxiliar

Em principio, ha uma flagrante mudanca na tética de aplicacdo do MSV, pois agora

a funcao auxiliar também deve depender do tempo, entdo:

CY,0 = ) Xy V()T (6)



Onde X,(x),Y,(y)eT,(t) sado funcdes com condicbes de contorno a serem
trabalhadas. Entéo, primeiramente resolve-se a funcéo Y,,(y). A solucdo em termos
de Y,(y) se apresenta como solu¢do de uma EDO de segunda ordem, conforme o

subcapitulo (3.4), entéo :
Yo.(y) = Cusen(kyny) + Dy cos(kny) (A1)

Aplicando a condicdo de contorno (3.3.11) acrescida da variavel t, e fazendo

b—a =1L, tem-se:
Y, (L) = C, sen(k,L), com k,, = "L—"
Entao:

Y,(y) = C, sen (my ) (A.2)

L
Sabendo que:

Tn(t) = Dyysen(wp,t ) + Epy cos(wpt)]

Devido a similaridade ao subcapitulo (3.4), escreve-se a nova fungéo auxiliar como

sendo:

¢, (x,y,t) = (A, BesselJ[0, ik, x] + B,BesselY [0, —ik,x])Cy, sen (nLﬂ) [D,,sen(wnt) +

Ecos(wnt)]. (A.3)

Pela condicao de contorno (3.3.9), tem-se:

¢n(a,y,t) = (A,Bessel][0,ik,a] + B,BesselY[0, —ik,a])C, sen (%) [D,sen(w,t) +

Epcos(wpt)] = 0.

BesselY[0,—iknal]

Entdo: An = _Bn( Bessel J[0,iknal

)



Pela nova condi¢ao de contorno:
/s
d(b,y,t) = Pysen (Ty) c05(0.6986811t)

Tem-se, entao:

BesselY[0,—ikna]

Bn[( Besse”[o,ikna])Bessel][O,iknb] + BesselY [0, —iky b])]Cysen(“22) [Dysen(wmt ) +

Epcos(wpt)] = Py sen (nL—y) c0s(0.6986811¢t).

fazendo B,,C,, = G,,, e chamando:

( BesselY [0, —ik,a]

" Bessel J[0, ikpa] )B esselj[0, ikyb] + BesselY [0, ~ik,b])] = cte = H

Entdo, utiliza-se o software Wolfram Mathematica 9.0 e calcula-se o valor da

constante H, igual a 1,52096.

BesselY [O, _Tm]

3im —3im
— = | Bessel] [0, T] + BesselY[0, T])] = cte = H = 1.52096
Bessel | [O, ?]

Tem-se entéo:
G,(1.52096) sen (%) [Dysen(wp,t ) + Ejcos(wpt)] = Py sen (%) cos(0.6986811t).

Verifica-se de imediato que n = 1. Assim:
1.52096G,; [D;,sen(wpt ) + Epcos(wy,t)] = Pycos(0.6986811t).

De forma trivial, conclui-se que D,, =0e E,, =1



Os valores das demais constantes arbitradas (a excecéo de k;) seguem, ou seja:

Assim:
G; X 1.52096 X cos(w;t) ] = cos(0.6986811t)

Por sua vez, resolve-se a equacao de forma trivial, com w; = 0.6986811. Dai, tem-
se que E; = (1.52096)" 1. Entao, ap0s aplicados os devidos valores, a funcdo auxiliar

se apresenta da seguinte forma:

BesselY[O,—ig]

b(x,y) = (1.52096)—1[[<— )Bessel] [o,igx] +

Bessel ][O,ig]

BesselY [0, —i %x])]] sen (%) c0s(0.698681¢t). (A.4)

Mais uma vez, faz-se uso do software Wolfram Mathematica9.0 e obtém-se a

representacgdo grafica da funcdo auxiliar (A.4) no instante t = 0.

= o

B Y "f
0.0L = .-r..."""

=TT

T 3.0

Figura 36: Grafico da funcao auxiliar (A.4) no instante inicial t = 0.
Solucéo da Funcao espacial-temporal v(x,y,t):

Mediante os célculos realizados e na similaridade com as equagdes envolvidas nos
subcapitulos 3.5 e 3.6 obtém-se a solugcédo da equacéo (3.6.6) como nosso ponto de

partida para a nova solucao espacial-temporal, considerando uma Unica autofuncéo:



(X, ¥, t) = Goe "2 (1 - 4x, + 208,21y (Byx) — (12 (B2) |. B [—4.6789454962sen (=L ) +
sen (”ﬁ ¥)] A2c0s( 0.6986811609662074t). (A.5)

6

Entdo, aplica-se a condicdo de contorno (3.3.8) na funcéo (A.5), lembrando que a

nova funcao auxiliar possui uma variavel t, logo:

V(% Y,0) = Gy P2"(1 — 4xB, + 2x2B,)[(L, (Box) — (L (By) | E2[—4.6789454962sen (% y)+

sen(*2y)]42 = —$(x,y,0)

6

Onde:
GzEzAz = Mz.

Deve-se encontrar os valores de M,. Logo:

v(x,y,0) = Mye ™P2*(1 = 4B, + 2078, [(1o(B) — (1o (B) 1[~4.6789454962 (22 y) +
BesselY[O,—iE

—_ L ] . T LT
Bessel][o,igz] Bessel] [O,sz] + BesselY[0, —l;x])]- (A.6)

2+fy)] = —(1.52096)‘1[[(—

SeTl(

Observando a equacdo anterior, vé-se que os membros direito e esquerdo séo
compostos por fungbes completamente distintas. Um Gnico conjunto de funcgbes
(para n = 2, no caso) de um lado ndo podera representar adequadamente o outro.
No entanto, deseja-se com apenas uma autofungédo encontrar o valor de M, capaz
de melhor representar, em termos médios, um equivaléncia integral exigida pela
expressdo (A.6) no intervalo. Seria necessario, como feito em subcapitulos
anteriores, desenvolver os termos em seéries com mais fungbes de Laguerre e
Hipergeométricas. Apenas no caso das condi¢des iniciais serem dadas por um
combinacdo das funcdes de Laguerre e hipergeométricas de ordem n (versus a
exponencial) € que a expressao (A.6) seria uma identidade envolvendo M,. Assim, a

resposta obtida continua tendo uma impreciséo espacial, que seria diminuida com a



insercdo de mais autofungbes na igualdade. Ja o termo temporal seria composto
apenas de uma autofun¢ao, pois seu coeficiente m é independente de n neste caso.
No capitulo anterior, obtiveram-se as equacdes (3.7.14) e (3.7.15); entdo, mesmo
com uma nova condi¢cdo de contorno, todo 0 processo se repete até a obtencao da

nova funcado completa u(x, y, t), que por sua vez, mostra-se da seguinte forma:

u(x, 3’» t) =
(—9.6457766536781)e ~F2* (1 — 4xf8, + 2x%B,°)[(I,(Box) —

(1 (B2 (1)]. [-4.678955en (=2 y ) + sen (222 )| cos(0.6986811609662074¢) +

Bessely[o'_ig]> Bessel] [O,igx] +

Bessel ][O,ig]

(1.52096)‘1[[<—
BesselY [0, —i gx])]] sen (?) c0s(0.6986811609662074t). (A7)
O gréfico da fungéo (A.7), apresenta-se igual ao grafico da figura 13, onde tem-se a

fungéo (3.6.11),no instante t = 0, verificando assim que as fungdes s&o aparentadas,

ainda que a condicdo ndo-homogénea seja meramente modificada.

......—,._,

Z

Figura 37: Grafico da fungéo (A.7) comt=0

Afim de verificar o deslocamento da membrana, quando x = 2, e y =1, ou Sseja, no
meio da membrana, tém-se a figura 37 da funcdo (A.7) variando no tempo. Em
comparacao com a figura 16 da equacéo (3.6.11), observa-se que o deslocamento
continua se repetindo em um ciclo de aproximadamente 9 segundos, porém, a

amplitude apresenta-se de forma simétrica, variando entre -0.1 e 0.1.
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Figura 38: Gréfico da Funcéo (A.7) quando x =2, ey =1com 0 <t < 40.

O deslocamento da membranaparat=0,t=1,t =2, t=3et=4,comy=1e

1 < x < 3, esté esbocado na figura 38.
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Figura 39: Gréfico da Fungéo (A.7),comt=0,t=1,t=2,t=3,t=4ey=1, com x variando de 1 até 3.



APENDICE C

FUNCOES HIPERGEOMETRICAS

Geralmente, a funcdo Hipergeométrica recebe diversas nomenclaturas, tais como
séries hipergeométricas, hipergeométrica normal, hipergeométrica gaussiana e etc...,
esta Ultima, por sua vez, se deve ao nhome do matematico alemdo Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). A funcéo Hipergeométrica pode ser representada por uma série
de poténcia, que por sua vez, sdo muito utilizadas em resolucbes de equacdes
diferenciais, mecéanica quantica, modelos populacionais. Contudo, segundo o
software Wolfram Mathematica 9.0, apresentam-se caracteristicas e exemplos da
func@o Hypergeométrica com os tdpicos abaixo:

¢ Funcao matematica, adequado tanto para manipulacéo simbolica e numérica.

e Para certos argumentos especiais, encontram-se valores exatos.

e Aceita argumentos complexos.

e Possui uma descontinuidade no plano complexo no intervalo de (—oo, 0).
e Possui uma representacado com Integrais Definidas.

e Estima o calculo em combinagédo com outras funcdes.

¢ Resolve equacgdes diferenciais de segunda ordem.



APENDICE D

POLINOMIOS DE LAGUERRE

Os polinémios de Laguerre leva este nome em homenagem ao matematico Edmund

Nicolas Laguerre (1834-1886), geralmente sdo utilizados em solu¢des de equacoes

diferenciais, onde uma familia destes polinbmios podem ser encontradas através de

sua ordem. Além disso, o0s polinbmios de Laguerre obedecem a certas

particularidades, tais como: Produto escalar, independéncia linear, generalizacdes

com polinbmios de Legendre e outras aplicagcbes que fogem ao escopo deste

trabalho. Contudo, segundo o software Wolfram Mathematica 9.0,apresentam-se as

seguintes caracteristicas:

Sédo polinbmios de grande precisdo numérica que facilitam manipulacdes
numeéricas devido a sua forma explicita.

Para certos argumentos especiais, encontra-se valores exatos.

Satisfazem equacdes diferenciais do tipo xy"" + (a + 1 —x)y' + ny = 0.

Laguerre[n, a, x] = L3 (x)é uma funcao inteira de x sem descontinuidades.

Expansdes e resultados dos polinbmios de Laguerre.

LaguerreL[5, x] = Flo (120 — 600x + 600x2 — 200x3 + 25x* — x%)
LaguerreL[{1,2,3},x] = {1 — x,2(2 — 4x + x?),= (6 — 18x + 9x — x*)}
LaguerreL[2, a, x] = %(2 + 3a + a? — 4x — 2ax + x?)

LaguerreL|[2, Sin[x]] = %(2 — 4Sin[x] + Sin[x]?)

LaguerreL[3, e*] = %(6 — 18e* + 9e%* — e3%)

LaguerreL[4, Log[x]] = i (24 — 96Log[x] + 72Log[x]? — 16Log[x]® + Log[x]*)

A Relacdo de ortogonalidade é dada por f0°° L% (x)L% (x)x%e ™ dx = 0 para

m+#n.



APENDICE E

ALGEBRISMOS EFETUADOS PARA LAGUERRE 2

Para exemplificar as dificuldades encontradas nas operacdes matematicas que
foram demandadas ao longo deste trabalho, a seguir se encontram os calculos
efetuados para encontrar a solugdo analitica da funcdo espacial-temporal para
Laguerre 2:

dx

O resultado da integral f e P AaxBy 1250

fica expressado por:

1
7 (4ExpIntegralEi[2x[]

e 2V2(—(2 +V2)e*(2 — 4xB + x2B%)ExplntegralEi[2(—2 + V2 + xB)] + €22 (4e2*F (-3 + xB)

+(—=2 + V2)e**2V2(2 — 4xB + x?B?)ExplntegralEi[—4 — 2v2 + 2xB]))

_.l_
=2+ 4xf — x23?

Na expressao acima, coloca-se = 0.09763107 , entéo:

1 1
4 (—2 + 0.39052428x — 0.0095318258293449x2

Z e 2V2((—2 —/2)e*(2 — 0.39052428x
+0.0095318258293449x2)ExplntegralEi[2(—2 + V2 + 0.09763107x)]

+ 022 (4019526214 (—3 4 0.09763107x) + (=2 + V2)e*+2VZ(2

— 0.39052428x + 0.0095318258293449x2)ExplntegralEi[—4 — 2v2
+0.19526214x])) + 4ExpIntegralEi[0.19526214x])

Faz-se entdo x = 1, cujo resultado é: 0.6757377013399195.

Entdo, ao encontrar a equacéo 3.4.20, foi realizado o calculo da integral abaixo.

3
M, j 0.0850589162%(e#2%)?[(1 — 4xB, + 2x28,%)[(I(B2x) — (I (B2 (1))]1? dx.

)



A integral acima foi calculada com o comando Nintegrate, que por sua vez, realiza
operacOes de grande complexidade, muitas vezes apresentando respostas com
nameros complexos, exigindo de nossa parte uma interpretacao algébrica capaz de

atender as expectativas da solucéao.

Entdo a operacéo da integral acima se apresenta da seguinte forma:

Nintegrate[(0.0850589¢~0:09763107x(1 — 0,.3905242916x +

0.01906365279121023x2)(—0.675738 +

1 1
4 (—2+0.39052428x—0.00953 18258293449x2

0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[2(—2 + V2 + 0.09763107x)] +

e 2V2((—=2 —/2)e*(2 — 0.39052428x +

e2V2(4019526214x(_3 1 0,09763107x) + (—2 + V2)e**2¥2(2 — 0.39052428x +

0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[—4 — 22 + 0.19526214x])) +
4ExpIntegralEi[0.19526214x])))((0.0850589¢~0-09763107x(1 _ (0.3905242916x +

0.01906365279121023x2)(—0.675738 +

1 1
4 (—2+0.39052428x—0.00953182582934-4-9x2

0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[2(—2 + V2 + 0.09763107x)] +

e~ 22((=2 —V2)e*(2 — 0.39052428x +

e2V2(4019526214x(_3 1 0,09763107x) + (—2 + V2)e**2¥2(2 — 0.39052428x +
0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[—4 — 2v/2 + 0.19526214x])) +
4ExpIntegralEi[0.19526214x])))), {x, 1,3}].

Sabendo que 1 < x < 3, o resultado acima fica: 0.0014738777412394535.

Logo apoés este resultado, realizou-se o calculo da integral com funcdes de Bessel e

funcdes de Laguerre 2, cuja operacao € a seguinte:

BesselY [0, —i E]

3 1 T
Jl —(1.52096)71[[| — Bessel] [O,LEX]

. TT
Bessel | [0, l;]
+ BesselY |0, —i%x])]](O.O850589162(e‘ﬁ2x)(1 — 4xf3,

+ 2x28,2) [ (B2x) — (I (B, x 1))] dx = —0.014216695494676636.



O resultado acima, foi encontrado utilizando o comando Nintegrate, com 1 < x < 3.

—Bessely[o';ﬂ Bessel] [0, ﬂ] +
Bessel][O,;] 2

NIntegrate |—(1.52096)71 (—

BesselY [o, —i%x]) (0.0850589e—°-°9763107x(1 — 0.3905242916x +

0.01906365279121023x2) (—0.675738 +

4 \-2+40.39052428x—0.0095318258293449x2

= - e~2V2 ((—2 —V2)e*(2 — 0.39052428x +
0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[2(—2 + V2 + 0.09763107x)] +

ezﬁ(4eo.19526214x(_3 +0.09763107x) + (_2 + \/i)e4+zﬁ(2 —0.39052428x +

0.0095318258293449x%) ExpIntegralEi[—4 — 2v2 + 0.19526214x])> +

4Exp1ntegralEi[0.19526214x])>> ,{x,1,3}| = —0.014216695494676636 +

5.129371597350939 x 10718;.

Verifica-se na resposta um termo complexo com baixo valor aritmético, que néo tira
a legitimidade da solugdo. Entdo, o valor de M, foi calculado de forma trivial e
posteriormente plota-se o gréfico da solugcdo espacial-temporal com o comando

Plot3D, conforme a expressao:



Plot3D[—9.64578e~0-09763107x (1 _ 4x(0.0976310729) +

2x2(0.0976310729)) (G ( : e 2V2((=2 —V2)e*(2 -

—240.39052428x—0.0095318258293449x2
0.39052428x + 0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[2(—2 + V2 +
0.09763107x)] + e2V2(4€%19526214%(_3 4 0.09763107x) + (—2 + V2)e**2V2(2 —

0.39052428x + 0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[—4 — 2V/2 +
0.19526214x])) + 4ExpIntegralEi[0.19526214x]) —

0.675738))(—4. 678955m[iy] + Sin [—y])Cos[O 69868116(0)], {x, 1,3}, {y,0,2}].

O mesmo comando foi utilizado para plotar a solucdo completa com Laguerre 2:

Plot3D[—9.64578e~0.09763107x (1 _ 4x(0.0976310729) +

2x2(0.0976310729)2)((>( : e 2VZ((=2 —V2)e*(2 -

4 ~—2+40.39052428x—0.0095318258293449x2

0.39052428x + 0.0095318258293449x2)ExpIntegralEi[2(—2 + V2 +
0.09763107x)] + e2V2(4¢019526214x(_3 1 0.09763107x) + (=2 + V2)e*+2V2(2 —

0.39052428x + 0.0095318258293449x%)ExpIntegralEi[—4 — 2V/2 +
0.19526214x])) + 4ExpIntegralEi[0.19526214x]) —

0.675738))(—4. 678955m[£y] + Sin [—y])Cos[O 69868116(0)] +

BesselY[0,—i ]

(1.52096)"1(— mBessel][O —] + BesselY |0, —i— ])Sln[ ] {x,1,3},{y,0,2}].



APENDICE F

Método da Reducao de Ordem

Aplica-se este procedimento para a solucdo geral da equacéo linear de segunda

ordem :

+ al(x) ~ta, (x)y = h(x), (F.1)
Sendo disponivel apenas uma solucao homogénea u,(x). Escreve-se:
y = v(®)u; (x), (F.2)
Aplica-se a equacéo (F.2) na equacéo (F.1), e tem-se:
v'uy + 2v'u; + av'uy + v(uy + aqug + ayuy) = A (F.3)

Sendo u4; uma solugdo homogénea da equacéo (F.1), a expressao em parenteses

na equacao (F.3) desaparece e a equacao diferencial determinada por v se torna:

v”ul + 2v'u’1 + alv,ul = h ou

) + (22—11+ al) v = L

Uug

(F.4)

Esta equacao é de primeira ordem para v’ , com um fator de integragédo na forma:

ezlog(u1)+fa1dx — puf, onde p = efaldx (F.5)
Segue que:

, 1 x c
v' = mfk phu,dx + E- (F.6)

Integra-se a equacgéao (F.6) em ambos os membros, tem-se:

_f"wd to [f& 4 (F.7)



Aplica-se a equacao (F.7) na equacéo (F.2), entao:

x fk phuldx

= ul(x)f dx + C1u1(x)f 2 + couy (%) (F.8)

Assim, sendo u; solugdo da equacdo homogenea, tem-se a solugcado geral da

seguinte forma:

= Au, (%) f + Bu, (x)






