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“If we begin with certainties, we shall end in doubts; but if we begin with doubts,

and are patient in them, we shall end in certainties.”

(Sir Francis Bacon, De Augmentis Scientiarum)



Resumo

)

Perturbacoes relativisticas de origem quantica no universo primordial sao as “sementes’
que evoluiram nas estruturas em grandes escalas através de instabilidades gravitacionais
classicas. Nos estudamos o formalismo invariante de calibre para as perturbagoes cosmo-
logicas, aplicamos em um modelo inflacionario com dois campos onde um destes campos
sofre um ganho de massa, que provoca uma guinada abrupta na trajetoria dos campos, re-
sultando em oscilagoes no espectro de poténcia primordial com amplitudes limitadas pelos
dados observacionais. Estudamos também a formacao de estruturas em um modelo onde
a matéria escura ¢é descrita por particulas que sofre uma condensacao de Bose-Einstein.

Plavras-chaves: inflacao, perturbacao quantica, campo escalar, matéria escura, con-

densado de Bose-Einstein.



Abstract

The relativistic perturbations of quantum origin are the “seeds” that evolved into the
large scale structures throughout classical gravitational instabilities. We study the gauge
mwvariant formalism for the cosmological perturbations and we apply into a two fields
model, where one of them suffers a gain of mass, that causes a sharp turn in the fields
tragectory, resulting in oscillations of the primordial power spectrum with amplitudes boun-
ded by the observational data. We also study the structure formation within a dark matter
model, where dark matter particles are described by a Bose-FEinstein condensate.

Key-words: inflation, quantum perturbation, scalar field, dark matter, Bose-FEinstein

condensate.
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Capitulo 1

Introducao

Desde que a humanidade comecou a questionar a natureza das coisas, a origem do universo
e de tudo que nele existe figura como uma das principais questoes. Tome como exemplo a
importancia cultural das hitérias, lendas e tradigoes de varios povos a respeito da criagao
do mundo. Mesmo sendo a origem de tudo uma questao fundamental, foi apenas com
a criagdo da teoria geral da relatividade (TGR) [1H3] em 1915 que tivemos a possibili-
dade de comegar a entender e descrever a origem e evolugao do universo. Mesmo assim,
apenas em 1929 encontramos os primeiros indicios experimentais [4] que indicavam que
o comportamento dinamico do universo em grandes escalas era consistente com modelos
cosmologicos apoiados na TGR.

Logo no alvorecer da nova teoria de gravitagao, a evolucao do universo como o conhe-
ciamos foi objeto de estudo de Einstein, Friedmann e Lemaitre. Em um de seus primeiros
trabalhos em cosmologia relativistica Einstein percebeu que a TGR permitia prever um
universo com espaco-tempo nao estatico, que ia de encontro aquilo que ele e muitas outras
pessoas acreditavam (e sabiam) a respeito do cosmos. Em 1917, no trabalho “Conside-
ragoes Cosmoldgicas da Teoria Geral da Relatividade” [5] ele introduz nas equagoes de
campo da TGR uma constante, que ficou conhecida como constante cosmoldgica, e que
reproduziria o universo estatico. Mais tarde, quando ja convencido pelas medidas ex-
perimentais de que o universo nao era estatico, ele mesmo teria refutado a constante

cosmoldégica [6].
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Ainda no inicio da década de 1920, Alexander Friedmann assumiu que o universo é
homogeéneo e isotrépico e encontrou solugoes cosmoldgicas da TGR [7] que descreviam um
universo que poderia se expandir ou se contrair, tendo curvatura espacial positiva, nula,
ou negativa, que representam um espaco esférico, plano ou hiperbélico. Em 1927 Georges
Lemaitre calculou, de forma independente, as equacoes que até hoje sao conhecidas como
equagoes de Friedmann [§] e que descrevem um espago-tempo em “movimento”, ou seja,
que evolue com o tempo. Seguindo o raciocinio de que hoje o universo tem um determinado
tamanho e amanha ele sera maior e de que ontem ele foi menor, Lemaitre extrapolou a
evolugdo do universo para o passado e propos [9], pela primeira vez na histéria da fisica
e astronomia como ciéncias, que o universo poderia ter sido iniciado em um ponto (de
tamanho nulo), o qual ele chamou de “4tomo primordial”. Nascia entdo a teoria que
popularmente ficou conhecida com o nome sarcéstico de teoria do “Big Bang” [10].

Apesar de ainda na primeira década do século XX Vesto Slipher ter medido o desvio
para o vermelho de nebulosas espirais |11], ter interpretado este desvio como sendo um
desvio Doppler e concluido que estas nebulosas se afastavam da Terra, foi apenas em 1926
que Edwin Hubble provou [12], através da medida das distancias as nebulosas espirais,
que as mesmas eram objetos (galdxias) localizadas fora da Via-Lactea. Em 1929, usando
as medidas de distancias e desvio Doppler de vérias galaxias, ele também determinou uma
relacao entre a distancia e a velocidade de afastamento, que ficou conhecida como lei de
Hubble [4,/13]. Foi essa a confirmacdo experimental de que o universo poderia estar em
expansao, como Friedmann e Lemaitre haviam previsto anos antes usando a TGR.

Mas essa ainda nao era a prova cabal de que o universo tinha uma origem no passado,
como imaginava Lemaitre. Durante muitos anos o modelo de Lemaitre concorreu com
o modelo estatico defendido por Fred Hoyle [14], no qual matéria é criada enquanto
as galaxias se separam umas das outras, fazendo com que o universo seja praticamente
o mesmo em qualquer ponto do espago-tempo. Com o modelo de Lemaitre é possivel
assumir que inicialmente o universo era muito quente, denso e preenchido por fétons e
um plasma quente de hidrogénio. Com a expansao do universo este plasma esfria, o que

permite a combinagao de proténs e elétrons para formar dtomos neutros (recombinagao)
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e libera os fétons para viajarem livremente (desacoplamento dos fétons). Seguindo essa
ideia foi possivel prever a existéncia de um fundo de radiacao que hoje teria a frequéncia
da radiacao de micro-ondas e temperatura préxima ao zero absoluto. Em 1965 foi feita a
primeira medida [15] da radiagao césmica de fundo em micro-ondas (RCFM). A medida da
RCFM e a previsao da abundancia de elementos leves produzidos durante a recombinagao
foram a prova cabal da teoria de uma origem quente e densa do universo e constituem
hoje os pilares daquele que é conhecido como o modelo cosmolégico padrao.

Desde entao medidas cada vez mais precisas das flutuagoes de temperatura da RCFM,
sua distribuicao no céu e até mesmo sua polarizagao foram feitas por varios experimen-
tos e entre eles podemos destacar as missoes espaciais dos satélites Cosmic Background
Ezxplorer (COBE), Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) e Planck. Hoje sa-
bemos que [16], exceto por pequenas flutuagoes, a RCFM tem um espectro de radiagao
de corpo negro com temperatura de 2,72548 4+ 0,00057 K e que a recombinacao aconteceu
aproximadamente 377 mil anos apds o nascimento do universo.

Mas sao as pequenas flutuagoes na temperatura que nos dao as informagoes mais im-
portantes sobre o universo hoje e no passado. Essas flutuacoes, também chamadas de
anisotropias da RCFM, sao produzidas primariamente devido a interacao destes fétons
com flutuacoes na densidade de matéria, que posteriormente cresceram devido instabili-
dades gravitacionais e resultaram nas estruturas que observamos em grandes escalas. A
origem das flutuagoes de densidades é objeto de estudo da primeira parte desta tese.

Para compreendermos completamente o processo de formagao de estruturas devemos
também saber quais sao os materiais contituintes do universo e em que proporgao cada
um deles contribui na densidade total. Pode parecer natural acharmos que toda a ma-
téria do universo é feita das particulas que conhecemos do modelo padrao de particulas,
mas observacoes cosmoldgicas, astronomicas e astrofisicas nos mostram a existéncia de
componentes exoticos que nao se encaixam no modelo padrao.

Primeiramente, a nucleosintese primordial, que prevé acuradamente a abundancia dos
elementos quimicos leves, também prevé que a matéria barionica perfaz entre 4 — 5%

da densidade critica do universo. Ainda na década de 1930 a massa total de aglomera-




CAPITULO 1. INTRODUCAO

dos de galédxias foram estimadas através da observacao do movimento das galaxias nas
bordas dos aglomerados e comparadas com a estimativa feita usando a luminosidade to-
tal do aglomerado [17], o que nos permitiu concluir que naqueles aglomerados hé vérias
vezes mais massa que interage gravitacionalmente e nao emite ou absorve qualquer tipo
de radiacao do que matéria que emite algum tipo de onda eletromagnética. Mais tarde
chegou-se a mesma conclusdo [18] ao analizar-se as curvas de rotagao (velocidade de ro-
tagdo x a distancia em relagdo ao centro galatico) de estrelas em galéxias espirais. Hoje,
com os dados mais recentes das flutuacdo da RCFM sabemos que a matéria escura (como
ficou conhecida essa componente que nao emite e nem absorve radiagao) perfaz 26,8 % da
densidade total do universo [16].

O leitor atento pode ter percebido que ainda falta pelo menos uma componente que
corresponde a cerca de 2/3 da densidade de energia total do universdﬂ Assim como a
matéria escura, temos evidéncias indiretas da existéncia do que ficou conhecido como
energia escura. A primeira evidéncia ja mencionamos, que é exatamente a necessidade
dessa componente para termos um universo aproximadamente plano, como mostram as
medidas da RCFM [16]. Outro forte sinal da existéncia desta outra componente escura
sao as medidas de distancia de supernovas [19,20], que indicam que o universo estd a
se expandir de maneira acelerada, quando o que deveriamos esperar de um universo sem
energia escura seria uma expansao desacelerada. Dos varios modelos conhecidos de ener-
gia escura, o que descreve melhor os dados da RCFM, das medidas de distancias e da
distribuicao de estruturas em grande escalas é o de uma constante cosmolégica (que é
também o mais simples, j4 que conta com apenas um parametro) que permeia todo o
espaco-tempo e domina a dinamica da expansao do universo em grandes escalas.

Entre os principais desafios da cosmologia hoje podemos citar: i) explicar a origem
das flutuagoes primordiais que evoluiram nas estruturas de grande escala, ii) entender
0 que sao a matéria e a energia escuras, o que inclui determinar a natureza, possiveis
componentes e o exato comportamento e iii) qual o papel delas na formacao de estruturas

e na evolugao do universo.

IBérions, ou seja, a matéria ordindria da qual somos feitos, e a matéria escura somam juntas quase
32% do contetido material do universo.
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No Capitulo [2| faremos uma breve revisao de gravitagao e cosmologia, o que incluird
um estudo da inflacao césmica. Também serao bem elementares as nogoes de teoria cos-
mélogica de perturbagoes que estudaremos no Capitulo [3} No Capitulo [4], que tem como
referéncia o artigo [21], estudaremos um modelo inflaciondrio de dois campos, onde o
campo auxiliar provoca correcoes oscilatérias no espectro de poténcia das perturbagoes
devido a um ganho de massa. Ja no Capitulo [5| iremos estudar um modelo de matéria
escura que passa por um processo de condensacao de Bose-Einstein, sendo que a parte
perturbativa deste modelo foi nosso objeto de andlise em [22]. Ainda no mesmo capitulo
iremos generalizar a equacao de estado da matéria escura condensada para desenvolvermos
um modelo de universo primordial inflacionario e, assim como fizemos em [23], estudare-

mos as perturbacgoes cosmologicas neste modelo.




Capitulo 2

Relatividade Geral e Cosmologia

A Relatividade Geral (RG) é a teoria que descreve o espago-tempo e a gravitacao [24-26].
Apesar de ter uma descricao matematica mais elaborada que a mecanica Newtoniana e
nos levar a resultados que fogem do senso comum, a ideia essencial por tras da RG é bem
simples e direta. Enquanto muitas interagoes (forcas) da natureza sao campos definidos
no espago-tempo, em gravitacao a interacao gravitacional é o proprio espago-tempo. O
que experimentamos como sendo a gravitagao, ou o campo gravitacional, é na verdade a
manifestacao da curvatura do espago-tempo.

O espaco-tempo pode ser definido, superficialmente, como sendo um conjunto quadri-
dimensional em que trés elementos representam as coordenadas espaciais, um elemento
representa a coordenada temporal e cada ponto no espago-tempo é chamado de evento.
Posto assim fica a impressao de que nao existe diferenca entre a nocao de espago-tempo
Newtoniano e relativistico. Em ambos os casos temos a no¢ao de passado e futuro sabendo
que um corpo material s6 pode viajar “adiante” na coordenada temporal (a “seta” do tempo
tem um unico sentido), enquanto na coordenada espacial qualquer sentido de movimento
é permitido. A principal diferenca entre as duas nocoes da estrutura do espago-tempo
esta no conceito de simultaneidade. Na mecanica Newtoniana quaisquer dois eventos
separados no espaco e que sejam simultaneos o serao para quaisquer observadores, ao
passo que na mecanica relativistica essa afirmacao nem sempre é verdade. O cerne da

diferenca entre os dois conceitos de simultaneidade é a nao existéncia de um referencial
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preferencial na teoria relativistica. Apesar do observador ainda poder definir uma nocao
de simultaneidade, essa nocao ird depender do estado de movimento deste observador.
Considere dois observadores, O e O, sendo que O’ viaja com velocidade v na direcao
espacial = em relagao a O. Se ambos sincronizarem seus relégios antes do observador
O’ comegar a se mover, um evendo p com coordenadas (t,z,y, z) observado por O terd
coordenadas (', 2’,y/, 2") quando observado por O’. Os dois sistemas de coordenadas do

evento p podem ser relacionados através das transformacoes de Lorentz

, t—wz/c
R 2y
;o T — vt
v 22
y = v, (2.3)
7 = =z, (2.4)

que no caso v/c < 1 se reduzem as transformagoes de Galileu, onde ¢ é a velocidade da
luz. A conclusao mais simples que podemos tirar das transformacoes de Lorentz é que
nao existe um observador absoluto ou preferencial e as coordenadas do espaco-tempo nao
sao mais fisicamente interessantes, j4 que as mesmas dependem tanto dos observadores
quanto da estrutura do espago-tempo. Em relatividade a quantidade que é absoluta
e independente do observador é o intervalo espaco-tempo, que podemos escrever como
sendo

ds* = —c*dt* + da® + dy® + d=* (2.5)

onde as quantidades da® representam a distancia infinitesimal entre dois eventos. A dis-

tancia ds é invariante por transformacoes de coordenadas, ou seja,
ds' = ds. (2.6)

O intervalo espago-temporal como descrito em (2.5 (comumente chamado de elemento
de linha) representa o intervalo entre dois eventos em um espago-tempo quadri-dimensional

plano, também conhecido como espaco-tempo de Minkowiski. Para o caso de estruturas

10
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espago-temporais mais gerais podemos escrever
ds® = g, datdz” (2.7)

onde g, ¢ chamado de tensor métrico e os indices repetidos representam somas. Neste
trabalho vamos usar a convencao de que, no espago quadri-dimensional, indices gregos
representam as quatro coordenadas do espago-tempo e indices latinos representam apenas
as coordenadas espaciais. Vamos rotular a coordenada temporal como sendo zero, ou seja,

0 2 =

2% = ct, e as coordenadas espaciais #' como sendo 2! =z, 2 =y e 23 =

z,onde z, y e z

sao as coordenadas Cartesianas. O produto interno entre dois tensores v, e u* é

vt = gt = v’ + 71, (2.8)
sendo que no lado direito da equagao ([2.8]) usamos a métrica do espago-tempo de Min-

kowiski. Em um espago n-dimensional temos que
Gy =0% =n, (2.9)

onde 9, é o trago do tensor de Kronecker.

2.1 Gravitacao

Apesar dos avancgos da relatividade, a mesma ainda nao era compativel com a lei de
gravitacao Newtoniana que, além de tratar de sistemas nao-inerciais, também envolve a
nocao de influéncias instantaneas de um corpo em outro. Einstein procurava uma nova
teoria do espago-tempo e da gravitagao, e a primeira ideia por tras desta nova teoria é a
de que todos os corpos sao influénciados pela gravidade e todos eles interagem da mesma
maneira com o campo gravitacional, o que ficou conhecido como principio de equivaléncia.
A segunda ideia é o principio de Mach, que descrito de forma bem simples, afirma que a

estrutura do espago-tempo ¢ influenciada pela presenca de matéria.

11
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Na teoria geral da relatividade, assim como na teoria especial da relatividade, as
propriedades independentes dos observadores do espaco-tempo sao descritas pela métrica.
No entanto, a métrica nao precisa ser necessariamente plana, ou seja, a curvatura (que é
a medida do quanto a métrica é diferente da planura) causa o efeito fisico normalmente
chamado de gravitacao. A curvatura do espaco-tempo se relaciona com a distribuicao de
matéria-energia segundo as equacoes de Einstein. Encontrar as equacoes de Einstein exige
um ferramental matematico bastante elaborado, o que foge do objetivo deste trabalho. O
leitor ainda nao habituado a teoria de gravitacao pode consultar os livros-textos [24-26],
mas o fundamental aqui é entender como se aplica a TGR na cosmologia. Para tanto,

comegamos apresentando as equacoes tensoriais de Einstein, que sao

1 8rG
R,uzx — §g’“’R = _C_4TMV’ (210)

onde R, € o tensor de curvatura, também chamado de tensor de Ricci, g, é, novamente,
a métrica do espago-tempo, R é o escalar de curvatura, ou escalar de Ricci, e se relaciona
com o tensor de curvatura, que é invarianteﬂ segundo R = ¢g" R,,, G é constante de
gravitacao, c¢ a velocidade da luz e T}, é o tensor momento-energia. O lado esquerdo
da equacao de Einstein é chamado de tensor de Einstein (muitas vezes escrito
como G,,) e descreve a curvatura do espago-tempo, enquanto no lado direito o tensor
momento-energia descreve o conteiido material do universo ou do sistema em estudo.

Da geometria diferencial sabemos que o tensor de curvatura de um variedade Rieman-
niana é

Ry, =T0,,—T%,  +ToI0 —T0 IS (2.11)

e ap,v at B

sendo que as derivadas parciais de um tensor #°° qualquer em relacdo as coordenadas z*

~ af ~ ~ ~ .
Sa0 Qaﬁu = 8M9a5 = %ew , € 08 tensores Fgﬁ sao chamados conexoes, que sao escritos em

funcao do tensor métrico como

apf
a g
L = o (Gupw + Gupp — Guu,s) - (2.12)

Invariante no sentido de ser independente de qualquer transformacdo de coordenadas. Daqui em
diante vamos chamar de invariante toda grandeza que for independente do observador.

12
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Ja mencionamos que uma propriedade fundamental da TGR ¢ a invariancia das leis da
Fisica por transformacoes gerais de coordenadas. Em geometria diferencial as transforma-
¢oes que ligam um escalar ¢, um vetor u* e um tensor #** de um sistema de coordenadas

. / ~
z# com um sistema ¥ sao

¢) = o), (2.13)
/ 3$’/
[T v
u 2 (2.14)
. 'U,l V/
o = %:;a %eaﬁ , (2.15)

que podemos generalizar para ordens superiores

’ U G
W' N ox* Oz ox @aﬁ---p . (216)

© T Oz 028 OxP

Também temos as derivadas parciais de tensores, que através de um calculo direto
usando as transformacoes apresentadas acima, podemos verificar que nao se transformam
como tensores. Em geometria diferencial precisamos substituir as derivadas parciais por

derivadas covariantes (estas sim sao tensores) que, para um tensor misto 6% é
Dob, = Vo0, = 0", =0,  +Th.0°5 —T%5 6", (2.17)

onde no lado esquerdo mostramos as maneiras mais comuns de se denotar a derivada
covariante.

As conexoes escritas como na forma encontrada na equagao sao ditas compativeis
com a métrica e delas surgem duas importantes propriedades. A primeira delas é a simetria
das conexées compativeis, ou seja, I'), = I}, e a segunda propriedade ¢ a anulagao da

derivada covariante do tensor métrico (simétrico), ou seja,
Guvia = 0. (2.18)

No final podemos concluir que as equagoes de Einstein relacionam a estrutura do
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espago-tempo, representada através da métrica, com o conteido material do sistema em
estudo, de maneira que as leis da Fisica sejam invariantes por transformacoes de coor-
denadas. Além disso, a estrutura do espaco-tempo é definida e modificada pela matéria,

que por sua vez tem sua dinamica regida pela estrutura do espaco-tempo.

2.2 Cosmologia

Agora que ja construimos uma teoria de gravitacao que garante a equivaléncia de todos os
observadores precisamos, primeiramente, construir uma métrica que descreva a dinamica
do universo como nés o observamos, e portanto a métrica que iremos usar tem de dar
conta de descrever a expansao do universo. Quando apontamos um telescopio para o céu
podemos ver estruturas como estrelas, planetas, asterdides, galédxias e até aglomerados de
galédxias. Mas todas essas estruturas estao separadas por imensos espacos vazios. Durante
décadas assumimos, através do Principio Cosmoldgico, que o universo é homogéneo e
isotropico. Foi s6 mais tarde que as medidas da RCFM mostraram a veracidade da
isotropia, enquanto que as observagoes de estruturas em grandes escalas indicam que o
universo ¢ estatisticamente homogéneo em escalas maiores que 100 Mpc E], que ¢ justamente
a escala que chamamos de “grande escala”.

A métrica que descreve um espago homogéneo e isotrépico em expansao [24}27,28] é
conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) e, em coor-

denadas esféricas, é escrita como

dr?

s> = —df? + a(t) + 12 (d6? + sin® 0d¢?) | | (2.19)

1 — kr?
onde a(t) é o fator de escala do universo, que descreve a expansao e evolugao da estrutura
do espago-tempo, enquanto x é o parametro de curvatura da secao espacial. Daqui em
diante vamos trabalhar em um sistema de unidades onde a velocidade da luz é ¢ = 1.

Como ja mencionamos varias vezes anteriormente, as medidas da RCFM indicam que

21 Mpc (Megaparsec) é uma unidade de medida de distancias, que evidentemente equivale a 10° pe
(parsec), sendo que 1pc =& 3,3 anos-luz.
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a curvatura do universo é nula. Se fizermos k = 0 e usarmos coordenadas cartesianas

podemos comparar a métrica FLRW ([2.19) com (2.7 e identificarmos as componentes
goo = —1, gy =d*(t)0y;, (2.20)

sendo ¢;; o delta de Kronecker e 7,j = 1,2, 3.

O sistema de coordenadas z* = (t,x,y,z) é chamado comdvel, pois observadores
imoveis no sistema de coordenadas comoével estao também imodveis em relagao a expansao.
Dois observadores distantes 7 no sistema de coordenadas comével tem uma distancia fisica,
também chamada prépria, de

Fﬁs = a(t)'r?com . (221)

Podemos também derivar a equacao acima em relagao ao tempo para encontrarmos a
velocidade fisica dos observadores que estejam imodveis no sistema de coordenadas comével,
de onde vem

gﬁs = 7‘?ﬁs = af’com = Hfﬁs ) (222)

que nos d4 a lei de Hubble, onde f(t) = df (t)/dt é a derivada em rela¢ao ao tempo préprio
e H =a/a é o parametro de Hubble.
A estrutura causal do universo é determinada pela propagacao da luz no espago-tempo

de FLRW. Para f6tons (de massa nula) temos que ds* = 0, e portanto definimos o horizonte

[ dt
r:/m, (2.23)

que é a maxima distancia que um féton pode viajar em um determinado intervalo de

comével de particula

tempo. Note, pela expressao acima, que essa distancia depende da dinamica do universo
(o fator de escala) e também da geometria (curvatura). Aqui a dependéncia em relagao a
geometria nao é tao evidente pois escolhemos um espago plano. Podemos também chamar

7 de tempo conforme ou comével, pois

dt = adr (2.24)

15



CAPITULO 2. RELATIVIDADE GERAL E COSMOLOGIA

que, se for substituido na métrica plana de FLRW nos da a métrica conforme
ds* = a*(1) (—dr* + 0;da’da’) | (2.25)
que muitas vezes pode facilitar alguns caculos, e nos permite identificar o tensor métrico
goo = —a*,  gij = a’y;. (2.26)

Deste ponto em diante calcular o tensor de Einstein no espago-tempo de FLRW se
resume a manipular o tensor métrico. Comegamos aplicando o tensor métrico (2.20)) nas
conexoes (2.12)) e encontramos

0 o
I';; = aad

17 5

Iy = a5 i (2.27)

onde as componentes Iy, T, T, e Ffj sao nulaﬂ. Se, ao contrario, usarmos a métrica

conforme (2.26)) ganhamos um termo extra para as conexdes

/ / a

0 a 0 a i "

sendo que, novamente, as componentes restantes das conexoes '}, sao nulas e fi(r) =
df (T)/dr é a derivada em rela¢do ao tempo comovel.
O préximo passo ¢ calcular o tensor de curvatura R,,, dado em funcao das conexoes

pela equagao (2.11)), e também o escalar de curvatura R = g"”R,,, e entao

Rog = -3 <H + H2) ’ Rij = (H + 2H2)a25ij ) (229)
R = —6(H+2H?), (2.30)

3Caso considerassemos a curvatura s # 0 a componente I‘fj seria nao nula e conteria justamente os
termos de curvatura.
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enquanto que, na métrica conforme, teremos

Ry =—3H' , Ry= (M +2H*)0d;, (2.31)
6
R = —?(H’Jr%)?, (2.32)

onde H = d'/a.
O tensor de Einstein é definido em fungao do tensor de curvatura, da métrica e do

escalar de curvatura como sendo

1
G =R, — ég,WR, (2.33)
€ que tem componentes
G()O - 3H2 y Gij - —<H + 3H2)a25ij y (234)

quando usamos a métrica no tempo préprio, enquanto que, se usarmos a métrica no tempo
conforme teremos

Goo = 3H?, Gij = —2H +H?)oy; . (2.35)

Ja temos o lado esquerdo das equacoes de Einstein , que descreve a geometria
do espago-tempo. Agora precisamos completar nossas equagoes de movimento com o
contetido material do universo, ou seja, determinar as componentes do tensor momento-
energia 7},,. Comegamos introduzindo um conjunto de observadores com trajetdrias no
espago-tempo quadri-dimensional perpendiculares ao vetor de quadri-velocidade

B dzt

== (2.36)

ut

onde A é o tempo préprio dos observadores e a quadri-velocidade deve obedecer a relagao

gt = utu, = —1. (2.37)
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Precisamos também do tensor projecao h,, = g, + u,u,, que projeta outros tensores
no plano ortogonal a quadri-velocidade u*. Finalmente, o tensor momento-energia de um

fluido imperfeito é
" = putu” + ph* + (u*q¢” + ¢"u”) + ", (2.38)

sendo p a densidade de matéria/energia, p a pressao do fluido, que pode ser relacionado
com a densidade através de uma equacao de estado, ¢* é o fluxo de energia e ¥ é a
pressao anisotropica. Para o caso de um fluido perfeito, o fluxo de energia é nulo, assim
como a pressao anisotropica, ou seja, g = 0 = 1, 0 que nos permite reescrever o tensor
momento-energia

™ = (p + p)u'u” + pg"”. (2.39)

Em um referencial comével, a quadri-velocidade de um fluido em repouso é u* =
(1,0,0,0) se usarmos o tensor métrico (2.20) e u* = (1/a,0,0,0) se usarmos a métrica

conforme (2.26]). Portanto, podemos calcular as componentes do tensor momento-energia

No tempo préprio, relacionamos as componentes (2.40)) do tensor momento-energia

com as componentes (2.34]) do tensor de Einstein, e encontramos

81G

H? = Ena (2.41)
: Q 4rG
H+H2:g = —WT(,O+3p) : (2.42)

que sao as equagoes de movimento para um universo homogéneo, isotropico e com se¢ao
espacial plana. A equacao é conhecida como equacao de Friedmann e, para encon-
trarmos a equacao de aceleracao , precisamos usar a equacao de Friedmann
nas componentes espaciais das equacoes de Einstein.

Da geometria diferencial podemos calcular que a derivada covariante do tensor de
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Einstein G, ¢ nula, ou seja

G =0, (2.43)

T =0, (2.44)

que é chamada de conservagao do tensor momento-energia. Se tomarmos as componentes
espaciais da conservagao do tensor momento-energia ([2.44)), ou seja, v = i, encontramos
que Vp = 0, onde V ¢ o operador gradiente, o que garante que a pressao nao depende da

posicao no espago. Tomando a componente temporal, ou seja, v = 0, temos
p+3H (p+p) =0, (2.45)

que ¢é a equacao da conservacao da energia, e que poderia ser obtida apenas combinando

as equagoes de movimento (2.41)) e (2.42)).

O mesmo procedimento para a métrica comével ([2.26)) resulta nas relagoes equivalentes

H = ?cﬁp, (2.46)

4
H —H = — chﬂ (p+3p), (2.47)
P+ 3H(p+p)=0. (2.48)

A matéria barionica com baixa dispersao de velocidades tem pressao praticamente
nula, assim como a matéria escura, enquanto matéria relativistica, como fotons e neu-
trinos, tem equagao de estado p = p/3. Como esses sdo os principais componentes do
universo ¢ muito comum usarmos como contetido material fluidos com equacao de estado
barotrépica, ou seja,

p=wp, (2.49)

onde w é o parametro, constante, da equagao de estado e que tem os valores w = 0 para

um fluido de pressao nula, como barions e matéria escura (também chamados de poeira),
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w = 1/3 para um fluido de particulas relativisticas, como f6tons e neutrinos, e w =
—1 para um fluido de densidade constante, também chamado de constante cosmoldgica.
Portanto, para um fluido com equacao de estado barotrépica, podemos resolver a equacao

de conservagao da energia ([2.45)) para mostrarmos que
p oc a3+ (2.50)

que, se substituirmos os trés valores do parametro da equacao de estado discutidos ante-

riormente, teremos

Pm X a -,
pr o at, (2.51)
pr = const.,

onde m significa matéria sem pressao, r radiagao ou fluido relativistico e A a constante
cosmoldgica. O resultado nao é muito surpreendente, principalmente para o caso da
matéria e da radiacao. Como a secao espacial do espaco-tempo tem trés dimensoes e
sabendo que o volume total do universo cresce com a?, fica evidente que densidade cai
com mesma poténcia. Ja para radiacao temos um termo extra devido ao desvio para o
vermelho, que faz com que o féton perca energia, ja que a frequéncia oc a™*.

De nossas experiéncias cotidianas temos certeza da existéncia de fétons e barions. Ob-
servando como as densidades dos mesmos evoluem com o fator de escala a(t) podemos
concluir que no passado, quando o universo era menor, a radiacao pode ter sido a compo-
nente dominante do universo, mas hoje é subdominante pois a densidade da mesma cai
mais rapidamente do que da matéria sem pressao.

Se substituirmos a equagao de densidade barotrépica (2.50) na equagao de Friedmann

(2.41]), podemos calcular que o fator de escala tem a seguinte dependéncia em relacao ao
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tempo

t2/3(1+w) L w ?é _1’
a(t) o« (2.52)

e’ w=—1,

onde H é constante. Aqui consideramos apenas um fluido. Podemos também considerar
varios fluidos e, dividindo a equacao de Friedmann (2.41)) pelo quadrado de Hy, que é

valor do parametro de Hubble hoje, teremos

%; =Q= % =Qa™ + (N + Q) a?+Qy, (2.53)
sendo paiw = 3HZ/87G a densidade critica do universo e Q; = p;/pei sdo chamados
parametros de densidade. De medidas como as da RCFM e também das distancias de
supernovas, sabemos que o universo é espacialmente plano, ou seja, Q° ~ 1, a densidade
de particulas relativisticas é desprezivel e para bérions, matéria escura e energia escura

temos

Qp 0,05,

Q

=
R

0,27, (2.54)

o)
=
%

0,68,

além de termos uma energia escura tipo constante cosmologica, com parametro da equagao
de estado

Este é o modelo cosmoldgico mais compativel com os dados observacionais que conhe-
cemos, e é chamado de modelo cosmoldgico padrao, modelo de concordancia, ou ACDM,

onde A é a constante cosmolégica e CDM é a abreviacao para cold dark matter.
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2.3 Inflacao césmica

Apesar do sucesso do modelo cosmolégico padrao em prever expansao do universo, a
abundancia de elementos leves e a existéncia da RCFM, pequenos problemas no mo-
delo cosmolégico descrito até aqui que ainda precisam ser esclarecidos. Anteriormente
assumimos a homogeneidade do universo em grandes escalas, mas em pequenas escalas
gigantescas nao-homegeneidades sao evidentes, ou seja, se observarmos uma grande regiao
do céu iremos ver aglomeragoes de matéria com uma distribuicao estatisticamente homo-
génea, mas se olharmos para uma pequena regiao as aglomeracoes de matéria e os espagos
vazios ficam mais evidentes. Além disso, pela observacao das flutuacoes de temperatura
na RCFM, verificamos que essas nao-homegeneidades eram bem menores na tltima su-
perficie de espalhamento, que foi a época logo apds a recombinagao, quando os fétons
agora livres, interagiram pela tltima vez com as estruturas em formacao, resultantes das
instabilidades gravitacionais.

Sendo assim, sabendo que as instabilidades gravitacionais crescem com o tempo, pode-
mos imaginar que antes da ultima superficie de espalhamento as flutuagoes na densidade
eram ainda menores. Além disso, o modelo padrao original prevé que, no passado re-
moto, o universo era formado por varias regioes do espaco sem contato causal. Portanto,
as trés questoes que precisam ser respondidas sao [29,30]: i) como foi possivel ter um
universo inicialmente tdo homogéneo, ii) como regides causalmente desconexas tém hoje,
estatisticamente, as mesmas flutuagdes na temperatura da RCFM e iii) qual a origem
das flutuacoes de densidade que permitiram o surgimento das estruturas que observamos
hoje?

O problema da homogeneidade inicial do universo é conhecido como o problema da
planura, enquanto as regides causalmente desconexas ¢ conhecido como problema do ho-
rizonte, e a origem das flutuagoes de densidade é o problema das condigoes iniciais.

Podemos formular alguns destes problemas de maneira matematica, e comecamos pelo
problema do horizonte, ou das regioes causalmente desconexas. Anteriormente haviamos
definido o horizonte comével como sendo a distancia maxima que um féton pode viajar

de um tempo inicial ¢; até um tempo final ¢, o que nos permite ver o horizonte particula
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como sendo o horizonte de contato causal. Podemos também escrever o horizonte comédvel

em funcao do raio de Hubble comdével, ou seja,

onde definimos nosso tempo inicial como sendo a origem do universo, e (aH)™! é o raio de

Hubble comovel. Para um universo preenchido por um fluido barotrépico, ou seja, com

equacao de estado (2.49)), podemos calcular o horizonte comdvel

T o a1H39)/2 (2.57)

Devido a relacao entre o horizonte comovel e o fator de escala vemos que, para um
universo preenchido por radiacao ou matéria, as escalas que entram hoje no horizonte
estavam fora dele quando a RCFM desacoplou do plasma primordial, mas mesmo assim,
essas escalas mostram o mesmo padrao de flutuagoes na temperatura da RCFM, e entao
podemos levantar a hipotese de que regioes do universo que estao hoje causalmente desco-
nexas estavam, em um passado remoto, em contato causal, ou seja, no mesmo horizonte.

Para visualizarmos o problema da planura temos de lembrar que as observagoes da
RCFM indicam que o parametro de densidade total, apresentado na equacao é,
hoje, aproximadamente 1. Caso considerassemos uma possivel contribui¢ao da curvatura

na métrica do espago-tempo, a equacao de Friedmann neste caso seria

G K
2 _
17 = T pla) - 2

. (2.58)

onde k é o parametro de curvatura. Podemos também escrever essa equacao como sendo

1= 90) =~ (2.59)

Note que, em um universo preenchido por poeira ou radiacao, o raio de Hubble comédvel
(aH)™! cresce, e portanto a quantidade Q2 — 1 deve divergir em algum momento. Sabemos

que o universo no passado foi dominado pela radiacao, e depois pela poeira. Portanto,
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para que ) seja tao proximo da unidade hoje, quando do desacoplamento da radiacao ele
deveria ser ainda menor. Por exemplo, durante a nucleosintese primordial, deveriamos ter
aproximadamente [29)

Onp — 1~ 0 (10719 (2.60)

que é uma condicao inicial muito especifica e precisa.

Ambos os problemas do horizonte e da planura poderiam ser facilmente resolvidos se
assumissemos condigoes iniciais para o universo (como a de cima), mas a teoria da infla¢ao
coésmica primordial pode explicar esses problemas, além de prever o espectro de poténcia
da RCFM e explicar a origem das flutuagoes primordiais.

Na formulacao matematica dos problemas do horizonte e da planura, equacoes
e , o raio comével de Hubble (aH)™! tem um papel central. Em ambos os casos
podemos reduzir os dois problemas ao fato de que, para fluidos barotrépicos, o raio comével
de Hubble cresce, portanto podemos resolver ambos os problemas fazendo com que o raio
comével de Hubble decresga no universo primordia]ﬂ

Para solucionarmos o problema do horizonte é importante observar que particulas
com distancias maiores do que o horizonte particula 7 nunca se comunicaram, ou seja,
nunca puderam interagir (ndo tiveram contato causal), mas se elas estdo separadas por
uma distancia maior do que (aH)™! elas nao tém contato causal agora. Basta que no
presente T seja muito maior do que (aH)™!, de maneira que duas particulas que nio
podem interagir hoje estavam em contato causal em algum momento do passado. Podemos
ter essa configuragao se (aH)™! foi muito maior no passado do que ele é hoje, de modo
que T cresceu mais em tempos remotos do que em tempos préoximos ao presente. Isso
requer uma fase no universo primordial onde o raio comével de Hubble tenha diminuido.
Portanto, grandes escalas que entram agora no horizonte estavam em contato causal antes
da inflagao, o que explica a homogeneidade através da RCFM.

Essa mesma configuracao permite resolver facilmente o problema da planura. Basta

4Existem outras teorias e modelos que tentam resolver os mesmos problemas sem a necessidade da
inflacdo cosmica. Nao trataremos destes modelos aqui, tendo em vista que, até o momento, a inflagao é o
modelo que melhor descreve os instantes iniciais do universo, além de ser um dos temas principais deste
trabalho.
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olhar para a equacao ([2.59)) para verificar que o parametro de densidade €) estava mais
proximo de 1 quando o raio comével de Hubble foi menor.

Um raio de Hubble comoével que diminui com tempo deve ter derivada temporal

d (1
4= 2,61
dt(aH><O’ (261)

e se aplicarmos a condi¢ao acima nas equagoes de Friedmann (2.41)) e (2.42)) temos

d2
d—tg>0, p+3p <0, (2.62)

o que caracteriza uma fase de expansao acelerada e um fluido de pressao negativa, sendo
que p < —p/3.

E também possivel relacionar a segunda derivada do fator de escala com a primeira
derivada do parametro de Hubble, para obtermos

i

—H
_ 2 _
a—H(l—E), 6:@. (263)

Em termos do parametro € a aceleragao implica em

~H —dlnH
€= = <1

H? dN ’

(2.64)

onde dN = Hdt = dIna, que mede o niimero de poténcias eV que o fator de escala cresce,
e portanto H = const.

Seria muito simples atender a estas condigoes assumindo que nos primordios o universo
era preenchido por um fluido tipo constante cosmoldgica, ou seja, p = —p. Este foi um dos
primeiros modelos propostos para a inflagdo, mas que tinha o problema de ser um modelo
de inflacao eterna, ja que a componente que dirige a inflagao tem densidade constante,
enquanto as outras caem com a expansao do fator de escala.

Nos modelos atuais mais simples de inflacao a expansao acelerada é dirigida por um
campo escalar, chamado inflaton. Sob certas condicoes esse campo escalar se comporta

aproximadamente como uma constante cosmoldgica. O tensor momento-energia de um
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campo escalar ¢ é

1
T;w = ¢,u¢,u - éguuqb,ocqsa - guvv(¢) ) (265)

onde g, é tensor métrico e V(¢) é o potencial. Assumindo a métrica de FLRW (12.20)) e
um campo escalar uniforme, ou seja, ¢ = ¢(t), encontramos
¢’ ¢’

po="5 V@), py="7-V(9), (2.66)

sendo p, e py a densidade e a pressao, respectivamente. O parametro da equagao de
estado é

(2.67)

w¢:—:
P¢

Para determinarmos a dinamica do universo precisamos encontrar a equacao de Fri-
edmann e a equacao de conservacao de energia para o campo escalar. A equacao de
Friedmann ¢ facilmente encontrada a partir da expressao (2.41)), portanto

QBQ
3H? = Mg 5+ V(o) |, (2.68)
onde definimos a chamada massa de Planck Mgﬁ = 87G. A equagao de conservagao de

energia nos dara

+3H+ V=0, (2.69)

que ¢ conhecida como equacao de Klein-Gordon, onde V, = dV/d¢.
Nessa configuragao o parametro €, definido na equacao (2.64)), é
B MP_12 (;.52

A condicao que garante uma expansao acelerada é € < 1; além disso, o campo escalar ird

se comportar aproximadamente como uma constante cosmoldgica se fizermos

¢ < V() (2.71)
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o que fard com que wy = —1 e € < 1. Na literatura € é conhecido como o primeiro
parametro de rolamento lent(ﬂ [27-29], porque a inflagdo sé ocorre enquanto o campo
escalar “rola” lentamente pelo potencial V' (¢). A inflagdo sé acontecerd por um periodo

de tempo suficiente para resolver os problemas do horizonte e da planura se
0 < [3HG|. V()] (2.72)

e entao definimos o chamado segundo parametro de rolamento lento, que é

—¢ 1 de

Ui

-

que, durante o periodo inflacionario, deve satisfazer a condicao n < 1.
Sob as condigoes de rolamento lento, as equacoes de Friedmann e de Klein-Gordon

simplificam e podem ser escritas como
3H? ~ M2V (¢), 3Hp~ -V, (2.74)

e, por sua vez, os parametros de rolamento lento serao

Mlgl L 1) 2
~ — | == 2.
\%
n Pl V ( )

Neste caso o parametro de Hubble é aproximadamente constante e o fator de escala evolui

em fung¢ao do tempo como

a~efl' (2.77)

O periodo de expansao exponencial termina quando as condi¢oes de rolamento lento

sao violadas, ou seja,

€(Ptnal) ® 1,  1(Pfinal) ~ 1. (2.78)

5Do inglés slow-roll.
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Entre o inicio e o final da inflacao, o nimero de poténcias N que o fator de escala cresce

é
tfinal [ V @ d
N = Ip Hinal _ Hdt ~ M2 / ——d¢ ~ 49
a t final ‘/7¢ d’ﬁnal \/2_6

Para resolvermos os problemas da planura e do horizonte temos de ter no minimo

(2.79)

N = 60 ao final da inflacao. O comportamento exato do fator de escala, do inflaton e o
valor final de N dependem do formato do potencial V(¢) e também de detalhes do periodo

imediatamente apos a inflacao.
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Capitulo 3

Teoria de perturbacoes

No capitulo anterior vimos como um periodo de expansao exponencial no inicio do universo
pode explicar porque a secao espacial hoje é tao plana e como o universo é tao homogéneo
em grandes escalas, sendo que em um universo apenas preenchido por fétons e/ou poeira
regioes que hoje estao em contato causal eram desconexas no passado. Mas ao resolvermos
esses problemas, conhecidos como o problema da planura e do horizonte, criamos um novo:
agora o universo primordial é ainda mais homogéneo devida a inflagao. De onde surgem,
entao, as flutuagoes na RCFM e as estruturas em grande escala? A resposta pode estar em
mintsculas flutuagoes de origem quantica no conteiiddo material do universo primordial,
que neste caso ¢é o inflaton ¢.

Qualquer perturbacao 67, do tensor momento-energia, onde |67),,| < |T},,| implica
em flutuagoes G, no tensor de Einstein através das equacoes de movimento, ou seja,
flutuacoes dg,, no espago-tempo. Podemos expandir o tensor métrico g,,, em uma base

gfg) e na perturbagao dg,, como em uma expansao de Taylor, portanto

Guv = 9 (1) + 89, (L, T) , (3.1)
onde [0g,,| < |G-

As perturbacoes da métrica dg,, podem ser divididas em trés categorias [27-29}31}32],

sendo elas escalares, vetoriais e tensoriais. Essa classificacao é dada pela maneira com que
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os campos que formam a perturbacao dg,, transformam-se segundo translacoes e rotagoes
espaciais em um hipersuperficie de tempo constante. Sob tais rotacoes dggy se comporta

como um escalar, e portanto escrevemos
Sg00 = —2a*A(z"), (3.2)

onde A(z#) é uma fungao escalar das coordenadas. A componente dgo; é escrita de maneira
mais geral como sendo a soma do gradiente de um escalar com um vetor de divergente
nulo, ou seja,

dgoi = GQ(BJ +5;), (3.3)

onde B; = dB/dz" e o vetor S; obedece a relagao de vinculo S*; = 0, sendo que a partir
de agora subimos e descemos os indices espaciais usando o delta de Kronecker d;;. Ja a
componente espacial dg;; tem de ser escrita como uma combinacao de escalares, tensores

e vetores, de onde a forma mais geral é
09ij = =20 + 2Dy E + Fijj + Fji + hij (3.4)

sendo D;; = 0;0; — 6;;V?/3. Além disso, ¢ e F sao fungoes escalares, o vetor F; tem

divergente nulo, ou seja, F 12 = 0 e o tensor h;; satisfaz
', =0, h' ,=0, (3.5)

o que faz de h;; um tensor transverso e de traco nulo. Em resumo, usando a métrica

conforme ([2.26]) como base do espaco-tempo, teremos
ds* = a*(1)| — (1+2A)dr* +2 (B, + S;) drdz' +

Essa é apenas uma das varias maneiras de definitir as perturbacoes na métrica. Na lite-
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ratura podemos encontrar diferencas em alguns sinais e também na definicao do operador
D;;. Quando formos estudar perturbagoes durante a inflagao iremos usar uma formulacao
diferente da que é dada pela equacao ((3.6)).

As perturbacoes escalares, descritas pelos campos A, B, 1, e E sao induzidas na
métrica pelas nao-homogeneidades na densidade de energia e sao essas perturbagoes que
vao resultar nas estruturas observadas em grandes escalas. Ja os vetores S; e Fj es-
tao relacionados com os movimentos rotacionais do fluido e decaem muito rapidamente
durante a expansao do universo e portanto nao deixam tracos observacionais muito in-
teressante [2831]. J& os tensores h;; sdo perturbagoes no espaco que descrevem ondas
gravitacionais, sendo que, no regime linear, nao influenciam nas perturbacoes de densi-
dade, mas podém carregar preciosas informagoes a respeito do universo primordial [27},29].

As trés classes de componentes, ou seja, as perturbacoes escalares, vetoriais e tensori-
ais evoluem de forma independente [29], e portanto podem ser estudadas separadamente.
Como as componenente vetoriais nao trazem nenhuma informacao relevante vamos ig-
norar os campos vetoriais S; e F;, e estudar os escalares A, B, ¢, e I/ e o tensor h;;

separadamente.

3.1 Transformacoes de calibre

Vimos que, em grandes escalas, o universo é homogéneo e isotrépico, mas em pequenas
escalas encontramos todos os tipos de estruturas produzidas por instabilidades gravitacio-
nais. Ao estudarmos as perturbacoes cosmoldgicas na densidade estaremos estudando um
espaco que nao é homogéneo e nem isotrépico. Podemos fazer isso analisando a evolugao
das diferencas entre o espago-tempo verdadeiro e o espago-tempo homogéneo e isotrépico
(descrito pela métrica de FLRW) que estudamos nas se¢oes anteriores.

De maneira mais rigorosa podemos definir a perturbacao de qualquer quantidade fi-
sica como sendo a diferenga entre o valor dessa varidvel no espaco-tempo fisico, que é
nao-homogéneo e anisotrépico, e o valor no espaco-tempo de fundo, que é homogéneo e

isotrépico. Essa comparacao tem de ser feita no mesmo ponto do espaco-tempo. Mas
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essas duas quantidades (a perturbada e a nao perturbada) estao em geometrias diferentes
e, portanto, se faz necessario indicar um mapa que ligue o mesmo ponto de maneira tinica
nos dois espacos-tempo. A correspondéncia entre os dois mapas é chamada de calibre e
mudar o mapa nada mais é do que fazer uma transformacao de calibre [28}29]31}32].
Em relatividade geral as transformacoes de calibre sao transformagoes de coordenadas
entre dois referenciais, o que significa que fixar um calibre é o mesmo que escolher um
sistema de coordenadas. Vamos escolher uma mudanga de coordenadas infinitesimal, do
tipo
Th = ot + dat (3.7)

onde dz* é uma fungao infinitesimal do espago-tempo. Consideremos um escalar
q(z") = qo(a") + dq(a*) = dq(a*) = q(z") — qo(2"), (3.8)

sendo dq(x*) a perturbagao e go(z*) a base. Sob a transformacao de calibre (3.7]) temos

&J(Eﬁ) — §(z") — o(z#), e portanto encontramos

dq = 6q — q 02", (3.9)

para qualquer funcgao escalar.
Para um tensor, como o tensor métrico g,,, devemos usar a lei de transformacao de
coordenadas para tensores, que é

I AT = ok o

Jap(27) (3.10)

lembrando que no sistema de coordenadas =7 o tensor métrico g,, (z?) também pode ser

escrito como sendo a soma de uma base e uma perturbacao, ou seja,

—~

Gun (@) = g0) (7) + 8g,., (3.11)

32



CAPITULO 3. TEORIA DE PERTURBACOES

onde a base g,(f)y) (z7) do tensor métrico é expandida em série de Taylor

Dgi) (x7)

gfﬁ) (/m\:/) ~~ gfg) (x7) + e ox7 . (3.12)

Sendo assim, a lei de transformacao para a perturbagao no tensor métrico ég,,,, segundo

a transformacgao de coordenadas (3.7)), é
09, = 0G0 — Guwy02" — Gun 027, — 9,027 1, (3.13)

onde desprezamos o indice (¥ e chamamos a base de G-

Vamos decompor o vetor infinitesimal dz* em

0z’ = ¢,

oz’ = B4, v, =0, (3.14)

onde £°) B e v sao fungoes das coordenadas x7. Aplicando as transformacoes (3.13) e a
decomposigao (3.14)) ao tensor métrico perturbado definido em (3.6]), encontramos

i a_l€) (3.15)
a
B = B+&+p4, (3.16)
~ 1
¢::¢—§v%+%$, (3.17)
E = E+28, (3.18)
para as perturbacoes escalares. Para as perturbagoes vetoriais, temos
F, = Fitu. (3.20)
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E, finalmente, para as perturbacoes puramente tensoriais, teremos

hij = hij s (321)

ou seja, a perturbacao h;; ¢ um invariante de calibre.

Podemos usar a mudanca de calibre para simplificar as equagoes de movimento das
perturbagoes. Ao mesmo tempo, corremos o risco de incluirmos no nosso calibre termos
nao-fisicos [28,31}[32], j& que, como vimos, a mudanga de coordenadas pode fazer com que
as perturbagoes assumam valores diferentes, dependendo da escolha do calibre. Uma se-
gunda opcao é procurar combinagoes que sejam invariantes por transformagoes de calibre,
0 que ird nos permitir fazer os cdlculos apenas com quantidades fisicas.

As duas funcoes invariantes de calibre para as perturbacgoes escalares que encontramos

mais facilmente na literatura, também conhecidas como potenciais de Bardeen, sao

0 = —a-1|(5-%) } (3.22)

U o= —w—VQEJrH(B—E). (3.23)

Para qualquer funcao escalar ¢(z*) podemos definir a perturbagao invariante de calibre

E/
6q9) = —6qg — ¢ (B - 7) , (3.24)

onde IC significa invariante de calibre, dg é a perturbacao e a base ¢ deve depender apenas
do tempo para preservarmos a homogeneidade da base.

Por sua vez, a perturbacao invariante de calibre do tensor de Einstein pode ser calcu-

lada como
/ E'
5G(IC)00 — 6G0 (GOO) (B _ 7) , (3.25)
5G19" = 5G,° - (Gio — %Gk’“) (B - E;) : (3.26)
, A L E
5G(IC)iJ = 6G.7 — (Gij) (B _ ?> 7 (3.27)
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e, de maneira andloga, para o tensor momento-energia teremos

/ E'
6T(IC)OO _ 5T00 o (TOO) (B _ ?) , (328)
1 E
(ST(IC)iO = 57_; 0_ (710 - g kk) (B - 7) A 9 (329)
ac) J  _ j A £
T = 0T = (1Y) (B- ) - (3.30

Além dos potenciais de Bardeen (3.22)), existem outras duas fungoes invariantes de
calibre que iremos usar quando estudarmos perturbacoes primordiais. A primeira é a

perturbagao de curvatura comoével R, escrita como

0¢
R=w+7{g, (3.31)
onde ¢ e d¢ sao, respectivamente, o campo escalar inflaton e a sua perturbacao. R é
invariante por transformagcoes de calibre. Em hipersuperficies onde d¢ = 0 a perturbagao
de curvatura é simplesmente o potencial gravitacional ).

A segunda funcao é conhecida como varidvel de Sasaki-Mukhanov, que também é

invariante por transformacoes de calibre, e é definida como
/
=0¢p+ —1. 3.32
Q=d6+ v (332)

No calibre espacialmente plano, que nada mais é do que fixar o potencial ¢ = 0, @) se
reduz a perturbagao no campo escalar ¢. A variavel de Sasaki-Mukhanov (3.32) pode ser

relacionada com a perturbacgao de curvatura (3.31)) via

_¢
Q=R (3.33)

Outro calibre muito comum é o calibre longitudinal, ou Newtoniano, onde fixamos
E = 0e B = 0. Desta maneira, vemos que os potenciais de Bardeen (3.22), que sao

invariantes por transformacoes de calibre, serao ®; = —A; e ¥; = —1;. Um dos primeiros,
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e por muito tempo mais usados calibres é o calibre sincrono. A descricao do calibre

sincrono e uma comparagao com o calibre Newtoniano pode ser encontrado em [2§].

3.2 Equacoes de movimento

Para encontrarmos as equacoes de movimento podemos fixar um calibre ou entao procurar
quantidades invariantes por transformacgoes de calibre [28||31/[32]. Usando as equagoes de

Einstein na forma invariante e os potenciais de Bardeen (3.22)), teremos

M72
3H (V' + HP) — V20 = —TPIaQ(ST(IC)OO , (3.34)
M2 0
(V' + HP), = %a%T(IC)i : (3.35)
2 ‘ d— )/ M2 ,
U+ HU + @) + (2H + H*)D + %(CD — )| 57 — ( 5 )i _ 2Pl a2,

(3.36)
Tanto o tensor momento-energia do fluido perfeito quanto do campo escalar nao pos-
suem termos nao-diagonais, ou seja, 5Tij = 0 quando ¢ # j. Portanto, os termos nao-

diagonais da equacgao (3.36]) nos levam a
(@-1)/=0=0=1, (3.37)

o que ira simplificar as equagdes de movimento (3.3443.36), e teremos

M*Z
3H (V' + HY) — V20 = —%cﬂaﬂlo);’ : (3.38)
M52 0
(V' + HY), = %cﬂéT(lc)i , (3.39)
] M—2 .
(07 + 3HY + 2H + HH) W] 6,7 = ——LLa?5709 7. (3.40)

2

Mais adiante iremos utilizar as equagoes ((3.3843.40) para estudarmos a formacao de estru-

turas em um modelo de matéria escura. Neste caso, sera necessario também estudar como
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as perturbacoes na densidade evoluem. Para tanto, precisamos calcular as perturbagoes
da conservacao do tensor momento-energia, que, com ajuda das conexoes calculadas no

Apéndice [A] encontramos

5p' + 3H(6p + 0p) — 3(p+ p)V' +alp+p)du’; = 0, (3.41)

1 -
v [a®(p+p)ou’ ;] + V2p+ (p+p) VU = 0, (3.42)

sendo que as equagoes acima se encontram na forma invariante de calibre e du' sdo as

flutuagoes na velocidade do fluido.

3.3 Flutuacoes durante a inflacao

Nesta secao nosso objetivo primario é calcular as perturbacoes na curvatura do espaco-
tempo, que sdo as responsaveis pelas flutuagoes de temperatura na RCEFM [27,29,|32],
causadas pelas flutuagoes (de origem quéantica) no campo inflaton. Na literatura encon-
tramos varias maneiras de fazer estes calculos, com véarias escolhas de calibre. Entre as
mais comuns estao usar o calibre espacialmente plano, o calibre longitudinal e também a
formulagao invariante de calibre.

Neste caso vamos usar o tempo cosmico, trocar alguns sinais e escrever o elemento de

linha perturbado como
ds® = —(1 4 2A)dt* + 2aBdx'dt + a®[(1 — 2¢)0;; + 2E ;;)da"da? . (3.43)
Sendo assim, os potenciais de Bardeen serao

® = A+ (aB-d’F), (3.44)
U = ) — H(aB - d’E), (3.45)

que, como anteriormente, irao coincidir na auséncia de termos nao-diagonais do tensor

momento-energia, ou seja, ¢ = V.
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Antes de assumirmos qualquer métrica, a equacao de Klein-Gordon para o inflaton

pode ser escrita como

b — Vs =0, (3.46)
que na forma perturbada, teremos

. . \VE&S . . V2 .

0p+3Hop — ﬁégb + Voo = =2V, A+ ¢ {A + 3y — ?(azE — aB)} . (3.47)

Em termos da variavel de Sasaki-Mukhanov, Q = d¢ + gbw/ H, e com ajuda das duas

primeiras equacoes perturbadas de Einstein

-2
3H (¢ + HA) — Z—; [¢ +H(a’E —aB)| = —% [q's((s'qs — pA) + V¢5¢] , (3.48)
G+ may = Mg, (3.49)

encontramos, finalmente

N . V2 M2 /a3 ..\
HO — — _ Pl a2 — )
Q+3HQ a2@+{v,¢¢ 3 (H¢>]Q 0, (3.50)
onde Mp? = 87G. Como ji visto anteriormente, a varidvel de Sasaki-Mukhanov se

relaciona com a perturbacao de curvatura através da expressao

H
d)Q (3.51)

Para resolvermos a equacao diferencial vamos precisar fazer uma mudanca de
variavel e também usar o tempo comédvel 7, que se relaciona com o tempo cosmico ¢
via dt = a(7)dr. Para o caso da inflacdo de rolamento lento, a expansao do universo é
aproximadamente exponencial, com parametro de Hubble constante. Portanto, podemos

calcular a relagao aproximada
1+e€
aH '’

T

(3.52)

onde a aproximagao é feita até a primeira ordem dos parametros de rolamento lento. Com
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a redefinicao de variavel

u=a@, (3.53)
encontramos a equacao de onda
2+ 3(3e —
u'k'+<k2—< + (26 77»)%%0, (3.54)
T

onde k é o nimero de onda da expansao de Fourier do campo u, de onde temos que

u(T, T) :/%uk(ﬂeig

Mais uma vez, vamos fazer uma mudanca de varidavel, de maneira que definimos u =

T (3.55)

V—7y(z), onde = —k7, e encontramos a equacao de diferencial de Bessel, que é

d? d
xQd_xz + x% + (2 = 1)y = 0. (3.56)

Usando as solucoes de Hankel para a equacao de Bessel, encontramos que

up = V=7 [a(k)HP (2) + B(kYHP (z)] | (3.57)

onde a(k) e B(k) sao constantes de integragao, 7-[1(,1)(3:) e HP (x) sao as fungoes de Hankel

de ordem v ~ 1/9/4 + 3(3e — 7).

Até aqui abordamos as perturbacoes de maneira cldssica, mas muito provavelmente a
origem das perturbagoes sao flutuacoes quanticas do inflaton e das perturbagoes escalares
no universo primordial. Precisamos, portanto, desenvolver o mecanismo que descreva
essas flutuagoes.

O processo de quantizacao consiste, basicamente, em expandir os campos classicos em
operadores quanticos, quantiza-los e impor as condicoes de comutacao que irao nos dar
as condigoes de contorno da funcao de onda. Mais detalhes sobre a quantizacao a seguir

podem ser vistos em [27,29,32].
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Vamos expandir u e 0 momento conjugado ¢’ como operadores quanticos

&’k i bR
U= ug(7T)aze™* 4+ ug(r)ale™ z] ) 3.58
[ o [ ™ i) (3.58)

As componentes de Fourier u; também podem ser expandidas em termos de operado-
res, segundo a decomposicao

iy, = uk(7)ag + u_p(r)al -, (3.59)

onde os operadores criacao e destruicao EL% e aj satisfazem as relagoes de comutagao

[ag, a}} = (27)% (E - cf) , (3.60)

apenas se os modos oscilatérios do campo e do momento conjugado satisfazerem a seguinte

condicao de normalizagao
(up, up) = * (upuy, — uug) =1, (3.61)

que é a primeira condigao de contorno para resolvermos a equacao de onda completamente.
A segunda vem da escolha do estado de vacuo. O estado de vacuo é aquele que satisfaz
a condicao

az0) =0. (3.62)

Vamos escolher como estado fundamental, ou de menor energia, o estado que é co-
nhecido como vacuo de Minkowski de um observador comoével no passado distante, ou
seja, T — —o00, quando todas as escalas comoveis estavam dentro do horizonte, o que
equivale as condicoes —k7 >> 1 ou k >> aH. Nestes limites a equacao de onda (3.54)

serda aproximadamente a equacao de um oscilador harmonico simples, isto é

uf + kuy, = 0. (3.63)
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A solucao que satisfaz a normalizacao e também faz com que o estado de véacuo seja

o estado de minima energia é
—ikT

NG

que ¢ conhecido vacuo de Bunch-Davies, onde fizemos h =1 [27-32].

(3.64)

Portanto, o vacuo de Bunch-Davies nos permite fixar as constantes de integracao da

solucao (3.57). Sabendo que no limite —k7 — —o0 as fungoes de Hankel sao

H(VLQ) — 2 eii(ikq—*%i%) , (365)
encontramos que as contantes de integracao devem ser

a(k) = */;6“”1/2)“/2, B(k) =0, (3.66)

e finalmente, teremos a solugao
u (7, k) = \/T%Gi(”ﬂ/z)”ﬂ\/ —THWY (—kT). (3.67)

Da fungao de correlagao de dois pontos para as perturbagoes da curvatura R encon-

tramos o espectro de poténcia, que é dado pela relagao

—

<R(%)*R(k’)>z<0|7“z(k) R(K)[0) = (4]273R6<k; k;) (3.68)

onde Pr é o espectro de poténcia das perturbagoes escalares. Em termos do escalar de
curvatura classico e das mudancas de varidaveis que fizemos, podemos calcular o espectro

de poténcia das flutuagoes na curvatura durante a inflagao como sendo

I o 4w 2 1 |Uk|2
Pe = ot R = oo 10 = o (g ) ¥ 6)

Estamos interessados no limite —k7 < 1, ou seja, quando todos os modos oscilato-

rios estavam fora do horizonte particula. No limite de pequenos argumentos, podemos
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aproximar a funcao de Hankel

Wb —kT\ 7
1 an( 2) , (3.70)

onde T'(z) é a funcao especial gama. Portanto, quando os modos oscilatérios estao fora

do horizonte, o espectro de poténcia é aproximadamente

2 TXv)H? [k \*%
PR™ P g, < (a—H) ’ (3.71)

Q

onde vdrias vezes usamos a aproximagao 7 &~ —1/aH. A ordem da funcao de Hankel
¢ aproximadamente v =~ 3/2 + O(e,n), e portanto nao é dificil ver que a dependéncia
do espectro de poténcia com a razdo k/aH é muito fraca. Neste caso classificamos o
espectro de poténcia como sendo aproximadamente invariante por escalas. Podemos medir
o quanto o espectro de poténcia é invariante por escala calculando o indice espectral das
perturbagoes de curvatura para os modos que voltam a estar dentro do horizonte, ou seja,

quando k = aH. O indice espectral é definido como sendo

ng—1= : (3.72)

e no caso da inflacao de rolamento lento encontramos que o indice espectral é

ns — 1~ 2(n—2e¢). (3.73)

Como sabemos que os parametros de rolamento lento sao muito pequenos durante a
inflagao, vemos que devemos ter ng ~ 1. A medida mais recente do satélite Planck [33] nos
da um valor de ng = 0,960340.0073. Outra importante previsao da inflacao de rolamento
lento é a existéncia de ondas gravitacionais. As mesmas ainda nao foram detectadas, pelo
menos nao de forma direta [34], mas através das perturbagoes na curvatura é possivel
colocar um limite superior no valor da amplitude do espectro de poténcia das perturbagoes

tensoriais. Definimos o ntmero r como sendo a razao entre o espectro de poténcia das
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perturbagoes tensorais e das perturbacoes escalares, e temos

(3.74)

ﬁ
I
R

onde Pr é o espectro de poténcia das ondas gravitacionais primordiais. Na inflacao de

rolamento lento a razao tensorial-escalar é

r = 16e, (3.75)

e o satélite Planck limita o valor de r em [34]

r<0,11, (3.76)

o que significa que as ondas gravitacionais tém uma amplitude grande o suficiente para
serem observadas em um futuro nao muito distante por um dos intimeros experimentos

em execusao ou em projeto.
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Capitulo 4

Oscilacoes no espectro de poténcia
devido a excitacoes de campos

pesados durante a inflacao

Como vimos no capitulo anterior, o modelo inflacionério é capaz de prever as flutuagoes
na RCFM. Além disso, quando comparamos as medidas da RCFM com os véarios modelos
de inflacao disponiveis vemos que, estatisticamente, os melhores modelos sao os de um
tinico campo escalar [33], que produzem perturbagoes adiabdticas, Gaussianas e com ondas
gravitacionais possiveis de serem observadas. Para respeitar as condicoes de rolamento
lento o campo escalar tem de ser “leve”, no sentido de que a massa do campo escalar, que

é a segunda derivada do potencial V(¢), deve obedecer a relagao
mi = Ve < H?. (4.1)

Essa relacgao é facilmente encontrada a partir da condi¢ao n < 1 da inflacao de rolamento
lento.

Mesmo assim, a teoria de cordas prevée a existéncia de modelos inflacionarios onde
mais de um campo escalar pode estar presente [35]. Em muitos casos é possivel reescrever

as equagoes de campo do modelo de multiplos-campos em termos de uma teoria efetiva de
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um unico campo [36], mas, mesmo assim, entre os campos podem estar presentes campos
pesados, ou seja, que violam a condicao . Na literatura encontramos varias maneiras
de excitar um campo pesado [37-40], mas a grande questdo é: quanta energia pode ser
transferida para o campo pesado ao mesmo tempo em que o modelo seja consistente
com os dados observacionais da RCFM? O satélite Planck melhorou consideravelmente
os limites das anomalias oscilatérias do espectro de poténcia [33]. Pequenas corre¢oes no
espectro de poténcia invariante por escala nao estao descartadas, mas adicionar mais tres
parametros (posi¢ao do primeiro pico de oscilagao, amplitude e frequéncia) nado melhora,
estatisticamente, os valores dos parametros cosmolégicos.

Dentre as varias maneiras de se excitar um campo pesado daremos destaque para o
caso de um campo leve que, de maneira abrupta, ganha massa e se torna pesado [41-43].
Tais excitacoes provocam uma curva abrupta na trajetoria dos campos na direcao do
campo que se tornou pesado quando olhamos no espaco de fase, junto com oscilagoes de
alta frequéncia na mesma direcao, que por sua vez ird produzir desvios oscilatérios no
espectro de poténcia [21].

Em nosso modelo iremos considerar um universo preenchido por dois campos escalares,
lembrando que, a teoria de cordas nos possibilitaria usar um nimero N de campos. Ambos
os campos terao como potencial o chamado potencial quadraticdﬂ, sendo que nao havera
nenhum tipo de interagao entre os campos, a nao ser via a dependéncia em relacao ao

fator de escala. Sendo assim, escrevemos o potencial total
V=U+1,, (4.2)

onde 1 e p serao os indices para todas as quantidades correspondentes ao campo leve e
pesado, respectivamente. Considerando o potencial cadtico, teremos, em um intervalo de

tempo t; <t < i,
_ mig?
2 )

2 42
v =" 43

ITambém conhecido pelo nome de potencial cadtico. Qualquer potencial do tipo ¢P, sendo p uma
poténcia qualquer, é dito cadtico pois a inflagao é uma consequéncia natural de condigoes iniciais cadticas
no universo primordial [44].
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onde t; é o instante onde a inflagao comecga, t, serd o instante de transicao, ¢, ¢ o campo

dito leve, ¢, é o campo dito pesado e m; é a massa leve, que satisfaz a condicao
mi < H?. (4.4)

No instante t, o campo pesado ¢,, que até entao ¢ na verdade leve, ganhard uma
massa pesada mp, onde

mp >>my, (4.5)

sendo que a massa é dita pesada no sentido de que
mp, >> H . (4.6)

Portanto, para qualquer tempo ¢ > t, os poténciais serao

2 12 mQ(qﬁp—(ﬁp)Q
vl:mquﬁl, V= — 5 . (4.7)

“U—"

Daqui em diante, toda quantidade dependente do tempo levara o indice , quando
estivermos tratando da mesma no intervalo ¢t < ¢, e o indice “*” para tempos t > t,. Por

exemplo,

i=lLp
1—)2
pTo= Ay =) (@ —Vi> : (4.9)
i=1,p

sao a densidade de energia e a pressao totais do universo para t < t, sendo que o0s

46



CAPITULO 4. EXCITACOES DE CAMPOS PESADOS DURANTE A INFLACAO

potenciais V;~ sao dados pela equacio (4.3)) e, para t > t, teremos

pro= > (@ + vf) : (4.10)

i=Lp
o= Y (@ - v) | (411)
i=Lp

onde, dessa vez, os poténciais obedecem & expressao (4.7)).

4.1 Equacoes de base

O nosso modelo de universo é, como sempre, homogéneo e isotrépico, de curvatura nula,

e portanto descrito pela métrica FLRW, neste caso
ds® = dt* — a®(t)di”, (4.12)

onde a(t) é o fator de escala e t o tempo cdsmico. A evolugao do universo é descrita pelas
equacoes de Friedmann e pela equacao de continuidade, que no caso de campo escalar é

a equacao de Klein-Gordon, e portanto temos
2 —2 02 : —2 ¢?
3H :MPIZ S Vil H:—MPIZ? : (4.13)
¢;+3Ho + V=0, (4.14)

onde H = a/a é o parametro e Hubble e também introduzimos a notacao V; = 0, Vi.

Como veremos mais adiante, as oscilacoes no espectro de poténcia serao de ordem

p
e= = , 4.15
Pl e ( )
onde
1.,
pi=Vit30i, (4.16)
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¢ a densidade de energia para cada um dos campos.

A amplitude das oscilacoes no espectro de poténcia sao limitadas pelas observacoes
mais recentes em menos de um porcento [33], e entao vamos impor ¢ < O(107%) < 1.
Esse parametro de valor pequeno nao deve ser confundido com os parametros de rolamento
lento, que para o caso de um universo preenchido por varios campos escalares canonicos

e sem interagao, sao

. . 2
_H My (&
c = mEe2 (ﬁ

7

Z € €ij = /€€, (417)

)

_ ¢z €ij _ ‘/:¢i¢j

i

Como ja vimos anteriormente, para termos uma inflagao do tipo rolamento lento, devemos

impor € < 1, e entao teremos a equacao de Friedmann aproximada
3H? ~ M;*W, (4.19)

e portanto é o campo ¢, que domina a dinamica de fundo durante a inflacao.

4.1.1 Antes da transicao, t <t,

Inicialmente, para tempos t < t,, ambos os campos sao leves, ou seja, tém massa m; =
m; < H e, portanto, podemos impor a segunda condicao de rolamento lento 9; < 1 para

ambos os campos, de onde vem

3H¢; + V] ~0, (4.20)

que podemos substituir no primeiro parametro de rolamento lento €, e entao temos

Mg (VI
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Até primeira ordem, a razao entre as densidades de energia na transicao ira satisfazer

52%+§€p<<1, (422)

e as condigoes de rolamento lento combinadas com esta condi¢ao de energia ira limitar os

valores dos campos em

Gp < O, O > Mpr, (4.23)

€, para sermos consistentes com as observagées, vamos sempre usar

que, para o caso do potencial quadratico, é o valor necesario para que a inflacao dure
tempo suficiente.
Agora podemos resolver as equagoes de Klein-Gordon (4.20)) no limite do rolamento

lento, que nos levarao a

] . _
o~ P 1+\/;(¢?) my (t —1)| (4.25)

_1 + \/g (Af) my(t, — )], (4.26)

o

%
-
o *

Que se forem substituidas nas expressoes para os parametros de rolamento lento teremos

¢*2
e ~ 2Mp-2, (4.27)
1
5 1
1
sendo que, da condi¢ao de energia (4.22), concluimos que ¢} < ¢} e, portanto
& < €l (4.29)

0 que nos motiva a tratar €, como uma quantidade de segunda ordem. Consequentemente,
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a condigao de energia (4.22)) sera simplificada em

2

*2
1

< 1. (4.30)

e~

4.1.2 Apo6s a transicao, t > t,

No intervalo t > ¢, o campo ¢, ganha a massa my, que viola a condicao de rolamento
lento para d,. Mesmo assim, vimos que a energia é dominada pelo campo ¢, assim como o
primeiro parametro de rolamento lento. O campo leve ¢, continua com o mesmo compor-
tamento inflacionario, ou seja, satisfaz as relagdes ¢ < 1 e § < 1, e portanto o universo
continua a evolucao aproximadamente inflacionaria, exceto por pequenas correcoes que
poderiam vir do comportamento do campo pesado.

Ja que o campo pesado viola o comportamento inflacionario, que neste caso significa
dp >> 1 para my, >> H, vamos definir um novo parametro, dado pela razao entre as
massas

~m

€m = —L | (4.31)

2
]

2

mp

e, portanto, a condicao que define o campo pesado pode ser reescrita como

em < 361, (4.32)

de maneira que (H/m,)?* pode ser tratado como um parametro de segunda ordem, quando

comparado com €] e €. Sob estas condicoes, as equagoes de fundo sao
3H? ~ Mp?Vi , 3Hp+V/~0 , ¢,+3Ho,+V.=0, (4.33)

que podem ser resolvidas como

o~ & [1—\/%(]\:?) m (t—t*)] , (4.34)
—3/2 1
b=y = C(2)  snfmle—t)49] | (1.35)
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onde a(t.) = a., gz;p, C e 7 sao constantes de integragao.
No instante da transicao temos de impor a continuidade do fator de escala e do para-
metro de Hubble
=0 , [H*=0, (4.36)

conforme é esperado das condigbes de juncao de Israel/Deruelle-Mukhanov [45-47], que
requerem a continuidade da curvatura e da métrica induzida na hiper-superficie que separa

as duas fases da inflacao. Aqui, introduzimos a notacao
[F]* = F(t) - F(t7), (4.37)

que mede a mudanca de uma quantidade no ponto de transicao. Os campos nao estao
interagindo ou decaindo, portanto podemos impor a continuidade dos mesmos, assim como
dos respectivos potenciais e das energias cinéticas, ou seja, [p;]= = 0 e [¢;]F = 0.
Substituindo as solucoes e do intervalo de tempo anterior a transicao e
e do intervalo posterior a transicao nas condicoes de juncao, chegamos em

3 H 2 [ Mp\> 1 /3
ty = - z ~ 2 Jem 1, 4.38
cot y 2y + 3 ( pr > G (2\/6 —|-61) < ( )

de maneira que podemos fazer uma expansao de Taylor em coty ao redor de 7/2 e

aproximar
s 1 3 T
~— — —em | = =+ 0. 4.39
Ty 361(€1+26> 3 T (4.39)
De maneira similar, teremos
o = (M) % Vem(1+69)6% ~ \/emd® | (4.40)
my ) | siny| P P

b= (1o ) =g v, (1.41)
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PR

*
p

bp/®

Figura 4.1: A evolugcio dos campos, com o momento de transicao em t., quando ¢,
evolui de um campo leve para um campo pesado, como € dado pelas so-

lugoes em e . O potencial é continuo durante a transi¢ao

¢* = (41, ¢} ), mas a sequnda derivada faz wm salto do valor 9V /9¢%|— = my
para 0*V/0¢3| 4 = my em o*.

onde 9513 é a constante que garante a continuidade do potencial do campo pesado. A razao
entre as densidades de energia (4.22]) continuam sendo
0

x *2 7
12! 1

(4.42)

tendo em vista que [p;]+ = 0.
Como escolhemos potenciais quadréticos e tratamos a transicao de m; — my, para o
campo ¢, como sendo instantanea, as amplitudes das oscilagoes do campo pesado sao

amortecidas e caem com a3/2

e, portanto a densidade de energia do mesmo desaparece
muito rapidamente, em apenas alguns poucos tempos de Hubble 1/H. Na Figura é
possivel ver a evolucao dos campos no espaco de fase.

Usando as defini¢oes da densidade de energia e da pressao (4.8) e (4.10) podemos
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—0.9920f
~0.9925/|
~0.9930/

2 : — =103
~0.9935, o eiBx104
—0.9940}

7\ ; Il
0 N, =3 6
AN

Figura 4.2: O parametro da equacdo de estado , como uma fun¢ao do numero
de poténcias (AN ) do fator de escala exponencial, para mi/my = \/€m =
5x 1073, com dois valores diferentes para a razao entre as energias. O ponto

de transicao N, = 3 € fizrado a mao, e a evolucao da equacdo nao
depende do mesmo.

calcular, para qualquer instante ¢, o parametro da equacao de estado, de onde vem

R+

1 -1 _"p
HRETVEN e

(4.43)

que tem uma componente oscilatéria apds a transicao, devido as oscilagoes em ¢,. Como

podemos ver na Figura (4.2)), essas oscilagoes desaparecem muito rapidamente.

4.1.3 Transicao abrupta

Como vemos na Figura , apds a transicao a componente pesada desaparece muito
rapidamente, e a inflacdo passa a ser totalmente dominada apenas pela componente leve.
Devido a presenca da componente pesada encontramos também oscilagoes no parametro
da equagao de estado (4.43)) e, como vemos na Figura , essas oscilagoes desaparescem
rapidamente, conforme a componente pesada, responsdvel pelas oscilagoes, desaparece.
Em virtude do cardter transiente das oscilacoes somos motivados a ignora-las. Fazemos

isso ignorando o campo pesado ¢, apds a transicdo, ou seja, em termos da equacao (4.43))
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podemos escrever, para t < t,

12 I9)
+ 2
1+ w._ ~ oLt oy _ (e +e€), (4.44)

T 3MZH? 3

e, apds a transicdo, ignorando as oscilagoes de ¢, teremos

o 2
14w, ~ —L— ~ ¢t 4.45
Jr . .
3MEH? 37! (4.45)
Se mantivermos as oscilacoes, o parametro da equacao de estado sera continuo, assim
como as outras quantidades de fundo. Mas no caso da transi¢cao abrupta, ou seja, quando,
apés a transicdo, ignoramos o campo pesado ¢, (e consequentemente as oscilagoes), iremos

criar uma descontinuidade em (4.43)), que seréd
Aw w_ —wy €

= ~ ~ 4.46
1+ w_ 14+ w_ 14+¢ & ( )

onde usamos a relacao €,/ ~ . Como ignoramos a contribuicdo do campo pesado nas
equacoes de Friedmann desde o inicio, o parametro de Hubble, o fator de escala e o tempo

conforme continuam sendo continuos.

Apesar de termos criado o salto (4.46|) em (4.43)), iremos terminar com equagoes per-

turbativas mais simples, que nos permitirao estimar a amplitude das oscilacoes no espectro

de poténcia.

4.2 Perturbacoes

Nosso objetivo é calcular o espectro de poténcia das perturbacoes de curvatura R apds
a transicao, quando as oscilagoes do campo pesado e o préprio campo pesado ja tenham
desaparecido. Vamos fazer os calculos de duas maneiras: usando a aproximacao abrupta,
descrita na Segao [4.1.3, sendo que iremos também ignorar as perturbacoes do campo
pesado, e também faremos os mesmos calculos usando a descricao completa, com ambos

os campos e ambas as perturbacgoes.
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Como ja mostramos anteriormente, o elemento de linha com perturbacoes escalares

pode ser escrito, de maneira mais geral, como
ds® = (1 — 2A)dt* + 2aBdx'dt — a®[(1 — 2¢)6;; + 2E ;;]da"da? . (4.47)
Podemos fixar as variaveis invariantes de calibre

— A+ (aB—-d’F), (4.48)
U = o — H(aB—d’E). (4.49)

que irao coincidir, isto é, ® = ¥, no caso da perturbacao do tensor momento-energia conter
pressao anisotropica nula, ou seja, apenas as componentes diagonais serem diferentes de

Zero (5Tij = 0 para i # j). Perturbando ambos os campos escalares, teremos

Oi(x,t) = ¢i(t) + 0(x,t) . (4.50)

Da mesma maneira que fizemos anteriormente, podemos calcular as equagoes de movi-

mento das perturbacoes dos inflatons no espaco de Fourier, que serao acopladas, e teremos

2

0, + 3Hbp, + 5¢Z+Z (02,4,V)0¢; = =205, V) A + ¢ A+3¢+%(a2E—aB)
(4.51)

Novamente, podemos usar as variaveis de Sasaki-Mukhanov

Qi = 0¢; + %, (4.52)

para simplificar as equagoes de movimento acopladas
M — ‘
Qz + 3HQ1 + Qz + Z (8@% ( ¢Z¢]) ) Q]’ - 0 . (453)

O acoplamento entre as equacoes perturbadas de ambos os campos, como visto em

(4.53]), irda tornar a resolugao da mesma um pouco mais elaborada, quando comparada
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com o caso de um unico campo. A seguir, vamos fazer um descricao geral de como resolver
a equagao ([4.53)), para ambos os intervalos, antes e depois da transi¢ao. Primeiro, vamos

usar o tempo conforme dt = adr, para reescrevermos o lado esquerdo de (4.53)
2 2 2 Mglz a’ .\
" / -
Qf +2HQ; + k°Q; = —a Ej (3 P e <§¢z¢j> ) Q;- (4.54)

Mantivemos o lado direito em funcao do tempo césmico t pois as componentes da soma
podem ser escritas em funcao do parametros de rolamento lento, que definimos anterior-

mente em funcao das derivadas de t. Agora, vamos redefinir as variaveis @);, e escrever
u; = a@);, (4.55)

que entao, ird nos dar a equacao de onda acoplada
" 2 2 1
J

onde M;; sao as componentes da matriz de interacao, ou matriz de massa, M. Essa
matriz depende dos parametros de rolamento lento e, como esses parametros sao diferentes
antes e depois da transicao vamos deixar para escrever as matrizes M~ e M™ mais a
frente. Podemos resolver a equacao de onda para u; se fizermos uma rotacao na matriz
de interagao M de maneira que matriz rotacionada seja diagonal [48]. Essa rotagao sera

dada pela matriz de rotacao

cosf —sinf
U= ) (4.57)

sinf cos0

Aplicando a matriz de rotagao (4.57) na matriz de interagao obteremos a diagonaliza-
Gao,

o (A
UTMU = , (4.58)
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com auto-valores

|
Aot = 5 [Mpp + My £ |Myy — My|y/1+ (tan 29)2} : (4.59)

e o angulo # da rotacao é

2M,
tan20 = ——— P (4.60)

Mpp - Mll ‘

Essa rotacao é dependente da escala, ou seja, de k, e fixamos a escala como sendo aquela
onde os modos perturbativos reentram no horizonte, isto é, k = aH [48].

As variaveis de perturbacao desacopladas v; sao dadas pela rotacao
U; = Z Uijvj s (461)
J

e satisfazem a equacao de onda

2 — \;
v + (k2 _ ! ’)> v; ~ 0. (4.62)

72

4.2.1 Antes da transicao, t < t,

Antes do campo ¢, se tornar massivo podemos calcular a matriz de interacao M~ em

funcao dos parametros inflacionarios
Mi; =3 (ny; = 25 — € 035) (4.63)

até a primeira ordem dos parametros de rolamento lento. Podemos ainda simplificar

M~ ~ —6¢/(1 — 2¢) : (4.64)
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de maneira que o angulo de rotagao #_ serda dado pela relacao

tan260_ ~ —2

~ 2z, (4.65)

até primeira ordem e, da mesma maneira, os auto-valores da matriz diagonal serao

A, = O(ae), (4.66)
A~ ~ —6e+ O(ee). (4.67)

Agora a equacao de onda para as variaveis desacopladas v; podem ser facilmente resolvidas
para t < t,. Neste caso, vamos assumir o vacuo de Bunch-Davies, ou seja, v; — e~ //2k

para 7 — —00, € vamos encontrar novamente

v = \/T%Gi(ui-&-l/?ﬁr/? /—_77.[213(_;{;7)61.(/2), (4.68)

onde HS,) (—k7) é a fungao de Hankel do primeiro tipo e ordem

9
= 1 A (4.69)

e ei(lg) sao varidaveis Gaussianas independentes, que satisfazem as relacoes
(eslB)) =0 {eilRyes(R)") = 856°(F — K, (4.70)

e que foram introduzidas para podermos separar as contribuicoes das perturbacgoes de

cada um dos campos.
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4.2.2 Apés a transicao, t > t,

Mesmo apés a transicao a equacao de onda para a variavel u; tem o mesmo formato, mas,

desta vez, a matriz de interacao ¢

Vv’ V!
M = 3(nf: + 2¢f; — €76;;) + 6¢;- ( L+ —L ) (4.71)
17 ¥ 1) ) 1) + + )
3H¢7  3HG),

onde V/ = s+ Vi. Devido as oscilagoes em ¢, e da massa my, a aproximagao de rolamento
1
lento nao pode ser usada em V) /(3H¢,). Mesmo assim, até a maior ordem possivel dos

parametros pequenos, encontramos as componentes da matriz M ™

M ~ —6—9eF2,. |, (4.72)
E ~
My =~ Ge, /§F°SC : (4.73)
+ m12> 2 mp -
Mg, =~ T2~ 36+ 9l + 125FFOSCFOSC , (4.74)
onde introduzimos as funcoes oscilatérias
=3/2 [ cos (my,(t — t.) + ) — 2L sin (my(t — t.) +7)
Foe = (3> ( ’ 2mp - ® . (475)
s sin
N\ 3/2
~ - (@_) sin(my(t — t,)) (4.76)
a
—3/2 . 3/2
- a sin (my(t — ty) + ) a
Fo = |— P ~ | — t—t,)), (477
() (i OV costmy(t - 1)), (177

lembrando que, quando fizermos a diagonalizagao (rotagao) iremos fixar o tempo ¢ dessas
fungoes para o momento onde os modos k reentram no horizonte, ou seja, k = aH. As
aproximagoes das fungoes oscilatérias acima sao feitas para o caso 7 ~ m/2, de acordo

com a equagao (4.39)), e mantemos apenas os termos de ordem zero em H/m,,.
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Até primeira ordem, podemos aproximar

4 m FOSC
Ve (4.78)

tan20, o~ —,
* 1+ e + 126 L F B
N Adyemebog < 1. (4.79)

Portanto, sabendo que o angulo de rotacao é pequeno, também aproximamos

2

L+ . My 3a
AS R m~a>>1, (4.80)
N~ —66 — 9eF2,.. (4.81)

O campo ¢, torna-se pesado em t,, e portanto )\;)L ird ganhar uma contribuicao maior
quando comparado com (4.66]), enquanto A; adquire uma contribui¢do oscilatéria, mas
passageira, quando comparado com (4.67)). As solugdes para os modos v; sao, novamente,

dadas como combinacoes das fungoes de Hankel

s
o = Y= [ (k) + BURHE (—kr)] (4.82)
onde
/9
pi=alg N (4.83)

Como u; = aQ; e u; = ; Uijv;, cada uma das varidveis de Sasaki-Mukhanov tém con-
tribuicao das perturbagoes de ambos os campos leve e pesado. As amplitudes A; e B;
precisam ser determinadas através das condigoes de continuidade da curvatura antes da

transicao das perturbagoes.

4.2.3 Transicao abrupta

Como ignoramos as breves oscilagoes das variaveis de fundo, como foi explicado na Secao
[4.1.3 devemos também ignorar inteiramente a contribui¢ao das perturbagées do campo

pesado. Isso significa que a unica influéncia de ¢, aparece no salto do parametro da
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equacao de estado na transicao, ja que p, decresce rapidamente para t > t,. Podemos
justificar essa aproximacao se € < 1, de maneira que a amplitude da excitagao nao seja
tao grande apds a transicao. Uma condigao necessaria para isso é que, a amplitude de

excitagao, definida por

—_
—
—

by — G = —GiVE = pv/an = C, (4.81)

satisfaca a condicao

= \/em. (4.85)

Mp] my

Ja que = = ¢f\/€€x = 15Mp1, /€€, de acordo com (4.84)), a condigao (4.85)) é satisfeita se

e < 0.01. Veremos que as correcoes no espectro de poténcia sao de ordem ¢, e portanto
a aproximacao da transicao abrupta pode ser usada para encontrarmos correcoes de Pr
que sejam de no méaximo 1%. Acidentalmente esse é o valor méximo que as observagoes
nos dao para as corregoes do espectro de poténcia.

Nessa aproximagao, a equacao de movimento para a perturbagao no campo leve (4.53))

" . k? Mg? -
O+ 3HO + ?Ql + <V” 3 ( (;51) ) =0, (4.86)
que tera solugoes
Q = gei(lﬁ+1/2)7r/2\/—_TH1(/1_)(—]{37')61(E) , (4.87)
1

& = YV [ak MY (k) + BRHA kD) e, (488)

41

onde 1" = 1 & 1/9/4 + 6e). Os coeficientes de Bogoliubov (o, 3) devem ser determinados

por aproximacoes das condi¢oes de continuidade das solugoes em t < t, e t > t,.
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4.3 Condicoes de continuidade

Se admitirmos que a transi¢ao m; — m, ¢é instantanea podemos usar, novamente, as
codigoes de juncao de Israel/Deruelle-Mukhanov [45-47], dessa vez para as perturbagoes,
de maneira a relacionar as perturbacoes antes e depois da transicao. A transicao acontece
em uma superficie onde ¢, é uniforme, e entao as condigoes de juncao se reduzem a
continuidade de

[RI*=0 , [@]F=0, (4.89)

onde ® é o potencial de Bardeen (4.48)), e a perturbacao comével de curvatura estd rela-

cionada com o as varidveis de Sasaki-Mukhanov via

R = (Z ¢2> (Z@ ) : (4.90)

para o caso de multiplos campos. Também podemos escrever o potencial de Bardeen @

em funcao das variaveis de Sasaki-Mukhanov

02 3 .
— Ko = 2M1%1 Z <Qz¢z + Q’L (a¢z ( - w>¢lH)> ) (491)

7

de maneira que as condigoes de continuidade para R e ® serao reduzidas a condigoes sobre

QQ; e suas derivadas.

4.3.1 Transicao abrupta

Vamos primeiro tratar do caso da transicao abrupta, pois a auséncia de perturbagoes na
direcao pesada ¢, simplificard os resultados em relacao aquilo que iremos obter para o
caso completo.

Ignorando as contribuicoes do campo pesado podemos verficar que as somas presentes

em (4.90) e (4.91) irdo contar apenas com a presenga do campo leve ¢ e da perturbagao,
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expressa através de (), e entao teremos

k2P ~ 2 Clel .

a’y Mz (4.92)
HQ;
R 4.93
3(1+w)M3H’ (4.93)
que se forem substituidas nas condigdes de continuidade (4.89)), encontramos
RE: QO 1F

=0 =0. 4.94
[Ql} ’ {1 + w} (4.94)

A primeira condigao de (4.94]) é a continuidade da derivada temporal da perturbagao,
enquanto a segunda condicao de (4.94) nao é tao trivial e muito menos evidente, ja que
temos o termo extra do parametro da equacao de estado w, que no caso da transicao
abrupta é descontinuo, como mostramos em ({4.46[). De posse das solucoes e
calculadas anteriormente, e juntando com as condigoes de continuidade (4.94)), podemos

calcular um sistema de duas equagoes, e entao encontramos os coeficientes de Bogoliubov

o = —Tierpn g AU giega o)
8 Ttw_ ™

@i Ltwe ) i)
o dx l+w_ ™ dx ’

(4.95)

2 aHy 14w, H(l)dH&)] } |

o dx 14w ™ dzx

T, (v T AU}
g = gze( 1+1/2)m/2 {3H7H£PH§) + 2z

(4.96)

onde y;" ~ 17 = 1/9/4 + 6¢) e todas as fungoes de Hankel dependem da varidvel adimen-

sional
r=—kt.. (4.97)

O efeito das perturbagoes do campo pesado nao aparecem nos coeficientes do Bogoliu-
bov, assim como os detalhes do mecanismo de excitacao. A tnica maneira de observarmos

algum efeito aqui é através do degrau Aw do parametro da equacao de estado. Portanto
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podemos concluir que os coeficientes de Bogoliubov sao genéricos, para qualquer meca-
nismo de excitacao que provoque um salto Aw na equagao de estado. De fato, os mesmos

coeficientes ja foram encontrados em outros contextos [49,50].

4.3.2 O caso completo: ambos os campos

Agora vamos calcular os coeficientes de Bogoliubov na presenca de ambos os campos,
tanto na base como na perturbagao. Como as energias cinética e potencial de ambos os

campos sao continuas, o parametro da equacao de estado também é, ou seja

e apenas a descontinuidade m; — m,, na transicao de ¢, pode gerar condicoes de juncao
nao triviais.
Embora o ganho de massa em ¢, provoque uma guinada abrupta (veja Figura [4.1),

todas as quantidades de fundo permanecem continuas e suavesﬂ, ou seja
[a]* = [H]* = [p]* = [Vi]* = 0. (4.99)

Para satisfazermos as condicoes de continuidade de Israel /Deruelle-Mukhanov, vamos
assumir que cada componente das somas e sejam continuas, ja que os campos
nao interagem durante a mudanca instantanea dos potenciais. Além disso, como nao existe
nenhuma mudanga no campo leve ¢, e as quantidade de base sao continuas, as perturbagoes
do campo leve niao devem ser afetadas pela transicao, e portanto [Q)]* = [Ql]i =0 no
calibre plano (¢ = 0) [21].

Ja as perturbagoes no campo pesado sao sensiveis a mudangas no potencial, mas como
Q1, R e ¢; sao continuos, (), também deve ser continuo, devido a relagao . Portanto,

a unica quantidade que nao obedece uma relagao nao-trivial de continuidade é @),. As

2Exceto a segunda derivada de Vp.
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relacoes de continuidade serao

@QF =0 , [Q) =0, (4.100)
[Ql} ) =0, [Q‘ﬁpr + @Qp (8¢pv + 3H¢'§p>} ' =0. (4.101)

Se juntarmos as solugdes (4.68) e (4.82)) antes e depois da transic¢ao t, nas variaveis de
Sasaki-Mukhanov (4.61]) com (4.68) e (4.82)), temos

+ +

v
Q;E = cosfL—> —sin Qii : (4.102)
a a
ot oE
Qf = sinfi +cosfi—-. (4.103)
a a

As solugbes para t > t, em (4.82) tém coeficientes de Bogoliubov que devem ser

-

expandidos em termos dos campos Gaussianos e;(k), ou seja,

-

A = aek) +apep(F) Ay = a@e(k) + apep(k)

B = Be(k)+ Boep(k) By = He(k) + Bpep(k). (4.104)

Temos apenas de usar (4.102) e (4.103)) nas condig¢oes de continuidade (4.100]) para,

apés longos calculos, encontrarmos os coeficientes. Os mesmos, assim como parte do

processo de cdlculos sdo apresentados no Apéndice [B]

4.4 Espectro de poténcia

Como ja vimos anteriormente, na Secao (3.3 o espectro de poténcia Pr das perturbagoes

de curvatura R é definido como

Pré® (% — k) = <R(k/)*7z(/;’)> , (4.105)
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que, devido as condigoes de juncao, ird contar com uma correcao, de onde também defi-
nimos o espectro total Pr

Pr = PRR(1496), (4.106)

sendo que 0 é a correcao do espectro total em relagao ao espectro de rolamento lento
de um tinico campo PR, Podemos entao, encontrar o desvio em relagao ao espectro de

rolamento lento de um 1nico campo, que chamamos de

Pr

1. (4.107)

Em escalas onde —k7 > 1, o espectro de poténcia de referéncia é

3_2/"1+

k T+
2

PSR — ( ) (4.108)

A mr(z%/z))z

4.4.1 Transicao abrupta

No caso da transi¢ao abrupta, o termo [ # 0 apds a transigao, ird criar pequenas oscila-

¢oes, e no limite —k7 > 1 encontramos as correcoes oscilatérias

1\ 7 1+we\” | 1\ 7
APr+1 = cos? [m+(v1+§) Z}—i_(l—i—wt) sin? |:1’+(7/1+§> Z](4.109)

1 — 2¢sin? (—x + g) , (4.110)

Q

onde € = p,/p é razdo entre as energias na transicao t,.

4.4.2 O caso completo

Como ja vimos, pouco tempo apds a transicao, a energia do campo pesado torna-se des-
prezivel quando comparada com a do campo leve. Posteriormente, no final da inflagao, o
campo leve também decai e reaquece o universo. Como consequéncia, sao as perturbacoes
Q;F que terao o papel mais importante na determinagao das flutuagoes da RCFM, e por-

tanto, para tempos mais tardios (—k7 — 0) na histéria inflacionéria, podemos desprezar
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Q;; para o céalculo do espectro de poténcia, e entao a perturbacao de curvatura sera

— 4.111
@Ql (4.110)

Aproximando as fungoes de Hankel no limite —k7 > 1 e usando (4.104]), teremos

OF ~ _Z-\/_T+F(M1+) (_kﬂ)”1
L a T 2

+ T ]
X{ [( — pi)cosbOy + (&g — )?EZ{;% _&)“ ' sinfy | eg  (4.112)
1 -
D(u* L \ M —HS ]
+ [(ap — Bp) cos 04 + (G — )I‘Ezii ( ;) sin ep} :
l -

onde «y, f3;, sendo ¢ = [, h, sao dados por (B.9), (B.10)), (B.13) e (B.14).

Dada a solucao final (4.112)), podemos encontrar o espectro de poténcia para o caso

onde usamos as condicoes completas de continuidade, ou seja,

S (H2 r(ui)ﬂ_lﬁ
B\ 2ng 0(3/2) 2

x(

(1)
(1)
BN N A G
(O‘p - 6p) cos 0y + (ap ﬂp) (Hzﬁ) ( B ) 0 > .

3—2p"

(a1 — A1) cos 04 + (an — 51)

+ i Fend
& ( T*) sin 6, (4.113)
1

Quando comparamos com a expressao para o caso da transicao abrupta ve-
mos que no caso completo (4.113) nao podemos determinar a amplitude das oscilacoes
do espectro de poténcia, a frequéncia, ou a fase apenas olhando para a equacgao. Tere-
mos de analisar os resultados baseados nos gréaficos que podemos tragar com (4.113]) e

posteriormente, podemos fazer um paralelo entre este e o resultado de (4.110)).
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8.x 1078
6.x 1075
& [
5 4x100 — AN,=2
- AN, =30

2.x107%}

k/k.

Figura 4.3: A correcao do espectro de poténcia no caso completo, com a presenca de
ambos os campos, onde € = 1075, ¢, = 1073 e ¢} = 15Mpy, logo apds a
transicao e também um pouco mais tarde. O primeiro pico estd localizado
em k/k, ~ 1.92. com aplitude 8.66 x 107% para a curva cinza (AN, =2) e
8.74 x 1078 para a curva tracejada (AN, = 30).

0.00001 - w w w w w . — 1.93F w w : : : N
8.x10°° ¥ e L P - e=10°,
’ ! et 1 Ven =107
& 6.x10°° - ¥ 01t 7
< ] = - m o£=107%,
4,x108] > T 100l T : Vem =107
2.%x20° 8 1890 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ v oe=5d07,
' 0 2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14 Ven =102
AN, AN,

Figura 4.4: A correcio do espectro de poténcia no primeiro pico e o primeiro pico como
fungao de AN, apds a transicao, para varias combinagoes de € e €y, com
o = 15Mp;.
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8.x 1075}

6.x107°

& [
S 4109 — Ven =10
- Ven =108

2.% 10’6}

k/k.

Figura 4.5: A corregao do espectro de poténcia em AN, = 10 e com e = 107% e ¢} =
15 Mpy. O primeiro pico da curva cinza tem amplitude 8.54 x 107° e posicao
k/k, =1.90 (e = 107%), enquanto o primeiro pico da curva tracejada tem
amplitude 8.74 x 10~¢ e posicio k/k, = 1.92 (e = 1073). E evidente que
existe uma pequena dependéncia entre a correcao e €.

0.00001 ; ‘ ‘ : : :
9. x 10_6 F MW““"’ Lesl
8.x 1075t 1
—6F 1 1.96"
& 7.x10 <
< 6.x107°¢ 2 = £=10"°
1.94;
5.x107%¢ e teanaaad] + £=5x10"7
4.x10°6F < ] 192}
3.x10°%t ‘ ‘ : : : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0000 0002 0004 0006 0.008 0.010

Figura 4.6: As amplitudes dos primeiros picos da correcao do espectro de poténcia e
suas posigoes, como funcoes de €y, para dois valores de £, com AN, = 10
e ¢f = 15Mp. E evidente que existe uma pequena dependéncia entre a
COTTECAO € €.
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8.x 1075
6.x 1075}
& [
5 4100 - — &=5:10""
I ——-£=10"°
2.x107%¢
ol
k/k.
Figura 4.7: A correcio do espectro de poténcia, com AN, = 10, ¢, = 1073 e
¢ = 15Mp). O primeiro pico de ambas as curvas estd posicionado em

k/k. = 1.92, com aplitude de 4.37 x 107 para a curva cinza (e =5x1077)
e 8.74 x 107% para a curva tracejada (¢ = 107%). A dependéncia linear
da corregao com € estd em concordancia com a aprorimac¢ao da transicao

abrupta .

990 9 0 0 0 0 0 0 0 o o o o °
1.8}
® 1.96}
e _10-2
S 310 g Loal Ve =10
" u VéEnm = 1073
1.92f + Ven =107
0.0 . . . . . N . . .
001x107° 3x10° 5x10° 7.x107° 00 1.x10°  3x107° 5x10°  7.x107°
& &

Figura 4.8: A correcdo do espectro de poténcia no primeiro pico e a posi¢ao do primeiro
pico, como fungoes de € para varios valores de €, com ANy =10 e ¢f =
15Mp;. No painel a esquerda, as inclinagoes das curvas sao 9.34, 8.72 e 8.52,
de cima para baixo. A dependéncia linear em relag¢ao a € estd de acordo com
a aproximacao da transicao abrupta em , embora diferencas pequenas
estejam presente, tal como a pequena dependéncia da inclinagcao da curva
coOm €.
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8.x 1075} 1
6.x 107%} ]
x  4.x107% ]
& ]
< 2.x10° 1
0 ]
—2.x 10—6 \-/ W

0 2 4 6 8 10

k/k,

Figura 4.9: Uma comparacao entre a transicao abrupta (curva cinza) e o caso completo,
com ambos o0s campos (curva preta), com AN, =10, e = 1075, ¢, = 1073
e ¢ = 15Mpy. A aproximacgdo abrupta nos da uma boa estimativa para a
amplitude e frequéncia da correcdo do espectro de poténcia.
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Capitulo 5

Matéria escura: condensacao de

Bose-Einsteln

A matéria escura corresponde a aproximadamente 26,8 % da densidade total do uni-
verso |16]. Como ja vimos, as propriedades da matéria escura sao medidas apenas através
da interacao gravitacional, ou seja, nao existe nenhum tipo de interagao eletromagnética
conhecida, como absorcao ou emissao de radiacao. Existem varios candidados hipotéticos
a particulas de matéria escura, como, por exemplo, WIMPs ( Weakly Interacting Mas-
sive Particles), axions, neutrinos estéreis e gravitinos leves [51-53], s6 para citar alguns.
Mesmo assim, até o presente momento, nao existe nenhuma medida direta da matéria
escura, e um grande esforco tem sido feito na tentativa de detectar as particulas que
constituem essa componente.

Em temperaturas suficientemente baixas, grande parte das particulas em um géas de
Bose (que é a versao quantica do gas ideal) podem ocupar um estado quantico de mais
baixa energia, fazendo com que o condensado como um todo se comporte como se fosse
uma tunica particula e permitindo que efeitos quanticos sejam observados em escala ma-
croscopica.

Se considerarmos apenas duas particulas, as interagoes de campo médio entre elas em
um condensado de Bose-Einstein proximo a temperatura zero absoluto podem ser descritas

por uma equacgao de Schrodinger nao-linear com potencial externo, que é conhecida como
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equagao de Gross-Pitaevskii (GP) [54].

Podemos, entao, propor a ideia de que as particulas de matéria escura, podem, em
algum momento, formar condensados de Bose-Einstein [55-58]. Para descrever essa confi-
guragao vamos comecar com a Hamiltoniana que descreve a interagao entre varios bésons

confinados por um potencial externo Viy [54-58], que é

X . ;2 .
H = /dWT(F) [—%VQ + Viot (7) + Vet (7) | W(7) +

+ g [ AV OV EVE- PO, (5.1)

onde \i!(f’) e ‘i/T(F) sa0 os operadores de campo do bdson que aniquilam e criam particulas
na posigao 7, respectivamente, V.. (7) é o potencial associado a rotacdo do condensado
e V(r— 77') é o potencial interatémico de interacao entre dois corpos. E muito dificil
trabalhar com essa equacao para o caso de um sistema com muitas particulas, mas alguns
métodos aproximativos podem facilitar bastante o trabalho.

O método que vamos utilizar aqui é a descricao do campo médio do condensado,
que consiste em separar do operador \i!(F) as contribuicoes dos bdsons e do condensado.
De maneira geral, no caso de uma configuracao nao-uniforme e dependente do tempo, o

operador na representacao de Heisenberg é escrito
U(7,t) = (7, t) + W', 1) | (5.2)

onde ¥’ (7, t) é tratada como uma pequena perturbacao e (7, t) é a funcao de onda que

descreve o condensado, que é dada pelo valor esperado do operador de campo, ou seja,

() = (W) (5.3)

p(f"’ t) = |¢(7:: t)‘z ) (5'4)
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sendo que a condigao de normalizacio é N = [ p(7,t)d°F. A equacgdo de movimento da
funcao de onda do condensado é dada pela equacao de Heisenberg
DG 1) = [\IIH] , (5.5)
ot
onde o Hamiltoniano H é dado pela equacio .

Se substituirmos o operador , que contém a funcao de onda 1 do condensado, na
equacao de Heisenberg podemos encontrar a aproximacao de ordem zero desta equagao.
Embora para integral que contém o termo de interagao entre as particulas V(7 — r ) no
Hamiltoniano essa seja, em geral, uma aproximacao ruim para pequenas distancias
de interacao, em um gas frio e diluido apenas colisdes binarias em baixas energias sao
importantes, essas colisoes sao independentes dos detalhes do potencial de interagao e

sao descritas pelo comprimento de espalhamento da onda. Portanto podemos substituir

a interacao por uma interacao efetiva
- I
V(F—1")=N(F—1'), onde \=d4nh*®—, (5.6)
m

sendo m a massa das particulas e [, o comprimento de espalhamento.
Nao vamos considerar aqui o caso com rotagao, de maneira que V;o; sera nulo. Portanto,
a equagao de Gross-Pitaevskii que descreve o comportamento do condensado de Bose
Einstein é
0 h?

i (7, 1) = | =3V 4 Ve (1) + MO (| (7). (5.7)

Como potencial externo vamos escolher o potencial gravitacional, que satisfaz a equacao
de Poisson

V2Vt (7) = 477G pp (5.8)

onde p, = mp é a densidade de massa do condensado.
Podemos entender mais facilmente as propriedades fisicas do condensado de Bose-

Einstein descritas pela equacao de Gross-Pitaevskii (5.7]) se usarmos a representacao de
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Madelung da equacao de onda, que ¢é
Y(F,t) = /p(F, )ers™) (5.9)

onde a fungao S(7,t) tem a dimensdo de uma acdao. Substituindo a representacao de

Madelung na equacao (5.7) vamos encontrar um sistema de duas equagoes diferenciais,

que sao
0pm .
a . = 1
o + V- (pm?) =0, (5.10)
877 — — - Pm ‘/ext
om (5 4 (7 V)U> = —Vp (E) oV ( - ) YV, (5.11)

onde Vg = —(h?/2m)V2,/pm/pm ¢ chamado potencial quantico e ¢ = V.S/m ¢ a veloci-
dade do fluido quantico. A pressao efetiva do fluido quantico de particulas condensadas é
dada pela equagao de estado

2 hQZs
2 (5.12)

p= m3

ou seja, a dinamica do fluido é determinada pelo comprimento de espalhamento [, e pela

massa m das particulas de matéria escura.

5.1 Dinamica de fundo

De acordo com os dados mais recentes [16], vamos assumir um universo homogéneo e

isotrépico, com geometria plana descrita pela métrica de FLRW, ou seja,
ds* = dt* — a®(t)di?, (5.13)

onde a(t) é o fator de escala, e o conteido material do universo é descrito pelo tensor

momento-energia de um fluido perfeito, que é

Tuu = (P + p)uuuu — PYuv 5 (514)
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onde p, p, u* e g,, sao a densidade, a pressao, a velocidade do fluido e o tensor métrico,
respectivamente.

Vamos assumir um universo preenchido por matéria barionica, radiagao, matéria es-
cura e energia escura na forma de uma constante cosmoldgica. Nao iremos considerar
nenhuma forma de interacao entre essas componentes, de maneira que cada uma delas é
conservada individualmente. Portanto, as equacoes de movimento que vamos usar sao a

equacao de Friedmann e as equagoes de conservagao

8rG
H* = T(ﬂlﬂrpr + P+ pa) s (5.15)
pi + 3H(pi+pi)=0, (5.16)

onde H = a/a é o parameto de Hubble i« = b, r, x, A sdo os indices para matéria

barionica, radiacao, matéria escura e energia escura, respectivamente.

5.1.1 Matéria escura nao condensada

No nosso modelo [59] iremos assumir que no passado a matéria escura era formada por
bésons de massa m, e temperatura 1", que foram criados em equilibrio térmico e de-
sacoplaram a uma temperatura Tp. No regime nao-relativistico a matéria escura nao

condensada tem pressao

Px = U2px ) (517)

onde 0% = (7 2) /3 é a dispersao de velocidade e (¢ ?) é a velocidade média quadratica da
particula. A aplicagdo da equacao de estado (5.17)) na equacdo de conservagao (5.16[) nos

levara em
(0)
Px

pX - —(a/a0>3(1+0_2) ) (518)

onde p = p&o) quando a = ayg. E importante notar que para uma baixa dispersao de

velocidade a pressao da matéria escura é pequena, e o comportamento da mesma € préximo
aquele da matéria escura descrita no modelo padrao, onde % = 0.

Substituindo a equacao de evolucao da densidade ([5.18) na equacao de Friedmann
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(5.15) encontramos que a evolugao do universo é descrita por

a2 Q(O) Q(O) Q(O)
bl 3 o b ! X 9] 1
“wafﬁwwﬁﬂwwwwﬁ‘A ’ (519

onde Hy é o parametro de Hubble e Y = 87TGP1('0)/ 3HZ sao os parametros de densidade,
ambos em a = ag. Os parametros de densidade satisfazem a relagao Ql()o)+Q7(~0)+Q§<O)+Q A=

1 e ag pode ser considerado o valor do fator de escala hoje.

5.1.2 Matéria escura na forma de um condensado de Bose-Einstein

Como ja vimos anteriormente, o condensado de Bose-Einstein obedece a equagao de estado

2Tkl
= 5.20
pX mi pX Y ( )

onde [y ¢ o comprimento de espalhamento e m, é a massa das particulas de matéria
escura. Usando a equagao de conservagao da energia (5.16) e a equagao de estado (5.20))
da matéria escura condensada encontramos

. a
Py + 3px (1 +wypy) = =0, (5.21)

a
sendo w, = 2mh3l, /mf’< Resolvendo a equacao acima, encontramos que a evolucao da

densidade da matéria escura condensada é dada por

B C
PXT (afag)’ —anC

(5.22)

. : ~ 0
onde C é uma constante de integragao. Vamos fixar p, = ,05() em a = agp, para encontrar-

mos
1 Pox

P S— 5.23
= o (@a0? — pon (5.28)

o © ©) 0
o prX _ wxpcrt X (5 24)

Pox =7 © ~ 00 '
+ Wypx L+ wypert§2x
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(0)

ot € 0 valor da densidade critica do universo hoje. Podemos facilmente encontrar

onde p
a equacao de Friedmann que descreve o comportamento do universo, que na presenca de

todas as componentes mencionadas anteriormente é

0 o’ 1 Q
HZ_HS(( L+ X 0., (5.25)

a/ap) (a/ag)* ~ wy (a/ag)® — poy

onde Qo = poy/ Pz(:?z-

5.1.3 Evolugao cosmoldgica durante a transicao de fase

Vamos supor que inicialmente a matéria escura estd na forma nao condensada, descrita
pela equacao de estado (5.17). Em algum momento as particulas de matéria escura irao
condensar e assumir a forma de um condensado de Bose-Einstein [59], que é descrito pela
equacao de estado . Essa transicao de fase sera de primeira ordem e no instante de
transicao a pressao tem de ser continua. Portanto, das equacoes de estado e
podemos calcular a densidade critica da matéria escura, ou seja, o valor da densidade

quando as particulas comecam a condensar, que é

Pt = X = —. (5.26)

Podemos também substituir a densidade critica (5.26) na equagao (5.18) da evolugao da
matéria escura para encontrar o valor do fator de escala no comeco da transicao de fase,

ou seja,

t
ao o2m3 ert® x

o[ 21h, o)
ft (—W P(O)Q(O)) = (5.27)

O desvio para o vermelho de origem cosmolégico, ou seja, provocado pela expansao do

1

universo é 1 + z = a~ ', e portanto, o desvio para o vermelho critico é

o2m3 et x

-1
2mhl, 3(1+07)
1+ 2ot = < n p(O)Q(O)) ’ . (5.28)

Durante todo o processo de transicao de fase, ou seja, até que a ultima particula
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tenha condensado, a pressao da matéria escura sera a pressao critica, isto €, p = pat. NoO

processo de transicao de fase a densidade matéria escura na sua forma nao-condensada,

BEC
X

norm

x , quando todas as particulas

ue vamos chamar de “normal”, ira decair de até
Y
fizerem parte de algum condensado de Bose-Einstein, que é quando termina a transicao

de fase. Portanto, vamos definir a fracao de densidade de matéria escura

px(t) — p™
f(t) = prvl (5.29)
PREC =y
que nos permite escreve-la a transicao de fase como sendo
pu(t) = P (L4 nyf(1) (5.30)
BEC __  norm
n, = P TP (5.31)
p;m'm

Quando a condensacao comeca, no tempo t = t., toda a matéria escura estd na forma

norm

nao-condensada, ou seja, py(tert) = e f (tery) = 0. Ao final da condensagao, toda a
matéria escura estard condensada, de maneira que p,(tgec) = po"¢, e f(tgec) = 1. Com

a ajuda da equacao da conservagao da energia ([5.16)) nés encontramos que

a(t) = ae (1+rf)""*, (5.32)

= — 5.33
1 + pcrt/p;(wrm ( )

onde a(tey) = aey € a transigdo de fase termina em
14 zppe = (1+7)Y3(1 + 2en) - (5.34)

Para encontrarmos a evolucao da fracao de densidade ([5.29)) temos de substituir o
fator de escala ((5.32)) na equagao de Friedmann (5.15)), de onde vem que

df 1+rf 0 o
w () \/<acriao>3<1 I e (L)Y QP )+
(5.35)
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onde Q&O) = pym/ p§82 e 7 = Hpt. Na nossa configuracao para a transigao de fase temos

norm
X

que pPC < pto™ e portanto r € (—1,0) e n, < 0. Por outro lado temos que pe/pt™ =
0% < 1 e, da equacao ((5.32)) para o fator de escala durante a transicao de fase, podemos
aproximar r ~ n,. Se descartarmos a contribuicao da radiacao, que é desprezivel para

a densidade total do universo, a equagao de evolugao (5.35)) da fracao de densidade tem

solucao
—1 2
f(t) = 02 [1 4 Que3/Ho it—ter) U 5
Qg | 1 — Que3@a/Hg Ht—tert) rQ, :
onde H 1 é 0 tempo de Hubble, e definimos
0
O = T, (5.37)

(acrt/QO)
/Q, 4+ Oy —Q

Q, = o A (5.38)
V0 + Qa4+ Q)

Como ainda nao sabemos qual seria o comportamento do universo na presenca dessa

componente exdtica podemos tentar descartar a existéncia da constante cosmologica com
o intuito de fazer uma comparacao mais adiante. Neste caso a evolucao da fracao de

densidade é

ft) = (1 + ;HO\/Q—g(t — tm)) L (5.39)

r r
e, como podemos ver das equagoes e para a evolucao da fracao de densidade,
o fator de escala nao depende da razao r, além disso, é importante frisar que, quando o
processo de condensacao chega ao fim, ou seja, para t > tggc, a evolugao do universo é
dada pela equacgao de Friedmann .

Com a equagao para o fator de escala durante a condensacao, e a evolucao
e da fragao de densidade podemos calcular o parametro de Hubble critico para o

modelo sem e com a presenga de energia escura, ou seja,

4
Hcrt = §HO\/QI(;O)(1 + Zcrt)g + Qgc()) ) (540)

Huo = Ho\JOP (14 z)? + 00 + 0y (5.41)
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- 0= 0045, 09=0.955 ‘
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Figura 5.1: A razao entre o parametro de Hubble critico e o parametro de Hubble hoje,
para um universo com constante cosmoldgica (curva tracejada) e sem cons-
tante cosmoldgica (curva solida).

respectivamente, que nos permite criar um vinculo para o desvio para o vermelho da
transicao de fase z.¢, j4 que o parametro de Hubble no ponto critico deve ter um valor
maior do que hoje. Na Figura[5.1| vemos a razao entre o parametro de Hubble no inicio da
condensacao e o parametro de Hubble hoje, como uma fun¢ao do desvio para o vermelho
Zat- A condicao de que He/Hy > 1 é satisfeita para zey > 3.5, zay > 3.75 € zeg > 0,
respectivamente.

O parametro da equacao de estado efetiva w é

P 029;0)(1 + Zert) 2 — QA R3
PO+ OO + z) 3 + QR

onde definimos R = a/ay. Com a expressao (5.42)) e a equagao de conservagao da energia
(5.16) podemos encontrar a velocidade do som ¢? = dp/0dp do fluido efetivo que preenche

0 universo, que é
20y(0) -3
9 a* (1 + Zext)

Cs = s
Qé()) + Q;O)(l + zcrt>73 + QAR3

(5.43)

que, por questoes praticas, podemos aproximar a zero, ja que o2 < 1.
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5.2 Perturbacoes cosmoldgicas de densidade

Agora vamos aplicar o formalismo invariante de calibre, que descrevemos anteriormente
no Capitulo [3] para estudarmos as perturbagoes escalares cldssicas durante a condensacao
de Bose-Einstein [22]. Vamos escolher o calibre longitudinal, que é definido como sendo
aquele onde fixamos os graus de liberdade B = 0 = E e, para o caso de um tensor

momento-energia diagonal, temos
ds* = a(7)?* [(1+2®)dr* — (1 — 2®)dz”] , (5.44)

onde ¢ ¢é a perturbacao escalar invariante de calibre, que pode ser interpretada como
a generalizacao relativistica do potencial Newtoniano e 7 é o tempo conforme, que é
relacionado com o tempo césmico t via cdt = adr. Das equacgoes de Einstein perturbadas

encontramos as equagoes de movimento para o campo escalar ®, que sao

M—2
V20 — 3H (O + HP) = %azép, (5.45)
M—2
"+ 3HY + 2H +H*) P = %a%p, (5.46)
para o caso do tensor momento-energia do fluido perfeito, f' = df /dr é a derivada em

relagdo ao tempo conforme 7, H = a’/a é o parametro de Hubble no tempo conforme e §p
e 0p sao as perturbacoes de densidade e pressao invariantes de calibre, respectivamente.
Para o caso de uma equagao de estado adiabética [28,]31] , ou seja, onde a pressao

depende apenas da densidade, ¢ facil encontrar a relacao
5p = 2ép, (5.47)

que, combinada com as duas equagoes de movimento (5.45), onde ¢ = dp/dp é a veloci-

dade do som efetiva do fluido, encontramos

"+ 3H (14 ¢2) ' + [2H' + H? (14 3¢3) + 2F°] @ =0, (5.48)
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sendo V2@ = —k?®, onde k é o ntimero de onda das perturbacoes. Usando a regra da
cadeia, podemos escrever a equacao de movimento em funcao do fator de escala a [22], e

teremos

’>d 1 P dd k2 3 P

2t 4+32——(1+3% ) a—+|1+32(1 2V (1435 )| d=0.

i [raa =g (vesd) ol [rese (e ge) -5 (10437
(5.49)

Para estudarmos as perturbagoes na densidade dp temos de perturbar as equagoes de

conservacao do tensor momento-energia T2 = 0 até primeira ordem, para encontrarmos

6p" +H(0p+p) — 3% (p+p) +alp+p)ou’ ;, =0, (5.50)

a* [a*(p+ p)ou’ ;] + V2op+ (p+p) V' =0, (5.51)

onde du’ saos as perturbacoes na velocidade do fluido e ]“Z é a derivada espacial.

Nesse modelo barions e matéria escura nao interagem diretamente e descartamos a
pequena contribuicao da radiacao. Desta maneira, cada componente satisfaz o par de
equacgoes de movimento e separamente e, ja que durante a transigao de fase
temos pet/py, = 02 < 1, podemos fazer uma aproximagao para mostrar que tanto barions

como matéria escura satisfazem a mesma equacgao diferencial

(6 —3®) + adu';, =0, (5.52)
b 5

= O (5.53)
Pb Px

onde § = dp/p é chamado de contraste da densidade.
Combinando as equagoes de perturbagao (5.51)) e (5.52)) e fazendo a mudanga de va-

ridvel para R = a/ay [22] podemos encontrar

2
o
I pe (5~ 30 _VH _

— — 0. (5.54)
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Devemos também aproximar o parametro da equacao de estado (5.42) em

0 , Qa=0
WA , (5.55)
_ 3
o o W F0

onde €, = Ql()o) -+ Q&O)(l + 2t) 2. Da mesma maneira, a velocidade efetiva do som ((5.43)
sera aproximadamente

C2 ~ 07 (556)

j& que consideramos 02 < 1.

5.2.1 Universo preenchido por barions e matéria escura

Aplicando as aproximacoes ([5.55)) e (5.56)), a equagdo de movimento ([5.49) para as per-

turbacoes podera ser escrita como

2o 7 dd 1
2— — _ = =
R e gl — 5@ =0, (5.57)

que tem a solucao simples

® = C,R™+C_R", (5.58)
—5 4+ /33
ne = T\/_. (5.59)

Os modos crescentes e decrescentes do potencial & como funcao do tempo, dos varios
parametros do modelo e também para o modelo padrao (ACDM, com QY = 0.045, QY =
0.255 and Q2 = 0.7) podem ser vistos na Figura [5.2]

Agora basta aplicar a solugao na equacao para encontrarmos

k2 R(n+f2) R(n_f2)
o ] (5.60)

0= 32(R)+ azHZ O, C+n+(n+ —2) n_(n_—2)

Novamente, os modos crescentes e decrescentes do contraste de densidade em funcao do
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(C_ =0, 0¥=0.045) (C, =0, 0= 0.045)
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064 — 95?)20-955, Zn=5 < -5
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Figura 5.2: Modos crescentes e decrescentes do potencial ® em func¢ao do tempo para
o modelo de condensacao de Bose-Einstein e também para o modelo pa-
drao (NCDM), onde no modelo de condensa¢do o universo é preenchido por
barions e matéria escura.

tempo para varios valores dos parametros do modelo e também para o modelo padrao

podem ser vistos nas Figuras[5.3 e [5.4]

5.2.2 Universo preenchido por barions, matéria escura e cons-

tante cosmologica

No caso de um universo com constante cosmoldgica, com parametro de densidade (24,
devemos usar as aproximagoes ([5.55)) e (b.56|) do parametro da equacao de estado efetiva
e velocidade do som, respectivamente, e da equacao de movimento ([5.49)) vem

RN 1 QAR3 dd 3 OAR3
RZ— 4——(1-3———— || R— l1—=(1-3——— || R=0
dR2+{ 2( Qm+QAR3)1 dR+[ 2( Qm+QAR3>] ’
(5.61)
e se definirmos as novas variaveis
_ OAR3
r = _—Qm O (5.62)
o = 2"*y(x), (5.63)
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(C_ =0, 0= 0.045, Q=0.255, 7;;;=20)

(C. =0, 0= 0.045, 0=0.255, 7,;=30)
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— My, =01
Ay, = 0.2
M, = 11
- ACDM
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Figura 5.3: Modos crescentes e decrescentes do contraste 6 em funcgao do tempo para o
modelo de condensacao de Bose-Einstein e também para o modelo padrao
(ACDM), onde no modelo de condensa¢ao o universo € preenchido por bd-
rions e matéria escura. O comprimento de Hubble é Ay, = HO_1 e para o

modelo padrao fixtamos A/ A g, = 0.1.
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200 -

(C_=0,00=0045

, 40=0.255, /A, = 0.1)

<lo
—400 Zet = 30
ACDM
_600 . . . . .
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(Cs =0, 0= 0,045, Q?=0.255, 1/Ay, = 0.1)

Figura 5.4: Modos crescentes e decrescentes do contraste 6 em fungao do tempo e para
vdrios valores do desvio para o vermelho critico, para o modelo de conden-
sa¢do de Bose-Einstein e também para o modelo padrao (ACDM), onde
no modelo de condensacdo o universo € preenchido por bdrions e matéria
escura. O comprimento de Hubble é \p, = Ho_1 e para o modelo padrao
fixamos A/ Ag, = 0.1.

podemos calcular

onde escrevemos

de

dz?

C+

—5+4++/33

12
1Y
1 vs3
1712

a+,

A solugao da equagao de movimento ([5.61)) é

O(R) = Cra*oFi(ay, bycpsx) + Coa” o Fi(a-, bosc_;z)

9

Y

21— 2) 7Y s — (as 4 bi 4 1)a] 2

(@ibi> Yy = 0 )

(5.64)

(5.65)

(5.66)
(5.67)

(5.68)

(5.60)

onde 9F(a,b;c;x) é a chamada fun¢ao hipergeométrica. Os modos crescentes e decres-

cente do potencial & em funcao do tempo e para diferentes valores dos parametros do
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(C_ =0,00=0.045 0?=0.255, 0, = 0.7) (C:+ =0, 0= 0.045, 0©=0.255 0, = 0.7)
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Figura 5.5: Modos crescentes e decrescentes do potencial ® em fun¢ao do tempo para
o modelo de condensacao de Bose-Einstein e também para o modelo pa-
drao (ACDM), onde no modelo de condensacao o universo € preenchido por
barions, matéria escura e constante cosmologica.

modelo e também para o modelo padrao podem ser vistos na Figura [5.5]

Usando a solucao (5.69) na equacao de movimento nao podemos encontrar uma
solucao analitica para a evolucao do contraste 6. Podemos resolver a equacao
numericamente, e o resultado pode ser observado na Figura para os modos crescentes

e decrescentes do contraste.

5.3 Equacao de estado politrépica e o universo pri-
mordial

Como vimos, o comportamento do condensado de Bose-Einstein é descrito pela equacao
de GP (5.7). No caso em que hé interagoes repulsivas de curto alcance e em baixas
dimensoes entre as particulas envolvidas, a equacao nao € necessarimente a melhor
descrigao [60]. Portanto, o termo de interagao entre as particulas na equacao de GP
deve ser modificado e neste modelo as propriedades do estado fundamental do condensado

de Bose-Einstein sera descrito pela equacao de GP generalizada

L0
zhaw(r,t)

h2
— 5,V Vo) + 9 ([0 (7 0F) | (1), (5.70)
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Figura 5.6: Modos crescentes e decrescentes do contraste § em funcdao do tempo para o

modelo de condensacao de Bose-FEinstein e também para o modelo padrao
(ACDM), onde no modelo de condensag¢ao o universo € preenchido por bd-
rions, matéria escura e constante cosmologica. O comprimento de Hubble é
i, = Hy'' e para o modelo padrdo fivamos A/ Ay, = 0.1.
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onde (7, t) é a fungao de onda do condensado, m é a massa das particulas, Ve (7) é o
potencial gravitacional que obedece a equacao de Poisson e a modificacao na interacao
entre as particulas é descrita pela fungao geral ¢’ (|¢(F, t)]Z) = dg/dp, onde p = [ (7, 1)|*.

Com fizemos anteriormente, podemos utilizar a representagao de Madelung para

a equacao de onda

G(7, 1) = /p(F, £)ersST (5.71)

para novamente encontrarmos as equagoes

8pm —
(puT) =0, 72
BT +V - (pn?) =0 (5.72)
817 = N . pm V:ext
Pen (E 4 (7 V)v) - —Wp <E> — V. ( - ) ~VVp, (5.73)

onde Vg = —(h?/2m)V?\/pm/pm € 0 potencial quantico e ¥ = V.S/m é a velocidade do
fluido quantico. A pressao efetiva do fluido quantico de particulas condensadas no caso

da interagao generalizada ¢ dada pela equacao de estado

p (p—m) =gpm—9- (5.74)

m

Podemos escrever a fungao g

g X Py (5.75)

e entao calculamos a equacao de estado generalizada

onde k é uma constante de proporcionalidade que pode ser relacionada com a massa das
particulas e o comprimento de espalhamento no caso das interagoes de comprimentos de
onda longo. Ainda, fazendo um paralelo entre este caso, mais geral, e o caso tradicional

do condensado de Bose-FEinstein, podemos escrever o indice politrépico y

y=14+1/n, (5.77)
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que nos permite resgatar o caso tradicional se fizermos n = 1 e garantirmos que k£ > 0.

5.3.1 Dinamica cosmica

Antes de estudarmos a dinamica do universo neste modelo vamos generalizar ainda mais a
equagao (5.76)) e adicionar um termo linear [61,63]. Portanto, daqui em diante a equagao
de estado sera

p=ap+kpt", (5.78)

onde « é uma constante, e, para simplificarmos as equagoes, nao usaremos mais os indices
m para a densidade. O termo linear na equacgao ([5.78)) é adicionado a mao. Também nao
iremos mais chamar de matéria escura o fluido descrito pela equacao de estado politrépica
. Nos casos que vamos estudar aqui vamos ver que, para valores especificos das
constantes «, k e n do modelo, o fluido pode ter o comportamento andlogo de uma
constante cosmoldgica [614/63].

Se restringirmos os valores do indice politrépico para aqueles em que n > 0 (que
inclui o caso do condensado de Bose-Einstein tradicional) vemos que o termo politrépico
da equacao de estado domina a densidade total quando comparado com o termo
linear. Para valores menores da densidade é o termo linear que domina. J& vimos que o
universo primordial tinha uma densidade média muito grande. Se considerarmos que o
universo primordial foi preenchido pelo fluido com equacao de estado politropica
podemos fazer com que o mesmo se comporte como uma constante cosmoldgica (o = —1),
matéria sem pressao (o = 0) ou radiacdo (o = 1/3) para tempos mais tardios em relagao
a singularidade inicial, quando a densidade for pequena o suficiente.

Neste cendrio o universo primordial deve satisfazer a relagio (1 + a + kp'/™) > 0, com
n > 0 [62], sendo que, para termos um universo primodial com expansao acelerada ainda
é necessario fazer k < 0. Caso n < 0 podemos usar a equacao de estado politropica
para descrevermos o universo atual, onde o termo politréopico ir4a dominar a densidade
total para valores pequenos de p [64]. Para o caso da equagao de estado satisfazer a

relacdo (1 + a + kp'/™) < 0 teremos um universo do tipo fantasma [65].
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A equagao de conservacao da energia para a equagao de estado politrépica ((5.78)) é
p+3Hp(l+a+kp/") =0, (5.79)

que, para o caso a # —1, encontramosﬂ

_ P
P = [R3(+a)/n 3 1]’

(5.80)

onde o sinal negativo corresponde a k > 0, o sinal positivo a k < 0, R = a/a,, sendo a,
uma constante de integracao e p, = [(1 4+ «) /|k|]".

No caso da auto interagao repulsiva (k > 0, que equivale ao condensado de Bose-
Einstein tradicional para os casos n = 1 e & = 0) a densidade é definida apenas no

intervalo a, < a < oo do fator de escala, e podemos calcular os limites

n " 1

(5.81)
P R30+2) ,  a— 00

No caso da auto interagdo atrativa (k < 0) a densidade é definida no intervalo 0 <

a < oo do fator de escala, e tem os limites
— & , (5.82)

sendo que, nos mesmos limites, a pressao do fluido politrépico serd p — —p, e p — 0,
respectivamente. Dos limites podemos concluir que o caso onde o modelo satisfaz
as relacdes (14 o+ kp'/") >0,k < 0,n >0 e a # —1 a densidade inicial do universo é
constante e tem pressao negativa, assim como no modelo inflacionério de rolamento lento.
Durante a expansao do universo, mais exatamente para a >> a,, o fluido politrépico
ird aproximar o comportamento da poeira, se @ = 0, ou da radiacdo, se « = 1/3. A

configuracao que usamos para chegar nos limites ([5.82)) serd a que usaremos para descrever

INao trataremos o caso a = —1 aqui, mas o mesmo pode ser encontrado em [62).
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o universo primordial.

Podemos também escrever a equacao de estado politrépica ([5.76]) como

p=w(t)p, (5.83)
onde o parametro efetivo da equagao de estado w(t) é

1/n
w(t)=a+ (a+1) (ﬁ) — ot (a+1) (R gy (5.84)

Com o parametro (5.83)) podemos calcular a velocidade do som no fluido, que é

&= (” + 1) w(t) = & (5.85)

n n

Novamente, podemos encontrar os limites para as auto interagoes repulsiva e atrativa.

Para k£ > 0, temos

O+ zm— — 00 a — ay
w(t) ~ S(R-1) ’ , (5.86)
o+ R,;‘u—m —a , a— 00
e para k < 0, encontramos
-1 , a—0
w(t) ~ : (5.87)
a— R_f(l—tla)/n —a , a—00

e, portanto, a velocidade do som no fluido podera ser aproximada por

- (1+z+n) ’ a—0
A , (5.88)

0+ (1) (i) 2o o asvos

ou seja, na origem, para n > 0 teremos sempre ¢? < —1 para todo a > 0.

Novamente, assumindo que o universo é preenchido pelo fluido com equacao de estado
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(5.76)), onde fazemos n > 0 e k < 0, encontramos que a equacao de Friedmann é

R? M2 o)/ =
- g + RAF)/m) (5.89)

Para instantes proximos a singularidade, ou seja, a < a,, temos que R < 1 e entao

podemos expandir a equagao de Friedmann ([5.89) em série de Taylor, para o caso x =

R3(1+a)/n < 1’

[HﬁHl(ﬁ_l)ﬁxug(ﬁ_z)(ﬁ_z)ﬁmom}@: Merpe .

2 2\2 2 2 2 2 R 3
(5.90)
Vamos também impor a condi¢ao 3(1 + «)/n > 1, de maneira que
n<3(1+a). (5.91)

Se mantivermos apenas o termo de ordem zero na expansao ((5.91)), podemos resolver a

equacao de Friedmann aproximada
R o e'fl* (5.92)

onde H, = MI;T‘QP*. Como vemos, sob as condigoes descritas acima o universo primor-
dial é inflacionario e tem inicio em a — 0 com um densidade finita e aproximadamente
constante, onde p, define o valor maximo da densidade.

Apoés o periodo inflacionério, ou seja, para a >> a,, 0 termo linear da equacao de
estado ird dominar a densidade total.

Podemos também representar o fluido com equacao de estado usando um campo

escalar. Para isso temos de determinar o potencial V(¢) que reproduza o comportameto

do fluido politrépico. Comegamos escrevendo a equagao de Klein-Gordon,

G+3HG+V,=0, (5.93)
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onde V4 = dV/d¢, e definimos

(ﬁz

P = 7 + V(gb) s (594)
P = Z v, (5.95)

A expansao acelerada ird acontecer se as seguintes condicoes forem satisfeitas

(2'52
5 < Vo H?, (5.96)

0] < 3Ho=|Vy|.
Entao combinamos as equagoes ((5.94) e (5.95)) para encontrarmos

# = (wt)+1)p, (5.97)
V(o) = S1-w(). (5.98)

Para encontrarmos como o fator de escala a varia com o campo escalar ¢ usaremos a

regra da cadeia combinada com a equacao ((5.97) e com a equagao de Friedmann, e entao

d 3 1
o _ |3 vutl (5.99)
da My, a

Podemos integrar a equagao acima com ajuda da equagao ([5.84) para o parametro da

obtemos

equacao de estado, e entao invertemos a solugao para encontrarmos

R3F9/m — ginh?(v)) (5.100)
onde 1) é definido como
3. L1+«
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Se combinarmos as equagoes ((5.98) e (5.100)), iremos obter

11—« 1+«

Ps
Vi) = 2 _
@ = 5 | Trremamy Ty R3(1+a)/n)”+1]

pr | (1—a) (1+a)
2 | (coshe))®™ * (cosh )"+

(5.102)

O primeiro parametro de rolamento lento, que esta relacionado com a expansao ace-

lerada durante a inflacao, é

elt) =~ - (5.103)

Como ja vimos anteriormente, com as equagoes de fundo, a equagao de estado (5.84), e a

equagao de Klein-Gordon ([5.93)) mostramos que

Na Figura podemos ver o comportamento do parametro ([5.104]) como uma funcao

do fator de escala R em duas situacoes diferentes, comn=1en = 2.

0.8F [ i
i 10: :

06F 0.8F ]

w OA; w 06 ]
[ 0.4;—
0.2r 0.2F ]
0.0k 0.0F& — ]
0.0 00 02 04 06 08

R R

[— —-a=0 — a=1/3 — a:l] (— —-a=0 — @=1/3 — a:l]

Figura 5.7: O parametro de rolamento lento € como uma fun¢ao do fator de escala.

O segundo parametro de rolamento lento nos diz o quao longo sera o periodo inflacio-
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nario, e é definido como

. b B 1 de
n(t) = “HO T 2ean (5.105)

onde dN = Hdt. Com ajuda da expressao de € em termos do parametro da equacao de

estado w podemos calcular neste modelo que

2 1 2 1/1+a«
2 by 2L 5.106
n 36+2(+cs) 36 2( p ), ( )

sendo que a aproximagao é feita no limite @ — 0. Se olharmos para a condi¢ao (5.91)
para n e o vamos ver que nao podemos satisfazer a condigao de rolamento lento n < 1,

o que trara sérias implicacoes para o espectro de poténcia.

5.3.2 Perturbacoes escalares

Novamente podemos usar a equagao de movimento para as perturbagoes escalares (5.48))
"+ 3H (14 ¢2) '+ [2H' + H? (1+3¢3) + &K} @ =0, (5.107)

onde k£ é o médulo do ntimero de onda, sendo que V2® = —k2®. Para obtermos a
perturbacao ® no universo primordial prenchido pelo fluido politrépico vamos usar as

transformagoes 23]

d = dpu, (5.108)
3:—;(1+c§) = ;(1;&> : (5.109)

e entao encontramos
W'+ [(kres)? — (82 + 8)] = 0. (5.110)
Com ajuda da transformacao u = /|7]g, vamos encontrar a equagao diferencial de Bessel
z2%+z%+ (22— (B+B+1/4)]g=0, (5.111)
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onde z = k|7|cs. A solugao é
g=CyHWD(2) + CoHP(2), (5.112)

onde H,(,Z)(z) sao as fungoes de Hankel com ordem v = /2 + 5+ 1/4.
Novamente, podemos quantizar a equacao ((5.110f), de maneira que a perturbagao ®

sera transformado em um campo quantico
d=d’n (5.113)

que ird nos permitir, usando a funcao de correlacao de dois pontos <<i>(7', f)qA)T(ﬂ §)>,

encontrar o espectro de poténcia quantico

Bl
PCID(kaT> - ﬁa_zg )

onde p = ‘/77?\/|7'|7-[,(,1)(z).

Podemos também calcular o indice espectral das perturbacoes ®, que é definido por

_ dlan>
~ dlnk ’

aH=csk

(5.115)

ne —

onde aH = csk garante que o mesmo sera calculado quando os modos reentram no hori-

zonte, e portanto teremos

neg—1=-2@€—f-11—¢) "'~24+26(1+¢), (5.116)

e, com a ajuda de (5.106) e (5.109) podemos encontrar que

ne —1=2+2—6nl+e), (5.117)

que mostra que o espectro de poténcia das pertubacgoes escalares no modelo politrépico

nao sao invarinates de escala.
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Capitulo 6

Conclusao

Durante os séculos XX e XXI a humanidade acumulou inegaveis evidéncias da evolucao
de um universo dinamico, homogéneo, isotrépico e extremamente antigo: a radiacao emi-
tida pelas galaxias sao desviadas para o setor vermelho do espectro eletromagnético, a
abundancia de elementos leves como hidrogénio, hélio e litio sao confirmadas pelo mo-
delo de nucleosintese primordial, e a existéncia da radiagao césmica de fundo (RCFM) na
frequéncia de microondas sugere um universo primordial extremamente quente e denso,
que segue um processo continuo de expansao e consequente esfriamento.

Até agora a hipotese da existéncia de uma breve fase de expansao acelerada e expo-
nencial nos primordios da histéria do universo mostrou ser a melhor maneira de expli-
car [16}/33] a homogeneidade das estruturas em grandes escalas e da RCFM, a razao da
curvatura ser praticamente plana e, talvez a mais importante das explicacoes, a origem
das minusculas flutuacoes que foram o ponto de partida para o surgimento das estruturas
em grande escalas que observamos hoje, além de podermos relacionar essas flutuagoes
primordiais com os pequenos desvios de temperatura medidos na RCFM.

Os dados mais recentes [16] mostram que o universo é formado por radiagao, bérions,
matéria escura fria e energia escura (modelo ACDM), sendo que essa tltima componente,
apesar da baixa densidade, domina a dinamica do espago-tempo em grandes escalas, ja
que corresponde a quase 2/3 da densidade total do universo. Além disso, os mesmos dados

[33] corroboram a existéncia da inflagado primordial dirigida por um tnico campo escalar
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neutro, fracamente acoplado a geometria do espago-tempo, com termo cinético canonico,
que decai lentamente com um potencial aproximadamente constante. Mesmo assim, foram
medidas algumas propriedades da RCFM que nao sao estatisticamente consistentes com
o modelo mais adequado (ACDM) [66].

Dentre essas anomalias vamos destacar as oscilagoes no espectro de poténcia [33], que
propusemos explicar no Capitulo[d Adotamos um modelo de dois campos, com potenciais
quadréticos (também conhecido como cadtico) e separaveis, onde um dos campos domina
completamente a dinamica, e o campo secundario sofre um ganho de massa instantaneo,
o que faz com que ele viole a segunda condicao de rolamento lento, que resultard em uma
mudanca abrupta na trajetoria do campo secundério, seguida de oscilagoes amortecidas e
o rapido desaparecimento deste campo [21].

As mesmas oscilacoes amortecidas sao obtidas no parametro efetivo da equacao de
estado para os dois campos, como podemos observar na Figura [£.2] As oscilagdes no
parametro efetivo da equacao de estado desaparecem muito rapidamente devido a veloz
diluicao do campo oscilatorio e, portanto, estudamos as perturbacoes escalares primordiais
de duas maneiras.

Na primeira, desconsideramos o campo secundario apés o mesmo sofrer o ganho extra
de massa. Como resultado teremos uma pequena descontinuidade no parametro efetivo
da equacao de estado, que é medida pela equagao , que mostra este salto sendo
aproximadamente do tamanho da razao entre as energias dos campos no ponto de transi-
¢ao. Quando do calculo das perturbagoes e do espectro de poténcia também descartamos a
existéncia do campo secundario. Na segunda maneira mantemos a configuracao completa,
ou seja, consideramos ambos os campos, e consequentemente as oscilagoes, no nivel do
fundo e também para as perturbacoes. Apenas quando calculamos a expresao final para
o espectro de poténcia consideramos instantes de tempo préximos ao final da inflagao,
quando o campo secundario nao é mais importante.

No caso da transicao abrupta, que provoca o salto no parametro efetivo da

equacao de estado, vemos que, com as correcoes oscilatérias do espectro de poténcia, dadas

pelas equagoes (4.109)) e (4.110)), é bem facil identificar a frequéncia, a posigao do primeiro

100



CAPITULO 6. CONCLUSAO

pico e a amplitude das oscilagoes, que é dada pela descontinuidade do parametro efetivo
da equacao de estado, sendo que, no nosso modelo, este saldo tem, aproximadamente o
tamanho da razao entre as energias dos campos no ponto de transi¢ao. O mesmo resultado
jé hévia sido encontrado em outros modelos [49,67].

J& para o caso completo, nao é nada simples visualisar as corre¢coes quando olhamos
para o espectro de poténcia . Mesmo assim, a Figura mostra que, salvo o sinal
trocado das corregoes, o caso mais simples nos da uma boa estimativa da amplitude e
da frequéncia das oscilagoes no espectro de poténcia. Nas Figuras e [4.4] vemos que,
poucos instantes apds a transicao para o regime mais massivo, as oscilagoes atingem um
estado estacionario. Além disso, tanto a amplitude das oscilagoes quanto a posicao do
primeiro pico nao dependem da razao entre as massas, como mostram as Figuras e
4.6 enquanto a amplitude do primeiro pico tem uma relagao linear com a razao entre as
energias dos campos, como podemos ver nas Figuras e

Portanto, baseados nos atuais limites para as oscilagbes no espectro de poténcia [33],

chegamos no limite superior para a energia de um campo pesado

Ppesado 5 APR ~ 0(10—2> ) (61)

Pinflaton

A aproximacao da transicao abrupta é uma boa aproximacao por duas razoes: pri-
meiro, a evolucao do tipo rolamento lento do campo leve, que dirige a inflacdo, nao é
violada, de modo que quantidades como o fator de escala e o parametro de Hubble H
sofrem apenas pequenas alteracoes. Segundo, como a razao entre as energias ¢ pequena
as aproximagoes sao validas também no nivel perturbativo.

Embora propriedades adicionais nas oscilacoes do espectro de poténcia podem ser
provocadas pelas ressonancias causadas pelas oscilagoes do campo pesado, essas ressonan-
cias sao suprimidas pelo campo leve, de maneira que a estimativa (6.1)) e a aproximagcao
abrupta sao bons indicios, também em outros modelos, de se vale a pena ou nao ir além
da aproximacao abrupta e incluir nos céalculos outras interagoes e ressonancias, que sao
importantes para compararmos o modelo com as observagoes [21].

Nao sao apenas as observagoes da RCFM [16] que confirmam a existéncia da matéria
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escura que, apesar de interagir gravitacionalmente, nao emite e nem absorve radiacao.
Medidas locais do comportamento gravitacional da matéria [17,|18] também confirmam a
existéncia desta componente até agora sem igual no modelo padrao de particulas [53].

Se as particulas de matéria escura fria forem compostas por particulas leves [55,56] ou
por algum campo bosénico [57], em algum momento da histéria césmica, pode ocorrer uma
condensacao em forma de condensado de Bose-Einstein [58,59]. No Capitulo [5| revimos
a condensacao césmica e também estudamos as perturbagoes responsaveis pela formagao
de estruturas durante o processo de condensagao [22].

Para analizarmos o comportamento das perturbagoes no modelo de condensacao de
Bose-Einstein nao assumimos nenhum tipo de condicao inicial. Portanto, tragamos os
graficos para os modos crescente e decrescente. No caso do potencial Newtoniano P,
vemos na Figural5.2 para o caso sem constante cosmolégica, que ambos os modos sao mais
sensiveis a mudancas na quantidade de matéria escura do que no desvio para o vermelho
critico 2., que depende da massa das particulas e do comprimento de espalhamento, como
mostra a equagao . Quando comparado com o modelo padrao da cosmologia, vemos
que os modos crescentes nao conseguem reproduzir o comportamento do modelo ACDM,
mas os modos decrescentes sao favorecidos para os casos com uma pequena quantidade
de matéria escura na forma de condensado e também valores pequenos de z..;.

Ja a Figura mostra que, na presenga de constante cosmoldgica, vemos que quanto
menor o valor de z.., menor é o valor do potencial ®. Quando comparado com o modelo
padrao, vemos que valores maiores de z.; serao favorecidos.

As Figuras e mostram a evolucao da funcao de contraste da densidade, que
sao necessarias para se encontrar o espectro de poténcia das perturbacoes de densidade.
Vemos que em um universo sem constante cosmolédgica o contraste ¢ sensivel a quantidade
de matéria escura. Mas em ambos os casos, com e sem constante cosmoldgica, mostrados
nas Figuras e respectivamente, vemos que valores maiores de z..; sao favorecidos.
Em [6§] foi mostrado que, para o caso da matéria escura ja condensada, valores maiores
da massa das particulas também sao favorecidos quando o modelo é comparado com o

modelo padrao.
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E importante notar que z.; € o parametro mais relevante neste modelo, pois contém
informagoes sobre as particulas de matéria escura e o processo de condensagao, como
podemos ver na equagao . Para um comprimento de espalhamento fixo, que nas
medidas experimentais feitas com matéria barionica tem valores tipicos entre 10° fm e
101° fm, para obtermos valores grandes de z.; precisamos de valores grandes para a
massa da particula, ja que 1 + 2,y ~ m. Considerando o intervalo de 10° fm e 10! fm
para o comprimento de espalhamento e fixando o valor maximo das massas das particulas
de matéria escura em 1.87 eV encontramos que z.; assume valores entre 17 and 400. Para
grandes valores de 2. ¢ dificil distinguir o modelo [22,/68], a ndo ser através das diferengas
para grandes escalas no espectro de poténcia [6§].

Também foi possivel generalizar a equacgao para encontrarmos a equagao de
estado politrépica que, sob certas condigoes dos parametros do modelo, descreve
também a matéria escura sob a forma de condensado de Bose-Einstein. Ainda sob certas
condicoes para os parametros do modelo vimos que um universo preenchido pela equagao
de estado politrépica pode ter uma origem com densidade constante e posterior-
mente passar por um processo de inflagao. Exatamente o que precisamos para explicar
varias caracterisicas do universo primordial.

Apesar de conseguirmos obter neste modelo um universo sem singularidade, vemos que
na equagao (j5.106)) o segundo parametro de rolamento lento nao satisfaz a condigao n < 1.
Mas, mais importante do que isso é que, quando calculamos as perturbacoes escalares neste
modelo e o espectro de poténcia [23], vemos que este tltimo nao é invariante por escala,
como prevéem os varios modelos de inflagdo de rolamento lento [29] e como também
indicam as medidas da RCFM [33].

Mesmo com todos os avangos no modelo cosmolégico e, principalmente, no nosse enten-
dimento da formagao de estruturas, existem ainda uma série de desafios a serem vencidos.
Além da ja citada anomalia oscilatdria no espectro de poténcia da RCFM, podemos citar,
entre outras [69], um valor menor para o espectro quando medido em grandes escalas.

Sendo assim, podemos considerar em trabalhos futuros o efeito de fases pré-inflacionérias,

que podemo provocar oscilagoes no espectro de poténcia. Entre os candidatos a fonte de
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CAPITULO 6. CONCLUSAO

matéria nessa fase podemos citar o fluido de equacao politrépica, ou até mesmo um ou
mais campos escalares do tipo inflaton que na origem tenham a energia dominada pelo
termo cinético. E possivel também nos perguntarmos como se comportaria um universo
quantico preenchido pelo fluido politrépico.

No que diz respeito a matéria escura, é necessario que usemos a continuidade em todas
as fases do modelo com condensado de Bose-Einstein para calcularmos o espectro de massa

das perturbagoes afim de compararmos o modelo com os dados existentes.
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Apeéendice A
Perturbacoes

Perturbando as conexdes ([2.12]), encontramos a expressao geral

al

o g

6Ful/ = ¢ |:7 (gu)\,u + Guap — gul/,)\)
5goc>\

al
g
= 9 (g,u)\,u + gr/)\,u - g,um/\) + 7 (5guA,V + 5gu/\,u - 5g;w,)\) ) (Al)

e entdo, aplicando a métrica perturbada (3.6)), teremos as componentes

oo = A, (A.2)
0T, = (A+HB), , (A-3)
T4y = (A+B +HB)", (A.4)
0T, = —¢'57 + = ;E : (A.5)
0Ty = — (' +2Map +2HA) 65 — By + Dl _ HDy;E (A-6)

1
ST = " —;0," + 9 *6;; — HB *6;5 + 3 (0:Df +9;D;* —9"Dy;) E . (A7)

De maneira analoga as conexoes, podemos calcular o tensor de curvatura perturbado
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0R,., que terd componentes

Ry = 3¢" 4+ 3HyY' +3HAV?A+V? (B +HB) , (A.8)
O, D;*E’

ORy = [20/+2HA+ (M +2H°) B] + = — (A.9)

0R; = —|¢"+5HY +2(H +2H?*) v — V¢ +

FHA + 2 (H +2H?) A~ HV?B| 6 + (0 — A) , +

—(B'+2HMB) ; + % [E" +2HE" +2 (M +21H°) E] +

+% [0 (0:D,* + 0,D;%) — V*Dy| E, (A.10)

com as quais encontramos o escalar de curvatura perturbado 0R = dg"" R, + ¢g"'0R,.,

que é
SR = —a ?|60" + 18HY' — AV + 6HA + 12 (H' + H*) A+ 2V?A +
+2V? (B + 3HB) — 0x0'D,"E| . (A.11)

Finalmente, podemos calcular o tensor perturbado de Einstein, que tera componentes

i) k
6Goy = —6HY 42V — 2HV?B + a’ﬁ# , (A.12)
D" E'
0Goi = [20/ +2MA — (H* +2H') B] ,+ = I (A.13)
6Gy; = [20" +AHY + 2HA +2 (2H + H?) (A+ ) + V(A — )] 6 +
oO'D,*E
+ (P —A)y+ [W (B' +2HB) + ’“Tl} di;j — (B'+2HB) ;; + (A.14)

"

+ Dy l% +HE — (H>+ ”H’)] + [0k0:D;* + 8,0;D," — V* Dy g .

Para o tensor momento-energia de um fluido perfeito, descrito pela equacao (2.39)),
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nao ¢ dificil encontrar que

51, = bp. 01, =" P5u 5T = —dps,. (A.15)

onde du; sao as flutuacoes na velocidade do fluido.
No caso de um campo escalar, o tensor momento-energia é dado pela equagao ([2.65)),

e as componentes perturbadas serao

0T, = A¢” —¢'d¢' —a’Vi00, (A.16)
0" = —¢'do,, (A.17)
0T,7 = — (A¢? — ¢/6¢' + a®V460) 5, . (A.18)
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Apeéendice B
Coeficientes de Bogoliubov

Para calcularmos os coeficientes de Bogoliubov em (4.104]), precisamos substituir as solu-

¢oes ([4.102)) e (4.103) nas condigoes de continuidade (4.100), para encontrarmos

aHY i €8 0, + B{H( cos b + arH") it sinf, + B{H ; sinf, = el +1/2)”/2”H cosf_,
(B.1)
apH + €Os 0, + ﬁp + cosf, + Ozp”H | sinf, + ﬁp + sinf, = ¢ (o +1/2)”/2’H e sinf_ ,
(B.2)
al?—[( sinf, + ﬁﬂ—[( sinf, — oq’H it €08 0, 5’17—[% cosf, = ¢ i(m +1/2)”/2’H sinf_,
(B.3)
7—[ hE: sinf, + ﬁp + sinf, — 7—[’%) cosf, — Bp + cosf, = —¢' i +1/2)”/27-[ cosf_ .

Hp

(B.4)
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Além disso, as condigoes (4.101]) ainda nos dao

") dH")
S kT S @ kT
o 2%#T+aH T cosf, + [ 27{u1++ T dr cosf,
) " d?—l(l _ (3.0 k d%u .
T zHup aH g | SO GH g | sinbs
dHY
_ il +1/2)7/2 3,,01) k - B
e 27—[”1 T 6_, (B.5)
o dHY dH")
3, u @ kT
ap 57{#1 + aHd— cosfy + 3, 27{#1 T de | 6.
1) 2)
- [ 3,,u ik Sy . = [ 3,,e k AH xR
+ap 57‘[/&;}2 + Ed—; S111 (9+ + 510 57‘[(?? + CLHd—M Sm 9+
dH"
G2z (Bq 0 & T ) g (B.6)

2 m  aH dx

109



APENDICE B. COEFICIENTES DE BOGOLIUBOV

dm"”
_ei(yf+1/2)w/2 §H(1) k H
2 m  aH dx

(1)
V/ d% +
o |2 (1422 Yy KT sin 6,
2 3H

sinf_ =

w ' aH dx
()7
3 v, Ky
+6 |5 (1 +2—P2 ) HO) + — M sing,
3H,

1)

3 744 1 deJr
—ar 121 +92—2_ v ke 0
ay 2<+3 >H++ cosf,

bp v aH dx
- )7
-3 V! koA
A3 (1 + 2ﬁ> Mt i | 80+ (B7)
p

ap ; <1 + 2%) HSIJE + a%dj—fz sinf,

+6y % (1 + QSHL‘;) H o+ a%dj—;_ sin 6 -+

N e

—B, _g (1 + 23;[/—21)) Hf;) + %d?—g’z- cos 0, (B.8)
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Isolando os coeficientes do sistema de equacoes, encontramos, finalmente

dH'V dH?
. —_ k +
a = —%ie’(ﬂl +1/2)”/2{0089_c080+(1—l—tan@_tan&r)ﬁ Hl(t?d—;_ﬂsf)d—; +
V/
+ 3<1+ L >Sin9+sin9_H(%2H(l_)}, (B.9)
3HG, ST
o Jany o ar)
B = Ziel(“l +1/2)7/2 ] o0 cosf, (14 tanf_ tan9+)aH H/(Af)d—;l H;(Lf d;l +
V/
+ 3<1+ 2 >s1n9_sm0+%“j%“_)}, (B.10)
3Ho, bk
dm") dH?
5 = il +1/2)m/2 : LR W PV R C il
&%) e {0089_ sinf <1 tand, ) aff Hué . Huf . +
Vo) (1)2/(2)
- 31+ — | sinf_cosOyH "H 7 b, (B.11)
3H o My Hp
aH") dH
50— T i(u+1/2)m/2 . _tane, i O R T IC R )
B = Tk 1 {cosﬁ_ sin 6, (1 tand, ) alf H“ﬁ—dm H#f . +
Y 0
- 31+ sinf_ cos 6 7-[ 7-[ (B.12)
3Ho,
a1 dH
LT i +1/2)n : Ctanf N ko7 e
ap = —ie cosf_ sm0+{ (1 tand. ) all Hu; . ”HWL I +
V/
— 3|1+ 2 OO (B.13)
3Ho, ) w
") s
_ T (e +1/2)n2 . CtanboN kT e
Bp = e cosf_ sm€+{ (1 tand, ) afl Hu; . oy +
V/
31+ —2— ) HYHW Y (B.14)
3He, )
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MY dH)
&y = _%ei(“;“/z)”ﬂcos@_cos@+{(1+tan9—tane+)a_H Hit) d;p n SE) d;p
V/
+ 31— | 1D Y (B19)
3H$, ) M w
dHW ")
~ 7T.7j . ™ k . g
By = e (no +1/2) /200s9_0089+{(1~|—tan6'_tan9+)a—H Hfjg) d; —HS;) dal; +
V/
+ o3[ 2 | HOHO L (P19
3H¢p Hp  Hp

onde todas as quantidades dependentes do tempo sao calculadas em t,. No ponto de
transicao, temos x ~ —k7,, e ambos os angulos 6., assim como as funcoes de Hankel de
indices p sdo calculadas em k, = a, H,.

Ainda podemos aproximar y &~ /2 em todas as expressoes, exceto na razao V, /(3H bp),
pois, devido a condigao €, < 3¢, a razao €,/(3¢) em é de segunda ordem, quando

comparada com €. Se fossemos usar a aproximagao v ~ 7/2 em

VI-JI.
3H,

€1

1
2 ;
. 3€m (200’57—\/3%/61)

estariamos ignorando termos de ordem maior, que cancelam quando fazemos a expansao

(B.17)

em torno de v ~ /2. Portanto, usamos a expressao completa em (4.38) para todos os

graficos.
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