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.

“If we begin with certainties, we shall end in doubts; but if we begin with doubts,

and are patient in them, we shall end in certainties.”

(Sir Francis Bacon, De Augmentis Scientiarum)



Resumo

Perturbações relativ́ısticas de origem quântica no universo primordial são as“sementes”

que evolúıram nas estruturas em grandes escalas através de instabilidades gravitacionais

clássicas. Nós estudamos o formalismo invariante de calibre para as perturbações cosmo-

lógicas, aplicamos em um modelo inflacionário com dois campos onde um destes campos

sofre um ganho de massa, que provoca uma guinada abrupta na trajetória dos campos, re-

sultando em oscilações no espectro de potência primordial com amplitudes limitadas pelos

dados observacionais. Estudamos também a formação de estruturas em um modelo onde

a matéria escura é descrita por part́ıculas que sofre uma condensação de Bose-Einstein.

Plavras-chaves: inflação, perturbação quântica, campo escalar, matéria escura, con-

densado de Bose-Einstein.



Abstract

The relativistic perturbations of quantum origin are the “seeds” that evolved into the

large scale structures throughout classical gravitational instabilities. We study the gauge

invariant formalism for the cosmological perturbations and we apply into a two fields

model, where one of them suffers a gain of mass, that causes a sharp turn in the fields

trajectory, resulting in oscillations of the primordial power spectrum with amplitudes boun-

ded by the observational data. We also study the structure formation within a dark matter

model, where dark matter particles are described by a Bose-Einstein condensate.

Key-words: inflation, quantum perturbation, scalar field, dark matter, Bose-Einstein

condensate.
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2.3 Inflação cósmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 Teoria de perturbações 29

3.1 Transformações de calibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2 Equações de movimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3 Flutuações durante a inflação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4 Excitações de campos pesados durante a inflação 44

4.1 Equações de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.1.1 Antes da transição, t ≤ t∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1.2 Após a transição, t ≥ t∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.1.3 Transição abrupta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2 Perturbações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.2.1 Antes da transição, t ≤ t∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2.2 Após a transição, t ≥ t∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2.3 Transição abrupta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.3 Condições de continuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.3.1 Transição abrupta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2



4.3.2 O caso completo: ambos os campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.4 Espectro de potência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.4.1 Transição abrupta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4.2 O caso completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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5.1 Dinâmica de fundo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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Caṕıtulo 1

Introdução

Desde que a humanidade começou a questionar a natureza das coisas, a origem do universo

e de tudo que nele existe figura como uma das principais questões. Tome como exemplo a

importância cultural das hitórias, lendas e tradições de vários povos a respeito da criação

do mundo. Mesmo sendo a origem de tudo uma questão fundamental, foi apenas com

a criação da teoria geral da relatividade (TGR) [1–3] em 1915 que tivemos a possibili-

dade de começar a entender e descrever a origem e evolução do universo. Mesmo assim,

apenas em 1929 encontramos os primeiros ind́ıcios experimentais [4] que indicavam que

o comportamento dinâmico do universo em grandes escalas era consistente com modelos

cosmológicos apoiados na TGR.

Logo no alvorecer da nova teoria de gravitação, a evolução do universo como o conhe-

ćıamos foi objeto de estudo de Einstein, Friedmann e Lemâıtre. Em um de seus primeiros

trabalhos em cosmologia relativ́ıstica Einstein percebeu que a TGR permitia prever um

universo com espaço-tempo não estático, que ia de encontro àquilo que ele e muitas outras

pessoas acreditavam (e sabiam) a respeito do cosmos. Em 1917, no trabalho “Conside-

rações Cosmológicas da Teoria Geral da Relatividade” [5] ele introduz nas equações de

campo da TGR uma constante, que ficou conhecida como constante cosmológica, e que

reproduziria o universo estático. Mais tarde, quando já convencido pelas medidas ex-

perimentais de que o universo não era estático, ele mesmo teria refutado a constante

cosmológica [6].
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Ainda no ińıcio da década de 1920, Alexander Friedmann assumiu que o universo é

homogêneo e isotrópico e encontrou soluções cosmológicas da TGR [7] que descreviam um

universo que poderia se expandir ou se contrair, tendo curvatura espacial positiva, nula,

ou negativa, que representam um espaço esférico, plano ou hiperbólico. Em 1927 Georges

Lemâıtre calculou, de forma independente, as equações que até hoje são conhecidas como

equações de Friedmann [8] e que descrevem um espaço-tempo em “movimento”, ou seja,

que evolue com o tempo. Seguindo o racioćınio de que hoje o universo tem um determinado

tamanho e amanhã ele será maior e de que ontem ele foi menor, Lemâıtre extrapolou a

evolução do universo para o passado e propôs [9], pela primeira vez na história da f́ısica

e astronomia como ciências, que o universo poderia ter sido iniciado em um ponto (de

tamanho nulo), o qual ele chamou de “átomo primordial”. Nascia então a teoria que

popularmente ficou conhecida com o nome sarcástico de teoria do “Big Bang” [10].

Apesar de ainda na primeira década do século XX Vesto Slipher ter medido o desvio

para o vermelho de nebulosas espirais [11], ter interpretado este desvio como sendo um

desvio Doppler e conclúıdo que estas nebulosas se afastavam da Terra, foi apenas em 1926

que Edwin Hubble provou [12], através da medida das distâncias às nebulosas espirais,

que as mesmas eram objetos (galáxias) localizadas fora da Via-Láctea. Em 1929, usando

as medidas de distâncias e desvio Doppler de várias galáxias, ele também determinou uma

relação entre a distância e a velocidade de afastamento, que ficou conhecida como lei de

Hubble [4, 13]. Foi essa a confirmação experimental de que o universo poderia estar em

expansão, como Friedmann e Lemâıtre haviam previsto anos antes usando a TGR.

Mas essa ainda não era a prova cabal de que o universo tinha uma origem no passado,

como imaginava Lemâıtre. Durante muitos anos o modelo de Lemâıtre concorreu com

o modelo estático defendido por Fred Hoyle [14], no qual matéria é criada enquanto

as galáxias se separam umas das outras, fazendo com que o universo seja praticamente

o mesmo em qualquer ponto do espaço-tempo. Com o modelo de Lemâıtre é posśıvel

assumir que inicialmente o universo era muito quente, denso e preenchido por fótons e

um plasma quente de hidrogênio. Com a expansão do universo este plasma esfria, o que

permite a combinação de protóns e elétrons para formar átomos neutros (recombinação)
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

e libera os fótons para viajarem livremente (desacoplamento dos fótons). Seguindo essa

ideia foi posśıvel prever a existência de um fundo de radiação que hoje teria a frequência

da radiação de micro-ondas e temperatura próxima ao zero absoluto. Em 1965 foi feita a

primeira medida [15] da radiação cósmica de fundo em micro-ondas (RCFM). A medida da

RCFM e a previsão da abundância de elementos leves produzidos durante a recombinação

foram a prova cabal da teoria de uma origem quente e densa do universo e constituem

hoje os pilares daquele que é conhecido como o modelo cosmológico padrão.

Desde então medidas cada vez mais precisas das flutuações de temperatura da RCFM,

sua distribuição no céu e até mesmo sua polarização foram feitas por vários experimen-

tos e entre eles podemos destacar as missões espaciais dos satélites Cosmic Background

Explorer (COBE), Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) e Planck. Hoje sa-

bemos que [16], exceto por pequenas flutuações, a RCFM tem um espectro de radiação

de corpo negro com temperatura de 2,72548± 0,00057 K e que a recombinação aconteceu

aproximadamente 377 mil anos após o nascimento do universo.

Mas são as pequenas flutuações na temperatura que nos dão as informações mais im-

portantes sobre o universo hoje e no passado. Essas flutuações, também chamadas de

anisotropias da RCFM, são produzidas primariamente devido a interação destes fótons

com flutuações na densidade de matéria, que posteriormente cresceram devido instabili-

dades gravitacionais e resultaram nas estruturas que observamos em grandes escalas. A

origem das flutuações de densidades é objeto de estudo da primeira parte desta tese.

Para compreendermos completamente o processo de formação de estruturas devemos

também saber quais são os materiais contituintes do universo e em que proporção cada

um deles contribui na densidade total. Pode parecer natural acharmos que toda a ma-

téria do universo é feita das part́ıculas que conhecemos do modelo padrão de part́ıculas,

mas observações cosmológicas, astronômicas e astrof́ısicas nos mostram a existência de

componentes exóticos que não se encaixam no modelo padrão.

Primeiramente, a nucleośıntese primordial, que prevê acuradamente a abundância dos

elementos qúımicos leves, também prevê que a matéria bariônica perfaz entre 4 − 5 %

da densidade cŕıtica do universo. Ainda na década de 1930 a massa total de aglomera-
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

dos de galáxias foram estimadas através da observação do movimento das galáxias nas

bordas dos aglomerados e comparadas com a estimativa feita usando a luminosidade to-

tal do aglomerado [17], o que nos permitiu concluir que naqueles aglomerados há várias

vezes mais massa que interage gravitacionalmente e não emite ou absorve qualquer tipo

de radiação do que matéria que emite algum tipo de onda eletromagnética. Mais tarde

chegou-se a mesma conclusão [18] ao analizar-se as curvas de rotação (velocidade de ro-

tação × a distância em relação ao centro galático) de estrelas em galáxias espirais. Hoje,

com os dados mais recentes das flutuação da RCFM sabemos que a matéria escura (como

ficou conhecida essa componente que não emite e nem absorve radiação) perfaz 26,8 % da

densidade total do universo [16].

O leitor atento pode ter percebido que ainda falta pelo menos uma componente que

corresponde a cerca de 2/3 da densidade de energia total do universo1. Assim como a

matéria escura, temos evidências indiretas da existência do que ficou conhecido como

energia escura. A primeira evidência já mencionamos, que é exatamente a necessidade

dessa componente para termos um universo aproximadamente plano, como mostram as

medidas da RCFM [16]. Outro forte sinal da existência desta outra componente escura

são as medidas de distância de supernovas [19, 20], que indicam que o universo está a

se expandir de maneira acelerada, quando o que deveŕıamos esperar de um universo sem

energia escura seria uma expansão desacelerada. Dos vários modelos conhecidos de ener-

gia escura, o que descreve melhor os dados da RCFM, das medidas de distâncias e da

distribuição de estruturas em grande escalas é o de uma constante cosmológica (que é

também o mais simples, já que conta com apenas um parâmetro) que permeia todo o

espaço-tempo e domina a dinâmica da expansão do universo em grandes escalas.

Entre os principais desafios da cosmologia hoje podemos citar: i) explicar a origem

das flutuações primordiais que evoluiram nas estruturas de grande escala, ii) entender

o que são a matéria e a energia escuras, o que inclui determinar a natureza, posśıveis

componentes e o exato comportamento e iii) qual o papel delas na formação de estruturas

e na evolução do universo.

1Bárions, ou seja, a matéria ordinária da qual somos feitos, e a matéria escura somam juntas quase
32% do conteúdo material do universo.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

No Caṕıtulo 2 faremos uma breve revisão de gravitação e cosmologia, o que incluirá

um estudo da inflação cósmica. Também serão bem elementares as noções de teoria cos-

mólogica de perturbações que estudaremos no Caṕıtulo 3. No Caṕıtulo 4, que tem como

referência o artigo [21], estudaremos um modelo inflacionário de dois campos, onde o

campo auxiliar provoca correções oscilatórias no espectro de potência das perturbações

devido a um ganho de massa. Já no Caṕıtulo 5 iremos estudar um modelo de matéria

escura que passa por um processo de condensação de Bose-Einstein, sendo que a parte

perturbativa deste modelo foi nosso objeto de análise em [22]. Ainda no mesmo caṕıtulo

iremos generalizar a equação de estado da matéria escura condensada para desenvolvermos

um modelo de universo primordial inflacionário e, assim como fizemos em [23], estudare-

mos as perturbações cosmológicas neste modelo.

8



Caṕıtulo 2

Relatividade Geral e Cosmologia

A Relatividade Geral (RG) é a teoria que descreve o espaço-tempo e a gravitação [24–26].

Apesar de ter uma descrição matemática mais elaborada que a mecânica Newtoniana e

nos levar a resultados que fogem do senso comum, a ideia essencial por trás da RG é bem

simples e direta. Enquanto muitas interações (forças) da natureza são campos definidos

no espaço-tempo, em gravitação a interação gravitacional é o próprio espaço-tempo. O

que experimentamos como sendo a gravitação, ou o campo gravitacional, é na verdade a

manifestação da curvatura do espaço-tempo.

O espaço-tempo pode ser definido, superficialmente, como sendo um conjunto quadri-

dimensional em que três elementos representam as coordenadas espaciais, um elemento

representa a coordenada temporal e cada ponto no espaço-tempo é chamado de evento.

Posto assim fica a impressão de que não existe diferença entre a noção de espaço-tempo

Newtoniano e relativ́ıstico. Em ambos os casos temos a noção de passado e futuro sabendo

que um corpo material só pode viajar“adiante”na coordenada temporal (a“seta”do tempo

tem um único sentido), enquanto na coordenada espacial qualquer sentido de movimento

é permitido. A principal diferença entre as duas noções da estrutura do espaço-tempo

está no conceito de simultaneidade. Na mecânica Newtoniana quaisquer dois eventos

separados no espaço e que sejam simultâneos o serão para quaisquer observadores, ao

passo que na mecânica relativ́ıstica essa afirmação nem sempre é verdade. O cerne da

diferença entre os dois conceitos de simultaneidade é a não existência de um referencial
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CAPÍTULO 2. RELATIVIDADE GERAL E COSMOLOGIA

preferencial na teoria relativ́ıstica. Apesar do observador ainda poder definir uma noção

de simultaneidade, essa noção irá depender do estado de movimento deste observador.

Considere dois observadores, O e O′, sendo que O′ viaja com velocidade v na direção

espacial x em relação a O. Se ambos sincronizarem seus relógios antes do observador

O′ começar a se mover, um evendo p com coordenadas (t, x, y, z) observado por O terá

coordenadas (t′, x′, y′, z′) quando observado por O′. Os dois sistemas de coordenadas do

evento p podem ser relacionados através das transformações de Lorentz

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

, (2.1)

x′ =
x− vt√
1− v2/c2

, (2.2)

y′ = y , (2.3)

z′ = z , (2.4)

que no caso v/c � 1 se reduzem às transformações de Galileu, onde c é a velocidade da

luz. A conclusão mais simples que podemos tirar das transformações de Lorentz é que

não existe um observador absoluto ou preferencial e as coordenadas do espaço-tempo não

são mais fisicamente interessantes, já que as mesmas dependem tanto dos observadores

quanto da estrutura do espaço-tempo. Em relatividade a quantidade que é absoluta

e independente do observador é o intervalo espaço-tempo, que podemos escrever como

sendo

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 , (2.5)

onde as quantidades dxi representam a distância infinitesimal entre dois eventos. A dis-

tância ds é invariante por transformações de coordenadas, ou seja,

ds′ = ds . (2.6)

O intervalo espaço-temporal como descrito em (2.5) (comumente chamado de elemento

de linha) representa o intervalo entre dois eventos em um espaço-tempo quadri-dimensional

plano, também conhecido como espaço-tempo de Minkowiski. Para o caso de estruturas
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CAPÍTULO 2. RELATIVIDADE GERAL E COSMOLOGIA

espaço-temporais mais gerais podemos escrever

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.7)

onde gµν é chamado de tensor métrico e os ı́ndices repetidos representam somas. Neste

trabalho vamos usar a convenção de que, no espaço quadri-dimensional, ı́ndices gregos

representam as quatro coordenadas do espaço-tempo e ı́ndices latinos representam apenas

as coordenadas espaciais. Vamos rotular a coordenada temporal como sendo zero, ou seja,

x0 ≡ ct, e as coordenadas espaciais xi como sendo x1 ≡ x, x2 ≡ y e x3 ≡ z, onde x, y e z

são as coordenadas Cartesianas. O produto interno entre dois tensores vµ e uµ é

vµu
µ ≡ gµνv

µuν = −v0u0 + ~v · ~u , (2.8)

sendo que no lado direito da equação (2.8) usamos a métrica do espaço-tempo de Min-

kowiski. Em um espaço n-dimensional temos que

gµνg
µν = δαα = n , (2.9)

onde δ α
α é o traço do tensor de Kronecker.

2.1 Gravitação

Apesar dos avanços da relatividade, a mesma ainda não era compat́ıvel com a lei de

gravitação Newtoniana que, além de tratar de sistemas não-inerciais, também envolve a

noção de influências instantâneas de um corpo em outro. Einstein procurava uma nova

teoria do espaço-tempo e da gravitação, e a primeira ideia por trás desta nova teoria é a

de que todos os corpos são influênciados pela gravidade e todos eles interagem da mesma

maneira com o campo gravitacional, o que ficou conhecido como prinćıpio de equivalência.

A segunda ideia é o prinćıpio de Mach, que descrito de forma bem simples, afirma que a

estrutura do espaço-tempo é influenciada pela presença de matéria.
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Na teoria geral da relatividade, assim como na teoria especial da relatividade, as

propriedades independentes dos observadores do espaço-tempo são descritas pela métrica.

No entanto, a métrica não precisa ser necessariamente plana, ou seja, a curvatura (que é

a medida do quanto a métrica é diferente da planura) causa o efeito f́ısico normalmente

chamado de gravitação. A curvatura do espaço-tempo se relaciona com a distribuição de

matéria-energia segundo as equações de Einstein. Encontrar as equações de Einstein exige

um ferramental matemático bastante elaborado, o que foge do objetivo deste trabalho. O

leitor ainda não habituado a teoria de gravitação pode consultar os livros-textos [24–26],

mas o fundamental aqui é entender como se aplica a TGR na cosmologia. Para tanto,

começamos apresentando as equações tensoriais de Einstein, que são

Rµν −
1

2
gµνR = −8πG

c4
Tµν , (2.10)

onde Rµν é o tensor de curvatura, também chamado de tensor de Ricci, gµν é, novamente,

a métrica do espaço-tempo, R é o escalar de curvatura, ou escalar de Ricci, e se relaciona

com o tensor de curvatura, que é invariante1, segundo R ≡ gµνRµν , G é constante de

gravitação, c a velocidade da luz e Tµν é o tensor momento-energia. O lado esquerdo

da equação de Einstein (2.10) é chamado de tensor de Einstein (muitas vezes escrito

como Gµν) e descreve a curvatura do espaço-tempo, enquanto no lado direito o tensor

momento-energia descreve o conteúdo material do universo ou do sistema em estudo.

Da geometria diferencial sabemos que o tensor de curvatura de um variedade Rieman-

niana é

Rµν = Γαµν,α − Γααµ,ν + ΓααβΓβνµ − ΓβναΓαβµ , (2.11)

sendo que as derivadas parciais de um tensor θαβ qualquer em relação as coordenadas xµ

são θαβ,µ = ∂µθ
αβ = ∂θαβ

∂xµ
, e os tensores Γγαβ são chamados conexões, que são escritos em

função do tensor métrico como

Γαµν =
gαβ

2
(gµβ,ν + gνβ,µ − gµν,β) . (2.12)

1Invariante no sentido de ser independente de qualquer transformação de coordenadas. Daqui em
diante vamos chamar de invariante toda grandeza que for independente do observador.
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Já mencionamos que uma propriedade fundamental da TGR é a invariância das leis da

F́ısica por transformações gerais de coordenadas. Em geometria diferencial as transforma-

ções que ligam um escalar φ, um vetor uµ e um tensor θµν de um sistema de coordenadas

xµ com um sistema xµ
′

são

φ′(xµ
′
) = φ(xµ) , (2.13)

uµ
′

=
∂xµ

′

∂xν
uν , (2.14)

θµ
′ν′ =

∂xµ
′

∂xα
∂xν

′

∂xβ
θαβ , (2.15)

que podemos generalizar para ordens superiores

Θµ′ν′···λ′ =
∂xµ

′

∂xα
∂xν

′

∂xβ
· · · ∂x

λ′

∂xρ
Θαβ···ρ . (2.16)

Também temos as derivadas parciais de tensores, que através de um cálculo direto

usando as transformações apresentadas acima, podemos verificar que não se transformam

como tensores. Em geometria diferencial precisamos substituir as derivadas parciais por

derivadas covariantes (estas sim são tensores) que, para um tensor misto θµν é

Dαθ
µ
ν = ∇αθ

µ
ν = θµν;α ≡ θµν,α + Γµαβθ

β
ν − Γβανθ

µ
β , (2.17)

onde no lado esquerdo mostramos as maneiras mais comuns de se denotar a derivada

covariante.

As conexões escritas como na forma encontrada na equação (2.12) são ditas compat́ıveis

com a métrica e delas surgem duas importantes propriedades. A primeira delas é a simetria

das conexões compat́ıveis, ou seja, Γαµν = Γανµ, e a segunda propriedade é a anulação da

derivada covariante do tensor métrico (simétrico), ou seja,

gµν;α = 0 . (2.18)

No final podemos concluir que as equações de Einstein relacionam a estrutura do
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espaço-tempo, representada através da métrica, com o conteúdo material do sistema em

estudo, de maneira que as leis da F́ısica sejam invariantes por transformações de coor-

denadas. Além disso, a estrutura do espaço-tempo é definida e modificada pela matéria,

que por sua vez tem sua dinâmica regida pela estrutura do espaço-tempo.

2.2 Cosmologia

Agora que já construimos uma teoria de gravitação que garante a equivalência de todos os

observadores precisamos, primeiramente, construir uma métrica que descreva a dinâmica

do universo como nós o observamos, e portanto a métrica que iremos usar tem de dar

conta de descrever a expansão do universo. Quando apontamos um telescópio para o céu

podemos ver estruturas como estrelas, planetas, asteróides, galáxias e até aglomerados de

galáxias. Mas todas essas estruturas estão separadas por imensos espaços vazios. Durante

décadas assumimos, através do Prinćıpio Cosmológico, que o universo é homogêneo e

isotrópico. Foi só mais tarde que as medidas da RCFM mostraram a veracidade da

isotropia, enquanto que as observações de estruturas em grandes escalas indicam que o

universo é estat́ısticamente homogêneo em escalas maiores que 100 Mpc 2, que é justamente

a escala que chamamos de “grande escala”.

A métrica que descreve um espaço homogêneo e isotrópico em expansão [24, 27, 28] é

conhecida como métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) e, em coor-

denadas esféricas, é escrita como

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− κr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
, (2.19)

onde a(t) é o fator de escala do universo, que descreve a expansão e evolução da estrutura

do espaço-tempo, enquanto κ é o parâmetro de curvatura da seção espacial. Daqui em

diante vamos trabalhar em um sistema de unidades onde a velocidade da luz é c = 1.

Como já mencionamos várias vezes anteriormente, as medidas da RCFM indicam que

21 Mpc (Megaparsec) é uma unidade de medida de distâncias, que evidentemente equivale a 106 pc
(parsec), sendo que 1 pc ≈ 3,3 anos-luz.
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a curvatura do universo é nula. Se fizermos κ = 0 e usarmos coordenadas cartesianas

podemos comparar a métrica FLRW (2.19) com (2.7) e identificarmos as componentes

g00 = −1 , gij = a2(t)δij , (2.20)

sendo δij o delta de Kronecker e i, j = 1, 2, 3.

O sistema de coordenadas xµ = (t, x, y, z) é chamado comóvel, pois observadores

imóveis no sistema de coordenadas comóvel estão também imóveis em relação à expansão.

Dois observadores distantes ~r no sistema de coordenadas comóvel tem uma distância f́ısica,

também chamada própria, de

~rfis = a(t)~rcom . (2.21)

Podemos também derivar a equação acima em relação ao tempo para encontrarmos a

velocidade f́ısica dos observadores que estejam imóveis no sistema de coordenadas comóvel,

de onde vem

~vfis = ~̇rfis = ȧ~rcom = H~rfis , (2.22)

que nos dá a lei de Hubble, onde ˙f(t) = df(t)/dt é a derivada em relação ao tempo próprio

e H ≡ ȧ/a é o parâmetro de Hubble.

A estrutura causal do universo é determinada pela propagação da luz no espaço-tempo

de FLRW. Para fótons (de massa nula) temos que ds2 = 0, e portanto definimos o horizonte

comóvel de part́ıcula

τ ≡
∫

dt

a(t)
, (2.23)

que é a máxima distância que um fóton pode viajar em um determinado intervalo de

tempo. Note, pela expressão acima, que essa distância depende da dinâmica do universo

(o fator de escala) e também da geometria (curvatura). Aqui a dependência em relação a

geometria não é tão evidente pois escolhemos um espaço plano. Podemos também chamar

τ de tempo conforme ou comóvel, pois

dt = adτ , (2.24)
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que, se for substitúıdo na métrica plana de FLRW (2.19) nos dá a métrica conforme

ds2 = a2(τ)
(
−dτ 2 + δijdx

idxj
)
, (2.25)

que muitas vezes pode facilitar alguns cáculos, e nos permite identificar o tensor métrico

g00 = −a2 , gij = a2δij . (2.26)

Deste ponto em diante calcular o tensor de Einstein no espaço-tempo de FLRW se

resume a manipular o tensor métrico. Começamos aplicando o tensor métrico (2.20) nas

conexões (2.12) e encontramos

Γ0
ij = ȧaδij , Γij0 =

ȧ

a
δij , (2.27)

onde as componentes Γ0
00, Γi00, Γ0

0i e Γkij são nulas3. Se, ao contrário, usarmos a métrica

conforme (2.26) ganhamos um termo extra para as conexões

Γ0
00 =

a′

a
, Γ0

ij =
a′

a
δij , Γij0 =

a′

a
δij , (2.28)

sendo que, novamente, as componentes restantes das conexões Γαµν são nulas e f ′(τ) =

df(τ)/dτ é a derivada em relação ao tempo comóvel.

O próximo passo é calcular o tensor de curvatura Rµν , dado em função das conexões

pela equação (2.11), e também o escalar de curvatura R = gµνRµν , e então

R00 = −3
(
Ḣ +H2

)
, Rij = (Ḣ + 2H2)a2δij , (2.29)

R = −6(Ḣ + 2H2) , (2.30)

3Caso considerassemos a curvatura κ 6= 0 a componente Γk
ij seria não nula e conteria justamente os

termos de curvatura.
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enquanto que, na métrica conforme, teremos

R00 = −3H′ , Rij =
(
H′ + 2H2

)
δij , (2.31)

R = − 6

a2
(H′ +H)2 , (2.32)

onde H = a′/a.

O tensor de Einstein é definido em função do tensor de curvatura, da métrica e do

escalar de curvatura como sendo

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR , (2.33)

e que tem componentes

G00 = 3H2 , Gij = −(Ḣ + 3H2)a2δij , (2.34)

quando usamos a métrica no tempo próprio, enquanto que, se usarmos a métrica no tempo

conforme teremos

G00 = 3H2 , Gij = −(2H′ +H2)δij . (2.35)

Já temos o lado esquerdo das equações de Einstein (2.10), que descreve a geometria

do espaço-tempo. Agora precisamos completar nossas equações de movimento com o

conteúdo material do universo, ou seja, determinar as componentes do tensor momento-

energia Tµν . Começamos introduzindo um conjunto de observadores com trajetórias no

espaço-tempo quadri-dimensional perpendiculares ao vetor de quadri-velocidade

uµ =
dxµ

dλ
(2.36)

onde λ é o tempo próprio dos observadores e a quadri-velocidade deve obedecer a relação

gµνu
µuν = uµuµ = −1 . (2.37)
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Precisamos também do tensor projeção hµν ≡ gµν + uµuν , que projeta outros tensores

no plano ortogonal a quadri-velocidade uµ. Finalmente, o tensor momento-energia de um

fluido imperfeito é

T µν = ρuµuν + phµν + (uµqν + qµuν) + πµν , (2.38)

sendo ρ a densidade de matéria/energia, p a pressão do fluido, que pode ser relacionado

com a densidade através de uma equação de estado, qµ é o fluxo de energia e πµν é a

pressão anisotrópica. Para o caso de um fluido perfeito, o fluxo de energia é nulo, assim

como a pressão anisotrópica, ou seja, qµ = 0 = πµν , o que nos permite reescrever o tensor

momento-energia

T µν = (ρ+ p)uµuν + pgµν . (2.39)

Em um referencial comóvel, a quadri-velocidade de um fluido em repouso é uµ =

(1, 0, 0, 0) se usarmos o tensor métrico (2.20) e uµ = (1/a, 0, 0, 0) se usarmos a métrica

conforme (2.26). Portanto, podemos calcular as componentes do tensor momento-energia

T 0
0 = ρ , T ij = −pδij . (2.40)

No tempo próprio, relacionamos as componentes (2.40) do tensor momento-energia

com as componentes (2.34) do tensor de Einstein, e encontramos

H2 =
8πG

3
ρ , (2.41)

Ḣ +H2 =
ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) , (2.42)

que são as equações de movimento para um universo homogêneo, isotrópico e com seção

espacial plana. A equação (2.41) é conhecida como equação de Friedmann e, para encon-

trarmos a equação de aceleração (2.42), precisamos usar a equação de Friedmann (2.41)

nas componentes espaciais das equações de Einstein.

Da geometria diferencial podemos calcular que a derivada covariante do tensor de
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CAPÍTULO 2. RELATIVIDADE GERAL E COSMOLOGIA

Einstein Gµν é nula, ou seja

Gµν
;µ = 0 , (2.43)

portanto, derivando as equações de Einstein (2.10), encontramos

T µν;µ = 0 , (2.44)

que é chamada de conservação do tensor momento-energia. Se tomarmos as componentes

espaciais da conservação do tensor momento-energia (2.44), ou seja, ν = i, encontramos

que ∇p = 0, onde ∇ é o operador gradiente, o que garante que a pressão não depende da

posição no espaço. Tomando a componente temporal, ou seja, ν = 0, temos

ρ̇+ 3H (ρ+ p) = 0 , (2.45)

que é a equação da conservação da energia, e que poderia ser obtida apenas combinando

as equações de movimento (2.41) e (2.42).

O mesmo procedimento para a métrica comóvel (2.26) resulta nas relações equivalentes

H2 =
8πG

3
a2ρ , (2.46)

H′ −H2 = −4πG

3
a2 (ρ+ 3p) , (2.47)

ρ′ + 3H(ρ+ p) = 0 . (2.48)

A matéria bariônica com baixa dispersão de velocidades tem pressão praticamente

nula, assim como a matéria escura, enquanto matéria relativ́ıstica, como fótons e neu-

trinos, tem equação de estado p = ρ/3. Como esses são os principais componentes do

universo é muito comum usarmos como conteúdo material fluidos com equação de estado

barotrópica, ou seja,

p = ωρ , (2.49)

onde ω é o parâmetro, constante, da equação de estado e que tem os valores ω = 0 para

um fluido de pressão nula, como bárions e matéria escura (também chamados de poeira),
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ω = 1/3 para um fluido de part́ıculas relativ́ısticas, como fótons e neutrinos, e ω =

−1 para um fluido de densidade constante, também chamado de constante cosmológica.

Portanto, para um fluido com equação de estado barotrópica, podemos resolver a equação

de conservação da energia (2.45) para mostrarmos que

ρ ∝ a−3(1+ω) , (2.50)

que, se substituirmos os três valores do parâmetro da equação de estado discutidos ante-

riormente, teremos

ρm ∝ a−3 ,

ρr ∝ a−4 , (2.51)

ρΛ = const. ,

onde m significa matéria sem pressão, r radiação ou fluido relativ́ıstico e Λ a constante

cosmológica. O resultado não é muito surpreendente, principalmente para o caso da

matéria e da radiação. Como a seção espacial do espaço-tempo tem três dimensões e

sabendo que o volume total do universo cresce com a3, fica evidente que densidade cai

com mesma potência. Já para radiação temos um termo extra devido ao desvio para o

vermelho, que faz com que o fóton perca energia, já que a frequência ∝ a−1.

De nossas experiências cotidianas temos certeza da existência de fótons e bárions. Ob-

servando como as densidades dos mesmos evoluem com o fator de escala a(t) podemos

concluir que no passado, quando o universo era menor, a radiação pode ter sido a compo-

nente dominante do universo, mas hoje é subdominante pois a densidade da mesma cai

mais rapidamente do que da matéria sem pressão.

Se substituirmos a equação de densidade barotrópica (2.50) na equação de Friedmann

(2.41), podemos calcular que o fator de escala tem a seguinte dependência em relação ao
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tempo

a(t) ∝

t
2/3(1+ω) , ω 6= −1 ,

eHt , ω = −1 ,

(2.52)

onde H é constante. Aqui consideramos apenas um fluido. Podemos também considerar

vários fluidos e, dividindo a equação de Friedmann (2.41) pelo quadrado de H0, que é

valor do parâmetro de Hubble hoje, teremos

H2

H2
0

= Ω ≡
∑

i ρi
ρcrit

= Ω0
ra
−4 +

(
Ω0

b + Ω0
m

)
a−3 + ΩΛ , (2.53)

sendo ρcrit = 3H2
0/8πG a densidade cŕıtica do universo e Ωi = ρi/ρcrit são chamados

parâmetros de densidade. De medidas como as da RCFM e também das distâncias de

supernovas, sabemos que o universo é espacialmente plano, ou seja, Ω0 ≈ 1, a densidade

de part́ıculas relativ́ısticas é despreźıvel e para bárions, matéria escura e energia escura

temos

Ω0
b ≈ 0,05 ,

Ω0
m ≈ 0,27 , (2.54)

ΩΛ ≈ 0,68 ,

além de termos uma energia escura tipo constante cosmológica, com parâmetro da equação

de estado

ωΛ ≈ −1 . (2.55)

Este é o modelo cosmológico mais compat́ıvel com os dados observacionais que conhe-

cemos, e é chamado de modelo cosmológico padrão, modelo de concordância, ou ΛCDM,

onde Λ é a constante cosmológica e CDM é a abreviação para cold dark matter.
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2.3 Inflação cósmica

Apesar do sucesso do modelo cosmológico padrão em prever expansão do universo, a

abundância de elementos leves e a existência da RCFM, pequenos problemas no mo-

delo cosmológico descrito até aqui que ainda precisam ser esclarecidos. Anteriormente

assumimos a homogeneidade do universo em grandes escalas, mas em pequenas escalas

gigantescas não-homegeneidades são evidentes, ou seja, se observarmos uma grande região

do céu iremos ver aglomerações de matéria com uma distribuição estatisticamente homo-

gênea, mas se olharmos para uma pequena região as aglomerações de matéria e os espaços

vazios ficam mais evidentes. Além disso, pela observação das flutuações de temperatura

na RCFM, verificamos que essas não-homegeneidades eram bem menores na última su-

perf́ıcie de espalhamento, que foi a época logo após a recombinação, quando os fótons

agora livres, interagiram pela última vez com as estruturas em formação, resultantes das

instabilidades gravitacionais.

Sendo assim, sabendo que as instabilidades gravitacionais crescem com o tempo, pode-

mos imaginar que antes da última superf́ıcie de espalhamento as flutuações na densidade

eram ainda menores. Além disso, o modelo padrão original prevê que, no passado re-

moto, o universo era formado por várias regiões do espaço sem contato causal. Portanto,

as três questões que precisam ser respondidas são [29, 30]: i) como foi posśıvel ter um

universo inicialmente tão homogêneo, ii) como regiões causalmente desconexas têm hoje,

estat́ısticamente, as mesmas flutuações na temperatura da RCFM e iii) qual a origem

das flutuações de densidade que permitiram o surgimento das estruturas que observamos

hoje?

O problema da homogeneidade inicial do universo é conhecido como o problema da

planura, enquanto as regiões causalmente desconexas é conhecido como problema do ho-

rizonte, e a origem das flutuações de densidade é o problema das condições iniciais.

Podemos formular alguns destes problemas de maneira matemática, e começamos pelo

problema do horizonte, ou das regiões causalmente desconexas. Anteriormente haviamos

definido o horizonte comóvel como sendo a distância máxima que um fóton pode viajar

de um tempo inicial ti até um tempo final t, o que nos permite ver o horizonte part́ıcula
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como sendo o horizonte de contato causal. Podemos também escrever o horizonte comóvel

em função do raio de Hubble comóvel, ou seja,

τ =

∫ t

0

dt̃

a(t̃)
=

∫ a

0

d ln ã

ãH(ã)
, (2.56)

onde definimos nosso tempo inicial como sendo a origem do universo, e (aH)−1 é o raio de

Hubble comóvel. Para um universo preenchido por um fluido barotrópico, ou seja, com

equação de estado (2.49), podemos calcular o horizonte comóvel

τ ∝ a(1+3ω)/2 . (2.57)

Devido a relação entre o horizonte comóvel e o fator de escala vemos que, para um

universo preenchido por radiação ou matéria, as escalas que entram hoje no horizonte

estavam fora dele quando a RCFM desacoplou do plasma primordial, mas mesmo assim,

essas escalas mostram o mesmo padrão de flutuações na temperatura da RCFM, e então

podemos levantar a hipótese de que regiões do universo que estão hoje causalmente desco-

nexas estavam, em um passado remoto, em contato causal, ou seja, no mesmo horizonte.

Para visualizarmos o problema da planura temos de lembrar que as observações da

RCFM indicam que o parâmetro de densidade total, apresentado na equação (2.53) é,

hoje, aproximadamente 1. Caso considerassemos uma posśıvel contribuição da curvatura

na métrica do espaço-tempo, a equação de Friedmann neste caso seria

H2 =
8πG

3
ρ(a)− κ

a2
, (2.58)

onde κ é o parâmetro de curvatura. Podemos também escrever essa equação como sendo

1− Ω(a) = − κ

(aH)2
. (2.59)

Note que, em um universo preenchido por poeira ou radiação, o raio de Hubble comóvel

(aH)−1 cresce, e portanto a quantidade Ω−1 deve divergir em algum momento. Sabemos

que o universo no passado foi dominado pela radiação, e depois pela poeira. Portanto,
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para que Ω seja tão próximo da unidade hoje, quando do desacoplamento da radiação ele

deveria ser ainda menor. Por exemplo, durante a nucleośıntese primordial, deveriamos ter

aproximadamente [29]

ΩNP − 1 ≈ O
(
10−16

)
, (2.60)

que é uma condição inicial muito espećıfica e precisa.

Ambos os problemas do horizonte e da planura poderiam ser facilmente resolvidos se

assumı́ssemos condições iniciais para o universo (como a de cima), mas a teoria da inflação

cósmica primordial pode explicar esses problemas, além de prever o espectro de potência

da RCFM e explicar a origem das flutuações primordiais.

Na formulação matemática dos problemas do horizonte e da planura, equações (2.56)

e (2.59), o raio comóvel de Hubble (aH)−1 tem um papel central. Em ambos os casos

podemos reduzir os dois problemas ao fato de que, para fluidos barotrópicos, o raio comóvel

de Hubble cresce, portanto podemos resolver ambos os problemas fazendo com que o raio

comóvel de Hubble decresça no universo primordial4.

Para solucionarmos o problema do horizonte é importante observar que part́ıculas

com distâncias maiores do que o horizonte part́ıcula τ nunca se comunicaram, ou seja,

nunca puderam interagir (não tiveram contato causal), mas se elas estão separadas por

uma distância maior do que (aH)−1 elas não têm contato causal agora. Basta que no

presente τ seja muito maior do que (aH)−1, de maneira que duas part́ıculas que não

podem interagir hoje estavam em contato causal em algum momento do passado. Podemos

ter essa configuração se (aH)−1 foi muito maior no passado do que ele é hoje, de modo

que τ cresceu mais em tempos remotos do que em tempos próximos ao presente. Isso

requer uma fase no universo primordial onde o raio comóvel de Hubble tenha diminúıdo.

Portanto, grandes escalas que entram agora no horizonte estavam em contato causal antes

da inflação, o que explica a homogeneidade através da RCFM.

Essa mesma configuração permite resolver facilmente o problema da planura. Basta

4Existem outras teorias e modelos que tentam resolver os mesmos problemas sem a necessidade da
inflação cósmica. Não trataremos destes modelos aqui, tendo em vista que, até o momento, a inflação é o
modelo que melhor descreve os instantes iniciais do universo, além de ser um dos temas principais deste
trabalho.
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olhar para a equação (2.59) para verificar que o parâmetro de densidade Ω estava mais

próximo de 1 quando o raio comóvel de Hubble foi menor.

Um raio de Hubble comóvel que diminui com tempo deve ter derivada temporal

d

dt

(
1

aH

)
< 0 , (2.61)

e se aplicarmos a condição acima nas equações de Friedmann (2.41) e (2.42) temos

d2a

dt2
> 0 , ρ+ 3p < 0 , (2.62)

o que caracteriza uma fase de expansão acelerada e um fluido de pressão negativa, sendo

que p < −ρ/3.

É também posśıvel relacionar a segunda derivada do fator de escala com a primeira

derivada do parâmetro de Hubble, para obtermos

ä

a
= H2(1− ε) , ε ≡ −Ḣ

H2
. (2.63)

Em termos do parâmetro ε a aceleração implica em

ε =
−Ḣ
H2

=
−d lnH

dN
< 1 , (2.64)

onde dN ≡ Hdt = d ln a, que mede o número de potências eN que o fator de escala cresce,

e portanto H ≈ const.

Seria muito simples atender a estas condições assumindo que nos primórdios o universo

era preenchido por um fluido tipo constante cosmológica, ou seja, p = −ρ. Este foi um dos

primeiros modelos propostos para a inflação, mas que tinha o problema de ser um modelo

de inflação eterna, já que a componente que dirige a inflação tem densidade constante,

enquanto as outras caem com a expansão do fator de escala.

Nos modelos atuais mais simples de inflação a expansão acelerada é dirigida por um

campo escalar, chamado inflaton. Sob certas condições esse campo escalar se comporta

aproximadamente como uma constante cosmológica. O tensor momento-energia de um
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campo escalar φ é

Tµν = φ,µφ,ν −
1

2
gµνφ,αφ

,α − gµνV (φ) , (2.65)

onde gµν é tensor métrico e V (φ) é o potencial. Assumindo a métrica de FLRW (2.20) e

um campo escalar uniforme, ou seja, φ = φ(t), encontramos

ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ) , pφ =

φ̇2

2
− V (φ) , (2.66)

sendo ρφ e pφ a densidade e a pressão, respectivamente. O parâmetro da equação de

estado é

ωφ =
pφ
ρφ

=
φ̇2

2
− V (φ)

φ̇2

2
+ V (φ)

. (2.67)

Para determinarmos a dinâmica do universo precisamos encontrar a equação de Fri-

edmann e a equação de conservação de energia para o campo escalar. A equação de

Friedmann é facilmente encontrada a partir da expressão (2.41), portanto

3H2 = M−2
Pl

(
φ̇2

2
+ V (φ)

)
, (2.68)

onde definimos a chamada massa de Planck M−2
Pl ≡ 8πG. A equação de conservação de

energia nos dará

φ̈+ 3Hφ̇+ V,φ = 0 , (2.69)

que é conhecida como equação de Klein-Gordon, onde V,φ = dV/dφ.

Nessa configuração o parâmetro ε, definido na equação (2.64), é

ε =
M−2

Pl

2

φ̇2

H2
. (2.70)

A condição que garante uma expansão acelerada é ε < 1; além disso, o campo escalar irá

se comportar aproximadamente como uma constante cosmológica se fizermos

φ̇2 � V (φ) (2.71)
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o que fará com que ωφ ≈ −1 e ε � 1. Na literatura ε é conhecido como o primeiro

parâmetro de rolamento lento5 [27–29], porque a inflação só ocorre enquanto o campo

escalar “rola” lentamente pelo potencial V (φ). A inflação só acontecerá por um peŕıodo

de tempo suficiente para resolver os problemas do horizonte e da planura se

|φ̈| � |3Hφ̇| , |V (φ)| , (2.72)

e então definimos o chamado segundo parâmetro de rolamento lento, que é

η ≡ −φ̈
Hφ̇

= ε− 1

2ε

dε

dN
, (2.73)

que, durante o peŕıodo inflacionário, deve satisfazer a condição η � 1.

Sob as condições de rolamento lento, as equações de Friedmann e de Klein-Gordon

simplificam e podem ser escritas como

3H2 ≈M−2
Pl V (φ) , 3Hφ̇ ≈ −V,φ , (2.74)

e, por sua vez, os parâmetros de rolamento lento serão

ε ≈ M2
Pl

2

(
V,φ
V

)2

, (2.75)

η ≈ M2
Pl

V,φφ
V

. (2.76)

Neste caso o parâmetro de Hubble é aproximadamente constante e o fator de escala evolui

em função do tempo como

a ≈ eHt . (2.77)

O peŕıodo de expansão exponencial termina quando as condições de rolamento lento

são violadas, ou seja,

ε(φfinal) ≈ 1 , η(φfinal) ≈ 1 . (2.78)

5Do inglês slow-roll.
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Entre o ińıcio e o final da inflação, o número de potências N que o fator de escala cresce

é

N = ln
afinal

a
=

∫ tfinal

t

Hdt ≈M−2
Pl

∫ φ

φfinal

V

V,φ
dφ ≈

∫ φ

φfinal

dφ√
2ε
. (2.79)

Para resolvermos os problemas da planura e do horizonte temos de ter no mı́nimo

N ≈ 60 ao final da inflação. O comportamento exato do fator de escala, do inflaton e o

valor final de N dependem do formato do potencial V (φ) e também de detalhes do peŕıodo

imediatamente após a inflação.
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Caṕıtulo 3

Teoria de perturbações

No caṕıtulo anterior vimos como um peŕıodo de expansão exponencial no ińıcio do universo

pode explicar porque a seção espacial hoje é tão plana e como o universo é tão homogêneo

em grandes escalas, sendo que em um universo apenas preenchido por fótons e/ou poeira

regiões que hoje estão em contato causal eram desconexas no passado. Mas ao resolvermos

esses problemas, conhecidos como o problema da planura e do horizonte, criamos um novo:

agora o universo primordial é ainda mais homogêneo devida a inflação. De onde surgem,

então, as flutuaçoes na RCFM e as estruturas em grande escala? A resposta pode estar em

minúsculas flutuações de origem quântica no conteúdo material do universo primordial,

que neste caso é o inflaton φ.

Qualquer perturbação δTµν do tensor momento-energia, onde |δTµν | � |Tµν | implica

em flutuações δGµν no tensor de Einstein através das equações de movimento, ou seja,

flutuações δgµν no espaço-tempo. Podemos expandir o tensor métrico gµν em uma base

g
(0)
µν e na perturbação δgµν como em uma expansão de Taylor, portanto

gµν = g(0)
µν (t) + δgµν(t, ~x) , (3.1)

onde |δgµν | � |gµν |.

As perturbações da métrica δgµν podem ser divididas em três categorias [27–29,31,32],

sendo elas escalares, vetoriais e tensoriais. Essa classificação é dada pela maneira com que

29
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os campos que formam a perturbação δgµν transformam-se segundo translações e rotações

espaciais em um hipersuperf́ıcie de tempo constante. Sob tais rotações δg00 se comporta

como um escalar, e portanto escrevemos

δg00 = −2a2A(xµ) , (3.2)

onde A(xµ) é uma função escalar das coordenadas. A componente δg0i é escrita de maneira

mais geral como sendo a soma do gradiente de um escalar com um vetor de divergente

nulo, ou seja,

δg0i = a2(B,i + Si) , (3.3)

onde B,i = ∂B/∂xi e o vetor Si obedece a relação de v́ınculo Si,i = 0, sendo que a partir

de agora subimos e descemos os ı́ndices espaciais usando o delta de Kronecker δij. Já a

componente espacial δgij tem de ser escrita como uma combinação de escalares, tensores

e vetores, de onde a forma mais geral é

δgij = −2ψδij + 2DijE + Fi,j + Fj,i + hij , (3.4)

sendo Dij ≡ ∂i∂j − δij∇2/3. Além disso, ψ e E são funções escalares, o vetor Fi tem

divergente nulo, ou seja, F i
,i = 0 e o tensor hij satisfaz

hi i = 0 , hi j,i = 0 , (3.5)

o que faz de hij um tensor transverso e de traço nulo. Em resumo, usando a métrica

conforme (2.26) como base do espaço-tempo, teremos

ds2 = a2(τ)

[
− (1 + 2A)dτ 2 + 2 (B,i + Si) dτdx

i +

+ ((1− 2ψ)δij + 2DijE + Fi,j + Fj,i + hij) dx
idxj

]
. (3.6)

Essa é apenas uma das várias maneiras de definitir as perturbações na métrica. Na lite-
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ratura podemos encontrar diferenças em alguns sinais e também na definição do operador

Dij. Quando formos estudar perturbações durante a inflação iremos usar uma formulação

diferente da que é dada pela equação (3.6).

As perturbações escalares, descritas pelos campos A, B, ψ, e E são induzidas na

métrica pelas não-homogeneidades na densidade de energia e são essas perturbações que

vão resultar nas estruturas observadas em grandes escalas. Já os vetores Si e Fi es-

tão relacionados com os movimentos rotacionais do fluido e decaem muito rapidamente

durante a expansão do universo e portanto não deixam traços observacionais muito in-

teressante [28, 31]. Já os tensores hij são perturbações no espaço que descrevem ondas

gravitacionais, sendo que, no regime linear, não influenciam nas perturbações de densi-

dade, mas podêm carregar preciosas informações a respeito do universo primordial [27,29].

As três classes de componentes, ou seja, as perturbações escalares, vetoriais e tensori-

ais evoluem de forma independente [29], e portanto podem ser estudadas separadamente.

Como as componenente vetoriais não trazem nenhuma informação relevante vamos ig-

norar os campos vetoriais Si e Fi, e estudar os escalares A, B, ψ, e E e o tensor hij

separadamente.

3.1 Transformações de calibre

Vimos que, em grandes escalas, o universo é homogêneo e isotrópico, mas em pequenas

escalas encontramos todos os tipos de estruturas produzidas por instabilidades gravitacio-

nais. Ao estudarmos as perturbações cosmológicas na densidade estaremos estudando um

espaço que não é homogêneo e nem isotrópico. Podemos fazer isso analisando a evolução

das diferenças entre o espaço-tempo verdadeiro e o espaço-tempo homogêneo e isotrópico

(descrito pela métrica de FLRW) que estudamos nas seções anteriores.

De maneira mais rigorosa podemos definir a perturbação de qualquer quantidade f́ı-

sica como sendo a diferença entre o valor dessa variável no espaço-tempo f́ısico, que é

não-homogêneo e anisotrópico, e o valor no espaço-tempo de fundo, que é homogêneo e

isotrópico. Essa comparação tem de ser feita no mesmo ponto do espaço-tempo. Mas
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essas duas quantidades (a perturbada e a não perturbada) estão em geometrias diferentes

e, portanto, se faz necessário indicar um mapa que ligue o mesmo ponto de maneira única

nos dois espaços-tempo. A correspondência entre os dois mapas é chamada de calibre e

mudar o mapa nada mais é do que fazer uma transformação de calibre [28,29,31,32].

Em relatividade geral as transformações de calibre são transformações de coordenadas

entre dois referenciais, o que significa que fixar um calibre é o mesmo que escolher um

sistema de coordenadas. Vamos escolher uma mudança de coordenadas infinitesimal, do

tipo

x̃µ = xµ + δxµ , (3.7)

onde δxµ é uma função infinitesimal do espaço-tempo. Consideremos um escalar

q(xµ) = q0(xµ) + δq(xµ)⇒ δq(xµ) = q(xµ)− q0(xµ) , (3.8)

sendo δq(xµ) a perturbação e q0(xµ) a base. Sob a transformação de calibre (3.7) temos

δ̃q(x̃µ) = q̃(x̃µ)− q̃0(x̃µ), e portanto encontramos

δ̃q = δq − q,µδxµ , (3.9)

para qualquer função escalar.

Para um tensor, como o tensor métrico gµν , devemos usar a lei de transformação de

coordenadas para tensores, que é

g̃µν(x̃γ) =
∂xα

∂x̃µ
∂xβ

∂x̃ν
gαβ(xγ) , (3.10)

lembrando que no sistema de coordenadas x̃γ o tensor métrico g̃µν(x̃γ) também pode ser

escrito como sendo a soma de uma base e uma perturbação, ou seja,

g̃µν(x̃γ) = g(0)
µν (x̃γ) + δ̃gµν , (3.11)
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onde a base g
(0)
µν (x̃γ) do tensor métrico é expandida em série de Taylor

g(0)
µν (x̃γ) ≈ g(0)

µν (xγ) +
∂g

(0)
µν (xγ)

∂xγ
δxγ . (3.12)

Sendo assim, a lei de transformação para a perturbação no tensor métrico δgµν , segundo

a transformação de coordenadas (3.7), é

δ̃gµν = δgµν − gµν,γδxγ − gµγδxγ,ν − gγνδxγ,µ , (3.13)

onde desprezamos o ı́ndice (0) e chamamos a base de gµν .

Vamos decompor o vetor infinitesimal δxµ em

δx0 = ξ0 ,

δxi = β i
, + vi , vi,i = 0 , (3.14)

onde ξ0, β e vi são funções das coordenadas xγ. Aplicando as transformações (3.13) e a

decomposição (3.14) ao tensor métrico perturbado definido em (3.6), encontramos

Ã = A− (aξ0)
′

a
, (3.15)

B̃ = B + ξ0 + β′ , (3.16)

ψ̃ = ψ − 1

3
∇2β +Hξ0 , (3.17)

Ẽ = E + 2β , (3.18)

para as perturbações escalares. Para as perturbações vetoriais, temos

S̃i = Si + v′i , (3.19)

F̃i = Fi + vi . (3.20)
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E, finalmente, para as perturbações puramente tensoriais, teremos

h̃ij = hij , (3.21)

ou seja, a perturbação hij é um invariante de calibre.

Podemos usar a mudança de calibre para simplificar as equações de movimento das

perturbações. Ao mesmo tempo, corremos o risco de incluirmos no nosso calibre termos

não-f́ısicos [28,31,32], já que, como vimos, a mudança de coordenadas pode fazer com que

as perturbações assumam valores diferentes, dependendo da escolha do calibre. Uma se-

gunda opção é procurar combinações que sejam invariantes por transformações de calibre,

o que irá nos permitir fazer os cálculos apenas com quantidades f́ısicas.

As duas funções invariantes de calibre para as perturbações escalares que encontramos

mais facilmente na literatura, também conhecidas como potenciais de Bardeen, são

Φ ≡ −A− 1

a

[(
B − E ′

2

)
a

]′
, (3.22)

Ψ ≡ −ψ − ∇
2E

6
+H

(
B − E ′

2

)
. (3.23)

Para qualquer função escalar q(xµ) podemos definir a perturbação invariante de calibre

δq(IC) = −δq − q′
(
B − E ′

2

)
, (3.24)

onde IC significa invariante de calibre, δq é a perturbação e a base q deve depender apenas

do tempo para preservarmos a homogeneidade da base.

Por sua vez, a perturbação invariante de calibre do tensor de Einstein pode ser calcu-

lada como

δG(IC) 0

0 = δG 0
0 −

(
G 0

0

)′(
B − E ′

2

)
, (3.25)

δG(IC) 0

i = δG 0
i −

(
G 0
i −

1

3
G k
k

)(
B − E ′

2

)
,i

, (3.26)

δG(IC) j

i = δG j
i −

(
G j
i

)′(
B − E ′

2

)
, (3.27)
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e, de maneira análoga, para o tensor momento-energia teremos

δT (IC) 0

0 = δT 0
0 −

(
T 0

0

)′(
B − E ′

2

)
, (3.28)

δT (IC) 0

i = δT 0
i −

(
T 0
i −

1

3
T k
k

)(
B − E ′

2

)
,i

, (3.29)

δT (IC) j

i = δT j
i −

(
T j
i

)′(
B − E ′

2

)
. (3.30)

Além dos potenciais de Bardeen (3.22), existem outras duas funções invariantes de

calibre que iremos usar quando estudarmos perturbações primordiais. A primeira é a

perturbação de curvatura comóvel R, escrita como

R = ψ +Hδφ
φ′
, (3.31)

onde φ e δφ são, respectivamente, o campo escalar inflaton e a sua perturbação. R é

invariante por transformações de calibre. Em hipersuperf́ıcies onde δφ = 0 a perturbação

de curvatura é simplesmente o potencial gravitacional ψ.

A segunda função é conhecida como variável de Sasaki-Mukhanov, que também é

invariante por transformações de calibre, e é definida como

Q = δφ+
φ′

H
ψ . (3.32)

No calibre espacialmente plano, que nada mais é do que fixar o potencial ψ = 0, Q se

reduz a perturbação no campo escalar φ. A variável de Sasaki-Mukhanov (3.32) pode ser

relacionada com a perturbação de curvatura (3.31) via

Q =
φ′

H
R . (3.33)

Outro calibre muito comum é o calibre longitudinal, ou Newtoniano, onde fixamos

E = 0 e B = 0. Desta maneira, vemos que os potenciais de Bardeen (3.22), que são

invariantes por transformações de calibre, serão Φl = −Al e Ψl = −ψl. Um dos primeiros,
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e por muito tempo mais usados calibres é o calibre śıncrono. A descrição do calibre

śıncrono e uma comparação com o calibre Newtoniano pode ser encontrado em [28].

3.2 Equações de movimento

Para encontrarmos as equações de movimento podemos fixar um calibre ou então procurar

quantidades invariantes por transformações de calibre [28,31,32]. Usando as equações de

Einstein na forma invariante e os potenciais de Bardeen (3.22), teremos

3H (Ψ′ +HΦ)−∇2Ψ = −M
−2
Pl

2
a2δT (IC) 0

0 , (3.34)

(Ψ′ +HΦ),i =
M−2

Pl

2
a2δT (IC) 0

i , (3.35)[
Ψ′′ +H(2Ψ + Φ)′ + (2H′ +H2)Φ +

∇2

2
(Φ−Ψ)

]
δ j
i −

(Φ−Ψ) j
,i

2
= −M

−2
Pl

2
a2δT (IC) j

i .

(3.36)

Tanto o tensor momento-energia do fluido perfeito quanto do campo escalar não pos-

suem termos não-diagonais, ou seja, δT j
i = 0 quando i 6= j. Portanto, os termos não-

diagonais da equação (3.36) nos levam a

(Φ−Ψ) j
,i = 0⇒ Φ = Ψ , (3.37)

o que irá simplificar as equações de movimento (3.34-3.36), e teremos

3H (Ψ′ +HΨ)−∇2Ψ = −M
−2
Pl

2
a2δT (IC) 0

0 , (3.38)

(Ψ′ +HΨ),i =
M−2

Pl

2
a2δT (IC) 0

i , (3.39)

[
Ψ′′ + 3HΨ′ + (2H′ +H2)Ψ

]
δ j
i = −M

−2
Pl

2
a2δT (IC) j

i . (3.40)

Mais adiante iremos utilizar as equações (3.38-3.40) para estudarmos a formação de estru-

turas em um modelo de matéria escura. Neste caso, será necessário também estudar como
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as perturbações na densidade evoluem. Para tanto, precisamos calcular as perturbações

da conservação do tensor momento-energia, que, com ajuda das conexões calculadas no

Apêndice A, encontramos

δρ′ + 3H(δρ+ δp)− 3(ρ+ p)Ψ′ + a(ρ+ p)δui ,i = 0 , (3.41)

1

a4

[
a5(ρ+ p)δui ,i

]′
+∇2δp+ (ρ+ p)∇2Ψ = 0 , (3.42)

sendo que as equações acima se encontram na forma invariante de calibre e δui são as

flutuações na velocidade do fluido.

3.3 Flutuações durante a inflação

Nesta seção nosso objetivo primário é calcular as perturbações na curvatura do espaço-

tempo, que são as responsáveis pelas flutuações de temperatura na RCFM [27, 29, 32],

causadas pelas flutuações (de origem quântica) no campo inflaton. Na literatura encon-

tramos várias maneiras de fazer estes cálculos, com várias escolhas de calibre. Entre as

mais comuns estão usar o calibre espacialmente plano, o calibre longitudinal e também a

formulação invariante de calibre.

Neste caso vamos usar o tempo cósmico, trocar alguns sinais e escrever o elemento de

linha perturbado como

ds2 = −(1 + 2A)dt2 + 2aB,idx
idt+ a2[(1− 2ψ)δij + 2E,ij]dx

idxj . (3.43)

Sendo assim, os potenciais de Bardeen serão

Φ = A+ (aB − a2Ė) , (3.44)

Ψ = ψ −H(aB − a2Ė) , (3.45)

que, como anteriormente, irão coincidir na ausência de termos não-diagonais do tensor

momento-energia, ou seja, Φ = Ψ.
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Antes de assumirmos qualquer métrica, a equação de Klein-Gordon para o inflaton

pode ser escrita como

φ µ
;µ − V,φ = 0 , (3.46)

que na forma perturbada, teremos

δ̈φ+ 3H ˙δφ− ∇
2

a2
δφ+ V,φφδφ = −2V,φA+ φ̇

[
Ȧ+ 3ψ̇ − ∇

2

a2
(a2Ė − aB)

]
. (3.47)

Em termos da variável de Sasaki-Mukhanov, Q = δφ + φ̇ψ/H, e com ajuda das duas

primeiras equações perturbadas de Einstein

3H(ψ̇ +HA)− ∇
2

a2

[
ψ +H(a2Ė − aB)

]
= −M

−2
Pl

2

[
φ̇( ˙δφ− φ̇A) + V,φδφ

]
, (3.48)

(ψ̇ +HA),i =
M−2

Pl

2
φ̇δφ,i , (3.49)

encontramos, finalmente

Q̈+ 3HQ̇− ∇
2

a2
Q+

[
V,φφ −

M−2
Pl

a3

(
a3

H
φ̇2

).]
Q = 0 , (3.50)

onde M−2
Pl = 8πG. Como já visto anteriormente, a variável de Sasaki-Mukhanov se

relaciona com a perturbação de curvatura através da expressão

R =
H

φ̇
Q . (3.51)

Para resolvermos a equação diferencial (3.50) vamos precisar fazer uma mudança de

variável e também usar o tempo comóvel τ , que se relaciona com o tempo cósmico t

via dt = a(τ)dτ . Para o caso da inflação de rolamento lento, a expansão do universo é

aproximadamente exponencial, com parâmetro de Hubble constante. Portanto, podemos

calcular a relação aproximada

τ ≈ −1 + ε

aH
, (3.52)

onde a aproximação é feita até a primeira ordem dos parâmetros de rolamento lento. Com
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a redefinição de variável

u ≡ aQ , (3.53)

encontramos a equação de onda

u′′k +

(
k2 − (2 + 3(3ε− η))

τ 2

)
uk ≈ 0 , (3.54)

onde k é o número de onda da expansão de Fourier do campo u, de onde temos que

u(τ, ~x) =

∫
d3k

(2π)3
uk(τ)eı̇

~k·~x . (3.55)

Mais uma vez, vamos fazer uma mudança de variável, de maneira que definimos u =
√
−τy(x), onde x ≡ −kτ , e encontramos a equação de diferencial de Bessel, que é

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − ν2)y = 0 . (3.56)

Usando as soluções de Hankel para a equação de Bessel, encontramos que

uk =
√
−τ
[
α(k)H(1)

ν (x) + β(k)H(2)
ν (x)

]
, (3.57)

onde α(k) e β(k) são constantes de integração, H(1)
ν (x) e H(2)

ν (x) são as funções de Hankel

de ordem ν ≈
√

9/4 + 3(3ε− η).

Até aqui abordamos as perturbações de maneira clássica, mas muito provavelmente a

origem das perturbações são flutuações quânticas do inflaton e das perturbações escalares

no universo primordial. Precisamos, portanto, desenvolver o mecanismo que descreva

essas flutuações.

O processo de quantização consiste, basicamente, em expandir os campos clássicos em

operadores quânticos, quântiza-los e impor as condições de comutação que irão nos dar

as condições de contorno da função de onda. Mais detalhes sobre a quantização a seguir

podem ser vistos em [27,29,32].
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Vamos expandir u e o momento conjugado u′ como operadores quânticos

û =

∫
d3k

(2π)3

[
uk(τ)â~ke

ı̇~k·~x + u∗k(τ)â†~ke
−ı̇~k·~x

]
. (3.58)

As componentes de Fourier uk também podem ser expandidas em termos de operado-

res, segundo a decomposição

ûk = uk(τ)â~k + u−k(τ)â†
−~k
, (3.59)

onde os operadores criação e destruição â†~k e â~k satisfazem as relações de comutação

[
â~k, â

†
~q

]
= (2π)3δ

(
~k − ~q

)
, (3.60)

apenas se os modos oscilatórios do campo e do momento conjugado satisfazerem a seguinte

condição de normalização

〈uk, u′k〉 ≡
ı̇

~
(u∗ku

′
k − u∗′k uk) = 1 , (3.61)

que é a primeira condição de contorno para resolvermos a equação de onda completamente.

A segunda vem da escolha do estado de vácuo. O estado de vácuo é aquele que satisfaz

a condição

â~k |0〉 = 0 . (3.62)

Vamos escolher como estado fundamental, ou de menor energia, o estado que é co-

nhecido como vácuo de Minkowski de um observador comóvel no passado distante, ou

seja, τ → −∞, quando todas as escalas comoveis estavam dentro do horizonte, o que

equivale as condições −kτ >> 1 ou k >> aH. Nestes limites a equação de onda (3.54)

será aproximadamente a equação de um oscilador harmônico simples, isto é

u′′k + k2uk = 0 . (3.63)

40
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A solução que satisfaz a normalização e também faz com que o estado de vácuo seja

o estado de mı́nima energia é

lim
τ→−∞

uk =
e−ı̇kτ√

2k
, (3.64)

que é conhecido vácuo de Bunch-Davies, onde fizemos ~ ≡ 1 [27–32].

Portanto, o vácuo de Bunch-Davies nos permite fixar as constantes de integração da

solução (3.57). Sabendo que no limite −kτ → −∞ as funções de Hankel são

H(1,2)
ν →

√
2

π(−kτ)
e±ı̇(−kτ−

νπ
2
−π

4 ) , (3.65)

encontramos que as contantes de integração devem ser

α(k) =

√
π

2
eı̇(ν+1/2)π/2 , β(k) = 0 , (3.66)

e finalmente, teremos a solução

uk(τ, k) =

√
π

2
eı̇(ν+1/2)π/2

√
−τH(1)

ν (−kτ) . (3.67)

Da função de correlação de dois pontos para as perturbações da curvatura R encon-

tramos o espectro de potência, que é dado pela relação

〈
R(~k)∗R(~k′)

〉
≡ 〈0| R̂(~k)∗R̂(~k′) |0〉 =

(2π)3

4πk3
PRδ

(
~k − ~k′

)
, (3.68)

onde PR é o espectro de potência das perturbações escalares. Em termos do escalar de

curvatura clássico e das mudanças de variáveis que fizemos, podemos calcular o espectro

de potência das flutuações na curvatura durante a inflação como sendo

PR =
4π

(2π)3
k3 |R|2 =

4π

(2π)3

H2

φ̇2
k3 |Q|2 =

4π

(2π)3

(
1

2M2
Plε

)
k3 |uk|

2

a2
. (3.69)

Estamos interessados no limite −kτ � 1, ou seja, quando todos os modos oscilató-

rios estavam fora do horizonte part́ıcula. No limite de pequenos argumentos, podemos
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aproximar a função de Hankel

H(1)
ν ≈

ı̇

π
Γ(ν)

(
−kτ

2

)−v
, (3.70)

onde Γ(x) é a função especial gama. Portanto, quando os modos oscilatórios estão fora

do horizonte, o espectro de potência é aproximadamente

PR ≈
2ν

(2π)3

Γ2(ν)

M2
Pl

H2

ε

(
k

aH

)3−2ν

, (3.71)

onde várias vezes usamos a aproximação τ ≈ −1/aH. A ordem da função de Hankel

é aproximadamente ν ≈ 3/2 + O(ε, η), e portanto não é dif́ıcil ver que a dependência

do espectro de potência com a razão k/aH é muito fraca. Neste caso classificamos o

espectro de potência como sendo aproximadamente invariante por escalas. Podemos medir

o quanto o espectro de potência é invariante por escala calculando o ı́ndice espectral das

perturbações de curvatura para os modos que voltam a estar dentro do horizonte, ou seja,

quando k = aH. O ı́ndice espectral é definido como sendo

nS − 1 =
d lnPR
d ln k

∣∣∣∣∣
k=aH

, (3.72)

e no caso da inflação de rolamento lento encontramos que o ı́ndice espectral é

nS − 1 ≈ 2(η − 2ε) . (3.73)

Como sabemos que os parâmetros de rolamento lento são muito pequenos durante a

inflação, vemos que devemos ter nS ≈ 1. A medida mais recente do satélite Planck [33] nos

dá um valor de nS = 0,9603±0.0073. Outra importante previsão da inflação de rolamento

lento é a existência de ondas gravitacionais. As mesmas ainda não foram detectadas, pelo

menos não de forma direta [34], mas através das perturbações na curvatura é posśıvel

colocar um limite superior no valor da amplitude do espectro de potência das perturbações

tensoriais. Definimos o número r como sendo a razão entre o espectro de potência das
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CAPÍTULO 3. TEORIA DE PERTURBAÇÕES

perturbações tensorais e das perturbações escalares, e temos

r ≡ PT

PR
, (3.74)

onde PT é o espectro de potência das ondas gravitacionais primordiais. Na inflação de

rolamento lento a razão tensorial-escalar é

r = 16ε , (3.75)

e o satélite Planck limita o valor de r em [34]

r < 0,11 , (3.76)

o que significa que as ondas gravitacionais têm uma amplitude grande o suficiente para

serem observadas em um futuro não muito distante por um dos inúmeros experimentos

em execusão ou em projeto.
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Caṕıtulo 4

Oscilações no espectro de potência

devido a excitações de campos

pesados durante a inflação

Como vimos no caṕıtulo anterior, o modelo inflacionário é capaz de prever as flutuações

na RCFM. Além disso, quando comparamos as medidas da RCFM com os vários modelos

de inflação dispońıveis vemos que, estatisticamente, os melhores modelos são os de um

único campo escalar [33], que produzem perturbações adiabáticas, Gaussianas e com ondas

gravitacionais posśıveis de serem observadas. Para respeitar as condições de rolamento

lento o campo escalar tem de ser “leve”, no sentido de que a massa do campo escalar, que

é a segunda derivada do potencial V (φ), deve obedecer a relação

m2
φ ≡ V,φφ � H2 . (4.1)

Essa relação é fácilmente encontrada a partir da condição η � 1 da inflação de rolamento

lento.

Mesmo assim, a teoria de cordas prevê a existência de modelos inflacionários onde

mais de um campo escalar pode estar presente [35]. Em muitos casos é posśıvel reescrever

as equações de campo do modelo de múltiplos-campos em termos de uma teoria efetiva de
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um único campo [36], mas, mesmo assim, entre os campos podem estar presentes campos

pesados, ou seja, que violam a condição (4.1). Na literatura encontramos várias maneiras

de excitar um campo pesado [37–40], mas a grande questão é: quanta energia pode ser

transferida para o campo pesado ao mesmo tempo em que o modelo seja consistente

com os dados observacionais da RCFM? O satélite Planck melhorou consideravelmente

os limites das anomalias oscilatórias do espectro de potência [33]. Pequenas correções no

espectro de potência invariante por escala não estão descartadas, mas adicionar mais três

parâmetros (posição do primeiro pico de oscilação, amplitude e frequência) não melhora,

estatisticamente, os valores dos parâmetros cosmológicos.

Dentre as várias maneiras de se excitar um campo pesado daremos destaque para o

caso de um campo leve que, de maneira abrupta, ganha massa e se torna pesado [41–43].

Tais excitações provocam uma curva abrupta na trajetória dos campos na direção do

campo que se tornou pesado quando olhamos no espaço de fase, junto com oscilações de

alta frequência na mesma direção, que por sua vez irá produzir desvios oscilatórios no

espectro de potência [21].

Em nosso modelo iremos considerar um universo preenchido por dois campos escalares,

lembrando que, a teoria de cordas nos possibilitaria usar um número N de campos. Ambos

os campos terão como potencial o chamado potencial quadratico1, sendo que não haverá

nenhum tipo de interação entre os campos, a não ser via a dependência em relação ao

fator de escala. Sendo assim, escrevemos o potencial total

V = Vl + Vp , (4.2)

onde l e p serão os ı́ndices para todas as quantidades correspondentes ao campo leve e

pesado, respectivamente. Considerando o potencial caótico, teremos, em um intervalo de

tempo ti ≤ t ≤ t∗

Vl =
m2

l φ
2
l

2
, Vp =

m2
l φ

2
p

2
, (4.3)

1Também conhecido pelo nome de potencial caótico. Qualquer potencial do tipo φp, sendo p uma
potência qualquer, é dito caótico pois a inflação é uma consequência natural de condições iniciais caóticas
no universo primordial [44].
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onde ti é o instante onde a inflação começa, t∗ será o instante de transição, φl é o campo

dito leve, φp é o campo dito pesado e ml é a massa leve, que satisfaz a condição

m2
l � H2 . (4.4)

No instante t∗ o campo pesado φp, que até então é na verdade leve, ganhará uma

massa pesada mp, onde

mp >> ml , (4.5)

sendo que a massa é dita pesada no sentido de que

mp >> H . (4.6)

Portanto, para qualquer tempo t ≥ t∗ os potênciais serão

Vl =
m2

l φ
2
l

2
, Vp =

m2
p

(
φp − φ̃p

)2

2
. (4.7)

Daqui em diante, toda quantidade dependente do tempo levará o ı́ndice “−”, quando

estivermos tratando da mesma no intervalo t < t∗ e o ı́ndice “+” para tempos t > t∗. Por

exemplo,

ρ− = ρ−l + ρ−p =
∑
i=l,p

(
(φ̇−i )2

2
+ V −i

)
, (4.8)

p− = p−l + p−p =
∑
i=l,p

(
(φ̇−i )2

2
− V −i

)
, (4.9)

são a densidade de energia e a pressão totais do universo para t ≤ t∗ sendo que os
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potenciais V −i são dados pela equação (4.3) e, para t ≥ t∗ teremos

ρ+ =
∑
i=l,p

(
(φ̇+

i )2

2
+ V +

i

)
, (4.10)

p+ =
∑
i=l,p

(
(φ̇+

i )2

2
− V +

i

)
, (4.11)

onde, dessa vez, os potênciais obedecem à expressão (4.7).

4.1 Equações de base

O nosso modelo de universo é, como sempre, homogêneo e isotrópico, de curvatura nula,

e portanto descrito pela métrica FLRW, neste caso

ds2 = dt2 − a2(t)d~x2 , (4.12)

onde a(t) é o fator de escala e t o tempo cósmico. A evolução do universo é descrita pelas

equações de Friedmann e pela equação de continuidade, que no caso de campo escalar é

a equação de Klein-Gordon, e portanto temos

3H2 = M−2
Pl

∑
i

(
φ̇2
i

2
+ Vi

)
, Ḣ = −M−2

Pl

∑
i

φ̇2
i

2
, (4.13)

φ̈i + 3Hφ̇i + V ′i = 0 , (4.14)

onde H = ȧ/a é o parâmetro e Hubble e também introduzimos a notação V ′i ≡ ∂φiVi.

Como veremos mais adiante, as oscilações no espectro de potência serão de ordem

ε ≡ ρp

ρl

∣∣∣∣
t∗

, (4.15)

onde

ρi = Vi +
1

2
φ̇2
i , (4.16)
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é a densidade de energia para cada um dos campos.

A amplitude das oscilações no espectro de potência são limitadas pelas observações

mais recentes em menos de um porcento [33], e então vamos impor ε . O(10−2) � 1.

Esse parâmetro de valor pequeno não deve ser confundido com os parâmetros de rolamento

lento, que para o caso de um universo preenchido por vários campos escalares canônicos

e sem interação, são

ε ≡ − Ḣ

H2
=
∑
i

M−2
Pl

2

(
φ̇i
H

)2

≡
∑
i

εi , εij =
√
εiεj , (4.17)

δi ≡ − φ̈i

Hφ̇i
, δi + δj = ε− ε̇ij

2Hεij
, ηij ≡M2

Pl

V,φiφj
V

. (4.18)

Como já vimos anteriormente, para termos uma inflação do tipo rolamento lento, devemos

impor ε� 1, e então teremos a equação de Friedmann aproximada

3H2 'M−2
Pl Vl , (4.19)

e portanto é o campo φl que domina a dinâmica de fundo durante a inflação.

4.1.1 Antes da transição, t ≤ t∗

Inicialmente, para tempos t ≤ t∗, ambos os campos são leves, ou seja, têm massa mi =

ml � H e, portanto, podemos impor a segunda condição de rolamento lento δi � 1 para

ambos os campos, de onde vem

3Hφ̇i + V ′i ' 0 , (4.20)

que podemos substituir no primeiro parâmetro de rolamento lento ε, e então temos

ε '
∑
i

M2
Pl

2

(
V ′i

3H2

)2

. (4.21)
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Até primeira ordem, a razão entre as densidades de energia na transição irá satisfazer

ε '
φ∗2p

φ∗2l

+
1

3
εp � 1 , (4.22)

e as condições de rolamento lento combinadas com esta condição de energia irá limitar os

valores dos campos em

φ∗p � φ∗l , φ∗l > MPl , (4.23)

e, para sermos consistentes com as observações, vamos sempre usar

φ∗l ≡ 15MPl , (4.24)

que, para o caso do potencial quadrático, é o valor necesário para que a inflação dure

tempo suficiente.

Agora podemos resolver as equações de Klein-Gordon (4.20) no limite do rolamento

lento, que nos levarão a

φl ≈ φ∗l

[
1 +

√
2

3

(
MPl

φ∗l

)
ml (t∗ − t)

]
, (4.25)

φp ≈ φ∗p

[
1 +

√
2

3

(
MPl

φ∗l

)
ml (t∗ − t)

]
, (4.26)

Que se forem substitúıdas nas expressões para os parâmetros de rolamento lento teremos

εp ' 2M2
Pl

φ∗2p

φ∗4l

, (4.27)

εl ' 2M2
Pl

1

φ∗2l

, (4.28)

sendo que, da condição de energia (4.22), conclúımos que φ∗p � φ∗l e, portanto

εp � εl , (4.29)

o que nos motiva a tratar εp como uma quantidade de segunda ordem. Consequentemente,
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a condição de energia (4.22) será simplificada em

ε '
φ∗2p

φ∗2l

� 1 . (4.30)

4.1.2 Após a transição, t ≥ t∗

No intervalo t ≥ t∗ o campo φp ganha a massa mp, que viola a condição de rolamento

lento para δp. Mesmo assim, vimos que a energia é dominada pelo campo φl, assim como o

primeiro parâmetro de rolamento lento. O campo leve φl continua com o mesmo compor-

tamento inflacionário, ou seja, satisfaz as relações ε � 1 e δl � 1, e portanto o universo

continua a evolução aproximadamente inflacionária, exceto por pequenas correções que

poderiam vir do comportamento do campo pesado.

Já que o campo pesado viola o comportamento inflacionário, que neste caso significa

δp >> 1 para mp >> H, vamos definir um novo parâmetro, dado pela razão entre as

massas

εm =
m2

l

m2
p

, (4.31)

e, portanto, a condição que define o campo pesado pode ser reescrita como

εm � 3εl , (4.32)

de maneira que (H/mp)2 pode ser tratado como um parâmetro de segunda ordem, quando

comparado com εl e ε. Sob estas condições, as equações de fundo são

3H2 'M−2
Pl Vl , 3Hφ̇l + V ′l ' 0 , φ̈p + 3Hφ̇p + V ′p = 0 , (4.33)

que podem ser resolvidas como

φl ' φ∗l

[
1−

√
2

3

(
MPl

φ∗l

)
ml (t− t∗)

]
, (4.34)

φp − φ̃p ' C

(
a

a∗

)−3/2

sin [mp(t− t∗) + γ] , (4.35)
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onde a(t∗) = a∗, φ̃p, C e γ são constantes de integração.

No instante da transição temos de impor a continuidade do fator de escala e do parâ-

metro de Hubble

[a]± = 0 , [H]± = 0 , (4.36)

conforme é esperado das condições de junção de Israel/Deruelle-Mukhanov [45–47], que

requerem a continuidade da curvatura e da métrica induzida na hiper-superf́ıcie que separa

as duas fases da inflação. Aqui, introduzimos a notação

[F ]± ≡ F (t+∗ )− F (t−∗ ) , (4.37)

que mede a mudança de uma quantidade no ponto de transição. Os campos não estão

interagindo ou decaindo, portanto podemos impor a continuidade dos mesmos, assim como

dos respectivos potenciais e das energias cinéticas, ou seja, [ρi]± = 0 e [φ̇i]
± = 0.

Substituindo as soluções (4.25) e (4.26) do intervalo de tempo anterior a transição e

(4.34) e (4.35) do intervalo posterior a transição nas condições de junção, chegamos em

cot γ =
3

2

H

mp

+

√
2

3

(
MPl

φ∗l

)2

' 1√
3εl

(
3

2

√
εm + εl

)
� 1 , (4.38)

de maneira que podemos fazer uma expansão de Taylor em cot γ ao redor de π/2 e

aproximar

γ ≈ π

2
− 1√

3εl

(
εl +

3

2

√
εm

)
≡ π

2
+ δγ . (4.39)

De maneira similar, teremos

C =

(
ml

mp

)
φ∗p
| sin γ|

≈
√
εm(1 + δγ)φ∗p ≈

√
εmφ

∗
p , (4.40)

e

φ̃p = φ∗p

(
1− ml

mp

)
= φ∗p (1−

√
εm) , (4.41)
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Figura 4.1: A evolução dos campos, com o momento de transição em t∗, quando φp

evolui de um campo leve para um campo pesado, como é dado pelas so-
luções em (4.26) e (4.35). O potencial é cont́ınuo durante a transição
~φ∗ ≡ (φ∗l , φ

∗
l ), mas a segunda derivada faz um salto do valor ∂2V/∂φ2

p|− = ml

para ∂2V/∂φ2
p|+ = mp em ~φ∗.

onde φ̃p é a constante que garante a continuidade do potencial do campo pesado. A razão

entre as densidades de energia (4.22) continuam sendo

ε ≡
ρ∗p
ρ∗l
'
φ∗2p

φ∗2l

, (4.42)

tendo em vista que [ρi]± = 0.

Como escolhemos potenciais quadráticos e tratamos a transição de ml → mp para o

campo φp como sendo instantânea, as amplitudes das oscilações do campo pesado são

amortecidas e caem com a−3/2 e, portanto a densidade de energia do mesmo desaparece

muito rapidamente, em apenas alguns poucos tempos de Hubble 1/H. Na Figura 4.1 é

posśıvel ver a evolução dos campos no espaço de fase.

Usando as definições da densidade de energia e da pressão (4.8) e (4.10) podemos
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Figura 4.2: O parâmetro da equação de estado (4.43), como uma função do número
de potências (∆N) do fator de escala exponencial, para ml/mp =

√
εm =

5×10−3, com dois valores diferentes para a razão entre as energias. O ponto
de transição N∗ ≡ 3 é fixado a mão, e a evolução da equação (4.43) não
depende do mesmo.

calcular, para qualquer instante t, o parâmetro da equação de estado, de onde vem

1 + w =
φ̇2

l + φ̇2
p

3M2
PlH

2
, (4.43)

que tem uma componente oscilatória após a transição, devido as oscilações em φp. Como

podemos ver na Figura (4.2), essas oscilações desaparecem muito rapidamente.

4.1.3 Transição abrupta

Como vemos na Figura (4.1), após a transição a componente pesada desaparece muito

rapidamente, e a inflação passa a ser totalmente dominada apenas pela componente leve.

Devido a presença da componente pesada encontramos também oscilações no parâmetro

da equação de estado (4.43) e, como vemos na Figura (4.2), essas oscilações desaparescem

rapidamente, conforme a componente pesada, responsável pelas oscilações, desaparece.

Em virtude do caráter transiente das oscilações somos motivados a ignorá-las. Fazemos

isso ignorando o campo pesado φp após a transição, ou seja, em termos da equação (4.43)
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podemos escrever, para t ≤ t∗

1 + w− '
φ̇2

l + φ̇2
p

3M2
PlH

2
=

2

3
(ε−l + ε−p ) , (4.44)

e, após a transição, ignorando as oscilações de φ+
p , teremos

1 + w+ ≈
φ̇2

l

3M2
PlH

2
' 2

3
ε+l . (4.45)

Se mantivermos as oscilações, o parâmetro da equação de estado será cont́ınuo, assim

como as outras quantidades de fundo. Mas no caso da transição abrupta, ou seja, quando,

após a transição, ignoramos o campo pesado φp (e consequentemente as oscilações), iremos

criar uma descontinuidade em (4.43), que será

∆w

1 + w−
≡ w− − w+

1 + w−
≈ ε

1 + ε
≈ ε , (4.46)

onde usamos a relação εp/εl ' ε. Como ignoramos a contribuição do campo pesado nas

equações de Friedmann desde o ińıcio, o parâmetro de Hubble, o fator de escala e o tempo

conforme continuam sendo cont́ınuos.

Apesar de termos criado o salto (4.46) em (4.43), iremos terminar com equações per-

turbativas mais simples, que nos permitirão estimar a amplitude das oscilações no espectro

de potência.

4.2 Perturbações

Nosso objetivo é calcular o espectro de potência das perturbações de curvatura R após

a transição, quando as oscilações do campo pesado e o próprio campo pesado já tenham

desaparecido. Vamos fazer os cálculos de duas maneiras: usando a aproximação abrupta,

descrita na Seção 4.1.3, sendo que iremos também ignorar as perturbações do campo

pesado, e também faremos os mesmos cálculos usando a descrição completa, com ambos

os campos e ambas as perturbações.
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Como já mostramos anteriormente, o elemento de linha com perturbações escalares

pode ser escrito, de maneira mais geral, como

ds2 = (1− 2A)dt2 + 2aB,idx
idt− a2[(1− 2ψ)δij + 2E,ij]dx

idxj . (4.47)

Podemos fixar as variáveis invariantes de calibre

Φ = A+ (aB − a2Ė) , (4.48)

Ψ = ψ −H(aB − a2Ė) . (4.49)

que irão coincidir, isto é, Φ = Ψ, no caso da perturbação do tensor momento-energia conter

pressão anisotrópica nula, ou seja, apenas as componentes diagonais serem diferentes de

zero (δT ij = 0 para i 6= j). Perturbando ambos os campos escalares, teremos

φi(x, t) ≡ φi(t) + δφi(x, t) . (4.50)

Da mesma maneira que fizemos anteriormente, podemos calcular as equações de movi-

mento das perturbações dos inflatons no espaço de Fourier, que serão acopladas, e teremos

δ̈φi + 3H ˙δφi +
k2

a2
δφi +

∑
j

(∂2
φiφj

V )δφj = −2(∂φiV )A+ φ̇i

[
Ȧ+ 3ψ̇ +

k2

a2
(a2Ė − aB)

]
.

(4.51)

Novamente, podemos usar as variáveis de Sasaki-Mukhanov

Qi = δφi +
φ̇i
H
ψ , (4.52)

para simplificar as equações de movimento acopladas

Q̈i + 3HQ̇i +
k2

a2
Qi +

∑
j

(
∂2
φiφj

V − M−2
Pl

a3

(
a3

H
φ̇iφ̇j

).)
Qj = 0 . (4.53)

O acoplamento entre as equações perturbadas de ambos os campos, como visto em

(4.53), irá tornar a resolução da mesma um pouco mais elaborada, quando comparada
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com o caso de um único campo. A seguir, vamos fazer um descrição geral de como resolver

a equação (4.53), para ambos os intervalos, antes e depois da transição. Primeiro, vamos

usar o tempo conforme dt = adτ , para reescrevermos o lado esquerdo de (4.53)

Q′′i + 2HQ′i + k2Qi = −a2
∑
j

(
∂2
φiφj

V − M−2
Pl

a3

(
a3

H
φ̇iφ̇j

).)
Qj . (4.54)

Mantivemos o lado direito em função do tempo cósmico t pois as componentes da soma

podem ser escritas em função do parâmetros de rolamento lento, que definimos anterior-

mente em função das derivadas de t. Agora, vamos redefinir as variáveis Qi, e escrever

ui ≡ aQi , (4.55)

que então, irá nos dar a equação de onda acoplada

u
′′

i +

(
k2 − 2

τ 2

)
ui = − 1

τ 2

∑
j

Mijuj , (4.56)

onde Mij são as componentes da matriz de interação, ou matriz de massa, M . Essa

matriz depende dos parâmetros de rolamento lento e, como esses parâmetros são diferentes

antes e depois da transição vamos deixar para escrever as matrizes M− e M+ mais a

frente. Podemos resolver a equação de onda para ui se fizermos uma rotação na matriz

de interação M de maneira que matriz rotacionada seja diagonal [48]. Essa rotação será

dada pela matriz de rotação

U =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 . (4.57)

Aplicando a matriz de rotação (4.57) na matriz de interação obteremos a diagonaliza-

ção,

UTMU =

 λ1 0

0 λ2

 , (4.58)
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com auto-valores

λp,l =
1

2

[
Mpp +Mll ± |Mpp −Mll|

√
1 + (tan 2θ)2

]
, (4.59)

e o ângulo θ da rotação é

tan 2θ =
2Mpl

Mpp −Mll

. (4.60)

Essa rotação é dependente da escala, ou seja, de k, e fixamos a escala como sendo aquela

onde os modos perturbativos reentram no horizonte, isto é, k = aH [48].

As variáveis de perturbação desacopladas vi são dadas pela rotação

ui =
∑
j

Uijvj , (4.61)

e satisfazem a equação de onda

v′′i +

(
k2 − (2− λi)

τ 2

)
vi ≈ 0 . (4.62)

4.2.1 Antes da transição, t ≤ t∗

Antes do campo φp se tornar massivo podemos calcular a matriz de interação M− em

função dos parâmetros inflacionários

M−
ij ' 3

(
η−ij − 2ε−ij − ε−δij

)
, (4.63)

até a primeira ordem dos parâmetros de rolamento lento. Podemos ainda simplificar

M− ' −6εl(1− 2ε)

 ε
√
ε

√
ε 1

 , (4.64)
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de maneira que o ângulo de rotação θ− será dado pela relação

tan 2θ− ' −2

√
ε

(1− ε)
' −2

√
ε , (4.65)

até primeira ordem e, da mesma maneira, os auto-valores da matriz diagonal serão

λ−p ' O(εlε) , (4.66)

λ−l ' ' −6εl +O(εlε) . (4.67)

Agora a equação de onda para as variáveis desacopladas vi podem ser facilmente resolvidas

para t ≤ t∗. Neste caso, vamos assumir o vácuo de Bunch-Davies, ou seja, vi → e−ı̇kτ/
√

2k

para τ → −∞, e vamos encontrar novamente

v−i =

√
π

2
eı̇(µ

−
i +1/2)π/2

√
−τH(1)

µ−i
(−kτ)ei(~k) , (4.68)

onde H(1)

µ−i
(−kτ) é a função de Hankel do primeiro tipo e ordem

µ−i ≡
√

9

4
− λ−i (4.69)

e ei(~k) são variáveis Gaussianas independentes, que satisfazem as relações

〈
ei(~k)

〉
= 0 ,

〈
ei(~k)ej(~k

′)∗
〉

= δijδ
3(~k − ~k′) , (4.70)

e que foram introduzidas para podermos separar as contribuições das perturbações de

cada um dos campos.
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4.2.2 Após a transição, t ≥ t∗

Mesmo após a transição a equação de onda para a variável ui tem o mesmo formato, mas,

desta vez, a matriz de interação é

M+
ij ≡ 3(η+

ij + 2ε+ij − ε+δij) + 6ε+ij

(
V ′i

3Hφ̇+
i

+
V ′j

3Hφ̇+
j

)
, (4.71)

onde V ′i = ∂φ+
i
Vi. Devido as oscilações em φp e da massa mp a aproximação de rolamento

lento não pode ser usada em V ′p/(3Hφ̇p). Mesmo assim, até a maior ordem posśıvel dos

parâmetros pequenos, encontramos as componentes da matriz M+

M+
ll ' −6εl − 9εF 2

osc , (4.72)

M+
pl ' 6εl

√
ε

εm
F̃osc , (4.73)

M+
pp '

m2
p

H2
− 3εl + 9εF 2

osc + 12ε
mp

H
FoscF̃osc , (4.74)

onde introduzimos as funções oscilatórias

Fosc ≡
(
a

a∗

)−3/2
(

cos (mp(t− t∗) + γ)− 3
2
H
mp

sin (mp(t− t∗) + γ)

sin γ

)
, (4.75)

≈ −
(a∗
a

)3/2

sin(mp(t− t∗)) , (4.76)

F̃osc ≡
(
a

a∗

)−3/2(
sin (mp(t− t∗) + γ)

sin γ

)
≈
(
a

a∗

)3/2

cos(mp(t− t∗)) , (4.77)

lembrando que, quando fizermos a diagonalização (rotação) iremos fixar o tempo t dessas

funções para o momento onde os modos k reentram no horizonte, ou seja, k = aH. As

aproximações das funções oscilatórias acima são feitas para o caso γ ≈ π/2, de acordo

com a equação (4.39), e mantemos apenas os termos de ordem zero em H/mp.
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Até primeira ordem, podemos aproximar

tan 2θ+ '
4
√
εmεF̃osc

1 + εm + 12ε H
mp
FoscF̃osc

, (4.78)

≈ 4
√
εmεF̃osc � 1 . (4.79)

Portanto, sabendo que o ângulo de rotação é pequeno, também aproximamos

λ+
p ≈

m2
p

H2
≈ 3εl
εm
� 1 , (4.80)

λ+
l ≈ −6εl − 9εF 2

osc . (4.81)

O campo φp torna-se pesado em t∗, e portanto λ+
p irá ganhar uma contribuição maior

quando comparado com (4.66), enquanto λl adquire uma contribuição oscilatória, mas

passageira, quando comparado com (4.67). As soluções para os modos vi são, novamente,

dadas como combinações das funções de Hankel

v+
i =

√
π

2

√
−τ+

[
Ai(k)H(1)

µ+
i

(−kτ+) +Bi(k)H(2)

µ+
i

(−kτ+)
]
, (4.82)

onde

µ+
i ≡

√
9

4
− λ+

i . (4.83)

Como ui = aQi e ui =
∑

j Uijvj, cada uma das variáveis de Sasaki-Mukhanov têm con-

tribuição das perturbações de ambos os campos leve e pesado. As amplitudes Ai e Bi

precisam ser determinadas através das condições de continuidade da curvatura antes da

transição das perturbações.

4.2.3 Transição abrupta

Como ignoramos as breves oscilações das variáveis de fundo, como foi explicado na Seção

4.1.3, devemos também ignorar inteiramente a contribuição das perturbações do campo

pesado. Isso significa que a única influência de φp aparece no salto do parâmetro da
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equação de estado na transição, já que ρp decresce rapidamente para t > t∗. Podemos

justificar essa aproximação se ε � 1, de maneira que a amplitude da excitação não seja

tão grande após a transição. Uma condição necessária para isso é que, a amplitude de

excitação, definida por

Ξ ≡ φ∗p − φ̃p =
ml

mp

φ∗l
√
ε = φ∗p

√
εm ≈ C , (4.84)

satisfaça a condição

Ξ

MPl

� ml

mp

=
√
εm . (4.85)

Já que Ξ = φ∗l
√
εεm = 15MPl

√
εεm, de acordo com (4.84), a condição (4.85) é satisfeita se

ε � 0.01. Veremos que as correções no espectro de potência são de ordem ε, e portanto

a aproximação da transição abrupta pode ser usada para encontrarmos correções de PR
que sejam de no máximo 1%. Acidentalmente esse é o valor máximo que as observações

nos dão para as correções do espectro de potência.

Nessa aproximação, a equação de movimento para a perturbação no campo leve (4.53)

é

Q̈l + 3HQ̇l +
k2

a2
Ql +

(
V ′′l −

M−2
Pl

a3

(
a3

H
φ̇2

l

).)
Ql = 0 , (4.86)

que terá soluções

Q−l =

√
π

2
eı̇(ν

−
l +1/2)π/2

√
−τH(1)

ν−l
(−kτ)el(~k) , (4.87)

Q+
l =

√
π

2

√
−τ
[
α(k)H(1)

ν+
l

(−kτ) + β(k)H(2)

ν+
l

(−kτ)
]
el(~k) , (4.88)

onde ν+
l = ν−l ≈

√
9/4 + 6εl. Os coeficientes de Bogoliubov (α, β) devem ser determinados

por aproximações das condições de continuidade das soluções em t < t∗ e t > t∗.
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4.3 Condições de continuidade

Se admitirmos que a transição ml → mp é instantânea podemos usar, novamente, as

codições de junção de Israel/Deruelle-Mukhanov [45–47], dessa vez para as perturbações,

de maneira a relacionar as perturbações antes e depois da transição. A transição acontece

em uma superf́ıcie onde φp é uniforme, e então as condições de junção se reduzem a

continuidade de

[R]± = 0 , [Φ]± = 0 , (4.89)

onde Φ é o potencial de Bardeen (4.48), e a perturbação comóvel de curvatura está rela-

cionada com o as variáveis de Sasaki-Mukhanov via

R =
H(∑
j φ̇

2
j

) (∑
i

φ̇iQi

)
, (4.90)

para o caso de múltiplos campos. Também podemos escrever o potencial de Bardeen Φ

em função das variáveis de Sasaki-Mukhanov

− k2Φ =
a2

2M2
Pl

∑
i

(
Q̇iφ̇i +Qi

(
∂V

∂φi
+

3

2
(1− ω)φ̇iH

))
, (4.91)

de maneira que as condições de continuidade para R e Φ serão reduzidas a condições sobre

Qi e suas derivadas.

4.3.1 Transição abrupta

Vamos primeiro tratar do caso da transição abrupta, pois a ausência de perturbações na

direção pesada φp simplificará os resultados em relação aquilo que iremos obter para o

caso completo.

Ignorando as contribuições do campo pesado podemos verficar que as somas presentes

em (4.90) e (4.91) irão contar apenas com a presença do campo leve φl e da perturbação,
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expressa através de Ql, e então teremos

−k2Φ ≈ a2 φ̇lQ̇l

2M2
Pl

, (4.92)

R ≈ φ̇lQl

3(1 + ω)M2
PlH

, (4.93)

que se forem substitúıdas nas condições de continuidade (4.89), encontramos

[
Q̇l

]±
= 0 ,

[
Ql

1 + ω

]±
= 0 . (4.94)

A primeira condição de (4.94) é a continuidade da derivada temporal da perturbação,

enquanto a segunda condição de (4.94) não é tão trivial e muito menos evidente, já que

temos o termo extra do parâmetro da equação de estado ω, que no caso da transição

abrupta é descont́ınuo, como mostramos em (4.46). De posse das soluções (4.87) e (4.88)

calculadas anteriormente, e juntando com as condições de continuidade (4.94), podemos

calcular um sistema de duas equações, e então encontramos os coeficientes de Bogoliubov

α = −π
8
ı̇eı̇(νl+1/2)π/2

{
3

∆w

1 + w−
H(2)
νl
H(1)
νl

+ 2x

[
H(2)
νl

dH(1)
νl

dx
− 1 + w+

1 + w−
H(1)
νl

dH(2)
νl

dx

]}
,

(4.95)

β =
π

8
ı̇eı̇(νl+1/2)π/2

{
3

∆w

1 + w−
H(1)
νl
H(1)
νl

+ 2x

[
H(1)
νl

dH(1)
νl

dx
− 1 + w+

1 + w−
H(1)
νl

dH(1)
νl

dx

]}
,

(4.96)

onde ν+
l ≈ ν−l =

√
9/4 + 6εl e todas as funções de Hankel dependem da variável adimen-

sional

x ≡ −kτ∗ . (4.97)

O efeito das perturbações do campo pesado não aparecem nos coeficientes do Bogoliu-

bov, assim como os detalhes do mecanismo de excitação. A única maneira de observarmos

algum efeito aqui é através do degrau ∆ω do parâmetro da equação de estado. Portanto

63
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podemos concluir que os coeficientes de Bogoliubov são genéricos, para qualquer meca-

nismo de excitação que provoque um salto ∆ω na equação de estado. De fato, os mesmos

coeficientes já foram encontrados em outros contextos [49,50].

4.3.2 O caso completo: ambos os campos

Agora vamos calcular os coeficientes de Bogoliubov na presença de ambos os campos,

tanto na base como na perturbação. Como as energias cinética e potencial de ambos os

campos são cont́ınuas, o parâmetro da equação de estado também é, ou seja

[w]± = 0 , (4.98)

e apenas a descontinuidade ml → mp na transição de φp pode gerar condições de junção

não triviais.

Embora o ganho de massa em φp provoque uma guinada abrupta (veja Figura 4.1),

todas as quantidades de fundo permanecem cont́ınuas e suaves2, ou seja

[a]± = [H]± = [ρi]
± = [Vi]

± = 0 . (4.99)

Para satisfazermos as condições de continuidade de Israel/Deruelle-Mukhanov, vamos

assumir que cada componente das somas (4.90) e (4.91) sejam cont́ınuas, já que os campos

não interagem durante a mudança instantânea dos potenciais. Além disso, como não existe

nenhuma mudança no campo leve φl e as quantidade de base são cont́ınuas, as perturbações

do campo leve não devem ser afetadas pela transição, e portanto [Ql]
± = [Q̇l]

± = 0 no

calibre plano (ψ = 0) [21].

Já as perturbações no campo pesado são senśıveis a mudanças no potencial, mas como

Ql, R e φ̇i são cont́ınuos, Qp também deve ser cont́ınuo, devido a relação (4.90). Portanto,

a única quantidade que não obedece uma relação não-trivial de continuidade é Q̇p. As

2Exceto a segunda derivada de Vp.
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relações de continuidade serão

[Ql]
± = 0 , [Qp]± = 0 , (4.100)[

Q̇l

]±
= 0 ,

[
φ̇pQ̇p +Qp

(
∂φpV + 3Hφ̇p

)]±
= 0 . (4.101)

Se juntarmos as soluções (4.68) e (4.82) antes e depois da transição t∗ nas variáveis de

Sasaki-Mukhanov (4.61) com (4.68) e (4.82), temos

Q±p = cos θ±
v±p
a
− sin θ±

v±l
a
, (4.102)

Q±l = sin θ±
v±p
a

+ cos θ±
v±l
a
. (4.103)

As soluções para t > t∗ em (4.82) têm coeficientes de Bogoliubov que devem ser

expandidos em termos dos campos Gaussianos ei(~k), ou seja,

Al = αlel(~k) + αpep(~k) , Ap = α̃lel(~k) + α̃pep(~k) ,

Bl = βlel(~k) + βpep(~k) , Bp = β̃lel(~k) + β̃pep(~k) . (4.104)

Temos apenas de usar (4.102) e (4.103) nas condições de continuidade (4.100) para,

após longos cálculos, encontrarmos os coeficientes. Os mesmos, assim como parte do

processo de cálculos são apresentados no Apêndice B.

4.4 Espectro de potência

Como já vimos anteriormente, na Seção 3.3, o espectro de potência PR das perturbações

de curvatura R é definido como

PRδ(3)(~k − ~k′) =
4πk3

(2π)3

〈
R(~k′)∗R(~k)

〉
, (4.105)
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que, devido as condições de junção, irá contar com uma correção, de onde também defi-

nimos o espectro total PR
PR ≡ PSR

R (1 + δ) , (4.106)

sendo que δ é a correção do espectro total em relação ao espectro de rolamento lento

de um único campo PSR
R . Podemos então, encontrar o desvio em relação ao espectro de

rolamento lento de um único campo, que chamamos de

∆PR ≡ δ =
PR
PSR
R
− 1 . (4.107)

Em escalas onde −kτ � 1, o espectro de potência de referência é

PSR
R ≡

(
H2

2πφ̇l

Γ(µ+
l )

Γ(3/2)

)2 ∣∣∣∣−kτ+

2

∣∣∣∣3−2µ+
l

. (4.108)

4.4.1 Transição abrupta

No caso da transição abrupta, o termo β 6= 0 após a transição, irá criar pequenas oscila-

ções, e no limite −kτ � 1 encontramos as correções oscilatórias

∆PR + 1 = cos2

[
x+

(
νl +

1

2

)
π

4

]
+

(
1 + w+

1 + w−

)2

sin2

[
x+

(
νl +

1

2

)
π

4

]
(4.109)

≈ 1− 2ε sin2
(
−x+

π

2

)
, (4.110)

onde ε = ρp/ρl é razão entre as energias na transição t∗.

4.4.2 O caso completo

Como já vimos, pouco tempo após a transição, a energia do campo pesado torna-se des-

preźıvel quando comparada com a do campo leve. Posteriormente, no final da inflação, o

campo leve também decai e reaquece o universo. Como consequência, são as perturbações

Q+
l que terão o papel mais importante na determinação das flutuações da RCFM, e por-

tanto, para tempos mais tardios (−kτ → 0) na história inflacionária, podemos desprezar
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Q+
p para o cálculo do espectro de potência, e então a perturbação de curvatura será

R ≈ H

φ̇l

Ql . (4.111)

Aproximando as funções de Hankel no limite −kτ � 1 e usando (4.104), teremos

Q+
l ≈ −ı̇

√
−τ+

a

Γ(µ+
l )√
π

(
−kτ+

2

)−µ+
l

×

{[
(αl − βl) cos θ+ + (α̃l − β̃l)

Γ(µ+
p )

Γ(µ+
l )

(
−kτ+

2

)µ+
l −µ

+
p

sin θ+

]
el (4.112)

+

[
(αp − βp) cos θ+ + (α̃p − β̃p)

Γ(µ+
p )

Γ(µ+
l )

(
−kτ+

2

)µ+
l −µ

+
p

sin θ+

]
ep

}
,

onde αi, βi, sendo i = l, h, são dados por (B.9), (B.10), (B.13) e (B.14).

Dada a solução final (4.112), podemos encontrar o espectro de potência para o caso

onde usamos as condições completas de continuidade, ou seja,

PR ≈
(
H2

2πφ̇l

Γ(µ+
l )

Γ(3/2)

)2 ∣∣∣∣−kτ+

2

∣∣∣∣3−2µ+
l

×

(∣∣∣∣∣(αl − βl) cos θ+ + (α̃l − β̃l)
Γ(µ+

p )

Γ(µ+
l )

(
−kτ+

2

)µ+
l −µ

+
p

sin θ+

∣∣∣∣∣
2

(4.113)

+

∣∣∣∣∣(αp − βp) cos θ+ + (α̃p − β̃p)
Γ(µ+

p )

Γ(µ+
l )

(
−kτ+

2

)µ+
l −µ

+
p

sin θ+

∣∣∣∣∣
2)

.

Quando comparamos com a expressão (4.110) para o caso da transição abrupta ve-

mos que no caso completo (4.113) não podemos determinar a amplitude das oscilações

do espectro de potência, a frequência, ou a fase apenas olhando para a equação. Tere-

mos de analisar os resultados baseados nos gráficos que podemos traçar com (4.113) e,

posteriormente, podemos fazer um paralelo entre este e o resultado de (4.110).
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Figura 4.3: A correção do espectro de potência no caso completo, com a presença de
ambos os campos, onde ε = 10−6, εm = 10−3 e φ∗l = 15MPl, logo após a
transição e também um pouco mais tarde. O primeiro pico está localizado
em k/k∗ ≈ 1.92. com aplitude 8.66× 10−6 para a curva cinza (∆N+ = 2) e
8.74× 10−6 para a curva tracejada (∆N+ = 30).
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função de ∆N+ após a transição, para várias combinações de ε e εm, com
φ∗l = 15MPl.
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Figura 4.5: A correção do espectro de potência em ∆N+ = 10 e com ε = 10−6 e φ∗l =
15MPl. O primeiro pico da curva cinza tem amplitude 8.54×10−6 e posição
k/k∗ = 1.90 (εm = 10−4), enquanto o primeiro pico da curva tracejada tem
amplitude 8.74 × 10−6 e posição k/k∗ = 1.92 (εm = 10−3). É evidente que
existe uma pequena dependência entre a correção e εm.
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e φ∗l = 15MPl. É evidente que existe uma pequena dependência entre a
correção e εm.
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Figura 4.7: A correção do espectro de potência, com ∆N+ = 10, εm = 10−3 e
φ∗l = 15MPl. O primeiro pico de ambas as curvas está posicionado em
k/k∗ = 1.92, com aplitude de 4.37× 10−6 para a curva cinza (ε = 5× 10−7)
e 8.74 × 10−6 para a curva tracejada (ε = 10−6). A dependência linear
da correção com ε está em concordância com a aproximação da transição
abrupta (4.110).
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Figura 4.8: A correção do espectro de potência no primeiro pico e a posição do primeiro
pico, como funções de ε para vários valores de εm, com ∆N+ = 10 e φ∗l =
15MPl. No painel a esquerda, as inclinações das curvas são 9.34, 8.72 e 8.52,
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a aproximação da transição abrupta em (4.110), embora diferenças pequenas
estejam presente, tal como a pequena dependência da inclinação da curva
com εm.
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Figura 4.9: Uma comparação entre a transição abrupta (curva cinza) e o caso completo,
com ambos os campos (curva preta), com ∆N+ = 10, ε = 10−6, εm = 10−3

e φl = 15MPl. A aproximação abrupta nos dá uma boa estimativa para a
amplitude e frequência da correção do espectro de potência.

71



Caṕıtulo 5

Matéria escura: condensação de

Bose-Einstein

A matéria escura corresponde a aproximadamente 26,8 % da densidade total do uni-

verso [16]. Como já vimos, as propriedades da matéria escura são medidas apenas através

da interação gravitacional, ou seja, não existe nenhum tipo de interação eletromagnética

conhecida, como absorção ou emissão de radiação. Existem vários candidados hipotéticos

a part́ıculas de matéria escura, como, por exemplo, WIMPs (Weakly Interacting Mas-

sive Particles), axions, neutrinos estéreis e gravitinos leves [51–53], só para citar alguns.

Mesmo assim, até o presente momento, não existe nenhuma medida direta da matéria

escura, e um grande esforço tem sido feito na tentativa de detectar as part́ıculas que

constituem essa componente.

Em temperaturas suficientemente baixas, grande parte das part́ıculas em um gás de

Bose (que é a versão quântica do gás ideal) podem ocupar um estado quântico de mais

baixa energia, fazendo com que o condensado como um todo se comporte como se fosse

uma única part́ıcula e permitindo que efeitos quânticos sejam observados em escala ma-

croscópica.

Se considerarmos apenas duas part́ıculas, as interações de campo médio entre elas em

um condensado de Bose-Einstein próximo a temperatura zero absoluto podem ser descritas

por uma equação de Schrödinger não-linear com potencial externo, que é conhecida como
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equação de Gross-Pitaevskii (GP) [54].

Podemos, então, propor a ideia de que as part́ıculas de matéria escura, podem, em

algum momento, formar condensados de Bose-Einstein [55–58]. Para descrever essa confi-

guração vamos começar com a Hamiltoniana que descreve a interação entre vários bósons

confinados por um potencial externo Vext [54–58], que é

Ĥ =

∫
d~rΨ̂†(~r)

[
− ~2

2m
∇2 + Vrot(~r) + Vext(~r)

]
Ψ̂(~r) +

+
1

2

∫
d~rd~r′Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r′)V (~r − ~r′)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r′) , (5.1)

onde Ψ̂(~r) e Ψ̂†(~r) são os operadores de campo do bóson que aniquilam e criam part́ıculas

na posição ~r, respectivamente, Vrot(~r) é o potencial associado a rotação do condensado

e V (~r − ~r′) é o potencial interatômico de interação entre dois corpos. É muito d́ıficil

trabalhar com essa equação para o caso de um sistema com muitas part́ıculas, mas alguns

métodos aproximativos podem facilitar bastante o trabalho.

O método que vamos utilizar aqui é a descrição do campo médio do condensado,

que consiste em separar do operador Ψ̂(~r) as contribuições dos bósons e do condensado.

De maneira geral, no caso de uma configuração não-uniforme e dependente do tempo, o

operador na representação de Heisenberg é escrito

Ψ̂(~r, t) = ψ(~r, t) + Ψ̂′(~r, t) , (5.2)

onde Ψ̂′(~r, t) é tratada como uma pequena perturbação e ψ(~r, t) é a função de onda que

descreve o condensado, que é dada pelo valor esperado do operador de campo, ou seja,

ψ(~r, t) =
〈

Ψ̂(~r, t)
〉
. (5.3)

Este campo é clássico e o seu valor absoluto fixa a densidade do fluido, isto é,

ρ(~r, t) = |ψ(~r, t)|2 , (5.4)
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sendo que a condição de normalização é N =
∫
ρ(~r, t)d3~r. A equação de movimento da

função de onda do condensado é dada pela equação de Heisenberg

ı̇~
∂

∂t
Ψ̂(~r, t) =

[
Ψ̂, Ĥ

]
, (5.5)

onde o Hamiltoniano Ĥ é dado pela equação (5.1).

Se substituirmos o operador (5.2), que contém a função de onda ψ do condensado, na

equação de Heisenberg podemos encontrar a aproximação de ordem zero desta equação.

Embora para integral que contém o termo de interação entre as part́ıculas V (~r − ~r′) no

Hamiltoniano (5.1) essa seja, em geral, uma aproximação ruim para pequenas distâncias

de interação, em um gás frio e dilúıdo apenas colisões binárias em baixas energias são

importantes, essas colisões são independentes dos detalhes do potencial de interação e

são descritas pelo comprimento de espalhamento da onda. Portanto podemos substituir

a interação por uma interação efetiva

V (~r − ~r′) = λδ(~r − ~r′) , onde λ ≡ 4π~2 ls
m
, (5.6)

sendo m a massa das part́ıculas e ls o comprimento de espalhamento.

Não vamos considerar aqui o caso com rotação, de maneira que Vrot será nulo. Portanto,

a equação de Gross-Pitaevskii que descreve o comportamento do condensado de Bose

Einstein é

ı̇~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

[
− ~2

2m
∇2 + Vext(~r) + λ |ψ(~r, t)|2

]
ψ(~r, t) . (5.7)

Como potencial externo vamos escolher o potencial gravitacional, que satisfaz a equação

de Poisson

∇2Vext(~r) = 4πGρm , (5.8)

onde ρm = mρ é a densidade de massa do condensado.

Podemos entender mais facilmente as propriedades f́ısicas do condensado de Bose-

Einstein descritas pela equação de Gross-Pitaevskii (5.7) se usarmos a representação de

74
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Madelung da equação de onda, que é

ψ(~r, t) =
√
ρ(~r, t)e

ı̇
~S(~r,t) , (5.9)

onde a função S(~r, t) tem a dimensão de uma ação. Substituindo a representação de

Madelung na equação (5.7) vamos encontrar um sistema de duas equações diferenciais,

que são

∂ρm

∂t
+∇ · (ρm~v) = 0 , (5.10)

ρm

(
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

)
= −∇p

(ρm

m

)
− ρm∇

(
Vext

m

)
−∇VQ , (5.11)

onde VQ = −(~2/2m)∇2√ρm/ρm é chamado potencial quântico e ~v = ∇S/m é a veloci-

dade do fluido quântico. A pressão efetiva do fluido quântico de part́ıculas condensadas é

dada pela equação de estado

p =
2π~2ls
m3

ρ2
m , (5.12)

ou seja, a dinâmica do fluido é determinada pelo comprimento de espalhamento ls e pela

massa m das part́ıculas de matéria escura.

5.1 Dinâmica de fundo

De acordo com os dados mais recentes [16], vamos assumir um universo homogêneo e

isotrópico, com geometria plana descrita pela métrica de FLRW, ou seja,

ds2 = dt2 − a2(t)d~x2 , (5.13)

onde a(t) é o fator de escala, e o conteúdo material do universo é descrito pelo tensor

momento-energia de um fluido perfeito, que é

Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (5.14)
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onde ρ, p, uµ e gµν são a densidade, a pressão, a velocidade do fluido e o tensor métrico,

respectivamente.

Vamos assumir um universo preenchido por matéria bariônica, radiação, matéria es-

cura e energia escura na forma de uma constante cosmológica. Não iremos considerar

nenhuma forma de interação entre essas componentes, de maneira que cada uma delas é

conservada individualmente. Portanto, as equações de movimento que vamos usar são a

equação de Friedmann e as equações de conservação

H2 =
8πG

3
(ρb + ρr + ρχ + ρΛ) , (5.15)

ρ̇i + 3H (ρi + pi) = 0 , (5.16)

onde H = ȧ/a é o parâmeto de Hubble i = b, r, χ, Λ são os ı́ndices para matéria

bariônica, radiação, matéria escura e energia escura, respectivamente.

5.1.1 Matéria escura não condensada

No nosso modelo [59] iremos assumir que no passado a matéria escura era formada por

bósons de massa mχ e temperatura T , que foram criados em equiĺıbrio térmico e de-

sacoplaram a uma temperatura TD. No regime não-relativ́ıstico a matéria escura não

condensada tem pressão

pχ = σ2ρχ , (5.17)

onde σ2 = 〈~v 2〉 /3 é a dispersão de velocidade e 〈~v 2〉 é a velocidade média quadrática da

part́ıcula. A aplicação da equação de estado (5.17) na equação de conservação (5.16) nos

levará em

ρχ =
ρ

(0)
χ

(a/a0)3(1+σ2)
, (5.18)

onde ρ = ρ
(0)
χ quando a = a0. É importante notar que para uma baixa dispersão de

velocidade a pressão da matéria escura é pequena, e o comportamento da mesma é próximo

àquele da matéria escura descrita no modelo padrão, onde σ2 = 0.

Substituindo a equação de evolução da densidade (5.18) na equação de Friedmann
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(5.15) encontramos que a evolução do universo é descrita por

ȧ2

a2
= H2

0

(
Ω

(0)
b

(a/a0)3
+

Ω
(0)
r

(a/a0)4
+

Ω
(0)
χ

(a/a0)3(1+σ2)
+ ΩΛ

)
, (5.19)

onde H0 é o parâmetro de Hubble e Ω0
i = 8πGρ

(0)
i /3H2

0 são os parâmetros de densidade,

ambos em a = a0. Os parâmetros de densidade satisfazem a relação Ω
(0)
b +Ω

(0)
r +Ω

(0)
χ +ΩΛ =

1 e a0 pode ser considerado o valor do fator de escala hoje.

5.1.2 Matéria escura na forma de um condensado de Bose-Einstein

Como já vimos anteriormente, o condensado de Bose-Einstein obedece a equação de estado

pχ =
2π~2ls
m3
χ

ρ2
χ , (5.20)

onde ls é o comprimento de espalhamento e mχ é a massa das part́ıculas de matéria

escura. Usando a equação de conservação da energia (5.16) e a equação de estado (5.20)

da matéria escura condensada encontramos

ρ̇χ + 3ρχ (1 + ωχρχ)
ȧ

a
= 0 , (5.21)

sendo ωχ = 2π~2ls/m
3
χ. Resolvendo a equação acima, encontramos que a evolução da

densidade da matéria escura condensada é dada por

ρχ =
C

(a/a0)3 − ωχC
, (5.22)

onde C é uma constante de integração. Vamos fixar ρχ = ρ
(0)
χ em a = a0, para encontrar-

mos

ρχ =
1

ωχ

ρ0χ

(a/a0)3 − ρ0χ

, (5.23)

com

ρ0χ =
ωχρ

(0)
χ

1 + ωχρ
(0)
χ

=
ωχρ

(0)
crtΩ

(0)
χ

1 + ωχρ
(0)
crtΩ

(0)
χ

, (5.24)
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onde ρ
(0)
crt é o valor da densidade cŕıtica do universo hoje. Podemos facilmente encontrar

a equação de Friedmann que descreve o comportamento do universo, que na presença de

todas as componentes mencionadas anteriormente é

H2 = H2
0

(
Ω

(0)
b

(a/a0)3
+

Ω
(0)
r

(a/a0)4
+

1

ωχ

Ω0χ

(a/a0)3 − ρ0χ

+ ΩΛ

)
, (5.25)

onde Ω0χ = ρ0χ/ρ
(0)
crt.

5.1.3 Evolução cosmológica durante a transição de fase

Vamos supor que inicialmente a matéria escura está na forma não condensada, descrita

pela equação de estado (5.17). Em algum momento as part́ıculas de matéria escura irão

condensar e assumir a forma de um condensado de Bose-Einstein [59], que é descrito pela

equação de estado (5.12). Essa transição de fase será de primeira ordem e no instante de

transição a pressão tem de ser cont́ınua. Portanto, das equações de estado (5.17) e (5.20)

podemos calcular a densidade cŕıtica da matéria escura, ou seja, o valor da densidade

quando as part́ıculas começam a condensar, que é

ρcrt
χ =

σ2m3
χ

2π~2ls
=
σ2

ωχ
. (5.26)

Podemos também substituir a densidade cŕıtica (5.26) na equação (5.18) da evolução da

matéria escura para encontrar o valor do fator de escala no começo da transição de fase,

ou seja,

acrt

a0

=

(
2π~2ls
σ2m3

ρ
(0)
crtΩ

(0)
χ

) 1
3(1+σ2)

. (5.27)

O desvio para o vermelho de origem cosmológico, ou seja, provocado pela expansão do

universo é 1 + z = a−1, e portanto, o desvio para o vermelho cŕıtico é

1 + zcrt =

(
2π~2ls
σ2m3

ρ
(0)
crtΩ

(0)
χ

) −1

3(1+σ2)

. (5.28)

Durante todo o processo de transição de fase, ou seja, até que a última part́ıcula
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tenha condensado, a pressão da matéria escura será a pressão cŕıtica, isto é, p = pcrt. No

processo de transição de fase a densidade matéria escura na sua forma não-condensada,

que vamos chamar de “normal”, irá decair de ρnorm
χ até ρBEC

χ , quando todas as part́ıculas

fizerem parte de algum condensado de Bose-Einstein, que é quando termina a transição

de fase. Portanto, vamos definir a fração de densidade de matéria escura

f(t) =
ρχ(t)− ρnorm

χ

ρBEC
χ − ρnorm

χ

, (5.29)

que nos permite escreve-la a transição de fase como sendo

ρχ(t) = ρnorm
χ (1 + nχf(t)) , (5.30)

nχ =
ρBEC
χ − ρnorm

χ

ρnorm
χ

. (5.31)

Quando a condensação começa, no tempo t = tcrt, toda a matéria escura está na forma

não-condensada, ou seja, ρχ(tcrt) = ρnorm
χ e f(tcrt) = 0. Ao final da condensação, toda a

matéria escura estará condensada, de maneira que ρχ(tBEC) = ρBEC
χ , e f(tBEC) = 1. Com

a ajuda da equação da conservação da energia (5.16) nós encontramos que

a(t) = acrt (1 + rf(t))−1/3 , (5.32)

r =
nχ

1 + pcrt/ρnormχ

, (5.33)

onde a(tcrt) = acrt e a transição de fase termina em

1 + zBEC = (1 + r)1/3(1 + zcrt) . (5.34)

Para encontrarmos a evolução da fração de densidade (5.29) temos de substituir o

fator de escala (5.32) na equação de Friedmann (5.15), de onde vem que

df

dτ
= −3

(
1 + rf

r

)√
Ω

(0)
b

(acrt/a0)3
(1 + rf) +

Ω
(0)
r

(acrt/a0)4
(1 + rf)4/3 + Ω

(0)
χ (1 + nχf) + ΩΛ ,

(5.35)
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onde Ω
(0)
χ = ρnorm

χ /ρ
(0)
crt e τ = H0t. Na nossa configuração para a transição de fase temos

que ρBEC
χ < ρnorm

χ , e portanto r ∈ (−1, 0) e nχ < 0. Por outro lado temos que pcrt/ρ
norm
χ =

σ2 � 1 e, da equação (5.32) para o fator de escala durante a transição de fase, podemos

aproximar r ≈ nχ. Se descartarmos a contribuição da radiação, que é despreźıvel para

a densidade total do universo, a equação de evolução (5.35) da fração de densidade tem

solução

f(t) =
Ω2

Λ

rΩg

[
1 + Ωce

−3(ΩΛ/H
−1
0 )(t−tcrt)

1− Ωce−3(ΩΛ/H
−1
0 )(t−tcrt)

]2

− ΩΛ + Ωg

rΩg

, (5.36)

onde H−1
0 é o tempo de Hubble, e definimos

Ωg ≡
Ω

(0)
b

(acrt/a0)3
+ Ω(0)

χ , (5.37)

Ωc ≡
√

Ωg + ΩΛ − ΩΛ√
Ωg + ΩΛ + ΩΛ

. (5.38)

Como ainda não sabemos qual seria o comportamento do universo na presença dessa

componente exótica podemos tentar descartar a existência da constante cosmológica com

o intuito de fazer uma comparação mais adiante. Neste caso a evolução da fração de

densidade é

f(t) =
1

r

(
1 +

2

3
H0

√
Ωg(t− tcrt)

)−2

− 1

r
, (5.39)

e, como podemos ver das equações (5.36) e (5.39) para a evolução da fração de densidade,

o fator de escala não depende da razão r, além disso, é importante frisar que, quando o

processo de condensação chega ao fim, ou seja, para t ≥ tBEC, a evolução do universo é

dada pela equação de Friedmann (5.25).

Com a equação (5.32) para o fator de escala durante a condensação, e a evolução (5.36)

e (5.39) da fração de densidade podemos calcular o parâmetro de Hubble cŕıtico para o

modelo sem e com a presença de energia escura, ou seja,

Hcrt =
4

9
H0

√
Ω

(0)
b (1 + zcrt)3 + Ω

(0)
χ , (5.40)

Hcrt = H0

√
Ω

(0)
b (1 + zcrt)3 + Ω

(0)
χ + ΩΛ , (5.41)
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Figura 5.1: A razão entre o parâmetro de Hubble cŕıtico e o parâmetro de Hubble hoje,
para um universo com constante cosmológica (curva tracejada) e sem cons-
tante cosmológica (curva sólida).

respectivamente, que nos permite criar um v́ınculo para o desvio para o vermelho da

transição de fase zcrt, já que o parâmetro de Hubble no ponto cŕıtico deve ter um valor

maior do que hoje. Na Figura 5.1 vemos a razão entre o parâmetro de Hubble no ińıcio da

condensação e o parâmetro de Hubble hoje, como uma função do desvio para o vermelho

zcrt. A condição de que Hcrt/H0 > 1 é satisfeita para zcrt > 3.5, zcrt > 3.75 e zcrt > 0,

respectivamente.

O parâmetro da equação de estado efetiva ω é

ω =
p

ρ
=

σ2Ω
(0)
χ (1 + zcrt)

−3 − ΩΛR
3

Ω
(0)
b + Ω

(0)
χ (1 + zcrt)−3 + ΩΛR3

, (5.42)

onde definimos R ≡ a/a0. Com a expressão (5.42) e a equação de conservação da energia

(5.16) podemos encontrar a velocidade do som c2
s = ∂p/∂ρ do fluido efetivo que preenche

o universo, que é

c2
s =

σ2Ω
(0)
χ (1 + zcrt)

−3

Ω
(0)
b + Ω

(0)
χ (1 + zcrt)−3 + ΩΛR3

, (5.43)

que, por questões práticas, podemos aproximar a zero, já que σ2 � 1.
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5.2 Perturbações cosmológicas de densidade

Agora vamos aplicar o formalismo invariante de calibre, que descrevemos anteriormente

no Caṕıtulo 3, para estudarmos as perturbações escalares clássicas durante a condensação

de Bose-Einstein [22]. Vamos escolher o calibre longitudinal, que é definido como sendo

aquele onde fixamos os graus de liberdade B = 0 = E e, para o caso de um tensor

momento-energia diagonal, temos

ds2 = a(τ)2
[
(1 + 2Φ)dτ 2 − (1− 2Φ)d~x2

]
, (5.44)

onde Φ é a perturbação escalar invariante de calibre, que pode ser interpretada como

a generalização relativ́ıstica do potencial Newtoniano e τ é o tempo conforme, que é

relacionado com o tempo cósmico t via cdt = adτ . Das equações de Einstein perturbadas

encontramos as equações de movimento para o campo escalar Φ, que são

∇2Φ− 3H (Φ′ +HΦ) =
M−2

Pl

2
a2δρ , (5.45)

Φ′′ + 3HΦ′ +
(
2H′ +H2

)
Φ =

M−2
Pl

2
a2δp , (5.46)

para o caso do tensor momento-energia do fluido perfeito, f ′ = df/dτ é a derivada em

relação ao tempo conforme τ , H = a′/a é o parâmetro de Hubble no tempo conforme e δρ

e δp são as perturbações de densidade e pressão invariantes de calibre, respectivamente.

Para o caso de uma equação de estado adiabática [28, 31] , ou seja, onde a pressão

depende apenas da densidade, é fácil encontrar a relação

δp = c2
sδρ , (5.47)

que, combinada com as duas equações de movimento (5.45), onde c2
s = ∂p/∂ρ é a veloci-

dade do som efetiva do fluido, encontramos

Φ′′ + 3H
(
1 + c2

s

)
Φ′ +

[
2H′ +H2

(
1 + 3c2

s

)
+ c2

sk
2
]

Φ = 0 , (5.48)
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sendo ∇2Φ = −k2Φ, onde k é o número de onda das perturbações. Usando a regra da

cadeia, podemos escrever a equação de movimento em função do fator de escala a [22], e

teremos

a2d
2Φ

da2
+

[
4 + 3c2

s −
1

2

(
1 + 3

p

ρ

)]
a
dΦ

da
+

[
1 + 3c2

s

(
1 +

k2

M−2
Pl

ρa2

)
− 3

2

(
1 + 3

p

ρ

)]
Φ = 0 .

(5.49)

Para estudarmos as perturbações na densidade δρ temos de perturbar as equações de

conservação do tensor momento-energia T µν;ν = 0 até primeira ordem, para encontrarmos

δρ′ +H(δρ+ δp)− 3Φ′(ρ+ p) + a(ρ+ p)δui ,i = 0 , (5.50)

a−4
[
a5(ρ+ p)δui ,i

]′
+∇2δp+ (ρ+ p)∇2Φ = 0 , (5.51)

onde δui sãos as perturbações na velocidade do fluido e f i,i é a derivada espacial.

Nesse modelo bárions e matéria escura não interagem diretamente e descartamos a

pequena contribuição da radiação. Desta maneira, cada componente satisfaz o par de

equações de movimento (5.50) e (5.51) separamente e, já que durante a transição de fase

temos pcrt/ρχ = σ2 � 1, podemos fazer uma aproximação para mostrar que tanto bárions

como matéria escura satisfazem a mesma equação diferencial

(δ − 3Φ)′ + aδui ,i = 0 , (5.52)

δ =
δρb
ρb

=
δρχ
ρχ

, (5.53)

onde δ ≡ δρ/ρ é chamado de contraste da densidade.

Combinando as equações de perturbação (5.51) e (5.52) e fazendo a mudança de va-

riável para R = a/a0 [22] podemos encontrar

d

dR

[
R2H d

dR
(δ − 3Φ)

]
− ∇

2Φ

H
= 0 . (5.54)
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Devemos também aproximar o parâmetro da equação de estado (5.42) em

ω ≈

 0 , ΩΛ = 0 ,

−ΩΛR
3

Ωm+ΩΛR3 , ΩΛ 6= 0

, (5.55)

onde Ωm = Ω
(0)
b + Ω

(0)
χ (1 + zcrt)

−3. Da mesma maneira, a velocidade efetiva do som (5.43)

será aproximadamente

c2
s ≈ 0 , (5.56)

já que consideramos σ2 � 1.

5.2.1 Universo preenchido por bárions e matéria escura

Aplicando as aproximações (5.55) e (5.56), a equação de movimento (5.49) para as per-

turbações poderá ser escrita como

R2 d
2Φ

dR2
+

7

2
R
dΦ

dR
− 1

2
Φ = 0 , (5.57)

que tem a solução simples

Φ = C+R
n+ + C−R

n− , (5.58)

n± =
−5±

√
33

4
. (5.59)

Os modos crescentes e decrescentes do potencial Φ como função do tempo, dos vários

parâmetros do modelo e também para o modelo padrão (ΛCDM, com Ω0
b = 0.045, Ω0

dm =

0.255 and ΩΛ = 0.7) podem ser vistos na Figura 5.2.

Agora basta aplicar a solução (5.58) na equação (5.54) para encontrarmos

δ = 3Φ(R) +
k2

a2
0H

2
0 Ωm

[
C+

R(n+−2)

n+(n+ − 2)
+ C−

R(n−−2)

n−(n− − 2)

]
. (5.60)

Novamente, os modos crescentes e decrescentes do contraste de densidade em função do
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Figura 5.2: Modos crescentes e decrescentes do potencial Φ em função do tempo para
o modelo de condensação de Bose-Einstein e também para o modelo pa-
drão (ΛCDM), onde no modelo de condensação o universo é preenchido por
bárions e matéria escura.

tempo para vários valores dos parâmetros do modelo e também para o modelo padrão

podem ser vistos nas Figuras 5.3 e 5.4.

5.2.2 Universo preenchido por bárions, matéria escura e cons-

tante cosmológica

No caso de um universo com constante cosmológica, com parâmetro de densidade ΩΛ,

devemos usar as aproximações (5.55) e (5.56) do parâmetro da equação de estado efetiva

e velocidade do som, respectivamente, e da equação de movimento (5.49) vem

R2 d
2Φ

dR2
+

[
4− 1

2

(
1− 3

ΩΛR
3

Ωm + ΩΛR3

)]
R
dΦ

dR
+

[
1− 3

2

(
1− 3

ΩΛR
3

Ωm + ΩΛR3

)]
R = 0 ,

(5.61)

e se definirmos as novas variáveis

x ≡ − ΩΛR
3

Ωm + ΩΛR3
, (5.62)

Φ ≡ xν±y(x) , (5.63)
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Figura 5.3: Modos crescentes e decrescentes do contraste δ em função do tempo para o
modelo de condensação de Bose-Einstein e também para o modelo padrão
(ΛCDM), onde no modelo de condensação o universo é preenchido por bá-
rions e matéria escura. O comprimento de Hubble é λH0 = H−1

0 e para o
modelo padrão fixamos λ/λH0 = 0.1.

86
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Figura 5.4: Modos crescentes e decrescentes do contraste δ em função do tempo e para
vários valores do desvio para o vermelho cŕıtico, para o modelo de conden-
sação de Bose-Einstein e também para o modelo padrão (ΛCDM), onde
no modelo de condensação o universo é preenchido por bárions e matéria
escura. O comprimento de Hubble é λH0 = H−1

0 e para o modelo padrão
fixamos λ/λH0 = 0.1.

podemos calcular

x(1− x)
d2y

dx2
+ [c± − (a± + b± + 1)x]

dy

dx
− (a±b±) y = 0 , (5.64)

onde escrevemos

ν± ≡
−5±

√
33

12
, (5.65)

a± ≡
1

4
±
√

33

12
, (5.66)

b± ≡ a± , (5.67)

c± ≡ 1±
√

33

6
. (5.68)

A solução da equação de movimento (5.61) é

Φ(R) = C+x
ν+

2F1(a+, b+; c+;x) + C−x
ν−

2F1(a−, b−; c−;x) , (5.69)

onde 2F1(a, b; c;x) é a chamada função hipergeométrica. Os modos crescentes e decres-

cente do potencial Φ em função do tempo e para diferentes valores dos parâmetros do
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Figura 5.5: Modos crescentes e decrescentes do potencial Φ em função do tempo para
o modelo de condensação de Bose-Einstein e também para o modelo pa-
drão (ΛCDM), onde no modelo de condensação o universo é preenchido por
bárions, matéria escura e constante cosmológica.

modelo e também para o modelo padrão podem ser vistos na Figura 5.5.

Usando a solução (5.69) na equação de movimento (5.54) não podemos encontrar uma

solução anaĺıtica para a evolução do contraste δ. Podemos resolver a equação (5.54)

numericamente, e o resultado pode ser observado na Figura 5.6 para os modos crescentes

e decrescentes do contraste.

5.3 Equação de estado politrópica e o universo pri-

mordial

Como vimos, o comportamento do condensado de Bose-Einstein é descrito pela equação

de GP (5.7). No caso em que há interações repulsivas de curto alcance e em baixas

dimensões entre as part́ıculas envolvidas, a equação (5.7) não é necessarimente a melhor

descrição [60]. Portanto, o termo de interação entre as part́ıculas na equação de GP (5.7)

deve ser modificado e neste modelo as propriedades do estado fundamental do condensado

de Bose-Einstein será descrito pela equação de GP generalizada

ı̇~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

[
− ~2

2m
∇2 + Vext(~r) + g′

(
|ψ(~r, t)|2

)]
ψ(~r, t) , (5.70)
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Figura 5.6: Modos crescentes e decrescentes do contraste δ em função do tempo para o
modelo de condensação de Bose-Einstein e também para o modelo padrão
(ΛCDM), onde no modelo de condensação o universo é preenchido por bá-
rions, matéria escura e constante cosmológica. O comprimento de Hubble é
λH0 = H−1

0 e para o modelo padrão fixamos λ/λH0 = 0.1.
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onde ψ(~r, t) é a função de onda do condensado, m é a massa das part́ıculas, Vext(~r) é o

potencial gravitacional que obedece a equação de Poisson e a modificação na interação

entre as part́ıculas é descrita pela função geral g′
(
|ψ(~r, t)|2

)
= dg/dρ, onde ρ = |ψ(~r, t)|2.

Com fizemos anteriormente, podemos utilizar a representação de Madelung (5.9) para

a equação de onda

ψ(~r, t) =
√
ρ(~r, t)e

ı̇
~S(~r,t) , (5.71)

para novamente encontrarmos as equações

∂ρm

∂t
+∇ · (ρm~v) = 0 , (5.72)

ρm

(
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

)
= −∇p

(ρm

m

)
− ρm∇

(
Vext

m

)
−∇VQ , (5.73)

onde VQ = −(~2/2m)∇2√ρm/ρm é o potencial quântico e ~v = ∇S/m é a velocidade do

fluido quântico. A pressão efetiva do fluido quântico de part́ıculas condensadas no caso

da interação generalizada é dada pela equação de estado

p
(ρm

m

)
= g′ρm − g . (5.74)

Podemos escrever a função g

g ∝ ργm , (5.75)

e então calculamos a equação de estado generalizada

p = kργm , (5.76)

onde k é uma constante de proporcionalidade que pode ser relacionada com a massa das

part́ıculas e o comprimento de espalhamento no caso das interações de comprimentos de

onda longo. Ainda, fazendo um paralelo entre este caso, mais geral, e o caso tradicional

do condensado de Bose-Einstein, podemos escrever o ı́ndice politrópico γ

γ = 1 + 1/n , (5.77)
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que nos permite resgatar o caso tradicional se fizermos n = 1 e garantirmos que k > 0.

5.3.1 Dinâmica cósmica

Antes de estudarmos a dinâmica do universo neste modelo vamos generalizar ainda mais a

equação (5.76) e adicionar um termo linear [61,63]. Portanto, daqui em diante a equação

de estado será

p = αρ+ kρ1+1/n , (5.78)

onde α é uma constante, e, para simplificarmos as equações, não usaremos mais os ı́ndices

m para a densidade. O termo linear na equação (5.78) é adicionado a mão. Também não

iremos mais chamar de matéria escura o fluido descrito pela equação de estado politrópica

(5.78). Nos casos que vamos estudar aqui vamos ver que, para valores espećıficos das

constantes α, k e n do modelo, o fluido pode ter o comportamento análogo de uma

constante cosmológica [61,63].

Se restringirmos os valores do ı́ndice politrópico para aqueles em que n > 0 (que

inclui o caso do condensado de Bose-Einstein tradicional) vemos que o termo politrópico

da equação de estado (5.78) domina a densidade total quando comparado com o termo

linear. Para valores menores da densidade é o termo linear que domina. Já vimos que o

universo primordial tinha uma densidade média muito grande. Se considerarmos que o

universo primordial foi preenchido pelo fluido com equação de estado politrópica (5.83)

podemos fazer com que o mesmo se comporte como uma constante cosmológica (α = −1),

matéria sem pressão (α = 0) ou radiação (α = 1/3) para tempos mais tardios em relação

a singularidade inicial, quando a densidade for pequena o suficiente.

Neste cenário o universo primordial deve satisfazer a relação (1 +α+ kρ1/n) ≥ 0, com

n > 0 [62], sendo que, para termos um universo primodial com expansão acelerada ainda

é necessário fazer k < 0. Caso n < 0 podemos usar a equação de estado politrópica (5.78)

para descrevermos o universo atual, onde o termo politrópico irá dominar a densidade

total para valores pequenos de ρ [64]. Para o caso da equação de estado satisfazer a

relação (1 + α + kρ1/n) ≤ 0 teremos um universo do tipo fantasma [65].
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A equação de conservação da energia para a equação de estado politrópica (5.78) é

ρ̇+ 3Hρ(1 + α + kρ1/n) = 0 , (5.79)

que, para o caso α 6= −1, encontramos1

ρ =
ρ∗

[R3(1+α)/n ∓ 1]
n , (5.80)

onde o sinal negativo corresponde a k > 0, o sinal positivo a k < 0, R = a/a∗, sendo a∗

uma constante de integração e ρ∗ = [(1 + α) /|k|]n.

No caso da auto interação repulsiva (k > 0, que equivale ao condensado de Bose-

Einstein tradicional para os casos n = 1 e α = 0) a densidade é definida apenas no

intervalo a∗ < a <∞ do fator de escala, e podemos calcular os limites

ρ

ρ∗
≈


(

n
3(1+α)

)n
1

(R−1)n
→∞ , a→ a∗

R−3(1+α) → 0 , a→∞
. (5.81)

No caso da auto interação atrativa (k < 0) a densidade é definida no intervalo 0 <

a <∞ do fator de escala, e tem os limites

ρ

ρ∗
≈

 1 , a→ 0

R−3(1+α) → 0 , a→∞
, (5.82)

sendo que, nos mesmos limites, a pressão do fluido politrópico será p → −ρ∗ e p → 0,

respectivamente. Dos limites (5.82) podemos concluir que o caso onde o modelo satisfaz

as relações (1 + α + kρ1/n) ≥ 0, k < 0, n > 0 e α 6= −1 a densidade inicial do universo é

constante e tem pressão negativa, assim como no modelo inflacionário de rolamento lento.

Durante a expansão do universo, mais exatamente para a >> a∗, o fluido politrópico

irá aproximar o comportamento da poeira, se α = 0, ou da radiação, se α = 1/3. A

configuração que usamos para chegar nos limites (5.82) será a que usaremos para descrever

1Não trataremos o caso α = −1 aqui, mas o mesmo pode ser encontrado em [62].
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o universo primordial.

Podemos também escrever a equação de estado politrópica (5.76) como

p = ω(t)ρ , (5.83)

onde o parâmetro efetivo da equação de estado ω(t) é

ω(t) = α± (α + 1)

(
ρ

ρ∗

)1/n

= α± (α + 1)
(
R3(1+α)/n ∓ 1

)−1
. (5.84)

Com o parâmetro (5.83) podemos calcular a velocidade do som no fluido, que é

c2
s =

(
n+ 1

n

)
ω(t)− α

n
. (5.85)

Novamente, podemos encontrar os limites para as auto interações repulsiva e atrativa.

Para k > 0, temos

ω(t) ≈

α + n
3(R−1)

→∞ , a→ a∗

α + α+1
R−3(1+α)/n → α , a→∞

, (5.86)

e para k < 0, encontramos

ω(t) ≈

 −1 , a→ 0

α− α+1
R−3(1+α)/n → α , a→∞

, (5.87)

e, portanto, a velocidade do som no fluido poderá ser aproximada por

c2
s ≈

 −
(

1+α+n
n

)
, a→ 0

α +
(

1+n
n

) (
1+α

R−3(1+α)/n

)
→ α , a→∞

, (5.88)

ou seja, na origem, para n > 0 teremos sempre c2
s < −1 para todo α > 0.

Novamente, assumindo que o universo é preenchido pelo fluido com equação de estado
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(5.76), onde fazemos n > 0 e k < 0, encontramos que a equação de Friedmann é

Ṙ2

R2
=
M−2

Pl

3
ρ∗
(
1 + R3(1+α)/n

)−n
. (5.89)

Para instantes próximos à singularidade, ou seja, a � a∗, temos que R � 1 e então

podemos expandir a equação de Friedmann (5.89) em série de Taylor, para o caso x ≡

R3(1+α)/n � 1,

[
1 +

n

2
x+

1

2

(n
2
− 1
) n

2
x2 +

1

6

(n
2
− 2
)(n

2
− 2
) n

2
x3 +O(x4)

]
dR

R
=

√
M−2

Pl ρ∗
3

dt .

(5.90)

Vamos também impor a condição 3(1 + α)/n ≥ 1, de maneira que

n ≤ 3(1 + α) . (5.91)

Se mantivermos apenas o termo de ordem zero na expansão (5.91), podemos resolver a

equação de Friedmann aproximada

R ∝ etH∗ , (5.92)

onde H∗ =

√
M−2

Pl ρ∗
3

. Como vemos, sob as condições descritas acima o universo primor-

dial é inflacionário e tem ińıcio em a → 0 com um densidade finita e aproximadamente

constante, onde ρ∗ define o valor máximo da densidade.

Após o peŕıodo inflacionário, ou seja, para a >> a∗, o termo linear da equação de

estado (5.76) irá dominar a densidade total.

Podemos também representar o fluido com equação de estado (5.76) usando um campo

escalar. Para isso temos de determinar o potencial V (φ) que reproduza o comportameto

do fluido politrópico. Começamos escrevendo a equação de Klein-Gordon,

φ̈+ 3Hφ̇+ V,φ = 0 , (5.93)

94
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onde V,φ = dV/dφ, e definimos

ρ =
φ̇2

2
+ V (φ) , (5.94)

p =
φ̇2

2
− V (φ) . (5.95)

A expansão acelerada irá acontecer se as seguintes condições forem satisfeitas

φ̇2

2
� V ∝ H2 , (5.96)

|φ̈| � 3Hφ̇ ≈ |V,φ| .

Então combinamos as equações (5.94) e (5.95) para encontrarmos

φ̇2 = (ω(t) + 1)ρ , (5.97)

V (φ) =
ρ

2
(1− ω(t)) . (5.98)

Para encontrarmos como o fator de escala a varia com o campo escalar φ usaremos a

regra da cadeia combinada com a equação (5.97) e com a equação de Friedmann, e então

obtemos
dφ

da
=

√
3

M−2
Pl

√
ω + 1

a
. (5.99)

Podemos integrar a equação acima com ajuda da equação (5.84) para o parâmetro da

equação de estado, e então invertemos a solução para encontrarmos

R3(1+α)/n = sinh2(ψ) , (5.100)

onde ψ é definido como

ψ =

√
3

4
M−2

Pl

1 + α

n2
φ . (5.101)
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Se combinarmos as equações (5.98) e (5.100), iremos obter

V (φ) =
ρ∗
2

[
1− α

(1 + R3(1+α)/n)
n +

1 + α

(1 + R3(1+α)/n)
n+1

]
=

=
ρ∗
2

[
(1− α)

(coshψ)2n
+

(1 + α)

(coshψ)2(n+1)

]
. (5.102)

O primeiro parâmetro de rolamento lento, que está relacionado com a expansão ace-

lerada durante a inflação, é

ε(t) ≡ − Ḣ

H2
. (5.103)

Como já vimos anteriormente, com as equações de fundo, a equação de estado (5.84), e a

equação de Klein-Gordon (5.93) mostramos que

ε(t) =
3

2
(1 + ω(t)) =

M−2
Pl

2

φ̇2

H2
≈ M2

Pl

2

(
V,φ
V

)2

. (5.104)

Na Figura 5.7 podemos ver o comportamento do parâmetro (5.104) como uma função

do fator de escala R em duas situações diferentes, com n = 1 e n = 2.
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Figura 5.7: O parâmetro de rolamento lento ε como uma função do fator de escala.

O segundo parâmetro de rolamento lento nos diz o quão longo será o peŕıodo inflacio-
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nário, e é definido como

η(t) ≡ − φ̈

Hφ̇
= ε− 1

2ε

dε

dN
, (5.105)

onde dN = Hdt. Com ajuda da expressão de ε em termos do parâmetro da equação de

estado ω podemos calcular neste modelo que

η =
2

3
ε+

1

2

(
1 + c2

s

)
≈ 2

3
ε− 1

2

(
1 + α

n

)
, (5.106)

sendo que a aproximação é feita no limite a → 0. Se olharmos para a condição (5.91)

para n e α vamos ver que não podemos satisfazer a condição de rolamento lento η � 1,

o que trará sérias implicações para o espectro de potência.

5.3.2 Perturbações escalares

Novamente podemos usar a equação de movimento para as perturbações escalares (5.48)

Φ′′ + 3H
(
1 + c2

s

)
Φ′ +

[
2H′ +H2

(
1 + 3c2

s

)
+ c2

sk
2
]

Φ = 0 , (5.107)

onde k é o módulo do número de onda, sendo que ∇2Φ = −k2Φ. Para obtermos a

perturbação Φ no universo primordial prenchido pelo fluido politrópico vamos usar as

transformações [23]

Φ = aβµ , (5.108)

β = −3

2

(
1 + c2

s

)
=

3

2

(
1 + α

n

)
, (5.109)

e então encontramos

µ′′ + µ
[
(kτcs)

2 −
(
β2 + β

)]
= 0 . (5.110)

Com ajuda da transformação µ =
√
|τ |g, vamos encontrar a equação diferencial de Bessel

z2d
2g

dz2
+ z

dg

dz
+
[
z2 −

(
β2 + β + 1/4

)]
g = 0 , (5.111)
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onde z = k|τ |cs. A solução é

g = C1H(1)
ν (z) + C2H(2)

ν (z) , (5.112)

onde H(i)
ν (z) são as funções de Hankel com ordem ν =

√
β2 + β + 1/4.

Novamente, podemos quantizar a equação (5.110), de maneira que a perturbação Φ

será transformado em um campo quântico

Φ̂ = aβµ̂ , (5.113)

que irá nos permitir, usando a função de correlação de dois pontos
〈

Φ̂(τ, ~x)Φ̂†(τ, ~y)
〉

,

encontrar o espectro de potência quântico

PΦ(k, τ) =
k3

2π2

|µ|2

a−2β
, (5.114)

onde µ =
√
π

2

√
|τ |H(1)

ν (z).

Podemos também calcular o ı́ndice espectral das perturbações Φ, que é definido por

nΦ − 1 =
d lnPΦ

d ln k

∣∣∣∣∣
aH=csk

, (5.115)

onde aH = csk garante que o mesmo será calculado quando os modos reentram no hori-

zonte, e portanto teremos

nΦ − 1 = −2 (ε− β − 1) (1− ε)−1 ≈ 2 + 2β (1 + ε) , (5.116)

e, com a ajuda de (5.106) e (5.109) podemos encontrar que

nΦ − 1 = 2 + 2ε− 6η(1 + ε) , (5.117)

que mostra que o espectro de potência das pertubações escalares no modelo politrópico

não são invarinates de escala.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Durante os séculos XX e XXI a humanidade acumulou inegáveis evidências da evolução

de um universo dinâmico, homogêneo, isotrópico e extremamente antigo: a radiação emi-

tida pelas galáxias são desviadas para o setor vermelho do espectro eletromagnético, a

abundância de elementos leves como hidrogênio, hélio e ĺıtio são confirmadas pelo mo-

delo de nucleośıntese primordial, e a existência da radiação cósmica de fundo (RCFM) na

frequência de microondas sugere um universo primordial extremamente quente e denso,

que segue um processo cont́ınuo de expansão e consequente esfriamento.

Até agora a hipótese da existência de uma breve fase de expansão acelerada e expo-

nencial nos primórdios da história do universo mostrou ser a melhor maneira de expli-

car [16, 33] a homogeneidade das estruturas em grandes escalas e da RCFM, a razão da

curvatura ser praticamente plana e, talvez a mais importante das explicações, a origem

das minúsculas flutuações que foram o ponto de partida para o surgimento das estruturas

em grande escalas que observamos hoje, além de podermos relacionar essas flutuações

primordiais com os pequenos desvios de temperatura medidos na RCFM.

Os dados mais recentes [16] mostram que o universo é formado por radiação, bárions,

matéria escura fria e energia escura (modelo ΛCDM), sendo que essa última componente,

apesar da baixa densidade, domina a dinâmica do espaço-tempo em grandes escalas, já

que corresponde a quase 2/3 da densidade total do universo. Além disso, os mesmos dados

[33] corroboram a existência da inflação primordial dirigida por um único campo escalar
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neutro, fracamente acoplado à geometria do espaço-tempo, com termo cinético canônico,

que decai lentamente com um potencial aproximadamente constante. Mesmo assim, foram

medidas algumas propriedades da RCFM que não são estatisticamente consistentes com

o modelo mais adequado (ΛCDM) [66].

Dentre essas anomalias vamos destacar as oscilações no espectro de potência [33], que

propusemos explicar no Caṕıtulo 4. Adotamos um modelo de dois campos, com potenciais

quadráticos (também conhecido como caótico) e separáveis, onde um dos campos domina

completamente a dinâmica, e o campo secundário sofre um ganho de massa instantâneo,

o que faz com que ele viole a segunda condição de rolamento lento, que resultará em uma

mudança abrupta na trajetória do campo secundário, seguida de oscilações amortecidas e

o rápido desaparecimento deste campo [21].

As mesmas oscilações amortecidas são obtidas no parâmetro efetivo da equação de

estado para os dois campos, como podemos observar na Figura 4.2. As oscilações no

parâmetro efetivo da equação de estado desaparecem muito rapidamente devido a veloz

diluição do campo oscilatório e, portanto, estudamos as perturbações escalares primordiais

de duas maneiras.

Na primeira, desconsideramos o campo secundário após o mesmo sofrer o ganho extra

de massa. Como resultado teremos uma pequena descontinuidade no parâmetro efetivo

da equação de estado, que é medida pela equação (4.46), que mostra este salto sendo

aproximadamente do tamanho da razão entre as energias dos campos no ponto de transi-

ção. Quando do cálculo das perturbações e do espectro de potência também descartamos a

existência do campo secundário. Na segunda maneira mantemos a configuração completa,

ou seja, consideramos ambos os campos, e consequentemente as oscilações, no ńıvel do

fundo e também para as perturbações. Apenas quando calculamos a expresão final para

o espectro de potência consideramos instantes de tempo próximos ao final da inflação,

quando o campo secundário não é mais importante.

No caso da transição abrupta, que provoca o salto (4.46) no parâmetro efetivo da

equação de estado, vemos que, com as correções oscilatórias do espectro de potência, dadas

pelas equações (4.109) e (4.110), é bem fácil identificar a frequência, a posição do primeiro
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pico e a amplitude das oscilações, que é dada pela descontinuidade do parâmetro efetivo

da equação de estado, sendo que, no nosso modelo, este saldo tem, aproximadamente o

tamanho da razão entre as energias dos campos no ponto de transição. O mesmo resultado

já hávia sido encontrado em outros modelos [49,67].

Já para o caso completo, não é nada simples visualisar as correções quando olhamos

para o espectro de potência (4.113). Mesmo assim, a Figura 4.9 mostra que, salvo o sinal

trocado das correções, o caso mais simples nos dá uma boa estimativa da amplitude e

da frequência das oscilações no espectro de potência. Nas Figuras 4.3 e 4.4 vemos que,

poucos instantes após a transição para o regime mais massivo, as oscilações atingem um

estado estacionário. Além disso, tanto a amplitude das oscilações quanto a posição do

primeiro pico não dependem da razão entre as massas, como mostram as Figuras 4.5 e

4.6, enquanto a amplitude do primeiro pico tem uma relação linear com a razão entre as

energias dos campos, como podemos ver nas Figuras 4.7 e 4.8.

Portanto, baseados nos atuais limites para as oscilações no espectro de potência [33],

chegamos no limite superior para a energia de um campo pesado

ρpesado

ρinflaton

. ∆PR ∼ O(10−2) . (6.1)

A aproximação da transição abrupta é uma boa aproximação por duas razões: pri-

meiro, a evolução do tipo rolamento lento do campo leve, que dirige a inflação, não é

violada, de modo que quantidades como o fator de escala e o parâmetro de Hubble H

sofrem apenas pequenas alterações. Segundo, como a razão entre as energias é pequena

as aproximações são válidas também no ńıvel perturbativo.

Embora propriedades adicionais nas oscilações do espectro de potência podem ser

provocadas pelas ressonâncias causadas pelas oscilações do campo pesado, essas ressonân-

cias são suprimidas pelo campo leve, de maneira que a estimativa (6.1) e a aproximação

abrupta são bons ind́ıcios, também em outros modelos, de se vale a pena ou não ir além

da aproximação abrupta e incluir nos cálculos outras interações e ressonâncias, que são

importantes para compararmos o modelo com as observações [21].

Não são apenas as observações da RCFM [16] que confirmam a existência da matéria
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escura que, apesar de interagir gravitacionalmente, não emite e nem absorve radiação.

Medidas locais do comportamento gravitacional da matéria [17,18] também confirmam a

existência desta componente até agora sem igual no modelo padrão de part́ıculas [53].

Se as part́ıculas de matéria escura fria forem compostas por part́ıculas leves [55,56] ou

por algum campo bosónico [57], em algum momento da história cósmica, pode ocorrer uma

condensação em forma de condensado de Bose-Einstein [58, 59]. No Caṕıtulo 5 revimos

a condensação cósmica e também estudamos as perturbações responsáveis pela formação

de estruturas durante o processo de condensação [22].

Para analizarmos o comportamento das perturbações no modelo de condensação de

Bose-Einstein não assumimos nenhum tipo de condição inicial. Portanto, traçamos os

gráficos para os modos crescente e decrescente. No caso do potencial Newtoniano Φ,

vemos na Figura 5.2, para o caso sem constante cosmológica, que ambos os modos são mais

senśıveis a mudanças na quantidade de matéria escura do que no desvio para o vermelho

cŕıtico zcrt, que depende da massa das part́ıculas e do comprimento de espalhamento, como

mostra a equação (5.28). Quando comparado com o modelo padrão da cosmologia, vemos

que os modos crescentes não conseguem reproduzir o comportamento do modelo ΛCDM,

mas os modos decrescentes são favorecidos para os casos com uma pequena quantidade

de matéria escura na forma de condensado e também valores pequenos de zcrt.

Já a Figura 5.5 mostra que, na presença de constante cosmológica, vemos que quanto

menor o valor de zcrt, menor é o valor do potencial Φ. Quando comparado com o modelo

padrão, vemos que valores maiores de zcrt serão favorecidos.

As Figuras 5.3 e 5.4 mostram a evolução da função de contraste da densidade, que

são necessárias para se encontrar o espectro de potência das perturbações de densidade.

Vemos que em um universo sem constante cosmológica o contraste é senśıvel a quantidade

de matéria escura. Mas em ambos os casos, com e sem constante cosmológica, mostrados

nas Figuras 5.4 e 5.6 respectivamente, vemos que valores maiores de zcrt são favorecidos.

Em [68] foi mostrado que, para o caso da matéria escura já condensada, valores maiores

da massa das part́ıculas também são favorecidos quando o modelo é comparado com o

modelo padrão.
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É importante notar que zcrt é o parâmetro mais relevante neste modelo, pois contém

informações sobre as part́ıculas de matéria escura e o processo de condensação, como

podemos ver na equação (5.28). Para um comprimento de espalhamento fixo, que nas

medidas experimentais feitas com matéria bariônica tem valores t́ıpicos entre 106 fm e

1010 fm, para obtermos valores grandes de zcrt precisamos de valores grandes para a

massa da part́ıcula, já que 1 + zcrt ∼ m. Considerando o intervalo de 106 fm e 1010 fm

para o comprimento de espalhamento e fixando o valor máximo das massas das part́ıculas

de matéria escura em 1.87 eV encontramos que zcrt assume valores entre 17 and 400. Para

grandes valores de zcrt é dif́ıcil distinguir o modelo [22,68], a não ser através das diferenças

para grandes escalas no espectro de potência [68].

Também foi possivel generalizar a equação (5.70) para encontrarmos a equação de

estado politrópica (5.83) que, sob certas condições dos parâmetros do modelo, descreve

também a matéria escura sob a forma de condensado de Bose-Einstein. Ainda sob certas

condições para os parâmetros do modelo vimos que um universo preenchido pela equação

de estado politrópica (5.83) pode ter uma origem com densidade constante e posterior-

mente passar por um processo de inflação. Exatamente o que precisamos para explicar

várias caracteŕısicas do universo primordial.

Apesar de conseguirmos obter neste modelo um universo sem singularidade, vemos que

na equação (5.106) o segundo parâmetro de rolamento lento não satisfaz a condição η � 1.

Mas, mais importante do que isso é que, quando calculamos as perturbações escalares neste

modelo e o espectro de potência [23], vemos que este último não é invariante por escala,

como prevêem os vários modelos de inflação de rolamento lento [29] e como também

indicam as medidas da RCFM [33].

Mesmo com todos os avanços no modelo cosmológico e, principalmente, no nosse enten-

dimento da formação de estruturas, existem ainda uma série de desafios a serem vencidos.

Além da já citada anomalia oscilatória no espectro de potência da RCFM, podemos citar,

entre outras [69], um valor menor para o espectro quando medido em grandes escalas.

Sendo assim, podemos considerar em trabalhos futuros o efeito de fases pré-inflacionárias,

que podemo provocar oscilações no espectro de potência. Entre os candidatos a fonte de
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matéria nessa fase podemos citar o fluido de equação politrópica, ou até mesmo um ou

mais campos escalares do tipo inflaton que na origem tenham a energia dominada pelo

termo cinético. É posśıvel também nos perguntarmos como se comportaria um universo

quântico preenchido pelo fluido politrópico.

No que diz respeito a matéria escura, é necessário que usemos a continuidade em todas

as fases do modelo com condensado de Bose-Einstein para calcularmos o espectro de massa

das perturbações afim de compararmos o modelo com os dados existentes.
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Apêndice A

Perturbações

Perturbando as conexões (2.12), encontramos a expressão geral

δΓαµν = δ

[
gαλ

2
(gµλ,ν + gνλ,µ − gµν,λ)

]
=

δgαλ

2
(gµλ,ν + gνλ,µ − gµν,λ) +

gαλ

2
(δgµλ,ν + δgνλ,µ − δgµν,λ) , (A.1)

e então, aplicando a métrica perturbada (3.6), teremos as componentes

δΓ0
00 = A′ , (A.2)

δΓ0
0i = (A+HB),i , (A.3)

δΓi00 = (A+B′ +HB)
i
, , (A.4)

δΓj0i = −ψ′δ j
i +

D j
i E

′

2
, (A.5)

δΓ0
ij = − (ψ′ + 2Hψ + 2HA) δij −B,ij +

DijE
′

2
−HDijE , (A.6)

δΓkij = ψiδ
k
j − ψjδ k

i + ψ k
, δij −HB k

, δij +
1

2

(
∂iD

k
j + ∂jD

k
i − ∂kDij

)
E . (A.7)

De maneira análoga às conexões, podemos calcular o tensor de curvatura perturbado
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δRµν , que terá componentes

δR00 = 3ψ′′ + 3Hψ′ + 3HA′∇2A+∇2 (B′ +HB) , (A.8)

δR0i =
[
2ψ′ + 2HA+

(
H′ + 2H2

)
B
]
,i

+
∂kD

k
i E

′

2
, (A.9)

δRij = −

[
ψ′′ + 5Hψ′ + 2

(
H′ + 2H2

)
ψ −∇2ψ +

+HA′ + 2
(
H′ + 2H2

)
A−H∇2B

]
δij + (ψ − A),ij +

− (B′ + 2HB),ij +
Dij

2

[
E ′′ + 2HE ′ + 2

(
H′ + 2H2

)
E
]

+

+
1

2

[
∂k
(
∂iD

k
j + ∂jD

k
i

)
−∇2Dij

]
E , (A.10)

com as quais encontramos o escalar de curvatura perturbado δR = δgµνRµν + gµνδRµν ,

que é

δR = −a−2

[
6ψ′′ + 18Hψ′ − 4∇2ψ + 6HA′ + 12

(
H′ +H2

)
A+ 2∇2A+

+2∇2 (B′ + 3HB)− ∂k∂iD k
i E

]
. (A.11)

Finalmente, podemos calcular o tensor perturbado de Einstein, que terá componentes

δG00 = −6Hψ′ + 2∇2ψ − 2H∇2B +
∂k∂

iD k
i E

2
, (A.12)

δG0i =
[
2ψ′ + 2HA−

(
H2 + 2H′

)
B
]
,i

+
∂kD

k
i E

′

2
, (A.13)

δGij =
[
2ψ′′ + 4Hψ′ + 2HA′ + 2

(
2H′ +H2

)
(A+ ψ) +∇2(A− ψ)

]
δij +

+ (ψ − A),ij +

[
∇2 (B′ + 2HB) +

∂k∂
lD k

l E

2

]
δij − (B′ + 2HB),ij + (A.14)

+ Dij

[
E ′′

2
+HE ′ −

(
H2 +H′

)]
+
[
∂k∂iD

k
j + ∂k∂jD

k
i −∇2Dij

] E
2
.

Para o tensor momento-energia de um fluido perfeito, descrito pela equação (2.39),
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não é dif́ıcil encontrar que

δT 0
0 = δρ , δT 0

i =
ρ+ p

a
δui , δT j

i = −δpδ j
i , (A.15)

onde δui são as flutuações na velocidade do fluido.

No caso de um campo escalar, o tensor momento-energia é dado pela equação (2.65),

e as componentes perturbadas serão

δT 0
0 = Aφ′2 − φ′δφ′ − a2V,φδφ , (A.16)

δT 0
i = −φ′δφ,i , (A.17)

δT j
i = −

(
Aφ′2 − φ′δφ′ + a2V,φδφ

)
δ j
i . (A.18)
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Coeficientes de Bogoliubov

Para calcularmos os coeficientes de Bogoliubov em (4.104), precisamos substituir as solu-

ções (4.102) e (4.103) nas condições de continuidade (4.100), para encontrarmos

αlH(1)

µ+
l

cos θ+ + βlH(2)

µ+
l

cos θ+ + α̃lH(1)

µ+
p

sin θ+ + β̃lH(2)

µ+
p

sin θ+ = eı̇(µ
−
l +1/2)π/2H(1)

µ−l
cos θ− ,

(B.1)

αpH(1)

µ+
l

cos θ+ + βpH(2)

µ+
l

cos θ+ + α̃pH(1)

µ+
p

sin θ+ + β̃pH(2)

µ+
p

sin θ+ = eı̇(µ
−
p +1/2)π/2H(1)

µ−p
sin θ− ,

(B.2)

αlH(1)

µ+
l

sin θ+ + βlH(2)

µ+
l

sin θ+ − α̃lH(1)

µ+
p

cos θ+ − β̃lH(2)

µ+
p

cos θ+ = eı̇(µ
−
l +1/2)π/2H(1)

µ−l
sin θ− ,

(B.3)

αpH(1)

µ+
l

sin θ+ + βpH(2)

µ+
l

sin θ+ − α̃pH(1)

µ+
p

cos θ+ − β̃pH(2)

µ+
p

cos θ+ = −eı̇(µ
−
p +1/2)π/2H(1)

µ−p
cos θ− .

(B.4)
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Além disso, as condições (4.101) ainda nos dão

αl

3

2
H(1)

µ+
l

+
k

aH

dH(1)

µ+
l

dx

 cos θ+ + βl

3

2
H(2)

µ+
l

+
k

aH

dH(2)

µ+
l

dx

 cos θ+

+α̃l

3

2
H(1)

µ+
p

+
k

aH

dH(1)

µ+
p

dx

 sin θ+ + β̃l

3

2
H(2)

µ+
p

+
k

aH

dH(2)

µ+
p

dx

 sin θ+

= eı̇(µ
−
l +1/2)π/2

3

2
H(1)

µ−l
+

k

aH

dH(1)

µ−l

dx

 cos θ− , (B.5)

αp

3

2
H(1)

µ+
l

+
k

aH

dH(1)

µ+
l

dx

 cos θ+ + βp

3

2
H(2)

µ+
l

+
k

aH

dH(2)

µ+
l

dx

 cos θ+

+α̃p

3

2
H(1)

µ+
p

+
k

aH

dH(1)

µ+
p

dx

 sin θ+ + β̃p

3

2
H(2)

µ+
p

+
k

aH

dH(2)

µ+
p

dx

 sin θ+

= eı̇(µ
−
p +1/2)π/2

3

2
H(1)

µ−p
+

k

aH

dH(1)

µ−p

dx

 sin θ− , (B.6)
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e

−eı̇(µ
−
l +1/2)π/2

3

2
H(1)

µ−l
+

k

aH

dH(1)

µ−l

dx

 sin θ− =

αl

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(1)

µ+
l

+
k

aH

dH(1)

µ+
l

dx

 sin θ+

+βl

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(2)

µ+
l

+
k

aH

dH(2)

µ+
l

dx

 sin θ+

−α̃l

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(1)

µ+
p

+
k

aH

dH(1)

µ+
p

dx

 cos θ+

−β̃l

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(2)

µ+
p

+
k

aH

dH(2)

µ+
p

dx

 cos θ+ , (B.7)

eı̇(µ
−
p +1/2)π/2

3

2
H(1)

µ−p
+

k

aH

dH(1)

µ−p

dx

 cos θ− =

αp

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(1)

µ+
l

+
k

aH

dH(1)

µ+
l

dx

 sin θ+

+βp

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(2)

µ+
l

+
k

aH

dH(2)

µ+
l

dx

 sin θ+ +

−α̃p

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(1)

µ+
p

+
k

aH

dH(1)

µ+
p

dx

 cos θ+

−β̃p

3

2

(
1 + 2

V ′p

3Hφ̇p

)
H(2)

µ+
p

+
k

aH

dH(2)

µ+
p

dx

 cos θ+ (B.8)
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Isolando os coeficientes do sistema de equações, encontramos, finalmente

αl = −π
4
ı̇eı̇(µ

−
l +1/2)π/2

{
cos θ− cos θ+(1 + tan θ− tan θ+)

k

aH

H(2)

µ+
l

dH(1)

µ−l

dx
−H(1)

µ−l

dH(2)

µ+
l

dx

+

+ 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
sin θ+ sin θ−H(2)

µ+
l

H(1)

µ−l

}
, (B.9)

βl =
π

4
ı̇eı̇(µ

−
l +1/2)π/2

{
cos θ− cos θ+(1 + tan θ− tan θ+)

k

aH

H(1)

µ+
l

dH(1)

µ−l

dx
−H(1)

µ−l

dH(1)

µ+
l

dx

+

+ 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
sin θ− sin θ+H(1)

µ+
l

H(1)

µ−l

}
, (B.10)

α̃l = −π
4
ı̇eı̇(µ

−
l +1/2)π/2

{
cos θ− sin θ+

(
1− tan θ−

tan θ+

)
k

aH

H(2)

µ+
p

dH(1)

µ−l

dx
−H(1)

µ−l

dH(2)

µ+
p

dx

+

− 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
sin θ− cos θ+H(1)

µ−l
H(2)

µ+
p

}
, (B.11)

β̃l =
π

4
ı̇eı̇(µ

−
l +1/2)π/2

{
cos θ− sin θ+

(
1− tan θ−

tan θ+

)
k

aH

H(1)

µ+
p

dH(1)

µ−l

dx
−H(1)

µ−l

dH(1)

µ+
p

dx

+

− 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
sin θ− cos θ+H(1)

µ−l
H(1)

µ+
p

}
, (B.12)

αp = −π
4
ı̇eı̇(µ

−
p +1/2)π/2 cos θ− sin θ+

{(
1− tan θ−

tan θ+

)
k

aH

H(1)

µ−p

dH(2)

µ+
l

dx
−H(2)

µ+
l

dH(1)

µ−p

dx

+

− 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
H(2)

µ+
l

H(1)

µ−p

}
, (B.13)

βp =
π

4
ı̇eı̇(µ

−
p +1/2)π/2 cos θ− sin θ+

{(
1− tan θ−

tan θ+

)
k

aH

H(1)

µ−p

dH(1)

µ+
l

dx
−H(1)

µ+
l

dH(1)

µ−p

dx

+

−3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
H(1)

µ+
l

H(1)

µ−p

}
, (B.14)
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α̃p = −π
4
ı̇eı̇(µ

−
p +1/2)π/2 cos θ− cos θ+

{
(1 + tan θ− tan θ+)

k

aH

H(2)

µ+
p

dH(1)

µ−p

dx
−H(1)

µ−p

dH(2)

µ+
p

dx

+

+ 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
H(2)

µ+
p
H(1)

µ−p

}
, (B.15)

β̃p =
π

4
ı̇eı̇(µ

−
p +1/2)π/2 cos θ− cos θ+

{
(1 + tan θ− tan θ+)

k

aH

H(1)

µ+
p

dH(1)

µ−p

dx
−H(1)

µ−p

dH(1)

µ+
p

dx

+

+ 3

(
1 +

V ′p

3Hφ̇p

)
H(1)

µ+
p
H(1)

µ−p

}
, (B.16)

onde todas as quantidades dependentes do tempo são calculadas em t∗. No ponto de

transição, temos x ≈ −kτ∗, e ambos os ângulos θ±, assim como as funções de Hankel de

ı́ndices µ±i são calculadas em k∗ ≡ a∗H∗.

Ainda podemos aproximar γ ≈ π/2 em todas as expressões, exceto na razão V ′p/(3Hφ̇p),

pois, devido a condição εm � 3εl, a razão εm/(3εl) em (4.38) é de segunda ordem, quando

comparada com εl. Se fossemos usar a aproximação γ ≈ π/2 em

V ′p

3Hφ̇p

∣∣∣∣∣
t=t∗

= 2

√
εl

3εm

(
1

2 cot γ −
√

3εm/εl

)
, (B.17)

estariamos ignorando termos de ordem maior, que cancelam quando fazemos a expansão

em torno de γ ≈ π/2. Portanto, usamos a expressão completa em (4.38) para todos os

gráficos.
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